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INTRODUCGION

£1 estudio de las redes comienza con Nepton[1’ cuan-
do é) tratf de determinar teﬁriéamente la velocided del sonldo
. en el airE. ] Péra élla tuvo que auponei que la prapagacifn del
isonido en el: aire es como la de una onda el&atica en una red de

"aaea,puntualas.m

El unﬁliais de la red llneal fua cnntinundo

.fmental. . E-tus trabajou fuernn provncandu poco. a'bncu ddé el
?eatudio de la red tenga interés, muchun vecea, pnr sy nlnuo.‘

En 1881 Halvin publica un trabaju nuv cnnpletn de 1-

din&mica de‘unu red mnnontbuica. an '1 cual 10: ito-on 1nt¢rlc- ;

ln hace propuniendu cumn snluclﬁn para 1au ecuacione- de"“

'! onda utilizadu 1ndlca la dlferen-la de fase an'cl desplazunlcn-‘

.'to de qn ftomo con respectn s otro, E1 trabajo dc Kelvin . tic
, 6= un gran binniflcadu, ei el arimero en darse cuenta de la
,exlntencla de ‘13 Frecuencla de corte en aate li.tama. Elto quic
. re decir . Qque; para valore. .menore- a eata frecuencla de curta

.;”-na deaplazamientas atﬁmicus en tnda 1a red estﬁn deacritu- me-

diante 1a nnda sinuauldal propua-tu prara valores mavnreu - 15*



frecuencla de corte el comportamiento atémico se atenla éﬁhfdr-k
me se aleja hacia los extremos del cristal, ~ A esie Gltimo ca-
so se le asocia un nGmero de onda caomplejo. -

Al analizar un cristal mnnuatﬁmico con interaccién a

primerna vecinoa 1a mayurla de 1ns autorescz] ~ han seguidu los

‘frecuencin nngular fﬁ v el nﬁmetd de nnda‘”'~ﬂ'M
2

' dlante la expresiﬁn mw o kK sen? (ka/2) en donde m es la ‘ma-

de los étomus, H Ia cunstante de 1nteracc16n a primerua ve‘

ealla aEparaciﬁn de las: ﬁtnmns cuandu eatén en el

pueden ser de criton

miamo, tndos los deaplazamientus atbmicos

zona de Brillu-

“GDMu elbstico.

A

;1 estudio de loa crietnlea ‘cuando 1nc1uyen 1mperfec-'
cioﬁ°a,, -ha permitldn que cada vez m&s se creen nuevaa técnicas
Jmatemﬁticas para reaolver eat"a problemaa, que pnr un lado ra- i

‘cillten ;el desarrnlln ‘v por utru lado  sus! reaultadna teﬁricus,ﬁ

aroximen cada vez mas ul dato exnerimental‘j, - :Reg;gnte—



mente se ha desarrollado un nuevo métodol®) nesado en 1la solu--
cién de ecuaclones de diferenciae para»reénlvar el .problema de
ia red con interacclones a primergs vecinos. - En la regifin de

las vibracionea atenuadas un gran nOmero de trabajn- con cundi-.

'ciunes a la frontera han aidn resueltos R} ae reducen en el prn-

‘{,furnn enn tre- ttpnl dn cn-pnrtanientnn- unn co-o una onda li-

) uaoidal en las frecuencias u-nnre- - la de cortc"otro ju-tl;-’

51: rad ’ nnrt v A.ahit ,,‘11 aplicar 1: natriz_dt tran-fntln--
cia en sistemaa que incluyln l1a 1nteracc16n al- -tgundo vlcino,
enncluven que: eata 1nterace16n comparada cnn 1a de prlncrn- ve-
cinoa no ‘da una cuntribuc16n muy fuerte en lo8 daoplazauiantou
atﬁmiuos de la red : Gazla ¥ mallisb’, asi !:c-o Fukuahi-ap]

en. aus trabajna dan a cunucer que 1a interncciﬁn\

-1 aegundu ve—’,

eino’ ‘8- tiene .una’ cuntrtbucibn signifieutiva. va

qul deter- nln*ﬂ‘r



.modus de vibracién al ﬁonsidcrar meerfeccidnés 2n la red, aun-
que no llegan a determinar la frecuencia de dlchos modos. L. An
dradetg), utilizando el método de las ecuacinnes de diferencias
resuelve varlios modelos de red con diferentes modelos de imper-

fecciﬁn. Rl'utilizarvla técnica de lnavuperadures an redga

'que 1nc1uyan interacclonea a: primerna v aegundna vecinna, :Klaﬁ

’ ﬂise cunnc!a en la’ tnteracctén al prlmer vectnn v cnmn :onsecuen-=

‘gia no se habia conslderadu. l Cnn ia soluciﬁn general, tamhién3

o uede verse. aun cualitntivamente,tla pnaibilldad de ubtener uu"

o :ra mostrar que 1- red mnnuutﬁmica cun lnteraccion nl tercer ve—5”4”

f,cxnn tamhién puede‘resulverae\analitlcamente.- nuaremaa obte---

jzatbmica al tercer vecinu. la frncuencia de corte que surge'_;en

los extrenas ‘de. ia, priuera zona de arilluutn es diferenta a la
‘obtenida en la 1nteracc16n con las ‘primeros o. aegundua veclnua.v
Es un§~frecuenc1a mavnr a aquglla. la frgcgencia de corte. s tq:
cefb;'JEdinoa se. ve aitérédé preéléamente bnr la. cnnaénﬁta'de _ 
interucciﬁn a terceros vecinos. También 8on . pnaiblel otraa

'dua frecuencian de cnrte ‘u. v Q

_; las cualee se deterulnan , S



partir de los velores de les congtontes de interaccian y de 1a
masa de las 4tomos,
La solucifin gencral de las ecunciones de movimiento a

t6m1cu dEpende principalmente de tres .tipos de'cnmpnrtamientbs,

que 108 llamaremoa- vibraciunel alnusnidales,'vlbracionea ‘amor-

las vibraclunea aun maa complicadau, va qun es puaible un uayor'i
f} nﬁmero de combinaciuna- de lns traa tipoa da cn-portaniantn-.

El trabajo ‘se pruuenta en cuatro partea. ‘ceda una con--ﬁ>"

flna;ldad. En el- cap(tulu I. nu plantean laa ecuaclonea

'gcéﬁfiuanII;'se ﬁnai!zad’lbé”diféienfeéic;hpbrtnmféﬁfdé'dé”ﬁ

La’soluclﬁn ganeral 1ndepandlcnte del tlempn, cegﬁn laa cunltan

‘ q;cas.dal_prqplg, En el capituln 111, se -ueatr- ll




CAPITULD I. PLANTEAMIENTO Y SOLUCION ODEL PRDBLE"A

Le dinfnica de una red unidlmenalbnal cbn internccio-

nea d primeros, segundos y terceros vecinos no se sncuentires sng

.lizada en la literatura conoclda, tal vez, por 10 dificultad

enta el an&lisln nutem&tlcu nl aplicar lna

diferentes
T‘nuy comple ozdn'
_nt-nte‘1°’

,jlcuacione- d- -uvtnzanto dc lo. ito-ns cn unu rld -nnoatﬁlicu

& enn lnter-ceiunea 'Y prinaroa. segundn- y tcruerol vacinul.~';sc

viniento éstan se’ puad-n dc-co-panar &n ‘das; partua, unl qu- de-;

:9ende dal tlampc y eo una ecuaclbn dlflrunulul de aegundo orden

Pnra ubtan-r 1- ooluciﬁn ] la nnuuciﬁn dc difnranclu.vdl llxt°; 

orden . se ut111z01|1 método de operadores y~n-t. no.‘unndue. [ ]

latndQESIEQd'de rq-nlvei uns ccuaciﬁdyalgebraica de aexto grado
-1detrici. Y |l ‘:--olvir difﬁ scuscifn algebraica de sexto
_grada’ aa necegits la soluclén de una cﬁbica. Eata Gltima se

”ircluelve usandu el métodu de Cardﬁn v Vita(11) T




A) -"EL MDDELD D" R‘-’D

unsideremue el modela mas aencillu de‘red unidimen--
sional 1a cual se forms con masas 1dénticaa y unlidas entre 8l
mediznte fugrzas lineales, como se muestrs en la figura 1, Bu@g
do los Stomos no estfin exltadba,.se encuentran en rEpnsn,'igual

m,mehtg'eépaclados;unn:dg}»ptru. Rl vibrar estaos étumua e mue-

'en eate casu x (t)l

“mos lineales. ndemﬁa, ne‘auuﬁe qde lia°1n£¢rabcloneu de cuu13>
.uier 5*uﬂn son 6nlcamente 1ae que e - ejercen entro €1 v fﬂloé-

‘aeia més pr6xtmus a.- él ~de forma tnl que eatnmns conslderandu &

GniLumente 11 1nF1UEnc13 directa de 103 étomoa :n * 1; nj:W‘

3 sobrp el Stnmn n, lae demés son. deapreciablea, aunque por;,




comportamiento del 4tomo n, en 2l sentido de que afects a los

ftomos n + 3, n + 2

y -n* 1 en Pforma directa.y estos a

Bu vez afectan directamente al ftomag  n. En base s eatas con-
;aideracinnea, la fuerza neta yue actOa sobre el étomu n se puge
ade expreaar en términus da la 2xten516n de resurtea unidob s

ﬂai 1n fuﬂrza tntal la,

:;rﬁ—? fz‘ﬁ J ( X J(t) + Xn J(t) - zx (t) )

e 1¢“fdrmg;"\

| min(t) § " Hy ¢ xm__,cu . x,, Ju:) R )...cn"'f
Jab : : ’

;Dabe observarae que 1u ecuaciﬁn de -nvini-ntn de gada stonu de

. la red tlene 1a mtsma forme . que lu ecuaulﬁn anterinr. parn tu——

'fdaa 1aa~pnrt1cu‘aa abln varia el velar de n,

uxnnea de mnvtniento anterlorea,

Al resnlver 1ae ec
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ae acaostumbra descomaoner la expreaiﬁn due nos da el desplaza--
miento de cada Atomo, en una multiplicacifn de fPuncionesa, en

las que una sola depende de la posicifn y la otra depende scla-

mente del tiempo. Asf{ pues, ae aupunehrsblucionea de la forma

1gualdad

hace quefla

';mléﬁfd‘y‘al“dividirla éntfé : mx (t). aea
?entre doa expreaionea de 1-- cuales unsa anlamante dEpenﬂe ‘;dél;ﬁf
‘;jtiempu y la otra de la poaiclﬁn. La Gnica rurma en qge“eafé

tnd s lasn valoranAde lasi

 'A1 réinlver lu.-ecﬁébianea (5)“v5(é5;'|efdbfeﬁdt,

snluctﬁn al problema ‘de lae vlbracinnea atbmicns, hustﬂ : ¢gQ 
‘ efectuar la multiplicaciﬁn de las auluclonas de amban ecuacln--”
tnes. LELl. tratamientn matemﬁticu ‘que ae utllizarﬁ en ia reaolu-;
lclﬁn‘de las ecuacionea anteriorea, ueré el de la técnlcn de 1oa‘

gaperadnres, tanto para la ecuacibn diferencial cumu pnra 'T;Gf

‘;ifecuaclﬁn de




S e rgpet;r,lnqinformaqgﬁniv,qu

"

'E1 mavimlento vibracionel de cada &tomo alrededor de
su posicifn de equillbrio}—al considerar Onicaﬁentb el tlplﬁn.
‘@e determina a partir de la ecuaél&n 3. Eota écuaciﬁn T es
‘una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden, el resol--

verla mediante los aperadores, se efectla el‘eiguiqnte cambio

,'.de_nqtaclﬁn;

 't£¢npu. pernite 1ntlrptetnr - 1a eon-tontc de nlparuclﬁn *i"'

*La frecuencia de vlhraclﬁn dl cadl atomn. cuvn porindo P Y T

1gual a 217u. 51 ln constante de auparqc16n [*] se te--pln
‘za’ por- -u, 1as raices caractcriatica- de 1a ecuaci&n dlfcr-n--

ciel no se alteran, en conaecuencia tampncn ia -uluciﬁn. Par- o

] la frecuencln de vlhraciﬁn, va -
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n

Considerando

—Aun, inclusive am--

v

n

las realea.poaitivua.
AU

w
1a solucifn (5), se deduce gque el deaplazamiento del &tomo

unida a la energfa del &tomu, basta con considerar como Ginicos
esta contenido entre las valores

valores pogaibles para

oty Featspwter teck:

g ds sdoomn)

[eheeafves e ieonsy Remaerioe

ey

‘bnb. cuho-qé'mﬁegtfa en-la figura 2,
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C) METODU DE OPERADORES Y SOLUCIDN GENERAL DE LA ECUAGION DE
 DIFERENCIAS ' ’

La dinﬁmiea vlbracional en una red lineal monoatfmica
”can 1nteraccionea a. primeros, aegun

y tercerna vecinos queda

per?ecciﬁn lncal ‘en ellnu, como hn sidn amplismente dauontrado

; a prlmeroa vecino- y reclentemente tamblén en loa cauos en los

de desplazamientu de un: étumo en ln puelclﬁn n‘ . 1-
© cisifn no+ 1,

Eate operador uatlafaca las aigulentea propla-
dades t12]; :

* e v o (B)
cdn'avudé”bel onefadbr de'ifaAQ?éféhcla‘” E 1a ecuaclbn de di-w G
Perenclas (L) para laa méxlmas amplltudes de deuplazamlento atd




1%

mico adnuiere la sigulente Porma:

(% EG+K SET+K4E by (muZ-2K, -2k -25 )E +hyE” 2,x

1

ZE'.’H’)U 20 es-(7)

“para 1ntegrur la ecuaciﬁn (7) y ahtener la fiolucifn es necesa--

ﬁh~;rld tenerfln ecuacibn auxiliar (u caracteriatica) de. ella._Euta;

. 1a cual ea una ecuani&n algabraicu de aextu grudo.‘. Aqui haca-z

ne al de 1: ccuaclﬁn da7

Bon al- ptOpﬁlltn dn obtener

Tf.laa ra!ces caracteriaticaa de csta eeuaciﬁn (B), ae" factorlza

'igu’u“" 5 esta proponiends 1a ‘dsscomposicifn de la ecuscin’
-.(8) como : . o DT o

‘(??4:‘E+1)(EZ+QZE+1)(E2+3$Ef1)Hs =0 e (A

_lo anterlormente expresada es poﬁ;hlg.Qsl*|a §up§1e lo siguiente




Ky Ceq + a, + 83 ) = HKy o o« (9.0)
Ky ( 3 + a,a, + aa+ a,ay; ) = K, e o o (9.0)
Kyl 2(a,+8,435) + 848,85) = MK -26,-2K, . . , (3.6)

a1, az ‘y.‘

kaqupq?amet:DB 3 pueden determinarse,-

'g,ye en la aegundn, la ecuaclﬁn reaultante ue multiplica por ' 53‘

“ly se le ‘resta la tercera,‘en la que ya se habia reemplazado a,.

‘Vr.aiju12ndu el procedimlEnto antes 1nd£cado, el par&metro faskde-ﬂ 'QJ

y:be de‘aatisfacer la slguiente ecuaciﬁn.

"(13) es una ecuaclﬁn chbice,. esto qigniricd que a,

v valorea en las complejna, para cualesquier valor aazgnadn 8 153 

’;constantgs fisicag.del proplema an partlculgr. VSeUpueq prﬂ!BrA

"Lfdebido a: que en: cualquler permutaciﬁn que ae realice devdlchua

: parﬁmetraa en el sistema (?),,laa ecuaplonea na neAqltgran.-En
otréa'pﬁlabfas;-La exﬁreaiﬁn (105 tiené“lq ﬁlsma forma ei se’
despejan las otros dos parSmetras del 91ptema;de écqgctonea (9)

‘Ahnra aeralnecesarln reablver primero 1a enuaﬁién chObi .

Ca,: La -solucién de esta ecuaciﬁn 1a determlnaremos aigulendov

(11]

el "rucedlmientu dﬂdo por Cardén y Vlta,‘ . el cual cunaiate

en h1cer dnq caﬂblns de variable-‘unu de ellos permite eliminar.Tﬁr
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el término cuadrftico, y el otro, condicionz el probliema,

Primero se efectua el cambio re variable dadeo phr

3 K395 = b o+ Ky | e e e (D)

; 12)
“‘en donde l

P = KKy = 9K = KZ e s €13.m)

' L-l:nnu vn nn 1nterv1ene ‘el término nuadrﬁtico en la

F:Iecuaciﬁn cﬁbica, se: reallza ‘e1 otru camblo de varlable, e1 cual

:conniste'ln,hacar

" "Entonces (14) transfoims la ecuscién (12) en la sigulente
3.3 ., . R R .
vy  + 27 +3(yz+pdy+2)-2q = 0O
bella.ecugciﬁn,énteribr qué‘depende de dos variables, ee pusden
-~ obtener’ los vaibiea'de v v de  z que la'oﬁtiafaBEn.. ' para
lograrlo ae deacomnone la - ecuaciﬁn en dns, de 1a- cuajea -una ln

uplica a5 la ntra. Gnmn en qenernl b nn es igual

.’°' “me

puede cambiar e1 problema a 1a rosnluciﬁn ‘de’ las siguientes




a7

ecuacliones
3 3 ' .
vz *+ p =20 8l y solo 83 y~ + z7 -2q =0 « o o (15)

‘jue una se cumple gi 1la

Tpnemua que tener nresente el hechn de

a se~cump1e la utra tampaco.v»vq-

‘IUABE’dEBpEJB de yzl

ﬁ“determinan doa ualorea que 1a aatlsfacen, 105 cu1lea a1 suatitu”“

"irloa en 1a ecuac16n cﬁbica para la- y y p1ra la i se obtie—- if‘

,lu‘de:cuﬁsiné£5r5n iaé G5i§re§ de

; 1§§ysrghientéarexpresloﬁgs.f'

o En.(16), si‘uh§7ae;iéé uérlabie§  QA 0z eﬁ ééfﬁ,'Pbiibédmen-.
te p =0, Q'esto_ﬁﬁede'acarreafberrdréa; tstos am puedEn e~
Qiﬁér s1 se usa'la'ecuaci6h (12).  &n eaos casoa, 1a ecuacién

'»(1") seré utileada para obbener ios trea valoree de b, 1enf]-

bunsecuencla se’ obtendran los’ tres valnres de fﬁ3;" Por- ahora

: cunsldwrarnmuq el casa de que't;

to ‘v;quwndgngéoﬁdife ntes 2

a u&lﬂ.
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RFLSQ‘faIces cﬁblééa;tienen tres -ulucloﬁea en loe com-
plejos, de las nueve comblnaciones que ieeultan eﬁtre la y vy
la 2, solo se deben consliderar aquellas que natisfacén la ecue-'
ci6n yz + p = 0. Para poder lograr las tres cnmbinnclnnea

correctaa, es" neceaarin utilizar la repreaentaclﬁn compleJa en

u forma pulat. ;anto para la vari.bl- Y cu-n~pnrn la.vqria-‘

‘;‘ddlel"éaintfﬁééétiio dc"ii'fiIiHCulurdah; 1¢n1-ndo preuenta'
‘jln lnterior y cl h-chn dn que las variables vy y ‘z .on rnla--‘

z “an. funciﬁn dc Ve rcaultnndo

,Delloa trea valorea de‘a3 ‘ '
' los otroa valores son complejos eatos d-bun ser co-plljns eoni_;'
’_gadua. ya que la ecuacibn (10) tlenn tudol sus eoeflcientea re-.

alea. ‘ o ST

Al conaiderar lol trln vllorea dn_ -3, que sstinfucen1>

1a rclaciﬁn c&bica, coma’ la sulueiﬁn del .Latsna '(9), estoa va-

‘z‘lﬁres erectivamunte 1a aatlafacen. -1 la- -nlucioneo de la [




19

cuacifin clbica ae'suatituyen en el sistema (9),~ae obtendrin
seis spluciones para cada uno de los otros dos parfmetros, repl
tiéndose 1as soluciones, De las tres que quedan para a, asi

como de las tres para a,, se observarf que las sogluclones es-

th&n repetidas. Teniendn estu presente, se conaiderar&n 6n1ca-

: mente loa valore

1/3 L(¢%2W1)/3 —1/3 ~1G£+2W1)/3

con 1= 0, 1, 2 v -_. .f.'(19):‘

Ax evaluar‘loa parémetrna cuando r- n. a.

se obtendrﬁn lns valorea de los parémetrue‘a partl 'de la lcua- -

E clﬁn (12), resultnndo h? = Zq v en aatc caan a8 conliderars

”‘iﬂceptandn la eq ivalencia'czn)‘ ln§ par&metron'oe’dut-rmlnunA:le_
'Vpartsr de (12) y sc nuatltuyen en (11)e De eata forua rauulta
gue los tres valorea de a; tamhién aatlsfucen el: niltana de e~
cuaciunea cu1drﬁt1cas propuesto para 1a. ecnﬂclﬁn caractertatlca

asaciada al operador de traslaciﬁn. Por conulguiente en el ca

so 5p ='n,'salo ae considerarén lus valurea de los par&metroa L

‘“ﬂeterm1nadua porflas giguientea eupresinnes I
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1/3216t+2W1)/3

3K351+1 = “2 + T H 1a0, 1. 2 .. e (2D

Can loa tres valoreq caxculgdns para a,, 8, y @y,

’ee determinan laa aele ra!ces caracteri{sticas, Basta con re—-

adreticas propuestnn a-ociudas al pnli-,

'_Jos. ‘ Laa seis ralcea de la ecuaclﬁn nuxl;iar. por lo tanto.rw

:.e ubtlenen al renolver laa ecuacloncu_ ""

Y podenon afir-ur que:

el pnr!ﬁitéb*ééieqmplgﬂgb;199 dop/rgggq-“uqn.qﬁmp;ejus de

El hecho ' de qun el pollnonio iihgi‘hﬁ{ufinQQGanibn'
‘de diferencia finitn~tenga aua,enaf:cienteﬁﬁripigi;'lxgnlfléar'
que cuando unaliéiz~de1 polinénio caracterfstico sea coﬁpl:jo
también debe haher atras que ‘sean canplejal cunjugudns. “Otras
'concluslbn que se puede agregar el el que nunca lao uals ralcen'
caracteriaticaa aon complejaa de mﬁdulu dtferente a la unldad.

.cuandn mucha aon cu-tru. Lo prelentadn aqut hastu ahorn nos
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mueatra como obtener las seis rafces de la ecuacifn auxiliar
(8) en forma analftica y también nos pirmite escribir la solu--
cifn general a 12 ecuacibn de diferencia finita (7) asociada a

las amalitudes méximas de laos desblazamientus atﬁmicos. De ma

nera que .con. la ayuda de 1aa ecuaclonea (2) y (5) DbuEnEmDB la

}fdoa y terceras vecinus.“ Ya mencionamos antes que la- forma de

'Glla saluc;ﬁn a (7) depende de . las: ra!cea cnracteriatlcae dadas

por (22). ' Ln el casn de redes monaatumicaa y diatﬁmicaa can

41nteranclunes a; rimerua y segundoa vecinns eatn h »sido amplla; '

;atﬁmica que . incluye interacclonea a primerua,‘uegundoa y terce—’

[rua VECiﬂDS. . Lo primeru que debemus aeﬂalar es. que la aolu,-~v

,;eiin’haceﬁda;léé slguientes _onaideracionea-f"“'

‘ 1) DDr cada ra!z caracter[atlca que sea teal, tambtén exlate F)

lnversa coma rafz, vy ei eatas no se reuiten determinarén' en

ljla soluc16n general dos aumandna de 1a furmar' 1E1 +* 02E1 .

c ao0n dae constantes arbitrqrias

1' 2 .
2) .or.cada rafz- curacter!atica aue sea Teal y que ag rEplta 8’

“lyanes-1a. quluci&n general. contiene_Qq_;agmandos-dgf-a ‘farma

> + .. - ."f"._: 5—.1 n X s
: 1 ggn + - - s‘ JET . ‘conteniendo s Constiantee ap—-
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bitrarias, o
3) cada par de rafces complejas conjugoadas no,iépetidaa de mbdu

lo R vy de amplitud 0, contribuyen en 1a sonlucién general

can sumandos de la farma CcR"Cos(ne + 0).. C v D son cons-

tantea atbitrarlaa, R yv 8 eatén‘detetminadaeven-térﬁinna

'“a p_ré etras ‘del’ aiatema ‘

- C, o 01,02....,0 ) v e8 de 1a furna : R (E1uos(n0 b 01) :

‘inczcoo(na + Dz) + ;v. e * M c Gos(nﬂ * D ))

de. maddiohﬁﬁit;ifn}tﬁjé) h w B ; estn- lolucinna- particulnr--
san cunsecuencia de "lae ra!cen tealaa, en el sigulentc cap!tulo‘
ne varﬁ que san negatival, divergen hacla un solo ladao de 1a .

rad y por el otro se atenﬁan.. A estas vlbrucionea se lee 1104

marﬁ vibractonea umortiguadaa tlpn 1, cuya -’ n&dulu de atenunclﬁn

o expansiﬁn de la: vibracl&n en la red eatﬁ determlnadu con el

”mﬁdulo de,1§>ralz car1cter(utica. y. 3) o, Rﬁcog(hgniibjgvgg;"
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tas vlbraclonce aan conaecuencia'de 1a8 raidéq naracteriat{cas
1o dlferente a 18 unidade origl--
1stal v

as de mbdu
é&n diverae

ae cunocerén como V
n de la8 de

a difiere
ctﬁnvdeacrita por e
 no que tam'

ado del CT
8 amprtigud-

ya

o complej
que tambl

n en un 1
j1pracione
1 %ipo 1,
1 decal

cuandn 80
rncionea

nan vib
enGan, ¥

tro sc at

GEI a
bracione

n. 1a puai

Eatas vt

,Qainu
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CAPITULO II. REGIONES OE Exxsreucxa PARA .LAS FORMAS oe LoS
' - mopas NORMALES DE VIBRACION

. .aparscen nu-va R 4 r-u _ 1 i » ;
7uostrlrl.oa nqu!. que la lnelulfin dc ll. int-r.ccioncn ‘. t-t;'“7
'cero. vecinos, también nol reproducen’ llll for-al dc vibrur qu!
,ya ae encuentron ‘en ni-temas -que inuluyln 1nterncci&n - llgun-—

dos vecinos._ Pars unalizar el computtnuientn da 1-- raiccn en:

t&tminoa de 1n- parﬁnetrnl d-l ntnte-u, e- nece-nrio e-tudinr i

,1cuando el parl-atrorﬂ 1*1 q- rcal}o complejo.:‘ El lnilill.

de cuandn_i 31’1 es real o compleJn. ne huce a partlr de la-




ecuaciones (19) y (21) del .capftulo I y eato dependerf de cuan-
do el valer de p (dado caon la expresién (13.a)) es diferente
al cero 6 es igual a cero, reapectivamente, Debidﬁ a lo exten
so del an&liuis, el comportamientu de 1las formas de la solucién

»completa se. harﬁ en trea partea-‘cuandn el valnr de ,'b, es ma-
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A) CASQ PO
Peterminar lss vibraciones atfmices cuando pA toms -
los valores positivos, segln la expréat&nﬂ(13.n) del cepitulo 1

se: lpgrs sf - 3&1 "- 9K§ - ﬁg £8 WMByOT Que cerc. E-to [ 1]

'ilquivalcnte .8 pedlr que 1-3 con-tantaa de 1nt-r-cu16n uattafa—-

"conrdanadna carte:ianun, como se nue-trn an- 1- fig. 3, 1- d!-i- o

unldad se nntiofnce sn la- raglﬁn I, de eoa grific-. En !1 c8

Ty tl-ne que 01 nﬁ-uro por tr-nsforinr en ln‘for-a poInr -- un
nlmero real puru, con: q < q2 * p,. En conulcucncil, .1 co--\V
plejo polar cquivnlent. al nﬂmero raal pure, ttane su uaculo
exsetamente iguel 1 namero rea! y -u urgunento c. ccru.' 0.

:sea, nue tenenoa lal nigutlntel equiva!eneian
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o

Fig. 3 Reglonea

de las énpatén-'

‘tes de interac-
cibn
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£stas al reemplazarlas en (19), nos dan los valores de los coe-

ficientes lineales de izns zeouacifnes cuadrBticas (8.8). Para

ello obtenemos

1/3 2ﬂ11/3

73fDe los tres nﬁmeraé"' 1. 8, y 'a3;' aulo ay es real. Eatn
,‘algnifica que, 8l sntiafacerue la: desigualdad (23), de. 1au raf-

cea caracteristlcaa cuatrn son: complejas de mﬁdulo no. unltariu.

:‘y doa que’pndrian -er-’puhién,rgalea n,bigq,cnmplejaap qon;quf

'-analizur la euluci&n para cuando laa ra!ces unn'eomplejas de nﬁ
“dula unitarin como consecuencia de este par&matro. El valor.

‘hace que 1as ra!ces caracQ-

A(:ké + 1 - pg'jl;;Jif(.SGK§ 

La deaigualdad anterihr no es fﬁcil‘de reablvér. ya'quénéh ella

intervienen dus raicea cﬁbicaa y ‘tada una de ellaa a su vuz ‘ean
'ihtiene una . ra!z cuadrada., Para reaolverla ae va deacompnniendu

en sus equivalentes.’en furma 1nveraa a camo Be deterntn& la

"“aoluclﬁn y-ale final quuda un. 1ntervalo ln:

metrog Fialcna dz la red, Le denigualdad antarlnr ne reluelve

!rminua de luu para-”“
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respecto a los términos cuadr&ticos.  Por cnnvqﬁiunclu.-e'ﬁna_
1izan las dos desiguasldades., Cada una de ellas :.é.-ultlpllcp
por 'r1/3, esto no altera las deaigualdades, cCon ello resultan

11,3; Ss re-

_.luelventambas al conpletar lnl trinnmiua cuadradn- p-rfcctou.

lae dos daalgualdudas an forma cuadrftica para

3£1 t‘rnino ucntrnl dcl lntarvalu oinnpre l. pn.itlvn. 1o’

. que
pernlte af;rnar que -otc int-rvalo lc .utl.flcl -olo cuando 'q'
ea menor quat q’. : Tamblln se oblerva qul 31 .lr
_touer s a2

“q -ayor o . o
- 1- dl.igualdad dl la 1zqulerda d.l lntlrvuln lntc-:'.,,
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rior se satisfCace para todns los valores de q. €1 intervalo,

- par faclilidad, se separa ®n las doe desigualdades equivaslentes,
Estas se resuelven por separado y al final se intersectan
.eonjuntoe solucibn,

los
Despuée de hacer esto’ tenamos 3 - Q3 <

2q_(’q3f qi,; Al deaarrnllar las axpreslunea cﬁbicaa y al reem

" gan ¢ohjdgaqps' dé“dﬁduioiunuigiﬁ;

"A:.gt;iﬁidn.ﬁi iiguiEﬁtefintequlo

0 Cw < VR, « RpTm

s

Joas oy o




dos
rafces

realen

negativaa~f

rafcesn

cumpléjag
Codes o
‘médulo

unitaric

dos
rafces

: bnmplejaey

Para dar una’ nuyor?ldea del. 'coﬁ;“

tambien -e nnexa una tnbln cnno 1a unadn

(»canplejaa de m&dulo no unltario

forn!ndo-e dos. arejnn de con-

'plejau cunjugudaa. . Adenﬁl. cada raiz tiane su inveras -ultlplt

icutiva -y deben .de latiufaclr las: ccuaciunal (22). En la tabla

A tamhlén con la grérica, (TR nblerva que. cuandu 1a frlcuancia

,ea cern hay dns raicen reales y de 1a: gréfica se ‘ve’ gque au mag-

,nitud es 1a unidad. 2 Al erecer la frecuencla en su valur. 1ag

. ;raicesvcon'ecuencla:del pnrﬁnat$4

"compo tun cnmn Comple P
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‘jJas conjugadas de mbHdulo unitario haata el ya],ni-' uy= |/lo(|51+ﬁz)7-.'
‘De ahf{ en adelante . nuevamente son resles, pero nhnia son negati

vas., Para velores mayoras a estae frecuencia unavtlgndcka'heru’

_ .y 13 otra diverge negativamente.

;;éh‘ié*rig.bz a- la regiﬁn !.‘
on

7ﬁl dc|p1uzam1anto- atﬁ-icua g T lnn ruule-. pur convcnlnncl-. v-;”'
”t“;f‘-un ‘8- eucriblr las lulucioneu pata ente cann ltis ‘

»En dﬁndc; 01 ' 01 argulento de lll ra!ce- eo-plcja- d. lﬁdn-‘
lo unitariu. R o8 e uﬁdulo de las cunplejal con vnlor msénor s
1lm qniﬁgd v’qu qu g:gumento. - E1‘ ‘as la ra!z ‘resl neg-tiva
naﬁdr a -i. 61} C, 3, 01. D2 v 03' son les. nunct-ntoo ar--
bltrariua, va que tanemoo una ncuaciﬁn de dlf.tlncln. de -exto’_“

Cordan;
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8) CASO p =0
Zin esta seccién, se analizarfn lds formas fque tienen

1as asoluciones genetaleé cuando las constantes de intermccifn

entre los &tomos cumplen la igualdad

K
£)2 .

Atz

jp - D. X Pero ahora xoa

gcnnslderandn al n&meru

npezaremu con el,cpa

wy =/ (K, v 687727063 s e . (28

-Por lupuestn hay que. tlnar pranente también, el heehn da que

las ftecuenclac conaideradaa san .olamente las realea no negatt

- vas. Ademéa, cuando lon valores de la’ freuuencln anti-fneen

ia de.lgualdad 0\( W u1.‘ cmpezaremos cnnaiderando al nﬁae- :
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ro real

2q . como un cumplejo an su forma polar. ‘Colp'

este nOmero es real negativa. entunces su mfdulo » vy =u argu-

mento « estln dedos por las expreaionea T = -Zﬁ Yy «=T7,

Con éstos valores podemoe eacribir en este caso los parfimetroe

84y 8, ¥ 33;‘bnsta con reemplazarlos en las ecuacliones (21),
—,QI;Q;llﬂ-ﬂbténﬂﬁﬂﬂ k '

ﬂl cvaluar lua antarinr-l rllactnncu parl lo- difl--- o

.lnta. valoru. da _1.,.’ nbtlnne qul ﬁnicalantn‘ lz ll nn nﬁ—i_

'E-ta 1ntervaln puada -nllizarlu sin dtacn-ponnr -u- dol dnol---
' guuldldea. ~ Para’ wiio, se. denpejn 1a ru!z cﬁhtca. d8lpu§. -]-qflf

figlnyp_alwgnpp._i Rlardonlndo lul ti!llnnu'pura dtlpljnr .
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-mero negqtiun 2q, resulta

3 ‘ 3
~(K, + 6K3) ¢ 2q < -(KZ - 8K3)
Se sabe en este caso que 2q ea negativo, ya que se’ eotﬁn con-

de futma que 1

es. polltlva y ue dabc canaiderar ¥

‘-\l‘n mterwuo en sy totaudad- nnntrn que,  b) s1 nz < sn,.

Tla expreal&n e- poaitiva. de dnnde la deoiguald-d pnr :1 "lado

darechn baata ‘ean- linlt-tla cun ll n&nero. D.;

1-- vibracionc. de ,f‘  ;_" un'lolo valur de’1a frecue cla,‘
: euandu élta (] = igual 8 Wi En -ntn caso, tanto 01 -Gdulu uu-

‘mo el argqmento del nGmera 2q -qn igusles @ cero. D@ donde

3K30141‘ = Ky R 4 ;”'1'- a, 1 y_:z.rf

*”*L9°;tf!°fﬂé‘§"$téﬁw»F11ah2§:y‘“l3?ﬁiadjt--iii‘éuigualén,%dihgpt SO
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do tres parejas de rafces caracterlaticau'cn-plajaa conjugadas
de mfdulo unitaria, o bién, dos tripletes de rafices reales, Se
originan tres parejas de'ralce-.conplsjas igualea, cuando -2 (

a1.1 ¢ 2, resultando que estas trea desigualdades se -atiufa;-

-cen ‘solo 81 K < 6K » en caso contrario las rafces carscter{s

jtica- lnn r.nl-a.,';,

" rar frecuenci

,ﬁieniﬁh (255. -fPara l.ta- frhcdancini 29 e un nﬁ-ltu puntti.f
. 'vn.\de dnnde ll nﬁduln tl l.l valur de 2q y lu -rgu-nnto un Dgl"

hﬁdulo y il/argumentn deA Zq sn 1-- ecu-einn-. ’

‘Bq;hiqnti ‘-i‘ s un nﬁllro taal v lo- utrn- dn- .on conplnjo.>:‘

o Alln stitutr

 —1 en (22), tlnl-on valnrn- de’ lan :

' b-'y9dq|phl|J.; iLGVI'!1 éﬁbD;v Nﬁtn.- qu. .lt- d-.tquald-d no
rqeiqat1§fgca cuando Mz SKJ. ya qul, ‘a1 nl!_fulr- -l_cutaria
:6onqzdnrando a'un nﬁnlrn tll; poultivq comp un nlmerc menor a
"uﬁ'nﬁmerd-re§1~hégattvo. _ Gdﬁ>lo antcrior tlﬁl-os qua’pﬁra fr-'
cuznclaa mayoren & u,, -nlo hay ruicca onnplcj.- da wmédulo uni‘-

 §??{9}FHgndP “2 ( 5“; V *,.<Vf <1an =




37

‘En reslmen, en eata regifn II, surgen dos posibilida-

des. dependiendu de 81 1la razén de la 1nteracc16n a segundgos ve
6 6 de 81 es. ma-

'cinua :nn 1a de. tercerua vecinoa ea menor a
Las snlucionea Unirnnn igu 1éa. pata 1nB

K ( GK laa ralcea 1gualea eon reales-

bidn a que; cuandn

pientrls qun. ‘al -er “2 653 ;lpa rafces 1guuleq lon coppls-;

“Jas uonjugadna de nﬁdulo .uno,

3 -A‘3d°' r-!caa AR do.vcn-piejas, ﬁ _dga'én@plejaa';‘

' dos complejas. | dos complejas -

“doa" cn-plej-aﬁi‘_ ’
~mbdulo uno ‘mbdulo no uno

médulo no una

] -] C. By
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- dos rafces dos comple jas doe cowmplejas

reales ’ médulo no uno ‘mdulo no uno

| dos complejms.” | dos. rafcea

L

B , T R Tioe ETR NPT
iﬁ'{ ﬁ_- ; "é i #ﬁ:‘g + ';: ‘ft}-.
5] ll i i jitin i g +
R
il il, ¢ i 7
i it i 8
! i s
1 H 33
Hily B
32! 14
H i§ Had: 152 3
i) i i
T it
T TR
. 30 Hp 1
i ¥
it
L £
B3] zf‘;':x. 138 :‘l + ,.'w. ;‘:: T
L iEnb g ; =

- En 10. flgur.a 5 y 6, e pr-lantnn las t.bl-- dc los

: tipuu d- rl!z qul an nrlgtnln al considlrlr los difcr.ntu. pari :

"n.trol. asf{ como las gréficas d- lae ‘meis rutccu curncter!-tl-- '

‘cas ‘an- el plana. conplejn, pata lol dou Bllﬂ. dc la tnglﬁn II.

"En clla-. se ohoerva ‘que lal r-lh

n-gutlvna pars

- valorea maynrca o 1guale| u‘la frucu.nclu dl cort-‘ "b' j”‘du-“ff
Il rlll positiva igual a lu unld-d ﬂnlcluantl cuando 1- frucuen

clp es nule, ~De lo -nlllzldo, o puedl -pr-clar quc : u1w< 'h .
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2 ¥ 6Kj.
‘Al° amaber el comnartamiento de las raicea ceracteriatl

cuando Kz < 6K3 v ug < uy cuando K

éé{énﬁlégyﬁoq.’ gionesn, permlte eecribir 1aa distintan noluciu

; -lanu fnr-a que lal antlrlnral, .olo hay una’ f:lcuencia -uy "'fl

“pectal en la que 1a farma d. la anluclﬁn es difar-ntc, ﬁltl ee:
;-,;_-a BCRRY o L
- (l:1 + nr:2 0 c,)e“ _f,»:('n,‘ * nDz +n o,)e ..(29 b) .
' En fﬁdna las fornaa de. las u ; 01, z.c3 .01.02 v 03 ‘
’oon lua conatuntns arbitr-rlal. D ‘e el arguuuntn da 1-- raicul- ,,-i?

de mﬁdulu unitarlo. ‘R es el mﬁdulo du laa conplejas nenorll ]

1la unidad v 02 ‘a8 Bu argumento. Tanbtén E1 la un nﬁncru rlnl ne
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C) CASp p (_IJ
Con lo sigulente, se determinari el comportamiento de

la solucifn cuando las constantes de 1nteracc16n.lgttnfﬂcan"lﬂ

- desigualdad

"ﬁJPlra este caso, el prneeon -ate-ﬁttco la el wis co-plieadn, pe~ v

s ra: en [ 31 que da. mayor varindad en: el couportunlunto da la solu-

clﬁn. gn conaecuencia._.l el naan qul pued- lxpllcnr un’ -aynr j

n ln. no-port-nluntna dc 1a -oluc:Gn

ltdld de lubdtvldir -otno rsgloncn. Le regién III se dnhdiii— '

®s -y la reglén : v*,epfdoq}jgliodiogcllq-

”:Ahnre.lnl nﬁnceo puedl ‘anr rn.l'pnnitivo. rc¢1 nugntivn rS inclu'fi
’so un n&mern cnnpleJo -1xtn, dnpnndicndo du ‘.l nl dl-crl-lnantn-
de la rafz cuadrade as un nfimero real positivo o negativo. éli
'valor de " p (el cual debs. lernanatlvo). ae flja con los valores
‘da'las constnuteu dg 1nterucc£6n, nsignaguq gl.ptnblu-n. Engun-

q2 + p> es negative o no 1o es, senln el valoP ﬁiign—dn:q

‘igu? Por facilid-d se -nnllznn 130 difltlhtqqifurnbi‘davlh

aoluntﬁn a1 conuiderar ‘traa caonl-:cqqh&ﬁf”ﬁfffﬂ"
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nQmero .real positivo, cuando es un complejo mixto o cuando bes

‘un nlmerg real negativo

M g v -p7 .

‘ Al'considerar.

,ééﬁyla desiguaidad q 7 { -p;;

V;?(13 b)Y lna fracuancia- deben de gﬁfiéfq¢ar el siguiente inter-

‘ va1n‘.

,.ces esta frecuancla, se abrevlurﬁ -y representaciﬁn al utillzar““

e} simbulo u » ‘esta frecuencia de - corte siampre es puultiva.

"obtlene,’

3 mu: pr-1/3

353a1+1 = Kz 47 é'zrli,?; 1= 0, 1, 2
Oe loa tres ﬁﬁherna'a1} 3, ¥ a3. 86lo &, es'real, loe - -
otrua dos son :omplejos conjugadua.v'l 8, vy é3 ofiginan rafices

j{complejaa de m6dulo nn unltarin en tudu el lntervaln de: frecuen

clae’ cunaideradu;‘mientraa que: ‘a, ; prnduce ra!cea cumDIEJaﬂ -




ez
‘de m&duld:bhifaiid al y sbiq ai

' SR V2 SRS Y | -
-Gky ¢ Ky + V3 prm13 e,

El proceso de reeuluciﬁn de 1- antarlar deaiguald-

‘Elt! dnaigualdad -oln tianc validuz [} 01 Iadn dlrechn dc 011- 
[ ] punltiva. 0 taa, dcbc eu-plir.e 1a dl.iquuldnd n,/n, >
‘-(KZ/HJ + 3 /h - 1-‘ .dcnén, cann ‘un. requiasita’ lnteriot e que

a < 653, ,cata haca que 1. n!z cuuctcrhun- un un coup].-,ju

-'de uﬁdulo unltar!u, uomn uonsecusnein del pnri.-tru a, nn 1;-
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frecuenclias conaideradas, es decir la regibn Iila (ver la figu
ra 3),

Laa rrecuenclas que uatisfacen ln anterinr deaigual——

e ttendu raanplazat l Zq 'pur -u equivalcntc. : Se delarrollnn

intervalo -n.tﬁrninus

n_erlnr resultaﬂo a-,noncluye.. ra!cal .Y
‘ractar!ntica- on 1- raglﬁn III. y plru frecucnctlc -avore- L B u"
el. parémetru'-n1 origlna r-lceu compleja- conjugudna de -ﬁdulo'
: unitarin en laa frecuencina nehnren a8 wye Parn'frecuenclla
ulmayorea a "D' n1 origina raicea que dan vibrnciuncu anortli--
fnguadaa del tipo 1~ ] aua, ‘son ranle. negatlvaa. Pura todaa '

ﬁ?lu- denﬁn rngionea' IIIh, :v y v- ‘el parénetro ”nia-pra

By
, h“1, o
'contribuye con ra!ces realen. : Los nﬁunruu ‘z' Yy ®3, en lu- '

 rag1ones de ‘p ( 0 vy en’ 1a. frlcuencias navurua a u+ contribu

yen.en la -nluclbn u,. con dos ra!ceu complnjuu do nﬁdulu'
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unitnriu cada una de ellal. dando un total dc cuatro fur-ﬁndnnc

nui vibracinnen umnrtiquadaa dal tipn 2.

”3“3'1;1""‘2-*‘ 2V 'cv-‘:’<""~zi > 31m0, 9, 2.

31endo los tren parinetrol resles,. En los vulorln dl 1- fr-cnen-.'
cia cnnnideradnl. 1- lnlucldn v, plrnit- ubt-n-r ondnl nlnu-uidn
leu cumo vlbrauiunaa ds 1a red. Adauil, en pnliblc uhtenlr vibru

’ cinnea mﬁu cumpllcadau, hnlta la auperpnﬂlciﬁn de trea trenas dc‘

onda con - lnngltude. dn onda difarc;m“'"-pruvocando qua la prnpa-'

gaciﬁn dal daaplazanientu ntﬁnlco a 10 largn de la'red“-ean cf-u :

pulnua. Tnnblin ll pundcn obtener ntro tipn de un-binaclnne-.'
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. Como en. los casaos aﬁtepiures, ea{cnnvénlehte nbtenef
los intervalos en los cuales se dan loa»q;fgrentea tipos de vi
bracién, Para ella, vamoe 8 analizar los casos en'que los par§

metros ariginan réicea numplejaa de-mbdulo unitsrio. Se sahe -

que el parﬁmetra -1’ 1, originn rnicea nnmplejaa ai ae aatiafa

ﬂlaa dealgualdadl- para cuandu se -ltlsface'en los valures de “ia

2ftlﬂuﬂﬂci-.Aplrl cuandn aa eontr.dtee 6 cuandu se aatiarace en

Cnmn oce(nﬂr). relult. qua cou(¢/3) es un nfulero cun
prendldo entre 1/2 V 4 Como ambon nﬁmerou -un pnlltivou ia de-
.1gua1dad de 1a izquterda de - (32) ltemprc ‘ee aatlsfacn cuando -

: 1 - 0. El anﬁllsia se reduce. para ene caso 51 tnt-rvalu
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ésta Gnicemente ee verifics 81 la expresifn daflﬁ derecha es
positiva, o sea, Gnicamente podria tener solucifn se Ky < Sﬂs.
Un siguiente paso en el anﬁllaia conulute en ohaarvar el co-pnr ‘
tamiento de ‘la expreaifn de la darechn de la unt-rior d-ligull-

dad, a ella. ‘e ‘le ha exigido el ler pualtiva." Esta .apre.lﬁn

»oimea‘nenor ‘gigual a 1/2 aontrudlce ‘a la d--lgu-ld-d -ltudla-

tcrinr indlca que |1 lntnrvaln lolo pﬁdria -ntl:fcccr '

1irlg£nne. III- v Iv- (vnr rig. 3).,_ -gtra cnn-:dor-utﬁn"'p-:-

-11- rnotﬁn :v-, ya qu -n’la ragiﬁn IIIl ulnnpr-

;1-- dl-ll no ss lltilfuc-.'

Al enn lvcr ll 1nt|rvnlo. parn lu rngl&n IUI:‘IQ uti-

V-ll -ntcrlur nupitulu. r..ulta qun .l lntervulo -nln t!enc lolu-

cifén con loe valores ncnnrun a Hoo

En cunclu.ldn, el nﬁ-cro a1 da rafces un-plnjl- cnn-

:Jugadn- de m6dulo- uno, . cnandu
“x) - < u‘( W, ¥ Ky Ky 3 (uzln, + 2 /b - 1

W:‘w;[i__J<r-gacqw;11q)ﬂ_;j_>A:"
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o bien

AdemSs, K /Wy 3 (Ky/Ky +-22%/6 = 1 ; (regibn 1ve)

Para las frecuencias mayorees s ﬁu; en 1la regi&n' Iva, a, ori--

giﬁq»raicea-rlalép. Tu-ﬁléq -n¢ede'eatoVantlda}qehép igﬁlnnaa

7 Para anallzar el tipu de raiz carnctcrintlcn que ) -é
origlna como cnnllcuencta dnl p-r‘matro '2' 88 ti-ne que cnnoi,

‘derar 1 = 1 Ahnra se dahc tunar preaants 1a vnrinciﬁn © o de . -

plementc cuandu -n intllfncc en - parte.

Ex 1nte:va1a d-terninndu por la .xprcui&n (32) cuanda

(nz/us' ' ;

.ueu, 1- dlllgualdad de 1a izqulerdn del 1ntetvalu cunlld!rldo.

'  cond1c16n se -ati.face euando‘ 1/K3

se .atlnfuca para tndna las fracucnciua ecnnidoradal cuandn las
conutante. de’ 1nterac016n satisfagan las cundiclunnn de 1-0 r.-
gxonau I11 v v (Uut la fig.3 para taner una neJnr 1det de - las
reglonea). La exprenlﬁn de la izquierda de (32) sie-prl as menor

e -1/2 de dande la deulgualdad dc la 1zquierda podr!a tcncr -n-
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luciones en las regioneé v, A
' Siguiehdo.el mismo tipo de En&lidii, shora se hace -
este para la deaigualdad de la“derecha del intervalo (32), Elle
€8 ppsitiva cuand& “z 14 GKB. lo que hace que la desigualdad de

le derecha slempre se verifique para estos valnies de las cons-

tnnten de. 1nteracc16n. T-ihlénkpunde vqu;icarle 1d'dlligualf'

dad d 1u derach':parn “z v,ﬁSK }ipitq se debe cbnlxqeiir;Qichg

rncha oea -enor n uu-l. a -1 v u-tn se. d! cuandn nza sn, y

ﬂ;iu,/ﬁ, ; (KZIK3¢ 2 )zlh - 1. qua son lan cnndlcionel da ‘la - r-giﬁn -v

”tervalo dn fzecuencial, ‘-n’ la r-gl&n Illb; ninntran que. en 13:

r-glone- !vu y v pudr!- latinfneerua -n p-rtc. Para- 18 ragi&n - :'

_'dcrccha con -1/2. La reg:ﬁn Vb. o ltmita con 13- dos oxprasio- :
nes. C l R .
- Al:resclver 108" 1ntarvalus, se uplica ¢1 teorena- Si —f

"b ( n < -1/2, cntnncen bb’ --Jb ( has -3.. En_rasuman, -1 pa-
rd-etro a, nrigina raicea complejll conjugadn. de’ n&dulo unita-.:

frlo cuando-
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1) w_ < en las reglaones IIla, IVe y 1Ivb

u <' |.|.|+
1) uw_ (¢ uw < uy en la re§16n IVc
111) 0 < W ¢ W, en la regibn Va
1v)‘ 0 < u < W, en 1la regibn Vb

. Se puede obaervar ademfs que en las regionea V, los 1ntervaloa

enci'o sun pare valores mayoren al cero. eato eo '.,

uun'nﬁmerna 1maginurios_

‘ En cute -easo se. analiza 01 tipu de ra!z que. -e orlgia
5nl al conaidezar el par!netrn az.,Para haclrlo. IB rauuelve l1 :

ﬂ?intervaln (32) cuandu 1-2.

Reaultn en esta canaidcruciﬁn que,i-

z.l:i

'1a| rucuencias. nuandniln .xpresi&n

para~«z;su,’

o }v H,IH,)'MZII“, : ._Izv pndr!a originar raica‘

las regionen IVb vy Vl, para laberlo se rc-utlve lu deliqualdad;

complejas Len:

Rhora,‘c. cunvenienta utilizar el nlguiante taorema° (13 -1/2('

.acb (1 /2, entonces hb3

-3b ¢ hn - 3a, Oe donde r--ultu qul
: flas frecuenclaa que ia natinfucen aon lue mayuren a u .

En reaumen, laa rafces caractcriatlcau .. complejua
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cunjudadas de mfdulo uno, cuando:
1) w_ (e '< u; an les regiones IIla v IVa
1) wy, ¢ W < -, . - en las reglones IVb y Va

En 1'934dgiﬂa'cuna;dérécinhes‘ 13’3 origina rafces resles.’

‘iy cun ll.l.n- vnrnnn

;-tical. e Gon e-ton valorcu dc ' fr-cuancla hay qul rccnrdnr que e

‘-n la- ragionaa \l. nu en pnuthle upncntlo porqul -hi w . ‘ --'

' ‘_neru -ultipucadn par . -1 v ‘au’ nrgumento es’ 'ﬂ‘

"-1 lu.utninoa en - (19). oe obtlune

: couplejal de -Gd 1o v unn o
v coan ~-'_'$1t.’. - -1, se ohtienn

/3
-6«3 < K -r‘

'I‘-.m.""/3 (‘ ,6H3 )
Bigutcndn el prnceno uunzldo anuuoﬂ-ente. 31 I.nter'
valo sme deucompona en sus dos deligualdade- equlvul.nten. Cada

 una .e -ulupltcn por ,“’,_3,' delpuﬁn s co-pzatnn 108 tunnnlo- :

cundrados perflctul. y ne :I.llgu L.'
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T Kyt BN L %, +6K
V3. ._ET.._}_ 2 ¢ p+ (__%_2._.2 2
v : L 6K K a6k
V3.2 332 y o4 (=2 3,2

-:La primera db . nolucionea aiempre que 8u 1adu derechn aea pnniti_

  E§tq sﬁcedé cuandbf‘ﬁz <. ékj; hvﬁiéa,g

e 1, En 1m 6n1ca reglﬁn en la ‘que no es tautolﬁgica es ‘en 18

‘regibn IIIb.r‘ Con aatn pequeﬁo anﬁltsia, se puedn uflrmar' qne' V

1a regiﬁn IIIn vvlae t-gionee :v se dascrthen con la prinera de

‘?zar las dlftnicionel (2&). d- donda

'z d; »"‘dpiﬁik".‘lis ‘con Juga--

‘7.daa de mbdula una, lolo sl

‘en’ 1as; ragionea ”;Ilq' y IV

<N'Jae de ubduln o unitarlo. AR

‘En 1lae figuras 7 @ 13, se bre-éhtan laﬁ tablas ﬁudv
~ resumen todo el snflisis desarrollado, as{ como tenbién ae gra-
vfican lasa taicea caracterinticaa en e} plann cnmplejo. En to-
.. dae’ ellaa, ae uprecia que en la frncuencla nula IIEMpre hay das
‘raices realen igualea a la unidad y a1 aumentar el valor de la‘

7Arreuuencia eoaa ra!cen e comportan como camplejaa conJugndal
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de médulo uno, deapués puEdEn vnlverae reales negativas o COMm=a

plejas de mbdulo no unitario, dependiendo de las conastantes de

intereccibn,
Yt dos rafces |- doa tomplelss dos complejas
_Treales v de mfdulo de mﬁdulq-
g R NL‘  ' no‘uhL§ag1a g no-uniteria

rde,nﬁﬂuiq”dnu

dos conplcjus R '»qdoo cn-plaja-
de nﬁdulo L R . fde nﬁdula
nounitario. |0 o Lo unit-rio




ulb

dos rafces

reales

dos complejes
de wHdulo

no unitario

dos comple jas
de médulo

norunitatiq

‘:dﬁq:éoﬁplajan'

a;dé,jbdd;q

dos refoen” |

realea‘f -

' dos raicea

3teé;§§-ft[

,nb.dﬁatétiq: -

_-déalcdﬁﬁlpjéé-

Qe'mbdulqiﬁng -

dos complejas
ﬂéxﬁﬁdpiﬁ |

- 'no, unitario o
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das complejas
de mfdula

no unitario

dasa campleJaa

' l de mfdulo-

no unitariu

wi

doa rafcea
w, L

reales

“o

dos complejas
: de‘m6dhlo uno
u- Tl e : . : B

sdoa’ comple jas

Aduavcumplejaa

de médulo unc

dos comple jas

de mldulo unc

~dos. comple jas -

..1

.‘;..3

St




doa rafces

realea

‘doa cohplejaa'

de midulo

no unitario

| ‘de wédule

= |. das complejas

dos

v;ﬁopplejqa‘f 

complejas -
de m6dulo

no uniterio
camplejas

de m6dulu_unu

dos

raices

yddn.bomﬁlgjas~

‘de u6dqu

| _na unitario

no unliario

e T
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w . | dos8 uomplejaa ' | dos comple jas
de mfdulo de mfidula -
w dos no unitario .| na unitario
. :
rafces dos reales
Teales negativas dos rafces - .
ﬁlu 1 - . .
o - reales
.do@ . - o

 complegas

B “dos complwiew

.‘,'d; nﬁdulo_»""“' ‘wno Qu'ibduln .

no unitario. | . - CuT npﬂunitagihf"
- . R - o

doe complejas ' -  }da:-G ulo




dos
raices

‘reales

'dos comple jas
de mSdulo

no unitaris

das
fcqﬁbiédﬁﬂ:
de .

" mbdulo

una

;:ﬁﬁlfarin

dos complejﬂa
de mfdulo
no unitario

das complejas )

e mfdulo

dos
'Ei!ﬁia

;{pélﬁéff




58

L dos complejas dos comple jas
de mfdulo " | de médulo’
no unitario ' nb unitaria

dos rafces
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cﬁnxlae'figura§7§ntorluren, ae‘puedgn‘ébndtruir les
formas de la solucibn, pafa,cuda valor de la frecugncia, La ma
nera de hacerlo es la algﬁiente: e« s o (30)
1)  cuando =1 par&metrolqﬁetprnduca'dns rafces complejas de wmb-

"dulo unu, uume epatas. son cunjugadaa, dafinen un término an la

'olucian u

- de. 1a fur-n_} : K_,kj

:;conplej-..‘_ Bada unn de fans8 tﬁtminnu contrihuyan an 1- -nlu--‘
cibn con dos constantes. lrbitrarlnl.- ' '

1 f11) cadn parﬁuntrn quu urinine doa raic-s rnllc. ncgntival. qgg

L e man 1nvsr-an, lncxun - 1- .olucién dnu nu--ndol dc 1- for--

i'paii)En cadn p-rlnetro que otlglna dos ru!ce- c.rnctcr!.tlc--

*complejaa de nﬁdulo nu unltario, lon uﬁdulou son lnvarunl. cuun

forma nigulnntc T
c1a coa(nn, . 01 ;j . c,n'"cu-(nn,“f 03) |
. an donde R.-es e) mbdulo de las nonplnja- con vnlur wesnor a 1=

”unidad v 03 ou- argumanto

: i:;1y1v=gugndnjhlv,doq’”arajua de ralceo realu-, s 1- luluci6n i B
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le anexan cuatro sumandas, que contribuyen con cuatro constantes
arbitrarias y tienen la forms
n -n
§C1 + nCydEy + (0, + nD)EY
si son tres les rafces que se repiten, ee afiaden en cada unn de
,lua parénteaia otro aumnnda, formandose con una conatante arbi-

g_trariarnultiplicadu cun nz.

Ldulo unitario, que aean 1guales, ‘a 1a auluci&n se. le anexan loa
f.umandna , c Cou(nn + 01) . ncscoa(na + D,)

51 fueran trea 1aa rulcea que se repitan, se aunu un turcer t&r

'ino”de la formn 1gual. con elrniino argumento v ue le- agragan

_16n Vb pars 1 »»racuanciaa conprendlda,‘
V7D ( - < “D’ ‘se- tienen dnn par&metrua que orlglnan ra!cel rea-
“les ¥ uno que uriglna doa eonplejns de nﬁduln uno. Para este

'{lﬁfiplﬁ’

'cﬁﬁfelyanﬁllnlo antnrinr tenenoa 1a forua de Ia -nlu--j
cifn genérai en las diferentes regiunea de freeuenclaa cumo

~ funcibn de 1aa ralaciones qun latlsfacen ln- parémetrol dll lll

-tema,. Eltn significa que hemos obtenldo la aolucibn generul a

Ceste’ problama en una forma analftica,
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CAPITULO III. ANALISIS CUALITATIVO DE LOS ESPECTROS DE
' FRECUENGIAS

En eoate capltulo se continua el antlilln de la red

'.{cnn‘el prnp&altu dc e-tablac.t 1a relaniﬁn.exlutentl cntrc _j;u

cho-o pudo a-t-bluncr'

! 2rl ‘  *.on rcalc‘w
; jao. En -mbal cllnl. 1- rafz oaractaristica ae puede encribir_:7

 ‘ en._su repreoentaci&n polar cuno"

iSln eubnrgn,“n cad- conjuntu de dnnplnzanl.ntol atﬁ-lcol que
hay sn algln lntlrvtlo se puedl llncllr con otro vnlor de ﬂ”
. dc cuulquier otro intnrvulo. E.tn parnlt- concluir que e:i--—
ten nuchaa repraalntaclon!s del nil-o patrﬁn dn dalplazaninntns

atﬁmlcoo. loa cuale- tlnnen la uiana frenuenci- pero lncluycn

.diatlnt,a valores du B',, El hcnho fiolco i-pnrt-nta -a qus
cualquier erreglo puolbla de pnliciona. at&mieau se pucdc rnpr. f ‘T$"

; aentar con 01 nrgunento principal da 0, 01 cunl c-tﬁ eontcnldo
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en el intervalo -7r& 8T, Por cunsiguiente no es necesa--
rio cnnsiderar 1al vitracicnes que ng pertenazcan a eate inter.
vale central, conocido cambién coma la primera zona de Brillouln.

Suétituyendu la rafz daracterfstica con su representns
cién nolar en la ecuacifin suxiliar ( 8 ) y dividiéndola por el
cubo de la rafz, se obtiene

. : J:a : ’
o mﬁz +: E"“KJ( pigd8i | pg-dg-J6i _

i utllizandu algunaa identidadea trigunnmétrlcaa, la anteriorv

'ecuaciﬁn es equivalente a.

A»'Para qun 1a ecuacién (36) pueda )

Veerlo que tanto 1- parte real -Gomo 1a parte taaglnarla sean nu-

De”fotma’tal' ue tcngamoniunrninta-a de dua ecuaclunl-

 ?016n 36) aa anula en trnn caan.. -ltna uun lul corranpondien--’f
ttl a los tren tinos. de vibracionel nimplas en’ la red- vibra---
ciébn slnusnldal, vibracibn amortiguadp‘tlpp Ty vibraci6n amor-

‘tiguads tipo 3. Debido s las tres posibles anulaciones de 1a
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parte imaginaria, el estudio del especiro de frecuencias se ha-
r& para cada uno de eaug‘trez,casml. Tenémpa qua_reeérqa£ que
eatas vibraciones fueron encontradms por primers vez &n el -né—
lisis de las redes que incluyen interacciones a pri-erou Yy se-
gQundos vecinos (sl s 8in embargo como apareden también en nues-

tro caso agquf exhibiremos la forma en due estos se presentan,

LAY VIBRAPIONEB SINUSOIDRLES

Cuando‘gl l6du10 de amnrtiguanlentn dl 1- rliz catnc-g

‘;teristica au unitarin. la- vibraciuneo da la rcd tiunen,un ‘com
pottﬂlientn uinusutdal. ‘Eote tipn de vihraciﬁn no dlverge nif ‘
«,-- n-urtigua a 10 largo de ella, y Sustituyondo A - 1 en 1-,:"
l;ccuacibn (36), 1a parte inaginaria ae anula, qu.dlndn Gnlcl-en-

",ft '10 partn real, y ésta .8 squivalcnte a.:

A1 rgaﬁﬁlazar'la identidad trigononétrida Cos28 = 11;'25ln29o3

la'ecgapiﬁn gntgtiut_-e transforma en

CQno laa vlhraciunes llnunnldalal lon plriﬁdican
1as coardenadas ltneala-, el argunento de 18 rniz c-ructuri:ti—i'!”'i
cagse puede relacionar con 1a longitud de onda A -pdiante la -
lxprculﬁn A « 27/8. 'Lu ecuscibn (37) es exsctemente la mismas

que 18 encnntradu por Brilluuln 1 - por p:inera'vez, Hay que L.

hacer notnr que en el trabajo untgg;pr }aluoluclﬁnfquq se pro-




| f.ﬁfde donde la. ecuaciﬁn 37
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pone para los modos normales de vibracibn en una red monpatfmi-
ca con interaccifin a primeraos, segundos y terceros vecinos es
de caracter heurfstico. S1 en la ecuacifn (37) se reemplaza @
ppr -8, la ecuacifn no se altera, significando esato que siem-

pre que - haya un valor de @ que la aatiufaga, al asignar uh va-

- lor de lu frecuencia. tamhién asth come aoluci&n e1 valor de -g,

i 2 h 06 nnluctonea realea nl

‘aaignar un’ valot de 1a freeuencia."~f:' ‘ i
’ La acuacibn (37) indtca que si la red munoatﬁmica tig

ne un deaplazamientn atémicu cnmo cnnaecuencia de unn. duu o

v’haata tres trenen de nnda, eatua vibraciones ainunoidalee sin--pg'

'f’plea ae dan aiempre v’cuandn in. frecuencia de- vibraclﬁn de cada“

?recdénéia_ W nn satlafacen 1a eXpresiﬁn (37 ‘
fz caracter!sticn no pruvncu un dsaplazamiento atﬁmico descritu

smedlante una vibraci&n sinuanidal.

luye interaccisn al aegﬁndo”veclnd; y,as(.ipuder_iﬁgeggirfia il_

teraci6ﬁ hufrida*purllavfrecdenéia'al considerar 16 iht#rdccl&n
al tercer vecino. “on estas flg@raé se co@pletarel anfiliaie

desarrollado en el caﬁi;ulh_anter;qf,,v se ent1gndqﬁ1héJoj las
'.grﬂficas;; Pnrﬁejémplo,,en 1& flg;'1b Be considera H1/K = 2

como un valar fijo. A1 variar Ky, se. consideran las cncintea

1/53, permitiendu utillrar valores entre estoa cociente- cuno”j¥{w;




‘&5

doﬁ

v

cuan

- ve

2/x,

Grdfiua'ﬂé

Ky

\{paéa'difgéeﬁteiivéiqt§-5de,51

‘,
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una relacifn liﬁeal, entre elloﬁ, dé,pendiepté 23‘9n g1’cua&rqg
te ‘de ias'cunatantea dg'interacctdnl ver flg. 3. VY =ms{, nevgg
¢1u§eﬁ varias de 1as reglones definidas ghl. "l'cnﬁaiderar4qg
1oréa,de las,cunstantea'ﬁe‘iqterapciﬁn'de 1a reqién Iin, Ky/¥s

Ses igua}_a“z, £1 comportamiento ‘del eaﬁeétrarde frécuencgus ea
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tal que al aumentsr los valores de @, de 0O & 77, este va cre
ciendo y llega a un valur’mﬁximn, Bl.valor iéxlmo es u_, obte-
nido en el capftulo anterior y, empieza a disminuir obteniendao-
se un valor wi{nimo w_, pars luego los valores de la frecuencia

aumentar .a ntrn méximo relativo w;, en esti regién Illa me

Al numentar 81 vnlur de K1/KS,

colo u Gomo qu dia-lnuynn d: valnr. nunque naa rupida-enybv”
: ,tc lo hace wy. - A1 conaidarsr ls: regiﬁn va, "‘0 -lgue stens

'idn un -Gxino rclativo -nlu que a8 nanor a 'u .. Delpu&a.. __61

”lalrcgiﬁn

’on ‘dnrar ulorel dc lal*con-tante- d- 1ntnrncclﬁn‘¢n

. ’ro al ir dilninuyendn 83 e llegu 01 linlte cunndn se: cnn-ida i

re ls lnteracclﬁn ] prl.eru- v aegundna vecinoo, ‘on el caso '“i’

fu”con ellu un uﬁxllo ] un -lnl-o. Hlv que nntariq . .n .1 li itel;

: -ieppta;cuipcidc con 1o obtenido en 18 1nteraccl&n hauta ll la—_
gunda’ bbéino.vf En cambio al aalgnar valores de H1IH, &, ver
19, 15.01 l-pnctro de frecuunciu- es paraeido Il ae tonnn vn-l
‘lores de laa 1ntarnccionen 1nclu1d-| en la ruolbn l. Il IIlb,'

r‘3:;1V= y Uh- en allua La frecuancxn va au-entandu ‘hasta 110939. L

:fun valot -ﬁximo. "b' cuandn Q= 17. "
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Al dejar fijo el valar de K1/KZ, en les figursa 'y
15, se uﬁaerva que al asignar wvaloresa diferentes de K3 de for
ma tal que se hace mayor la influenclia de K3 en la red monoath
mica, el espectru de frecuenciaa queda por encima de ‘la anteriar
,0o1nc1diendo en unos puntae muy eupecialea- ‘cuanda [Q = D 'y

‘f;cuando Q- 2773

Lo vibraciﬁn una anda sinuaoidal qua ae propaga a ln largu de-ellq

cuando -e reatringen loa valores de k a valorea muchn nannre-

f‘de 7r/a equivalnnta a 1ongitudea de nnda mucho uaynreu nl doble

wx ek IR /mI(1 & GR /R,y ¢ ORg/R) L ‘.;.'ciei.‘?q

. En sste limite, la velocidad de fase u/k “ CRLE velo- i

mentat los valorl- ‘de K, cada vez los ufectna de dllpereiﬁn
son inpnrtanten,v 1- fracuencia ya no varfa en,ror-a linaal deme=

- pendiente de k.;
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8) VIBRACIONES AMORTIGUADAS TIPO 1 ,

La ecuacifn (36) da el eapectro de frecuencias para
laos valorea reales de las raices caracteristicas. Para ello,
se cgnsidera la anulacifn de la parte imaginaiia de dicha ‘—
ecuacifn cuando Sen 8@ = D; o sea, cuando @ = JN. Al evaluar

Cos @ cuando @ es un mGltiplo. de 7, da comp resultados -1

*’V"bfi, . Por ello,,se conn:dnrlran los casos: cuandn: J ¢-~ipari?u

ﬁnnuider-r j par ¥ alvrce-pllzar

‘ i _ _.cuaclﬁn ae raduoe a unn en 1a eual laa
”Un:aolucianaa para- la frecuencia d-ben fﬁ ser 1-lnlnarial, de don--

'.dn se dalcartan e-tua valorea de j.

Lo- ﬁninnn valare- de. Jﬂ'qu. h-ccn qu- 1a. ttl.ciﬁn- ,

36) nea lceptuble, -nn lna valor- 1npares ue j, rcaultlndn

s inversas - uada tcﬁ.r ha-ta neia lolucioi L] rcalel.f

lnrea dc 1 rniz caract-rintica. cuando se --.-‘

M?tiaface ‘1a relaelén (39>, son negatlvol. Ya que,vnl tsncr co-_
 uo‘6n£=aa valorea poaible- para el arnunentorloi valoras impa--
reﬁ‘de jw. eatns valaores se reemplazan en ls conllderaclﬁn(JS)
= -Ru . E-to nignlfic.

'y se obtlene' € = =R, entnncea Uper ®

une doa de-plazsmientos contlguns son contrarios y que sus -ixi

,-oa deepla:lmientna uno-es mayot que ll otrn R vqcnl.» E-tc“
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‘tipo de vibracién dependiendo del valor de R, crece o se aténg
a hacia un solo ladea de la red, por ello el mfduln R de la ra-
{z caracterfetica se le llama el mfHdulo de amortiguemiento y =a

este tipo de vibracién le hemos llamado vibraciones amortigue--

‘daa tipn 1.

Clean el caao de lae vibraclnnes ainuaaidalea (f;g. 140 v, 5), p-rabr

‘,cunpletar 1a lnfornnciﬁn. En’ toﬂna ellan al valor de 1sa fre--'

ircuencla aancladn con a1 -ﬁdulu dn nmortiguahientu R -~1 ““ea

‘;que al ser la 1nf1uenc£a del tcrcer vecing . -uy fderfa.;gi“nﬁdu-'”'

10 de annrtiguamlantu‘ ae apruxlma “, 1a unida:}, sunque tembién

E candn e.to. que par- c-oa vuloren de la rrecuencia. lu vibru---
cibn . de 1la red ue forma haata con nela rn(ces reules negutival.

.0 see, pera esas frecuencias, la red no -cepta vibraciones sinu

- sgldales ni vibraciones amortipuadna del otro tipo. ucepta Gni-

"camente las vibra:tnnea amnrtiguadaa del. tipn 1.
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C) VIBRACIONES AMORTIGUADAS TIFD 2 - v

Otra forma de Qatlsfacerae la ecuyacibn (16).'ea‘cuandu
HK3uCoa®s « DR + R"HZ + 2K,Cas @R + 87+

2

- H1 - KB(kCus

8 - 1 = 0O

-rR. “‘kﬁﬁﬁue:ua*dé7§u-rtn.ﬁfddéicﬁ -

-:rc-olvcr. yu qun es . de acqundo grndn para R+ R '”v.uht-hi-qn_

V“pa!. ella

En (60) se apr-cll que dtdo un. valu! de 0 as puldl

‘obtencr :1 correlpnndtnnta 8 R Adn-ﬁn, ni e r---pllzl ,,:D .

B a cxprn.iﬁn.dal lnda dcrochn.vnl hlﬁl 1- nlgui.nt- d-rlnloton
' R 7_ .0 R_.1 . f‘,“ o e e e (“1)
‘ con ia definicibn (k1) se puede dctnrnlnar 1-- llgnicntcl equi~
Vvalenninoz'rﬂ?,+ R"% . f2 -2 v L-R; + R" ‘ ’;—st.gj”?tllh
 ‘;ua1ea.qq§titﬁ1¢us en,(JG);dan - ' ' L
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mua = 51(2 - Cos ' B) + HZ(Z - (fz - 2)Coa 28) +

+ Ky(2 - (2 - 3P)Cos 38) e o . (62)

‘Esta ecuaclén, relacluna la frecuencla con le amplitud de 15

rafz caracteriatica, ya que f depende de @.

v"e" un ‘ﬁd“1° de ﬂmﬁrtiguamientn dtfere e a la"””

'featu razbn e agrandan o -e atenuan a lo largo de la red, Eutaa

.}dﬁ§>éon£riridi;,f'D-bldu - -110. igi‘ﬁémﬁé'iiﬁ@aﬁanLﬁiig{ﬁﬁqgkﬁ$u'”:

ffnnnrttquadaa tipn 2.

de ] m‘ncluye cuatro: vulur 4 dn les rn!ceo cnractcr! 8-
ticas: Rel®, Re-18 '.3-1 R L o
'. En. la figura 18, lé graflcav mw /H1 ‘ve >ﬂ. para frnn
valores difercntea del cuciente K1IK3. ~ €n @lles se utilize
1/H2 = 6, ne, aprecla cn el caso K1/K3 =36 que'el 1ntcrua10

' de validez del argumentu de la ra!z caracterlatlca es de ’Y/J

th un“valutvun”pogo nuyor%a; ZWVJ. lﬂcluou huy unos muy redu- -




g,

>

d;:cuandoyﬂ

1

3.

para diferentes vdlnfea"qe‘H;/K
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cldos, que no permitgn*lpréclar con claridad la relaci6n entre

En

la frecuencia y 9;fatgumeh£6._cnmu sucede cuanddlﬁilﬁé L N
eata'miema figu:é, lé'gféfica punteada representa el cago K1/K3

fgqual a 120 y se compone de cuatro partes, dna en el valor pa-

sitivo de @ vy das en £l valor negativo.

Para dicha grffica
hav una regifin.

de la'frehuencia que no esta relacionada con d

‘1o cual significa que ah{ las vibraclones atfmicas son una Com-

' _’binacifn linesl de ondma sinusoidales o de vibraciones. emorti--

.rquc noo hl pcrnltldo tanblén hnhlnr de 1uu fur-a- difﬂrnntea de

H“vibraclﬁn quc -paruccn en llte tlpn de red. Ahor. oeguircno.

con la flnal!dad de praaentar ulgun-l 9rlfic-- q-’"f
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CAPITULG IV, REPRESEMTACION GRAFICA DE ALGUNAS DE LAS VIBRACIONES,

En nuestro sistema de masaa con interacciones a pri-
meros, sequndos y terceras vecinons el desplazamiento de cada--
étomo alrededur de su pueici&n de equilibrio, es un mavimiento

armﬁnicu.

'$1h32pp18;9m18n§q m6§tmo eaté dado por'la enlucifn -

ﬂeaplazamtentu, eatn permite conliderer una cnndlciﬁn en el dea

"”plazamiento atﬁnico. la no davnrgencia. para asi.,evitar la di-

L :uergencie en la energin. Cun eata cundicl&n en prlnclpio se pen e

“.finitos o en j;atemau'anfdohdévjé han tddiutdq 1ﬁﬁ§fficcioﬁéb.‘

'?Eﬁ.éjgeicspitdigj”ééjmueiiran en forma gr&fica mlgunos

de nnvtmientos vihracionalea ‘en e-te uintuma ca -uchu de manernrk

que aqui sblo sa preaentar&n algunua de elloa para tener una vi-nr‘
siﬁn ‘un poco PY-T clara del tipo de movimientos que puede preaen-

 tar este aistema- por eJEmplo. cuando en 1la red monuatﬁniea con
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intaracciunég1a primernai gegundos y terceros vecinos, 1la solu-
cibn contiene sels congtantes arbitrarias. Un caso puede ser -.
digamos cuando laa'conétantga de interaccifin satisfacen la des)
gusldad K1/K3 ? 3. (K2/H3)2/3, o sea gque estamos aunolderah-
do laa-cnnatantea de la reglén I, y con frecuenclas mayores a
uge Segﬁn las ecuaciones (26), 1a solucién cnrre-pnndiente ea

- uLi_ * [ R"Cna(nnz + DZ) + c R- “cna(nnz

-ty
C1E o+ D1 4

uulnzar la de"

!fbracionea amnrtigundnn ttpo.1, ‘an cntc nnan
3’antoncta partl de la suluciﬁn general ‘28 'uﬁ = B1E + 01E°"
ALo. dua términns conalderadus an esta solucién dlv-rgln .l con-ﬁvv'

-a-trarln S

o liderar el -latnma 1nf1n1tu., En 1an figurua qul --

En la fig. 19. .c graflcn .1 coupnrtnniento de lo-

deeplaz-nientn- ntﬁnicoo nuandn su mavim!ento ae uxp11c- -ldlanl-

terltﬁnicaa- o lll, apruxiuudnnente cldl dlez &tu-nn lo- dllpll:‘
:au:nntoa se rqpiten en su valor. Le frlcunnu;a w de chu
‘Stomo es igual a la de los otros, slhnlflcyndd qus las ftomos

- pasan al,nigmn tiempo de uh‘dq-p;azaitentu:puiltivo a uno nega-
iivb o de uno negativo u«uﬁu‘positiﬁo; lqgﬁn el dippiétﬁ.;ipfﬁ
‘que le.corraapoqdi~ueﬁtants”1a'qnda‘aindsqiqal.' Ei;ﬁifi'tipp ’

AT
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de onda el <que la uayoria de loo autnras ha considerado como G
‘nico movimiento da’ la red 1nf1n1ta nunnutﬁmlca. Yuando 8¢ con

‘lldera la lnteracciﬁn al primer vecinu eato es correctn. pern

no cuando tenemna la interaccibn a mayores alcnnces.

grlftcl. lnl_

prennnten -lnattla con relpactu al. lja, 'u- - u
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Fig. 21 Vibracién smortiguada tipo 2
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En la fig. 21, se muestra una vibracién amor tiguada

del tipo 2, la cual es consecuancia de los valores complejes de
m6dulo no unitario de la ra!z caracterfetica (son 4), En ella

se aprecia que los ftomos ucupan la poeicifn de una onda sinuag,

1d51 v eate 8e amortigua hacia los "extremos" de le red 1nFin1-

:iﬁate tipu de comportamlcntn puede cnntener como enan perticular
a8 las’ vtbraclonee anurtiguadas del tlpo 1 a1 conaidetar la lun-.

.igltud de nnda de la nnda linuanidal de duo diutnnclaa interntﬁ— =

' demnatradu ‘“, : Adem&a. de que el. asp-utro de frecuenclas‘pa
‘ra cade uno de estus caaoa tiene un conpnrtamientu difersnta.

tn una r-d saui-infinlte, estoa tipua de vibraciﬁn

lleJanoa a la supcrflcie .ue dc-pllnanlentna ne- atanuan.

TeniEndu an nentc que la soluclﬁn complcta admita 1.‘
superposicifn de doa o. traa vihreciones cnmn lua mnatradaa ante
Arinrmente, ahurn ae mnstraran algunas de eetaa vthraclonea. Es-
: tn h1ce que lua deaplazamientoa utﬁmicoa sean- mas varladua que

(31, (9)

: loa reportadna en la litaratura S Encel problema con

:.Lnte:acc1ﬁnwa¢px1ggt09_ybagquqgg yggipqe. lns'daqplazamientoa




atfmicos se explican mediante los tres tinos de vibracién kqué
se pbtienen en nuestro casoc tamhién, aceptandose entonces aguf
una. vez mas superpasiclones de algunas de e2llas; sipusaidal+ai-

- nusoidal, sinuaolda1+amurtiguada tlpo 1 y amortiguada tiposl +
1 €131

. }ampptiguada tipo

T 1a ai--a rtecunnciu'ﬁaro‘.u nﬁnern de onda ‘e difarente. origl—;
nundo ‘una prnpagaciﬁn dn lo. deaplazamientao ntﬁmicna comn loa‘*
pulsos. . ts. difcruncia de .stoe con ‘los. dc ‘una sola onds sinu- e

7‘_901631 ea que los -!ximna deaplnzamlentul utﬁmlcus no pertene--:‘ 
" cen a la nlama envolvente, sino que ehora 1un deaplaznmlentna ,i;

'_eetén aobre una onda y esta elté cuntenida ‘en ‘una envolvente '1,“

E'tsgtlno de vlb'i
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agperadores para las ecuaciones de diferencias finitas, no ae ha
bian visualizado para la red infinita monoatbmics,. .ya que slem—
pre ae'prnpnnia coma aoldciﬁn de la red une spla onda ginusoi--~

dal, 8un cuando se considararan interacciones & s2gundos o mes

“vecinoe,

4hlﬁh1nuyen énﬁfornevloa“!tonol n.t&h‘iii-lejannlldiincintrn".yf
cuda vez mas, -on -uy parecldua a una vibrsel&n 'inu-nldnl.’ ES
: ta.gtﬁflca“oe reallzﬁ a1 considerar cz = 20, =205, © 851 se

j=0n§1d¢ra ,33 =Dy = -Cz. el !tono dol cantro ttene un - deapllza

) '-iento nulo y al alejarse dn 61 los deaplazamientna van_aunnn-- o

"?tandn de’ valor purectcndo.l c-dn vez -ll a una da -inunoldlI.‘ 
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Se pueden superponer dos vibraclomes amortiguades del

tipo 1 y se ‘lagra un modo gue se expanda o se acorte. En to-

~das las flguhaa_antgrlopea por facilidad 8ole se han graficada

igp:ac;nnes;diﬁéythas.

=u

U=

}élﬁn en

En‘e-tg [T cnnntd-rb u - 6252 . 025 s c,s, - D,E
K76y = 50, “2/“3 - 1? Y -uzlﬂ1 = 4,2 |y ada-&a 82.03--c3
’03' . : " ) :

©. €1 objeto de inclufr aguf estes seis vibraciones es

dar una idea de ln'grah variedad de ‘los denplazémlentna at&ul-'@ i

LK que puedan preaentnrue en 1a red. monoat&mica con intaruc--ﬁ

c16n a prlmeroa, segundos v terceroa vecinus.‘ "Estos pusdan_.

U eer.a alin mas complicados, ya que no se han cqnsidérado vibracio-




as

nes con 1a solucifin completa, Algunos de éilos.nn se aprecian
muy hién; pero al ge  puede dar une i1desa de ellos.

Cuandn -1a solucifin campleta acepta dpa iaicea conpla;
jaa de mﬁduln uno y cuatfn de méduln diferente a8 la unidad, =11

‘to- representa la auperpoaiciﬁn de -una onda ainuaoidal cun fnnér

T 1a regiﬁn central se prnduce un pulsn. ,
o Al auperpnner una vibracibn imnrfldhidé'tipo i;édhA"

"una del tlpo 2, sa’ nbtlane otro paracidu a1 del tipu 2 o Bién

nquue 1ntrndunca do undnuqlocalizadoa,' una de cadn ludu del}f“x

Un casg 1nt-rn-anta eo cuando -urgcn ‘en la -ulnciﬁn'-

iji;unfﬁd1n33oqm141bciiiiidb.," i
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CONCLUSIONES
La red monoatémica con interacciones a primeros, se-~

gundos y terceraos vecinos, en un estudio semi-clésico, origina

una ecuaci&n de diferencias de- aextur orden, Aunque. el orden

";dicha ecuaciﬁn se’ reauelve analiti-a

a1l 1ééhéhfé;b » pueden'dbte

*;v;tangaa de lau conatantea fiaicas: masa athmica, conatanteu de
finteracciﬁn y L la frecuencia de vibraciﬁn- para las cuu;ea,lp

'v~sa1uc16n 11-ne.BQMportamzentos direrentea.:

'1"y vibracién iﬁdrilguéaa:fipb 2, Solo que, cuando #¢ afade ia

,interacc!ﬁn a1 tercer vecinn ea pnsible tener una mayor combi~-
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