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INTRODUCCION 

E1 estudio de las redes co~ienza con Ne~ton[ 1 l cuan­

do ~l trat6 de determinar te6ricamente la velocidad del aonldo 

en el aire. Para ello tuvo que 11uponer que la prop11gaci6n del 

sonido en el 11ire ea como la de una onda elA:atica en una red de 

.:liiiaa~ punt~alea •.. • El Br161iaia de la r'ed- lineal. fue· continuado 

'iri:'rornlB eapÓi-t~U:i:~ ~' por otr,oa autorH 1 - con el f'i'n . ~e quiÍ!el 

i:Aiculo te6rlco ~e aproxi~~ru ceda v~z-•aa al ra8Ültedá ~x;:;~;... 
mental. _ Eatoa tr11bajoa fueron provocando poco a paco que el 

estudio de la red tenga inter~a. mucha• veces¡ par •l •i••a. 

En 1881 ·Kelvin publica un trabajo muy co•pleta de la 
······.·. . 

'?::-Y·ittnAmlca de' una red iwon~ís:t6•l.ca ,:. en. el .cual _laÍI Ata•o• lntaJ.'.c-

.,.red, lo háce proponiendo como saluc16n para lea ecuaclonea de 

:c,mavimiento. de loa 6tomoa una onda tipo _ainuaoldal, 1ntervln1en­
- .-.·:::,~;.;"·:'.; / .. :, 

:0~~~jt::·~~;;i~tt~~r~:¡~f ~1s~:i~~~:~:~:::!:::::·~.:::: 
bi'ia y de lgulil.~valor para '.todae. aiUaa,. A~e11~~·- el ri6•11a:¡; .d& 
anda utilizado indica la diferencia de faaa en el ~••pl•-2••l~n-

to de un itomo con respecto a otro. El trabajo da Kelvln tl,!1 

ne un gran al¡::;qificado, ea el primero en d11rae cuenta d• la 

exl'atencia · i:te -la frecuencia de corte en aste alatama. Eata qui,!1 

re decir que para valorea menorea a esta frecuencia de corte 

~º-ª ·da.aplazemientos at6m1.cos en toda 111 re.d eat6n deacri toa me-
··-·- .. -·.,".-····-· - ' 

dionte la onda sinusoidal propueatíi--y para valores mayorea •-la 
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frecuencia de corte el comportamiento at6mico se atenlía canfor-

me se aleja hacia loa extremos del cristal. A este líltimo ca-

so se le .asocia un ntímero de onda complejo. 

Al analizar un cristal monoat6mico con interacci6n e 

primeras vecinos la mayor!a de los autores[ 2 l, han seguido loa 

:irinci::ilo_s ~ád~a por K~ivln. > • L~ .B1Jluci6n. propuesta ea tal que 

soio da vlbraclone~':tipo ond.a áfnl.illoldal eJempre y ¡:"~?.~~ ... · la ... 

frecuencia a~gular 

dlante·.la expres16n 

U1 V el ntí~ero de onda 

mw2 = r..S Sen2 Cka/2); en dónde m es la.me-

.. ti.a de los 'Atamos, K . la constante de· interacc16n a primeros v~ 

'•< i:lnos., v. a es :1a .aeparac16n, de_ .loa: Atoinos .cuando elit6n en. el 
. . 

, equ1ll't,rtÓ:; .. :~ ¡\ 18 ~riterior ;~lact6n· se le i:orioce CD .. C' ralac16n 
. ' .- ' ·, .;- ' . ,. -. . .·". , . . ::¡.~ ·, .. -:·; . ;"- :- ' ._ 

:x.·: d~):S~spertii.6ti y ·~n'eüa·· eat~<ca'ntenlda ía .. inrarmac16n;:é:le; que i_a.' 
~ . ', :--·~, . . . - . , .. ·~ - .· .. - . - . . ' :· ., . ' . . ._ 

red vl tira como una,. Í;l~da .sinuiloii:ia1. · aolilnient;e. al 19~ va?'.,o,;i.-ea•:lle ·, ~· j{,<:; 
la frecuencia est&n incluidos e'ri el .1nterv'íi10' (o, :.2 i1R)'.,m].:~sl 
mismo, todos los desplazam1en.tos at6m1c:foa 

·. ci:in un riC.mero. de onda,. ~c:u1te~~do en la .primera zona de Brillo-

.·: ···''.··s¡·:~~7a.>:~;º;'·~~.·;~·~e:ue~t~a,1j···~ ~;:!·:'•"·t•r~.~.ic:J .... ~'!'':-~ .... ~ .. ~~·~?.~_~-,:·c.~~;~~~· .. ,., •. ,..,:: .. 2D: 
" k~:t<< (:,w···:, .. ~~•e"·tle-ne .. .. _;~~" .. :.:: .. Kk:.::• {.::.,,. ··~,·~·~··.·.~~.n9~~~é1".1Cl·a-,: .. '.~~·'1·:· l!!!i~·. -l!~Íte .· ·::."~~~-~,.:{~: ·. 

-.·.·, ... ''':'.""'. ,_, ·.·.;. ·. '~- •. : ;·:.' ... ~~--~ .... : . . ..,, "· '<1' :~.~·.·; 

. par15 ::íongltudes::'~e· onda lárga11 la.· veloc1dacl de fa~e ·ea ''6(,~9t&n;.. . ~::;{; ' 

te,. v,. 111/k = · a .tK/~·,'· ·8,',' e ate caso el. madl~' ·•l! r:oaporta. ~:;r· 
como el~stico. 

·~1 estodlo de los cr1st~les c~ando incluyen imperfec­

ciones, .ha ~ermlt1do que cada ver m6s ae creen nuevas t~c~lcaa 
:.· '. 

matem~ticas para reaol•1er estos. problemas, que por un l.ado fe'"'. 

clliten el desa'rrcil,ló y por átro lado sus. resultados te6ricoa. 

se··a~'í·oxlinen c;;ida vez -ma·a. al_ dato exnerime~tal ('JJ. Rec.fente"'. 
... - - ... ·. ·· .. ·. ~-·,., . . .,:-.' .. ._;,,:··. - ·-·~- ... ' 

--···· 



mente se ha desarrollado un nuevo método[4 J besado en le solu--

ci6n de ecuaclonee de diferencise para resolver el.proble9e de 

la red con interacciones a primeros vecinos. En.la reg16n de 

les vibraciones atenuadas un gran n6mero de trabajos con candi-
•. 

·clanes. a le f'rontera han· sldo reauel t~a y se reducen en .el pro-

• Óeeo 11stem6t1cc:i, en- un.e roráui ~uy not11.1J.let S]. · E lita. ee :aiti de~ 
·. ;'~~ ;~M~· ~ 'c¡,ue ia?~alÜc16n at.tii"tlta ·.¡Hpdii la, ,tA~i11~_'· de _ióe' .os!ltrll~ . 

d*J:r·e:a -en- l.aa-· .c·uac1D·nee~>:c.¡¡ ··:dl:fér.~cl;~-¡¡ .·na• .. lftdfD~ <::CIUB· 1.-... -:·~1n1~--:: -·-.. ···· 
·.·:· ... _ --· · .. ' ·.--· 

'°'•ice de 1• .red •anoat6mlca oon 1nter•ccl6n •l·· prl•er •ltolna se 

f'ar••. con tres tlpoa de co•partamlentoa: uno DDIMI una anda •1-
nueot del en. las f'reÍ:u~nCilÍa menara a 8 .·. iti de corte, atra jU9't8~­

.e~te,Hociado· ao11 .. · la l'Houencia de oar,te y una -raeH P,Or·e.n-

,:~~~~\~¡¡~·:d¡Ch~;'.~f~eo~~n~i~(~)~·,:·,Ei,C.1,~.~;i.a:·.c;_~mp·~~~-~.~.~~~~ "':~• · .. •···~~--· . 

-~ .. nua~i6n :y 11.:t hay ... ~••1ii•d· de' aoiiií11darlt~;·a1·'.'ft{,¡¡¡jllr~ de. anda;- ( . 

~a~d ··~·~·· coiipi'.iJ~. Ad~~·-~. ·ae obae;v~?·'¡~ t'a~~;' ~l;lt~~ll '~u-~.tii~· . _ 

los modos atenuadas los ltomo• cantlguoa tienen deaplaz••ianta• 

:cantrarloa. · 
. . ' - . - .· ... 

··· •. •.;::~.:- .. ·.ii:'.•fü.~!!'!.f.• \:~~~_;f~«.~ed ··º~.~~.t~!~c• aíin ~rit,;Íi~~l~n~•· . x. 

... .. .. ••éc:::::·: ;;.:~:·.;:::~:.:•j::¡~:~~~::rt~~~~l~l~!!T'.~' 
- .. ·, ... ' - : ' -· .. ---·. ~ 

teraccianaa ·. •iÍyareil' na· aé: orinoce el .nfslhl •; de : ia- dlnAÍllcli ··de 

1• red. H~rl y A•ahl l 6l, •l spUca~ la ~atriz~ di '.~r~n•~~ren~­
cle .. en siatemaa que incluyen la 1nteracci6n •1· ~gundo vecino, 

concluyen que esta 1nteracc16n comparada can 1• dr,s prl•eraa ve­

cinos na "de una Contrlbucl6n •UY fuerte en loa da.Bpl~za•lantaB 

at6micoa de la red. Gazl• y :.üalli•f7 J. ·as!. ccmo Fukuahitiats 1 

en aua trabajas dan a conocer que la. ·1ntersccl6n.'•l segundo. ve­

cino Si tiene una contr1buél6n Slgni flc~tiva, y¡j¡' que 'da-ter•t:;nlln 
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modos de vibraci6n al considerar imperfecciones en la red, aun­

que no llegan a determinar la frecuencia de dichos modos. L. A.!!. 

drade[9 l, utilizando el método de las ecuaciones de.diferencias 

resuelve varios modelos de red con diferentes modelos de imper-

fecci6n. Al utilizar la técnica de loa operadores en rede a 

ctl.Je if1C~uyen inter_acciones. a primeros y ·~~g":'ndoa vec:inoe, las 

: •Ell._~i:~~f1e& perntlt&'~:: una grf!n ~:ariedad de: .e:·~mpo~taníie~to~~ ~Aqu! · · · 

apa1·eb;e par p~iniÉira.:vaz otra·· tipa de vibrlÍcÜ1{ ateriÜ~d¡;.,t.'qÜe na 

ae conacla en l'a ·interacc16n. al primer vecino y cama canaecuen- ·. 

· cia no ae habla caniiider9da. Con la aaluci6n general, tambUn· 
' ' . 

:1;1~ede. "e rae, a~n. ~u~l,i ta ti v.amente,: la paaibilidad de a.btener •.!!. 

d~B qüe ae atan~ll~.\Rn:·el Crl,iltal Con f'recuenciaa menorea B . l.a~. , 

d~ ~'¡;'~~-¿ "" > . ; ' i . ;:'{. ., .. ' ' ·.:~~ •• ''"' .): .··, 

.·· .. ·, .. ~~, ...... ··::·~ :::~~:~:.::~·i~f D"'!l:::r~:~~~::~:·:.·:::~:;:·:::: .. ,, ·· 
ra moatrer. 9ue la r·ad monoat6mi.ca con interecciari al tercer ve·-

éi.rio t111m_bUn pue~~.resolverae anaU_tlcemente. Quaremaa abte--

····~:":::~:ri~:f.··.;·~.11~f;_:.:f:°:f~.~~~~~,;~~:~····.:!'~~~-=!!µ;.-~·~-"~~.~~--~;:.~~~~)·~-~.!'.:l·~-ª1"1.~~'!..;:,~~~~~~~~~::2,,;;;,~;• ... : 
. . ··. , ".ª: P.~~~imo c:antiñuai¡ el .. an6lllí1~ )1era ·con· j.~perfecclaJ11!~~ ··~Cama:. " 

.. :a·_ d~ :~-~~~~; a~·,'~~1;; ·;:~a~ajo -~{un ·:t;~·~llJ~·:-~~- ~ié~~"'~~~~~~l~a ·;··· 
cuyo' ÍlnAUsla es ~u~ a·xt•riaiJ en ei ·t1gabr11~ En la ln,teraccl6n 

at6m1c·a 111. tercer vecina, la frecuencia de corte que aurge ·en 

los extreraoa'.de. 111 pri•er11 · zana de Bril'l.ouin eá diferente 11 la 

obtenida en la· interaéci6n can ~aa. 'prl111eraa a segundas vecinaa.· 

Ea un.a frecuencia mayor a aquella, la frei::uencla de corte. a te.!, 

ceraa vecinoa 9~ ve alterada preclsamente por la constante de 

1nteraccl6n a t~r.ceroa vecinos~ Tambiln san pi:Jaiblee otras 

dos frecuencias. de corte ..,+ y "'-, las cuales ae · detiiráiinan a 



pertlr de los valares de ias constgntes de lnteracctón y de 1a 

mese de loa 4tomoa. 

6 

La soluc16n general de las ecuncionea de movimiento ~ 

t6mlco depende princlpalm.ente de tres .tipos de comport.emle.nt.oe, 

que la.11 :' llamaremoe; vlbrac1one8 ainuaoidalea, vlbracionea amor­

tlguad:=tit: lii.po 1 .i/ vlbraclanea: ama:r;ttguadáa .tlpa2; la•.' cuales 

'tambl;~ •e. dan ª" 18 {~~era~~l6'n.·~·~. seg~°'da v~~t"a:, ~~io ciul! 
,. 

lasvlbra~ionea aon mas complicadas, ya qua·es poo!ble un.llilyor· 
. ... - . 

nC.mera de comb1nac1anea i:le. loa .tres tipas de ca•portamlentaa. 

El trabájó.ee praoenta en cuatro partea, ceda una can 

'·~na finalidad.· En el capltulÓ t, •• plantean. lea ecuaciones 

. d~ 111ovt,~Je.nte> de loa ~.~~"'ªª i:le la. red 111anaat6iai.ca v ae lndlcs 

· &!1 pracei:l1m1enta:: par;• .áílt,~ér :.•:t:J ~éiiuc16n~ •. ~.~~:.;~l,i;n1a~ .empifiaS' 
::.'"Z'.~a en::r~ ~·~t~nc:16n de ia ~o:lucf.6n'e.1a d~: la1i'~periÍd~r~a.· En 

el cap{ tula 11.. se analizan l~~ dtrerentea CDllporta111lentas de . 

la soluc16n general lndepandlente del tiempo, aegC.n lea. canata.!l 

En.el capitula III,.•e •uestra. •1 

,~~.:€• .... iie .. · 'ctí'a 'íie''f'rilcüilj'.:f•~· p11re ;cada uno: de l.~1!1.•usi11•·tci~;~vlb~~c~6n_';·· 
,. . ,~: '•· -··-

1iari·',el:~éapltula· 1v, an: rarliia cÜelitlitl.va ,: •1i5liu••trán j1a•S:b1e.·· 
" ;:.-:·.'."·~ ,, •. ·: - ." ' :: -· ...... ••• •. • ,• -·:····-.. ,, .. , .• , .. .... ,.· .• ... ~! •'::'~ .-· ... "-: ·-. 

. . V,),bri!clanea de 18' red .cu.anda lnt~rvlenan lap~rfeciihn~Íl.:~·n ella.. 

, -:,.:..,.,,.,_,.:, ,•_, 
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CAPITULO I. PLi\NTEAHIENTO V SOLUC:ION DEL PROBLEMA 

Le dlnAmlca de una red unidlmenalanal can lnteracclo-

nea e prlmeroa, aegundoe y terceras vecinas no ae •ncuentre •n,!. 

llzada en la literatura conoclda, tal vez, por la dltlcultad .. 
que pi'.eae11ta el· an6Ue1e aatem6tlco al aplicar loa dlt•rentea 

, .,· .. -

. · .'!'AtoÍ:l~a~:creadoa en .al éatudlo da. l•• vlbracl.,naa. · un· reáuaen 

iÍ~y 'cawi¡,1.!to ·da' t~doe ~~~o• ··~IJ~D~ ~par~~it .e,n' ~n: t~iÍb~.Jo . re~ · 
c1antel1o J. · En este cephulo 8• pl•ntean y· al. rlÍ•uÍtlv~n lH 

•n une, rad itanaet6alca 

can lnteraccianea •'pr1•eroa, segundo• Y. tercero• vecfnoe. 

:_,utU:lze paH elio 1•. tlcniaa d• lee ecuac10na~ dlÍ dlterancia f'!. 
.: ::-~_. '·'' : ":. .• - - . ' • ¡ ; 

·Se 

.. > ' '·~1~:~~2!::::~t~·~2~~~;~¡~~~~;~~l¡~~~·~t·~~·f-
. Coma acinae~uanal• de 111 t'orme d' lea ec~llª~~~--111, ·d~ ~.S.. 

v111iento latae ee ·puedan ~Hco•panar. en da.; partee, ;;~a que ·iré ... 

pencl• ·del tlElll\Pª y ea unli · ecue!)16rí d1t'ar~nc1al de segundo orden 

1á'aú•l •l rHalver111 S.ndiáe que .todoalcim 6ta•o• de 1• red 

:~;;;n ·¿~,.:_\~..;ª:~: ia ~,iÍl'~aa · rl'~cue~ola -d• . vlbraa·16ñ v. ot:Ío•- que na 

.. ·-~~:~~~~;~ ;dei-,t~ellpil'·•.~?;·._~•· .u~~- •~t~C2l.4,n .•.• .t~ .-~~t.~·~rf n~~i~~;~~'···~;;~~-."-~f • 
. _.den .·Y:_hamolit!f1!8- C:.llrt c".'_•r~cle~t~• ··constantes, :q~·':tl•'..l'.'u•d• r,Ho~· 

. ver anaUticament~. debida·:; q~a• prHeri~~ alae1;rla ~n aú io~ÍI.~~ . 
• ' - > • • •• ,_· • ·~ • • • •••• ·,-

Pare obtener l• ealuc16n •la acuac16n d•'dtrera~clea ·de aexto 

orden .·aa utill~• al altoda de aperador•• v · a·ete no• aonduce • 

l• necesidad' de reaolver una ecuac16n elgabr•lca da eexto grado 

•l11ftrlca. .Y al reealver esta 1Ícuacl6n elgebralaa de aexto 

grada· ae necesite la eoluc16n de una cC.blca. Eata C.ltl111a. ae 

raaueive üsandlJ el. iahoda de Ca_rd6n v Vlta(11 J. 
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A) EL MODELO DE RED 

StJnsidcremoe el model·o mas ecncillo de ·r.ed unidimen-­

sional la cunl ee forme con masas id~nticae v unidas entre ei 

mcdi'.3nte fuerzas lineales, como se muestra en J,a r1gura 1. Cua.!!. 

do los ~tomos no est6n exitadoa, se encuentran en reposo, igual. 

mente espaciados uno del otro. Al vibrar eetoa átomos~c mue~ 

'1:e,n,:alrede.dor .dé :sú .posic16n de equiU.brio, en e~~e caeo .X0 ~t) 
.. dif1•1;,ª"c1k ;dei n.;himo .6th~~:, ;des~é: .su pos1~16n ~e . 

. . :;_ •, :·:·~;:·- )re .-·,, 

I,'''t0T€~¡~;;~;~i;~f~~,,~~~?~~~~~~i1~~-~¡~i~~~~;~~~k:~;::, 
· ;_. ee)~av 1111 ~ ~: ·~ e_nt:~~·: qüe ~ . :•l· · •• ~n.o.u~~~r•n · •uv.·· p1'6kl11H "•!'· . K'.•P•·, ·> . 

. . . · 1~n. . ·· :j\~~~~1r;J~~ri-~ .:.~:'.j~~i~>~baei!J~~~-6~:.;/~~:p~*1~~~~~;¡Tq~1f.:J.~~· ~: ·· · .... 

. . ·. fuer.zas antl'e lo• Atoino~ ilan da rsau'tú!;l6n _y.:Íes ~i::anelderare-.;. 

moa lineales.· · Adem~·s. •e esuiie que._l•s lnteracclones d• cual-

1uler ~to::io son Gnlcamente las que se e·jarcen entr~ Al y la•· 

se la mb pr6'x1mois a .. Al•: de forma tal. que ea.tenías considerando 

únic•ime~te l:i. influcnc13 directa· de. '1os Atciinoe .. n ~ 1 1 'n ! .2· y. 

n :!: .3 sob~,I? el: l!it.omo Ó·~ lAIB dem.!s 80.n despreciables, aunque por .. 
....._ __ .:..... .. , 
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comportamiento del §tomo n, en el aent1do de que arecta a loa 

6tomoa n + 3, n + 2 y n + 1 en forma directa.y eetoe • 
au vez afectan directamente al Atomo n • En baae a eatas con-

. a1der~c1onea, la fuerza neta que act~a sobre el Atomo n ae PU.!. 

. ,de '~expresar.· en t_6rm1nos da. la extenai6n de resortes un1do11 

L:ia&'.:ua~o'a .n * 1, n.t 2 

. '·j ~c;'l bir'alllo ~ coltió :. 

F n 

;_:-'• 
·.;-.. ,, 

a 

la 

.. Kf• K2' K3 •C!n las conatantea de la .lay de Haoke,que 

:~·x~~~~an '111'.,proporclan:a~tdild; exlai:ente. entre la fuerza HquHl-

·~·~'·ef~·~~ :~r~~~~i.~,'\:ín :·es~ ;~i~'iis~íeo 1:c>;~~t~~1~~ •·· v•. eÍ' daapl~~~·•S.en1.o 
pr~Ji111mi!~í,\cú:i::ho, :.con su~'. prbe~Ó-~, ;~·~un~~~ ;~ ~~ré~rai.'·~~él~.~·· 

· ·naa··,· .. rea'·p:··.·.a· ... l·v.a·m .. en. ·, .•. ·.• .• •·· . . ·. ¡:·¡,, •:•· · ,, .... .. : .. j·_ )·,,:, -·,-.._ ·. 

ECUACIONES OE MOVIMIENTO V SU SOLUCION GENERAL 

';;~';·~~~5:~;,¡i;~:~· ~¡t~f i~~t:;:::gf r;-2,.::,~~.;~~' 
.t'o11ao•:po~ .. i;u ac81er;h16~~ dé ~onda'<l1f·ecuaal'(i~ cl9" 111i;svliiil'tin~o't.l,!;:-. ·.· ., .-_- : ~,,,. ~ •'· ' ..... :;<<, 
ne lá.tórma 

J•:J .. L Kj e •n+J(t) + xn-j(t) - 2Xn(t-) ) ••• (1) 

J-al 

. Debe observarae que la ec·uac16n de •ovl•l•nto de aada 6to•o de 

la red t1ene la misma f'orma ,que la ecuaol6n anterior 1 para to-·­

difa ·1~~"' ¡:Jnrt1cµJ~.~ a6lo v~da el valor de n. 

Al reaolv~~ l~~ ec~~~iones· de·1Rovl•iento anteriores, 

.,; 
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ae acostumbra descomaoner l~ expreel6n que noa da el desplaza-­

miento de cada &tomo, en una mult1pl1caci6n de funciones, en 

las que una sola depende de la posic16n y la otra depende sola-

mertte del tiempo. Así pues, ae suponen so.luciones de la forma 

vct)~u •.•.•. (2) . . . ·.:.> n ······. . ... 

tat.i·;~onsi iteraci6n, ale aua~ttúlrla en ia( l!~l.la~i~~e¿ tie máv'i~;;.-
· mle11to y al dividirla entr~· 

entre dos expresiones de la• cualRe una .aola11111nta depende 
~· . . ' 

tiempo y la otra.de la poa1c16n. La Onlca forma en que este 

pondlente, ae obtiene: 

: ..... : .. 2 
·.• VC-tL.· + w V(t) ·:..·· .. ). . .:·. ,. ··º· ... .(3) 

···.:.~:.-_.:,·;.·«.:.~_~:"'.·!~···.·.·.·.·.· .. · .. '"""'' '.:·.··':'"'-::~~-,~,.,.~. ' 
-~ :, .1~·J:.<: » . .. "·.~·.-.::,:• .... ~-- '.""'·~::·,, · .. :::.·~.-.. :~: '-.:~·:·~·-~;~;.L: .. .:~:¡;--· .<.·-.":~· ... ··:~•.,. _,;' .. ~~-'l-)~.::~·.;-

: · .~~Ü~ + '•.U .Kj<ún+.1 +· ... ~n,;; 4;;~~~~>.:f?·º· , .. · .... • · .. ;• (4),~>' 
. .,.,._,.. . .. . . . ,.~Y''' 

;, ·• ~. 

Al. ra~olve:r' lH ecuac1'anes CJ). V (rt). ÍIB obtend~6 .'.'.¡; .... ·--.···. 

soluc16n · ·al problema de laa .vibraciones .at6m1ces 1 , .basta · · · cqn 

efectuar ·1a multlp11cac16n de las aoluclone.a de ambas ecuacla--

nes9 El tratamiento matemAtlco que ee utlli:itar6 en la reaolu-

c16.n de lás ecuaclaneei ailterlorea·, . aerli el de la· t•cnlca de las 

opern~ores,. tanto par~ la ecuacl6ri diferenclal~ .como para la 

. ec'ü':lcl6n;cd~ "if'.erenci~s. 
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El movimiento v1braclona1 de cada itoao alrededor de 

su posici6n de equilibrio, al coneiderar 6nicamente el tleapa. 

ae determina a partir de la ecuacl6n (3). Eata ecuacl6n •• 
una ecuacl6n direrencial homogénea de segundo arden, el reeal--.. 
verla mediante loe operadoras, ae arect6a el algulente ceabla 

de notaci6n: 

can eetaaexp~ealane•• 1• acuacf6ndltarenclal adquiere 1• ra•­

•• 
( 32 + o 

.· •' ,· -:: ¡~->~~Íu~16n .éle'::la .~ü~~lán: ant~rf~~·:ae óltui1l~:éa par•.: . ··""f.'. 
tir de)íaa ;~~tcea~~~·~~~erht1~~~-1iel P~f:~~i~~~ º~--~''.~~~~ ~~~:,.~;.>_ ..... 
Lea r~f.Ó~a .del poUnalÍíla· caractárf.at¡lca ean -.~1111:. quíi al eer .. 

complejas conjugad•• perml ten iiepreaentar «18 •i:á1Úcl6n. V(t;) Galla 

. .':' V(.t) • · ~ Co,Íi(Wt + JI)~ . . _ . .. . . .. . . • e • (5)_ 
~ ~-~·""'''t~:·.··:;·~:·:~·:~~~!---,,-• -~--~~:··~-"· .,-:, __ "". -~ . .'~,.-.. ,_,. '·'°'·~ "'" .. ~:~>.~~:.:~::?~~-~;•_,.:·~·.,~. '····.----:~~~~~-:"1 ~:·~:~~-:.:--~.~~;;~.-.,, ~~-"-:~~i~i.~-~~:,·~; ~~·.<_;_·:~'····~c.~·.: ··' .·;: ·~,~~ 

' ; . ' '.:1' . . ·~ : . ' . . ' ' ' . ' . ·' " --~.-~, .. .;;- . . 

···· ·. · · -~-~: .. · <~> ,_) A· ·. ·, · a. ·• íian ~~n~·tanttl'~--~•bl~iilZ.1••:< ; Eilt.i:'. ;:.:. : ...... · · 
'-·· :·".'',, .. 

8Dlucl6i:i ci'úeº repre8e!'t• un mavl•ltinta. perl6~s'i:o dir~eredlante 'llt11 
· .. _ -~·:: 

tlHpa1 per•lt• lntarpreter a ia can•tentl! de .. eparecl6.¡ 

l• rrecuanci• de vlbrecl6n d• cad• ltoma, cuyo perlada p e•. 

Sl la;canstantoe da eaparacl6n .. •• r•••Pl!!. 
za por -w, lall raf.ces CBract;erlatlCB9 da la ecuac16n dlrel'en--

.clal .noº ae alteran, .. ª" conaecúencla tampaca. 1• •olucl6n. Piara 

no r"petir. la infarmac_i6n y .cómo la frecuencia de vlbracl6n va 
"·-··:· ...... .,.'_.'.' 

-·':;. ~ 
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unida e la energ!a del 6tomo, beata con considerar como Gnicoa 

valorea posibles para w loa reales positivos. Considerando 

le eoluci6n (5), se deduce que el desplazamiento del átomo n 

esta contenido entre loa valorea Aun y -Aun' inclusive am-­

como se muestra en la figura 2. 



C) METOOO O~ OPERADORES V SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DE 

OIFERErlCIAS 

La dinAmice v1brac1onal en une red lineal monoet6m1ca 

con lnteracclonee,11 primeros, aagundt1a y terc~roa vectrioa qued,!. 

;";'.~;~!,_total .. IJ!nte.~~dtit~rmtn~dÍt '~l ,res¡,lv~í-•:lllª· ecúiíáionea de ·••111ov1--­

:ftt!.e~il> cie;'-ía;.-· tto!l'ªª ·v ·at1-te'n~~ '•ü· .t~ií:íct611 ~ª!'ª~n;. :va' an al 

csso de· recieit_ ~onaat~niica~ v -d111t6niÍ.ca_e qúe 1nclu~en- lratl&;accls, 

- nes a primnoa y segundo• ve'clriaa' •• he pr~btida. que ~h. la tfc-

nice de' ia9-ecuacloñes de dlfíerencla'ae.puedenobtener laa aol!!, 

. '.: :~lonl!a .gená~111ea, en. eat_oa a,lat_emH., Eató_ :ea •uy __ i•port11nta 'en. 

, , .• __ , --- '1!1'e!stJitrc1-·ae·1~· d1nA1111c11;_de ·~-~~111·ra~ee c-.it!Í~~o lle 1:nc1&1ve .t,~--, 

· perrecc16n- -~-º-ª'i·~:•:~arq11e •_al •tl~t~n~~ ~~·~~r:-~.,jÜr.t.aa~ ioiu.:1;~.n. ~~".!. 
•'relea í l!etaa conjuntos alrvén plliril'rilaólver loa prabla111éia- de tii' 

·· .. '. . . ,. ':' ·.- - .... . .. . . ,· ::_;:·.-.<':_•· ·~ 

¡:ie·rf'ecc16n iocél l!n ellos, como hil aldo amp11am~nte de .. ~~tr~ció 

a primeros veclnoa-y recientemente tambl6n en loa caeos en loe 

:9ue, ae:incluyen __ ••gundo• vaclllaa •. 
- ,_ ... ,~,{;:.·:·;;;;;: r~·~;t~~';'i'éi:?í!iü'act6n·;··lfa· dt:ferÍtno'~~-- f'1"1.tea··. (lt) 

·· · .. ·· · .. , .. :t:::: ~~·1.::~:::::1:·.:~:::~~:::.í.::·~~::::t·!Zff ::F 
de_ desplazamiento de ún homi>-· en ·1~ po~lc16~ n • il. de ili po-

. c1EÍ16n n + 1. 

dades [ 12 1 

o 
t:. _un 

Este operador aat1aface lao a1gu1.entea proplií-

.• . • • (6) 

cun ayuda '(lei operador de tran~f'erellcla, € la·ecuac16n de.d1-

f'erencli1s (4) para las mfixlm;ia amplitudes de deoplazamlentó st§. 
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mico adriu1ere la al!)uiente roriaa: 

••• (7) 

pera integrar la ecuac16n (7) y obtener la aa1uc16n .ea necesa-­

'rlo.·tene.r la ecu::ic16n auxiliar Ca car.acterlatlca) de ella. Eata 
' ' 

· •• 'ecifüc16~' au~1Uar ea le 
-... :-· 

la cual .ea una ecuaci6n alge~raica de aexta grado. Aqul hace-

., •. , •019;/1.otiil:'. que La ra,r111a de 1a i.01ucl6n ganera;i· de la aauacUn de 

dl·fiireric1as (lf).::de~~nde .. de .le~ relcea c'~rácterlattcilla dé (8). 
-, ,,',·,·~.;·.:~::·.;--·._,,_·.·": .. ··-· . .,_ .. , .. ·'.-~·:~,-~·:::·:: .... ;~·-:- . .'.'· -- .~:: .. .,,._;.,-;_.-.' '.__;'· ·_;.'·:· --- ,;;:::.~.:.. ~--·:.,:'.,;', :·. ~- .:;:_, >-

' ,;'t:i\;icj::que algue .: l!ri éste cuipltu~o'~ ~noe a:Cúpiire•o• •n 'i:íbtíínllir ' 

· · ,:; \i\~iC~!t~e~· d~ i: ecuici6'ri <s>~)J:• c~al J~~-'ciíi•ta ':i¡ene ·1. ~~-~· 
. ra~t~rS:sUca d~ se~ altnhrlca. Can ~l pr~p6~ua ele abtitnei• 

la:J ridces caract:erl.atlcaa de a ata ecuac.16n. (8) 9 ae raatarlza 

.••. ;el pollnlJalo caracterlaÚca .en· tr•• palino~lo• cuaddUcoa .•.1--

···· ':i:11~~~~:·:~~í~1::::·¡~·:~t;~¡;:it~~:~1~~~i1•~· 
. t~ grada. Y: •l trídlÍl.pendlentit:·da · 1a. iléauai:í6~!:~9 .. ;tliidíitica· aan 

. 1g~a~e~. se atlta propanlenda 1~ cletl~:i~~-~1C:16n iill iil •culicl6n 

.(8) CDlllD 

o • • • (8.11) 

lo anteriormente expresada ea posible, .al ae ·c1111ple la 111gulente 
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(9.a) 

(9. b) 

y 
• (9.c) 

_Los· partlmetros ·y 

de hacer.' ~1-. -11 1 'C'!e ia priiner~ ·ecuacl6n ae·. de~pliJa y: ilé':.su~Úi-.!!.:: 
ye en ia aegund•, la ecuaci6n resultante ac mlJltiplicapor a 3 
y se le resta l~ tercera, en la que ya se heb{a reemplazado a 1 • 

:Uguiendo el procedimiento antes indicado, el ¡:iarlmetro a 3 de­

be de satl~facer ia siguiente eduacl6n 
," . _ .. _ . ·· .... - ·. . . ,_ .. 

3. ,,. <. ·2·:,:· ~:~~' .. ¡·· ~- ::: . "~:···'.··-_~/:~'.~<;-~<-..... :~- .. '' ... ·-·.::~.:::,-~: 
'.,!:'J" 3 -K¿a 3+ ( K 1 -:3K3)~37.C_nl\ll •. '"2K1-:2t12-2f'jj), -O -

:.¡;>t}:.T./·:. ,,,.._ 
: . ' ,· 

(1J) es una ecuaci6n cGblca~ esto sí~ni~icH que 

valores en los compleja11, para cualesquier valor asignado e las 

constantes f!~icas del problema en particular. Se puede:penea~ 

.Z·/;-_5:~-~€}~-~~:~!:e,~---~~!-~~~!-~.d~---_: .. ~i,:~~-;~~~~-::~~;-~-~~-~-1:~~:2;~-c~;~~,~~-+:~~"-~-~-~~~~'-·' 
: sañ·-108 .ciirrifa;'ónC!1entci~ 'a •1:tis ¡•tre&:parAnietra!I; _r:leÜrildafl': .. · .. -éaníti 

-.... "-
Íos co~t"i~iei-tte~ .. 111'.feáles de iás ecuacionea culléirAÚciie _ cs'~'i¡>,'~'. 
debida a qué en cualquier pe-~111ut~c:i6n que ae· re11lic.e de dichae· 

parAmetros en el sistema C9>,.1as'ecuaclanea no se _alteren. En 

otra!l ·palabras, La exprea16n (10-) tiene· la n(lsma ror111a al se 

despejan los atrae dos parAmetros .del slatema de ecuaciones (9l, 

Ahora. eerA ·necee arlo resolver primero .la ecuaci6n cGb!. 

Cd 0 La solucl6n de esta ecu~ci6n la deterrnlnaremcís siguiendo 

el proccrtl.miento r111do por CardAn ·Y Vi.ta·_[ 11l, .el cual consiste 

an h~cer dos carnblos de variable: uho d~ ell~s ·permite eliminar 
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el t~rmino cuodr~tico, y el otro, condlcion~ el proble•a. 

Primero se efectua el cambio ~e variable.dado por 

b + K2 ••• (11) 

... 3pq 2q o 
·en donde 

p 

··:· '. .., .... 3· ...... · . '2. 2 . ·... . . . .. 
2q '."'~ ;;}.~z~9K.1t\z~3"'.27K3 (•w. -2,~1~,~K2;..z,K.3l · 

... "'.} ;~~~~·~2 .~ .. :s~'.<~·~t~-~3) .. :i·!~~i~~:si=( 
.;~,;:~~\-' :- .. 

¡;amo.ya ·na interviene el tArinlno cuadrltlco en la 

. ecuac16n c'6blca 1 ae ·reall.za el otra cambio de variable, 

·c~na1ste.en hacer 

-•y-• 

• b ~'v ;~~ .. z 

v3 + ~3 ·+ 3( yz + ~ ><v • z> - 2q o 

De la· ecuac16n anterior que depende de doa vor1a.blea, ae pueden 

obtener loa valorea de y y de z ~ue la aatia.racen. Para 

lo!)rarlo ae deacom~one la ecuecl6n en. ·daa, .de lea cu e.lea una i!!. 

plica 1i ... l.lll otra ... Como en• general . b . no .. es lg.ua1 .~ cero, 

puede cembir-ir.el problema a la readluci6n 'de laa algulentea 

ae 
,.;· .. :.,. 
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ecuaciones 

yz + P o si y sola si y 3 + z 3 -2q o • ( 15) 

T•rnemaa que tener presente el hecha de 1ue una se cumple_ si le 

·.otra·.·ae .satisface;.:y.'.ha- une· na e_e _::cumple_ la otr01 -t13mpoco. va·­

,li'!os a~u~~ a reaa_~_v,~reate als~_ema, p;:¡r13:~1.lo s~: desp~ja ite yz + 

¿µ,;.;::'o'.?'aia.'yal'.Í~;~ii,_e •. _ v. é~.-,eguida'.se !'El,uaü tuy~ e~ --1~oi~~.e--_ 
cu"lc16n _ reoultondi:, ;,.·na cuadr!\Ü~a .para z 3 • ~1. r~sol~erl~, áe 

. determinan. dos 111_alores- que la satisfacen, 103 cuiilee ál auatlt.!!, 

Irles en la e_cuacl6n' cC.blca .para la· y· y p'1ra la z ··se obtle-.-. 

''1en•dos\aoluc1ones .para v 3 ~ Las_ soluciones de ·_-y 3 .Y. de --~ 
.. ;· .. -.,- ·· .. ·, 3 ,:- -3 -.<,:;~...; 

. -.3·-' ... , - '. . . " .- ,·- - ' . .-.. .' . . . ... -. - . . . ' . .:· ·- .. -. . '._:,'_:-_•_·f~_,,::'." ___ ~f:.i 
z -_. '.:.<'.º" las nilsmas,,'aalo' c¡~-~;:~_i:aa~do ·-_V j ~~111ª·::~." •valor · _z , to111a: ___ . __ •.: ti\'~ 
el_·:_otJ.o ~. '~--~---i~~V_.:l!i~_-_a __ -_ a_-,·~--- . · De . .?!)a iiianera,. ae:,•o'rl'giiii!I Ütta. lf..rorméi::.--. · -~-

. .,.~;~y'.,'.,."· ,. ,.,. ,,· -· .. -.- .. ~ - "'.' ,. "''· ;~::.::>.'.ti~ 

Cl_t\_n_·_·,-_ i~-~--:_,,_~tl,~a_ p_1ir_-_'a_ \li_f val:ri~:~·d'~; \;'.~ :aitl qua''~ara :•ti'vÚ~r ea~Ól a6 ' ' 'L.'/'! 

. lo se. conslde;a-~A~ l~a ·~alo~e&·':rie 'y3 , V . ~3 lo~ ~ri~1~rd;,~ ~º:· ié' :.::;~~ 
laa.aigu1entea expresiones 

En e 15>, al una de ·las 11arlablea y o Z. es cero, forioHmen- .,L': 

te p = o, y·eato puede ·acarrear errores~ Estos sa puede_n e-

vlt<!r al se usa la ecuac16n (12). En esos caeos, la ecueci6n 

( 12) ser& utl 11.'zada para obtener 1os tres valorea· de_ b ~ en 

cunsecuencla se obtendrf\n loa 'tres valo.rcs de ·a 3 • Por aho.ra 

cana 1 d•! ral'E!mo 9 .el caso de .que ta_ryto y ' como z s'°" dl ferentea 

il ¡;f.." ro. 
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L~a ra!cea c6~lcea'tlenen tree •oluclone11 en loa co•­

plejos, de lea nueve c~mblnaclonee que reaultan entre 111 y y 

la z, aolo ae deben conslderar¡quellaa que aat111f'acen la ecua-

c16n yz + p =.o. Para poder lograr laa tre11 comblnaclonea 

correctas, ea· ne cesarlo utlllzar la repre11ent11c16n compleja en 

:iiu'' f'orma polar, .tanto para .1~ varl•bl• y Cutio para .111 varia-

Por ~_UD) ae ·deftn~. 

v' 

•l argu•enta p:rlnclpal d.• y3 nuriaa ,ea •ayo:r de '1':.• . ya; qúe .la 

paalble pHta. llllaglnarl• ,,/q2, + p3 •l••PH .. ~arialda:rando 

·. ~~i}~· ~f '~{i:!;~ttt~(.!~pCaC:r,~.·t=c;,e .. ~1··•.•.:{.".g~:1tn.::_;~ri:1;,ª~·····pi.º:.~ 11:b::J. .•• ~.·_ ..•• i ..• _;_,!'.i_'¡···1r.···º;·ª;_.º"••·.=1•. :d• 1.

1

.t_·.;·:", =_d 
· · · ·. '"ve o¡iúo~ , v• '1&.'~ :.111 iíl • 

- - .· :"... ;· .. · .. 
da el valor: negativo de la r•lz cuadrÍlda.· Tenl•ndo preaente 

lo anterior y el hecha de. que la• varlabl•• . y y z •• rel•--

•nf'uncl6n de v-. r.•aultanda 

;can 1~= i!·e''.t~ v ~ -~ .•.• oa> 
·.oe la• tres ua1~_rea de a~T· ~1 .. naít ... uno lle llii~li ~ª . reai, v •1 

. . - . 

loa otras valoreaªº" co•pleja• eatoa deben ••r ca•pl•Jaa con.t!!,· 

.gsdoa, ya que la ecusc16n (10) tlene todo• •ua caef'lclentea I'•-· 
alea. 

Al considerar loa t:re• uaJ,orea da •:5'. que liatlaf'acen 

la ralec1.6n cC.blca, como la solucl6n del alste•a (9), estos va-
. '. -· 

:'Íorl!s.>ef'ectl~amente la satlsf'acen. .. Sl la• aoluclariea .. de la •-

. -"l 
, • ., .• _¡; 

:.i 



19 

cueci6n c~bica se sustituyen en el sistema (9), se obtendr&n 

seis soluciones pdra cada uno de los otros dos par&metr~s, rep.!,. 

tiéndase las soluciones. De las tres que quedan pnra a 1 asi 

como de las tres para a 2 , ee observarfi que las soluclonea ee­

t&n repetidas. Teniendo eato. presente, se coneidererAn Cmlca-. 

mente lo!! valor.ea de loa pa~Ametro• .qué ·eatfin deter111lnedoe 

·- . ,. 
~1 .. avaluar loa parAmetroa cuando r• o, • P~;rtlr 

. ~·'?A,#~i<;~~~~ ;.é 1.~> , ~~~:º ::~~ •. _•e,.:~~~-1:;,j"~i,c;~r; .ea . po~l ti~~: .. ~bt~.l'.er · 

·~"ª opri~~i:S.6n ·.no per111'ilda .can·.1-- .·· . ~· ::;;'i;~~;~~º"~~·C1;;:_;·~~i~;_iiJ11nL 
:·~'Ctci;iífll.~·:,aiihula.·· •·y··· •. :.g \._ n~g~-tl·~~~··. ~ua"!do'aucl!d;\~ iínt~rlar;. 

ae ~tJten~r6n loa valorea de los· psrAmetroe a partir; de le ecua­

cl6n ( 12). reaul.tendo b 3 - 2q y en aate caso .ae. conalderari 

• •:,• ·.(20) 
~;. '· .. 

-·,~--: , ....... 
-· ... -

-~.'~· ~ 
. . . . ;:. :: .·_' i; ~; . ··.: . ·,, . . < • • : • ~- -

Aqúl ·ei:;·~rgúm~;,to' p:tlncÍ.paJ; 8ü1~ ~üel:i~ -tomar dos· vatcirée; .o 6.1t'; 
Ac~ptan~IJ' i~ equlv~iencie (2h>~¡ ÍoÍI p~Í'6111etros ·.e d~~~rnÍtnen . a 

part(r de (T2) y ae euatltuyen en·(11)~ De ea ta ror•• reaul ta 

que loe tres valores. de . a 3 tamblAn aetlatacen el ala te•• de e­

~uaclones cuadrAttcae p~opuesto para l• ~cuacl6n caracterlattce 

asociada al operador de traalac16n. Por conelgulente en el C,!. 

so p = ~. ~ola e~ conslderar&n loa valorea de loa par6~etro~· 

. clet.er.r1lnado!J pé!r ·'1:-l?ll ·JJiOL;'l,1!.".tl!ll eacpre~lonea. 
.. ~ ... ,...._,. '· .. ' 
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••• (21) 

Con loa trea valores calculado e para a 1 , a 2 y a 3 , 

ae determinan lae aeia ralcea caracter!atlcaa. Saeta con re-­

aolv~·¡.· lea ecuaClonea ~uadrAt_~caá propue.ataa "•11ocledea al pali­

noriiió' ca rae ter! etfco; •Cait ~;, .las :caaoa en 'tlue .loe. cáe.ri:c1:entea 

llnealn de dichas ecu~cl~nes c~adrltlca~ ~~~n n~e;a. ~oíilple-~ 
Jo•. Las· sela ralees de la ecuacl6n auxl_llar, por lo tanto, 

ae obtienen al resolver laa ecuaclonea 

y pade11oa aflr.ar que: 

.t>; ii'.:e1 par6lllatro ·ea ca11plejo it 11111 do• ralee• aon .complej11a de 

• :~::~;;~~·~·"dl0f~;~ni··~~~-i8'«crnl:d~d, y··no. aon ;C«O•Jugadaa • y 

·. 11)> e{,81 · parliiiíitro. ••• . rea J.. hay dc¡19 '~;~1~1.i¡~~;.~ ·~---~:;;·:.,r·;;¡~;¡ , · .·:¡'.'.~i[~ 
o,' aan co111pl&1J•8 conj~glidee de. 1116dulÓ uftt:t~i:ta,{ '("i~ 

. . . 
El hecha .de qua. el pollnoiitlo · _alioi::ladci' a la"'.ecuac16n 

. de dl ferencla rinl ta tenga au~ coef'lclentea re_•l••. •1gn1f1ca 

que cuando una ra.lz del pollnomlo caracterlatlca aea compleja 

tambltn debe haber atrae que aean co•pl~Jaa canjug•~••· Otra 

canclua16n que ae puede agregar e• el que nunca' l.•• ••la ralees. 

caract~r!s-Úcas !ton complejaa de m6dulo diferente a l• un1dad 9 

.cuando muctici oon' cuatro.,. -Lo pre11e·ntada aqul hasta ·ahora noa 

... .,.,. 
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muestra como obtener los seis r3{ces de la ecuaci6n auxlliar 

(8) en forma anal!tica y tambi~n nos permite escribir la solu-­

cl6n gEneral a la ecuaci6n de diferencia finita (7) asociarla a 

las amplitudes m~ximas de loa des~lazamlentos at6mlcos. De ID.!!, 

nera que con la ayuda de las ecuaciones (2) y (5) obtenemos la 

Élo).uc.i6n completa':Bl problern~ de los modi:Já normales, de vlbrÉI-;..:-. , 

;~i6n P.n un~ red'1!10'1o~Ü1rn1ca c:¡,n .. intefabrii~r1_ea 11· prlma)•oa~ a¡jg~Ji> 
• . • :: ' .• ~ - . . • . . - •• o •.• ', 

dos .y _terceros· vecin_os~, Va mencionamos ~ntes que l~ rorma ~~ 

la soluci6n a (7) depende de las!re!ces ~aracterlaticaa dad~s 

por (22). i:n el caso de redes mono9tó111lcaa y diet6mlcaa c·o.n 

~nteracciones ·ª primeroa y. segundos veclmfo esto ha: ~llldo ampl_,1.!._ 

. ", ;rn~~t~: dl9c_ut1~~ ~n la Uterat~u<·7·>·, pero ahora riosotroa· va"'.ºª.· 
:··· ~:-;.¡~gui r .aqu{:e,s~. ·~1~~- ~~··iii~~·~~~6-k ~~r~; ~-~t~~e~: ~aÍ·g~~~-· cb~ci~: 

.· · .. ; :X¡iCJnes ,¡fi, la forma ·'de la·a· ao1'uci¡~n~s. en ~Ei1·:~~~~;•. 'd~ ¡_~ -~ed .mo~~--~ 
. . . . . '.-,~ .. 

. ot6mica que lncluve intaraccl~nes ~:·pr,1meroa 0 segundos· i¡ terce-

ros vecinos. Lo primero que d~bemas.aeMala~ es que.la eolu---

<~ci6n·,·génera1 __ a P> .tiene .h'1sta se1a,co"!.ªtantea arblt~ar1e11 ya 

.... ...... ;r~~r~::;t:~!~~::::::z~~:¡t~~;:¡~r~~¡:&;~::x~t~]~~¡té:~~:.~c·~·· 
n.ee, gener11lee ·.de' acuerdá a isa rálc~a<cariictárf.at"t~a.·~ páif~ ... 

• e11o h"lcemoe las 

1J por cado ralz caracterletlca que ~ea real, ta~b16n exlate au 

inver~o como.ratz~ y al &aiae.no se repiten determlnerAn en 

la soluci6n general .dos sumandos de le rorme c 1E~ ~ C2E~"· 
c 1 , c

2 
son rt'ae constantes arbi triJrlas 

~) :.or. c.1da re1 z caractio:rletl·ca ,que ·sea ·real y que. ee repl ta a 

v!?r.<'s· la. sciluci6n gener11l contiene .... ,•. ·sumandos ·d.e. la ·roriwa 

+ -~ n 8 -:- 1 )En 
6 , c;:intenie.ndo e constantea ar--

~-·~ ' ,;.; : .. 
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bitreriee. 

3) cada par de relees complejas conjug3das no.repetidae de •6d.!! 

lo R y de amplitud U, contribuyen en lB aoluci6n·genera1 

con sumandos de lA forma cR"coa(nQ + D) •. e y~ son cona-

tantea arbitrarlas, R y U eatiin determi.nadaa en t6r111inos 

de loa p¡ir5metro.s ~el· sistema •. 

:4) af lf~_.¡:lar.' ~~ºi'.al~~~'·c_om~l_ejit~':'c~~jugadáa s·e.repÍ:t;e: .ÍI.:' veé!• 

au .;~n;·bfrillc'16~· ~~ri'tl~~e .. -·?a'cal1s.~11ntea··l!lrt1ft~,~~i·~··cc:1 .c2 .-.~ 
+ 

Son per16d1caa en lt!!! 
:.:.··:, 

;; ·~ paÍlltc16r1 ,; é:u.y°a per1Ódlc1dad ••ti ·r.eprea'entadlÍ,.con. -l•o1angl:t~d · .. :• ~.i\'n 
... ,~."~ ~:·;·~~~¡::o:;r¡~··;:~~T'.i:i·:;;;~-~·1··· ~·~~~~---~/21';~~ ... ~;~~~i:?~~~il'j~::;~~~it~-.'.~ •• <,:.::~+:~~ 

~-~Í·~~·1¡,¡'~-:.:~~~·I~·~;-,~~J~t~u~ ·11~···~ri~~~<~~~ · t~tl~~: \~llÍlíiin ••- ireieai~ :·· .,·:. · ,\i 
.... _ -" <"-·,·· :·•;-;-•" --~·.:--·-;-.-,-- , .. , •. ;.- ... ,,. -~ :-: -~:-~,~;~_:·., ~. . . .• :/-t\'¡ 

nil ooll ,1!1-· •r.uuaen'tl:I . de la Hh, í:·aracterhttaa •. qúe •!ÍI: ~~l'l•Jo ' ';;;¡ 
da 1116dulo un.ital'ia.· · 2) U,; ~ E", eet;,a aa1~-c1onlt~. pa_rt¡~~~•~•• ·· :;~<:,~ 
eon consecuencia de· 1aa l'afce·a realea, en el .algulente capl·tulo 

ae ver6 que eon negativa•• divergen hacl'a un.solo lado de la 

rad y por ~l otro ae atenGan. A. estaa vlbraclonea ae .lea lla-

111ar~ v1_braclonea aaíortlguadaa tlpo 1, cuyo ••6dulo de .atenuacl6n 

o expans16n de. la vlb~ecl6n en la red ejtA determinado con el 

m6~dul.;·d~ la.rafz carricter!titica~ ·y, 3) ·un ';;;'R"Coa(nQ +~Ol~ 



2.3 

••• vlbraclon•• oon conoecuencl• d• l•• role•• c•'ªº'erl•''º"" 

cuando oon comol•l•• d• m6dulo dlf•'"º'" • l• unld•d· 

or1g1.--

non utbroclo••• que ••••''" dluergen en un 1ad• del cr••'"' V 

del o•r• se •••••••• V ae conocer•• e••• vtbracton•• amor•••••-

. E•••• v1brac10n•• dlfler•• d• l•• del t1o• 1, 

ya 

.d~s.ti;'D. 2 0 



CAPITULO· 11. REGIONES OE EXIS.TENCIA PARA LAS FOR.MAS DE LDS 

MODOS NORMALES DE VIBRACION 

ErÍ el capitulo ~~te~.~ar, ·nam acupfi.•a•. di! .ªb~•ner lH 

.faf.cea d.e la: ec.u1Ícl6n · aulélii:~r •. 111 · BCUllC16n de dlr~re.na'J..tHÍ t'l-

!'11:,l!}aíia~~· .. d;,:. :;iü.•tiitÍCillC>~'T~~·Pi~~¡.;.t!!~~-t~;· ·~t;6~~~~~:'~n. ·~'!•:~·.· 
foar111e<anaÜt1éa, parque lato naB per.Ue o'btenlil' i.11 1101...ii~nit• 

ge.ne~el•• .al pralÍlHa d• lae ~ados nar~a11ta dll. vlbl'acl6n •n 
- . . . -

nuaa~ra •lata.a~ En eete capUuio: 11nall~ere11011 eón clert;o da- •\~ 
tal~e, cuando ~•taa r-lcell ~an.realea 6'.ca•pl•.1Ho<e:~· tlr•~noa ·) 

....... ;~f :~~~1t~~~~~~:~l~~~~t~~;:t~~.ii~~:~f !~:t~:~'.7c ~~t 
< ~·e~cel'oa·: veclnaa:.. va 1aen~l.~na.aa ant;ea · CI~~ '1•·· r.fcaíi · dltt.r~ · /~ 
. : ~ln•;rAn ·•la. f'arH. de. lee aaluclanem ganaHleii p~ra la9 •adae nDL 

·•~l~11.de··:vlbr.:í::16n y• ean •.•.t•• fill'•H l•• qua na• lnterea• dla:;.: 
•O''-~-~~~~·:,.~~ .. ~~ · .. ~ ,,:.::.:"·:•:.;;;:: ~.-. · .. · . • 0 ."• ···.• ~i;í;;?ci;~ •. ~ .. ; .· ,,,/iC-.N;;'._.~ »• '••:• ;"• •-' • • ;¡~ .•• ·.~-,.;• (,, ·. ·;:•• " • '"º ~·~:~•.'. \ .,;;~~~ 

.... :;.~·::· .. ~:.:~~;:.:::.::r1~:~!=~:~:;~.;i~f !ri~·"t' ~·:,, w1 
2lpár~~en nuaviui f'oimlia de vl.brar. .En la ~u;:·•lgúíi 'naaobolÍ d~-· ~ ,j~ 

•aat~-.i:~•~a equl, · qu~ ·la lnclualtn da 1 .. 1nt~~acclona·a • tH-

·cerlJa vecina•• ta•b1An na• l'apraducen ÍI••• far•a• .. da. vlbrar que 

ya ae encuentran en alate1111a que lnciuyan 1ntel'ac~16n· • aagun--

doa·veclnae. 

Urm1 naa da 'la• par6metro• ·dai el ate•a ••• 'r.ecHiírÍ.á eatudlllZ. 

de cuando •• real .o c9111pleja, · ae h.ace a p~l'tlr · d• lia• 
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ecuac1anea (19) y (21) del.capítula I y eato depender6 de cuan-

do el valar de p (dado can la expresi6n (13.a)) ea di f'erente 

al cero 6 es lguel a cero, respectivamente. Debido a lo exte.!! 

so del an6llsls, el comportamiento de las formas de la aoluc16n 

-~~mpleta· ae_har6 en trea pártes: c~a11do el valor de 

'."y~~\: que .ce~o, ea _cera) cua,ml~· ea ll~nor •que c_erti. 
,,.,, .. ,·-~ :L::· 

··.·, 

p ea ma-

, : . . ~:,: ,;.;.;.' 
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A) CASO p ') o 

Determinar las vibracianea at6•icaa cuando p toalla 

los valorea positivos, aeg6n la exµreai6n ·(13.a) del capltoulo 1 
. . 2 2 

ee· logra al 3t11t13 - 9K3 - ~2 ea •ayor que cera. Eatoo ea 

~•quivalente a pedir que l,•• canatantea de 1n~•r•c~16n eatot.ara-­

lil 111gu1t!!f1~e _fie~.t.guaÍ~ed 
·'· .. :· .. · .... 

·.·. K2 2 
1 <->·· T K3 + .3. . ~. 

• La de a igualdad.> ( 23) . •• PLlede can•lde:Hr • au · vaz ·. an· tlriiil.na• 

···•·d11.· cÍoa•. variables~- 'iea··.cuilielli.e• •. rljan~aon •10•. caal•ntÍl•• .. ·qua,• -~ 
. ··'parea.In·•· en · di.cha d~91g~~:i~~·d. . ; ~e~~~ i;'.--~~teri;;·~ :~~;j¡~~Y-~~',t'i~ 

car 1~ dellt.gu~Íd~d ( D)-<~~ e¡ p~llllez:<c:u~d~ilri~~ 11.I ~-~n ~ifiña 
coordenadas cartealanaa, ca•o •• IÍluéatora Íln 1a f'.lg. 3• 1• cil11tt.-

gueldad ee eatot.afac:e en la rag16n .I, de eaa grl~lca. 
.; • -. - ' - 1 

En •1 ª.!L 

· ··•-· •. ·.· ·pltülo:·•nteríor • vl~oe··que para o,btollnu·.1aa __ r!llce,•. caractoed•U-

•; ··?:--~·,:·_·"~~~~":;~~--~~;~-:;;~~~~ ·d;b;;~-~ ~;íl·i iíteauic:·t6n''-'< ,,, ........ 11•,,·•·~•~· ·. :··· ··~~ 
... · ":_: te~•i!'!'jíí rapr~•én¡~-~16q; __ ·ª.• .. l.l•P·-~_1.-j~: ;n~u-;~_;.;-.;~~~~~ d~.i·.~~·; •.• ~.· .. •. • •:} 

q.+ •/ri2 ,. p': .coila ... ·-~ pa•lttvca. :vil que .,. 10 ... 

.. tiene que el nCi•ero par tr•n•f11r•ar. en· 1~· t'~~- poliís' '~~ un -~i 
nC.•ero re•l puro, con q 2 ( q 2 + p 3 • En cainaacuencla·. e1 ca•-. 

plejo polar equlv•lent;e •1 n6mero r••l o¡tura, •t.ene eu·..e11u1a 

e~ec~amen~e lguel el n6mera reel y •u erg~en~a •• cera. a 

aea, ,,ue ~ene11ati la• •lgutentea equtvalenetea· 

p r .. q + I q~ ., p,. 
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d• lea canatan-. 

tea de lnterac-
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Estas al reemolazarlas en (19), noe dan los valores de los cae-

r1c1entes lineales de l~e ~cuact~nes cuadr~ticas ca.a). Pare 

ello obtenemos 

1 =, o, 1, 2 

Oe los tres nCimeroe ª.1 • a 2 y a 3 , solo e 1 · es real. Esto. 

•igni rica qua. •l aatiaf"acarae l• desigualdad e 23) •. de. laa ral­

ee~ carscterlsticaa ~uatro aon complejas de m6dulo na unitario 

y das que podrlan ser: ~ bi~n reales o bi!n co111plejae conjuga­

dH,,:d~ 1116dula 1.1n.a. El v1ÚQr de ·¡11 rrecu~ncla qi,ie aepÍlra lea 
• ~, ·;"~"' ,,. •.. . ',. ·;·-. ·' • • - ' ,·,p·:. :~-

r al~ee '.~~~Ü,IS. de .. ,.,~ ;CÓllplirjaiu~ltari~·~.· e~ e! ~aaa '.:~1····· réal ó · 

· .··ea una. de· las rre'calll'ñcíaa de ~aiií! y puet1e e'e':r ~aterllÍinada: ·. .al 

~nalinr la aoluc¡6ri para cuando laa ralcaa. •o¡, compl~j~a de •A 
dulo unitario co1110 consecuencia de este parlmetro. El valor 

La desigualdad anterior no ea r&cil de resolver, ya que en ella 

Intervienen.dos ralees cC.bicaa y cada una de ellas a BU "llZ COJl 

tiene una ralz cuadrada. Para resolverla ae va deacamponlendo 

~~ sus equi~elentea~ en rarme lnve~aa s como •e dete~111in6 le 

·aaluc.t6n y al ·final·· queda un .il'.'tervalo e..,,:~4rrn1f1.ºª dB," i:o•. parA-

metros· flsicoa de la re~. La' deai'gualdad anterior· ae reauelve 

· .. ·. 
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respecto e loa tArminoa cuadrAticoe. Por conveniencia •• •na-

lizen laa doa deaigualdadea. Cede una de ellas .•e.•ultipllca 

por· r 11 3 , eeto no altera laa dea1gualdadea 1 con ello raaultan 

lea dos dealgueldadea.•n ror•a cuadrAtica para r 113 • Sa re­

. auelven ámbaa al completar lo• ·trinomio• cuadrado• pert'actoa, 

~n cada ;una de ell!Iª• < El raaul tado .•.a qua .una da l .. 

.<: · .. :~c~~,•~:!•~:~.!~~~•.Ít ~~:)b~ai¡J~iÍ.211.d~ li.&d~lo uno ~üanll~ : s-113 
.-: 

ralee a 

·· t'aca·'·;1·ae· ct.8_igUBid:e~a. 

Kz· +&K... 1/.. ;/'.p .. 
2 J'·(r J'< 

·J · ll..:. ./ 
2 3' q ( q + p 

.,:,·:.-..· 

Ei t6raino central d•l intel'valo •i•11pre •• pliai tlvo, lo qua. 

pernÍite •fil'llar qua aaté.intarvalo •• aat:l•t'•aa •ola cuando q 

áa menor qu~ q~. · Tl11nbitri ae oba.erva qua •l .aar .CI •ayor a 
_igual a Q~ . la deaiguald•d de. la izquierda lfel. lntarvala anta-

... ~ ' 
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r1or ae eat1arace para todos loa valorea de q. El intervalo, 

por rac111dad, ae separa •n lea doa daeigualdadea equivalentes. 

Eatae ae resuelven por separado y el r1nal ae interaectan los 

conjuntos eoluc16n. DeapuAs de hacer aato.tenemoa Q~ - Q! ( 
2q < q~ • q!. Al desarrollar lea expresiones ~6b1caa y al ree,a 

pl~zar 2q . por BU equiva;iente; dada::en ( ~3 •. b), .BB obtiene . el . 

..•... c~~i~nt~· •al~d6n cuando : i~a rá"s: c~a'..carac,t.liri.•t.icaá ' •or1· :~oni¡Jle-. 
jalÍ conjllgádaa de ai6dulo ún1 tilr1o. 

raatrigidll 111 e1gule~te intervalo 

· E~to. e&IC:•illi · ~~anda ·. 111 •atA 



.. 
das 

ralcea 

re alea 

· negatlvaa 
-- ----· 

\.é~~P~!jéí{'· :· 
~onJ~~-d~·. 

··•adulo una 

do• 

raf.cee 

ca•plejaa 

.da 

m~dula 

no':'.· 

un1ta~1o 

das 

raf.cea 

complejas 

-de.· 

··na~: ... 

Üoit'ar1o · ·. 

J1 

_ .•. ¡ 

•1 : ~2 ª3 

,~ ~:::t~ií~C~~=~~::;;~:;F:· ~~:· .::.:-t~::~:~ ·::: . .....• ;I 
,,: , .- •e·• · ' F ".·-, ·-~ - } _., ( . ,y¿··~·.-:. " 1• '··~--·~ :;·tp 

\ : .. <E'n -~~ ;·1~~· 4¡:~e gf;~¡~~ri-1~~ s~L ·~~~cea. car.acta;!~- • ··'.~!:0~ 
__ ,. - ···/)· 

tlCBB en. 81 plan~ compleja •. Para dar ·una Mayor 'idea del com-
>·::tt~ 

pórta•Í_ento de eilBB 0 tambUn :H anexe una tabla COMO la usada ·<· 
0~::,.;,:~::~.;i~~!;~;_!_"1_¿~~~.~.~~-~}:~.~1. d:~~r.~~~~~~~;B.).~11~::~,~f ~v~>···~~~.)~:~~--.eº1. ·'!.n.~ •,_•_. __ • •.· .. · •11a !".!!. • :: .::J 

. ·- - - .; • ., , ~-,~~· ... ,, . . - \+~_i ~:~~i:...~:: '.'.'.·.~_)t.~.-·:_~:~.~; .. :'.~~-~.t···; 
·;~-~: : __ da• veclnaa.:.... -_ · . ·. .. ·· .: ".,. : . · . 

. . · · · · · ·· J:1(i:·~,~~;:;'~~'.:~~~Í'.•)•~f ·~t~~1'~;;~~µ~t~-~#! ·io~a •v~tól' '~·'.:i.•:"~•·-> ·>:.'.J~;-~ 
~·cÜíinl:1i.~:ci.i8ir~ .dli i~11 rátaee '.~ll·ciíLacua~(6r.a: cé1'actel'let~~ª · tlón . ··~·~~ 

co•pleja• de m6dula na unlt¡.r1o 0 - ~arllAndaaa:· daa. pare jea da ca•- ... :·. 

plejaa canjugadaa. Ade111Aa 0 cada rafz tlane IÍu inversa •ultlpl!. 

catlva y deben da ~atlaracar l•• acua~lanea (22). En l• tabla 

y tarnb16n con .1a. g_rArlc•, ali obaerva que, cuenda. la, rracuanc111 

ea cero hay do~ .~~lcea realea y de la grAr1ca ee ve qua eu mag-

n1 tud ea la un1.da.d. Al crece_r 111 rrecuencla en au valor, laa 
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jea conjugadas de m6c:lulo unltarlo haata el val.ar Wuª .l1tCK1+K2>/m! 
De ah{ en adelante nuevamente son reales, pero ahora aan negat!. 

vae. Para velares mayores a esta rrecuenc1a una t1,nd• a cero 

y la otra diverge. negativamente. 

Ahora vá!llriillt eaar.ibil' enseguida 18a,:raraH .. ; .... ~11 ~DlJ!. 
, . 

al6n gen111rel, en , 1111 ó'ellÍD .· P >: o'. que . tian .lea ~ilué' aair~~.~a;diÍln . • · 
.· ciaaa le111 ~~~~i,i~~~~ .l.l~~ll¡.~·de . lin la rig~ 3 a la·regi6n I. 

dHpl111Zem1entoe at6miooa 'Un ean reelÍlti r par. aanvanlancla 1. va.,. 

aaa e eacriblr lea •illuciaoea para eate caeo eal: 
',·-

.. n ... · .. . . n .. ·. .· . .· 

~n'. _C,;L4: ·"º1 +. _c2R, Cae(~~2'.'"D2> ·. + C3~- .• ~~~;~"'~"i~~r·: 

.... l. º < w ( ; .. x. ':;._:._---~' .·-~ '· 
, ' 

J.·.·· _ _,. 
"; .. 

u11 • c1c~e(nlil1+o1 > + c 2Rnca11<nu 2+D 2> + 

.. ~111) •1 w ~· Wg 

>:. .. un.~·~ c~c~1.> "+r4"<-1>·n .. c2R~c~acna2+o2). ,,t. c;,~~"caacna~ .. ~·3> .. ' .. ·<:.;:-:: · ·· · · -- ' · º"""" :~ < -..-~:':~'- -~:· ., ';-' "·'::··'·-. "" . ·: '"'"'· •'· ~:~: :.:..¡'. .:,: '-:"·r>. ~> -, ~'. · ·_., .. ,., • .. ~~~:;1 ~.-,r·<~·- ,, . '<~L-<"., ""'· 

, :t.y)/•l · . "' > wg: '. , '"·"~ ··. <••:•. ' 

: un c_1E~: +D1E:¡n+c2~"~~~~(~u2•D2> ~ -~j~~~~~(d~.f.o~> · 
, ~·· • • ~; (2&> 

En donde, u1 •• el. argumenta de laa ralcea aaapl•J•• d• a6du­

la unitario, .R ea el m6dula d• la• compleja• can valor ••nar. • 

le unl.dad y u2 au argu .. ento. E1 •• la ralz r••1 neg•tlva 

mayor .a -1. .c1 , c 2 , c3 , 0 11 o2 y o3 , aan l•• conat•ntae ar-­

bl trarl es 1 ya que te.nema• una acuáct.6n d• dt. f•r•ncl•• de aexta 

.arden• . 
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B) CASO p "' o 

¿" e3ta eecci6n~ se anallzar~n l~e rarmae ~ue tienen 

las aaluclanea generales cuando las canstnntee de interacc16n 

entre loe 6tomos cumplen la igualdad 

- : -:,,~ - - . - . . . - . 

.1 
3 

+ • '•· •• (27) 

E ata igualdad co~rHporide en la flg~. 3· a?ia regi6n n.; Erí elÍte 

caso, al obtener· las formas de lea ralees caracter1stlces ae e!!!. 

p~~za,deade la canalderncl6n de que p •o. Pero ahars loa n!!, 

. >;<,•eros 11 1 , a 2 V a 3 ae dete~mln~n .canalderando 111 nG;_er¡;¡ 2q 

. ~~· au ~~preae'nt~cl6n po:J;ar, aegGn la expréaUin J'.20) • Como .. 2q 

f.'i,, :·r~ ~'i~'.~:~~~.~~; poaitlva~::,:íf.nt~rycea áf :~i.~~11 '!ue. ~i, ;-~d~~~. ªª~ e.e, 
:,,.,, il1t::e1 arou.aanto~ ·vedan ··~ eu. repr~aentec16n. .Para hnár un 

:.·.~: ·.:'~1;: ... - ._ . . ,, -... _, ._,. ,.,·.~·->·'~ .•. <-' -

~n6li ala: completa. BB mAa flcil ha~erlo en tre~ ::;a;t .. ~: cuando> 

q ea~negatlva, cuando q ea igual a cero. y cuando q ea paat·t.1va. · 

~~pézaremoa con el.cesa q < D.. Al reemplazar p • O en la 

,,,, ''1~:~~-~~~:~s;:~~tt¡~r {~!~t1!:1?t~~~~t}:~t~KJi:c~1~:~,, . 
. ' :esu'1 conÍtiderÍlndo ~nl~eiáente lea ;:r.rmC:~~ncla~··~•nor•llca: · 

•••• (28) 

Por •upueato hey que til.ner presente tamb16'n, el hecha de que 

las f'recuenclaa. considerada a aon .•alamente. lea re ele a no .neget,!. 

vas. Ademlia, .cul!ndo · 10•· valórea de la· trecuencle aatiíitacen 

l~ de~lgúaldad a· < ¡;¡· < w:.¡·, · empezaremos canalde~11n,do al nG•e-
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ro real 2q como un compleja en au rar•a polar. .Ca•a 

este nOmero ea real negativo, entonces au •6dulo ~ y eu a:rgu-

•enta e eatAn dados par lea expreslanea r • -Zq y • - 7. 

Con 6atoa valoree podemos eacrlblr en este caaa loa parA•etraa 

a 1 , a 2 y •j; beata can ree•plazarlaa en lea ecuaclonea (21). 

De el~se obtenemos 
. .- . -

>K)•1i 1 .·· •·•• K~;J •. ?-:z;; .1~f~>~~~·> 
,, . ~ :«·: "-~ 

·Don· l :-·o,,:y :.2 
-.-•.'/"- ~·1·;•::: 

Al evaluar. lH Ín~terlarH · r•laolonea par11 loa dl re--­

rent:ea valar•• de l, •• abtl•n• que línlcaaent• •2 •• ' un , nlí•, , 
-·. )'-~era· Hd. 

.,,,, ,. -- D~~11ne:r• qu9 _la• c•par~••l•n~aa d• 1•• vlbracio.-
·:· .-,,_,) - ... ' "· . ---- "'·,.· 

: . nltli at61Í1l~a'a cuenda o . < ·., < .; , aan~ aoilo i•• abtanlÍlaa ··~; lÍli < 
....... ·• .. : ..•. ,. ,.,,. . '· . .. '"-' > . :·· ~· · .. 1 . . : :•."• .. ·> .... , · .. "· . •·. •.· .. ;-:• ••:,¡·· , 

. : · · • : .. ~lli1,~ei-1~'r ··~~!=i6~;; CaiíiO; ~e• vU iin ~i/~~·~~,:~~P -.",~.·_ .. ••_l .•. ·.-.. º.· •••• "_·_-_-.~-··_:·.•·. ·a·--_;_-.·_.,.ª_-_-.. _:ªpo·.·_ " ..•.... _ . .,r·.··. :.'_-_-.·.-_-n_.•.i_·•.~ .•.. ·l: .. •_-.;~ .• • .. :.~·-·n·· · .. :.· - · .!H:~:· ¡;;:';esiítei-•1níi~· :ia.i · rangatl •íiin · dande•· 1• :·ll~1Ílél6ñ ••• _ ..... -• _· 

~o~ dlrerente~, ;•rapa.Ser dettira1n•r.·b'~a~.-. de 111 malllCÍt'~~ 
an cada una. da la• ranga•. 

i-~~:,~~-C.·~!~. ~··~ • 2 .• • arlglna v1b~ll.o1anlu~ •1f1U!la1d•i.~~ 

'. " _,1:.f.~.-'. ..•. ~q •. ·_~u•.;'·_"1;~.ª.: ~1·····-.·n:c •• 1·: .• ···~é.·_--.--~·.:,_11;: .•..• n".·.'.·~· ;.:r.:arit_.::
2
;·.::ª·=:r• 01· .• ~a,.-.1;:n··~.:.·.·_:_ •• _:'.'.·-~ .. ~-:.!o·:···rª-.-·---·_·.-~.-}••.!'9_ •:~i~~~]g~~ 

.. u- . • A caapiaJa• ~dtÍ i;:&ii,~~ 

E•te l.nte~vala pueda an•llz•rH eln d~acat1pilnar •u• da• de8t~--
guald•dea. Pare el.ia 1 ae deepeje la rah cC.blca 1 d~IÍpula · aa 

Rec:ird•ft.llnda loe tlnalriaapa~a·dHpejar al nlí~ 
-·-;'-·~,· ,. --. -····.~-~ .;- .. ·'."·.,..-.~-;;:' 

l 
:1 
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mero negativo 2q 1 resulte 

Se sabe en· este· caeo que 2q ea negativo, ya que ae eat6n con-

.<_lilder_ando -freéuenct11a menares a ____ 11111 de forma que la de~ig':lal-

-: ~~d da~·-fa. cii!r111ctl8. 1_._-.~-~-•.· __ c_-·_)u_ l'é _ clDa p~~1_ .~1\~d~dea_: a> cu_ IÍnda ___ \ ~"?GK • 
: -2 .. --··'-

la ucprtiiit!~r;- de ili. d9rlícha nb BB paa{tÍVB y' H debe C~~~tderÍir 

totalidad; li1•ntree que 1 b) •1 K2 -. <: 6K3 , 

la exprea16n ea paa1t1va, de donde la desigualdad por al lado 

·el lntl!rvalo en .•u 

· --::de re~_ ha · baate can 11•1 tarla can •1 n6aera o. 
Al reaalver. la• daa caeae; reaul.ta qua 

. a 2 oi1g1n~ ralc~~-~o.;.~~eJtui él~}.;~dÚ~. uoUe~lo para 1,~---
S::)C;R·~'-~actllrlati~a _ cümndo 

<': 1) K2 < -~!i:f can "0(W(11!
1 

a blAn 

. _ U) Kz ~- -~6,Kl ,_,_CaF! , _ O < _111 ( "'o ___ . 

tz~·~7?"•·.,f1~- 0~a.· ·.·:_-_-~-"~~1'.~~:_.11~1::ci~~~~:~!r1~ :t!~~,~~~111_~ "C:ª~~;i!I~,~-~~~>~~·~,~~~-'~;~~":- , __ .. , .. ,;, .. ,,é,'.'·-""•'·'···"...._ 
r~e.i•••. .:· -,. <·:,;--

PHema• iri;,1-. •1 cae¡j q• o. · Aharli ... detll:riitn~dn 
laa vtbractanea de '1a red pa~a ·un iiola vlilar de la frec~~naia·, 
cuando tata ••·laua1·a w1 • En aate caea, t.anto •1 •6dula ca-

· •a el argumenta d'el n611ero 2q aon iguale• a cero. De donde 

1 - o. 1 y z. 

-• .. Las tres parA•atraa ... a 1 , a2 : y ... a 3 _ aan real•• .; .lgualee, .•. dan.,._-. 
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do tres parejos de ralee• caraetarlatleaa co•plejaa conjugada• 

de m6dulo unl tarlo, o b16n, .doa trlplatea de ralcea· realea. Se 

or1g1nan tres parejas de.relee• co•plejae lgua1ea, cuando -2 ( 

a 1+1 ( 2, resultando qua eataa tres desigualdad•• ae aatlera--

cen aola •l K2 ( 6K3 , en caao contrario 1aa ralea• ceractarl~ 

·t1i:aa ªº"· raai ... 

Fl~-~1;..e'nta -pa~9 u _cHa 
- .. _ '~ ..... 

rar rreeuenel•e. aeyare'a • 

preai6n c28:>. Pera lletas. fr-acuericl•• Zq •• un •n6•era paalt.!, 

va{_de _donde •l. •6du1a •• •••.valor de 2q 

Al 8uat1tulr e1 a6du1o Y-:•i ergu•ento de 

:(21> ~e:tleH· 

y ilu argu••nta ••_O._ 

2q ari 1•• ecuacloP.~• 

- º• 

Salelianta a 1 •• un n611era real y 108 otro• do• aan coapl•Ja• 

CIJrijugsdae. _ . Al l!Uet.l tulr a 1 en ( 22)-, tanaaoa · va1ar.. ~e laa 

... r.iai~!111.:.~.•l-~att.1'!_.l~1caií ·quit-~iiian aa•sil•JH--canJUg~d~~.--de ·- ·•6d~1a -

;'~~~,:~ .. 10·~,p··~;-~~;i~~-2~~-~;~:~~~,¿~~f·r·:~··fi~#~--~~~#!~t,~;f·;r_;·+~FO:''.--q~- ~~ 
.. ::junta •alucl~n· e~ f'o'J'.111• 'il~p .. ~dl'!'nta d• 1• flo•aualÍICÍl• ~-- di!. l• •• .;; 

:~·.:;~~da 1a•~-~~natant~li·:cllt .t~tel'aca16~, ··a111:. isa~J~ 1ia··_-~afz cG;t,_ 

ca y deepula ea •lava al cuba. N6t•e• que Htad11a1gua1ilad na 

aa aatlafaee cuando K2 )· 6K3 , ye qua al a•l. ruara •• aeterla 

aona1darenda a un n6•ara real-poaltlva ca•a un nG•aro •enar • 

un n6mercirealnagat1va •. Can lo antarlar t•n••a• _que para rr.s, 

cuenela!' mayores a 1111 , Ílala hay rde•• ca•pÍ•Ja• de 116dula un,!. 

tarla cuando K2 .< 6K3 y w1 < 111 ( "'o•· 

... :.;. 

;;I 
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En ree~men, en eete regi6n 11, surgen dos posibilida­

des, dependiendo de ei le rez6n de le interecci6n ;a segundos v~ 

cinoa con la de terceree. vecin.os ea menor a 6, 6 de si es ma­

iyor. 6 igúel.a· 6. Laa soluciones _un aon fgu~lea, pera' loa 

éloa cll~o•, eolo dlrleren ·en au t'orma para lá. 'f~écuencle 1o11 , d,!. 

bido a q~e~ cuenda K2 < GK3 las ra{cee lguaieo -son reales; 

111ientraa qua, al aer K2 lo· 6K3 laa ra{cea iguale~ son co111ple-­

jaa conjugadas de •6dulo uno. 

i _,:·'!'o 

d.oa ra!cea 
raalaa 
·~··.-:~-~ 

doa coaplejae doa complejas 

ía6esuio · .. - •' . , ;\~:-:i~t·:!:Jae · 
"'1 t::·~-.5··~-~l~au· r~·!l~c~•iia!·:::·-::i~ilii!!Jiii:iii::91Jiu::ii~lñit::2:==t=====1 

t:faecoapleJiÍa 
a6dulo no uno 

'i :· 

.'!. 



w doe ra!cee 

reales 

·daa complej1111. 

·. ~I) · · de •6d~lo · 
'l':' 

o 
.no ·:. ·:·.'·: · 
uri1 tarlae · 

doa co111plej11s 

•6dula no una 

doa ra!cee 
r•.ales --- --... -. . . -

doa co•plejaa 

•6dulo no uno 

. dos 

co•pl~jaa 

::no "· .. 
"unltarlea ·. 

38 

En. lee riguree 5 y 6•.•• preeentan 1•• tebl•• de lae 

tlpa• d• relz qu• lle arlgln•n al coneld•rer la• dlrer•nt•• par,! 

••true, ••I como lea grlr1ae11 d• l•a·aala relaee aereaterletl-­

caa en el plano co11plejo, pera loe do• aalioe d• 1• regl6n II. 

· En ella•, ea abeerva qull lile raic••· eon r••llÍ• negatlvaa para 

••real paa1t•v•lgu11l 11 lil unldad 6rilce•enta cuando 1• rrecue.!!. 

ele •• nula. D• lo enilU:iiedo.•. •• puede epr•clar· quli 
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V 

Al saber el comoortamlento de las ralees ceracterlst!, 

cae en las dos: regl~nes, permlte.eacrlblr laa dlstlntaa aolucl!!. 

--'.,'~~~-<~~· ?!.t.~u~i~,;::8;~fl"{ .- --
-_.;<-,~!~~fa:~~~ ::!::K:: 

::~;úf 

.:.:1~ 
··.;~; 

,_;• 

' -";~ · . ....:;' 
'-:·;· - U¡;. = 'c1' -.,+ nD1 .::'.c2RllcosCn8.+~z) .+ c 3R-"Caa(na2tD:J> __ ;;i;)~ 
-U.).- cuando-'••. O ;(w ( -4i -. •··:.;: 

Un • C 1(:~a(n~-:.+ D1> + C2RnC~~Cna2+o2) -+ c3R~"~aa~'na2+.Dj) .• --~~~ 
.. ·' . . . ..- ~ . . . -. 

;~'tn~t-••,~-·1,~~~-i-~:_;t~~-~-t!,{_-•_$i~:.2:,[_:_-_f_~---'f ~~~,i_,ª2,,1_:_:;1,_._--•---~_-__ :_~_:_·_ .• _._:_._:_-~~-~¡~¿:• __ ::_~~--I:c.~::_r_:',:;·~, ,} 'Y'' 
' ' ;, • <I . ~ ;.~~~, 

-_-. Al c~n8idárií'f. -'K2 ) .i&K)/ iaa'•lio1ulf1an1t1t• aon •cía:· - l• 

•la•IÍ taHa qua l•• .ntarlorae, '9ai~ hay üria t~acuancÍa !llUY •aa­

pecl 111 an la qua la tor•a da 111 11oluc16n aa di taranta 1 _lata •e: 

- •1 w • "'1 

Un • CC1 + nc2 +- n2c3)E~ + 

En todas las formas de las Un; C.¡,c2 ,c3 •º1•º2 -y 03 

acin-lsaconat11ntes arbltrarlsa, a ea el srg1J~t1nto de la• raleas 

de 1116dula.unltarlo, Rea el m6dulo da lsa colliplejaa llianorea a 

la U\'lldad_ V ª2 •• au argumenta. _Ts111blln E, ªª un n6•ara real ".!. 

gatlyo 
·.,,. -· 

;,.,, .¡ .,-.:.~::')~ :·: 
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Can la slgulente, ee deter•~oar6 el ca•portamlenta da 

le aalucl6n cuenda lea constantes de lnteraccl6n astla~ecen 1• 

dealgualdsd 

•.•.•. ·.;(:JO) 

··Para aate. cilaa, al práceaa •ate•ltlca · •• el .~. co•pllcado, pe­

ra ee·•l que.da •ayor variedad en 111 comparta•i•nta de la •a1u­

cl6n,_ en canaecuencia, •• el. ceaa. qua pueda ••pllcer. un •ayar · 

n6.Íero de altuaclDnea en 1•• vlbraaianaa; lit6•iaaa. ; ~n 1• Ug~:J 

el;'t;_ta;~al~:f~~líar-Í~ci·· aan'~ia ÍÍ~~~~~t611~(:4) ~ lnC¡·J:uy8:':treil ~Di.!!. . 

ne~· d~l c:iu~~;.~ta da dicha flguJ.'a: 1fr.~.;IV y :;,'.; ·:.¡_~ -~dedlld ·· 
~·~ .. Ío• ca•pa~ta•lanta• de la aalucUn ·ea till. que t~n-dr~lll'la ~11~.!, . . 
aldad da .aubdl.vldlr ••tea reglonaa· • L• regl6n 111 eé aubdlvl-

. dli en daa,; L••IV en trea. y la r.•ul6n V. en daa. Tada• •1111• 

... ;,::; .. ; .· ·•• ·abtlanan. caaa.'.c~~•eauancl• dlÍi an6ll•l•. :. P•ra :.:p ( O· tana"-

,, .~~·';qu.11 .. óot.~~~-s:~r·:~l-n~~~l:º-·~-~-:~:/·~2.~:. ps: c~~;;~~r~r;~;~·:.· 
···~oil~ieJ~ en· Ílu Hpr-8aiint•a16n paJiar,(·~~gGn l~ ~.~~81.Í6n C1?)e 

Ahéira. al nta¡;ara pllitd• •H real paal·Uva' H•l nagaUva ·ª )nc1J! 

ea un n611ero ÓaÍllpleja•l•ta, dapandlenda·da al "1dlÍlcrl•l~ant11 

de la ralz cuadrada as un n6mero raal paaltlva a negativa. El 

valar de p (el cual deba aernegatlva), ae flja can la• vs1area 

de lea canatentea de lnteraccl6n, asignados •1prob1eaa. Enton­

ces q2 + p 3 ae negativa a no la ea, aag6n .•l valar .aalgnadaca 

flJ.W~~. · Par facllldad, •• analizan 1•• di farantaa faz-•a• de 1• 

lioluc16n al can91derer 'trae ceaa~: c~anda q + / q2: + .,.s •• ün 

.,,·. 
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n6mera .real positiva, cuando ea un complejo mixto o cuando e5 

un n6mero real negativo 

1) q > ..;::;l' 
Al ca.náiderar • q ~· /·ri2 + p

3
• co'!la un .n6111ero real 

:·:·: p·a~·it1 v~'.. ii~:.: .. d~.~a~ :~~-. ~á~~.~ ~a·r~r> 1aa ·~r.~~.c.~e 11~-~:á•·~:: ~-. i:í~~~ -. aa.t1 tlf'is~~~ -
éen la deaigualdad q ~ ~. SegÍin le ~xpre~·i6~ d~~a , e~ 
(13.b) 1•• trecuenciaa deben.de aatiafacer al aigut~nte inter­

valo 

. i!. ~-·<J. ,, ' -.-! .. ;;?-~;:'·-

Par le ~'xteneÚn· de· le ·expr.~e16~'. ~;, c~~a int.itrv~ndrA .... · - . - .· ' 

ces elite frecuencia¡: lie abrevi~r6 eu rep~e8imtaci6.n lli1 .üt111 zar 

el a!mbolo 111.·, eata frecuencia de corte •il!mpre ea positiva. 

&:o'! frl!CIJll"ª~ªª wtayorea • 111 , q
2 + p3 ae pol!liUvo --

. ··· ... ········ \~:::=:·:1~ift::::·:t:;¡::::~·:¡:J{J~;·:·:r!~:ti~;~~~·~2; ... ,e,,~ 
t;Án .dlÍte~~inadas :_pár lBB. BÍgÜi·e~·~e~ ~XprHianH: . i : "~:~:~: Jq!ip'J .· ~r:.:;·~~ 
·y . ac;:· O~· Al·;e'u;tl.tulrloa en las ··acuacl:onee (O'lg), ee a~Úan'e 

lK.3el+1 ., K2 + r 1/3 e21tl.i/3. -·. pr-1/3 .-2'"11/3; 1• . O• 1, 2 

De loe tres n6meroe a 1·, a 2 y e 3 , a6lo e 1 ee real, loe 

otros dos son complejos conjugado·a • a 2 Y e 3 originen re{cee 

. compleJ<te de m6dulo no uni tsrio en todo el intervalo de· f'recue!!. 

élae considerado; mientras que e, • pro.duce ~alcea ccimpii!J~ÍI -



de m6dulo unitaria al y aoio 111 

El proceso de·reeoluc16n de le enter1a~dea1guáld•d¡, •• aa_1911.· 

d•. lili• ;recuenal••' qua Htlafa!'•n ••b•• deelguaÍdlid••· . ·.Une de . 

' e11H•.•.~1••pre. •••• vnlt'lc•, .. ca.a·lle• oa~pu• ~·.;11·.~i..rca._•pija'1:~1vo •L'.·~;•.:: 
••. ·~~11-·~~--~:~~~!1'··.;~~~~¡.~:. ~~~·º'P'.~i, •• ·¡,1 __ .1·.·'.Dl·:.-.· .. _·1i ___ ._ºg·· •... -.• -~"·.'·-_.:.~ ••• _~1.·_ .• ·;_~_-·.-:·E_::a~_,.~.• .. _1.·-.••. -.••. :-~ . .:.·-.·.~.·p~: .. 1•·_·:_'.u_>,,.··.--··.~:····'··· 
•· 1·• .:r••faüá11tíid.;< atlt,,111endétil~. q~·•. • .. ;¡, .. _ 

~·;~f;i~61f'~i~ unl tar·i~ :~.~~~ -a1 · 
-... ~·.-., ·; >'' ••• -.• ,, .. '', 

- - ' -- - ' ·- :.;,.:._~[.,~; .. :-.- .. 
• .:.-·' .• " • • ·.: ' • • -- .2,;';;' '5' ( ':'~:·• ·-~ ;,~·.: ;,,.,,.,._ .. _.;,-~,;''. ;¡-•,, • .,__r !•~~' .... ,<:·; • •• ~ >· ',- -/ 

,,,.,.e•:' , .• ~-~--~;i~·:•a1~ pue•:·¡s~·;···;~iill:'i~~-c_~_¡:_--~~2.<-.:-~"j'_._:,~-C.u~-~·· ;.;.c:· .. o•-.;;fHiu: 
;·~)~i.;~;~D·:;. i:o•ill•t•(:a'l t~1ri~~1:~: ~u~~rad~ 'pt1,:t11c~o. &.•suitlíndo 

E•t• d•aigualdad •ola tiene valid•z-•1 •1.láda d•racha d• •11• 

•• pasl Uva. O aaa. d•b.• ~u.pura~ la d••lgueldad K1/K3 . · ) 

(K2/K3 .+ 2> 214 "". 1; ad••Ae, co•o .. un requisito anterior ···que 

K2 ( 6K;5' :.ata haca qui! 1•. rdz ca.racted~~l~•- ,, ... IJn GOllpl•Jo 

da 111&d,a:ila. unUada¡, CDÍIÍD c'aniÍecuenola d•l parhatra 81 an lH 

.,. . .'· 

--------~ 
~'- ,'"". ·-~:__ . 
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rre.cuencias coneiderades, ea decir la regi6n IIIa (ver la rlg.!!. 

ra 3). 

Las rrecuenclaa que aatiaracen la anteri.ar de_a~gual-­

dad ¡ se obtiene~· ~~!l.;. :et.gua: . P:r°línera ae rHuelve: J>!ira r 1'? 
·~~'~pÜtrl •. -~.e_:: .. :•. ,l_,•_.:.~_·'·.:.:ª.:_:.··.·.·.···-~--._·,·::-:·,1_·.·:····.·~-·.~.-.·.· __ ·c.' __ ~_b.-:~.--~-~-----.•.·_·_.Y_·.· ___ :_·8_-,_.,•.·,·,·.··· reemplaza r . ar 'au··~·:~~l\ie.'~ente . ·. 

-.· ·~"'; · ~i1i~ z~r ; le· det'Ín1~¡¡;," e 21t ~t,f•; '\I;"\~tJ1~~~~:~~d;."~~.;,~~:;.·~iiJr't~~t : 
en8u·;,~tecl6n • 

:11? - q ( J:.2 + p'·. <·. ~- q, 

. . ~; ~'.~/~. , , .· - ., - · .. _ . ..-· ~"· • .. _' ., '· ',' · .• ' ·--·~::: r,;• 

· L_;~-\~:t;~t~~L~;~i¡~~1a~~;~~·1~-·-~-~·~:~•h~f .,, .·:.:;q <.·•--~~---•--_:_~_·.• ,y~:~¡J.;ti:'•~ .. ;. 
·. -~:::::.~_/;¡~~-~·:.·;-'.~\.::: '. ;~ ".;'__.,":';'.'-

: f_~~ ;~*d~<~··~·a~lli·cl~d,;P'ar lllíparllll~:\;y .. u~~ita;:'~d~. · ·;~~~~:q:t·~\'..t.~. _· • '. J~-~ 
·. 'deelgualdild•af!: e~iapUrtca: 11.Can •iaae Íll ;lavar el' Í:Úe~J:IÍdo~' '.P•i'.íili­

.Uendo ree.plazar. a 2tj. pcir au equi~~lénta. •. . Se deearrollan 

.1lia·.axpre1Ílanea :C:Cabicali y 'aa abthne ,el lnterviil.o •n .tfnlnoe 
.:..: ·.·:.·,:,-... : - - ., __ ,;;- .-- . 

··"·~· 5 ~--ti,!o:i.·_·-_·.·.·_'.:.'.·.··,,,_,_:.:r_._--·.'.·~~.-~.-•. ~_ •.. ~.•~.·-.. :.".-_:r __ ·.·.:_._·_~.·_._-.•_ •. -.:_~~:~r.: . .-_,~_,ª_"·.:.'.'.·.•.•_.~_-___ q_:.·_._:u_•_-_.:,·~---~v_:_._,•_.'.'_~·_!_··.··_:_:_n __ ~·.:_·~~-·~-- . .. __ .... _ ...... . 
- - .- • -- \~'°'""''•'•"!'·~·:·~ .• :,:~:-.:~~t~-~~:~--~;:~.· .•. 1_.t~t::.:~:<~~'.,':~·)·'~; 

~: ... ~~~·<\·;;~_; ".,. ' /-:,.····. < : .. ·;,;· -· '•'."' ,- ... -.. ·/~·:~.--
.¡•:.•· , -...... .-::f.'. ·ill' (;'.llQ' :;;;:•: e ·:;•:;\' 

, -~ ~:.,~· (~~-;~~:--~;;\~;~~ 

. ;~;.:n;~~ 
Can· "el ariterlol' reaul tÍldci H can~luye: 1.I~ r~lcae ca-

racter!aticaa •n 

el par6metro 

l• regl6n x·na y p•r• freau.ÍnciH llliyarH • "+ 
arlglna ra!cee compleja• conjugad•• de a6dula 

unitaria en laa rrecuenclaa •charaa a "'o• Para frecuencia• 

mayare a B ~ 1 .. 81 origina ra{cell que dan Vibraciánaa l!lllortl--

.. guadae del tipo , ;' a aea, ean raaleÍI negativas. 

Contribuye con rafees reale11. La• n6mera.a a 2 . Y 

reglones ·de· p < O y ai\ laa f'recuencla11 mayares a 

y_en en la aalúcl6n un c~~_doa ralees compl•jaa-dii 

Pare todas 

a 3 , en la• 

"+ contri b.!!, 



unl terla ceda una da ellas, :i:lando un total de cuatro faraindaae 

,aa! vlbraclonea emor,tlguedaa del tlpa 2. 

·'• 2> :>q~ ;+ p~ <:<O 

•-, .. , .. : ,·, -.·: .. :~~;~~·~·~'~.;.~,n:·,•)·fr~t:~·fd~,:~i~(:~~~:~ .. ~~t~~-,f:~~:~.&~·~i-¿-;,:::~ 
,·par- lntar'Ve:lo~'-clli la fio•aúencl• I' lihara··H •. •can•S,:d'*r11-:•.l':faeaa;c_·,.--· "."'·. 

~z •+ -p3 < o. la cu•l ••--~~-1.rec• cuenda ia -rtacuenc1a w •.!!. 
t6 aamprendlde an al lnt~~~eló 

111:~p(Kz+6~3)+CK2+6K~> 3~ _2{-p~)/(:27~~>-<~.< ... ~ .••• c:s1.I.> _:_~~ 
;.~=:'~~;,5~·/~~;)-' ... ·,{.:;:<-,:-,.~ .. · . ,_ .- '···" ... _ .. ,."-,,,::_,~ .. ·. . '.<: .. .-.· .. :-·· .,... ;·,- ·,,· ,;_.--~-:~~ 

::•·;En::~~¡~~ :.:~1c1~.,;:·d•. 1• -'~'-'~;~=~1•:~--~: ;,;;~;~;~; .. :.:~-,~~~;:i_.1~~~~--~ri···.:···:·.•• .. : ... •.1.r.<r:_:_: ... :.-_-.:.:_.,.·:·~·:·;·~·:·: 
mu ~i~~e.entllat.6r; polar •• u~ C:a;.IJitlJ-~ "'l.xta •· ~;~.¡¡¡¡~~~~ •1 ~•6{ . -: 
dula lgual • .(':7. y • au IÍrg~•-.nta:·c ••. un val~~ a~p--~ndlda_ '--~ 

_ ~nts-'91 o y 'T , diltar111inA"daee .. í:H.ant• 1& a_xprea16n Coa•~/-./:;! 
,. ~Ca~--1.°daran~o-, l~, ~ñta:irl; y uuatl tuyanda loe wlÍlar .. ' de r v • en- . · , 

·•·-~~~f ,t~1~~c,~·~,~:i.~~~!~~\, ~;:;~~~~~i:~.·~ ::T~-~,'.1,~~~~s.~-·~1y;:~~;·:._,;:,,~~·,:''"_~,.-.. :: ·~.:..~ 
. ~P .. ra ~110, • bHt•. ~·:m~-•v•lu•r la•· 9lgu111'1it•• :aouaclo_nee: , . ·,·,, •,• ··;.?J 

..-: . . -·. ~ .. ; ::; .·:' -_;; ; •. ,-

'" 

3K3•1+1• Kz-+ 2.,-:;¡i' Caa'(•+JTi) ; l • Ó9 1, z. 

Slendo la• trea p•rl•atrolÍ raelaa. En.los valor•• da 1• fracuen­

·.c.l• aonalderadail, . 1• •olucl6n. Un p•r•l ta obtanar ondea alnu•aldJ!. 

lee como vlbraalonea d• 1.a red. Ade•A•, ea poalbl•. obtener vlbr.!. 
. ' .. ' 

cianea mAa·complicedeie, haata la euperpoa1cl6n de trae trena• da 

ande can. longi;tudea d•. ond_a. ~lfe_l;"•f1~ila, · pravacanda qua 1• p:ropa­

gacl6n dal deilplaza•hnta. at611lca 11 ·lo ·larga da la rad· iiean cÍllllÍ ·· · 

pulao•• Tembl'n áe.·siusdan obtener otra tlpa d• aa•blnaclanea. 
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Como en loe casos anter.ioree, es :conveniente obtener 

los intervalos en loe cueles •e den loa diferentes tipas de vj,_ 

braci6n. Para ello, vemos a enali zar loe caeos en · qu.e loa par!. 

metros originan ratees complejas de·m6dulo unitario. Se sabe -

que el pertlmetro •l+ 1 , origine r111ces complejas ai se aet1af.!. 

. ~~,)~~:<. •i+1 <'2~ Al auittUul.1'1• 18 B>CPJ:'.E!&l6n equivel~nte !11 - • 

__ j.~~~~''-.~~t:r., .. v. ·de•IJ.ejit~~~·. la '._rel:~r::~6r\ trigon.anÍAtdcÍ!i·,. H/obtien.~.·· 
·: .K2+ 6K

3 
·;~~i . ' ·"2 •6K3 

·-·-----· ( Cae( 3 ).( 1 .. 0,1,2.· 2 .r-fi' ·.· 
,• •• ' •• (J2) 

· ·fÍ•~•:·re.iaiVe~ .1 .. de11lá&..•ldadÍI• (32) •• de.ba .tll!Faar ;' 

·:• .. • ,:~~::::.:t:C,~P~~~;~f !~·:~?~;~::.E~.:.· '.:.:.::o••_:.'._:p·····:ª·~ .. r' .•• 1. ·,ªl:t·.····.~."e~:l·~;•~n:.·l~:.· ~a~!~.:d"-e:.·····> 
.,;_·;?~:· ,;;::'.-~~~--~~'1c~· •.. ··~~;~·- ~~_d8' _v~i~·;_.:d~;:-.:~\:i·~ • • ..... 

lea· dealgueldadH pHa ou11nd·o. •• Htlaf'ec-' en la• valares ·de .. lil 

f'racu,e11cla, Jlªra .01.1a~dá ea contradice 6 cuando se aaUst'sce en 

" . ,;.p~rt•• ·iti! olllili''.unÍI dii• ltUn~ : · El oa•po de •var1aci6n da~.111 re-,'" é':~ 

·. ·!~~-!~'~i=~~lfr~:~~if :~·::iljf·:~:z.~-~::~:i!~.·::~!. ····] 
de· l. Empa~.i~l.iía• par •l · a•11.11 " 

•> 1 • o· 

Coma ac..~ (O:JI'), reaulta que Coa(lll'/J) ea un nGlliero ca!!. 

prendido entre .1/2 · . y 1- Como amb.oa nGmeroe 'aon po•l tlvaa la d•­

a1gualdad. de le lzqu1erda de (32) alempre·ae eatlaface.cuando -

1•· .. o. El anftillala ae reduce·~ para eae caao el int•rvalo 

·· · · · . K
2 

·· -6K.,;· 
... ····-.! ··~<· Coil(a:/J>·•< ··-· "' 

2 2.V-j) 

, ,.,_e;', 



Ast11 6nlcemente ae verlfica al la expreal6n de la derecha •• 

paeltlva, a sea, Gnlcemente podrla tener aolucl6n aa K2 < 6K3 • 

Un algulente paao en el en611a1a canalete en abaervar el co•po,!:. 

·temiente de la expreal6n de 1• derecha de l:a anterlar d•algual-

dad, •.ella ea le ha exlgldo al aer paaU;lva. Eata expreal6n 

al ea ·••nar ·a lgual 11 1/2·, "ºn.tradlce 11 111 dHlg••ld•d •atudla­

'. ~a v .11u .. co_n~r•dlcl6n ea dil cuenda _:_~1/K3 ;$ -- .. ~¡l(K3/.;;; ~;·1.;~ •n-
:· . "-: ."· .-.. ··. 

terlorlndlca que •1 lntervala aala podrla 1111tl•f•c••••· •~lee 

·•. ••glanea Ill• v ·1va (ver flg. 3). Dtrá con•ld1Íl'aol6n para 

t•n•I'•• an al eatudla •• cuando 1• expl'eel6n_d• 18 dal'llah• •• 

••YDI' a Iguala la unld19d, ari ••• caaa •l. lnt••~ilia an1Í1lz•da 

' ~- ~.tillrila~ •n todáe loa valor•• d• 1111 rrliaUÍínalá ao ... Í.de~•doa. 

·.··~*::~¡:::·t~::tiEfo;:1:·~~¡i::·c¡:;~~~:::1~~~ · 
1• Hgl6n IV•,; ya q~• en la reg16n>lII• •l••pra ala .lli1dci·v: en 

.l•• .d~•I• na •• aetleface. 

· Al •••o~_v•r •1 lntel'vala,. para la r~gl6n IV•• •• utl-

. :-\·:~;::~·:~~;;~1~~1~;}:~~~C!;:'~: ·¡~ =~~~;Z: . 
. ÍI caac :Y: deÍlpuJa· •• ritíílliplaa• poaoillu 111ual .·ri/~-- Áiet•-.... ·· ;' .· .··... . . ' .. : ., ·'. ,. . 

. _., 

p1lfl.aa• y. iiuatUutr iaa valaZ.aa dit p y de q cler1n1dá·· .·· an 

•1 anterior capltula, l'••ulta que •1 Intervalo •ala tiene aalu­

a16n can loa valor•• menar•• • "o• 
En conclual6n, •1 nG.era a 1 da rala•• ca•pl•.1•• can­

jugadaa ·de •6dula una, cuando 

1) w_ .<·w < w+ y K1/K3 ~ CKz/K3 + 2)
2 /ft 

(Hgl61J _IUe) . 

1 
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o blen 

11) .. _ ( 111 < "'o y ltK2/K3 - 9 ( K1/K3 

AdemAa, CK2/K3 + 2) 2/4 - 1 (reg16n. IVa) 

Para lea rrecuenclaa mayarea a w0 . en le reg16n IUa, a
1 

orl--

glna rSJ{cea real••· Ta•b16n aucede esto en .laa demAa raglonea 
- .. - -

. no corial deradaa. 

b) ·, ·>'i :.; 1 

Para analizar al tipo de ra!z caractei-t~tlce que •• 
orlg,lna ca•o can••cuancla del plir6metro ·~· •• tlane qua can•!. 

derar 1 • 1 • Ahoraae debe tener preaenta'1a ·varlac16n de 

. Qoe((c:c+ 21')/~>. .1•~cuel v.:r~e:entH l~~ nG•eraa .;.1' v. ~1/2. E.!. 

. :::~~;z~:-l:;i::~r!~~~:·~~~:t~~·:::.::~~¿~¡~~~~!~t!li., 
elderade. a. bi'in c~anda nlngu'na rrecuencla .18 •·#•r·c:• ·¡i •11t.;.-.. / 

ple111ante cuenda •• aatlefaca en parte. 

El intervalo· deter•lnado par la expraal6n .(32) .auani:la 

· ·1··.• 1 1 íie un .paoa .. ·•aa callip11cado que el caao. 1 • ·O, va que ea 
~·~f"""··, ,':-:·<·::·_:\~:)·;~;.·~~:;L.;::,:·~· . .:·<:(•:;.~., ... :.,:~,;.->,;.:; .. ::;~::~._; ... ::~-/;:·'.---~>-~·_-·.:-_. -:-_-!- ·.· . - . . . .-:-- ·_ - ·-_,-. :'. </ .;:. :~:- :~ · ...... ·_ ~ . .J~ 

·· ·••~.~:~l(t;enao• en,,~u .. d•il•~-'~:~l;~;·:·d•.~~do"• 11U8"'ªª"dab9n"'.~~:.~~·1~~1ir;. ,, ;1:;: •••• "~~ 

. : do• ··~.prll•1a~~,"-·\: ,; P~1 .. ~c1:·'v~B.·~~-:· 1·.· ·~iJ:r"'~'"a.n '.;d~::J.# l*'l~~·z:~~ 
·de i>lriterv111ri (J2>'.o. Í:uanda :htá ••, •íinÓf. o léa~ii1 • · .;1., ·• Eíat;a 

co~dlc¡6n H .-..1;1~~~c~ cuando . K1/K!, ·~ (K2/K~ ~ 2) 2/lt ~: 1,. a 

. ••• • 1•' daalgualdad de la ·1zqul•rda del intervalo conaldereda • 

ae •etlarace pa:ra todea l•• freauanclea caneldaradaa cua.ndo la• 

conetantea de.1nteraccl6n aatlaf11g11n·1aacondlclonea de 1•• :r•­

gian_ea III y IV (V•r la flg.3 para tener una iaejor. ldea de l•• 

reglones). La expreal6n de la lzquler.da de (32) itle•pre ea •enor 

a -.112·; de donde ·la· deelgualdad. dé . :la· lzqu~erd'!I 'padda tener ~.!!. 

.. : .. 

:-"·; 



luciones en laa regiones v. 

Siguiendo el miamo tlpo de enAllala, ahora se hace 

este para la desigualdad de la derecha del lnterv•la (32). Ella 

ea poaitlva cuando K2 ( 6K3 , la que hace que la d•aigualdad de 

la derecha siempre se verifique para eatoa valorea de las cona-

tantea de interaccdn9 
.. 

TallblAn puede veriflcarae la dealgual-

d!id de .l• derecha. para K2 ~ 61;'3 , para aa debe conaiderar dlcha 

íi'xprltes.6n 1aaya~ <~· ·,.1¡21 Hto. ·~ alÍtlat'.áca -~~~';'*> K1~:~j ~'.."K2fK3 .. 9 t.~-. 
Lll deaigualdad (32) •• contradice cuando lli ltxpreei.6n i:lit' a~ de;,. ' . 

racha aea iaenar a. igual • ~~ ·y ea ta ... di cuando ."z~ &K3 y 

· K1/.K3 ~ CK2/K3+ 2 .).2/lt - t • que aan laa candiclanea de la reg16n 

Jll · b • 

... . . , ·;. ·. • ca..la l.i. ialucÍ6.n diil lntervala. ae ~agra ~1 interHctar .. · 

<iall:'':;~~~J"untci~· ... ~iü~í.6n is• •• .,.j:daiil'g,:aldadee ..... concl.üye .que·.·.;._;·.·· ... ·,· ..• · ... ·. 

·-X~~·ll~~ ril11111ne,··111a."·IV• ,y l~b; •. 11i.~~-~~~.: ;.:·-~f~~~~-::~~r~~¡n~/:·~:.'· 
rialhee ·ca11pleJiíil d9 116dula ·un.a; ~1Fr~l~ell;:rea1ea an. t°a"dQ •l in-.· 

.tervala de fr'ecuenal••, an 1~ r·ag16n Illb; 1111antraa ·que, en lea 

regl~me• IVc. y .V padrla aatlat'acei'ee an parta. Para la rag16n -
-.·~·W• • ~ '• .. :·. ' • > • • ._.' ~ ·.· ····•:gt~E:r~~:~~r::;~;~~~s:~~:~ss~~;~~'~,,,_~ 

:·¡:~,,Í~qútiitrdt.'aiin l• iucpr•al6n d• l•' 1zc¡Ü19 .. d8 .-: ( :Jz> v.Pal' 1•_ --:~ 
. . ' . - . . . . . , : . "" '"•. ,. 

del'echa can -1/'~:· La Hgi~n-Vb• ••ilmlta can la•-daa.axpl'eaia-

nea e. 
" . 

Al l'eaolvel' -loa -'lnterv•laa, •• apllca Íll teal'ellla: Si -

b ( • ( -1/29 entoncea ltb3 - 3b < ~.3 -Ja. En. reau••ne al p•­

l'i11etro a 2 orlglna ra!cea complej~il conjugada• de .•6dula unlta­

_ri_~ ·cuando: 

. ,.:,· 
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1) w ( w < w+ en laa reglones lila, IVa y IVb 

11) w ( w ( wo an la reg:l.6n IVc 

111) o ( w ( w+ en la reg16n ·Va 

:l.v) o < w < Wo en la reg16n Vb 

Se puede observar adem611 que en lee reglones u, loa lntervaloa 

_de. lee. rre'711.•nc1ae son para valoree mayores 1!11 cera. ea to ª·ª -
...... ~~-~ida ª· que en' estas .. reg~~nee bl.;; · ..• ti~. nC.meraá:.1n;E1gÍnarioa_.·,.' 

.)i): lis 2 ·. : 
. '• : -.. 

En este c.aaa ee.: analiza el Upa de re!z que ee or:l.gl-

, na 111 é.,"nalde~sr el. parlaietro •z• Para hacerlo, aé .raeue1Va 91 

. lnte~.;,alo (32> cuando 1-2~ Reeult• en esta cana:l.derecl6n que' -

i'~)~el11cl~n trlganal!l6t~S.:~• del. 6'Ítgula en turna~.ee',~n nC.mero ªº!!. 
<:i~iriéi:l.do ~'11n.t~e'-1/2;y·~1/t;.: Par: la conclu!do ~~ando 1•1 o 111 deel-

' :>:;~~f ~~d' ~~\¡~;:¡'zq'~1erda·,:;;;~~P~~:·:: lt~" •~t~ ilra~e·~··· :ami '~~~~i11:ua~é ¡~· · 
~iista' con --~~l.:l.z-..~ ·:-c·;~ " .... 

K .. 2· :_ '6K3 

- ; ( Coa· ec+ leT ( - -----
3 2 .r=p 

.ti'ata ~11-v6lide para_ toda~ las t'ncue11c1as 1 cuando··.la axp~aa:l.6n 

... ,..... )~~~:~:J;·~¡i~;·!:~1··~~~·~~;"·:·:~:~~i~}~~z;~:r 
.lacio derecha .•• •1tn0r,, a igual a ~1/i/ y ea\¡: íauc·_~e:"p~ra · Ka)6K3 · 

y K1/K3 ).ltK2/K3 - '· '· •z padrh Clrlg:l.nai- rillcíitl ca.,-pl~.f~e -~ 
J.aa reglanee IVb y·V•, para saberlo se reaualve 1• dealgualded. 

Ahora. •• conveniente utillz•r el elgu1ente teorema: el -1/2( 

. a ( b ( 1 /2, entonce a 4b3 -Jb ( 1ta3 - Ja. De donde raeul ta qua 

J.aa treéuenclaa que la eatletacen son lea mayorea a·111
0

• 

En resumen, J.aa ra!ces caractar{atlc~s :BQ'I complejas 

-,_,·. 
.. --;:· 

··'" 
•.( 

':~; 

:t~ 

"'"" 

-'::<.i~ 

-~-:>'.'.:·~~z~:f 

-~-·-.:-:~~:·:-:A~ 



conjugadas de m6du1a uno, cuando: 

l) 

U> "'o < "' <. "'+ 
an 1aa reglones IIIa y IVa 

en 1aa reglanea IVb y Va 

En 1aa.de•6a·canitlderaclanes a 3 arlglna ralaéa rea1aa. 

,·: 
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::\>é;;:,,)· :1t:~; · A·M/)·.·.· .. 0:.;. .. ... •· _·:;-.... ·-.·.· .... _· ..... .. "·-:<.; ,:;-'.,/ . . - ·. . :.i'.~:' ,- -~ ' , 

. -. :flor· 6ii'i.ICI~ -~~. aan•l'íl··· ~"rii;a.;' f'r•~~ª.·.·.-~-~Ú1~ 'lliinara,, ~ tgua-. , 
»·,: 

lea B 1111 Y can •.llaa Vlll'HD.a' la f~1''118 ·de •li!ID 1'8~C8¡;. ~ilracter!J!_' 

·-,tlcaa •. Con· aato• valorea da'llí t'Í'acuanDla hay qlia · racar~ar que 

iin ialÍ raglonali V,. na H paalble apU.ca~lo parque ah! w_ •• 

· l111acilnn(ao; Pt11'• J,.!li raglonlÍa III o ~~. ·~-~ay cio11pHtaalen• 

.. _. ,_ :.· .. '·;:. :_,_•~.·-~:.-_·_-.l_=_ •. •_=_:.· .. ,.•~-~-·.:.t;.~=-l.<_1ªªP: ... 3.'._· •. :P __ •. ;_::_~.~-::.::. ·.:.-_· r::réaüe~cl•a laanore~'.:•· -~;~ ·.-·En" iiilt•• rre-

····• · • n•o04~~ C~ un .... ~::·~~~f J'~::t1~:~~,:~ .::l~~=::o 

.,,,.,, 

•era •ültlpUcada par -1 y tlu argumenta ea .,.-~ ~a~ aatcia 

lor•t1 a1 auatl tuirlaa an (19), •• abtlane 

, .. '·.··:····· ~,t~ri:.~·:'··Ki·~·;·::·é{"·;;¡~•Z,Tj,>:~13,_~,~r~j/3.~~~;r;~,~};f{;::;._:_ .... ,;:,,~,.;;;:f~ 
De':•ú•·· •. ~1¡;~· ··2 ea'un•'n6•Ha· rilal pUl'D ~'••,ar1ói~i~~~.11: •• - ;,,¡~,';;,: 
camplejH da a6Ílula una Íll ·-2 ( a 2 (_'z~-: Al aiiatlt .... lrla 

y C091D J'Tr.l • -1. •• obtlena 
•2 

Sigulendá al procesa utilizada entarlar•ente, •1 lntez: 

velo ee descompone en·aue da• dealgualdadea equlvalantéa. Cada 

urt•. •111; ... u~Upllca par r 1/l, deapuÁa •• ca•pleten ·toe trlnamlaa 

cuadrada• pert'acta•• y ... 11•Qa. 
': :.;'.,' 

~. ''"_:~' 
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Cr1/3 
K2 ·+. 6K) )2 < p + ( 

Kz +6K3 »2 - 2 2 

y 
1/3 K2 - GK3 ,2 > e K2 - 6K3 2 

(r - --y-- p + 2 . ) 

La pr1111era dli :aoluclon.ea al empre que au ledo. derecho aea. pa•l t!,. 

vo~<.eato ~e lpgra aaló en laa reglones II I y °lv.; L• aegunda, · 

·· .. · .•( 1Íu lada· derecho .~.:~.·.~~i1v~·;lgn1rt:c~~~ue ··~·~~:r~ :•e.· ~~~~J,~. 
E ato sucede cuando K2 < 6K3 , o blen, · cuando K1/K~ ~ (K2 iKj+2) /lt 
- 1. En la 6nlc.a ·.regl6n eri la ·qua na es tautol6g1ca ea en la 

rag16n IIIb. Con eate ·pequena anAllala, ae puedo at'lrma~ ·que 
0

111 regl6n IIIa y laa reglones IV ae daacrlben can .la pri•era d.!,. 

.)1l~1.Jªlt1~!i ·V pára. la regl6n IIlb. ae de~~n: de canald~rar ~~.8 doa .. · 

:deafgUa1ctadea. . Para ·i~~ dií~I'. ~·a~~~¡¡~·:1•~- r'atc.e~. -~~-J¡~~~~ª~· 
)'.fr . . .· ... ·.. Ai feaotv~r a.lt.~a dea1gu~1cladl!a ,: e. c~nvans:Íi.:.t,(l.lt111 
zar laa definlclonea (21th de d¡,nde • ~2 d~ coll~i~Ja~ ·c~njJ~~.::: 
daa de m6dula uno, •ola al 

1) O· <. 111 ( .. 111_ en lea reglones III• y IV 

·'··-·u> .··o· <··w <"·."'o-->· . ,~.·~:•n·+•:·~'ª·~A~.::si.1!~:.,,;>..-. .. , ... ;· .• ·"·······'··~··· . .. :.~.';;'.d 
E;,· :l¡,a/d .. Aa .. caací_8 •.: 111 2 ' orlgfn~:'.:!11lcetÍ. realaaf ~1·antJ:"11a· ; ~ue ·. · ~:; 
:1~~ ~6.iileraa li1 ' Y. 11)9 en eatea frecuarichs~;den rllila~Íll .,.~¡a'~l,!. 
jaa dil ~6dula "º unl't~rio~ . 

· En la• figura• 7 a 13, ea preaentan laa tablaa que 

resumen toda el anAllala deaarrollado, ea{ cama ta11bl6n ae gr•-. 

flcan las ralees caracter{atlcaa en el plana complejo. En ta-

dea ellas, ae aprecia que en la fracuencl~ nula •lempre hay das 

ralees reale• iguale• a la unidad y al •umentar el valor de la 

frecuencia. eaaa_re,ilcea •i! ca11113ort11n cama complejaa.corijugadea 
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de m6dulo uno, deapu~a pueden volverse reales negattvaa o com-­

plejas de m6dula na unitario, dependiendo de lea conatantea de 

1nteracc16n. 

wi doa ra!cea 

reales 

wa.r--------'---+ 
w· 

c. · + d~ ·.i6dulo 

d• •6dú11J 

dos. complejas 

de 1116dulo 

no unitaria 

da •6dula uno 

das complejas 

de m6dula 

na·un1ter1o 

· .cióiii coiÍtpleJa~:, 
de -~dula uS.o: 

da• ca•plajea 

·da •6dulo 
o ;...~·"~ª=·._ . .:;;.::,.::;::~:.:.-'--~-'~-,.~~~~~~~~-'-..:.;.;;:....~;;,;:;.o.;:.~-=-~~~ 

··.·,,··-·:·.-
'},-,' 

. ¡~ ... ·:.. ... 



dos ra!cea 

real.ea 

dos compl.ejaa 

de m6dul.o 

no unitario 

· dae rii!cea 

real.ea 

do•. calilplejae . 

de m6dula uno 

doa compl.ejae 

de m6dul.o 

no unitario 

do• .ra!cea 

real.ea·· 

daa co•plejaa 

de 1116dulo 

na unitario 
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w 

w 

o 

doe ralcea 

rea lea 

doa complejae 

de m6dulo uno 

,'doil c~111pleJ•!', 

é-de- '•6dulo 

no unlterlo 

doa complejas 

de m6dulo 

no unitario 

doe. complejae 

da m6dulo uno 

doa complejas 

de_IR6dulo· 

no unitario 

doe co1Rplejaa 

de m6dulo uno 

doe_co•ÍJll!JIÍ•-

no unl·tarlo 
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w 

dos raíces 

real ea 

daa co111plejaa 

de 11i6dulo 

o tar1o 

•1 

... _: 

doe complejas 

de m6dulo 

no unitario ----- ·--------·-

dos 

co111plejas 

de 

ii6du1á 

uno 

·ctos complejas 

de m6dulo 

no unitario 

doe complejas 

de m6dulo uno 

daa·ra!cea 

.ráiíiles 

doacoiaplejaa 

de 1116dulo 

no unltario 
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doa 

raf.cee 

re alea 

doe complejas 

de m6dulo 

no unitario 

dos reelee 

negativas 

dos 

compleja•· 
' ,· ' 

das co111plejas 

de m6dulo · 

no un1ter1o 

dos ref.ces 

reales 

111_; r-"-----:.~--~-J 
das compleja& ·da• de m6dula 

d; m6dula una de •6dula 
na unl tarla na .un1 taria · 

O'--~=--~~~-L~--:.--....,---'-~-l..;.._;_;__-.~~~--J 
··1 •2 

' 
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dos 

raíces 

. 1".e&lea 

1. 

' 

Idos complejas 

de m6dulo 

no unitario 

doG 

colliplejaa . 

de 

•6dulo 

uno 

dos complejas 

de m6dulo 

no unitario 

daa complejas 

.dem6r1u10 

unitad"o\ 

do.a 

·ra!caa 

0 j-----------+----------~--r_e_a_l._•_•_· ____ __,_ 
•1 

. ¡ 

............ _." _______ _ 
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daa 

· refoea 

re alea 

~- ··-· 

daa camplejae 

de m6dula 

na unitaria 

das :rata.ea 

·:re•l•• 

dae_ca•pieJ11• 

de 116.dulo una 

dae camplejea 

de m6dula 

na unitario 

. das· 
iatce•.· 
:real•• 

sa 

·~ '-'- " 
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Con lea· figuraa·.anterl1>rea, ae pueden construir laa 

formas de la aoluc16n, para. cada valor de la rracu~ncia. La a.!. 

nera de hacerlo ea la siguiente: • (34) 

l) cuando el par6111etro que.produce.das ralees co•plejaa de •6-

·dula uno, como eatas aon conjugadas, definen un tlr•ino en la 

un de la far••. 

. .. • ~ 1: Cae_( ~81 + D~ ) · . · . · · 

>"E~ 111ó~~ '.1't~íiilria~ • . Ü1 •~··•1 •rau11111tn1'0 er1~~lpll1~ ·da iitll .r~l~ti11 ." 

Cada una de eaoa Urminoa cont~lbuytln·ari la lllo:Íú_:-co11plej••• 

c16n con daa canatantaa.arbltrarlaa.· 

U) Ceda parl••tro. qua arlgine d~s raleas raal•m negativaa,· DJ!. · ·,:;-:., 

.~' aé.ri lnvaraaa9 anexan a 1• aolucl6n dH aut1anda• .da 111 rar•• · ;; 
. . .. . ~·· ..... ¡· . . . . ' -~ ,:,~; 

.. :,( ;!,~ •:-.. i:F> · <?::c~F;:> + 0.:t~1~: ... ·~ .· º11."-. .;1 .. 4: E1_ .• < /D,. . ._;_)'.~ 
téaliJl.6n cantdbuyaii en la. iiC.1ua1611 can . .Soai aan.I~~~~~. lirt.H&oa-~ •· . '·\W 
1'1~8 : : : •) : ·.. . . • e" -<' ', . 21~ 

Ul)En cada. pal'laetro que orlglna Íloa rÍill:ea. a~~aotarhticllia 

complejas ·de •6du_lo no unl tario, loa m6~ulaa aon lnvaranll. Cuan 

: :·~,·):] 

. .~:·cl"o esta• .• u~Íid•. alampr•• hay._ otra. parÍ••ti-a :qua. P:l'oduca.· ralcH . •I 

·:'')'?;'.aª':~•ª:·!"······~j.~ºu·. '.'.gi~.·-·.·_:r_.d:.;_:f. •. -·.~: ~-··1ª·~º_·-_.'.·1~·~ •.•••. -.<~_:ºr·'.~ª·"r_,c·.í~••.~.·_·_•.~i•d'_~·.·'.'_d1~,:.·.0A·::l'6a~'.u_·_'~.l:~·.·u,'¿_.a~t.·•.•.·.·.:, __ .•. _.•_r_:_ .. 1~ ·:,y~.~--~~ ~a~X ~1111: : . ·• -~:'.;~ 
.. • .. ".".. •• .. : Ai: il~o.1,~tlls-~ .lllÍ~ . -··• <~ 

.. :1~8\daa p:11!~•etro1Í con~rl.~uy~n. en .1111 _ ~al.:S.~16~· can auatr~ ·¡i~:n.i;_;~ :.: 

t8nta~· arb.s..trarlae v •• •n•1Can. • 18· ~D1úc16n 'da• 8~ii.:¡da8·'tiÍ{.18 ,~::·:.F 

fa:l'Mll algu111nta 

c1R"coa(nUJ + o1 > + c 3R-0 coaCnUJ · + D3> 

•n donde R ea •l •6dula da la• oa•plaj11a can valor ••nar • 1• 

unidad.y u 3 au·argu•anto 

- iv) Cuando ·hay da•. ¡:111rej11a de ralcea raalea, • la aolucl6n •• 
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l·e anexan cuatro sumandos, que contri bu yen con cuatro constantes 

arb1trar1aa y tienen la rorma 

CC 1 + nC 3)E~ + (D 1 + nD)E1n 

si son tres lea raíces que se repiten, ee aMeden en cada. uno de 

laa par6ritesia otro au~ando, rormandose con una constant~ arbi-

.t.rar1a •ult1pl1cada can• '12 • 
. ' 

· ~>- Cúan~o h•v· .~os pareja• de. re!Cea comple jH 0conjugi1dii,a. d.e .• m§. 

dula unitaria, que sean iguales; a la.aoluci6n aia le ·anexan laa 

·aumandoa 

s1· ruaran tres lee ralee a qu.e ae repl tan, •• auma un tarcer tA.!, 

•fno d.e le r~r111a . fgual •· can e.l. •ll••a · argu111ent.a y se la agregan 

airea conilt~uitea arbitradas. 
·-. .. .... ~'" - ,: .:,"-

'Adem6e. se -"!u~·~lplica can. ~2 •. : 
-:'·· 

··' 
.•.: < .··.i>á1"lll·1tntender.liie.1ár, hagama•;.un ejeii!i]j.a~ En i• re.-":' 

·~f:~n ··. Vbl paio~·:¡~~ r~~éu~rt~laa ~IJ~p~enct.idlí~·-~ •1 intervalo 

o < · w ( "o,. ae tienen. da• parAmetrae que· originan ralee a· rea-

les 'I una que arlglnl!I dos co•p1ejae de •6dulo una. Para este 

·: .. c~~o, ·la: aaluol6n ten.d~I. :l.• aigulente: rarma ·_ .. 
:,O-•r",;•'.>''.:',:t4"'•'• ' " ·, _•• ''"• '; '''<, • ·,-" • .• - ..... 

~-~· ; c~E";~::··c;·~E~r.r-. :_é~c~-~'<~13;:·f:·º·;r • :c;Ér:+ · o;t;n. ·· · ........ .. 

---:_·.-. 

Con él :anl11•i• anterior ten·e!lla• la ·ror111a de la .. •alu;,,. 

ci6n general en lea dtrarentea regiane~ de rrecuenclaa como 

runcl6n de lea relaclonaa qua aatiaracen loa parAmetraa dal •1.!. 

tema •. Eata algnlrlca que hamoa· obtenido la aoluci6n general a 

este problema en una rarma anal{tlca. 

··,,: 
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FRECUENCIAS 
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En eata capitulo ae continua el anlli•i• de la red .. 
can 111 prap6aito de eetablecer la relaci6n .exlete,.te entre · 1a 

;f'~~~tªº?~~Jl;~aa ralc~a .c11rliicter,tat~cae. . C11110 plidli eatal;llti.il8L 

'· .... en ioi·:capltulo••ntífriarea~ iili s'lilce• -~" reei~. ,6 )·~~~~i.!!;" 
jaa. En IÍmbaa c;.aaa, la·.raiz oaracter{atica ee puede eacrlblr 

en au repreeentaci6n polar cama 

. · . · ·. •·. lCI 
.. . -.. , ·· E •. R e. :e • ~> • (35). 
~-;,;·>'{~,¿;}~ -".·. "' .-. - -.': ·, . 
;:~··:~:-: i~~·w,- ·.·,«-:.Y::·: . ..- ....... ,. ·-, -~ ;~_, ,,. -.~ - ~~ _.;__:::. -·.: · · ,. ·· 

. , :· ~"· l.;.:· ~-e.1#iíi8~t.111c~~·f:·•n~iiriar. ~-~ ld•ntlf'la_ii;:. \8 caa!iQl'i:_•i: iiliuu~ •. > 
.·::~. ~el'.taii&\i• rlil:i···a·~•at•rtai"1aíl~ _· .. T.-t.1.1~:'.l .•. ~d.~,1. .. t.ii~<• a· 

' . ao•o 111 ·¡.6du1o de dicha Hh cer~aterlatié:e, el ~uel in~1a• el' 

grada en. que l• vlbrac_l6n div•rge o •• atenlia en la red, la 11~ 

.•are111a11 •l·. •6dulo <de .. aiaartlgu!l•llinta •. 
-- .... . -. -·. - - ·--~--, ~;.. - .- - . - -

:~~i(~¡~3~;2~~;~~~~]5~~~~~~ES~~~~~:: 
Sln a111borga; a c~d• .'conjunta de d••plazeÍlllantaa Íl~•lcoa que 

hay en a1g6n.intarvalo ••puede aaaclar aan.aton valar ·dil 8 

de cualquier otra intervela• Eata per•lte aanaluir que exl•--

ten 11uch"ae repHsantaclonaa del •i••il patr6n de deaplaza•l•ntaa 

at611icae, loa cuaiee tienen la 11iama f'recuencl• pera incluyen 

El hecha f'leico l•partante •• que 
- ._;1 

cualquier arregla poeible de po•ialonee ato6miaaa ee puad• rapr~ 

aent_ar can al ar_gulilanta principal de. a, al .cual eet6 cantenlr:la 
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en el intervalo ""'. 'fi ~ g ~ 'ir. Por consiguiente no ea necese--

ria conálderer la• vlbracionee que no pertenezcan e eeté inter­

valo central, conocido temblén como la primera zona de Brllloul~ 

Sustituyendo la ra!z característica con su repreaent!!_ 

ci6n polar en la ecuaci6n euxlllar ( 8 ) y dividiéndola por el 

c~bo de le ralz, ae obtiene 

mw2 + 

Al. d~;~amponer l~ no'.tllcÍ6n polar e~ eLcompl~J[J> equlv~l.el'.lt~ •.. y. 

~tUl~ando algunas ldentld~de~ trigonométricas, ~a an~~rl~~ 
ecuac16n ea equivalente a 

+ R-j)Caa jg 2). + .~2 . :':. ·~-- ~Je 
·,:.f;.f~~ . R-j>s~n IL .CK.)CltCaa2u .. ::1)(R + · R~1)2 .+ ·.· 

+ . ;~.;. 1 f + ~1 ~ K3C4~a~~~::;:~- 1)) ~:ó <>· ;,2K2Co•} ,.cR· 
,·<-::,,:. . (j~) .· .... 

;. ,, 

Para que lB e~uacl6n (36) pÚeda:eatlafaaerae, ii• nltc.!. 

aarlo que tanto l• parte real .co•a la par.te _l•agln_arla •ean nu-

. laa. Qe, t_9rlllB tal que tengamaa un al ate•a de daa.' eCUBCianea ·;~ 

"· '":"s)~ra-"'·--:·R·" ·y-- ·11.-· ~: Eato"'~l,;·~tnel:··d•· cuen~ee ~ -pÍtr.Í..te.· la -~~1.,;i6n. ::: .• ~::: <_i:'.it.~.t.~. 
- •-- N-<~ü -~- - .- ¡ ';'-i: 

cie::i~~r~·,Ciiuén~ia ~~n r~'1cl6'1 del .•15dul.a 6 en tui:aí:l6n ~~i ·~~1J••.!1.·. · .... ;~~ 
ta 'ila 1il ratr~IÍÍ''9cte.rhth:a. La ·parte l•agi~ar¡~ de 'la ecua- -;}:':~ 
cl6n.(36) slll anula en tr•• ce~a .. ~ •íitoa aorÍlaÍt carrai.pc:ínél1en--· 

tea e loa. tree tip_aa de vibraclónee elmP.1•• en la red: vlbre--­

c16n sinuaald~l, vlbra~16n emortiguad~:tlpo , y vlbrnc1~n a~or-

tlguad• tipa· 2. Debido e laa tres poalbl~a anulaciones de la 
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parte 1•aglnar1a, el eatud1o del eapectro de rrecuenc1aa se ha-

r& pera cada uno de aaoa tres ca~aa. Tenemos qua.recordar que 

eataa v1brecionea rueron encontradas por prl•era vez en al an6-

11a1e de las redes que incluyen lnteracc1onea e prl•eroa y ae­

gundoa vec1noa [ 4 J , aln embargo como aparedl!n te•blln en nuea­

tro caao aquí exh1b1remoa la ror•• en que estos ae presentan. 

A) .VIBRACIONES SINUSOIDALES 

Cuttrido _el ti6dula de · amort1gul!l11lanto da 1• rah . carac.,. 

ta~l~tlca -~ª únlt~~lo, lli• Vibraclonee da la rild tlHan un ca•-· 

parta.lento alnuaaldal •. Esta tipa de v1brac16n na diverge nl 

•• ••artigue a lo largo de alla. Suatl.tuyando R··• 1 an 1• 

acu.acl6n .(36)_, ~a ·parta 111aglnarla sa anula, quedando linlc•••n­

te la perta real, Y. hts •• _equlv.alant11 • 
• r, .• : ~' 

1 ) - o 

Al reemplazar la i.dentldad trlgano•ltrlda Caa21i1 • 1 - 25en21i1, 

la acuacl6n anterior ae tranararaa en 

... : .. 
. . . ' 

Coao laa vlbreclones alnu~old~l~~ Hn parl6dlca8 · · 

laa coordenada• llnaalaa, al argu11ento. de la ral·z ~aract.lrl~ti.;.. · 

ca· ae puede relacionar can la langl tud de anda l. ••dlanie 1• 

axpraal6n A ... 211"/U. La ecuacl6n (3?) .ea axact-enta la· •1-• 

que le· encontrada por Brlllauln ( 1 J par prl•era ·vez., Hay qua 

hacer notar q·ua en el trabajo anter_lor la aalucl6n qua ae pra-
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pone para los modoa normales de vibraci6n en una red monoat6mi­

ca con interacci6n s primeros, segundos y terceros vecinos ea 

de caracter heur!atlco. Si en la ecuac16n (37) ae reemplaza g 

ppr -Q 1 le ecuaci6n no ae altera, significando esto que siem­

pre que haya un valor de Q qua la satisfaga, al asignar un va­

. lar de la rrecuencla, :tamblAn eatfi como aolucl6n. el valor de -9, 

de d~~-de ·1a·ecuacl6n C37) acepta 2, t.· o 6 ~olucia_néa reillea al 

aalgriar .un \1~1ar de l~· r~'i!C'uenc1a~ 

La acuaci6n (37) indice que ai la red monoat6m1ca tl.!,. 

ne un desplazamiento at6mlco corwo consecuencia" de uno, doa o 

hasta tres trenea de onda, eatiia vibraciones· al_nuaoldalea alia--. 

ples ae« .dan el empre y. c'uand.o. llÍ frecuencia de v1.bracl6n de cada 

Ato_mo · · 111 <:y e~ 'nGriiero de· ol1d~ ~ •de .. cada :vibrac16n:.11s,n_uaaldlÍl se 

··relac:~:onen;· .... SF llÍ'amplÚ;ud• de is Ji~iz. caraÍ::ter!et;ica'" _Íil y. le 

frecuencia 111 no. aatlafacen la eicpres1,6n (37), •ntoÍices la ra­
lz caracter!etica no provoca un deaplazamlento. at6mico: ·descrito 

medi.ante una vlbraci6n ainuaoidal. 

,.,, .... .,;.~.'! !!l.~: .. !.+gur~:~.~-~-:!~.~s, ae graflca ·~2/~1 . va_. g, 

~!"!~~ .. iB,~ vibraciorie'.s iiinuaó1dalea; ·· ·· · s~_.ciej'i :t1:jii";i!l;~~-ait::l~nte: 

K1/.K2' y ~e h~t:e \lllr.S:ar'_1a·irit'.1'1lc~16n al ;~ercei.' vecí~r:J'.~;clJn. 

prop6e1,'to de co•pararlo: con la: r'elac.16n de c~~~P.~ra16n; :~ue inc­

luye interacci6n al segundo vecino¡ y ea{,- podar apreciar ie •.! 
teracl6n sufrida por la rrecuencla al considerar la 1nteracc16n 

al tercer vecino. ~on estas r1gurae ae co~pleta el anAllela 

deear-rollado en el cap{ tul·o anterior, y ae entlende_n ·mejor les 

. 'Jrl'lflcae. 2 

como un valor fljo. ~l variar .~3 , se.consideran loa cocintes 

.-•' 
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va 
14 

para t1lf'ereritaa·va111re•:da.K11~:s 



¡. 

:.-¡'.,-.,-
-~ ·.; 

::- . 

l.:.; ··-:-:-i.~:-4 . ·:,. 

i ;;Y:.r:+ ,¡'.~. + '·:: : .. ~:i :"~+.:':·+-~ 

lil, · c:"Üan.Sa 

para direi-entea, valorea de . K1/K; 

66 

una relacl6n lineal, entre ellos, de pendle_nte 2, en el cuadra.!!. 

te de las cona tantea de ·lnteracci6n, ver rig. 3. V es(, ee l.!!, 

¿luyen varias de. las reglones definld~a ehl. "l·conaiderer v.!. 

lores de lea conat~nte~ ~e ·interacci6n de le regi6n IIIe, K1/K3 

ea igual .a 2, el· comportamiento 'del espectro de frecuencias ea 

•' :~· : 
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tal que al aumentar loa valoree de u, da D a -;r, eete va cr.!. 

ciendo y llega a un valor mlxlmo, al valor •&xlmo ee w+• obte­

nido en el capitulo anterior y, empieza a d1a1111nu1r abtenlendo­

ee un valor m1n1mo w_. pera luego loe valorea de la frecuencia 

aumentar a otro m6xU10 relativo w0 , en eatii rilg16n llla ae 

·'tiene: .• "'o '> 111..,·, ver la flg. 7. Al aumentar al va.lar de K1/K3 , 

que•;.m' 'lo •1.amo que di••inulr .el vali~r ·de la i::~ntlt~nte d• 1ri~e-
~~~~i·~~ ~~ i~f~~r;~vlt~¡rio:l ·s>~~º · daJan'iio .. f'1Jo KVKz:,.·.; z, tán~o 
"'+ CD•D W _ CDllD wQ d1aa1 nuyan da Valor t aunqu~. llBB. rapi dB•B,!l 

ta lo haca "o• .Al conillderar 111 · rag16n IVa 1 "'o algue •len..; 

do un· •lxl•o ralativo. •ola que ea iae~or a "'+• De•pule, . •l 

Óo~il~dlllrar vaJ.Clra. de lee CD.ftatentH dm 1ntHaci:l6n en .. 1~ _reg16n 

· .:J'.ij~ . <k~~K,~ ~-· :.2~>.I · . w .:.•c!e.J~ de. aar •un '•lnlao ioe1~\tVo ;Y .• · ~.:.t~.-
:;~~a .•u. luQ,•r:;a~•o ~in1:a~_'·· ··.·,~n,1.Í~~-t~ ~1 ~º~~~~~~~#--iil ~~·~~~-
. vil, en aua el co11partallÍ1enta ea i::ailo ioe. d• <la .. .l~1'6FI IVb/·p~;.. · .. · 
ro •1 ir d1 .. 1.nuyendo K3 · •• llega •1 ll11Ue cuando ~. aaneld.!. 

aoa le 1ntaraéc16n •.pr1•ero• y segundas vecinae¡ en el aaea en 

: ... :.~ •.. j~~~':t:~~1/~2:_,i:~ .. :!.~::· . ··~··-: .. 
.. . . , ... --•:. ,h .. a.c•· e·_·,· ... _·,_ ..• _•c:.'_.:~'.Pr'•· .. · .. ·ªr········.·.·r·. p.···.:;·u··· .. ·.· .. 'Kª.•11,1qKu:.':.·~.·-:~ ..• -.~.·.··-;~it;?·~~¡' .,~_a·";a~nlitd•af:.s~::··'. ~~/K¡· ::~:.:r.. ·· .. ·•. ·•1 .. . .. ·eedn conélderBlnda aialiatlln~~-: ll11;:1n~- ... 

·.-.t~iiaa,16n~:~llvae aaclentÍÍ• ee iaaallzan. en le ._.,_16'n va, ' llíirida 

can ~11a. un -~lxl•o v un •lnlaa. Hay qua nata~- que '•·n: '91 'itií1-te. 
el••p:ra_ ao1ncld• con la abt•nldo .en la lntereccl6n haete til ••-

aunda 'veólno. t:n cambia al aalgna:r valorea de K1/K3 ~ Ít. ver 

f'lg. 15 ,•l ••pec.tra de. f'rec.uenclaa ee parecida •l ea to11an va­

lorea de iea 1nterecc111nee lnclulil.ee en la ragl6n I, II,Illb1 

IVc .y Vb; •n ell•• l• rrecuanc1• va auaentando haeta llagar • 

un v~lar .,,ú~lila. "'o. cuando 11 :'7r. ' 



68 

Al deja~ fijo el valDr de K1/K 2 , en las figurss 14 y 

15, ae observa que al asignar valorea diferentes de K3 de fo.!'._ 

ma. tal que ae hace. mayor la influencia de K3 en la red monoat.2_ 

mica, el espectro de frecuencias queda por encima de ~a anterlo~ 

Coincidiendo en unas puntos 111uy especiales: cuando g = O y 

. cuenda g = ~ 2'1173. 

De ~éuerd~ a la r~l-acl6n .(37) •:si .la red :acept'a co•o. 

v1braci6n una onda sinusoidal que ae propaga a lo iargo de ella, 

cuando a.e restringen loa valorea de k a . valorea mucho 11anorea 

de 'Ir /a t!quivalanté il longi tudea de onda mucha 11ayorea .al doble 

.. de la dlatancia interat6111ica>_ la frecuenc.la ea 11proxlimada111ante 

llne.81 .. c;on mu ri6Í!I~~º de lln~;a. ya qu~ ·en ~iae caao. se~. 
":'·'°:"":'>·· ·,_:: .. ·.· 

. En atite. ll•i te, la ,velocidad de fase W/k y la velo• 

··.··· ... :·;:~~~tt~::t~~;~{.t!!i~~!:t~"~;:~~;::;;::~~~·~:¡i~;:· 
· ·da 'diaparai6n: ilan '. ~~actlca•ante lapera~;tibllla~ .•. · ;:~;..~~~tanctolla· 

.. l •edlo CDllD llÍ. rúara ll1Aíátlá~~ contin~o::y ho•oganeo. : ."1 au.:.O 

mentar loa valor•• da lé, ·cada vez loa efectos de diaparai6n 

aan i•partantea y la fracuencla ya no var.l• en far•• llneal de-­

pendiente da k. 

'_,,•, 
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B) VIBRACIONES AMORTIGUADAS TIPO 1 

La ecuac16n (36) da el espectro de rrecuenciea para 

los valorea ~eelea de la• ralcea caracter(etica•. Para.ello, 

ae c~naidera la anulaci6n de la parte imaginaria de dicha 

ecuac16n cuando Sen Q =O; o eea, cuando ~·- J'lY. Al avaluar 

Coa Q cuando Q ea un •61 tipla de '1r , da ca•a reaul ta do• -1 

v +1. Por ello.~ se conaidarar4n loa caaa• cuando J lia per 

·;V éuanda ·ea .. l•par. .: ~.J. ,·~an8~deriir ·J. per y al; reHplaz~~ 
. ·-.·. il'i :a.~~•cuaot6n (36). ; la ~auac16ri .. réduae a ~~ .. en 111 . cual 

:·'."'.'.',' 

aalucionea-pera la rrecuencia deben 

de ae deacartan eatoa valorea de J. 
eer l•eglnartaa, de'"don--

·.Loa C.nlaaa valorea da -~-que hecmn que le ralecl6n 

(36) aea aceptable 1 8011 loa valorea illtparae de J~ reaul_t,l'.ldO 

. ···2. ..... K <R + º2 
.· 1 A 

:- '. 

·s1 en la ecuact6n anterior ea ree•plaze R por 

08) .. 

-1 
~ R . 

-·;1.:: .. · .:~;:;,~;;;;,,;:~~·-'.·< '•'' 
·- :"R ; ea .aolucl6n. La ai:.~íict6n CJ9) ílélipta alJJ,_~claneli par.p,•:S, .·· ·· 

,_ :'.'>/ • • ' ' • • •: 'C • .; '• ( .,;. '< ,• r > • • • '• 

··. :~J·.1~~-lnv~r!a~ '?~üetie. te~llr hHt~ .~eta ;01uc1o~ll:_reii1ea. 
, ... ·· . ~l:¿~:~~'.~araa .de la rdz caract8rhUcii~:cuÍÍlndo ile •••• 

tlahce la reiac16n (39),. aori negaUvaa. Ye que, el tener ca-. 

•a Gnlcaa_vaioree poalblee pare el ergu•enta loe valoree l•p•-­

ree de J'JY, estos val.oree ae ree111piaz11n en l• canalderacl6n(35) 

v ee. obtiene E. • -R, entonces Un+ 1 • -Run. Elito a1gn1 rtca 

que dae" deap1azi11111entoe cantlguoa eon cantrarlaa y que au11 •Ax.!. 
-.. :. 

•o•. deaplaz•mle!'toe uno-1111 mavor que •1 _o.tro .R ... vec:ea. E•t• 

··\.' 
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tipo de v1brac16n dependiendo del valor de R, crece o se eten.f!. 

a hacia un solo lado de la red, por ello el m6dulo R de la ra­

lz caracterlatica se le.llama el m6dulo de amort1guam1ento y a 

este tipo de vibrac16n le hemos llamado vibraciones amortlgua-­

dae tipo 1. 

En la& flguraa 16 y 1~~ se gref1~a R pá-

ra '·varios velorea d~ ... 1.ae conatente·• de lnte'~ácé1lin at6 ... l~~~·c. Se · 

'ut1uitan loe miamÓa vli11Í~"•:.i:S~i~a··canetan:tiii'~•.que' ruerÓ~{.uaadaa' 
. •,. :· . ·. 

an el caao de laa v1~rac1onee a1nuao(dalea (fig. 1~ y 15),· para 
. . ' -

completar la .lnfor1111C1_6n. En todas ell•• it1 valor de la t're--

cuenc1e aaoclado con- e1· !116dulo da amortlgua•i.ento R 1_: ea 

w0 ,;.. J'i.: ( K1 + K3>/• • y ·.esta pul!ct• a·er . un alxilllo o. un m!nimo • 

. 'cÍ.lnndo ~~ª: grAr1C:_á tiene. un •Axi•o a .1.,1mo~ ·pare R ·1 1 ~ •1 

.1x1n1a: ~ºr~~ªPº~de·· _., •-···· ~~-< v e_t;t~i~º ª w •':~e,~:. aueleíá.V• rúa;;; . 
, .·ron. daterRtlrtadoa: en .1!1 _Cllp1 tuli'·.~;terlor. ~- .. ~~,· eUj~_a·· ~l!Í}~~-Íl~Vll 

que al aer la int'luench del ·t;~c~; veclno •uy fue~te,. i1 •6du-

cando eato, que p•r• l!Í•o• valorea de la rrecuenc1s, la'v1bre.:.--

cl6n de 111 red ee t'orma hasta con ae1e ralees raalea negativea. 

_o sea, para eaaa frecuencias, la red no acepta v1bracianea a1n.!!. 

aoldalea nl v1braclanea amortl~uadaa del otro tlpo, acepta 6nl~ 

cemente las vlbraclonea amortlguadaa del tipo 1. 

. ...• ;·~: 
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C) VIBRACIONES AMORTIGUADAS TIPO ! 

Otra forma de satisfacerse la ecuac16n (3.6), ee .cuando 

K3 (4Coa2 g - 1)(R + R- 1>2 + 2~2Cas Q•(R + R- 1 ) + 

+ K1 ~ K3C4C~s2e 1) a O 

: :-·,_:. ' ._ ·. - '· 

J.fji anterior ·ecuec16n es d~ .segundo oieda. e.n Cae U y ea d!I cua! 
·r·., < ·- __ ,_;;: '. •• - ' 

·~a. g~~do en · · R • AÚÍlqua. ea de c~.lrt;i:i grado:ª·" . R .~ .. puad~ : .. · 
"reealver, y• que•• de segundo grado para R·+·R-1 • 

para •11• 

En (40) •• aprecl• que dedo un valar de 11 - pu~d.; 

.·.·obtener el. correapandi.en\11 a R. Ad_••'•• mi •• r•••plaze lit 

~, .. , ···:.r··~~~:t"·e3f:3t;:~~~~~~~E.:1~~:0~~:;:;,;~:~~l::~~·;." 
.-,¡;,;lar rea~i-lllQll .las v8'1area··d• -~~~:c;o.it!.'.dll·.11.i~ •lÍÍ:teniil6r,,,: ::da 

·1~ H~reai6~ i:litl leda ~Hecha, ali haae le aÍg~lent;e· d~fl~l~l6n· 

R + - , •• •:Clt1) 

con la de1"lnlal6n ci.1) •• puede d.et:•r•inal' l•• •lgulentee •qu1-

valenclaa: R2 + R-2 •f'2 -2 y ·R' + R-3 .• rJ..;. 3f'. ·L•• 

cuales .eust1tu1dos en (36) den 
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+ 
2 K2 C2 - (f' - 2)Coa 29) + ~1 (2 - f'Coa lil) 

3 + K3 (2 - (f' - Jf')Coa 3EJ) • • • (42) 

~ata ecu~ci6n, relaciona la rrecuencla con le amplitud de la 

raiz .caracte.rtat1c11., y~ que f depende de e. 
U!18,'vlc1Jracionea. de· la red que pueden explicarse 

' .;:·. 

1aa:'~áiorea de·1:aa:J:'11.t~•.ecaracter!sti.ca"' Re19 ' y. Re'::~ 9 • 
nen un a6dulo de amortlgua1111ento d¡f'~~~nte a la jlnfo~i:i. 

·' .. · . 

con 

t.1.!; 
'' 

Por.· 

eet11:-.raz6n ae agrandan D<•e atenuan a lo lorgl] de la red. E11taa 

· vtb:r~clonea dlf'laren da· laa. 11mortlguadaa t.lpo 1 1 en que al dea­

,pl~ieiftlento 11t61111ca na eat.6' .. c1eacrl to 6nléaiaente por una runcl6n · 

'' ·,e,x~o:~-~-~~1~.! •lr10'.·que taliibt•n.•ocupan la 'pClalc16n de la envolven- . 

.. : ___ te'·~cla_.~·una:~4~~i·•in_ .jao1cÍ;~,· --~R:nc~.(~~ :¡· ~~ ~ . in".~ti't~a~ v1bto~ét~· . 
·,>:._'·' ,;_ .. • 1 • ·';. ,~·::,;;¡;_·:: ·,,.- ... 

•·neii ·do• ·,t~lfl~•Jíii:l~·tig.;~~ ·111:1<t.1Íitnan.parql.le. deap1~;i11i,::••. en'.a~~~l..:: ,. 
·.dos contraria•~ D•bldo is tlu:o, lee hemos 11a .. 11do.:vibraclori11e 

•111ortlguadao t1.pa 2. 

> :. ' ' Lm' licuacUin '(ft1) ... una ecu11c16n de aegundo grado en 

:"~~;~;:;~':·Jn~a~~:7*~~~t~a,r 1 ~-~ ~~-~ul v11~enta .. ~- .R~ _-
0
· 8.r~.-... ·~d.· _0-:n:'.~d· ~.·~'..·.::.·1·";.··~ ....•• ~:c~·u:;,ai,;c.;:~1::,6~an\\ .. '.•.:• ·· il~Í~C:l.iintÍi11i~¡,. .. 'lnv:~raa1('.lu~.upi1;c_.t1v~~: · .. . . . . . . . . 

,,. -"'. '·"''' -.," 

. CltJ), P•r.11.:U,n .. vllílar d~ ,•· r{itua e•tl:arliga<, ci.o) y ~á;¡jí:í. .ll:'llqÜl;Úa 
de' que R > O.e Incluye cuatr~: vataiilÍa cia 1118 ralees• ciiract.d.!_­

tlcaa:· RalD ~ ·R.-ua. A..:1.1e y f¡•1.-1D. 

En la f'lgura 18 1 ae gr11flca •w2/K1 ve lil, para tr•• 

valorea dl fer~ntea del cociente K1/K3 • En alllia ae u ti U za 

~~/.K? .= 6·, ae. aprecia en el caao K1/K3 • · 36 que el .inter11alo 

de validez dei argumento de la raíz caractertatica ea de 1J'/3 

il un valor· un :poco aayar ,a•· .'2Jl'/3. · Incluao hay· uno• 111uy redu-
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va u, cuando ~1/~2 • 6, 
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cldos, que no perm~ten apreciar co~ claridad le relacl6n entré 

le frecuencia y ~l. argumento, como sucede cuando K1/K2 < 4. En 

esta misma figure, l~ g~Aflce punteada represente el caso K1/K3 

igual e 120 y· se compone de cuatro partee, dos en.el valor po-

altivo de g y doa en el valor negativo. pare dicha grAfice 

hay une regl6n de le frecuencia que no esta relacionada con g, 

lo cual elgnlfl.c• que ehi las vlbraclonea at611lc11a eon una com-
. . . 

. ·b1nacl6n llnaa). de ond~a .•l·nuaoldalee a de vlbr•clanea. ••ortl-­i-' : . 
g~ai:f~éi· tlp~ 1 / Hi111011 iin e8ta ~.epl tula iiaoe.tredo :ie :ral•c161i 

~;: ;~-

que· ex1lite antre i~ rr~cuéní:h y 1 .. 'raleas 'cllraci;itdet1aae, la 

que naé ha p•r•ltlda tamlilln hablar da 11111 far•••· dlrarantea de 

. vlbracl6n que •pa~ecen en ••te tlpo de red. ·A~ar• aegulra•a• 

•l .. •lgulente aan ,1• flnalldad de preaantar algunaa grlfli:•a 
. . . ' . . 

~ bíi ror••• dÍI vlbr•r· d• ••te 
....... -· .. :t ·.·"~Lt.::é:':.::··~., <,~;;~~- ,.·>: · 

,'.·::~~ :·. < ''.~- ~ :.~. -· ,.:::·: . . ... ..'• . 

,ic 
; -·-.::·:·:~:_:·_:: 

.. :• .,,, -

:~_~<,.\:i~J~:-~!'~;.-s ::~:.:-~.._;_';·-;!~~_;7-:,,:·~-~ ~- ~~i~;j~ 
~~~~~--..... ---
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CAPITULO IV. ílEPRESENTACION GRAFICA DE ALGUNAS DE LAS VIBRACIONES. 

En nuestro sistema de masaa con interacciones a pri­

meros, segundos y terceros vecinos el desplazamiento de cada-­

átomo alrededor de su poslci6n de equilibrio, ea un movimiento 

arm6n1co .• 

El· desplazamiento ~A~imo está dado por la aoluci6n -

deeplazamlenta, e~tq per111lte conalderar una condici6n en el de_a 

plazamiento at~·'~ª· la na davargencia, para ea{, evitar la di-

. ve.~gencie en l.e energ!a. Con esta condlci6n en prlnclpio ae pe.o, 

. ;:. .. aarla•.·.en al'lm1n~r .todos· l.o's t6r111lnos. diver~entes de. la :aoluct6n 

···":"~~·-.~~t t%~~·;~8::rF~.0f ~~?1'~·r;~:r.i:t~~····~u~.~:~hdo,;·:~:·~·ca+.~.te •. ;~°'~.~2'.~~:t·~.b1•;,;.~~··;. 
br¡1c1:í:'ineil ·;ln.a• dnumotdale,a. Sln. Hb~rgo9 ... ·ee..P.Dlllble '.e.~pli.cer• vJ. •/.• 
brac!.oneii a partir de 1tiil .tbmlno~ qua c~aceJ'. de> u

0
,)li. a1at~!B~a 

fln1 toa o en a1atemaa en donde ae han inclulda lnÍperracclo~ea. · 

·En eat;e oap!tul~.• ae mueétran en for•ii grAfica algunos 

·· ·1·lle·;:litia ·.i:l~a1iiiee>•i:i."~:!1entóa .·~fb'riic tona1 ell ª" : ""ª . red ... •onaa 1i~m1ca. 

"i~;~:t::i~~Z ¡~·:1~f~·l:¡:::;m::,tfü~~;~if~:~:!:~~·:~,.,.:,~: 
·~o :''i;610 .lle i.ndlc~n e'iíá~ vibreclon•• cómo posibles. i.:~ variedad 

.' .... ', 

de r.i .. vimlentoa vlbractónalea en eate a1atama· ea •uche de manera 

que aqul a61o ae prese~tarAn algunos de elloa para tener una vi-· 

ai&n un poco mAa clara del tipo de movimientos. que puede presen­

tar este. sistema; por ejemplo, cuando en la red monoat6•ica con 
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lnteraccianee a primeras, eegundas y terceras veclnae 0 l• aalu­

ci6n contiene aele canatantee erbitrarlae. Un caaa· puede aer -

digamos cuando las canetantee de interacc16n aetiafacen la des.!_ 

gualdad 
. 2 

3 + CK2/K3) /3 0 o sea que eata111oa conalderan-

da lae canatentee de la reg16n I, y con rrecuenclaa •ayo~ea a 

w0 • 5eg6n las ecuaclanea (26), la Boluc16..;·correapandlente ea 

U¡, C1E~ + D1E1n ,+ C2RnCoe(nlil2. + º2> + C3R-"c~Hl(n~2 ·~· 0.3>. P.,!. 
ré comenzar lá:deacr1pcl6n vamoa a conaii:le:rar Gnic~..;enté las ~i 
bracionea aau:iruguadaa Ueo.1 0 lln e~t; c~sa'ae • t~nd~th~~j •o°"i·'. 
e~toncea parte de.la aaluci6n ganeral ea Un• c1E~ + a1E:¡n. 

Loa.:~oa tArminaa canalde-radoa en esta aolucl6n dlvargan al con .. , .. 
aiderar el aiatema.lnfinlto. En laa flg_uréia ·qua IÍ• · llCl~trarln · 

.,- ·,··,. " 

en lla"te á•pltuia; j1e harA ~la, g!Anca de un va "• 1.•11", ~uli1eia '. . 

~o~b~l~n dar una'.:ra~ea _1~~111-d•l•ovl•le~to _vll:li;"lllt_orl~:·'-:l l.ntar"".•/·' 

prrita-:1oa 001110 11111v11"1entoil t~a,navara!lili_a1 e'.ato. fió ·•• ~~{~ ya : ·.·: 

que · 1aa aovlmlentríiÍ aan longitudl°i;Biea ¡ . a ·J.~ ierga: d~;. ~~ . ·•· ; 
En l• rtg. 19 0 rie graflca •l collÍlpárta•lenta dllÍ laia 

daaplaz••lentaa at6111icoa cuando au 111av11111ento a11 •xpllca ••di•.!! 

~· una •al• arida · •lnuaoldai, un • c1 ~_oa(nlil1 + D1) • . La• valora• 

.··:·;¡i·~~~-~·;·· ~~~~r~.;;d~~; · ª" •1i_•~~-~" ·:: "1/Ki ~-···1i.1t~ ,, "z(9':5 .. , 12·-. -··•·· 

~~2.1:~{\.·_·o~s •. · \,~n ~.,. g'rlt,tae, ae ·pulÍd·:-.ri~•a1•s;··~ .v•lor ...... : .. ··· 
la .longitud da.anda enaprÓJ1Cl.tadli;.entaolllladlaz dlat:~~allia 1~· 

.... · ... -··.,· "• . ··- . . . .. 

t;erat6111lcaa; o eee, apraxi•111da•ente cada dlez 1t~ ... 1i·1a• d••pl~ 

z••lentoa •• repiten en •u valar. L• ·rrecuencl• ~ de a•d• 

•ta•a •• igual a la de la• atroa, elgnlflcando qua la• &tailoa 

pasan •l. •lamo tl••pa da un deaplaz••l•nto poaltlva • uno neg•­

~lva a de una negativa • uno poaltivo, aeg6n al deapl~z••l•nta 

que le correapanda •edlanta la anda alnusoidel. Ea aate ·tlpa 
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de. onda el que la •ayorle de loe autores ha considerado como .!!, 

nico movimiento de la red ·infin(ta •onoat6mi~a. ~uando ea co.n. 

aidera la interacci6n el primer vecino esto es correcto, pero 

no cuando tene111oe l_e interacc16n e .mayoree alcencee • 

. . . "~ ,.~,.:,;;;.:.,.; .,.,,~"r En 111 f"lg.;: 20 ,: •• uti.llzan loa •i .. a! valareli de_ lo. 

· ·:;~c1a1~nt_é.·:;·~:tr;'i8;~·;0o~•~•"t~tl· ·-~~~:st;~~!~_8.ªª·~~~~,~:.~1~::1~ .• i~~~X~~~~· 
··. tlerlar·· y : 9w2tK1 • -1t •. 2~ •.. Dli. 1• ll~ci~c~~n c~~_pl~.~.; ;:•hora .9~J.il ·· " 

uU Hzll . lli de 1•11 vibr.•r::~f:lnH 8111Dl'~lguadH Upo· 1, a:: 8f!ltl) Un~~1E1 

+ o1E:¡". Como lle ~~~~C:ta en. Ú?gl'lflca, 1~:a dllliplu••ltln~a~. 
praeantan ei•etrla con reepectá ·111 aje, u· •·u: • n . -n 
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amortlguaclaa tlpa 1 

flg. 21 .tlpa 2 
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E~ la flg. 21, ae muestra u~a vlbraci6n amortiguada 

del tipo 2, la cual es conaecuencia de loa valores complejos de 

m6dulo no unitario de le raíz caracter!etica (son 4)• En elle 

se aprecia que loa Atomoa ocupan la poaic16n de una onda einueE.. 

1dal y esta ae ~mortigua hacia loe •extremos" de l~ red inflnl-
n · n · 

ta,¡ Un: ... c2R Coa(n92 + D2 l + c3R- Coa(n92 + o3 ) con los vela.-
... ,,., .. :.. . .. ·.- . . . :: ...... ·. ···.. . . 2 . . -
r'.etl· ~z/~3:.,; ~' .K1{K3 • 12 .Y •w/K1 ª. ~~6. ·En dlcha gdfica 

.~ ~tÚÍz6 otra i:anald.eraci6n, lÍ!I alme~ri:-. de la a~lucl6n u~--LJ~ 

Este tlpo de cain_po_:r11a1111anto puede contener como ca~o particular 

a l.aa. vlbraclanea arnartlguad~a del Upo 1 al conalderar le lon­

gl tud de onda de· ~a onde ainueoidal de doe _diatanclaa lnte:rat6-

... ll!llcaa.. Pero ae hace la diaUnci6n, y~ qué en la lntaracc~6n 
.. ::;_;;t ;.~:;1-~ ':: . .-.. · - : -. . ·\. .. ~ . . 
· ·• al. p_r_lil'9r v~cln~ 6n1camenta Hñ posibles. las vi bracionea einum.2. 

· - ·s'.'.t.d~lea:y '1as a•~~tigu~d~e-.d~l tipo 1, ao~~-ha ~ldo'•~pll~~ent~ -.·· .. 
d~moiltrado rc.J • Adamita, de que al aapactro de fr~c~enc_lea ~p¡ 
ra cada uno de eatoa caa0 a tiene un comportamiento diferente. 

En- una :red aa•i-infinl ta, _ea toa tipos .de vibracl6n 

· ·· ·· ··iaon:·.pollilblee, :l*''eoiua16n--coni11llt1d111. 6nt.i:Hant11 ~-cíe: l~IÍ aullÍan:.: 

:-+.· ;ÍI~¡.-~~ ~div~~:~_lirl~~ .. -~· q11•.d~rtd~- J.~~--;.~.~~'.~~~~lento;._.-~:~ -~:;~i:¡;~;--~~-.... ,,, 
· lli auperfi~le ·a c_érca' cie aila y ~óritc:i~.8 ;loa ltoraoa:'l!at6~ mea 

. . . 
lejanos a la áuperr1c1a aua éleiipla•amlentaa ae atanuan. 

Teniendo an 11ante que la salúcl6n completa admita la 

auperpoalci6n de dae o.tres vlbraclones como las moatradaa ant,!. 

rlor~ente, _ahora ae maatrarAn algunas de eataa vi~raclonea. Ea-
. . . 

to h~ce que laa deaplazamlentoa at6mlcoa sean mas varladoa qua 

loa report-edas en le literatura C3J,[9 J •• En el problema con 

lnhracc16n a~. prl111.eroa. y_. __ a~gu"doa vecino a, loa deaplazamientoa 

·'~ 
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et6micos se explican mediante los tres tipos de v1brncl6n que 

se obtienen en nuestro caso tqmbién, aceptandoae entonces aqu{ 

una vez mas superposiciones de algunas de ellas: sinusa1dal~e1-

nuso1dal, sinusoidal+amortiguada tipo 1 y amortiguada tlpo1 + 

amortiguada tipo 1 C13l. 

-En ).• tlg_. _22 1 •_• •ueatra una- paelble v1brac16n el canalderar 

±;1;.,;,~,!~{~~~~¡;:::~~~~5~t~~~~~~~-~;~rt1~;,;c: 
-f'erenc1e.I: d• rri ... lgua1~11 • aes•i:1. -A•bcui t~iinliía da::aitda· 

la •h•a :f'racuancl•- pera •u ~6 .. era de ond.i •• dlrarente. ar1gl- _·· 

nando una propagácl.6n de la• deaplazamlentaa a-t6mlcoa cati.a. laa 

pulso&.·· La dlterenc1!1 de ••taa. con loa da una aola onda alnu­

aoldal ea que la• •i>tlmoa dea;il•z•111lento11 at~ml_coa na pertene-­

cen a. _1~ •lema ·en_volvente 1 el no que ahora loa desplazam1entae 

eatAn sobre una .anda y esta eatA conten_ide en una envolvente •!. 
, ~uaot'del' •. -E tite U::>O de v-1.IJ.Í'llcl~n, ante~. de. le t6ci:ilcf1 de loe 

,,~,· .... , 
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operadores para lee ecuaciones de diferencias finitas, no se h,!!. 

b1an visualizado para la red ·1nfin1ta .monoat6mics, _ya que siem­

pre se propon1a como soluc16n de la red una so1a onda ainusoi-­

dal, aun cuando se consideraran interacciones a segundos o mas 

vecinos. 

' !'• ' . ·-· -. 

En .'ie. f~gur~ 2~1, H •ua-tr~ ~na de 1•• far•H de co•--

\"~~~f ::: :r~r~~¡:~:~·~~i::.r~~f ~:~0~~~~~~~l "·· ·.· 
··;~~r· ~3E3'.:f.'_D3E:J .. pera K1/K3'• 1~~ Kzl'Kj~'1 ·:~ ll~'K.1••·? 
... 2o3. c.n ... t. vlbr°:icl6n ée prela~n,en·daa':daaplaiMilentae .. que:· 

.dleinlnuyen co.nrorme loe lto•a• ••tln •.•• lejeno.I'. d•l centra y 

cede vez mea, ean •uy parecldaa e une ·vlbrecl6n elnu•aldel. EJ!. 

ta. grlliflca ee re11lt.z6. a1 caneld•r•r C::z •. zc3 . • 203 • · Sl •• 

can_aldera _c3 • o3 • -Cv .•l lto•a del centro tl.'ene un ._daapl•Z.!. 

•len.to nula y al alejarse da Al loe daaplszaillentatt van _aum•n--

·•'ta'ndo de· va1ar pereclafida•Íl .. ced• . .i~ez. •la a une. anda •lnuaolde;L. 
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Se pueden superponer dos vibraclanea amortiguadas del 

tipo 1 y se logra un modo que se expanda a se acorte. t.n to-

das lae flguraa_anterlorea por facilidad solo se han grarlcado 

'lltbraclonea áimé~rlcas, U0 •_Jl.,.n• 

·, ·_::•~ .... :-~;-i•>•/r,;,A",• 
:~·"· ':\'-!!"'~c>_~e-,-. o(tq{.J,...;.,:..._,.~.,· .> 

- ... _-
- .: :·· -. -.-·.' .,_ ·. 

~>Én ia f'l~!Jra 21t, ee llu~~;~~~ 
cl6n en 1~ red cuando_ hay ~nti..:;._.1.,.trla en lit iia1.,c16n, 

En eete H conalder6 un. ci~ + o2E2n + c3E; + o3Ei" 
y •w2/K1 • 1o.2 y ede•Aa c2.o3--c3 • 

El objeto de lnciuf.r aqui eataa aels vlbraclonee ea­

dar una ldea de la gran variedad de loa deaplazamlentoa at6Nl- · 

·coa· qu~ pueden. preae_n~19rae en. le red monoat6mlca con ·1nterac--.­

c16n a prlmeroa, segundos y tareeros "veci.nos. ··E atoa pueden· 

aer e6n mea co•pllcadoa, ya que no se han considerado vibreclo;. 
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nea can la saluc16n completa. Algunas de ellos no ae aprecian 

muy bi~n, pero al ae·puede dar una idea de ellos. 

Cuando la saluc16n completa acepta dos ralees comple­

jas de m6dula uno y custro de m6dula diferente a la unidad, es­

ta representa la auperpasici6n. de una onda ··a1nuaoidal con ·una 

· .amortlguad11. :tipa 2. ;_siendo loe deap~azamiEn_taa ~:t6ai1caa •uy 

<P-lifealdaíi' a loa. "&inoacii~ai~a+allll:Írtfguadali ti~o 1·, sola q~•·:en; 
l_a reg16n cent'ral ae prodÜ.;e un puÍso. . .... ·\. 

Al aup_arpaner una v1.brac16n 

biAn 

.i, 
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CDr.ICLUSIOrJES 

LB red monoat6mica con interacciones a primeros, se­

gundos y terceros vecinos, en un estudio eem1-·c16aico, origina 

uria ecuac16n de diferencias de sext~ orden. Aunque el orden 
. . 

. d~ ;1~ .ecueci6n. eit IDUY el to, dicha ecueci6n a.e resuelve en.ali ti.;. 

ciim,en~e, 
~· ,::::-- - .. ,:--

éuaci.6n• 
para ... eÚ~ 'ee aprg"vechEI la, simei~ria qü~ 1 pre~enta ia e'.'" .··· .· 

Aal;:iñi'aíilo, .•..•. 11'1~1tti.~amente ~e pued~ñ ·deteriliiner icui:. 

'rángoa de lea cona~antes rtaicaa; masa at6111ica, constantea de 

· inter.acc16n y la fl'ecuencia de vibraci6n; pare loe cuales la 

súJ.ucl6n.1:1'!!ne campartem1en,;o~ dii:eren~es • 

... LeÍI ~lb;raclonee · en •nuestra r#~ monoat6m1ce _se exP,11-

: i\Ü can::«:on los ;'m{&mcrs.'irl:is_.:;ti'pas' de (,tbráci6ri: t.Aati::os· ·• otiientdoa en -~~:~~~?~ .. "'·{~'·-.. . .. ·'~ ·:- .. .. , . ·-··, . . : .. ·'·.'·.,.... .. '¡'"·--·(:·~,,~('" ··-· ---·-:·.·,:·:.-..· 

-~-~!;;)~e~~~-~~it w~iil~yen -.. ·1~teracc16il'a· pr~in~roa v·.·••egund~ .. >~.eé1-· 
"ºª. eoi~nl~nte_; vt.bracl6ri .. IÍinuaoi dal •• ,i1hrac16.:, améirtig;iada tls,J~ . 

1 y vlbrac16n a111ortlguáda t1po 2. Solo que-, cuando ae anude le 

.~nterece16n al tercer vecino ea. posible tener una mayor comb1-

naci6n cfedlah••>"lbráclónee 
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