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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

Hasta el. momento no existe una teoria nuclear completa, es 
decir, una teor!a que unifique las diferentes caracteristicas del 
nncleo; es por esto que se han desarrollado diferentes modelos 
del nOcleo <m6delo de la gota de liqui~o, modelo de capas, etc.> 
resaltando, cada uno, los diferentes aspectos del mismo. En este 
sentido, las formulas de masas nucleares constituyen valiosas 
herramientas. para. deter.miriar la validez y -las limitaciones .de los 
módélos, asi como l'as diversas propuestas para.1ás interacciones 
nucleares; tambien · sirven·. de guia en la büsquei:la de nUevós 
sistemas. nuclear.es creados artii'icialmente en el laboratorio. 

La primera de las fOrmulas de masas nucleares de importancia 
fue obtenida por von Weizsacker (1935) y Bethe y Bacher (1936) 
quienes explotaron la análog!a existente entre ciertas 

- C::aracteristicas del nucleo ·y una gota de liquido. Esta fOrmula 
fúe ün gran·l!xito ·ya ·que· consiguiO ajustar las masas nucleares 
con un error de.l orden de un p:. y ademAs, de la informaciOn que 
esta desviacibn proporciona, se infieren algunas otras 
caracterlsticas importantes del noé:leo como, por ejemplo, la 
estructura de capas del nOcleo anAloga a la de capas de 
electrones en el caso atomice. 

Para determinar las energ1as de amarre, se puede tomar como 
base la teor1a de muchos cuerpos en la que, a partir de las 
interacciones nucleOn - nucleOn y mediante cAlculos 
autoconsistentes, se obtiene un potencial promedio que permite 
considerar a los nucleones como particulas independientes bajo la 
accion de ~ste. Una vez que se ha encontrado el potencial 
promedio, se determinan los niveles de energia de particula 
independiente, con lo que a su vez se puede .. obtener la. energla de 
amarre del nucleo. Ahora bien, a pesar de lo anterior, los 
c:Alculos autoconsistentes son complejos y no proporcionan una 
~ormula analitica para la energia. de amarre. 
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En 1979, en su tesis doctoral C(He 79J>, Herrera desarrollo 
una formula de masas nucleares basada en un planteamiento de 
Bauer y Canuto, que parte del modelo de capas. Esta se hizo 
sustituyendo el potencial autoconsistente por un potencial 
fenomenolOgico y a partir de este, obtuvo una expresiOn analítica 
para los niveles de energ!a con la que, sumando adecuadamente, se 
obtiene una fOrmula para la energia de amarre, con una estructura 
anAloga a la de Bethe - Weizsacker. 

Para desarrollar esta fOrmula de masas no se tomaron en 
cuenta la posible deformacion del campo autoconsistente, el 
detalle de llenamiento de la ultima capa y la variaciOn de la 
masa efectiva en esta. 

Posteriormente, Rosales Macedo ((Ro 84J) 
licenciatura obtuvo algunas expresiones para la 
deformaci On. 

en su tesis 
correccion 

de 
por 

Ei propOsito del presente trabajo es incorporar la 
correcciOn por llenamiento parcial de la Oltima. capa y la 
correccior1 de masa efectiva a la formula de masas de Herrera. 

Este trabjo esta constituido por cinco capitulas <incluyendo 
el presente). En el segundo capitulo se presentan los elementos 
de la sistematica de las masas nucleares, se discute el modelo de 
la gota de liquido y la fOrmula de masas de Bethe - Weizsacker. 
En, el capitulo tercero se trata el modelo de_ capas, el método de 
Hartree - Fock y la aproxi111acion de masa efectiva. En el cuarto 
cap:l tul o. se · desC:ri be brevemente· el 'pl anteami en to f enomenol bgi c:.o 
para el calculo de. la energta de amarre desarrollado por Herrera 
y Bauer. Finalmerite, en el ~uint~ capitulo, ~e obtienen~ evaldan 
la correcciOn por 11enamiento y la correcciOn de masa efectiva. 

' -~ : 



CAPITULO 2. 

SISTEMATICA DE LAS MASAS NUCLEARES 

En este capitulo se describen los elementos basic:os de ia 
sistematic:a de las masas· nucleares. Para esto, primero se 
presentan a grosso modo, los hechos que condujeron al 
descubrimiento del n~cleo atOmico y al conocimiento de su 
e•tructura. PosteriormeQte se proporcionan algunas definiciones 
importantes y se presentan algunas caraci.eristic:as de_L mismo 
<c:arga, masa, etc:.). F'or_ültimó, se definén la energia de amarre, 
la energia de separac:iOn y ademAs, se d_iscute el modelo de la 
gota, de liquido y la fOrmula semiemplrica de masas nucleares de 
Bethe-Weizsac:ker. · 

2.1) ANTECEDENTES. 
. ,,~ .. -'·-.· . 

Todavia hacia finales del siglo X~~ se creia que el .Atomo 
era la Oltima unidad de materia; mas atin, ni siquiera se tenia 
idea de la existencia del nücleo. En 1896 se descubrib el 
fenOmeno de la radiactividad. Los rayos alfa, beta y gamma 
emitidos por algunos Atemos generaron la sospecha de que 
existia algo aOn mas elemental que el atomo. J.J. Thomson en 
1898 ideo un modelo atomice en el que consideraba al atomo como 
un "pudin" de carga positiva c:on "pasas" de carga negativa, de 
tal modo que el atomo fuera electricamente neutro. Af"ros despu~s, 
en 1911, Rutherford realizo experimentos de dispersion de 
partic:ulas al~a por una lamina delgada de oro. Los resultados que 
obtuvo lo llevaron a cci~cluir que toda la carga positiva del 
atomo, asl como casi toda su masa, estAn contenidas en un cuerpo 
central muy pequeho, 10 E 5 veces menor que el Atomo*; a este 
cuerpo se le denomino nücleo atOmico. 
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F.n loo:; 'Eig1Ji<:>n-t<:>r;:: "'1'1º'= """" re"'li:?"'rr:-n rjiv<=>r'Er::><: "'""'nr:i=>r;:: rje 
i mport;;,nr:i .;i. Fntre Rl 1 r::!<: el dP.!:r:ubri mi Pn+_o, en 1032~ riel neu-t_rr.m 
por Chadwick, el desarrollo del mndeln de le gote de liquido en 
lq~~ y el m~delo dP c?p?F d~l nOclen, e~te ~ltimo, be~edo ya en 
l• m9c~nice cu~ntic~. 

2.2JESTRUCTLIRA DEL NLICLEO. 

Fl n~r:lP.Q del ~tomo e51:~ r:onc:tituido par 
ne1i1:rone'E; r:oler::1:iv'3mPn+.e, "' e!:1:;;,<:. p.;;ir-t.ir::ul'3'E c::e 
nucleones. L?s ceracteristic?s de lns nucleon'?s ~e 
'!:"?.blE' ?..1. 

proi:.r:-nec: y 
le!: r:iJ?nomi. n'"' 

1 i st e.n Pn 1? 

CARGA 

MOMENTO 
MAGNE='TtCO 

TABLA 2•1 

PRDTON 

+e = 1.6022 E -19 e 

1. b7?5 F -?7 l(g 
= q~a. 256 Me~' 
= 1. 0<>7276 L1.ma. 

1.121; 
(Fermi~n> 

NF-UTPON 

(1 

1 ~ b748 F -;?7 Kg 
= 03~. 55C• Me~' 

= . 1 • OOBbbS t.~m~ 

1/2 ~ 
'Fermi On> 

____________________________________________________________ ..;;... ___ _ 
* L.;i unid'3d de longit-_1Jd quP. 5P. emp\F?;;¡i en ft-=.ir.:'3 nur.:le.;ir 
Fermi (Fl: 1 F = lO F. -15 m. 

el 

tt L.;i unid.;id de m'3E"' .;it6mic.;i <um'3) ~e define como un dor:e.;ivo de 
la mesa del ~tomo de r.-17.: 

1 um"' = 1.660420 t 10 E -27 Kg 
== q~1.47R M~v 

*** 11 = Vt/2-0:, donde h. es l ?. cnnst;?nte de Pl ;?.n~k (h = 4. l 4 * 1 O E 
21 M~V - segundo). 

*v p- ~ e5: !?l m;?gn?.~. !"ln m . .1c l ear y ~s ~ ~ = e.~ /'l. VVl p -



La notacibn usual para representar una especie nuclear es 

: X '-j ( 2. 1) 

donde 

Xy es el simbolo de la especie quimica, 
etc., y 

p.ej.' Ag, Ni, Pb, 

Es 

z, el nomero atOmico, indica el numero de protones. 
N, el nomero neutrOnico, indica el nümero de neutrones. 
A = N + z, el nOmero mAsico, es el numero de nucleones. 

claro que para emprender el estudio de la sistematica de 
las masas nucleares es necesario clasificar los diversos nücleos 
de acuerdo con algun criterio. El criterio usualmente empleado es 
el sigui ente: 

-Los isotopos son nocleos con igual z pero diferente A. 

-Los isOtonos son nücleos con igual N pero diferente A. 

-Lo.s isobaros son nücleos con igual A pero diferente z y N. 

2•3>FUERZAS NUCLEARES. 

Como ya se. menciono, los nücleos atomices estAn formados por 
protones y neutrones. Entre los protones existe una atracciOn 
gravitacional y una repulsibn Coulombiana. Ahora bien, 
independientemente de la distancia entre los protones, la 
repulsiOn Coulombiana es aproximadamente 2.2 X 10 E 39 veces m~s 
i-ntensa que la atraé:ci bn gravi.taci onal. · 

De lo anterior se infiere que, para compensar la repuls10n 
Coulombiana, es necesaria uria interaccibn con _componente 
atractiva dominante mtts intensa que la repulsion Coulombi·ana. 
Esta interai::cibn recibe el nombre de .fierza nuclear y sus 
principales caracteristicas son: 

a> En el dominio de aplicaciOn de las fuerzas nucleares, 
estas son mucho m~s intensas que la interaccibn Coulombiana. 

b) Ya que a nivel molecular parece no haber necesidad de 
introducir fuerzas diferentes de las electromagneticas para 
explicar los fenomenos conocidos, se deduce que las ~uerzas 
nucleares son de corto alcance. 

e> Las 
dominante; 
nuclebn a 

fuerzas nucleares tienen una componente atractiva 
sin embargo, de experimentos de dispersiOn nucleOn -
altas energias <200 MeV> se ha encontrado que para 

5 



separaciones muy pequehas entre los nucleones <menores que 1/2 F> 
la interaccibn es fuertemente repulsiva. 

d> En 
naturaleza, 
proton dando 
el sistema 
ligados. De 
del spin. 

el Qnico sistema ligado n-p que existe en la 
el deuterOn, el spin del neutron es paralelo al del 
lugar a un momento angular total igual a uno. Para. 
n-p con spines antiparalelos no se conocen estados 
esto se infiere que las fuerzas nucleares dependen 

e> Experimentalmente se ha encontrado que, 
independientemente de las interacciones electromagn~ticas, las 
interacciones nucleares entre pares n-n, n-p o p-p son 
pr~cticamente iguales, i.e., las fuerzas nucleares no dependen de 
la carga. 

2.4 RADIO NUCLEAR. 

La determinacion del radio nuclear es hasta cierto punto 
arbitraria ya que el resultado de una medida depende del fenomeno 
empleado para determinar experimentalmente su valor. 

Para obtener el radio nuclear s~ ha empleado la di$persi0n, 
por el nücleo, de par;-tic:uias alfa,deneutrones; de protones y de. 
electrones dé diversas energias. De .estos experimentos se 

·encuentra que el radio nuclear y el ntimero de masa atomica estAn 
relacionados por: 

R =Yo A1~ 
,/ 

<2.2> 

donde '('0 es una constante cuyo valor estA entre 1.2 y 1.~. Fermis. 

De la ~~1.:c\cÍ.on en't~e "R ; A se infiere que el. volumen del 
nticleo es proporcional al nt'lmero de nucleones. Lo anterior 
sugiere que, come de hecho ocurre, la densidad del nt:tcleo e .f' > 
debe·ser aproximadamente constante. 

Supongase que el nücleo tiene 
volumen es 

V 

forma es-feri ca*, entonces su 

* Solamente al~unos nOcleos poseen forma esf~rica; lo m~s comfin, 
como lo indica la existencia de momentos cuadrupolares el~ctricos 
del nOcleo, es que los nficleos est~n deformados, es decir, tanto 
la densidad de masa como la densidad de carga no son 
esfericamente simetricas. 



aproximando 
densidad es 

la masa del nocleo por f:\'(V\'P se concluye que la 

f = \ 0 1 
'i ir. /e v-« . C2.3) 

En la figura 2.1 se ilustra la constancia de la densidad de 
carga para algunos nücleos. 

2.0~--~--~--~--~--~~-~---..----,..---,..---~ 

Radial distancc r [JO-" e~]------~ 

FIGURA 2.1. Distribucibn de la densidad de carga 
·en·nO.cl.eospesados .. y semipesados. como funciOn_de 
la distancia .radial ··.·a partir del C!!ntro .• clef 
riOcleo, como indica la dispersiOn de electronés 
de l BeV. <De CMa 693 >. 

2.S>ESTABILIDAD NUCLEAR. 

No todas las combinaciones de protones y· neutrones 
estables; mAs afin, solo existen 272 nOcleos estables, 
dependencia de N y Z se muestra en la figura <2.2>. 

son 
cuya 

En esta figura se observa que en los nücleos con no.mero de 
masa mayor que aproximadamente 20, el nOmero de neutrones es 
prActicamente igual al de protones y en los nOcleos con nOmero de 
masa mayor, el no.mero de neutrones es en general mayor que el de 
protones. Lo anterior se debe a que la interaccibn Coulombiana, a 



diferencia de la nuclear, se hace sentir en todo el nucleo y 
cuando Z es grande (Z > 20>, la repulsibn electrostatica debe 
compensarse mediante un aumento de la atracciOn nuclear. Dicho 
aumento se consigue incrementando el numero de neutrones relativo 
al de protones. 
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FIGURA 2.2. Representacion. deN vs Z para 
l'lÓ.cleos·estables y radioactivos, donde se 
muestra el exceso de neutrones <N > Z>. 
para 1 os nüc:l eos m~s pesados. 

El nOmero de neutrones no se puede incrementar tanto como se 
quiera. En efecto·, los nOcleos con un nümero de protones mayor 

,.." B. que 83 y un nümero de masa mayor que 209 < 1 ~ • > resultan ser 
inestables. En la tabla 2.2 se muestra la distribucion de nüc:leos 
estables en funcibn de Z y N~ Obs~rvese que predominan los 
nücleos en los que, al menos, un grupo de nucleones es un nümero 
par. 



TABLA 1. 1 

z N NC.lmero de nClcleos 

par par 160 

par impar 56 

impar par 52 

impar impar 4 

2.6) MASAS NUCLEARES Y ENERGIA DE AMARRE. 

La masa de los diversos nOc.leos no coincide nunca con la 
suma Nmr'l+:Zvnp A la diferencia 

C2.2> 

se le denomina d~ficit de masa. 

El defic.it de masa se entiende pensando en terminos de lC?­
equl.valenc:ia entre>la masa y la energta ••. La energia faltante es· 
la que. - se desprendio al . formarse . el nOc.leo . y que debe 
proporc.ion~rsele ·si se desea "romperlo" en· sus componentes · 
basic:os. A esta energia se le denomina energ1a de amarre CBE>: ' 

(2.3) 

El valor de la energta de amarre ·aumenta· conforme .. se · 
intrementa la masa atomica A. Experimentalmente se encuentra que 
la energta de amarre por nucleon, BE I A,· es prac:tic:amente· 
constante, figura (2. 3). 

La 
energia 
nücleo. 
es 

energia de separacibn, S (.A.,i!) , se define como la 
necesaria para remover la particula menos ligada del 
La e>:presion de dicha energia para el e.aso de protones 

(2.4) 

La energia de sepa.rae.ion para neutrones, 
an~loga·y es 

se obtiene de manera 

(2.7) 
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FIGURA 2.6. Energia de amarre promedio por 
nucleón, BE I A vs A. Para A mayor que 
apr6ximadamente 30~ el valo~ de BE / A permanece 
esenc:ialmente· constante, lo que indica que las 
Tuerzas nucleares son saturables. 

2.7>EL MODELO DE LA GOTA DE LIQUIDO Y LA FORMULA SEMIEMPIRICA DE 
MASAS. 

Hasta el momento no existe una teoria nuclear completa, es 
decir, una teoria que 'unifique las dii=erentes c:arac:teristic:as ·del 
núcleo. Debido a lo anterior se han desarrollado diferentes 
modelos del nucleo que resaltan, cada uno, diversos aspectos del 
mismo. 

La,,iriasa nuclea,r, ecuacibn (2.5>, se. obtiene por 

donde BE es la energia de amarre expresada en unidades de masa. 
De esta expresiOn se ve que si se pudiera calcular BE a partir de 
una fOrmula general, entonces todas las masas podrian evaluarse 
teOricamente. 

La densidad y la energia de amarre por nucleon tienen 
valores ese~cialmente constantes; ~sto establece una analogia 
entre el nüc:leo y una gota de liquido en la cual la densidad y el 
calor de vaporización son· .independientes del tamat'fo de la gota. 
Explotando la analogla núcleo - gota, complementada con algunas otras 
caracterlsticas; Weizsacker, Bethe y Bacher obtuvieron una 
expresiOn para la energla de amarre. Esta expresiOn es 

'BE <2. 6) 



y se 
Bethe 

le conoce como fOrmula semiemplrica de masas o fOrmula de 
Weizsacker. 

En lo que resta de esta secciOn se discutirA la estructura y 
el significado asociado con los distintos terminas de la formula 
de masas. 

-Término de volumen. En un liquido, la energia calorifica 
necesaria para evaporar una gota es proporcional al tamaho de la 
gota. En el nucleo se propone, en primera aproximacion, que la 
energia de amarre es proporcional al volumen, pero el volumen es 
proporcional a A; asi, se tiene un primer termino de la energia 
de amarre de la forma O."lr A. 

-Término de superficie. Si solo se considera el termino de 
volumen, se esta sobreestimando la energia de amarre, BE, ya que 
algunos de los nucleones estan en la "superficie" del r1f1cleo y, 
por 1 o tanto, ·no interactoan con el mismo nümero de nucleones .con 
el que interactoan los nuileones "interiores"; en consecuenciaj 
al término ·de volumen se le debe sust~aer un t~rmino que sea 
proporcional a la superficie del nücleo; e1 nuevo termino es -C>.iA.,,.,~ 

-T~rmino de Coulomb. La repulsiOn Coulombiana entre los protones 
es proporcional al nümero de pares Z<Z - 1)/2 e inversamente 
proporcional a su distancia promedio. Si se toma el radio nuclear 
como distancia promedio y ~e a~rox i ma Z <Z 1> /2 por ;! 2. se 
obtiene el término de Coulomb O.e.-: / »:11<. . 

-T~rmino de as.imetrta <Exc.eso de neutrones>. En la figura 2. 2 se 
observa que alrededor de Z = 20, los nücleos · estables se 
concentran·en la vecindad de la linea N = z. Esi6 es razonable ya 
que los protones y los neutrones obedecen el principio de 
exclusibn de Pauli y en cualquier distribuciOn de nucleones 
diferente_ de N = Z, la energia t.otal del sistema aumenta. con 
respecto a la energia del sistema cuando N = Z. Sin embargo, 
con~ór'me se'increliie'nta.·'el•nümero de protones la.:fuerza-de. Coulomb, 
se incrementa, de do que los n~cleos p~sados con un numero igual 
de protonés y neutrones no pueden per"'anecer ligados. 
establemente. Un exceso de neutrones :<N - .Z> debe estar presente 
para proporcionar una fuer2a nuclear atractiva lo. suficientemente 
poderosa como para contrarrestar la interacciOn de Coulomb; en 
todo caso, causa una perdida mayor de ·energia la repulsion 
Coulombiana que la desviacibn de la linea N = z. 

La fraccion del volumen nuclear afectada por el exceso de 
neutrones es <N - Z> I A y en esta fracciOn del volumen hay N - Z 
nucleones, entonces el deficit de energia se encuentra por el 
producto de estas dos cantidades. Se propone el termino de 
asimetria - 0.s~~ (.~-Z.)~/ 1' • 

-T~rmino de apareamiento. De la tabla 2.2 se ve que los nñcleos 
con un nOmero par de neutrones y protones tienden a ser muy 
estables, los nücleos con un nümero par de protones e impar de 
neutrones o un nüme'ro impar· de protones y par de neutrones son un 
poco menos estables y los nücleos con Z y N impares son 



b~sicamente inestables. 

Para tomar en cuenta este efecto de apareamiento, se le 
agrega a la fOrmula de masas un nuevo t~rmino donde: 

-~ para nücleos par-par 

?> 
o para nücleos par-impar 

= 
o para nücleos impar-par 

1' b para nücleos impar-impar 

Un ejemplo de expresibn para 6 es 

Un conjunto representativo de valores para los coeficientes 
es <C:Ev 55J>: 

a....,. = 14. 1 MeV, 

o., = 13. o Me V, 

O.e. = 0.6 MeV, 

o.'"'""= 19.0 MeV, 

0.f) = 33. 5 MeV. . .·. ,·. · .···· . <' ...... . 

La fbrmula de masas de Bethe - Wei~;,,;aC::ke~ con~tituy6 un. gran 
ex i to ya que sus resultados se ajustan muy bien a los resultados · 
experimentales <la desviaciOn es del orden del 1 %>. 

12 
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CAPITULO 3 

ESTRUCTURA NUCLEAR DE CAPAS 

En este capitulo se presenta el "marco de referencia" 
que se basa el presente trabajo. Los temas que aqui se 
esquematicamente son: 

en el 
-tratan 

a> MODELO DE CAPAS. Cierta evidencia experimental acerca del 
nücleo, se explica si se supone que. este presenta una estructura 
de capas de nucleones similar- a .la' d'e las capas electrOnic.as en 
el Atomo. 

b> METODO DE HARTREE-FOCK <H-F>. El metodo variacional de Hartre­
Fock proporciona. la fundamentac:ion teoric:a del modelo de capas y 
la posibilidad de obtener expresiones algebraicas para la energia 
de amarre .<masa nucl~ar > ·~··· 

e> MASA EFECTI.VA. Del m~todo de H-F surge, de manera natural, un 
potencial no local en la,ecuacion de Schrodinger de los orbitales 
independientes. Mediante ei empleo de la aproximacion de masa 
efectiva la ec:uacion de Schrodinger con termines no locales se 
transforma en una ecuacion de Schrodinger de la que se han 
eliminado dichos terminas; esto simplifica los desarrollos 
posteriores. 

13 
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3.1> MODELO DE CAPAS 

En la figura 3.1 se observa que los nOcleos con nómero 
neutrbnico o protbnico igual a 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126,, 
presentan una diferencia mayor- entre la energia de amarre 
experimental y la energia de amarre promedio que la diferencia 
existente para los nOcleos aledanos, es decir, estos nócleos, 
llamados m~gicos, son relativamente m•s estables que sus vecinos. 
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FIGURA 3.1. Desviaciones de las masas nucleares de 
valores medios. < Tomada de w. D. Myers and \aJ. 

··-swiatecki.; Nucl. Phys •. 81 <1966). Referida en 
son. 

sus 
J. 

CRS 

Considerese la figura (3.2>, en esta figura se observa que 
los nücleos que estan en la.vecindad de los nO.cleos magicos, 
tienen energias de separacibn menores, por 1 O 2 MeV, que las 
energia de separaciOn correspondientes a los nOcleos m~gicos. 

Lo anterior sugiere una estructura de capas nuclear 
a la del modelo de capas de electrones en el atomo. 

analoga 

La estructura de capas de electrones en el a.tomo, se debe a 
que los electrones son particulas sujetas a la acciOn de un 
potencial electrostatico que es generado por la carga positiva 
del nacleo. Por lo tanto, en primera instancia. es dable 
considerar a los electrones mciviendose indep~ndientemente en el 
campo central coman y sujetos adem•s al Principio de Exclusibn de 
Pauli. 
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Los nucleones no estan sujetos a la accibn de un potehcial 
comOn; sin embargo, los resultados mencionados al principio de 
esta seccion se pueden obtener considerando a los nucleones, en 
primera aproximaciOn, como partlculas independientes sujetas a la 
accion de un potencial promedio, producido por el efecto 
conjunto de las interacciones entre los nucleones. Ademas, no 
debe olvidarse que los protones y los neutrones son particulas de 
Fermi y que, por lo tanto, obedecen a el principio de ExclusiOn 
de Pauli. 

Para obtener una idea cualitativa de la forma de dicho 
potencial, recu~rdese que la densidad del nocleo es constante y 
que las fuerzas nucleares son de corto alcance; asi, es de 
esperarse que la forma del potencial promedio siga la de la 
densidad. 



Un tipo de potencial que se emplea a menudo como 
comOn es, en el caso de nOcleos esf~ricos, el potencial 
Saxon CW-S>. La expresiOn analitica de este potencial 

ws V <n 

donde so 

VlrJ 

-Vol------
~4Q--I 

Figure 2.3. Shape of the Woods-Saxon potential. , 

FIGURA 3.3. Forma del potencial W-S 

potencial 
de Woods­

es 

(3. 1) 

Al. sustituir este potencial en l~ ecuaciOn d~ Schrbdinger no 
se obtiene una formula analiica para. los ·niveles de energia; 

·debido a esto, . generalmente se usan los potenciales de oscilador 
armoni co y de pozo cuadrado. 

Los niveles de energia en el potencial de W-S est~n 

situados, figura(3.4>, entre los generados por los potenciales de 
oscilador armonice y de pozo cuadrdo, con par~metros adecuados. 

Los diversos potenciales locales que se usaron para 
describir' la estructura· de capas-del nüc.leo· .. no generaron, al 
resolver la ecuacion de Schrodinger con los mismos, los·nümeros 
rrí~gicos que se esperaban de las observaciones. En 1949. Mayer .y 
.Jensen encontraron la solucion a este probl.ema proponieJ":ldO que al 
potencial se le debe adicionar un término que mues~re una fuerte 
~nteraccion spin-orbita invertida, es decir, si g,L > o, entonces 
la energia del nuC:leon disminuye y si §:t_ < o, la energia del 
nucleon aumenta. En la figura <3.5) se ilustra como, al incluir 
el término de spin-Orbita, se obtienen los nOmeros mAgicos que se 
esperaban. 
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FIGURA 3.5. RepresentélciOn esquematica de los niveles 
nucl'eares del modelo de capas incluyendo un termino 
de spin-brbita. <Misma referenci~ que la.de la ~igura 
3.4> 

3.2> METODO DE HARTREE-FOCK. 

Esta seccion se divide en dos partes. En la primera parte se 
presenta el metodo variacional y en la segunda parte se describe 
una importante apl.icaciOn de este: él metodo de H-F. 



a>METODO VARIACIDNAL 

La ecuaciOn de Schrodinger independiente del tiempo es 

"' H \ ~.:;..>-:: E.i. \ ~'-¡_ > I (3.2) 

donde los \~E.~> representan los vect~res de estado y los 
E~ son los valores propios del operador H . Si los vectores de 

estado no estan normalizados, la energia del i-~simo estado es 

" < 'i:'.~d ~ l ~~:-. "> (3.3) 

c(I\:¡¡¡,,\ ~e.Á. ') 
En una gran variedad de problemas la ecuacion de Schrodinger 

no se p~ede iesolver exactamente; ·sin embargo, se desea enccintra~ 
la energ!a del estado base, o de estados excitados, aunque sea 
aproximadamente. El metodo variacional es una guia en este 
sentido. 

Considerese, por ejemplo, el caso de la energia del estado 
base, E: 0 Sea \ ~'> un vector de estádo arbitrario. El vector de 
estado se puede expresar como combinaciOn lineal de los estados 
e>~actos, 

,.~. > = L c.-.\ 'fa.,> J . ,. 
ya que siendo eigenvectores de un operador 
base. Sustituyendo esta expresiOn en la 
suponiendo>norrraal.izadas. las funciones de onda, 

E = í: E:;.. \ C;.\2 

L: 1c.~ \2. 
;. 

Z L E:o \C¡,\1 

'/ r_· \ C¡_\2. 
;. 

<3.4) 

hermiteano, forman 
ecuaciOn (3.3> y 
se obtiene.que 

(3.5) 

ya que E.¡_)E.o para toda l..-J: O • El valor obtenido en <3.5) es 
una cota superior de la energ~a del estado base. 

La importancia de este resultado reside en que gracias a ~l, 

se tiene la seguridad de que si se varia el vector de estado 
arbitrario de tal forma que se minimice la energia, esta ser~ al 
menos igual que la energia del estado base. 
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b)METDDO DE HARTREE-FOCK 

El m~todo de Hartree-Fock consiste en proponer un vector de 
prueba que satisfaga: 

a> ln 1ipOtesis de independencia de las pa~ticulas 
y 

b) el principio de exclusión de Pauli. 

Un ve~tor de estado adecuado, i.e., uno que cumple los 
requisitos anteriores, es uno con la forma de un determinante de 
Slater, cuy.t representac:ion en el espacio de configuración es 

'-e\tY~) . . . ... ·~,(~ .... ) 

~ \ -
~} 'f~{v-.~. . lf .._(f ... ) 

donde las \ ~ .. ~ forman un conjunto de funciones 
sustituyendo el determinante en la ecuac:iOn (3.3), 

E-- <~\H\~> 
<~l'l'> 

·en la que el Hamiltoniano es de la 'forma: 

+ ..L 
'l 

} 

) (3. 6) 

ortogonales. 

(3. 7) 

y variando··· la funciOn., de ... prµeba : ppr med.io .·de variaciones 
independientes en el conjunto \tf;.} ·,. de ial ·.forma que·.. sea un· 
extremo y con la condicibn de normalizacioo.<i?l'l):t, ·se concluye: 

donde e es un multiplicador de Lagrange. 

Al realizar la variaciOn anterior se·obtiene, 
de los orbitales, la ecuaciOn integrodiferencial: 

o_, (3.8) 

para cada uno 



.y¡1 'l. e.O - y'- .... lD .... 
- - \/ Ik.C.'<'w:.) + lr) 1"-l'<')-+ 

'2..n'l. 

(3. 9) 

donde: 

el \/
L. ... 

t~rmino local, (r) , se denomina t~rmino directo y es 
.... 

v\..(r) = ~ ó.r' '\fe.Y.,~')~\ lfj <.Y~J\'2. 
J :.1 

(3.10) 

- el tt:!rmi no no local , '/~~1-Y,). 
intercambio y es 

se denomina t&rmino de 

nrt• .. ,> f - .. -·\I_ .... ,"'. . (r,Y"') . .1 .. 

notese que el multiplicador de Lagrange 
energia de particulas individuales. 

es precisamente la 

En la practica, la ecuaciOn de Schrodipger no local puede 
resolv~rse por iteraciOn. Comenzando con un conjunto completo de 
+unciones de onda se calculan 'J~ y VN~ , sustituyendo estos 
potenciales en la ecuacion <3.9> se obtiene entonces un nuevo 
conjunto de funciones de onda de particula independiente, y asi 
sucesivamente. Este procedimiento se sigue hasta que se obtiene 
la condiciOn de convergencia, es decir, hasta que los potenciales 
permanecen prActicamente constantes en dos pasos consecutivos. 

Es importante notar que la no localidad del 
debe a la antisimetrizacion de la funciOn de onda. 
de un producto simple de funciones de onda sin 
genera solamente el potencial local. 

potencial se 
La variaciOn 

antisimetrizar 
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L• energfa del est?do no S9 obtiene sumando simplemen~e los 
ni"eles, i.e., ~o"=t.L,.e.;_ , r:omo f'."r:urrP- r:on P"'rt.1r:ul"''E 
independientes b:?jo la ?cci~n de un campo PYternn y dQnde la5 
par-t-_ir.:1Jl:;,t'E llen;::in lr.:-s nivr=>les m~s b;;ij~s r:I.,,. enr=>rg1a, r:ie ;::1r.:1.1<=>rr:lo 
r:r:m el prinr.:ipio de l=!'V.r::lu<:'i~n de P;;.>1Jli. Lo ;;.>nt.erior '='·"" r1P.be:;,. qui=? 
;;.>] r.:"'lr.:ul"'r el potenr.:i~l promedio, a partir del deearrollo de 1;::1 
vari2ci~n q~•.? se tiéne ~n l?. ec•-•.?.cibn c::i;.i:n, se consider?. dni;:; 
veces la interacci~n de los nuclennP~; por lo tantn, l? ~nergi? 
del es~~do b?se ~s 

donde 

y .. 

.. ···)' ~ L. ( ( -~ ~ () * ~\.. . 
'lr,; __ :'~> c\Y. tf ¡_Lr>\I tv)lf~tY.)+J )dY'dv-'\ ;..cY.)V t~,r') 

. ' ' . . 

3.31NO LOeALIDAD V APFmitMACION DE MASA .EFECTIVA 
<tHe 7Q1, ~·P· 3.1-3.13 y ap~ndice I>. 

<'.:':. 12) 

·· El· modelo de· .·,.capas . asum.e que los nucleones se mueven 
independientemente· en un pozo de potencial; ·cuya· -forma es- anAloga. 
a i.a de la distribuciOn de la densidad. En un princip.ici, el 
potencial se escog1a a partir de una base puramente 
.feriomenolOgica; sin embargo, es · mAs adecuado partir de un 
potencial para el modelo de capas cuyo fundamento sea 
microscopico. En est_e sentido, el esquema teorice lo constituye 
el. m~todo de H-F, del cual surge de manera natural un potencial 
no local de particula independiente. 

En base al potencial no local se pueden encontrar los 
niveles de energia, ecuaciOn <3.9>, para despu~s obtener la 
energia total del nficleo, ecuaciOn <3.12>. 

Bauer y Herrera <tBH BOJ), empleando la aproximaciOn de masa 
efectiva a la ecuaciOn de Schrodinger con una componente n_o local 
del potencial, mostraron una cone~iOn entre el modelo Optico 
-fenomenolOgico de las reacciones nucleares y el modelo de capas. 

Estos autores simularon el potencial de H-F <potencial 



autoconsistente> mediante un potencial fenomenolOgico cuyas 
caracterlsticas se determinan a partir de los par•metros del 
potencial optico. Esto es conveniente ya que al sustituir el 
potencial autoconsistente por uno fenomenolOgico se obtienen con 
mayor facilidad expresiones para los niveles de energla, lo cual 
permite encontrar una fbrmula del tipo Bethe-Weizsacker para la 
energia de amarre. Ade~as, el uso de los pararuetros del potencial 
Optico fenomenolOgico es adecuado ya que este es un potencial 
bastante general, es decir, se aplica sobre una gran extensibn de 
la tabla nuclear. 

A continuaciOn se mostrara la conexiOn existente entre el 
modelo de particula independiente y el modelo Optico 
fenomenolOgico <CBH BOJ>. Para esto, se sigue el planteamiento de 
Frahn y Lemmer < ver Frahn - Lemmer 1957a, Nuovo Cim. 5, 1564 y 
Frahn - Lemmer 1957b, Nuovo Cim. 6, 664, Referidos en CHe 79J> 
que explora las caracteristicas de la ecuaciOn de Schrodinger con 
un potencial no local, que, en el espacio de configuraciOn, es: 

donde se ha incluido el potencial de C~ulomb, Vc<Y.). 
.. Se supone que el potencial,w:,V.')' satisface.las siguientes 

condiciones: . . • . . 

a> 
en 

Es Her mi teano, 
y. y °V"' • 

o equivalentemente, si es real,, 

b> · En materia nuclear infinita *• 
invariante.bajo translaciones. 

el potencial 

sim~trico 

debe ser 

c> La no localidad no es muy grande, ya que los potenciales 
locales· han generado resultados que se aproximan a los 
experimentales. 

La estruct_ura de 1J~~1 ~ 1) propuesta por Fr.ahn .y Lemmer es: 

<~.15) 

e::: . ... .., 
donde dC>..,lY,r)es una funciOn que tiende a la delta de Dirac cuando 
el alcance O... tiende a cero. La expresiOn que ellos usaron para 

-------------------------------------~--------------------------* Se denomina materia nuclear infinita a un medio uniforme 
hipotl!tico, formado por un nClmero igual 11 que tiende a infinito, 
de protones y de neutrones, cuyo volumen tiende a infinito, con 
densidad constante y en el que no hay interacciOn Coulombiana. 



la delta de Dirac es 

'l- -, \ 0-(y.¿,)'-
Óo.. Y-Y' ) = ----- ~ 

. ~ (1\ e(-)~ 
(3.16) 

Sea ~Q.ll??°)la transformada de Fourier de ~u..(~) , 

(3.17) 

donde .:; = -¡. - r •. Desarrollando ~c.i..l~)en serie de Taylor 
al.rededur de un cierto valor ~~, 

y tomando sOlo hasta el primer orden del desarrollo para eliminar 
la integral en la ecuaciOn (3.14>, se obtiene la aproximaciOn 

- "Í\ 2.. [V'7.. \ ;- 'V'· \ "\/ t- \i?.] tf, ..i. 

~vvio \v\C.v,k.1.) . t-.\lY.,k}-) . M.lv,IC-> . ICv-)-+ 

(3. 18) 

donde 

(3.19). 

Tomando \l.z..:c, la ecuaciOn <3.17> se reduce a 

_!_ [? 1-~ .\- 'l.? . ~ :p + _\_ ? "l. J ~ (y ) -t 
a Mt'f) ~<.Y') t--\tr) 

+- [ W c. t Y.) + w Ñ t Y>} ~ Lr > - E ~ c.~) ,, 
(3.20) 

denominada aproMimacibn de masa efectiva; en este caso, la masa 
efectiva depende de ~ : 



(3. 21) 

En lo que sigue solo se considerarAn potenciales esf~ricos, 
y se tomarA 

...... 1 ..... , .. ,a..:i p ..... 
V'\J ~ (Y') ::. - 'V'\,J 'O -1- 1-l e_ V' ) C3.22a> 

y 

C3.22b> 

¿tonde f.,C.t>)=1=fc.t~)yW~/W~ )o . El factor de forma nuclear, 
ft.>(.Y) es practicamente constante en el interior del nO.cleo y cuando 

r se aproxima. al valor del radi. o0 nuclear, su valor tiende. 
rapidamente a cero. . El factor tc.C.r) corresponde al de una 
distribuciOn uniforme de carga, de tal forma que permanece 
apro:<imadamente constante en ~l interior del nt:lcleo y a partir de 
su superficie decrece como 1/r. 

La expresiOn C3.22a> se puede escribir 

I 

entonces la masa efectiva se desdobla como 

donde·· 

M.o~\ +(3-rl 1-~,_,(\-)1~-·,, 

0 = a_L~D w~ > .0 
'J.. .. 

Al sustituir. <3. 24> en <3. 20>, se obtiene· 

donde 

<3.23> 

(3.24> 

(3.25> 

<3.26) 

w' t v, v> ::. .,.":. ~ [ < 1- f .e \'"l) v \. 2 v. (1-.f .,Ct> )v n'U-f..l.->)], '"· 271 

25 
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es decir, el potencial no local de part1cula independiente es 
equivalente a un potencial que depende de la posiciOn, de la 
velocidad y de la pres_encia: de una masa efectiva constante. 

La relacibn entre los parAmetros de la ecuacibn de 
Schrodinger y los del potencial Optico fenomenolOgico, que se 
obtienen experimentalmente, se encuentra del anAlisis de los 
estados de dispersiOn de la ecuaciOn <3.26>. 

Despejando la energia cin~tica de la ecuaciOn (3.26>, 

E-WNC.V') -Wc.(Y')-W
1
(Y,v) t (y)~ 

\ -r (?. 
<3.28) 

y sustituyendo el termino-~~ V\.~ en la misma ecuaciOn, esta 
se n~duce a 2..~o 

C3. 29) 

donde 

(3.30> 

. . . l + ~ .. 
En materia nuclear i nf i ni ta, ~tJC.1'=::{ =.t (.") 11 w' se anula y, por lo tanto, ~ 

el potencial 

<3• 31). 

En base a esto, el potencial· para nücleos finitos se aproxima 
como 

(3.32) 

y, comparando con la parte real del potencial Optico, 

(3.33) 

se.obtienen las siguientes relaciones: 



w~ ( \ + ~) \Jop / 

_J3 
°'/ (!>-=-

o{ 

l + (l \ - cA. 
y 

ot\N~ o( c. -:z:. / ~/3 

Ahora bien,. (y> se definiO como 

(3 ::; ú. ,_ YV\.-c w~ > o,, 
- '2.~'-

(3.34a> 

(3.34b) 

(3.34c> 

entonces, sustituyendo <3.22> en (3.34b> y (3.34a> se obtiene el 
rango. de no localidad en funciOn de Vop y de o< : 

2..~ '2. 
ú..:: o( (3. 34d) 

YYt.o\Jop 

Una vez obteni.dosW:>'~(!»;,W~ yO...ya se pueden estudiar los 
estados ligados del nücleo. 

.. . " ' . -· 

En el ·interior del ·nttcleo el fact.or· de forma nuclear es 
pr&.cticamente constante, .f?~(.Y)~\ , entonces, .el potencial \'IJ 1(.'t',V.;)es 
pequef'lo comparado c:on WNl'f'')y We.C.V). Esto permi·te considerarw' 
como una perturbaciOn a la ec:uaciOn 

[ 
~ t.. 2. ] t\) e.o) l\t Co) 

- ~'i{ V "'" W 11>tr>+W ct\"l 1'P :=. €.\t :t v 1. 
2~ .... ·. ······ . . .. . 

<3.35) 

donde la masa·efectiva es 

<3.36) 

Ahora, la ecuaciOn de Schrodinger en el caso local es 

(3.37) 

Esta ecuaciOn se obtiene dividiendo la ecuaciOn de Schrodinger no 
local por lH· ~) Entonces, la relaciOn entre los niveles de 
energia en el caso local con los del no local est• dada por: 



es decir, 

E: (.o) -
')) -

/ 

\ + (? 

mo E - ") m~ 

relación que serA de gran utilidad mAs adelante. 

(3.38) 

La profundidad del potencial optico depende 
nucleón <protones o neutrones). Dicho potencial 
escribir en la forma 

del tipo de 
se acostumbra 

(3.39) 

do~de ~=·1 para neutrones,6-:1 para protones e I = <N-Z> /A. 

Ahora bien, la masa efectiva depende de la profundidad del 
pozo, i.e., depende del tipo de nucleon. Seg~n la ecuaciOn 
<3.24>, se tiene 

'Y't'l lit = M (;O).= \'V'l o 
( - o._2nto W ,\)C.O) 

t..) ~ <Jil'L 
donde W,.,(o)-=.. -W0 de acuerdo con la ecuacion (3. 22a). 
Asi, de la expresion C3.34a> se obtiene 

. (3. 40) 

de \.a. I oll) Si la forma ·~~ es 

(3.41) 

entonces 

(3.42> 

,_.z. W\.o 
donde ~E ~ ; por lo tanto, la masa efectiva promedio, 

'l.~1.. 
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(3.43) 

(donde los subindices y se refieren a protones y neutrone~ 
respectivamente>, puede escribirse como 

(3.43•) 

Adicionalmente se tiene 

(3.44) 

Sum:-.. n:Mo 1 as expresiones <3. 41 > y C3. 42>, para protones y 
neutrones, y dividiendo entre 2, se obtiene que 

.. Wb-:.. rvl V0 -\-lL(1:W,)(l:V,). . mw: , -
oe A~.-;?jando />'- de (3. 43' > y susti tuyen_do el resultado en 
{:. 2¡-;»:'.!~cos_ que · 

-·· ·_,.,_ 

\'V\ ·-·v· - o 
V'Yl* 

4ue se puede reescribir como 

(3.45) 

<3.45>, 

·(3. 46) 

(3.,47) 

Al resolver esta ecuacibn y desarrollar en series de 
potencias hasta primer orden, se encuentra 

Wo-:= Wl Vo[ (~te-1 )C:tW,)('l:'Va) ] <3.48> 

tv'\4'C 1 +. ( ~- "º )1.. 
Ahora de <3.42), restando el caso de protones al de neutrones, se 
obtiene 

(3.49) 

de donde 



- p.. y o 
(3.50) 

Despejando t"- de '(3.43' > y aproximando vJ 0 por el primer termino de 
(3.48), se obtiene que 

(3.51) 

De C3. 43• > y <3. 51 > se pueden calcul ar(YYlo/VY'J.tc)p y(Mo/m«)Y\en 
termines de la masa efectiva promedio, de donde se 

(3. 52) 



CAPITULO 4 

NIVELES DE ENERGIA Y FORMULA DE MASAS NUCLEARES 

A pesar de que mediante c~lculos autoconsistentes es posible 
calLular las energfas de amarre para los diversos nOcleos, ~stos, 
adem~s de su complejidad, no proporcionan una expresiOn 
algebraica para la misma. 

Con el propOsito de obtener unaexpresiOn algebraica para la 
en,,cr·gia de amarre, congruente con .el modelo de capas,. ... Bauer: y 
H.-.:rrera sustituyeron el· potencial autoconsistente de la ecuaciOn 
ci.:! Schrodinger por uno fenomenolOgico con parAmetros adecuados y, 
a partir de este, obtuvieron expresiones para los niveles de 
energ1a. Sumando adecuadamente dichas expresiones, se obtiene una 
fOrmula para la energia total del tipo de la fOrmula semiemplrica 

··de .. Bethe-Weizsacker. · · 

En este capitulo, se describe brevemente el . planteamiento 
-fenomenolOgico para el cAlculo de la energta'de amarre de ·1os 
nOcleos,. del cual, el presente trabajo es un complemento. 

El trabajo de J~ Herrera <CHe 7qJ>, que se describe a 
continuacibn, considero exclusivamente un potencial com~n 

esf~rico y determino la relacibn algebraica entre la energla y el 
n~mero de nucleones para el caso de capa llena. ·La expresibn que 
se obtuvo se aplico a toda la tabla peribdica, dando como 
resultado un ajuste global compatible con el de la fOrmula de 
Bethe-Weizsacker, esto es, muestra la desviacibn sistem~tica 
asociada con los nümeros mAgicos. Este trabajo omite, por lo 
tanto, la existencia de deformacibn y las modificaciones a la 
relac:iOn algebraica generadas por el llenamiento parcial de la 
O.ltima capa en el caso de ndc:leos difer.entes a los mllgicos. 
La consideraciOn de estos dos aspectos 1 leva a 1 a definiciOn ... de 
una correc:ci6n por deformaciOn, misma que fu~ tratada por A. 
Rosales en su tesis de licenciatura <tRo S4l>, y una correcciOn 
por llenamiento de capas. 
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Considerando a los protones y a los neutrones como gases de 

Fermi independientes, la energ1a del nücleo se puede desdoblar 
como la suma de las contribuciones de los protones y los 
neutrones a la energla total, i.e., 

donde el 
nuc:lear. 

par~metro ~A 

( 4. 1) 

indica la deformac:ibn del potencial 

Por simplicidad, consid~rese ñnicamente el t~rmino de la 
energla correspondiente a los neutrones,E(N~~;~~· Este t~rmino se 
escribe 

(4. 2> 

donde( "Pt>t.l es la c:orrecciOn por deforma~ibn. Esta correccibn es 
la diferencia entre la energla del sistema cuando se considera la 
deformaciOn del potencial nuc:lear y la energla del sistema cuando 
no se toma en cuenta dicha deformaciOn, i.e., 

La energla del nucleo sin deformac:iOn es 

E (N) = L [ E:\'\l)- -i''lr"'-cz...) 1 NV.t) 
rt,Q.,) . 

L [E:~- ~'ll;..Jt\\;._ +t=,ce.~-t'U.t]~~.., (4. 3) 

.A.ec.c. iGc.~. 

donde N;.. es el numero de. neutrones en el i-~si mo nivel, el 
Indice de la primera suma < ~.~ > denota que ~sta se lleva a c:abo 
sobre las capas llenas y la suma c:uyo rango es C.~. se realiza 
sobre la capa abierta. Llamando (J.,)..:. a los sumandos 
_: · \ ,..~. esta expresiOn es .,...., --·u,,._/ 

::l.. . 
A."' 

EtA.t..\) =L. LU~ N;., -\- w ... , . 
A.. N~,, <4. 3•) 

A.e.C.,C. ¡e. e.e... 
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sujeta a la condicibn . 
LM. 

L W;._N~ (4. 4) 

.i..ec.c.. 
donde: 

a> 
m~gico 

denota los numeres cuAnticos asociados 
correspondiente a la ultima capa llena. 

al numero 

. 
b) .A...:¡:. denota los n~meros cuanticos del nivel de Fermi. 

y 

Definiendo . 
A.~ 

L c_¡,_,..,.) = t:on - L w~~;,, 
c.~. 

. 
J..."" 

=.Lw~N~ 
c..c. 

, 
c.~. e.e.. 

<4.6) 

<4. 7) 

se puede despejar .l Li...u.) en func;iOn del no.mero mAgico 
correspondiente a. la .. ultima capa cerrada,l.:.lt.lf) .Est.a expresiOn fue. 
obtenida por J. Herrera CtHe 79J, p~p. 4.17-4.24>; ·quien no sOlo 
la uso para los nñcleos magicos, sino para.toda la tabla nuclear, 

··esto es, 

Es claro que en un planteamiento mAs preciso, 
obtenida de ·la manera. arriba indicada~ · debe 
incluyendo una correccibn por llenamiento. 

4.1> NIVELES DE ENERGIA DE PARTICULA INDEPENDIENTE. 

la.•. energla, 
compensarse 

En esta secciOn se obtiene la e>epresi.On para la energla de 
los niveles de parttcula individual empleando el potencial de 
pozo cuadrado infinito <tHe 79J>. 

(4. 7> 
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r 

donde 

La ecuaciOn de Schrodinger es 

\L z..= "lm~ (e. -t V ) .J 

-h.'-
con las condiciones a la frontera ~(O) =O - 'Í't."R..) 

(4. 8) 

... 

(4. 9) 

Las soluciones de la ecuaciOn de Schrodinger para la parte 
radial rle la funciOn de onda, son las funciones esf~ricas de 
Bessel q:t~ se cancelan en r=O y r=R: 

(4. 10> 

donde~es el cero correspondiente a la funciOn de Bessel. 

Para representar u::>lr\.l.. se puede emplear 
asintOtico 

el desarrollo 

Q..( Q.+\) [2. t 1.(J.+ \) • 2. '< J 
·)'\+'2 tr~ ,. 

+•-<4.11) 

<tGR 651>; en esta expansibn, n se relaciona con el nOmero de 
nodos <m> por 

Yl = · 2. (Wt- L) + t. (4.12~ 

Tomando Onicamente los dos primeros tl!rminos del desarrollo y 
despejando C2Yl.l de la ecuacibn <4.10>, se obtiene 

e)'\.e.. ~-V+ ~' ) ( \1+2 )-z.TT t. -.tt t-t-\) \... <4. 13> 
l..Wlo "R '2. '\ 2. ( · 

Ahora bien, en lugar de usar un potencial de pozo cuadrado 
infinito, es mAs adecuado considerar un pozo cuadrado finito. En 
este pozo, el espaciamiento entre los niveles decrece con la 
energia, al contrario de lo que ocurre en el pozo infinito. 
NOtese que las soluciones de la ecuaciOn de Schrodinger con un 
pozo cuadrado finito son aOn las funciones esf&ricas de Bessel 
pero que, en lugar de anularse en R, se acoplan a una funciOn de 
Neumann. Entonces, los niveles de energla para el pozo finito 
corresponden a los que se obtienen de funciones de onda que se 
anulan en radios R• mayores que RJ ast, la expresiOn para la la. 



energla del nivel sigue siendo aproximadamente v~lida si se 
aumenta R en proporcibn a la energta. Se propone 

<4. 14) 

Expandiendo \j 12' ~en 
como cr A.f"/3 ' donde 
menor o igual que-1, 

un desarrollo de Taylor y 
<r"' es un parAmetro ajustable y 
la energta del nivel se escribe 

reescribiendo ~Yo/~ 
p un entero 

Ahora bien, el potencial debe incluir un t~rmino de 
interacciOn spin - Orbita invertido: 

<CCDL 77J>, donde el coeficiente C es 

e=.-~-~ A t{'l;.Mo ~"2) 
·y /:'... es un parAmetro ajustable sin dimensiones, cuyo valor se 
obtiene de los rompimientos spin-Orbita experimentales. , 

De lo· anterior se concluye que la nueva expresiOn para 
niveles de energ1a es 

e~ · = -V+ 11.'L.. . (' - 'l.cr .A!'?.n.) ..c. \ t \1+ 1 )?;1Tt. _. 
t) l."1.o '¡2..°L \ \ 'l... 

- ltl+l)- A\_ j t)+1) -.\..(l.\-l) -~] ~ 

los 

( 4. 17> 

Finalmente, la profundidad del potencial V es la del 
potencial Optico fenomenolOgico que se acostumbra escribir en la 
misma forma que la de la ecuaciOn (3.39>. AdemAs, ecuaciOn 
<3.38>, recu~rdese que la relaciOn entre los niveles de energfa 
de la ecuaciOn de Schrodinger con un potencial local <e~> y los 
de la misma con el. potencial no local, est~ dada por E:.\,~ .J._ e..,: por 
lo tanto, la expresiOn final para los niveles de energta es 



.Q.(Q..+1) -

<4. t8) 

.2> FORMULA DE MASAS NUCLEARES 

Una vez · obten:i dos los nivel es de energj. a, ya se puede 
r.oceder a deter:,.:i. nar una e:{presi bn para la energ! a de amarre. En 

5Qcci0n se ·~sumirA eJ desarrollo realiz~do por J. Herrera 
7ºJ >, para ~'1{;~·t.ener d; c:ha e>:presi On. 

~· .J: 

E <4. 1.9) 

<4. 20a> 

."\ 

sta e:·:presibn difiere de la que se encuentra deJ m~todo de H-F 
n el t~rmi.no ~ L'U..:. . Este t~rmino fue introducido por Herrera 
ara tomar en cuenta contribuciones de segundoorden al potencial 

en el esqueme conocido como Brueckner-Hartree-Foc:k­
.-~'!i"O!"""ma! l. z ado. 

Herrera por simplicidad, realizo la s~ma <4.19> s6lo para 
.:'.!.·i::leos con capas c:err'°'das. La expresiOn que obtuvo para la 
~rg! a la uti 1 i zO sobre toda. la tabla nuclear a.l realizar el 
.f,uste de sus coefic:;.en.tes, como se indico en la introducc:ion de 
~e capitulo. 

36 



Para ·los neutrones <protones>, Herrera separo la energta 
como 

<4.21) 

donde: 

(4. 22a) 

,, 
con ~=(~~)? y 

'/,=o -=. ~º si N < 20 Cn < 1> 

-.¡..,-=-o,, -r, = 1 si 20 < N < 50 Cn = 2) 

-.;.., -=- \ -:.. 'f '2.. 
si N > 50 <n > 3). 

Sumando <4.21) para protones y neutrones, y simplificando el 
resultado, Herrera obtuvo una expresibn para la energia total del 
tipo 
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que es lineal en las 'T~ por lo que se puede emplear el m~todo de 
mtnimos cuadrados para su ajuste. Las T~ son 

(4. 24a) 

Tl-= T, ~~ l(~:-~)~º -~J(J / 
(4.24b) 

(4.24c> 

Tu _ . . ( .. ~ _ -t ) v, 
\ - T~ ma: \ V: <4.24d) 

De las expresiones <4. 24> se pueden despejar los parAmetros Va/V.,, 
Y't\ º /'M• ' 'V' o,_ Y Vo ( H-d.) . 

L.a expresi6n <4.23> puede escribirse como 

(4.25) 

Las expresiones para E.e. y E" p son: 

(4. 2ó) 

y 
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o para los nüc:leos par-par 

~y para los nOc:leos c:on N par z i rnpar 

~,, para los nOc:leos c:on N impar z par 

i~-Tbp para los nac:leos i rnpar - impar - (4. 27a) 

donde 

6YJ = ~v=- \ l /\
1112 Me V. C4.27b) 

Para ilustrar lo expuesto hasta aqul, en la figura <4.1> se 
muestra la diferencia entre la energla de amarre obtenida de la 
fbrmula de masas ajustada y la energla de amarre experimental. 
Para realizar el ajuste, los valores que se escogieron a priori 
fueron: ~o= 1.352 ,el.¿,= 0.69 y (J' = 0.65. Los valores de las Ti's 
que generb el ajuste fueron: · 

T(l) = -32.15621, 

T<2> = 13.70659, 

T<3> = 12.13010 
y 

TC4> = 0.27835. 

L.a desviacibn fue de 2.79 MeV. SustituyenQo estos.válores. en las 
e~cpresiones <4. 24>., se obtiene que 

y 

'J, /\Jo = o. 412775, 

= 1.803804, 

'fYL/VYl~ = 1.055593 

Vo(Hó.),;.. 60.925400. 
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FIGURA 4.1. Di~erencia entre la energia de 
amarre tebrica y la energla de amarre 
experimental <en Mev> en funciOn del 
no.mero de neutrones. NOtese que los 
nO.cleos que corresponden a no.meros 
m~gicos, presentan una energla de amarre 
mayor que la esperada. 
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CAPITULO 5 

.~:;;~RRECCIONES POR LLENAMIENTO Y DE MASA EFECTIVA 

En este c:apttulo ·se definen las c:orrec:ciones por l lenamiento 
parcial de c:apas y la de masa efectiva. 

La energta total del nüc:leo es . 
~~ . L~ . 

ECN) =-!- (),.i->.) +.L. w¡_ Ni.-=...[~~)+ L w;.. t\J.( 
. c. . "-. . <:. . '4... 

J..~ 

..l..t~) + [1c~).r L w;..Nj,_ -...e(~)] 
e. c... 

-r::;, J:_, C.~) + C f' L L ( tJ) ,, 

~onde~; A. '"' 1 '1 ·;y W ¡_ se definen de 1 a misma manera que en · el 
capitulo anterior y la.correccibn por llenamiento <CPLL> se 
deflne como la diferencia 

Á..l= 

C'PLL t~) = E t".n - ...i c.~> =-.itt\\) -+~ c.i) + L w,¡_ ".L .. 
e.o... 

(5. 1) 

De esta expresi On se ti ene que si N -=- ~ , es dec:i r, si el nücl eo 
es mAgic:o, entonc:es CPLL = O ya que ~~ , el nümero de parttculas 
en la siguiente capa,. es nulo. Si J.J=\.f", el siguiente nümero 
mA5!ico, tambi~n CPLL = . O ya que ..fc\lp-t L: <.ó.i.. /\) ..\. es igual a 
·~('1llc) y ademAs, esta relaciOn funcional es en principio 
"~xacla" para los nücleos mAgicos. 
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Para una sola partfcula en la capa abierta se tiene que 

e PL"-t'-'1+1) = .Z c.vp + w,·~ _ ¿, l.V¡ t \) _ 

~1.C.~) +W\~ -[2_(\1)+ ~.lt'J) \ +.:.] ·. 
1 ~ tJ IJ=~ 

entonces 

donde el segundo t~rmino del miembro derecho se puede identificar 
como la energia de separaciOn. 

{';¡;:r;:Y.<.· ,h~;: proceder a evaluar la expresiOn para la correcciOn 
por-'!::--J .. ~-:-:-:·,;:;mi '~nto, es conveniente incorporar ex pl 1 c i tamente un 
eTe~~o ce segundo orden en perturbaciOn que se denominarA 
corr~cciOn dB masa eTectiva <CMEF> y que se explica a continuaciOn. 

En el capitulo 3 se viO que el eTecto de la no localidad se 
puede representar con un Tactor multiplicativo comün Mo/M•, en 
general mayor que uno, en los niveles de energia_de pa.rticula 
independiente que se obtienen del potencial local. Ahora. bien, 
diversas investigaciones .CCBHHQ. B2J) . que toman en cuenta 
correcciones perturbativas cie segundo orden, muestran Lln e-fecta 
de·cancelaciOn en el nivel de Fermi para el cual la masa e-f~ctiva 
s~ hace pr~cticamente igual a l~ masa real. A la di-Ferencia en la 
contribuciOn de la capa en llena.miento a la energia total, cuando 
se considera una masa efectiva igual a la real, se denominarA 
correcciOn de masa e-Fectiva. 

En TunciOn 
energta total es 

de lo anterior, 

.. 
A. ..... 

L 
e.e. 

en lugar de 

E <...t..>) 

la expresiOn cor:-recta para. la 

(5. 2) 

(5.3) 

La expresiOn <S.2> se puede reescribir como 

- - .,. ' 

•.;~ '.~·:,~ '-~~~j~[;h:¡;d~i~~~\f~~/ 



>...T 

A. +L (~º-'\)w~N;._ 
e.e.... 

donde la correccibn de masa efectiva es 

~:; 

CU.E."f(~):: L (~ -1.)w~ N 4 ~ LJ tlw:...)-1 )w~~ ... ; (5.4) 

C..Q... c.~. 

nOte~e que en general, el cocienteYl'l«/rrz.es funciOn del nivel; sin 
embargo, en primera aproximaciOn, lo consideraremos constante. 

:5. ~.; :~·!-.ll~RGIA DE LA ULTIMA CAPA 

,,:. p";:i.ra calcular la correcciOn por llenamiento y la correcciOn 
de~·,,masa efectiva. es necesario evaluar primero la energ1a de .. la 
O.l~im~ .. c:;apa,. es decir, la suma f. .. \a..>A, t..!·"-. ; para esto, la suma se 
aprox :l :T!?l medí ante l!na integral.·• · · · 

A.¡: ' w 

L c..u;.. Ni. .•11---~> )· de. e yce..) , 
e.o... WW\ 

do.nde .P representa el nOmero de part1culas por nivel de energ1a 
.. Y~esel nivel inferior .de la llltima capa. Est.a aproximaciOn se 
hace con .las siguientes constricciones:· ..... ·""·'''· .·.· . - ·•""" , - ' . 

a> <S. 5a> 
/ 

donde ~· es el no.mero mAgico correspondiente a la capa abierta,~ 
es el numero mAgico correspondiente a la Oltima capa cerrada 
y U)'IM es el nivel superior de la Oltima capa. 

b) r~; f (} (. ) f7 (.\1 A.) <5.Sb> J,' ue. e. (E:.)=- ve~ vt•,, Ji... -_Á--'J "\/ " 

WW\ 
es decir, la integral sobre toda la capa del nivel de energta 
multiplicado por la densidad debe ser igual a la contribuciOn a 
la energta total proveniente de la ~ltima capa, si esta estuviera 
llena. El subtndice N indica que las energías para ~,. y ~ se 
deben de evaluar en el pozo de potencial correspondiente a N y no 



.,.,~y~ en los pozos correspondientes a / ( 

Se propone que la densidad sea lineal 

(5.6) 

donde m y b se determinan a partir de las constricciones. 

Al sustituir la densidad 
obtienen las relaciones: 

en las ecuaciones (5. 5)' se 

C5.7a> 

y 

DespejandoM y b de C5. 7a> y (5. 7b) se obtienen 

Wl:=l'l.. 
. . rt*-~ . 

L..ic\111:>--l~c11>- ~ c.w.t..\+w\M) C5.Sa> 

( w M.-t w\N\) '3 

y 

W\ <5.Bb> -
1. 

Ahora se evaluarll la suma 1:.w;.tJ,4. Para esto, el nOmero de 
particulas de la ültima capa ha~a el nivel se denotarll como 

r_,,/"'tt.v) y l_a
0 

energla de la i:iltima capa hasta el nivel CA.J se 
denotarll por..,.x_(w) 

El nümero de partlculas hasta el nivellO es 

~ . 

v{lw):: \ clefCC1.): 1i-(w-W,,.)'"-l-b tU)-Ww\), 

)w'n-\ 
(5. 9a) 



r 
1 
1 
1 

y la energ!a de la tAltima capa hasta el nivel es 

w 

J2 e u>) ::. ). OJ... e. f C.e.) = ~ tw-wW\)
3 
+ ~ w.,tw-u:i ... l'+ ~ (J.J.f-w~) 

Ló'M. 

(5.9b) 

En las ecuaciones <5.9) se tiene ~c.-V(t.U)y.Í. =~(W); pero, 
para real izar los c:Al c:ul os, 1 o adecuado es tener ,e=)Q:,f""> Ahora, La 
ecuacibn C5.9a) se puede reescribir como 

o equivalentemente, 

dor:'--':h:: A se 
obtiene que 

define como la diferencia w-W""". 

(5. 10) 

De <S. 10> .se 

(5. 11) 

Sin embargo, . 6:. y .P deben ser positivos y, en particular, 
.f'lWw..):. b debe ser mayor que cero. De lo anterior se infiere 
que el. signo adecuado de <5.11> es el positivo. 

·De <S.9> y <5.10> se obtiene que el inc~emento de la energla 
.en f.unciOn del ntAmero :ele partfculas es 

JZ.cJf) = ~ 6.3-r~~"l..wVV\+ }2_ L<..u+W\1\1\)A 
3 . '2.. "2-

YV\ ~?:, + ~ A'2.l.J.)W\ + Q_ f:::.. (~ +'lWW\); 
3 '2. ~ '2... ·. 

pero, ecuaciOn <5. 10>, Yyj_6.'--t-b/s:j{' , entonces 
'2... 

(5. 12> 



En funciOn de.JZúr), la correccion por llenamiento parcial de 
capas y la correcciOn de masa efectiva se expresan como: 

e ?L:L 
(5. 13a>,. 

y 

(5.13b) 

donde el cociente M'tlc/Wli> es constante para cada tipo de nucleones 
en un nücleo dado. 

5.2>CALCULO Y RESULTADOS. 

En esta secciOn se describe la forma en que el c~lculo se 
realiza. Dados N y Z, se hace lo siguiente: 

I> Se seleccionan los valores de los.parAmetros Vt> ·, V,, 
cr ' V'o ;.'Nl/M*, a 'A . Los valores de estos parAmetros para el. 

I • l> Vº Sl.t;S µ'2.v 
I. 2> V\ 2.1.'18 }J\e,. V 

I.3> Y' o \. 35 "f 

I. 4> p ::: - 2.. .... cr::: o.f:.S :1 ú.. e:. - Q.~C\ tv\e.\J 
I. 5) 

I.6) 

I. 7) K , donde\(~ 8. 86 MeV. 

I I> Se 
encuentr. an N 
)~up Ylt~t ' 

determinan los parAmetros de las capas en las que se 
yZ, es decir, v¡i1c., '1 ,V\sup ,V\h'\f,~!.up,~llllF , 

donde n, 1 y j con el subtndice sup y el subtndice 
no.meros cuAnticos asociados con el nivel superior y 
inferior de la O.ltima capa respectivamente. Esto se 
a la siguiente tabla: 

inf son lo~ 
con el nivel 
hace en base 



~-- = 50 82 126 184 

Vlsup = 4 5 5 6 

~$vp = 4 5 1 o 

) $\.1? = 9/2 11/2 1/2 1/4 

~ = 20 50 82 126 

Y'\ ine = 2 4 5 6 

~H\e = 2 2 5 6 

) \ \\.~ = 3/2 7/2 9/2 11/Z 

TABLA 5.1 

III> Con los resultados de los pasos que se indican en. los 
incisos anteriores, se procede a calcular los valores de "Ji'\!\ y 
WM.. < <ecuaciOn <4. 19> > y adema.s se determinan los cocientes 

lWlo/Yll\k)p y(~o/Wl .. )1,1, de acuerdo con,J.a expresiOn <3.52>. Despu~s 
se, determinan, ecuaciones <4. 23>, ~J.tt.~) (~* 1 1\) ~ .L ~C:o(IJ {'i) ,A.) J 

_i ~ t-i) (vt I ¡\) . . . · 

IV> Con los valores de las energias. totales y los niveles de 
energta, se evaluan la pendiente· <m> y la ordenada al origen· (b) 

de la densidad de nucleones por nivel de energia, como se indica 
en las ecuaciones <S.B>. Ahora bien, algunos valores de la 
ordenada, calculados con los datos del pa.rrafo III, resultan ser 
negativos¡ esto es contrario al significado de la densidad, 
ecuacibn <5.6> 11 ya que la densidad debe ser positiva. La manera 
eri qu~··esto se corrige es ensancha~do 1 a Clltima capa hasta que .b 
>o., es decir · 

·W"'-' t-1---~~ w._:. Wf...\+2 2> 
W V'V\ l -j> ú.l ~ =. WV\.'\ - ~ . 

<en la prActica, el ensanchamiento total vario entre O y 3 MeV>. 
Esto es razonable, ya que al sustituir la suma por la integral, 
la funciOn U,)~ que es discreta, se transforma en una funciOn 
continua que se debe "suavizar" en los extremos < WW\ y Wk >. El 
nivel superior se ensancha m:i.s que el inferior debido a que al 
final de la capa, el nfimero de ~ucleones por nivel de energia es 
mayor que al principio de la misma. 

V> Finalmente, se determina el valor de la variable A el valor 
de la energta de la ~ltima capa, la correcciOn por llenamiento y 
la correcciOn de masa efectiva como se indica en las expresiones 
(5. 13). 



En las figura CS. la>, <S.lb>, C5.2a> y C5.2b> se muestran 
las grAficas de la correcciOn por llenamiento de capas para 
neutrones, la correcciOn por llenamiento de capas para protones, 
la correcciOn de masa efectiva para neutrones y la correcciOn de 
m.~,-.· .. 1 efectiva para protones, respectivamente. Los paré.metros 
r•"pleados para obtener estas grA-ficas son los que se usaron para 
w;,:-:';!ner el ajuste que se grafica en la figura (4. 1 >. El a.juste 
glubal de la fOrmula de masas nucleares, que incluye las 
correcciones por llenamiento y de masa efectiva, se ilustra en la 
-figura (5.3)J nOtese la diferencia entre esta -figura y la figura 
<4.1>. Los valores de los parAmetros empleados para realizar el 
ajuste son: 

= 1. 352, 

O.e. = o. 69 
y 

=O. 65.· 

Los valores de las Ti"s que se obtienen con estos parAmetros son: 

T<l> = -32.84695, 

T<2> = 57.35403, 

T<3> = 12.49635 
y 

TC4> = 11. 47f96. 

··En base a ei:;.tos valores, se obtiene que 

Va/Vo = 10.10152, 

= 1. 80946, 

1.09088 
y 

VoCt-tA) = 60. 22100. 

Nbtese que· a excepcibn de Vl, estos valores son comparables con 
los que se obtienen del ajuste graficado en la f.igura (4.1) •. 
Finalmente, la desviaciOn que se obtiene en este caso es de 6.87 
MeV 11 valor mucho mayor que el que se obtiene de la fOrmula de 
·Herrera. 

En la siguiente secciOn se discute porqu~ 11 en lugar de 
mejorar el ajuste 11 las correcciones introducidas a la fOrmula de 
masas generan .una mayor desviaciOn con respecto a los resultados 
experimentales. 



,-- toe-- _____ M _______ _.:._ 

1 

' 1 
1 
1 
1 

:. 
1 
1 

' 1 
1 
1 
1 

1 
Y. 
1 

' ' 1 
' ' 1 
1 ,..., 
1 
1 
1 

' 1 
1 
1 : 
>< 
1 

1 
1 

t 
1 
1 

í 
1 
1 

1 
1 
1 

i 
1 
1 
1 

1 
>< 

1 
','I 

1 
1 
1. 

>< 
1 

1 
' ' 1 : ,· 
1 

"' 1 

: 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

. ·• . . . .. 

,.... _ _...,....._~-- ....... x---.....c:---.. 
.. .... .... .... :::; "' :> r; 
+ + + 4 + w ... 

~ :t !!! 
'°' ::;:: L- ~ .... ,.... ...... 

~ 2 ... ¿. 
¡.: ~· . --: . 

:;;. 

FIGURA<5.1a>. Gr:..fica 

... 
':.: ---------..:..w ___ )C ___ . ~ 

.. . 
.. . 

.. . 

.. . . 

: . 
, ,._. 
1 •.;:: 
1 .o 
1 
1 
1 
1 
1 

:, 
1 
1 
1 
l. 
1 
1 
1 

~­
º"' ..... 
"'~ 
!"!~ 

~i ,,,_...,, 
-:; .. 

1 L 
1 ... 
)'( >:.: • p 
1 IXU<>-
1 "' 1 --:• ............. 
1 . ...J-1 

1 "'"' 
1 """' L 
1 
1 

' 1 .., 

'º 1 + 
I~ 
1 '­
><>e 

¡ : 
l 
1 
1 
1 
1 

"" 1 
1 ·• 
1 "' 1 c.. 

1 -~ 
1 .:..· 
>("""' 
1 

1 ~. 
1 • 
1 

' : 
1 

>< 
1 
; 

.1 N 

t ';t 
1 :;.· 
1 r .. ....... 
1 <.: 
1 ... 
1 ... 
1 • 

~ 
1 
1 

:.. 
1 • . ... : .. 
• w • 
1 ·­' "'-' --,.....-~--><---><--'"4JIC .. _ ..:; 

~ ,· ,· rl ,· 

~ 

1 
i 

de CPLL<N> contra N. 
Obs~rvese que esta correcciOn se anula en los 
numeros mAicos tal como se esperaba. 
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FIGURA <5.3). Gr~fica del ajuste global contra 
el n ~mero de neutrones. 



5.3> DISCUSION. 

a) EXPECTATIVAS. 

En t~rminos de la energia de amarre, BECN,Zl, la expectativa 
de que 1 ?.s cc:>rrecci ones mE?joren el ajusti:> dr 1 R f~rmul a de me.sas 
con los datos c::per-:imcmtoles,. os flUI? C'.'~.tos tG?rminos disminuyan el 
va!~r teOrico Bt. En efecto, la expresiOn 2lg~br~ic~ utilizad~ 

por Herrera et al. deberf. '"' en principio ~C?r e::r.-cte. pv.rr.1 los 
nOcleos ml'tgicos. Por lo tanto, c-l utili.:?a- s-<:,te.s P-~:presi.ones pRra 
n~clens di-ferentes de los m•gicos, era de esperarse una 
sobreestima.cibn, i.e., Bt-Be'90. El hecho de que em la figura 
<4.1> aparezcan diferencias tanto positivas como negativas se 
debe a que se hizo un ajuste por mf nimos cuadrados, lD cual 
permitia la comp3raci~n con los ajustes de la formula de Bethe 
Weizsacker. La congruencia con el planteamiento teOrico requiere 
sin embargo un mlnimo ajuste de lo5 parAmetrcs, de manera que el 
cero se desplace hacia los mtnimos qu~ ocurren en los nOmeros 
m•gicos. En este caso, todas las di-ferencias seran positivas. 

En vista de lo anterior, les correcciones a 
tanto l~ d~ llenamiento de capas como la de 
deber!an ser positiva$. 

l á. energi ~. total 
masa eofectiva, 

Consid~rese primero la correcciOn por llenamiento de ca~as. 
Esta corr~ccibn se deTine como 

Ya que eJ valor de 1 a energl a total aumenta>. con-forme .el nO.me?ro de 
nucleones se incrementa~ ~5 dP msper~rse que la contribuci6n de 
la ~ltim~ c:ap?. a la energf.a, L. u.>¡_ N.._ sei'c'. nsgativa. De 
manera on.~loga.. dado que V\~ "l la di-ferencia 
.l.C.\\)- ...c..L..:>) deberla se?r po'.:'.itiva y mayor en valor 
abso!uto que la contribuci~n de la ~ltima c2pa a la gnerg!a. Esto 
~1lti.mo da!'"'!a lugé\r a que lB correc:c:i.on por llenamient.o fLtera 
positiva y ~equeNa. De la figura (5.1> se ve que lo anterior no 
ocurre,· espec:.i al mente c:uC\ndo N y Z son gre,ndes. Una comprobac::i on 
de que el cAlculo se realiza correc~~mente ~s que las 
correc.c:i.ones por Jlen?.miento. se hacE'n cero en los numeros 
~Agicns, tal como se sigue de su plmnteamionto teOrico. 

Ahora, la diferencia <m•tm - 1> es negativa y adem•s se 
.espora que la contribuciOn de la Oltirna capa a la energla sea 
negativa; p~r lo tanto, la correccion de masa efectiva debe tener 
signo positivo. Asi, de lo anterior y de la definiciOn, se tiene 
que la correc:ciOn de ma':.<-' efectiva debe anularse en los numero5=. 



¡ 

1 

lugar a un comportamiento de diente de sierra como el que se 
observa en las figuras <5.2>; sin embargo, los valores num~ricos 
de las alturas de las discontinuidades resultan ser demasiado 
grandes comparados con las diferencias entre la energ1a de amarre 
te~rica y la experimental. 

Vemos por 
cumpliendo. 

lo tanto que las expectativas no 

b)ANALISIS DE LA PRDBLEMATICA. 

se est!tn 

Para tener una idea acerca de lo que esta • generando el 
problema considerese el nucleo Para este nucleo se tiene 
lo siguiente: 

...lc.11>-iC.tJ') = 
2:. to 4- ~~ = 
e .o.. 
C'PL'- = 
C ME.:t= = 

NEUTRONES PROTONES 

-37.00 91. 00 

28. 14 -91.81 

8.91 0.46 

1.48 5.73 

En la tabla <5. 2> se muestra el comportamiento de l.a energta 
total para neutrones en el pozo de potenc:ial correspondiente al 
n~cleo en consideraciOn, conforme el nümero de neutrones se 
varia. En la tabla (5.3> se hace lo mismo para protones y se 
'incluye la ener:-gta de Coulomb < Ec>. En la figura <S.4> se 
esquematizan los résultados que se. pr.esentan e11 estas tablas. 

En la grAfica <5.4>. se observa que la energia total aumenta, 
en valor absoluto, hasta un valor mAximo!l a partir del cual 
decrece. Debido a esto se tiene que el valor de la diferencia 
2AJ cvp - ..e>J (>J) es: 

a> POSITIVO Y GRANDE, <grande en el sentido de que su valor es 
mayor que el valor absoluto de la suma > • En este caso 
el valor de la correc:cibn por llena.miento es positivo, tal y como 
se requiere; esto ocurre cuando y N est~n en la porcibn de la 
curva con pendiente negativa.. 

b> POSITIVA Y PEQUENA. Esto da lugar a que el valor de la 
correccibn por llena.miento sea negativo y ocurre, por ejemplo, si 
la pendiente del punto de la curva que le corresponde a es 
negativa, la pendiente del punto de la curva que le corresponde a 
N es positiva y la energia total asociada con N es menor que la 
asociada con 
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e> NEGATIVA~ Si a ~ le corresponde el mlnimo o la porciOn d¿ la 
curva con pendientJ positiva y a N le corresponde un punto con 
pendiente positiva, entonces la diTerencia serA positiva y esto 
da lugar a que la correcciOn por llenamiento sea negativa. 

Espec!Ticamente, la contribuciOn promedio de los neutrones 
se vuelve positiva a partir de N = 11o·y se tiene queL l...ú~~¡__),C, 
dando lug·ar a los resultados num~ricos expuestos. c:..c:.... / 

'•: 

I I O I o I 
I 6.LIJ /D.N I I 'N I ..C. (N) 

I I ( MeV > I ( MeV ) I ( MeV ) I 
I _________ I _____________ I ___________ I ___________ I 

I I I I I 
I 50 I 807.8 1· 16.2 I I 
I 60 I 896.5 I 14.9 I 8.87 I 
I 70 1 967.1 I 13.B I 7.06 I 
I 82 1 1029.8 I 12.6 I 5.22 I 
I 90 I 1059.0 I 11.B I 3.65 I 
I 1 00 I 1 082. 3 I 1 O . B I ~ 2. 33 I 
1. 110 I 1091.6 I 9.9 I 0.93 I 
I 120 I 1087.5 I 9.1 I 0.41 I 
I 130 I 1070.7 I B.2 I 1.42 I 
I 140 I 1041.7 I 7.4 I 2.90 I 
I 150 1 1000.9 I 6.7 I 4.08 I 
I 160 1 948.9 I S.9 I S.20 I 
1 170 1 886.0 I S.2 I 6.29 I 
1 180 I 812.5 I 4.S 1 7.35 I 
1 184 I 780.3 I 4•2 1 S.05 I 
·1 _________ 1_. ____________ 1 ___________ I ___________ I. 

N = 140, Z = 92 
TABLA 5.2 

~--· -::z ·· -~ ...l_t'2.). ~ ~~/%. .. ~. AL~/AZ .. ~. 
I "'" I e MeV ) I ( MeV . ) I e MeV ) I 
I_..;. _______ 1 _______ _:. _____ 1 ___________ 1 __________ ...;I 

1 I I I I 
I 50 I 1045.3 I 21.9 I I 
I 60 I 1240.7 I 20.7 I 14.54 I 
I · 70 I 1367.9 I 19.5 I 12.72 I 
I 82 I 1498.1 I 18.3 I 10.85 I 
I 92 I 1589.4 I 17.3 I 9.13 I 
1 100 I 1651.7 I 16.5 I 7.79 1 
I 110 I 1716.B I 15.6 I 6.51 I 
I 120 1 1768.5 I 14.7 I 5.17 I I _________ I _____________ I ___________ I ___________ I 

N = 140, Z = 92 
TABLA 5.3 

<Primera parte> 
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I I 1 .27= + t;: c. 
I I I 

I z I Ec I I ([;él;c. )/t. I 6(f-e -1-Ec..)/ /;;:. '2; I 
I 1· Me V I .( Me V ) I ( Me V ) I ( Me V ) I 
I --------- I ---------- I ----------- I ------------- I --------------- I 
I I I 1 I I 
I 50 I 252.7 I 842.6 I 16.9 I I 
I 60 1 366.5 I 874.2 I 14.6 1 3. 15 I 
I 70 I 501-.6 I 866.·3 I 12.4 I 0.79 I 
I 82 I 691. 7 I 806.4 1 9.8 I 4.99 I 
I 92 1 873.5 I 715.8 I 7.8 1 9.06 I 
I 100 1 1034.3 I 617.3 I 6.2 1 12.31 I 
I 110 I 1254.5 I 462.3 I 4.2 I 15.50 I 
I 120 I 1496.0 I 272.5 I 2.3 I 18.98 I 
I --------- I ---------- I ----------- I ------------ I --------------- I 

TABLA 5.3 
<Segunda parte> 

En el hecho de que la energf. a de. ·amarre aumenta hasta 
alcanzar un maximo y que despues de este disminuya., reside la 
causa principal del comportamiento inesperado de las correcciones 
por llenamiento y de masa efectiva. 

El origen de este efecto es el siguiente: El fundamento 
teOrico del modelo de capas es el m~todo de Hartree - Fock; en 
este m~todo, las energias ~e particula independiente se obtienen 
al sustituir el potencial promedio en la e¿uaciOn d~ Schrodinger. 
Sin embargo, ya que al determinar el potencial promedio se esta 
tomando en cuenta dos veces la interacción entre los nucleones, 
la energia total no se obtiene simplemente su~ando los niveles de 
particula independiente, sino que se obtiene como la suma sobre 
la energia cin~tica de la particula y un medio de la energia 
potencial, i.e., 

(7 - ~ (_ t • .\- J~ (\j • ) - j_ -~ .t {;- • -\- -\:. i ) I -e .ü --~ .... '2.. .... - -i. L.~ ""' 
donde..\¡_ y '!S .... son la energia cinetica y la energia potencial de 
particula individual respectivall)ente. Notese que 4c.i. > O y '1J..: < o. 

' Es el aro que aunqLte para todo estado 1 i gado Et-=. -l. ",,:'r'\1.;. < o, 
i .e., li... < \t\J,;.l / para los. ultimas niveles ocupados puede ocürrir 
que t'.._>.l \'U'l..\ y, por lo tanto, {~-1-·t<\Ji..>O. De esto se tiene 
que para bn po~o de potencial dado, a partir de un cierto nivel, 
la acciOn de agregar particulas disminuye, ~n valor absoluto, la 
energia total, dando lugar a los minimos que se observan en la 
~igura C5.4l. Este es pues, el mecanismo de saturaciOn su4yacente 
a nuestro problema. 
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En este 
referentes a 

punto es conveniente hacer algunos comentario~ 

la correccion de masa efectiva. La correccion de 
masa efe.ctiva se definía corno 

).¡:-

C )v\ E"T.::: L 
per.o el valor de la funci6n~~~(U)~)lo hemos considerado constante 
para cada tipo de nucleon de un nücleo dado. En lugar de esto, lo 
correcto es emplear una funcion suave y continua en la capa 
a.bi erta. 

El hecho de haber empleado un valor constante para la ~asa 

efectiva en la capa abierta, es lo que genera la altura tan 
·grande de los "dientes de sierra" en la correccion de masa 
e-fecti va. 

Un problema adicional que debe tomarse en cuenta al evaluar 
la correcciOn de masa efectiva, es que, debido a que M*/Mo 1, 
cualquier cambio pequeno en el valor promedio, dado, del cociente 
M*/Mo puede generar un cambio brusco en el valor de la correccion 
de mas~ efectiva, l~ cual dificulta los ajustes. 

5.4> CONCLUSIONES. 

El proposito de este trabajo ha sido implementar el calculo 
de dos tArminos correctivos a una formu~a de masas nucleares, 
previamente desarrollada por otros autores. El propbsito de est~ 
linea de investigacion, es entender la sistematica de las masas 
atomicas desde el punto de vista del modelo de capas del nücleo a 
un nivel fenomenologico consistente, tanto cualitativa como 
cuantitativamente. 

Las correcciones, llamadas de masa efectiva y de llenamiento 
de capas, fueron definidas de acuerdo a la metodologia seguida 
previamente, y descrita en la tesis. La evaluaciOn num~rica se 
realizo en base a los va.lores de los parl3.metros obtenidos en los 
ajustes previos, lo cual impuso una restricciOn significativa. De 
hecho,. no se manejaron parArnetros independientemente ajustables. 
Los resultados num~ricos no coincidieron con lo que se esperaba 
empeorando, asi~ el ajuste global de la fbrmula de masas. 

Es importante seMalar que el presente trabajo, al analizar 
los resultados negativos revelo la sensibilidad de correcciones 
poqueNas originadas en la capa en llenamiento, al mecanismo de 
saturacion que implica la autoconsistencia del potencial comün 
generado por la interaccion entre pares. Este mecanismo de 
saturacion consiste en que la contribucion individual de un 
nucleon a la energía total est~ dada por y no por la 
energía de particula individual El signo de esta 
contribuciOn, que es negativa para las capas interiores, depende 
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crlticamente de los par~metros del potencial en el caso de la 
capa en llenamiento. El que eventualmente se haga positivo, 
muestra que el incrementar particulas disminuye la energla de 
amarre a partir de un cierto valor; asimismo, afecta criticamente 
la magnitud y signo de las correcciones calculadas. 

Finalmente, las correcciones a una fOrmula ~e masas con la 
estructura de la fOrmula de Bethe - Weiszacker deben ser del 
orden del 1 X. En t~rminos de la ~nerg~a por nucleOn, esto 
significa contribuciones menores que 100 keV en promedio; en el 
contexto del modelo que se ost~ manojando, estas pueden surgir de 
modificaciones minimas de los parAmetros del potencial comun. 
Existen diversas variaciones justificables tanto teOrica como 
experimentalmente, como pueden ser: distintos radios para los 
potenciales de los protones y los neutrones C ''piel neutrbnica" 
en los nucleos pesados>, radio y difusividad del potencial 
ligeramente menor para los nOcleos m~gicos que para los vecinos, 
etc. Una exploraciOn de estas posibilidades ~on el propOsito de 
lograr un ajuste fisico, superarla conceptualmente a los diversos 
ajustes finos logrados en base a correcciones a la fbrmula de B-W 
en que proliferan parametros ad. hoc ajustables 
independientemente. Tal investigaciOn, sin em~argo, trasciende el 
propOsito de una tesis de licenciatura. · 
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