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RESUMEN 

En este trabajo, se resumen las bases teóricas y 

principales conceptos de los modelos lineales, lo8 cuales son uti

lizados ampliamente en la metodologla de superficie de respuesta. 

cuyo objetivo es encontrar "óptimos• de procesos de una o más va

riables independientes, en base a experimentación y análisis de 

resultados en forma estad!stica, además se dan ejemplos de uso del 

programa graficador de superficies desarrollado para complementar 

la mayor!& de los paquetes estadisticos actuales. 
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PROYECTO INICIAL PARA 

APROBACION DE TEMA DE TESIS 



A) TITULO DEL PROYECTO 

Diseño de un programa para computadora digital 

para obtener superficies de respuesta (bidimensionales), de ecua

ciones lineales. 

B) AREA ESPECIFICA DEL PROYECTO 

Estadistica y Computación aplicados al análisis -

de experimentos y optimización de procesos. 

C) PERSONAS QUE PARTICIPAN 

Alumno1 Roberto Rodas Lecona 

Asesor: Ing. Ruben Cariño Garay 

D) FUNDAMENTACION DE LA ELECC ION DEL TEMA 

La superficie de respuesta es una técnica que se 

desarrolló principalmente en el ~rea de Ingeniería Quimica; es 

utilizada para optimizar procesos fisicos, qu!micos, biológicos o 

sociológicos donde se mide una variable cuantitativa que depende -

de uno o más factores cuantitativos. Esto se puede escribir como1 

donde u= 1,2, ..•.•• ,N representan-observaciones de un experimen

to, o diseño experimental, xiu representa el valor del i-ésimo 

factor en la u-ésima observación. A la función F se le llama su- -

perficie de respuesta, la cual serla k-dimensional. 

Cuando no se conoce la forma matem1tica de F, la 

función puede.aprox~marse satisfactoriamente dentro de la región -
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experimental por un polinomio de las variables xiu· Si solo hay 2 

factores, la ecuación puede ·graficar~e en J dimensiones, o alter

nativamente en 2, con los ejes, en esté dltimo caso, siendo los -

factores y graficando lineas o superficies de respuesta {de aqui 

el nombre de la técnica) constantes, algo análogo a las isotermas 

en un diagrama P-V de un gas. Este tipo de diagre.ma es muy dtil -

ya que en él se puede ir localizando los puntos de operación óp

tima, además de observar el n~mero de combinaciones de los facto

res {x1 ,x2 ) que nos pueden dar una misma respuesta. 

El diagrama es una parte importante de la técni

ca, pero es demasiado laborioso elaborarlo; esto ha motivado a -

crear programas de computadora que r&alizen este trabajo. Sin em

bargo, ellos se han incluido como parte del software de 'paquetes' 

de programas que son rentados en diferentes partes del mundo. En 

México existen pocos paquetes de este tipo y solo unos cuantos, -

como los ubicados en la Escuela Nacional de Agricultura y el Ins

tituto de Investigaciones Agrlcolas, pueden graficar superficies 

de respuesta. SegOn el software y el equipo utilizado, el tiempo -

de CPU de cada grafica varia (afectando también la forma de la su

perficie), pero un promedio representativo serla de 1 minuto. El -

costo de un minuto de CPU anda alrededor de 2000 pesos, en paque

tes rentados. Una amplia investigación en el área de Ingeniarla -

Quimica, como puede ser la investigación de las condiciones ópti

mas de operación de un reactor, de una columna de destilación o de 

un sedimentador, puede fácilmente llevar de 30 a 60 minutos de CPU 

en la sola elaboración de las gráficas. Debido a este y a otros 

altos costos involucrados, este tipo de metodologla no se.ha im- -
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plementado con I'ines didácticos. Afortunadamente, en el caso de la 

ENEP Zaragoza, la existencia de una planta piloto facilita la rea

lización de experimentos; estos experimentos podr1an diseñarse en 

forma estad1stica, y luego, con ayuda de programas como el que se 

pretende desarrollar, analizar los resultados para lograr, en ~1-

tima instancia, optimizar las condiciones de operación existentes. 

De esta forma, el alumno podr1a tener una sólida formación prác

tica, ya que el tiempo y dinero ahorrados en l~ manipulación y 

análisis de un equipo, podr1an utilizarse para operar otro; ade

más, contarla con un método definido que le permitirla comprender 

'y valorar la importancia de las variables involucradas en el fe

nómeno, y por ende, poder estimar las condiciones óptimas para 

llevar a cabo el proceso determinado, redundando en un mayor aho

rro de recursos. De esta forma, el nivel de preparación de los 

egresados ser~ de una mayor calidad en todos sentidos. 

E) PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Se intenta desarrollar un programa que grafique 

una superficie de respuesta, con la sola información básica de -

la ecuación de interés, y de los rangos de valores de los facto

res x1 y x2 que se desea esten incluidos en la gr~fica. El dia- -

grama, además de esta gráfica, deberá imprimir en sus ejes res- -

pectivos los valores de los factores; asimismo se deberán incluir 

los rangos de la respuesta y su signo de impresión utilizado. La 

ecuación y los rangos de valores, seran leidos como datos, por lo 

que será necesario manipularlos antes de proceder a la grafica- -

ción. Por lo mismo, se deberá elaborar un manual de uso claro y -
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conciso. 

F") OBJ::;TIVOS 

a) Describir técnicas de diseño de experimentos -

asi como la metodologla de superficie de respuesta, para que sea -

utilizada por los alumnos como gula para: 

1.- La definición de condiciones de operación 

para sus experimentos. 

2.- El deliniamiento del análisis a seguir de 

los resultados obtenidos. 

J.- La optimización de la operación del proce

so de interes. 

b) Proveer de la parte medular del material nece

sario para aplicar la metodologla de superficie de respuesta, ela

borando un programa que grafique dicha superficie, para el caso de 

2 factores independientes cuantitativos (superficie de respuesta -

bidimensional). 

G) MATERIAL Y METODOS 

Para la elaboración del programa será necesario 

contar con una clave de computadora que tenga un tiempo de CPU su

ficiente, para no agotarse en la etapa de verificación y correcci

ón de errores, tomando como estimado que cada gráfica utilizara un 

minuto de CPU. El lenguaje a usar será el FORTRAN, para facilitar 

la ejecución de un tipo a otro de máquina, ya que as! tendra leves 

modificaciones. El método que se piensa utilizar en el programa es 

básicamente modular. 
? 



H) EIBLIOGRAFIA QU3 Af'OYA EL PROYECTO 

En este aspecto, se podrá contar con una cantidad 

de información suficiente, si existen en el pais los volúmenes que 

se detallan, los cuales aunados a los siguientes ya obtenidos, 

conjuntan la bibliograf!a a utilizar en este tema. 

Bibliogr2fla obtenida: 

1.- Bacon, W. David 

Making the most of a 'one-shot· experiment 

Ind. Eng. Chem. 

Vol. 62, No 7 (Julio 1970), pp 27-34 

2.- Burtis, C.A. et al. 

Optimization of Kinetic Method by Response 

Surface Methodology and Centrifugal Analy

sis and Application to the Enzymatic Mea-

surement of Ethanol. 

Anal. Chem. 

Vol. 53, 1981, pp 1154-ll59 

3.- Mustacchi, Carlos, y Moresi, Mauro 

A strategy to obtain serni-empirical corre

lations for deterministic systems. 

Chemical Engineering Science. 

Vol, 35, 1980, pp 737-741. 

4. - hlurphy, Thomas D. 

Desie;n and /;nalysis of indc.strial experiments 

Chemical Engineering 
Junio 6, 1977, pp 168-182 



5.- Atkinson, A.c. 

Statistical designs for pilot plant and 

laboratory experiments-Part I 

Chemical Engineering 

Mayo 9, 1966, pp 149-154 

6.- Hunter, W.G. y Atkinson, A.C. 

Statistical designs for pilot plant and 

laboratory experiments-Part II 

Chemical Engineering 

Junio 6, 1966, pp 159-164 

7,- Cochran y Cox 

Experimental Design 

2 ed., \';iley, New York 1957 

Bibliografía a buscar: 

1.- Box, G.E. y Wilson, K.B. 

On the experimental atainment of optimum 

conditions 

Jour. Roy. St. Soc. B~ 

13: 1-45 

2.- Hill, W,J, y Hunter, W.G. 

A review of response surface methodology 

a literature survey 

Technometrics 

Vol. 8, 1966, pp 571-579 
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J.- Box, G.E. y N.R. Draper 

A basis far the selection of response 

surface design 

Journal of American Statistical A. 

Vol. 54, 1959, pp 622-654 

4.- Karson, l\l, J. et al 

.Mínimum bias estimation and experimental 

design far response surface 

Technometrics 

Vol. 11, 1969, pp 461-475 

5.- Box, G.E. y J. S. Hunter 

Multifactor experimental design far 

exploring response surfaces. 

Annals of Math. Stat. 

Vol. 28, 1957, pp 195-241 

6.- Johnson, W.W. 

A least-squares method a·f interpreting 

magnetic anomalies caused by two-dimensional 

structures 

Geophysics 

Vol. )4, 1969, pp 65-74 

?.- Sefa, D. y Stanley D. 

Cowpea Proteins. l. Use of response methodo

logy inpredicting Cowpea (Vigna unguiculuta) 

protein extractability. 

J. Agríe. Food Chem. 

Vol. 27, 1979, pp 1238-1243 



8,- Hopkin, D. y Moss B. 

Automata 

Macl.Ullan Press Ltd., 1976, London 

9,- Lewis II, P. M. et al. 

10.-

11.-

Compiler Design Theory 

The Systems programming Series 

Addison-V.esley, U.S.A., 1976 

Presser, L. et al. 

Ciencias de la computación Vol. 

Limusa-\'. iley, México, 1972 

Cárdenas, A. F. 
( 

et al. 

Ciencias de la computación Vol. 

Limusa-t iley, i1íéxico, 1972 

12.- Hunter, s. J. 

13.-

14.-

Plant experiment 

Chemical Engineering 

Marzo 28, 1966, pp 57-64 

Himmelblau, David M. 

Process analysis by statistical 

l'iiley, New York, 1970 

Draper, N. R. 

Applied Regresión Analisys 

Wiley, New York, 1966 
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15.- Box, G. E. y N. R. Draper 

Evolutionary operation 

Wiley, New York, 1969 

16.- Isaacson, ~. B. 

Statistical analyses for multivariable 

sistems. 

Chemical ~ngineering 

Junio 29, 1970, pp 69-75 

I) CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES 

A continuación se describen las actividades a rea

lizar y el tiempo estimado que llevara cada una de ellas. En el ca

so de las actividades que relacionan la elaboración escrita de la -

tesis, la primera parte se refiere a los antecedentes, asi como la 

descripción de las técnicas de diseño experimental y anAlisis esta

dístico y la enmarcación dentro de ellas de la metodologia de su- -

perficie de respuesta. La segunda parte tratara sobre el programa -

en sl, y la técnica utilizada en su elaboración, incluyendo los re

sultados de las corridas de prueba efectuadas. La parte final de la 

tesis incluiril. el manual de uso. 

Actividad 

1 Obtención de clave de com

putadora, cinta magnética 

y manuales FORTRAN. 

2 Obtención y comprensión de 

información bibliográ.f'ioa. 

Tiempo(semanas) 

J 
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Actividad 

3 Slaboración de tesis lª 

parte. 

4 Revisión lª parte de tesis 

por parte del asesor, y co

rrección de errores. 

5 Elaboración de diagrama de 

flujo y sintaxis del progra

ma. 

6 Codificación y perforación 

7 Corridas de prueba, verifi

cación y corrección de erro

res. 

8 Obtención de gráficas a in

cluir como ejemplos. 

9 ~laboración de manual de uso 

10 Elaboración de tesis 2ª parte 

11 Revisión y aprobación 

13 

'l'iempo( semanas) 

4 

2 

3 

3 

7 

2 

1 

4 

2 
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INTRODUCCION 



Actualmente, la mayoria de las ramas de la cien

cia estan usando diversas técnicas de optimización para hacer más 

eficientes los modelos matemáticos con los cuales trabajan; las 

principales causas de este fenómeno lo constituyen la intensa com

petencia existente en el área de procesos industriales y la ere• -

ciente necesidad de poder reconocer y resolver en forma más rápida 

los problemas que surgen dentro del marco de la economia, la soci~ 

logia y la ingenieria. En nuestro pais, sin embargo, el uso de es

tos métodos se ha restringido a algunas carreras universitarias 

(Ingenierla, Estadistica, ComputaciOn) y a Institutos de Investig~ 

ción. 

Este trabajo se elabora con el fin de introducir 

en él los conceptos fundamentales sobre los cuales se basan los mé 

todos de optimización por medios estadisticos, especlficamente, 

por modelos lineales de regresión y diseño de experimentos. 

Estos métodos han probado ser muy eficaces en -

el área de Ingenieria Qulmicatº•17,J6 ,J7sin embargo es dificil -

manejarlos debido a la complejidad de los cálculos involucrados. 

Para subsanar esta limitante, se ha recurrido al uso de la compu

tadora; los métodos basados en modelos lineales son altamente 

susceptibles de ser programados; sin embargo, obviamente, la crea

cion de software* de este tipo requiere gran cantidad de recursos, 

como son tiempo de cómputo, conocimiento del método a implementar 

y programadores de alta calidad; debido a lo anterior, comdnmente 

* . El software de una computadora es el conJunto de programas que -
astan escritos en un lenguaje apropiado a la estructura flsica de 
las méquinas, y con los cuales es posible hacer uso de ellas; este 
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se recurre al alquiler de paquetes elaborados en alguna otra parte 

28 ** del mundo (S.A.S. , G.P.S.S. ), lo cual genera una fuente impor-

tante de fuga de divisas. Entre los programas usados en una inves

tigación de este tipo, uno de los que consume mas tiempo y memoria 

es el que genera las llamadas ''superficies de respuesta". debido -

al alto número de puntos a graficar, y a la sobreimpresión utili

zada en ellos. La UNAM cuenta con un paquete estadistico (BASIS), 

y entre los pocos módulos que le faltan, se encuentra precisamen

te el que genera las "superficies de respue'sta". De ahl, que uno -

de los resultados más notables de este trabajo, es precisamente 

haber creado dicho programa, con lo cual, los estudiantes de Inge

nierla Quimica de la ENEP Zaragoza, a los que se dirige este tra

bajo, podrán implementar en la practica, los conocimientos aqul 

adquiridos. Esto no quiere decir, que solamente ellos podré.n hacer 

uso de este programa; cualquier otra persona podra usarlo, sin 

costo alguno, siempre y cuando su interés sea meramente académico 

y en beneficio de la UNAM. 

* término no tiene sinonimo en el idioma español, por lo cual se uti-
lizara con ese significado de aqui en adelante. 

** G.P .s .S. 1 General Purpose Systems Simulator. - Es ll!1 paq1.iete de si- . 
mulación de sistemas discretoss Se ha utilizado para simular desde 
modelos de guerra submarina hasta modelos de crecimiento demogr~fico:2 



3 

FUNDAMENTACION DEL TEMA 



La metodolop:la de superficie de respuesta es una 

técnica que abarca todas las etapas necesarias para el desarrollo 

de modelos matemQticos (generalmente emplricos) con combinación -

óptima de los niveles de los factores involucrados. 

Esta técnica es ampliamente usada en el campo de 

la Ingenieria Qulmica, aplicandose a la optimización de condicio

nes de operación de equipos como columnas de destilación, reacto

res, filtros y en general, de cualquier equipo relacionado con 

las op~raciones unitarias; sin embargo, la aplicación de la téc

nica requiere de conocimientos especializados, asi como de tiempo 

de proceso en alguna computadora que tenga implementados uno o 

varios paquetes estadlsticos. 

En México existen pocos paquetes de este tipo, y 

la mayorla no tienen implementado el software necesario para lle

var a cabo este tipo de investigación. Adem~s, el costo de CPU en 

paquetes rentados es altisimo, ya que de 2000 pesos/min. que cos

taba en promedio en 1982, actualmente se ha elevado a mas de 

15000/min. 

Un amplio programa de investigación puede reque

rir de 2 a J horas de CPUr esto en el caso de modelos lineales, -

en donde los programas que más tiempo consumen son el graneador 

de superficies de respuesta, y los métodos especiales de análisis 

1 t . ** 1 *** t . d como e s epw1se y e forwara, represen a un costo aproxima o de 

250 000 a 400 000 pesos, en el solo tiempo de máquina. Adicional

mente, habria que evaluar los costos de experimentación, de sala

rios del personal especializado, de depreciación del equipo expe

rimental, etc., que pueden multiplicar por varias veces ese costo. 

*El CPU es la Unidad de Procesamiento Central en una computadora, -



Lo anterior ha traldo como consecuencia que ~stas 

técnicas no sean utilizadas dentro de la Industria Mexicana. 

Obviamente, el imprantar la infraestructura para 

la aplicación de estas técnicas, tal y como lo estan en paises des~ 

rrollados, no es la solución, sino adecuar lus recursos disponibles 

para aprovechar al mé.ximo estos métodos, sin efectuar grandes costos 

de implemetación. 

En el caso de la UNAM, y particularmente, de la -

ENEP Zaragoza, la existencia de una planta piloto facilita la real! 

zación de experimentos, los cuales serian reducidos, ya que se pla

nearlan estadlsticarnentei para la etapa de analisis, puede usarse -

el paquete BASIS (que se complementa con el programa desarrollado -

aqu1} y de esa forma conocer los factores dominantes, para poste- -

riromente, investigar la combinación óptima de sus niveles. Esto 

pudiera conducir a varias etapas de experimentación-analisis antes 

de lograr dicho objetivo, 

Dado que este trabajo no se limita a la elabora

ción del programa graficador de superficies de respuesta, sino que 

describe los lineamientos de la metodologla, as1 como los funda-

* y realiza las siguientes funciones: Entrada de datos a la memoria 
principal, operaciones lógico matematicas con dichos datos, salida 
de resultados a ~erifericos como.la impresora o el disco, y el con
troJ jmplicito a cada una de esas acciones. 

**Es un método en el cual se analizan los factores, introduciendo}os 
uno por uno, de tal forma, que solo permanecen en el modelo los 
factores que en el momento de introduccion, provocaron un cambio 
significativo en el valor de F (capitulo 7), y ademas, en el momen
to de introducción de otra variable, su valor d& F especifico, no 
tuvo disminución significativa. 

*** Igual que el stepwise, pero sin efectuar el segundo paso. 



mantos en los cuales se basa, los alumnos podrán contar con los re

cursos necesarios para aplicarla, proveendolos de un método defini

do para observar, comprender y valorar la importancia de las varia

bles involucradas en un determinado proceso. Con este tipo de acti

vidades, los alumnos podrán tener una sólida formación práctica, ya 

que podrian manipular varios equipos completamente, y no solo a ni

vel de demostración, ahorrando al mismo tiempo recursos en la pla

neación y experimentación, as! como en la etapa de análisis, ya que 

el costo de usar el paquete BASIS es el más bajo de la Repóbl.ica; -

esto, a mediano plazó, redundar!a en una mayor competitividad Je 

los productos elaborados con tecnolog!a nacional, que es lo que se 

necesita en un pa!s como el nuestro. 
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4 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 



Fundamentalmente, se desea desarrollar un progra

ma que grafique una superficie de respuesta. En la hoja siguiente, 

se muestra una superficie obtenida mediante el paquete S.A.S., y -
... 

la cual consumió 1 min. 06 seg. en una IBM 370. La siguiente hoja 

muestra el conjunto de instrucciones necesarias para obtener dicha 

gráfica. Puede verse, que tan solo usar este programa del paquete 

implica conocer sus instrucciones muy particulares. Para facilitar 

el uso del programa a desarrollar, la información de entrada se 

debe diseñar para que se lea en un archivo de datos, y no como li

neas de otro, o a~n del mismo, programa. Esta información la cons

tituirla la ecuación de interes, y los rangos de valores de los 

factores x1 y x2 que se desea sean los ejes de la gráfica. Asimis

mo, el programa deberá imprimir los valores de estos factores, co

rrespondientes a su ubicación geométrica, tal y como se muestra en 

la gráfica ejemplo. 

El signo de impresión utilizado para representar 

la respuesta, consiste en un carácter compuesto; este y el rango -

de valores que incluye, debe escribirse abajo de la gráfica corre§! 

pondiente. 

Adicionalmente al programa, se deberá describir -

la metodologla de superficie de respuesta, haciendo énfasis en los 

conceptos, más que en sus desarrollos matemdticos, con el proposi

to de que se reduzca el tiempo de comprensión de la técnica, y pa

ralelamente, aplicarla eficientemente. Por Oltimo, se deberá ela-

borar un manual de uso claro y conciso. 

* Modelo 150 
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5 

OBJETIVOS 



I.- Describir técnicas de diseño de experimentos 

asi como su enmarcaciOn en la metodología de superficie de res- -

puesta, poniendo enfásis en el fundamento y el análisis a seguir 

en los modelos estadísticos lineales, para que dicha metodología 

sea utilizada como guía parar 

a) La definición de condiciones de operación 

en experimentos. 

b) El delineamiento del an~lisis a seguir de 

los resultados obtenidos. 

c) La optimización de la operación del pro

ceso de interés. 

II.- Proveer de la parte medular del material ne

cesario para aplicar la metodologia de superficie de respuesta, 

elaborando un programa que grafique dicha superficie, para el caso 

de dos factores independientes cuantitativos (superficie de res- -

puesta bidimensional). 
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6 

MATERIAL Y METODO 



Para la elaboración del programa, y con el fin de 

que el programa objeto pueda ser soportado por cualquier tipo de -

máquina que posea ese compilador, será utilizado el lenguaje 

FORTRAN, ya que P.S el ~ico, con caracteristicas cientificas, que 

es uniforme en sus versiones. De igual manera, se cuidara que el -

conjunto de caracteres a usar en la impresión sea un subconjunto -

* del código ASCII, debido a que este es el código universalmente -

aceptado para la comunicación entre CPU y periféricos, o bien en

tre sistema-sistema de cómputo. El programa se desarrollará bási

camente en modulas, auxiliandose en cada uno de ellos de la pro- -

gramación estructurada (en lo posible, ya que el lenguaje no es 

estructurado), y en asignación dinámica de memoria, con el objeto 

de que el programa y el subsecuente proceso pueda ser corrido en -

cualquier máquina con al menos 32 KB de memoria (la IBM 370 ocupa 

de 192 a 320 KB). 

*,\,merican standard Character I nterchanged Information1 utiliza 7 bits. 
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DESARROLLO 



7.1 MODELOS ESTADISTICOS 

LINEALES 

7.1.l DESARROLLO HISTORICO DE LOS MODELOS LINEALES. 

La Estadistica forma parte importante de la Mate

mática en general. Su origen usualmente está ligado tanto a los 

juegos de azar como a la ahora llamada ciencia politica. Los estu

dios en probabilidad disron lugar al tratamiento matemá.tico de los 

errores, y las leyes resultantes guiaron a la teorla que hoy forma 

la base de la Estadistica Matemá.tica o Inferencial 1 por otro lado 

el interés en el análisis de fenómenos pollticos guió a la llamada 

Estadistica Descriptiva. 

La Estadistica trabaja con modelos matemáticos 

que toman en cuenta los aspectos aleatorios de los fenómenos, y se 

conocen como modelos estocásticos, o estadisticos. Los modelos es-

tadisticos lineales son los má.s sencillos de este tipo, y su fuer

te base teórica los ha hecho muy ~tiles en gran n~mero de situa- -

ciones; esa base, se ha moldeado a traves de varios siglos, y en

tre los avances más actuales, se encuentra la formulación de la 

llamada "teoria de decisiones" Jl, 

Gitolomo Cardano fue el primero en observar la 

regularidad de los fenómenos aleatorios 35 , aplicando intuitivamen

te la probabilidad teórica, para llegar a ser un jugador de renom -

bre. Tiempo después, el Caballero de Méré, jugador profesional, 

propuso al matemá.tico Pascal que encontrara la solución del "pro

blema de puntos", referente al reparto equitativo de las apuestas 

Jl 



en un juego cuando se interrumpe una partida antes de acabarse. El 

intercambio de correspondencia entre él y F'ermat, sentó las prime

ras bases de la teoría de la probabilidad. 

Intuitivamente, se puede considerar a la probabi

lidad* como una medida de la oportunidad que hay de que ocurra un 

determinado proceso, y a dicho proceso, se le conoce como fenómeno 

estocdstico o estadistico. 

Desde un punto de vista estricto, todos los mode

los matem~ticos son estadisticos, lo que sucede es que la probabi

lidad asociada a ellos puede ser muy grande, muy baja, 1 ó o, por 

. . ** lo cual no se toma esta en cuenta expl1c1tamente . 

A. M. Legendre f'ue el primero en proponer un mo

delo lineal, dentro de su obra sobre métodos nuevos para la deter

minación de las órbitas de los cometasJ0 • El modelo, que no poseia 

propiedades distribucionales explicitas, era1 

donde 

Xi mediciones en estudio 

Zji coeficientes conocidos 

Bj variables desconocidas 

ei errores 

(i= 1,2, ..... ,n; n::::...q) 

El principio propuesto por Legendre fue la minimi-

* Ver apéndice A 

** Ver apéndice B 

32 



zación, por variaciones de Bj' de la suma de cuadrados de los 

errores, empleando inconcientemente, lo que en optimización se co

noce como ".función objetivo". 

La primera discusión del modelo de Legendre .fue -

hecha por c. F. Gauss, quien postuló que los errores ei tenlan una 

distribución normal, descrita ya poy P. s. Laplare, quien .fue el -

primero que consideró el concepto de distribución de errores. El -

propio Gauss determinó en 1825 las propiedades distributivas de los 

estimadores obtenidos al aplicar el método de minimos cuadrados. 

En 183?, el matemAtico alemán Hagen postuló que: 

1.- Un error observado es la suma algebraica 

de un nrunero muy grande de errores ele

mentales infinitesimales de igúal magni

tud. 

2.- Los errores elementales positivos y ne

gativos se producen con igual frecuencia 

al considerar muchos casos. 

J.- La contribución de los errores elementa

les es independiente una de otra. . 

Galton16 , al estudiar alturas de una población, -

observó que los hijos de padres altos, aunque con tendencia a ser 

altos, eran, en promedio, mAs bajos que sus padres; igualmente los 

hijos de padres bajos, con tendencia a ser bajos, en promedio, 

eran más altos que sus padres. En base a esto, en 1886, postuló 

la ley de regresión universal1 "Toda peculiaridad de un hombre es 

compartida por su pariente, pero, en promedio, en grado menor". 
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K. Pearson demostró que la estimación de paráme

tros mediante minimos cuadrados es la combinación lineal de las 

zi que maximiza la correlación con la xi. Ademas tuvo el mérito 

de extender el uso de los modelos lineales propuestos por Gauss, a 

una clase de problemas mucho más amplia que los problemas de medi

ción de constantes f:l.sicas. Esto lo hizo entre 1897 y 1898. 

En 1901, Liapunov domostr6 que los errores ele- -

mentales, aunque no fuesen de igual magnitud, tenderian a distri

buirse normalmente. De esta manera se observaba ya, incipientemen

te, la base del teorema de limite central. 

Brunt, en 191?, definió los errores sistemáticos, 

constantes y accidentales, señalando que los dos primeros deben 

eliminarse al planear y corregir un experimento. Los errores acci

dentales los· considera inevitables e irregulares, con las siguien

tes propiedades: 

1.- Un gran nl1mero de errores accidentales -

muy pequeños están presentes en cualquier 

observación. 

2.- Los errores positivos y negativos son igual

mente presentes• 

J.- El error total no puede exceder de una can

tidad razonablemente pequeña. 

4.- La probabilidad de un error pequeño es ma

yor que la de uno grande. 

sin embargo, le faltó señalar que los errores accidentales se con

sideran independientes entre si, lo cual Hagen ya habla observado. 
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R. A. Fisher15, matemático inglés, entre 1920 y -

1930, desarrolló trabajos que impulsaron principalmente las técni

cas para el uso de los modelos lineales en Estadistica¡ entre sus 

contribuciones se encuentran: 

1.- Desarrolló el concepto de prueba de hi

pótesis asi como el método para efec- -

tuarlas; esto condujo a la distribución 

Z de Fisher, que con un ligero cambio, -

fue nombrada F en honor a Fisher, por 

G. W. Snedecor. 

2.- Consideró la introducción de valores de 

las variables independientes xi iguales 

a uno o cero para designar presencia o -

ausencia de factores de tipo cualitativo 

que afecten a los datos. 

* J.- Introdujo el concepto de bloque, para 

reducir la variablidad de los experi

mentos. 

4.- Consideró que era necesario que las ob

servaciones se hicieran en un orden de-

terminado aleatoriamente, asi como tam-

bién que en forma aleatoria se asignaran 

las variantes en estudio a las diferen--

tes unidades experimentales. En experi

mentación, la aleatorización se puede 

considerar como la ónica innovación ver-

daderamente moderna. 

Grupo de experimentos con caracterlsticas comunes (Capitulo 9), 



5.- Puso énfasis en el uso de varios facto

res simultáneamente e inicio las ideas -

de independencia u ortogonalidad entre -

los factores estudiados. 

A partir de ese momento, se han aclarado innume

rables conceptos y se han refinado las técnicas de los modelos li

neales. Esas técnicas tienen una pequeña variación dependiendo del 

campo en que se apliquen. En este trabajo se hace énfasis sobre el 

campo industrial, y por lo tanto, puede haber resultados erróneos 

si se aplican indiscriminadamente tales métodos a otras áreas. 

7.1.2 EL MODELO LINEAL Y=A + (¡ 

7.1.2.1 Regresión Lineal entre dos Variables.- El modelo -

lineal estadistico más sencillo, es aquel que involucra una varia

ble dependiente y una independiente. 

En muchos trabajos experimentales se presenta es

te caso. En electricidad, si la resistencia de un circuito es 

constante, la intensidad I varia directamente proporcional con el 

voltaje V aplicado, segtm la ley de Ohm. Igualmente, en un reci- -

piente a presión constante, un gas contenido en él aumentara su 

volumen si aumenta su temperatura, segCm la ley de Charles. 

Suponiendo que no se conoc€ la ley de Ohm, y que 

se deseara conocer la relación entre el voltaje y la intensidad de 

un circuito dado, se podrian cambiar los valores de V y observar -

I, con R cte., graficar estos valores en un diagrama V-I, y el 
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conjunto de puntos definirla "má.s o menos", una linea recta que 

pasarla por el origen (fig. 7.1). Se dice más o meno3, porque aun

! 

" " 

• 

1( 

lC 

• 

Fig. ?.l 

11 

V 

que la relación verdadera es exactamente lineal, las medidas hechas 

estaran sujetas a pequeños errores aleatorios. 

r 

.. 

11 

" 
• 

V 

Fig. 7,2 
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Considerando esto ultimo, se podr!a trazar una 

linea recta de tal manera que se intentara que la mayor!a de los 

puntos quedaran dentro de ella (Fig. 7,2). A la distancia que exis

te entre un par ordenado (Vi,Ii) de la recta, y un punto experimen

tal (xi,yi) colocado en xi= Vi' se le llama error aleatorio y se -

representa por é. i. 

En ocasiones, no solo el error aleatorio es pro

vocado por fallas en las mediciones, sino que ddemas se suma a ál -

una variación caracteristica de la respuesta observada. As! por 

ejemplo, al querer estimar una relación entre el peso y la altura -

de hombres adultos, se pudieron haber hecho observaciones y grafi

cado estas en un diagrama altura-peso. Acto seguido, se procederla 

a trazar una recta que pase por la mayorla de los puntos posibles. 

En este caso, el trazar una determinada recta serla muy subjetivo 

p 
X 

X 

lC 
X 

X 
X 

X 

Jt 
JC 1t 

K lt 11 IL J( 
Jt )t lC .,. ¡(. " IC X 

lC X Jt 

• " • 
X 

A 
Fig. 7,3· 
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(Fig. 7,3), ya que esta puede tener casi cualquier inclinación1 es

to es, una recta no da una relación satisI'actoria entre altura y 

peso. Ante esto, se puede tomar el promedio de los pesos de una al

tura determinada, y generar la Fig. 7.4. Aqul el trazo de una rec-

p 

A 
Fig. 7.4 

ta es más objetivo, y la curva generada recibe el nombre de "curv:a 

de regresión" del peso sobre la altura. Se puede observar, sin em

bargo, que también se puede generar una curva de regresión de altu

ra-peso (Fig. 7,5). Ambas curvas no son iguales, y sin embargo pro

veen información útil. 

Supongase que se tienen medidas de la altura de 

algunos individuos, pero no su peso, y que deseamos estimar este. -

Lo que procederia serla tomar la recta 1 y hallar el peso promedio 

observado para cada altura determinada, sirviendo esto como una es

timación del peso que no se midió. 

Igualmente, si se tienen pesos registrados, se po-



dria hallar la altura promedio y usarla como estimación del peso -

registrado. 

Para poder obtener una y solo una ecuación de re

gresión, es necesario que la respuesta Y sea una variable aleato

ria y la cantidad X, sea variable, pero no aleatoria. En este caso 

p 2 

A=f(P) 

A 
Fig. 7,5 

ambas variables, peso y altura, son aleatorias y siguen algi1n ti-

Y 

.. •• X 

Fig. 7,6 

P" de distribución de probabilidad bivariada¡ por esta razón, se ·'t!:! 
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vo que recurrir al uso de pesos promedios y alturas promedio. 

Como se ha observado, una relación lineal es ~til 

en muchos casos, y puede serlo igualmente en casos en que se sabe 

que la relación no es lineal. Las funciones de crecimiento obvia

mente no son lineales (Fig. 7,6). Sin embargo, si consideramos el 

rango O~ X~ JO, una linea recta puede proveer una adecuada re- -

presentación del fenómeno. Esta relación, por otro lado, no puede 

usarse con fines de predicción, porque se corre el riesgo de tomar 

conclusiones incorrectas. 

Una recta se puede representar matemáticamente 

por1 

(?.l) 

b
0 

y b1 son llamados los parámetros del modelo y corresponden a la 

ordenada al origen y a la pendiente, respectivamente. Y es el va

lor predicho o estimado de Y para una X dada. El modelo es lineal 

y de primer orden. En regresión, lineal se refiere a los paráme- -

tros, y el orden es la potencia más alta a la que una variable in

dependiente esta elevada dentro del modelo, asl1 

( ?. 2) 

es un modelo lineal de segundo orden. 

Obviamente, los valores de b
0 

y b1 se desea que -

sean tales, que el valor de ~i sea lo más aproximado posible al 

valor de Yi' para i • l, •.• ,n. Esto se puede representar como1 

Ei sea el mínimo para i (?.J) 
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sustituyendo la Ec. 7.1 en la Ec. 7.J: 

y. - 9. = .'. = Y. - ( b - b1X
1
. ) 

1 1 ~ 1 o ( 7.4) 

la suma de los cuadrados de los errores para la recta verdadera -

serla1 

( 7. 5) 

(3
0 

y¡31 serian los coeficientes verdaderos, y se 

obtendrlan si se tomara en cuenta la población total especifica. 

Dado que comunmente se trabaja con muestras, se usan los estima

dores b
0 

y b1 respectivamente: 

n n 
S= ¡:[. 2= [(Y. - bo - blXi. )2 

i=l 1 l=l 
1 

( 7. 6) 

para que S sea mlnimo, diferenciamos parcialmente con respecto a -

(7.7a) 

(7.7b) 

igualando a cero y efectuando sumatorias 

b n + b1txi• tY. o i•l i=l 1 
( 7. 8a) 

b t..x. + b1Lx. 2ª txiyi 
ºi= 1 1 ic:l 1 

i =l 
(7.8b) 

Las ecuaciones 7.8 se conocen como ecuaciones 
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normales, y su solución es: 

(7.9b) 

donde todas las sumatorias van desde i = 1, ... ,n. 

Si se definen X= L Xi/n, Y= L>i/n, y Ademas 

se hacen algunos rearreglos, las Ecs. 7,9 pueden escribirse comos 

\(x. - X)(Y. - ?) L.. l 1 
( 7. lOa) 

(7.lOb) 

La cantidad2=°Xi2 es llamada la suma incorrecta -

de cuadrados de las x's y ( 2='xi) 2/n es la correción para la media 

de las x's. La diferencia ¿:xi2 - (~Xi)2/n es la suma de cua- -

drados correcta de las x's. Similarmente,¿::xiyi es llamada la su

ma no corregida de productos, {2=:Xi)(~Yi)/n es la corrección 

para las medias y la diferencia es llamada la suma correcta de 

productos de X y Y. 

Substituyendo la Ec. 7.lOb en la Ec. 7.4, resul-

ta1 

(7.11) 

o bien 
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(X) de la 

tiene: 

Si se 

Y = Y + b X b X 1 - 1 

toman como datos las 

(? .12) 

(?.lJ) 

colunmas 1 (Y) y 2 

tabla C.l, y efectuando las operaciones indicadas, se ob-

n 25 

L>i 235.6 

y 9.42 

L:xi .. 1315 • 

L::Xiyi = 11821.43 

[:xi2 = ?632J.42 

bl = -0.079892 

Y .. 9.424 + 0.079829(52.60) - 0.079829 X 

Y= 13.623005 - 0.079829 X 

con esta ecuación y los valores correspondientes reales se puede -

generar la tabla de residuos 7.1. 

Note que la ecuación ?.11 se puede escribir1 

(Y. - Y) + b 1(x. - X) 
l l 

o 

o sea que 



este resultado se obtendrá siempre en problemas de regresión. 

Con la tabla de residuos es posible observar si -

la ecuación ajustada es satisfactoria. Nuevamente, sin embargo, se 

Ntlmero de 
Observación yi yi yi - yi 

1 10.98 10.81 0.17 
2 11.lJ 11.25 -0.12 
J 12.51 11.17 1.J4 
4 8.40 8.9J -0.53 
5 9.27 8.72 0.55 
6 8.?J 7.9J o.so 
7 6.J6 7.68 -1. J2 
8 8.50 7.50 1.00 
9 7.82 7.98 -0.16 

10 9.14 9.0J 0.11 
11 8.24 9.92 -1.68 
12 12.19 ll.J2 0.87 
lJ 11.88 11. J8 0.50 
14 9,57 10.50 -0.9J 
15 l0.94 9.89 1.05 
16 9,58 9,75 -0.17 
17 10.09 8.8~ 1.20 
18 8.11 8.0 0.07 
19 6.8J 8.04 -1.21 
20 8.88 ?.68 1.20 
21 7.68 ?.87 -0.19 
22 8.47 8.98 -0.51 
2J 8.86 10.06 -1.20 
24 10.J6 l0.96 -0.60 
25 11.08 11. J4 -0.26 

Tabla 7.1 

busca ser lo más objetivo posible, y se utiliza un método que se -

conoce como Análisis de Varianza. Considere la siguiente identidad1 

L(Yi - Yi)2 = L ((Yi - Y) - (Yi - Y>) 2 

'(Y. - .Y.> 2 
= 'c1. - Y> 2 + '<Y. - ·n

2 
-

'-- 1 1 '-- 1 '-- 1 

( 7.14) 



el tercer término se puede desarrollar; sustituyendo la Ec. 7.11: 

con la Ec. 7.1oa 

y con la Ec~ 7.11 

\... 2 
= -2 L_<Yi - Y) 

asl, la ecuación 7.14 queda como 

o bien 

donde 

(Y.-Y.) + (Y.-Y) L ,,.. 2 L ~ 2 
l. l. l. 

(7.15) 

Y. - 1 es la desviación de la i-ésima ob-
l. 

servación con respecto a la media. 

Yi - Yi es la.desviación de la i-ésima ob

servación real con respecto a su valor pre

dicho o ajustado Yi. 

y, - y 
l. 

es la desviación del i-ésimo valor 

predicho con respecto a la media. 

Asi, la Ec. 7,15 se puede expresar como1 
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Suma de cuadrados 
con respecto a la a 

media. 

Suma de cuadrados 
con respecto a la + 
regresión 

Suma de cuadrados 
debida a la 
regresión 

Esto significa que la variación de las Y's con 

respecto a su media, se compone de una parte debida a la linea de 

regresion, y otra parte debido a que las observaciones no caen en 

su totalidad sobre la linea de regresión; esto graficamente serla 

representado en la Fig. 7,71 

Y 1----.... ___,,,.:i'l~t~·~;··~ S Srm= y-y¡ v,1------...,,. 
' Y:-'11¡ SSrr 1 1 

Y¡ - - - •• - - - - - •• J., - • - - - - • -
1 

X¡ 

Fig. 7,7 

Obviamente, es deseable que las observaciones se 

encuentren lo más cercanas posible de la recta, o sea, que ssdr 

sea mucho mayor que SSrr' si se define un parámetro R2 tal quer 

deseamos que este valor sea lo más cercano posible a la unidad, 

con lo cual as~guramos que ssrr es muy pequeño1 



Las sumas de cuadrados (SS) siempre tienen aso- -

ciado un numero llamado grados de libertad. Al igual que en Tenno

din~mica, los grados de libertad dan el numero de observaciones 

cuyo valor no esta restringido por alguna función matemdtica; es -

decir, su valor no se ve afectado por los valores que tomen las 

otras observaciones. Por ejemplo, si suponemos que en un recipien

te cerrado se encuentran J compuestos, al especificar la fracción 

mol de dos de ellos, el Jº automaticamente depende de los otros 2, 

debido a la ecuación: 

X =1-x-J 1 

aqui el nt'l.mero de grados de libertad es precisamente dos; en gene

ral, para n-componentes, el numero de grados de libertad a especi

ficar con respecto a la fracción mol es n-1. 

Para la SSrm se tienen n-1 grados de libertad, 

Esto es debido a que se pueden fijar n-1 relaciones del tipo: 

pero la ultima relación debe ser tal, que se cumpla que: 

de esta forma, si tenemos 5 datos, y la media es 10, solo (5-1) 

valores seran independientes; si estos fueran J,5,9,21, el 5º ne-

cesariamente debe ser 12. 

48 



Para la ssdr' existe un grado de libertad ya que 

con el solo valor de b
1

, queda fija la relacións 

(Y. - 'i') = b1 (X. - X) 
l. l. 

Los grados de libertad para la SSrr se obtienen -

por sustracción1 

DF = DP - DF 
ssrm ssrm ssdr 

( 7 .16) 

donde DF son grados de libertad (Degrees of Freedom). 

De esta forma, se pueden construir tablas de 

ANOVA (Analysis of Variance)1 

FUENTE 

Regresión 

Residual 

Total, con 
respecto a 
la media 

SUMA DE 
CUADRADOS 

Por diferencia 

Tabla 7.2 

GRADOS DE MEDIA 
LIBERTAD CUADRADA 

1 MSR 

n - 2 

n - 1 

F 

Otro tipo de tabla se presenta en la 7,3, lo 

dtil de este tipo de tabla, es que los coeficientes se van vali- -

dando uno a uno, para de esa forma conocer si son significativos o 

no. Esto se explica m~s detalladamente en la Sec. 7,1.2.3, 



fil ENTE 

Regresión 
( bo) 

SUMA DE 
CUADRADOS 

Regresión 
(bljbo) SS(b1lbo) = bl ~XiYi -

<Lxil<LYi) 
n 

Residual Por diferencia 

Total, con 
respecto a 
la media 
(no corregida) 

Tabla 7,3 

GRADOS D~ MEDIA 
LIBERTAD CUADRADA 

1 

F 

1 MSR 
SS(b1 jb

0
) 

s 

n - 2 s2 ssrr 
= (ñ-".2) 

n 

Aqu!, SS(b
0

) es la corrección para la media de 

las Y's; SS(b1 jb
0

) es la suma de cuadrados del coeficiente b1 es

tando ya presente b
0

; s 2 es un estimador basado, en n-2 grados de 

libertad, de la varianza de la regresión o-2 . El valor de Fes el -

cociente MSR/s2 . Las tablas para el ejemplo serian las 7.4a y la 

?.4b. 

As! como el valor de R2 nos indica la precisión -

de la recta ajustada, el valor de F nos proporciona un parámetro -

para verificar si las conclusiones obtenidas con él modelo son 

confiables. Para aceptar un modelo o coeficiente como significati

vo, el valor de F obtenido deber~ ser mayor al valor de F que se -

encuentra en tablas, para cierto nivel de significancia, 
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FUENTE 

Regresi6n 

Residual 

SUMA DE 
CUADRADOS 

45.5924 

18.2234 

Total (corregida) 63.8158 

Tabla 7.4a 

FUENTE SUMA DE 
CUADRADOS 

Regresi6n 2220.2944 

Regresi6n 

(b1lbo) 
45.5924 

Residual 18.2234 

Total (no corregi<ta) 22~11.1102 

Tabla 7 .. 4b 

GRADOS DE MEDlA F 
LIBERTAD CUADRADA 

1 45.5924 57.54 

23 0.7923 

24 

GRADOS DE MEDIA F 
LIBERTAD CUADRADA 

1 2802.34 

1 45.5924 57.54 

23 0."(923 

2.? 



Hasta este punto, se ha desarrollado la base del 

método de mlnimos cuadrados y se ha hecho una introducción al An~

lisis de Varianza. La forma presentada es la más correcta para un 

modelo lineal de primer orden con una sola variable independiente. 

No obstante, esto se ha hecho solamente con manipulaciones alge

braicas sin tomar en cuenta los conceptos teóricos que nos permi-

ten efectuar dichos cálculos. Sobre este tema se tratará en la 

sección siguiente. 

7.1.2.2 Población y Distribución de Frecuencia.- Se llama -

población al conjunto de mediciones que se pueden efectuar sobre -

una caracteristica común de un grupo de seres u objetosJ0• La ca

racterlstica comñn se obtiene al fijar un cierto nñmero de facto

res como constantes, dejando a las demás variables involucradas 

variar entre individuo e individuo de la población. Ejemplos de 

poblaciones son1 

1) Conjunto de mediciones en kilos, del peso 

de hombres adultos que trabajan como obreros 

en la planta A. 

2) Conjunto de bombas defectuosas/mes produci

das por una compañia en un lapso Z, al utili

.zar el material X para la carcaza y el mate- -

rial Y para el rotor. 

J) Conjunto de valores, de la producción dia

ria de café granulado, en Kg, del Estado de 

Veracruz, durante la temporada Noviembre-Fe- -

brero de los ñltimos 10 años. 
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4) Conjunto de valores, de la temperatura de 

salida de las torres de enfriamiento ubicadas 

en el Valle de lM!xic o, tomando datos cada 5 -

minutos, cuando la potencia utilizada es de -

2000 KJ por dia y la temperatura ambiente 30 

grados centlgrados. 

Las poblaciones se clasifican de acuerdo al gra

do de generalidad que poseen. Una población tendra mayor grado de 

generalidad con respecto a otra población , si los factores que se 

mantienen constantes en la primera población son menos que los de 

la 2ª población. 

Ejemplos de poblaciones con mayor grado de gene

ralidad que las anteriores son: 

1) Conjunto de mediciones, en Kg, del peso de 

hombres adultos que trabajan en la fabrica A. 

2) Conjunto de bombas defectuosas/mes produ

cidas en una compañia en un lapso z. 
3) Conjunto de valores de la producción dia

ria de café granulado, en Kg, de la República 

Mexicana en los últimos 10 anos. 

4) Conjunto de valores, de la temperatura de 

salida de las torres de enfriamiento ubicadas 

en el D.F., tomando datos cada minuto. 

El último ejemplo es especial¡ frecuentemente se 

ignora la variación ocasionada por errores de medida, consideran

do que la mayor contribución a la variación entre individuos u 

objetos de la población se debe a las caracteristicas mismas de -



ellos. Asl, en ese ejemplo, si se considera esto óltimo, la dife

rencia entre lapsos de medida dara mayor precisión, pero no crea-

ra por sl sola una población con diferente grado de generalidad. 

Lo mismo ocurre con otras condiciones e instrumentos de medición. 

Muy rara vez, este tipo de aspectos se incluyen para. definir una 

población. 

Teóricamente, una población dada debe consistir 

de un número infinito de observaciones; en la práctica esto se 

logra con solamente asegurarse que el nümero de individuos es muy 

grande. Debido a esto, se recurre al uso de gráficas para hacer -

más sencilla la presentación de la información. Dichas gráficas -

se generan por medio de una tabla de frecuencia y la tabla 7,5 es 

un t!pico ejemplo; para construirla, se establece un nümero arbi

trario de rangos de valores a los que se les denomina clases, re

gistrandose el número de individuos u objetos (frecuencia) que 

ANALISIS DE 182 MUESTRAS DE AGUA 

Concentración de 
sales ~ peso. 

J - 7 
7 - 11 

11 - 15 
15 - 19 
19 - 2J 
2J - 27 
27 - Jl 
Jl - 35 
35 39 
39 - 43 

SUMA 

Nómero de 
muestras 

3 
10 
19 
29 
J6 
34 
25 
16 

8 
2 

182 

Tabla 7,5 

54 

Porcentaje 
del total 

1.648 
5.495 

10.440 
15.934 
19.780 
18.687 
13.736 

8.791 
4.J96 
1.099 

100,000 



caen dentro de un intervalo especifico; frecuentemente, es usada -

la frecuencia relativa de la clase que se calcula coMo 

F = frecuencia de la clase x 100 r n 

donde n es el n~mero total de individuos de la población. 

Con la tabla 7,5, pueden generarse las Figs. 7.8 1 

7.9 y 7.10. 

~o 

10 

•• 
10 

11 I& 11 n 

Fig. 7.8-HISTOGRAMA 

Si consideramos intervalos muy pequenos, la figu

ra 7,8 se transforma (Fig. 7.ll). El modelo matemático surge al 

considerar el caso limite*, en donde tanto el ntlmero de clases co-

* é . Ap nd1ce B 
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mo el de individuos u objetos es infinito, lo cual genera la Fig. 

7,12. Esta curva recibe el nombre de normal y puede representarse 

... 

JI 

&O 

11 

•• 

" 
Fig. 7,9-PERFIL 

,. 

.. 

.. ' 

Fig. 7.10-POLIGONO 
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10 

10 

5 

.... t 1\ 

Pig. ?.11 

Valor de Yi 

Fig. 7,12 



maternAticamente por el modelo1 

( 7.17} 

En esta curva, la media aritmética de la pobla- -

ci6n constituye la parte más alta de la curva, y se representa por 

_,){1 la amplitud de la curva puede representarse por la varianza 

poblacional ~2 • la cual rigurosamente es el promedio aritmético de 

los cuadrados de las discrepancias(i entre cada valor de lapo- -

blación y la media poblacional, y que se estima como s 2 en pobla

ciones finitas asir 

n - 1 

Se dice entonces, que Y se distribuye normalmen

te con media y varianza poblacionales ){y <r2 (Y - N{f{, v2)}, en 

donde Y son los valores de la medición de interés de los indivi- -

duos u objetos de la población. 

El hecho de que Y tenga una distribución de fre

cuencias es consecuencia lógica del modelo;){ es un valor carac- -

terlstico que depende de los factores que se mantienen constantes, 

sin embargo,f i es una variable aleatoria cuyo valor no puede pre

decirse en un momento dado; los éi se distribuyen normalmente, con 

media cero y varianza poblacional Q"2, cuando el n~mero de observa

ciones. (n} es muy grande (Fig. 7,13), Entonces Yi obtiene sus pro

piedades distribucionales de la variable [ i, y si se comparan la -

distribución de los e i con la de las Yi ( Pig. 7.14}, se puede ver 

que la curva es la misma, solo que en Y se encuentra desplazada 

una cantidad./( en el e je horizontal, debido a la forma del modelo 
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Adicionalmente, los éi son influenciados por los 

Fig. 7.13 

J( 

Fig. 7.14 
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factores no controlados, por lo tanto, poblaciones con igual grado 

de generalidad deberan tener varianzas iguales o casi iguales; es

te, precisamente, es el concepto basico de los modelos lineales, -

ya que considera el estudio de varias poblaciones con un mismo 

grado de generalidad, en las que el modelo de las distribuciones -

de frecuencia es normal, con varianza constante e independencia de 

errores; la Ec. 7,17 se generaliza a: 

y· · k 1 = ){ ( x · 'xk ' ' • " 'xl) + é.. 1J •••• J i 
(7.18) 

en donde.){(xj,xk'''' .,x1 ) representa la media de una poblaciOn de

finida por los factores especlficos xj,xk''''' ,x1 • Si se reconoce 

que la relaciOn es lineal, entonces: 

donde ~(xj,xk, •.•• ,x1) son funciones conocidas de las condiciones 

especificadas, xj,xk''''' ,x1 • Las/Jw's son parámetros desconocidos 

sobre los cuales se enfocara el análisis para su estimación. Si se 

define zw = gw(xj,xk''''''x1 ), y efectuando la surnatori~ desde 

w ª O, el modelo queda: 

( 7 .19) 
Yi =f(z1 , .... ,zp) 

Con la Ec. (7.19) se define a todos los modelos -

lineales. Si zw (w a l, •••• ,p) actua solo como variable indicadora 

de la presencia o ausencia de efectos de los factores, se obtienen 

los llamados modelos de diseños experimentales. En este caso zw es 

uno o cero. En cambio si zw son valores irrestrictos dentro de 
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ciertos intervalos, se tienen los modelos de regresión. Si se pre-

sentan ambos tipos de comportamiento, los modelos son llamados de 

covarianza. 

f3
0 

es un paré.metro adicional que surge en modelos 

de regresión al intentar representar a){, y en modelos de diseño -

experimental es,}{.. 

Ahora bien, situando en este contexto al ejemplo 

nümerico de la sección anterior, se tiene que: 

l. - El modelo propuesto b 
0 

+ b1 x es un modelo 

que trataré. de representar a~ 

2, - Los coeficientes b
0 

y b1 se estiman en 

base a la minimización de los cuadrados de 

las discrepancias [ i = Y i - Y i. 

J.- El método de minimos cuadrados cumple con 

la condición de que..;Cfe. = o. 
l. 

4.- El modelo b
0 

+ b
1

x se traduce en que esa 

población solo considera una variable cons- -

tante (x) por lo cuaQ su grado de generalidad 

es muy alto, y se debe esperar que su varia

bilidad también lo sea. 

5.- Claramente b
0 

+ b1x es un caso especifico 

del modelo Yi = ;.3
0

z
0 

+ ¡.31z1+ :":~.+ /3pzp con1 

y 

donde z2 , •••• ,zp implican relaciones funciona

les de los factores involucrados xj,xk,. ... ,x
1 
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y que se considera no afectan a la media, lo -

cual puede ser cierto o no. 

Asimismo es necesario que li sea una variable 

aleatoria, distribuida normalmente, con varianzaU-2 y Ei indepen

dientes uno de otro. 

SupOngase que se tienen diferentes poblaciones en 

estudio que se definen por el valor de una variable cuantitativa -

llamada x. Tres casos particulares de la Ec. 7,19 se daran al con

siderar que la media de las poblaciones depende de x en las si

guientes formas: 

A <x> ... ..80 

_,..<.((x)= ¡8
0

+ ,¿\x 

/((x) = ,óo + t31x + fS2x2 

de manera que los modelos son: 

y i = !30 + ~l X + E i 

yi .. ~o + /31x + P'2x
2 

+ é i 

en dondef:i ""N(o,o-2). 

(7.20) 

(?.21) 

. ( 7, 22) 

Consideremos el modelo 7.22. En este modelo se 

considera que, para cada valor de x, se define una población de 

valores do Y, con distribución normal, media,6
0

+¡.?>1x + (32x2 y va

rianza constanteu-2. Esto se representa esquematicamente en la 
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Fig. 7.15. 

y 

Fig 7.15 

La curva/((x) = ¡.3
0 

+ ¡81x + /32x2 esta sobre el 

plano X-Y, y este plano es el que comUnmente se gra~icas 

Fig. 7.16 
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Si suponemos que el modelo anterior es el verda-

dero, incurriríamos en una "falta de ajuste" si se intentara usar 

el modelo 7. 211 
y 

Fig. 7,17 

el modelo intenta representar las medias poblacionales en forma 

lineal con respecto a x1 

1 y 

>-i 
Q) 

'd A .. _a.• /!>1 X 
{/] 

el! 
•.-t 
o 
!=! 
Q) 

::l o 
Q) 

& 

X 

Fig. 7.18 



Lo mismo pasarla, pero en mayor proporción, si se 

intentara usar el modelo 7.20: 

~ 

m 
~ 

~ •A 
ro 
·rl 
o 
~ m 
~ o 
m 
~ 

Fig. 7,19 

De ah!, surge la necesidad de efectuar un análi-

sis de Varianza, como el realizado en la sección anterior. Con -

el Análisis de Varianza, nosotros podemos verificar la bondad del 

modelo que se usa para ajustar las medias poblacionales. Debe no

tarse, que para cada modelo propuesto, la varianza de las pobla

ciones de Y para cada x es constante, es decir, poseen el mismo -

grado de generalidad. 

Si zw• en cambio, se considera como variable que 

denota ausencia o presencia de categorlas cualitativas de efectos, 

se trabaja con modelos de diseños experimentales, los cuales po-
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seen 2 o mAs grados de generalidad, ya sea que se ignoren o no 

ciertas categorias cualitativas. 

El ignorar o no ciertas categorias se hace deli

beradamente, con el objeto de comparar las medias poblacionales1 -

imaginemos que se tienen J marcas de catalizadores para una reac

ción especifica¡ obviamente, los catalizadores no pueden represen

tarse en primera instancia como factores cuantitativos. Los cata

lizadores son la misma sustancia quimica y se diferencian en el -

sentido de que cada uno lo produce una compañia diferente. 

Si suponemos que los catalizadores son usados pa

ra efectuar la reacción, manteniendo constantes las demAs condici2 

nes, tales como temperatura, presión, cantidad de reactivos, tiem

po de reaccil'm, etc. , se podria considerar que cada catalizador j 

tiene una población normal de rendimiento (Yi) con varianza cons

tante entre poblaciones, pero diferentes medias(~); el modelo 

seria entonces: 

2 
Eij .....,N(O,<J ) 

el término Yij denota la observación i-ésima de la población j, 

donde j = 1,2,J representa las marcas de catalizador. 

Si se ignora el cambio de catalizador, entonces -

la población resultante tendrá un mayor grado de generalidad, de

bido a que el catalizador pasa a ser un factor no controlado; la -

varianza de la nueva población sera mayor, y la media, llamada me

dia generalf{, tendrá un valor especifico (Fig. 7.20). Esta pro- -

piedad guia a la estimación de efectos especiales en cada una de -

las poblaciones estudiadas. Este efecto es la discrepancia entre -
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/'(y/{j1 a este se le llama efecto del factor marca y se denota 

por 'tj • as11 

j .. 1,2,J 

Fig. '?, 20 

Los valores de Tj seran positivos si la marca en 

cuestión aumenta el rendimiento promedio en relación a la media de 

rendimiento general,/(, y negativos si el rendimiento~j es menor a 

/(. 

como: 

donde: 

Las J poblaciones, entonces, pueden representarse 

Yij • rendimiento de la medición i-ésima con 

el catalizador j-ésimo. 

Lj ªefecto de la pob1aci6n e rendimiento) 

j-ésima. 

fij • error aleatorio, producido fundamenta_! 

mente por las particularidades especificas de 
la i-ésima medición en el rendimiento produc! 
do por el catalizador j-ésimo, que se genera 



Ec. 7.19 como: 

cona 

por los factores no considerados constantes -

al definir la población. 

El modelo anterior se puede generalizar con la 

( 7,23) 

si k .. j 

y = { 01 
si 

(k,j = 1,2,J) 

k .. j 

y donde se enfatiza que zw es una cantidad que denota ausencia o 

presencia de efectos. 

Los factores cuantitativos pueden eliminarse a 

priori dentro de estos modelos, pero también pueden enmarcarse si 

los valores entran en el modelo solamente indicando presencia o -

ausencia del valor o intervalo de valores determinado. 

Asi en el caso de un factor como la edad (xj), 

se pueden generar poblaciones donde,l{j sea función de xj' y xj sea 

niños = l, jovenes = 2 y adultos = J, utilizando variables indica

doras con valores cero y uno para indicar a que población (grupo -

de edad) pertenece cada individuo. 

Cuando las poblaciones en estudio se definen por 

las categorias de un solo factor, como ha ocurrido hasta ahora, se 

dice que poseen un criterio de clasificación, 

Existen diseños que involucran 2 o más criterios 

de clasificación. En este caso, las poblaciones difieren según la 

categoría o nivel de los factores involucrados. Si se considera un 
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diseño con 2 factores (A,B), el modelo puede representarse como: 

donde 

yijk = Ajk + Íijk ( 7.24) 

Yijk = medición i-ésima en la población con -

nivel j de A y nivel k de B . 

.l'(jk .. media de la población con nivel j de A 

y nivel k de B. 

(ijk = error aleatorio causado por las carac

teristicas especificas particulares de la 

i-ésima medición en la población con niveles 

j y k de A y B, respectivamente. O sea, es la 

desviación que hay entre el valor observado -

yijk y la media./(jk1 f ijk .. yijk -.}(jk' 

Este modelo es general y puede desglosarse segOn 

haya interacción o no entre los factores. Considerese la tabla 7,6 

y la figura 7.21; se dice que no hay interacción entre los facto

res si el cambio de nivel en un factor produce una variación en 

las medias~k' constante al considerar los niveles del otro fac

tor, o sea: 

_,,<(jk -Aj'k •Ajk' -"1j'k' 

y 

~k -..ltjk' .. --fJ'k -Aj'k' 

para cualquier valor de j, j', k y k'. 



Valores de ~k 

FACTOR A 

j .. 1 j "' 2 

k m 1 100 120 
FACTOR B 

k 2 104 124 

Tabla 7.6 

La Ec. 7.24 se puede transformar con ayuda de la 

media general.)(;.}{seria la media de la población si se ignoran 

los niveles de A y B;)(j seria la media de la población ignorando 

los niveles de B Yf( k serla la resultante de ignorar los niveles -

de A solamente. Consecuentemente, existen J grados de generalidad1 

./{el má.s altoyt{j Y/ík donde un f'actor se ignora (sus niveles), y -

~jk el má.s bajo. Esto se representa en la tabla 7.7. 

A partir de esto, se define el ef'ecto principal -

como la diferencia de la media general, con la media resultante de 

tomar en cuenta un solo factor, esto es1 

y 

1j = }{j - f( efecto principal del factor A en su 

nivel j. 

J k r: J(k - J1 efecto principal del l'actor B en su 

nivel k. 
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Y¡¡ 

Media de la 
población 

Tabla 7.7 

Grado de 
generalidad 

1 (más al to) 

2 

J (mds bajo) 

Frecuencias de y. 

Fig. 7.21 



Entonces, la no interacción significa aditividad 

de los efectos principales. 

En caso de que exista interacción, el modelo se -

complica un poco: para representar ~k en términos de/'(, 1j y /k' 

es.necesario introducir un efecto m~s. el de interacción, y el 

cual representa la diferencia entre la media real obtenida,_,.l(jk' y 

la media que se obtendrla por la sola adición de los efectos prin

cipales: 

por lo tanto 

y el modelo del diseño con 2 criterios de clasificación con inte

racción es: 

donde 

Yijk"' A +'lj + Ík +cj jk + tijk ( 7.25) 

cfjk = efecto de interacción del nivel j de A 

y el nivel k de B. 

Tanto 1:j, f k y 8 jk son constantes desconocidas, -

pero fijas; existen casos, en los que las constantes no son tales, 

sino que se comportan como variables aleatorias, dando lugar a los 

diseños anidados o jerárquicos. 

Hay varias condiciones que deben satisfacerse pa

ra que los efectos puedan ser considerados aleatorios; en primer -
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lugar, los niveles de los factores deberán ser seleccionados al 

azar de un intervalo permisible de valores¡ ádemas, deben elegirse 

al azar las observaciones y los lugares de experimentación, de un 

nó.mero grande de posibilidades. La estimación de efectos se hace -

prActicamente igual, y la diferencia radica en la utilidad de los 

resultados; si las conclusiones del experimento se aplican ó.nica- -

mente a los niveles de los factores incluidos en el experimento, ~ 

estos se consideran de efectos fijos; si en cambio, las conclusio

nes se quieren extender a muchos niveles del factor, entre los 

cuales se seleccionaron al azar los niveles estudiados en el expe

rimento, estos se consideran de efectos aleatorios; en este traba

jo, solo se consideran factores de efectos fijos. 

Cuando existen más de dos criterios de clasifica

ción, se siguen los mismos lineamientos anteriores, aumentando ob

viamente el numero de términos e indices, pero manteniendo en el -

fondo la forma del modelo 7,25. No obstante, existen procedimien

tos que cambian la estructura del modelo; estos se usan con el fin 

de disminuir la magnitud de los errores experimentales, y son muy 

~tiles si los Ei son muy grandes, pero innecesarios si no es ese -

el caso. Algunos procedimientos de este tipo se discuten en la 

sección 7.1.2.4. 

7. l. 2. J Regresión M~l tiple. - Cuando se trabaja con modelos 

lineales de regresión, el objetivo primario consiste en obtener los 

mejores estimadores de las f3•s desconocidas del modelo propuesto -. 

Dado que una población consta de un ndmero muy grande de indivi

duos (el cual puede ser infinito), es obvio que no se puede usar -

con fines prácticos a la población completa para conocer los pará-



metror; verdaderos /3's. Por lo tanto, se hace necesario tomar una -

muestra de la población (aleatoria), con la cual se obtienen nOme

ros (los estimadores) que den idea de los valores de los paráme- -

tros que se desean conocer. 

En el caso de los modelos lineales, para poder 

estimar los parámetros, se debe especificar el mcdelo (una recta -

en el caso del ejemplo de la sección ?.1.2.1) y se deben cumplir -

las suposiciones de homogeneidad de varianzas e independencia de -

errores; empero, debe observarse que no es necesario que los erro

res se distribuyan normalmente. 

Después de obtener los parametros, logicamente se 

desea saber la validez de ellos. Para facilitar la validación, es 

deseable que los errores se distribuyan normalmente, para de esa -

forma utilizar conjuntamente el Análisis de Varianza y las pruebas 

de hipótesis. 

La hipótesis estadistica es una suposición que se 

hace sobre la forma (tipo de función) de una población, o sobre 

los parámetros que caracterizan a una forma (de población) especi

fica. Comunmente, se supone conocida la forma de distribución (en 

este caso, normal) y entonces se plantean hipótesis sobre los pa

rametros de esa función de distribución. 

Dado que se trabaja con muestras, existe la posi

bilidad de cometer errores al probar una hipótesis. Esos errores -

son de dos tipos1 

I.- Rechazar una hipótesis cierta (o<.). 

II.- No rechazar una hipótesis falsa. 
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DECISION SITUACION REAL 

Hipótesis 
Cierta 

Hipótesis 
Falsa 

No rechazar la hipótesis No error Errcr tipo II 

Rechazar la hipótesis Error tipo I No error 

Tabla 7.8 

El enfoque clásico considera a o<.(probabilidad 

de error tipo I), como fijo (.05 o .01) y busca un procedimiento -

de prueba que minimice la probabilidad de cometer un error tipo II. 

A~, se le conoce como nivel de significancia, y 

es utilizado también para la formación de limites de confianza. 

guiente manera: 

La prueba de hipótesis se desarrolla de la si-

1.- Tomar una muestra de la población sobre la 

cual se quiere probar la hipótesis. 

2.- Calcular un estadistico con la muestra. 

J.- Con el empleo de la función de distribu- -

ciOn de probabilidades de es& estadistico 

(funciones derivadas del muestreo), evaluar la 

probabilidad de tener un estadlstico como el -

obtenido, suponiendo cierta la hipótesis. 

4.- Si la probabilidad de tener un estadlstico 

como el obtenido, siendo cierta la hipótesis, 
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es una probabilidad baja (comunmente ,05 o 

.Ol), se tendrá la siguiente alternativas 

a) La hipótesis es falsa 

b) La hipótesis es cierta y ha producido un 

evento improbable. 

Siempre se optara por a), quedando b) como una 

posibilidad de error tipo I; entonces, se dice que el hecho obser

vado es significativo. La distribución t de Student se utiliza 

comunmente como el estadlstico a calcular. 

El nivel de o< es arbitrario, y puede usarse una -

probabilidad más baja si fueran muy serias las consecuencias de un 

rechazo erróneo de la hipótesis (recordar que o<. es la probabilidad 

de rechazar una hipótesis cierta). Sin embargo, al reducir este 

valor de probabilidad, automaticarnente disminuye la posibilidad de 

rechazar una hipótesis que es falsa. 

Estas pruebas llevan consigo la construcción de -

limites de confianza; estos demarcan un intervalo de valores, den

tro del cual se espera que el valor verdadero del parámetro esti

mado (en este caso lasf3•s) se encuentre, con una probabilidad 

(1 -o<) de que as! ciertamente suceda. 

Los limites de confianza juegan un papel aW1 más 

importante que las pruebas de significancia. Considere el caso en 

que se desea saber si un producto A es mejor que uno B; si al 

construir los limites de confianza al 5% (e<.), la diferencia B - A 

esta en el intervalo ZLW-310, logicamente, aunque haya una proba

bilidad de 1 en 20 de que el valor verdadero ll.Q este dentro de 
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ese intervalo, la diferencia es tan grande con respecto a cero, 

que sin duda el producto B es mejor que el A; este tipo de infor

mación suele ser mé.s tttil que el utilizar prue1ias de significanoia 

( F o t), 

Continuando en este punto el ejemplo de la sec- -

ción ?.1.2.1, los intervalos de confianza para b
0 

y b1 se constru

yen de la siguiente forma: 

donde 

y dado que 

(7.26) 

(7.27) 

t( n-2, 1-t"") es el valor del estadistico t -

al {l-t"'-');~ y con n-2 grados de libertad. 

s 
2 -~ es el estimador muestral de~ a(s ) 2 , 

s 
... 0105 

y la ecuación (7.26) queda como: 

-.0798 ! (2.069 * .010.5) 

y por lo tanto 

- .101.5~,é\~ - . 0.581 



lo que significa queiJ1 (el valor verdadero) se encuentra en un 

punto ubicado entre -.1015 y -.0581, esto con una confianza de 

( l -o<.) • 95~L 

Para efectuar la prueba de hipótesis, se obtiene 

un valor de t que se contrastar~. con el de t(l - t«)1 

(7.28) 

(7.29) 

donde ~O y ,8
00 

son los valores especificados que se des.ean probar. 

Cuando esos valores son cero, se dice que se prueba una hipótesis 

* nula • Para fi1 y 4, la prueba de hipotesis nula quedas 

bl - o 
= .. 

.0105 

-.0798 

.1015 
• 1-7.601 .. 7.60 

y dado que 7. 60 > 2. 069, la hipótesis es rechazada (con una con- -

fianza del 95 ~),por lo cual se opta por la hipótesis alternativa 

* Se usa el valor absoluto de t, cuando la prueba de hipótesis es 
de dos colas. Esta se hace cuando no se sabe si el valor o trata- -
miento probado es mejor o inferior a "'\o o a un tratamiento base, -
respectivamente. Si se sabe que el valor o tratamiento debe ser me
jor que su estandar respectivo, se usa una prueba de una cola; 
cuando esto ocurre, se debe tomar el doble del valor de t para 
efectuar la prueba. 
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.810 ro*. 
Si el valor de jtb11 hubiera sido mds pequeno, 

que el valor de tablas, la hipótesis no se podrla rechazar, lo 

cual no implica que se acepte esta; solo no se puede rechazar. Co

mo opción, se debe plantear otra hipótesis, o bien profundizar en 

la investiración; otra alternativa es verificar si el intervalo de 

confi.anza incluye el valor de /310 (en este caso O). 

Para b
0

, los resultados son: 

,., 2 
'-- '"i ... 4267941 

nL(Xi - X)2 

1).6230 i 2.069 * {.4267941)t * .7923 

12. 5520 ...:::;~º ~ 14. 693~ 

lt 1 .. 13 · 6230 - 2 * .7923 .. 16.5216 
bo (.4267941) 2 

16.5216 >z.069 

por lo tanto, la hip~tesis es rechazada. 

Asimismo, es posible construir intervalos de con-

* El hecho de que¡.310 r O significa que la variable asociada al coe-
ficiente b1 tiene influencia sobre el valor de la respuesta. Obser
vando los limites de confianza (o el signo del estimador) se puede 
saber si esa influencia va en deterioro o mejoramiento de la res- -
puesta. 
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fianza para la respuesta Y,. Para eso, so usi::. la ..''órmula: 
."-

donde 

e.s.e.(Yk) = error estandard estimado de Yk 
(estimatetl standard error) y se calcula como: 

n e e (Y" ) = "' l~ (l + "' ... • lt - n 

entonces, e.s.e.(i,) es función del valor actual de ~k' donde: 
K 

1:k = valor especifico de ). usado para pre

decir ik. 

Y1,_ = valor medio predicho de Y a .".k 

de esta forma, los intervalos de CTonfianza varian seg~n el valor -

de ik; la .Cig. 7.22 ilustra este efecto, para el ejempln con nivel 

d8 °'=0.05. 

y 

,Y l}.62}0 - 0.0798 X 

X 
Fig. 7.22 



entonces, el valor verdadero de la media pobla- -

cional/¡', para una xk dada, se encuentra en algón punto del inter

valo correspondiente¡ esto con una probabilidad de 1 en 20 de ser 

errónea la afirmación. 

Como se ha visto, las pruebas de hipótesis sirven 

para validar los parámetros del modelo (uno por uno), mientras que 

el Análisis de Varianza ayuda a validar la ecuación de regresión -

(o sea, todos los parámetros a la vez). En el caso particular de -

una recta, la prueba F para regresión es la misma que la prueba t 

para,.81 = o. El estadlstico F sigue una distribución~2 y posee 

los mismos grados de libertad que ii1SR y s 2 , y el objeto es probar 

la hipótesis¡.31 "' o,(,32 "'0, ..... ,¡,'.3n =o. El valor de F obtenido, 

deberá ser mayor que el valor de F de tablas. Para el ejemplo, 

Freal" 57,52 y Ftablas == (l,n-2,0.95) • 4.28, y asi l~eal > Ftab. 

por lo que se rechaza la hipótesis;.:31 = O, ¡.32 = O, ••• ,. •;.3n= O y 

se conoce que la ecuación de regresión afecta a la respuesta. 

Hasta este punto, se ha desarrollado un método 

completo para analizar un modelo de la l'orma Y == /-3
0 
+ ;.31x ¡ es de

seable, sin embargo, desarrollar un método general, el cual pro- -

porcione tanto los parámetros como el subsecuente análisis, de 

cualquier tipo de modelo lineal. ~ara hacer esto, es necesario 

utilizar el álgebra de matrices. 

Se define el vector X. como el vector de observa-

* cienes Yi , K como la matriz de variables independientes,~ como -

* Cualquier matriz con una columna es llamada un vector columna; -
cualquier matriz con una hilera es llamada un vector hilera. Una -
matriz de 1 it l es justamente un nómero ordinario o escalar. 



el vector de par~metros a estimar, y g_ como el vector de errores. 

Para el ejemplo de la seccion 7.1.2.1 esto queda: 

l0.98 1 35,3 (1 

11.lJ 1 29. 7 €2 

12.51 1 J0.8 t3 

~-[~:J X .. ?;. "' f.= 

l0.36 1 33.4 f 24 
11.08 1 28.6 E25 

Como es conocido, para que 2 matrices puedan mul

tiplicarse, ambas deben ser conforma bles*; asi el producto X /.:3 del 

ejemplo serlas 

1 J5.3 "º 35,3 '11 

1 29,7 ,(30 29. 7 '31 

. ~:] x.s • • 

1 28.6 /30 28.6 ,dl 

25 * 2 2 * 1 "' 25 * 1 

* 5 i A es una matriz de n * p, donde n a numero de renglones, y 

p • n~mero de columnas, esta puedes a) postmultiplicarse por una -
matriz de p * q resultando una matriz den* q1 b) premultiplicarse 
por una matriz m * n para dar una matriz de m * p. 



La suma de dos matrices se obtiene sumando los 

elementos correspondientes de ambas matrices: 

..8º + J 5 · J f.31 € 1 4i + J 5 · J l-l1 + E 1 

/30 + 29 · 7 !31 é 2 f3o + 2 9 • 7 /.31 + é.2 

Z.1ª + f.. .. + .. 

/.30 + 28. 6 /31 E. 25 /30 + 28. 6 '11 + E25 

como se ve, las matrices necesariamente deberan tener las mismas 

dimensiones. Si 2 matrices o vectores son iguales, sus elementos -

correspondientes también son iguales. Entonces, una ecuación ma- -

tricial valida es: 

(7.JO) 

que implica que: 

o bien 

y.,. A + X.A + f.. 
J. 1-0 J. '""1 J. 

(i = 1,2,J, ••••• ,25) ( 7. Jl) 

para cada una de las 25 observaciones. Entonces la ecuaci6n matri

cial (7.JO) y la ecuación (7.Jl) expresan el mismo modelo. 
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La transpuesta de una matriz se derine como aque-

lla matriz en la cual las hileras son las columnas de la matriz 

original, y las coluJJU1as son las hileras, esto se escribe como At, 

donde A es precisamente la matriz original. 

As!, por ejemplo1 

xt = [ 10.98 11.13 12.51 ..•..• lO.J6 11.08] 

nótese que: 

y 

y 2+ y 2+ yJ2 + .•••• + y 2+ yn2= _yty_ 
1 2 n-1 

adicionalmente 

y esto corresponde a1 

t el producto X Y darla1 

1 1 1 

J5.J 29.7 .•.. 28.6 
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1 
,..[10. 98 
11. lJ 

11.08 

[ 
235.60J 

.. 11821.432 

entonces, las ecuaciones normales pueden ser escritas como1 

donde .Q t = [ b
0

, b1) , los estimadores por mínimos cuadrados de 

(j.3
0 

•/Ji J . Para solucionar dichas ecuaciones, se hace uso de la in

versa de una matriz, escrita h-, donde h es la matriz original, 

que debe ser cuadrada, y con su determinante diferente de cero. 

La mul tiplicaci6n M- = A_ h. siempre dara por re

sultado la matriz identidad J, la cual contiene l's en su diagonal 

principal, y O's en sus demás elementos: 

1 o o 

o 1 o 

.. 

o o 1 
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De esta forma, la solución de las ecuaciones nor-

males puede escribirse como: 

y dado que IA.,. f1. para cualquier f::.: 

donde: 

-5: 1 

1 

n 

Usando los datos del ejemplo anterior, se halla -

que: 

86 
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y 

[ 

.4267941· 

-.00735.35 

-O. 00(35351 

o. 0001398 J 

[ 

13. 62300 5] 
Jp= 

-0.079829 

[ 

235,60 l 
11821.432J 

Entonces, con este método, es posible ajustar 

cualquier modelo lineal en los parAmetros ¡.3
0

, A, /32 , •••• ,¡Sn por 

mlnimos cuadrados. 

Igualmente, todos los cálculos del Análisis Esta

dlstico como son el Análisis de Varianza y las pruebas de hipóte

sis, se desarrollan en forma matricial. La tabla de Análisis de 

Varianza queda como: 

TIJENTE Sut.!A DE CUADRADOS GRADOS DE LIBERTAD MEDIA 

Regresión .!2-ixtx p ~1SR 

Residual x"ty - .2 "tz ~ n - P .. s2 

Total 
(no corregida) .xt.x n 

En un trabajo de regresión, las¡:reguntas mas im

portantes se hacen con respecto a si incluir ciertos términos en -

el modelo es benéfico. Esta pregunta puede ser resuelta conside- -
• rando la porción extra de la suma de cuadrados de la regresión que 

surge debido al hecho de que el término bajo consideración estuvo 



dentro del modelo. La media cuadrada derivada de esta suma extra -

de cuadrados puede ser comparada con el estimado, s 2 , de ~2 • para 

ver si esta es significativamente grande. Si es asl, el término 

deberá ser incluido, si no, el término podrá ser juzgado innecesa

rio y puede ser removido. Un ejemplo de este caso, se vio al for

mar la tabla 7,3 de Análisis de Varianza, donde SS(b1~b0 ) repre- -

sentó la suma extra de cuadrados debida a la inclusión del término 

/31x en el modelo. El procedimiento general es el siguiente: supón

gase que las funciones z1 , z2 , .•••. , Zp son .funciones conocidas de 

las variables básicas x1 , x2 •.•• , Xn y que los valores de las X's 

y sus correspondientes Y's son disponibles. Considerando los dos -

modelos siguientes1 

de este primer modelo los estimadores por minimos cuadrados serian 

b
0
(1), b1(1), b2(1), .••.•. , bp(l) y SS(b

0
(1), b

1
(1), b2(1), ...... , 

bp(l)) = s1 serla la correspondiente suma de cuadrados. Se supone 

que el modelo no sufre falta de ajuste*. Entonces, el estimado de 

~2 sera s 2 , obtenido de los residuos del modelo (1). 

(q < p) 

Las Z's en este modelo son las mismas que en el -

modelo (1) cuando los subíndices son los mismos¡ hay sin embargo, 

menos términos en este segundo modelo. 

Obteniendo los estimadores por minimos cuadrados 

* Ver sección 9 
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de este modelo: b
0
(2), t

1 
(2), b2 (2), ...... , tq(2) la suma de cua

drados seria igual a ;'j:3(b
0
(2), h](2), b2 (2), ...... , bq(2)) = !.; 2 . -

::;ntonces s 1 - :.; 2 es la suma extra de cuadrados debida a la in-

clusión de l'.ls términos ,8q+llq+l + ...... +¡3P.:;P en el modelo (1). 

Dado que : 1 tiene (p + 1) grados de libertad .Y s 2 tiene (q + 1) -

p.-rados de libertad, s1 - s 2 tiene (p - q) grados de libert:d· Si -

,.Bq+1 = f>q+ 2 ~ ...... =~p"' O, entonces ::;;l(s1 - s2 )/(p - q)\= IJ
2

. -

Si adicionalmente, los errores son normalmente distribuidos, 

(3 1 - s2 )/(p - q) tendr¿ un tipo de distribución?C.
2

, independiente 

2 de s . Esto significa que se puede comparar (s1 - s2 )/(p - q) con 

s 2 por una prueba 7.(p-q,v,oe) (v., nómero de grados de libertad de 

2 
s ), para r>rohar la hipótesis nula:~q+l = (.3q+z ........ =¡&p =O. 

~l - s2 puede escribirse como SS(bq+l''''" ., bp' 

b
0

,b1 , ..•.. , bq)• que se lee como la suma de cuadrados de bq+l,' •. 

• . , bp, dados b
0

, b1 , ••..• , bq. Aplicando este principio, es po

sible obtener, sucesivamente, para cualquier modelo de regresión, 

SS(b
0
), ;;s(ti1lb

0
), 5S(b2'b

0
,b1 ), ...... , s;,(bpfb

0
,b1 , ..... ,bp-l); -

todas estas sumas de cuadrados estan distribuidas independiente- -

mentes de s 2 , .Y por lo tanto, también sus medias cuadradas, dado -

que cada una tiene un grado de libertad. ~stas medias pueden com

pararse con s 2 por una serie de pruebas i', 

Asl, .Y retomando el ejemplo ya desarrollado, se -

probarla la bondad de añadir un término más al modelo: 

* . Ver apéndice B 



donde 

l0.98 

11.lJ 

12.51 

8 .I~ 

X= 

10.J6 

10.08 

x2 = nuevo factor, cuyos 25 correspondientes 

valores se encuentran en el apéndice C. 

Las siguientes matrices pueden ser construidas: 

l J5.J 20 

1 29.7 20 

1 J0.8 2J 

1 58.8 20 

[ ~J b= ¿= 

1 JJ.4 20 

1 28.6 22 

Usando los desarrollos anteriores: 

12 = <ztrl-1 tx 

dor.de 12 es el vector de estimadores de'ª, y dado que el determi- -

nante de ztt # o, entonces: 

1 J5.J 20 

-[:J l~·J 
1 1 ,:.6] 1 29.7 20 

.Q 29.7 J0.8 1 J0.8 23 * 
20 20 2J 22 

1 28.6 22 
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l0.98 

·[ 
1 1 1 

2:.~ 
11.13 

35.3 29.7 30.8 .... : 12.51 

20 20 23 22 

11.08 

esto da: 

b 25.00 1315.00 506.00 o 

bl 1315.00 7632J.42 2653.30 

h2 506.00 26353,30 J.0460.00 

[ 

2. 778747 -O. 011242 

= -0.011242 O.J.46207*10-J 

-0.106098 -0.175467*10-3 

-0.106098 i· 
O. l 75467ifJ.0-3 

o.478599*10-2 

que finalmente proporciona: 

[ :~ 1 r 
9.1266] 

= -0.0724 

0.2029 

235,600 

{~ 11821.432 

4831.860 

[ 

235,600 

* 11821.432 

48Jl.860 

Por lo tanto, la ecuación ajustada por minimos -

cuadrados es: 

Y = 9.1266 - o.0724Y.1 + o.02029x2 ( 7. 32) 

Las tablas de Análisis de Varianza serian: 
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FUENTE DE GRADOS DE SUMA DE MEDIA 
VARIACION LIBERTAD CUADRADOS CUADRADA F 

Total (no corregida) 25 2284.1102 

Media (b
0

) 1 2220.2944 

Total (corregida) 24 63.8158 

Regresión b() 2 54.1871 27.0936 61.8999 

Residual 22 9.6287 o.4J77 

Tabla 7 .9 

Si o<.=0.05 1''(2,22,0.95) = 3.44, por lo tanto, la 

ecuación es buena predictora, ya que r'real"' 61.8999 es mayor a -

1~tablas = 3. 44 . 

La pregunta siguiente seria: ¿Que tanto beneficio 

ha traido consigo la adición de la 2ª variable?. En otras .palabras, 

¿La variable es 1Hil para la predicción?. Utilizando el principio 

de suma extra de cuadrados, se puede construir la siguiente tabla 

an:Hoga a la 7 ,9: 

FUENTE DE GRADOS DE SUMA DE 
VARIAClON LIBERTAD CUADRADOS 

Total (no corregida) 25 2284.1102 

hledia (b
0

) 1 2220.2944 

Total (corregida) 24 6J.8158 

Regresión bo 2 54.1871 

debido a b1 lb
0 

1 45,5924 

debido a b2lb1,bo l s.591n 

Residual 22 9.628? 

Tabla 7.10 

MEDIA 
CUADRADA F 

27.0936 61.8999 

45,5924 104,l6J6 

8.5947 19.6361 

.4377 



Como podrá observarse, la contri buci6n de x2 es -

muy importante, tanto que 19.6J6l excede a F(l,22,0,95) = 4.JO, y 

por lo tanto su introducción a sido significativa. Esta es la lla

mada prueba l secuencial, en donde las variables son añadidas una 

a una en etapas, a la ecuación de regresión. 

Si se toma en cuenta el orden de entrada, para la 

ecuación anterior pueden existir dos casos: 

a) SS(b2lb1 ,b
0

) 

b) SS(b1lb2 ,b
0

) 

Cada uno de ellos. dan una medida del "valor" de 

añadir el término h j correspondien-te, estando los otros ya pres;n

tes. Su media cuadrada se puede comparar con la prueba F, con s , 

como ya se hizo para SS(b2 jb1 ,b
0
). A estas, se les conoce como 

pruebas z parciales, Son de suma importancia, ya que el efecto de 

una variable, (di~amos Zq),.en la determinación de la respuesta, 

pueje ser muy grande cuando la ecuacion incluye solamente a Xq' 

Sin embargo, cuando la misma variable es introducida en la ec.ua-

ci6n después de otras variables, podria afectar muy poco a la res

puesta, debido al hecho de que Zq estuviera altamente correlacio

nada con las variables que ya estan en la ecuación de regresión. -

!'ara la variable x1 , esta prueba parcial F esta ya incluida en la 

prueba secuencial F anterior; para la variable Y.2 , esta prueba 

parcial serias 
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'1J-:-:NTS 1J:S 
'J Af<li\Cl 'JN 

1'otal (no c0rrefida) 

:.Jedia (b()) 

Total (correr ida) 

r:cg:resion l\¡ 

debido a b2' b o 

GRi.D 0J::J D:. 
1'13:J{'l'il.iJ 

25 

l 

,';)} 

2 

1 

;::u i.!i\ DE 
C:UJJJnAD·JS 

debido a b1lb2,bo 1 

6'3.8158 

51~ .1871 

18. 31.i.2LJ. 

JS.8447 

Residual 22 9.6287 

Tabla 7.11 

¡.;::.:DIA 
e u ;JJ;;: ;J) A 

27.00,36 

1n.906J 

JS. 8l}L~7 

,4377 

61. 8999 

41.9063 

81. 8933 

Se puede observar, que la contribución de z2 es -

mas importante que su rnis.!I@: contribución cuando ;: 1 habla sido ya -

introducida. Nótese también que esta es reflejada en el valor de 

para Y 1 , en las 2 tablas ( 81. 8933 < lOLL 16J6). Sin embargo, x1 es 

la variable mi'is importante en ambos casos, dado que su ccmtribuci

~n a la reducción de la suma de cuadrados residual es m~s grande, 

no importando el orden de introducción de las variables. 

Los términos pueden ser introducidos en cualquier 

agrupamiento lógico también,' por e ,iemplo, en modelos polinomiales 

(que no consideran interacciones), se pueden construir sumas ex- -

tras de cuadrados alternativas, por ejemplo, :.;s(b
0

) '· SS(términos -

de primer orden b
0
), S.S(t~rminos de segundo orden términos de pri-

2 mer orden, b
0
), etc, y comparar esas SS con s . Esto da un gran nü-

mero de opciones para usar este principio, y la gran mayorla de 

los métodos especializados lo utilizan. 

Otro estadlstico que puede utilizarse para veri-
2 ficar la bondad de la introducción de una variable, es el R , y 



adicionalmente, se pueden construir intervalos de confianza. R2 

para el ejemplo, so obtiene como1 

R2 para el ejemplo de la sección 7,1,2.1 es: 

2 45.~924 n " 63.158 = • 714 

entonces, se ve que la ecuación de regresión (7.J2) explica mejor 

la variación de los datos que la ecuación (7.lJ), Sin embargo, es

te estadistico debe usarse con cuidado ya que es posible siempre -

hacer que R2 "' 1 * 
Los limites de confianza tienen la misma estruc-

tura que los calculados en la sección 7.1.2, y asimismo, se inter

pretan análogamente. Estos se calculan como1 

donde 

e.s.e. = error estandard estimado de bi' y se 

calcula como la raiz cuadrada del término 

i-diagonal de la matriz (Kt!)-s2, conocida 

como matriz de varianza-covarianza, y cuya 

estructura es1 

[ 

V(b 0 ) cov(b0 ,b1 ) cov{b0 ,b2 )] 

cov(b1 ,b
0

) V(b1 ) cov(b1 ,b2) 

cov(b2 ,b
0

) cov(b1 ,b2 ) V(b2 ) 

* Cuando los grados de libertad son pocos, R2 tiende a l. El ca
so limite ocurre cuando df = o, entonces, necesariamente Rz es l. 



los intervalos de confianza separados son frecuentemente utiliza-· 

dos, pero ellos son muy susceptibles de malinterpretarse. Consi

dere la Fig. 7.2), la cualilustra una posible situación que surge 

al considerar 2 parámetros. La región de confianza conjunta al 

95í~. para los verdaderos parámetros, ¡81 y /32 , es mostrada como 

una elipse alargada, la cual encierra los valores (¡61 ,¡6'2 ) que los 

datos obtenidos registran como conjuntamente razonables para los 

parámetros. Esta, toma en cuenta la correlación entre los estima-

Los intervalos de confianza para¡$1 y ¡82 son 

apropiados para los rangos especificas de los parámetros indivi

duales; sin embargo, si un intento es hecho para interpretar esos 

......... ·-···· --- -·- .... -- ... -- .... -........................ . -· •' . 
' . 

Fig. 7.2J 

.. .. 



intervalos simultaneamente, este sera erróneo, ya que as! impllci

tamente se esta definiendo como región conjunta de confianza al 

rectangulo ABCD, en lugar de la elipse correspondiente. Entonces, 

un punto E, a primera vista razonable, será completamente erroneo. 

La elipse se obtiene de la ecuación matricial: 

recordando que p es el n~mero de variables involucradas. En gene

ral, esta ecuación es muy ~til solamente cuando p es pequeño (2 o 

J), ya que cuando más parámetros estan envueltos, la interpreta- -

ción es muy dificil, de ahi que los intervalos separados sean muy 

usados; entonces, se debe tener cuidado en su manejo. Para p = 2, 

varianza de bi es diferente a varianza de bj, y la correlación en

tre bi y bj' calculada como: 

no es pequeña, la situación de la Fig. 7.23 ocurre. Si ~j es a

proximadamente cero, entonces la región rectangular definida por -

los intervalos de confianza individuales se aproxima a la región -

. * conjunta correcta de confianza 1 el alargamiento de la figura de-

pendera de los tamaños relativos de V(bi) y V(bj) (Figs. 7.24 y 

7.25) 

* Sera correcta, en términos de si verdaderamente incluye a los pa-
rámetros ;.31 y(3 2 del modelo. Recordar que para o<.= 0.05, existe una 
posibilidad de uno en 20 de que esa región no sea correcta. 
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" Por ~ltimo, los limites de confianza para el va-

lor medio de Y a Xk' son obtenidos des 

para el caso de la respuesta; esto genera un tipo de curva similar 

al de la Fig. 7. 22. En este caso, no existe riesgo de malain'terpr~ 

tación. 

?.1.2.4 Usos de los modelos lineales.- Fundamentalmente, -

los modelos de regresión tienen 4 tipos de uso: a) Descripción y 

Explicación, b) Predicción, c) Control y d) Calibración. Los mode

los de diseño se emplean para a) Comparación de medí.as, b) Estudio 

de efectos y e) Estimación de parámetros pcblacionales. 

a) Descripción y Explicacion.- Los modelos de re

gresión son valiosos para describir el tipo de asociación entre la 

variable1J dependiente Y, y las variables independientes x1 ,x2 , 

•• ,Xj•··· ,Xp. En este caso lo que se persigue es resumir las ten

dencias de los datos y encontrar la forma de asociación entre las 

variables. 

Es muy importante señalar que en dicho uso no se 

pretende establecer relaciones causales, en el sentido de que los 

valores de las Xj produzcan cambios en los valores de Y. Los mode

los de regresión indican únicamente que existe asociación entre 

las variables y cuál es la forma de dicha asociación; esto se hace 

de manera empírica, solo con la información de los datos observa-

dos. 

Puede suceder que existan factores no estudiados 

que est&n causando conjuntamente cambios en los valores de Y y en 



los de las x .. Para citar un ejemplo clásico, señalaremos que en 
J 

un estudio de poblacion en Estados Unidos se encontró que la fre-

cuencia de c~ncer (Y) estaba relacionada con la intensidad del 

h~bito de fumar tabaco (X), a traves de un modelo del tipo Yi ~ 

(3
0 

+ (31 Xi + ti, con /Ji) O 1 sin embargo, los defensores de las 

compañias de cigarros señalaron, con justa razón, que podria 

existir un factor génetico, fisiológico o psicológico que produ

jera ambos efectos, es decir, que aumentara la susceptibilidad 

al c~cer y al mismo tiempo incrementara el deseo de fumar. Pos

teriormente, con experimentos más precisos, empleando perros, se 

encontró una relación causa-efecto que indicaba que el cáncer era 

causado entre otros factores por el hábito de fumar. Otro caso es 

el de la relación entre nOmero de cigUeñas en Inglaterra (Y) y la 

producción de acero (X); esto no indica, necesariamente, que al -

aumentar la producciOn de acero se incremente la cantidad de ci

güeñas. 

No se pretende que los modelos lineales de regre

sión señalen relaciones causa-efecto a través de una relacional 

funcional. Sin embargo, si basados en otros conocimientos cienti

ficos ajenos a la estadistica se establece la relación causa-efec

to, los modelos de regresión son valiosos auxiliares que permiten 

simplificar y estudiar dicha relación. Por ejemplo, aqui inclui- -

riamos los modelos llamados "curvas de crecimiento", que son los -

que ligan la edad o tiempo con la masa o nOmero de individuos pro

ducidos al estudiar seres vivos o poblaciones de seres vivos. 

Un empleo interesante de los modelos de regresión 

se da en las relaciones entre factores que puedan pasar a ser hi-
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pótesis cientificas al suponerse la relación causa-efecto provi

sionalmente. As!, por ejemplo, si al estudiar a los alumnos de 

nivel universitario se encuentra que las calificaciones promedio 

en la universidad (Y) tienen una asociación lineal positiva con -

el ingreso promedio de los padres (X), se puede plantear como hi

pótesis que un ingreso bajo produce estudiantes con malas califi

caciones y que ingresos altos producen buenas calificaciones. 

Provisionalmente, y como explicación, se considera que los estu

diantes de familias de ingresos bajos tienen que trabajar y dedi

can menos tiempo al estudio que los del otro tipo de familias; 

otra alternativa serla que los estudiantes de familias con ingre

sos bajos tienen una alimentación deficiente, cosa que no sucede 

con los de ingresos altos. Se requerir~ una investigación para 

probar las hipótesis sugeridas y que la regresión solo ayudó a 

plantear. 

Ejemplos como el anterior son muy ~tiles en eco

nomia, donde el empleo de modelos lineales es muy abundante en el 

área conocida como econometria; por ejemplo, el estudio del pre

cio de los automóviles Y, como función de ingreso per cápita x1 , -

x2 = x1
2 , costo de tipo colectivo x3 e indice de costo de alimen

tos x4 • 

b) Predicci6n.- Un empleo sumamente importante -

de los modelos de regresión es la posibilidad de predecir el va

lor que tendrá Yi' o la media de la población del conjunto de Yi 

que se genera cuando se especifican las condiciones del proceso -

mediante los valores de Xji' 

Un ejemplo lo constituyen las llamadas series de 

tiempo, donde se trata de predecir cuál ser.! el valor de una ca-



racteristica Y que depende del tiempo. Por ejemplo, el precio de 

los tomates para un año futuro, donde las Xj (j = l, •.•. ,p) son -

funciones del tiempo y/o de observaciones anteriores; o bien, es

timar la demanda de petróleo en !unción del tiempo. Un enfoque 

diverso en las series de tiempo se logra mediante la teoria de 

procesos estocásticos. 

Otro ejemplo se presenta cuando una fábrica ne

cesita predecir o pronosticar la producción (Y} que tendrá para -

ciertos costos, concentrados y CE.:idades (las Xj). 

La predicción se emplea también para diferentes 

situaciones; por ejemplo, si se liga el rendimiento de un cultivo 

en una región (maiz, trigo, caña de az~car, etc.), que seria la -

variable Y, con lluvia (X1 ), cantidad de nitrógeno (X2 ), de fós

foro (X 3) aplicado al suelo y caracteristicas agrónomas tales co

mo incidencia de plagas (X5), dias necesarios para la floración -

(X6 ), etc., se podrá predecir el rendimiento conociendo los valo

res de las Xj (j = l, ••.• ,p) que se tiene en un momento dado, 

Para una buena predicción es necesario que la va

riabilidad de los errores ti' sea lo más pequeña posible. Esto no 

significa que sea conveniente introducir muchas variables inde- -

pendientes en el modelo, ya que pueden aparecer algunas que no 

son explicativas, o sea que, aunque reducen poco la variabilidad 

de los errores, pueden incrementar la variabilidad de las predic

ciones al estimar los parámetros ligados a las variables no expli

cativas. 

También debe tenerse en cuenta que es factible -

lograr una reducción de la variabilidad del error mediante la in-
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traducción de muchas variables independientes, hasta el grado de te-

ner error cero cuando las variables independientes son n - l, sien

do n el numero de observaciones; en este caso, hay un ajuste per- -

fecto; sin embargo, en virtud de que es para las observaciones yi -

particulares que se tienen, no se ajustará del mismo modo a otras -

observaciones. Por dicha razón, este modelo con ajuste perfecto no 

funciona para la predicción, de manera que no es recomendable medir 

e incluir como variables independientes todo lo que pueda tener in

fluencia sobre la variable dependiente; se debe concretar en cambio 

a estudiar aquellas variables independientes que, con base en cono-
' cimientos previos, se supone que poseen una influencia preponderan-

te para determinar los valores de las observaciones en la variable 

dependiente. 

Existe en literatura muy especializada varios pro

cedimientos para seleccionar de entre un conjunto de posibles va- -

riables independientes, uno de los mejores subconjuntos (stepwise, 

backward, etc). Los criterios que se utilizan son: el valor de R2 , 

las pruebas F, y otros. 

c) Control.- Un modelo de regresión puede servir 

para encontrar cuales son los valores de las xj (j = l, .•.•• ,p) que 

pueden optimizar, de acuerdo con alg~n criterio, los valores de la 

variable dependiente Y. En esta area se hallan las llamadas fun- -

ciones de produccion, las cuales constituyen una extensión de las 

llamadas superficies de respuesta. 

Dos ejemplos típicos de lo que significa el control 

se presentan a continuacións 
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1) Se intenta encontrar la ración Optima (la más 

económica) para la producción de carne en los pavos; para lograr

lo se encuentra, por regresión, una función que ligue la carne 

producida Y y las cantidades de varios alimentos como malz, soya, 

etc. (las Xj)1 posteriormente, en función de los costos y, con 

ayuda de programación lineal, se obtiene la ración óptima. 

2) Se investiga el rendimiento del maíz (Y) bajo 

diferentes dosis de fertilizantes, por ejemplo, cantidad de ni- -

tr6geno (X1 ), de fósforo (X2), de potasio (x3), de agua (X4 ) y 

funciones de esas variables como x1
2 , x23, x1x2 , x3

4 , x5•62 , etc.1 

evaluando el costo de los fertilizantes y del agua se puede de- -

terminar cuál es la combinación de valores de las Xj, que produ

cen un rendimiento Optimo desde el punto de vista económico. 

En estos ejemplos se establece la ecuación de 

regresión y se buscan los valores de las Xj que controlen los cam

bios en el sentido deseado. 

En la industria se pueden usar los modelos de re

gresión para controlar, es decir, para optimizar procesos de pro

ducción. En la del acero, por ejemplo, es factible relacionar la 

producción' o resistencia del acero Y, con caracteristicasdel pro

ceso, tales como temperatura de fundición x1 , cantidad de hierro -

x2 , cantidad de carbon x3 , etc. De este modo se pueden determinar 

los valores de Xj que optimizan Y, en un contexto económico. 

En términos generales, si bien se puede relacio

nar, mediante un modelo de regresión, una característica de lnte

res económico Y, con un conjunto de factores Xj o variables inde

pendientes susceptibles de modificarse segón el arbitrio humano, -
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se optimizará la caracterlstica Y variando los valores de los fac

tores Xj' A este proceso estadistico se le conoce como control. 

Para esto, el modelo de regresión deberá ser satisfactorio desde 

el punto de vista estadístico, con varianza de errores baja y cum

pliendo las suposiciones hechas en el planteamiento del modelo. 

Por otra parte, el modelo podra contemplar algunas variables in

dependientes que no sean controlables1 lluvia, temperatura ambien

tal de la región, concentración de materias primas, etc., pero ha

brá otras variables independientes factibles de ser controladas. 

d) Calibración.- La regresión se emplea también -

en el problema de "calibraciOn", en el que la Y es una caracter!s-

* tica aleatoria fácil de medir que depende de una variable no 

aleatoria dificil de medir X; la relación de dependencia se puede 

determinar mediante una regresión del tipo 

El modelo se usa para predecir el valor de X que 

ha producido una Y determinada. Por ejemplo, si se desea saber el 

contenido de calcio X en una sustancia, se pueden medir ciertas 

bandas caracteristicas al analizarla con un espectrofot6metro (Y). 

Si se preparan algunas muestras con cantidades de calcio conoci

das Xi y se determina la Yi para cada muestra, se ajusta una re- -

gresiOn como la ya mencionada. El modelo obtenido se empleará para 

encontrar el valor de X, que es el contenido de calcio de una mu-

* Ver secciones 7.1.2.2 y 7.1.1 



estra nueva desconocida, sólo midiendo las bandas en el espectro

fótometro Y. 

En general, dicho procedimiento se aplica para la 

calibracibn de aparatos cientificos y métodos de determinación de 

caracteristicas no aleatorias, pero en los que el aparato o el mé

todo de medición estan sujetos a f'luctuaciones aleatorias que 

producen variabilidad en los resultados. 

a) Comparación de medias.- Los modelos estad!s- -

ticos lineales de diseño de experimentos tienen como objetivo 

principal comparar las medias de las poblaciones estudiadas; por -

ejemplo, al comparar en el trópico la producción de leche de cinco 

poblaciones formadas considerando igual nOmero de razas de ganado, 

o bien, tipos de manejo o combinaciones de ambos criterios; lo que 

interesa es comparar las medias de producción de leche de esas po

blaciones. 

Otro ejemplo es la comparación de medias de cali

ficaciones de los alumnos universitarios sometidos a métodos di- -

versos de enseñanza, los cuales constituyen las diferentes pobla

ciones. 

En la industria se pueden comparar las medias de 

producción de varias poblaciones generadas al considerar diferen

tes tipos de operación de las fabricas. 

En medicina es f'recuente la comparación de las 

medias de poblaciones de ciertos caracteres fisiológicos o morfo

lógicos tales como presión arterial, contenido de az~car en la san

gre, tamaño de órganos de hipertrofias, etc., y las poblaciones 

que se generan al considerar cierto tipo de droga o tipos de trata-
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miento médico en general. 

En todos los casos las hipotesis planteadas son 

del tipo: 

esto es, 

para j = 1 , .•. , t 

Esta hipotesis, al incorporarse a los modelos 

vistos en la sección J.6, genera una hipotesis del tipo 

°'1 .. ~ = • • • • • .=oct 
o 

o sea que la hipótesis de igualdad de medias se confirma mediante 

la hipótesis de igualdad de efectos de poblaciones. No siempre se 

prueba la llamada "nulidad de efectos", sobre todo con ciertos ca

sos restringidos, aunque autores como Searle consideran que no es 

practico probar hipótesis de nulidad. 

Una hipótesis de nulidad seria: 

o<:l = °'2 = ••••• = O<:t = o 

Si una hipo tesis del tipo...-7'1 = .-f2 "' •..• ·= /ft es 

rechazada (mediante el andlisis de varianza), se puede deber a 

que/(1 es diferente del resto Y./(2 = .lf'J = ....... }{t 1 a que todas -

son distintas entre sii o bien que/(1=,,,.y2! _.¡1(3=~4·/(51'./f6• -
etc., Como se puede ver, existe un nñmero muy grande de posibili-
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dades en las cuales no se cumplefi 1 = ./(2 " ••••• =,}(t. En estos ca·· 

sos se recurre a cierto tipo de pruebas estadisticas, que permiten 

probar un conjunto de hipótesis que consisten en la igualdad de 

parejas de medias de poblaciones, y establecer un orden entre los 

valores de las~j' lo que obviamente permitirá inferir sobre las 

poblaciones que optimicen los valores de Y. Un ejemplo serla1 

Obsérvese que en este caso no act~a la ley de 

transi tividad seg~n la cual "dos cosas iguales a una tercera son -

iguales entre si", debido a que no se trata de una igualdad alge

braica sino de una igualdad "estadistica", es decir, con algl'.m 

grado de probabilidad de ser cierta y otro de ser falsa. 

b) Estudio de efectos.- Un diseño experimental 

puede planearse para estudiar las relaciones entre varios factores 

cualitativos o cuantitativos que sirven como criterios para defi

nir las poblaciones bajo estudio y sus respectivas mediasl0,25. 

Una hipótesis de gran importancia práctica es la 

de "no interacción" entre dos o más factores cuantitativos que 

sirven como criterios para definir las poblaciones bajo estudio. 

Por ejemplo, al investigar la depresión en sujetos drogadictos, -

se podr~ conocer si el efecto de la droga se modifica al tratarse 

de hombres o de mujeres, o bien en un proceso industrial, si el 

efecto de concentración de reactivos sobre la producción se modi

fica o no con el tiempo de proceso. Cuando no es rechazada la hipó

tesis de "no interacción", los resultados relativos a un factor de 

clasificación en estudio respecto a un nivel de los otros factores 



se pueden generalizar a los otros niveles de los demás factores. -

Cuando la hipótesis de no "interaccion" es rechazada, los resul

tados de un factor se ven modificados por los niveles de otro(s) -

factor(es). Por ejemplo, si se estudian ciertas variedades de plan

tas en diferentes lugares, la "no interacción" indicará que la me

jor variedad en general es tambien la mejor en cada uno de los lu

gares estudiados; o sea que las relaciones entre las medias de las 

variedades son las mismas en los diferentes lugares. Si la hipóte

sis de llQ interaccion es rechazada, ello indicara que para cada 

lugar se tiene cierto tipo de relaciones entre las medias de varie

dades. Posiblemente, la mejor variedad en general no sea la mejor 

en todos los lugares, lo que indicara la necesidad de estudiar las 

relaciones entre medias de variedades en cada lugar por separado. 

Otro aspecto de interés práctico es cuando se in

vestiga el patron de cambio que siguen las medias de poblaciones -

generadas al modificar los niveles de un factor con respecto a los 

niveles dados; por ejemplo, si ~l cambio en las medias es de tipo 

lineal, cubico, cuadrático, etc. s en general, con las medias estima

das de poblaciones de un experimento se puede investigar la rela- -

ción funcional entre dichas medias y los niveles de los factores -

empleados en el experimento; esto es, lo que se conoc~ como ·~uper

ficie .!'k Respuesta". De hecho, se usan primero los modelos de di

senos experimentales y posteriormente, considerando las medias de 

tratamientos estimadas como variables dependientes y los niveles -

de los factores cuantitativos como independientes, se emplea un mg

delo de regresión. 

Es posible también comparar ciertos grupos de po

blaciones, considerados como una sola población con mayor grado de 



generalidad, con otro grupo de poblaciones, a través de los llama

dos "contrastes". Esto es un valioso auxiliar para investigar la -

naturaleza de los cambios en las medias de las poblaciones al va

riar los diversos factores en estudio. 

En ocasiones se estudia la interrelación de va- -

riables reales (como las de regresión) y las cualitativas de cla

sificación del diseño. Este es otro de los posibles usos de los 

modelos de covarianza; por ejemplo, al analizar los rendimientos 

de diferentes poblaciones de plantas, definidas por distintas prá~ 

ticas de cultivo o variedades {tratamientos), puede interesar la 

comparación de medias de rendimiento de las poblaciones (trata

mientos) en un mismo valor de n~mero de plantas presentes y grado 

de enfermedad; esto se consigue en forma teórica empleando un mo

delo de covarianza, donde las cova.riables son las medidas del n~

mero de plantas y del grado de enfermedad. La información ante- -

rior sirve para investigar el efecto de los tratamientos sobre el 

rendimiento a través del numero de plantas y grado de enfermedad 

comparando las diferencias de medias de las poblaciones {trata

mientos) "ajustadas" por las covariables, o sea comparando un va

lor comOn de éstas con las diferencias de medias de tratamientos, 

pero ignorando las covariables. Por ejemplo, si al comparar trata

mientos hay alguno que produce una poblacion con media de rendi

miento mayor que las otras cuando la comparación se hace con un 

valor teórico constante de las covariables; mientras que al igno

rar las covariables ese mismo tratamiento produce una media igual 

o menor que las demás. Esto indica.rf.l. que el tratamiento en cuesti

ón tiene potencialidad de alto rendimiento siempre y cuando por -
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otros medios se pueda lograr un grado de enfermedad y un numero de 

plantas como el logrado teóricamente con el análisis de covarianza. 

c) Estimación de parámetros.- Los diseños experi

mentales pueden e8tar planeados para estimar el valor absoluto de 

medias de poblaciones, aunque esto es poco común. Por ser de uti-

lidad práctica es muy frecuente la estimación de las varianzas de 

efectos aleatorios, a las que se llama componentes de varianza. 

Una pos~bilidad es estimar la variabilidad con la cual los toros 

transmiten la potencialidad para la producción de leche. Con inse-

minación artificial, un macho puede tener muchos hijos a la vez; -

si las vacas hijas llegan a producir leche, la calidad del toro se 

mide por la cantidad de leche de sus hijas, lo que es, en cierto -

grado, independiente del aspecto fisico del macho. En este caso 

es importante estimar la variabilidad con la cual se presenta la -

producción de leche. Asl, el modelo del ejemplo puede ser: 

donde 

y . . k = ,u +o< . + /j. + "(.. . + é . · 1 lJ / I 1 J lJ lJC 

Yijk producción de leche anual promedio de la 

vaca que es la k-ésima hija del toro j-ésimo -

en el hato i-ésimo. 

éijk error aleatorio causado por las particu

laridades de la k-ésima hija del toro j-ésimo 

en el hato iésimo, éijk (0,~2 ). 
o<i efecto del hato i~ésimo, o sea la dife-

rencia/Yj -_,/(, donde/'(j es la media de la po-
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blación teorica de descendientes del toro j-ésimo. Como a su vez 

los toros forman una población, se considera que /Jj es un efecto 

aleatorio con varianza o-! . Y es precisamente la estimacion de -
2 CJti la que es de importancia pr¿ctica. 

7.1. J METODOWGIA DE SUPERFICIE DE RESPUESTA. 

7.1.J.l Conceptos básicos de optimización.- En cualquier 

campo de la ciencia, existen muchas soluciones para un problema -

especifico. Seleccionar la mejor solución de entre ese gran n~mero 

de potenciales soluciones no es de ninguna manera un problema nue

vo, y menos en el área de Ingenieria Quimica. 

Comúnmente, las respuestas en el pasado se basa

ban en cierta intuición o experiencia; ahora, gracias al desarro

llo de la matemática, existen diversas técnicas o métodos para de

terminar las condiciones óptimas de un proceso. Una de esas técni

cas la constituye la rrietodologia de superficie de respuesta, tema 

central de este trabajo. 

El primer punto importante por cubrir en cualquier 

técnica de optimización, es la definición de que es lo que hay que 

optimizar. Para esto, comt!uunente se escoge una función objetivo, -

que relacione costos, rendimiento, pureza y algunos otros crite- -

rios para la optimización. Esta función puede ser expresada en la -

forma de una ecuación tal como: 

donde 
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factores o criterios usados 

para la optimización. 

Y = función objetivo. 

En seguida, debe de definirse que es el óptimo. En 

la función objetivo, este puede ser un máximo o un minirno. Si la -

función es diferenciable, estos pueden obtenerse en base a deriva

das sucesivas parciales. Se debe tomar en cuenta, también, la na- -

turaleza del mAximo, o minimo, en cuestión. Estos pueden ser loca-

* les, globales o absolutos ; adicionalmente, se podria localizar un 

óptimo en relación con el valor de las X's, pero el valor de Y m~

ximo (o minimo) no es verdadero o practicable (por ejemplo, una 

concentración negativa). 

Existen ciertas reglas acerca de como optimizar 

una función; si esta consta de una sola variable, las reglas son1 

1.- Existen valores extremos (máximo o mini

mo) solamente donde dY/dX = O o donde dY/dX 

no existe. Esta regla es necesaria pero no 

suficiente, dado que otras condiciones deben 

ser alcanzadas. 

2.- Si en el punto determinado de la regla 1 

ciertas derivadas desaparecen, entonces la -

próxima derivada, que no desaparezca, es exa

minada por signo. Digamos que todas las deri

vadas hasta la n-derivada desaparecen: 

* Absoluto es en todos los valores posibles de Y. 



entonces la próxima derivada dn 1Y/dXn 1 es o 

positiva o negativa. Si n es un valor par, 

hay un punto de int'lexión. Si n es impar, la 

próxima derivada (la n + l) es examinada; si 

esta es negativa, un máximo existe1 si esta -

es positiva, un mlnimo existe. 

J.- Cuando dY/dX no existe {esto es, hay dis

continuidad*), los alrededores del punto ex

tremo deben ser explorados. La primer.a deriv~ 

da, dY/dX, es investigada dentro de esa área, 

cuando X incrementa su valor a traves de los 

alrededores del punto critico. El signo de 

dY/dX debe ser registrados Si el signo de 

la derivada pasa de mAs a menos, un má.Ximo 

existe1 si el signo va de menos a más, un m1-

nimo existe; si el signo no cambia, no hay 

punto extremo. 

Para más de una variable, el desarrollo de tales 

reglas es muy complejo. Para el caso de funciones de 2 variables -

estas serian4 •5: 

* 

1.- Evaluar las derivadas parciales ~z/ax y -

az/aY. 
2.- Si clz/Jx m o y ~z/clY .. o, entonces un punto 

extremo existe y las etapas 4 y 5 deben seguir

se. Si tanto ~z/ax o clz/ay no son cero, enton-

Esto no en todos los casos. 



ces no hay máximo ni minimo. 

J.- Evaluar 'b2z/ax2 , ·iz/aY2 y a2z/(C?IX~Y), y 
evaluar el término M, donde M es 

4.- Observar la siguiente tabla, para deter

minar si una condición extrema existe. Esto 

constituye la condicion suficiente para un ex

tremo: 

M Optimo 

Positivo ~2z/~Y2 y ~2z/dx2 son pos. Min. 

~2z/?JY2 y 'b2z;ax2 son neg. Max. 

Negativo Punto silla 

Cero Sin decisión 

Aunque existen otro tipo de reglas, e1 procedimien

to anterior será suficiente para analizar un modelo con 2 variables 

independientes. 

7.1.J.2 Diseños Experimentales.- Los diseños experimentales 

estadlsticos constituyen una herramienta más, enmarcada dentro de -

la metodologla de superficie de respuesta. Por medio de diseños, se 

planean las condiciones en las que se va a efectuar un experimento 

y el n~mero de estos a efectuar. Dichas condiciones, sÓn especifi

cadas en tal forma, que los experimentos proporcionan mayor infor

mación por experimento, que los experimentos no planeados, reducien 

do su tiempo de ejecución y aumentando su eficiencia. 

Asimismo, se provee de esta forma de un método or-
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ganizado de colección y analisis de información. Frecuentemente, 

las conclusiones de un experimento diseñado estadisticamente son 

evidentes sin necesidad de un extensivo análisis estadistico. De 

esta forma, la inforrnacion es más "digerible" y la autocri tica -

de los resultados guia a conclusiones más creibles, que si los -

experimentos se hubieran realizado sin planeación, originando 

que el análisis estadlstico de estos tUtimos, fuera más complejo. 

Corno i.U tima caracteristica principal, la técni

ca provee medios para estimar las interacciones entre variables 

experimentales, guiando a predicciones más razonables de la res

puesta en áreas no directamente cubiertas por la experimentación. 

La mayoria de los diseños experimentales han si

do desarrollados en conexión con la investigación agricola1 esas 

técnicas también son aplicables a experimentación industrial y -

tecnológica, pero existen ciertas condiciones bajo las cuales la 

técnica debe aplicarse en forma ligeramente diferente de como se 

hace en agricultura. La principal diferencia la constituye la ve

locidad. En el campo de la agricultura, los experimentos estan 

restringidos com~nmente a uno por año. Existe entonces una gran -

oportunidad de planear ese experimento, llevarlo a cabo y anali

zarlo, antes de que la planeación del próximo experimento sea - -

iniciada. Dado que solo se tiene un experimento por temporada, -

es evidente que se debe planear uno que sea lo suficientemente 

completo (y por lo tanto, complejo) para asi obtener el máximo de 

información en un tiempo razonable. Igualmente, el procedimiento 

entero puede ser supervisado por una oficina cientlfica, tal vez 

con respaldo universitario. 

Sin embargo, esto no es posible hacerlo en la 



industria. Una simple maquina produce 1200 focos en una hora, y un 

riel de ferrocarril puede ser elaborado en 10 minutos. Igualmente, 

cuando existe una vasta producción en serie, la supervisión no es 

una actividad en manos de cientlficos, sino de personal mas dedi

cado a la práctica. 

Llevar a cabo un experimento diseñado bajo esas -

condiciones requiere un considerable esfuerzo en organización, y 

las personas, ya sea de producción, planeación o estimación, sola

mente se inclinan a tomar en cuenta tales métodos de experimenta

cion, si ellas son convencidas de su utilidad y además de si son -

capaces de comprender los resultados ótiles logrados. 

Dado que los experimentos tienen una mayor velo

cidad de respuesta, los diseños pueden ser sencillos, con el obje

to de que suministren la información en forma clara y concisa, ya 

sea para seguir la experimentación en otras condiciones de opera

ción, o bien para determinar los niveles de los factores ya muy 

cercanos al óptimo. Igualmente, se hace indispensable que el nóme

ro de experimentos sea pequeño, ya que el costo de cada uno de 

ellos pudiera ser muy elevado, situación que se torna dificil si -

no se cuenta más que con los recursos propios de la empresa. 

Debido a este tipo de situaciones, los diseños 

más utilizados en el área de Ingenieria Qulmica, son los siguien

tes: 

a) Diseños Factoriales 

b) Diseños Factoriales Fraccionales 

c) Diseños de Composición Central 
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a) Diseños Factoriales.- En un experimento facto

rial se investigan simultaneamente los efectos de cierto nómero de 

factores. Los tratamientos constan de todas las combinaciones que 

puedan formarse de los distintos factores, esto es, nOmero de tra

tamientos = Mn, donde Mes el nOmero de niveles, y n es el nOmero 

de factores. 

En un 2 2 factorial, los experimentos son corridos 

a 2 niveles, para cada una de las 2 variables, dando un total de -

2 2 = lj. corridas. La Fig. 7.26 representa esquematicamente este di

seño· Al nivel con menor valor se le conoce como nivel bajo, y 

convencionalmente se representa por un signo menos (-). El otro 

nivel, alto, se representa por un signo más (+). Los valores 

(X1 ,x2) que definen los puntos del diseño, pueden ser absolutos o, 

para simplificar los cálculos, codificados. 

Para ilustrar lo anterior, considere el siguiente 

ejemplo: en un reactor, se produce una sustancia con una determi

nada pureza, la cual constituye la respuesta Y. Las variables in

volucradas son temperatura y tiempo de reacción, más especifica- -

mente, tiempo de residencia promedio. El esquema del diseño y sus 

resultados se presentan en la Fig. 7.27. 

Se pueden resumir los resultados de la siguiente 

manera1 Considerando el efecto de la temperatura, se puede decir -

que el aumento de lOºc, produjo una pureza mayor de 1J% cuando el 

tiempo fue l hora, que el aumento obtenido en 2 horas de residen

cia (11%). Estas cifras se llaman efectos simples de la temperatu

ra y representan el tipo de información que podria desearse, por -

ejemplo, para aconsejar un aumento de temperatura, en reactores 
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que siempre han tenido una hora de tiempo de residencia, e igual

mente, considerando el efecto simple del tiempo, se puede decir -

que este aumentó la pureza un 6% en reactores con temperatura ba

ja, y un IJ-7~ con temperatura al ta. 

Hay, sin embargo, otra manera de ver los resulta

dosi sucede a veces que los efectos de los factores son indepen- -

dientes1 con esto se quiere decir que la respuesta a la temperatu-

98 
50 

40 
81 87 

1 2 

Temperatura 
40 20 Media Diferencia 

1 81 94 8?.5 lJ 
Tiempo 

2 87 98 92.5 11 

Media Bl¡. 96 90.0 

Diferencia 6 4 

Fig. 7.2? 



ra es la misma, ya sea que el tiempo de residencia sea una o 2 ho

ras, y por lo tanto, la diferencia en pureza será la misma, ya sea 

que la reacción se lleve a cabo en uno u otro tiempo. En este caso, 

los efectos simples de la temperatura son estimaciones de la misma 

cantidad, y difieren ~nicamente por errores experimentales. Con 

esta suposición, se podrian promediar las estimaciones, y el re- -

sultado se llama el efecto principal de la temperatura, el cual 

seria 11 + 13 = 24/2 = 12%. Alternativamente, el efecto principal 

del tiempo seria 5%~ Dado que el efecto principal es estimado en -

base a un mayarn~mero de tratamientos, su varianza será menor que 

. ** la de los efectos simples • 

En consecuencia, si se esta seguro de que los 

factores operan independientemente, el resumen anterior que se di6 

en términos de efectos simples, puede ser reemplazado con otro que 

sea a la vez más conciso y preciso. Este podria ser como sigue: El 

aumento de temperatura en lDºc aumentó la pureza en 12~, o bien, -

se aumento 5;~ la pureza con un aumento de 1 hora en el tiempo de -

residencia. Vale la pena repetir, que estos resultados, cuando los 

* Observese que el efecto principal de t se estima como: t ª ({Tt) 
+ ( t) - ( T) - ( 1) )/2, donde ( Tt) = experimento con los niveles 

altos de temperatura y tiempo, (T) =experimento con nivel alto de 
temperatura, {t) = experimento con nivel alto de tiempo, y (1) a 

experimento con nivel bajo de todos los factores. 

** El error estándar de 
error estándar del de un 
mento factorial 22 . 

1 

un efecto principal es 1/(2)2 veces el 
efecto simple, para el caso de un experi-
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factores son independientes, son los mejores, ya que ambos utili

zan los 4 puntos del experimento para su estimación. 

En otras palabras, la información integra del ex-

perimento esta contenida en los efectos principales. 

Como puede observarse, estos resultados tienen su 

base teórica en los puntos discutidos en la seccjón 7.1.2.2. Ahi -

mismo, se planteó la posibilidad de que los factores interactuen; 

esto solo puede averiguarse mediante el conocimiento de los pro

cesos por los cuales los factores producen sus efectos. En el caso 

anterior, si AHº de la reacción es positivo, un incremento en la -

temperatura llevara consigo un aumento en el valor de la constante 

de equilibrio y es de esperarse, que si se da un tiempo suficiente 

para llegar a este equlibrio, la concentración del producto aumen

tarla. Esto es, es muy probable que exista interacción entre los -

factores. 

Aun cuando exista interaccion, la informacion que 

provee un diseño factorial es de suma importancia, ya que asi po

demos revelar esta relación, y saber que a diferentes niveles de -

otros factores, la respuesta no será la misma para el nivel de un 

factor determinado, cosa que no pueden detectar métodos como el 

del factor único. 

formulas 

donde 

Para codificar los factores se puede utilizar la 

X= t -.é' 
d 

1.21 



,)'-=media de los niveles considerados 

t =valor del nivel a codificar 

d = -} de la amplitud del rango de valores cu

bierto por los niveles bajo y alto, o bien 

cualquier valor arbitrario que simplifique 

los cálculos. 

X = valor de la variable t codificado. 

Igualmente, la respuesta puede ser transformada 

por una fórmula como: 

z y - w 

donde 

W = cualquier número arbitrario 

Esto puede hacerse, ya que este tipo de transfor

maciones son lineales. Para el ejemplo anterior los cálculos po

drlan ser: 

t 50 - 45 
1 +'"' .5 

tl 40 - 45 - = 5 

= l 

-1 

Z a 100 - Y 

2 - 1.5 
,5 

l - 1.5 
.5 

l 

-1 

Con esta ~ltima transformación, la b~squeda del -

óptimo pasa a ser la b~squeda de un mlnimo en lugar de un ma.ximo. 

Cuando el n~mero de factores aumenta se recomienda 
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(-1,1) (1,1) 
1 • • 

-1 • • 
(-1,-1) (1,-1) 

-1 1 

utilizar una tabla de diseño, para identificar las corridas, para -

2 y 3 factores, estas son1 

+ 

+ 

+ + + 

+ + 

+ + + + 

+ + 
+ + + 

Fig. 7.29 

La desventaja de los diseños 2n factoriales, es

triba en el hecho de que un gran nrunero de corridas son necesarias 
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cuando n aumenta. Por ejemplo, cuando n ., 10, 210 • 1024, lo cual 

en la gran mayorla de los casos, representa un elevadlsimo costo, 

y por lo tanto, un diseño impracticable. Para este tipo de situa

ciones, se utilizan los diseños factoriales froccionalee. 

Como se dijo antes, los diseños factoriales se -

utilizan para estimarefectos principales, y efectos de interacción, 

pero de ninguna manera efectos de curvatura. As!, considere el di-· 

seno de la figura 7,31. Con 4 puntos, es posible ajustar los si- -

-1,l,1 

-1,1,-1 1,1,-1 

Fig. 7.JO 
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guientes modelos, agotando los grados de libertad, 

y bo + blXl + b2X2 + b3X3X2 

y = bo + blXl + b2X2 + bllXl 
2 

y bo + blXl + b2X2 + b22X2 
2 

Los dos óltimos, rnatematicamente daran un resulta-

do, pero este puede ser completamente erróneo. Ning~ punto del di

seño contempla la posibilidad de estimar efectos de curvatura; para 

1 

-1 

i-------------... ·41 

-1 1 

Fig. 7. 31 

Efecto 
principal 

41 - 39 

hacer esto, seria necesario agregar un punto, el cual comónmente se 

sitóa en el centro de los niveles del factor del cual se desea es-

timar la curvatura (fig. 7,32). 

En un diseño 22 se opta por colocar un punto en el 

centro de este (O,O). 
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Sin embargo, para estimar efectos de curvatura, 

son más adecuados los diseños de composición central. 

b) Diseños Factoriales Fraccionales.- El principal 

atractivo de los diseños factoriales fraccionales consiste en que -

permiten incluir simultáneamente 5 o más factores en un experimento 

de tamaño práctico, de tal manera que el investigador pueqe deter

minar rápidamente cuales factores tienen un efecto importante sobre 

el resultado. Sin embargo, la disminución del tamaño del experimen

to no se obtiene sin sacrificar otros aspectos. J,os resultados de -

un experimento factorial fraccional estan propensos a mala ínter- -

pretación, que no se presentarla en un factorial completo. Para en

tender esto, considere el siguiente caso: 

Se tiene un factorial 23 en el cual solamente se -

prueban 4 combinaciones de tratamientos a,b,c y abe. Esta es la mi

tad de una repetición completa y equivale a un 23-l. Conforme a la 

notación ya empleada, los efectos principales e interacciones po-

drian estimarse a traves del cuadro siguiente: 

EFECTOS FACTORIALES 
Combinación de 

A B e AB AC EC ABC 
Tratamientos (*). 

a + + + 

b + + + 

e + + + 

abe + + + + + + + 

Para el efecto principal de A, se suman los ren- -

dimientos de las unidades que contienen una a, y se restan los ren-

~--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

Nivel es altos. 



dimientos de las unidades que no la contienen*, esto es1 

A = ( a be ) + ( a) - ( b) - (e) 

y de la misma manera para los efectos principales de B y C. Puede 

observarse en el cuadro que las comparaciones A, B y e son total

mente diferentes, u ortogonales. Por lo tanto, las estimaciones -

de los J efectos principales son independientes. 

Para calcular la interacción AB, se sigue la re-

gla de "pares contra nones·•. Esto es, se suman los rendimientos -

de las unidades que contienen un número par de letras,a,b y se 

restan los rendimientos de las unidades que contienen un número -

non. Esto da1 

AB = (abe) + (e) - (a) - (b) 

Pero esta es la misma cantidad que se usa para -

estimar el efecto principal de C. El nombre de alias se da a dos 

efectos factoriales representados por la misma comparación (o tra

tamiento). Asl, C y AB son alias. Se escribe C = AB. El cuadro an

terior muestra también que1 

AC • B BC "'A 

La interacción triple no se puede estimar. Si es

tuvieran disponibles las 8 combinaciones de tratamientos, ABC po

drla calcularse de la siguiente maneras 

ABC .. (abe)+ (a) + (b) + (e) - (ab) - (ac) - (be) - (1) 

* Además de un factor especifico, por el cual se di vid en las compara

ciones. En el caso de A, ese factor es 2~3 



Obs~rvese, que se han escogido las 4 com~~nacio

nes de tratamientos que llevan el signo más en esta expresión, 

para que ellos sean los tratamientos a efectuar en est~ diseño 

* factorial fraccional, llamado mitad de repetición 1 ABC se llama 

contraste de definición, ya que fue el efecto (o contraste) usado 

para dividir el factorial en 2 mitades de repetición. 

Como resultado del uso de una mitad de repetición, 

se pierde completamente un efecto factorial, ABC, y se deja cada -

efecto principal completamente mezclado con una de las interaccio-

nes dobles. 

Si el experimento muestra un efecto aparente de A, 

no hay forma de conocer los resultados de si el efecto se debe 

realmente a A, a la interacción BC, o a la mezcla de los dos. Esta 

clase de confusión se presenta siempre en experimentos factoriales 

fraccionales, ya que cada efecto factorial tiene siempre uno o m~s 

aliasi al interpretar los resultados, el experimentador se enfren

ta al problema de decidir a que alias se debe atribuir un efecto. 

En algunos tipos de investigación, la experiencia 

previa con los mismos factores, o un conocimiento de la naturaleza 

de sus acciones, pueden conducir al investigador a predecir con 

toda confianza que sus interacciones no tienen importancia. Asi, 

la ambigüedad desaparece: Se concluye que un efecto aparente de A, 

de hecho, se debe a A, y lo mismo para By C. Con estas considera

ciones, la mitad de repeticion provee estimaciones independientes 

de los tres efectos principales. 

i~ 
Se llama asi, porque el n~mero de experimentos es la mitad del de 

un factorial completo. Asimismo, existen cuartos de repetición, etc. 
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Si se desea una reducción mayor del experimento, 

se puede utilizar un cuarto de repetición, con un n~mero de corri

das igual a 2n-2 En un cuarto de repetición, sin embargo, cada 

efecto esta confundido con 2 efectos más. 

Para entender mejor los conceptos anteriores, se 

desarrollara un cuarto de repetición, y sus posibles implicaciones, 

de un experimento factorial 26. 

Un cuarto de repetición, contendrá 26- 2 = 24 = 16 

corridas o unidades experimentales. Para obtener esas 16 corridas 

se necesitan definir 2 contrastes de definición, los cuales divi

diran el factorial completo, primero en una mitad de repetición, 

de 32 corridas, y luego en el cuarto de repetición deseado, con 

16 corridas. Dado que los contrastes de definición no podrán ser -

estimados, como pasó con la interacción ABC anteriormente, es 

aconsejable tomar una interacción de alto orden, como ABCDEF y 

ABCDE; sin embargo, esto debe hacerse con cuidado, ya que podría

mos, sin querer, dejar de estimar un efecto principal. Para los 

contrastes elegidos, los bloques quedarian1 

abcdef abcd abce 

acdf acef adef 

ab ac ad 

bf cd ce 

abcf 

bcde 

ae 

cf 

abde abdf 

bcdf bcef 

af be 

de df 

Tabla 7.12 

abef acde 

bdef cdef 

bd be 

ef (1) 

para obtener este bloque de corridas, se hace lo siguientes se mul

tiplica el contraste de definición, ABCDEF, con las 61~ combinaciones 

del factorial completo; los términos cuadráticos, se eliminan, que-
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dando solo los términos a la primera potencia. As!, por ejemplo, 

ABCDFF * ABC = A2B2c2or.r = DEF. F.stos son los alias de cada una 

de las J2 corridas, donde las J2 son aquellas que contienen 6,4,2 

o ninguna de las letras ABCDEF. Asi, ABCD, que es una de las co

rridas, tiene como alias ABCDEF i~ ABCD = El·, que también forma -

parte de las J2 unidades. 

Para formar el cuarto de repetición, y si se toma 

como contraste el efecto ABCDE, se escogen, de las J2 unidades an

teriores, aquellas que contengan 5, J o 1 de las letras ABCDE. Se 

obtendran los siguientes 16 tratamientos: 

abcdef 

bcef 

abcf 

bdef 

abdf abef 

cdef af 

acdf acef adef bcdf 

bf cf df ef 

~stas son las 16 combinaciones que tienen signo -

positivo en la expresión de ABCDE: y tam9ien en la expresión de 

ABCDE. Nótese, sin embargo, que las 16 combinaciones contienen la 

letra F. Se ha producido, inadvertidamente un dise~o en el cual el 

efecto principal de F no puede estimarse, ya que no hay una sola -

corrida en la cual F este a nivel bajo; de aqui, podemos concluir 

que, al no poderse estimar, F se ha convertido en un contraste de 

definición; si se hubiera usado F en lugar de ABCDE para construir 

el cuarto de repetición, se hubiese obtenido el mismo bloque de 16 

tratamientos. 

Este ejemplo es una ilustración de la regla gene-

ral: 

"En el sistema 2n, cualquier efecto de 2 factores puede u

sarse como contraste de definición para dividir un experimento 

l)l 



factorial en cuartos de repetición. Su interacción generalizada -

act~a también como un contraste de definición y no puede estimar-

se del cuarto de repetición", 

La interacción generalizada de ABCDF.!'' y ABCDE es 

1 lt ·1· · * A22C22.2_ a mu ip icac1011 ABCDEF ABCDE "' 3 D E t·, o sea F. Por lo -

tanto, la elección de los contrastes no ha sido satisfactoria, y 

se deben escoger otros. 

En un cuarto de repeticion, los alias se obtienen 

al multiplicar por los J contrastes de definición, los 16 tratamien-

tos obtenidos. Por ejemplo, los alias de A son A if AECDEF .. BCDEF, 

A * ABCDE = BCDE y A * f' = A F. 

Al buscar un diseño mejor para un cuarto de repe

tición de un 26 factorial, puede desearse que los contrastes de 

definición, todos los alias de los efectos principales y de las 

interacciones de 2 factores sean interacciones de orden superior -

que puedan considerarse despreciables. Sin embargo, en este caso, 

esto no es posible realizarlo. Si se escogen los contrastes nuevos 

como los tratamientos ABCE, ABDF y ABCE * ABDF = CDEF, las 16 co

rridas y sus respectivos alias serian las resultantes de la tabla 

7.lJ. 

Aislando las interacciones de dos factores (tabla 

7.14), este diseño puede usarse en varias situaciones. Si todas 

las interacciones de 2 factores se consideran relativamente peque

ñas, se estiman solamente los efectos principales y las comparací9 

nes restantes proveen grados de libertad para el analisis estadís

tico. El andlisis de varianza se simplifica como sigue: 

Efectos principales 6 grados de libertad 



Tratamiento Alir.u 

abcdef df ce no 
pCf bef bcd nde 
abdf cdef (1) abe e 
aef be r bde acd 
cdef abd f abe e tl) 
bcf aef acd bde 
ebce (l) cdef aoaf 
oer ac t aae bcd 
acd bdFJ bcf aef 

ab ce adt aocder 
ade ocd bef af 
ce ªº abcdef d! 

oca ade acf bef 
df abcd1~f all ce 

bde .acd aer be 
t .1.) abce eodf Cdef 

'!'abla ·1.15 

lnt;,reicciones de 
Alias 

2 f'ectores 

AB CE LJF l\BCDEF 

AC BE ~cm· ADl!:F 

/\D !j,!o' RDCE llCEF 

AE BC BDEF ACDF 

AF BD ECEF ACDE 

CD EF Allll:·: ABCF 

CF DE P.EE/ ABCD 

Tabla 'l .14 



Error residual (de las interacciones) ---2.__D. F. 

Total 15 D. F. 

Alternativamente, pueden estimarse algunas de las 

interacciones de 2 factores, ya que sus alias son despreciables. 

Suponga que E y F no se interaccionan con ninguno de los otros 

factores. En los grupos de alias de la Tabla 7.14, los primeros 

6 grupos pueden considerarse como estimaciones de AB, AC, AD, BC, 

BD y CD, respectivamente. El séptimo grupo, que contiene CF y DE, 

contribuye a la estimación del error. Esto es, hasta donde es po

sible llegar en el desenmarañamiento de las interacciones de 2 

factores. Los D. F. se subdividen como1 

Efectos principales 6 D. F. 

Interacciones Dobles de A,B,C,D 6 D. F. 

Error (de las interacciones restantes) 3 D. F. 

Total 15 D. F. 

Como·se puede apreciar, los D. F. son escasos. 

El siguiente ejemplo, ilustra el riesgo de mala

interpretación en diseños factoriales fraccionales1 

Hay 3 factores. A no tiene efecto, mientras que 

By e tienen efectos positivos y una interacción positiva. Se su

pondrd que B provee un incremento de 40 cuando se aplica al nivel 

más bajo de e y de 60 al nivel mas alto de e, mientras que e pro

vee un incremento de 20 y 40 a los niveles mds bajo y alto de B. 

Con un nivel básico de 100 para la combinación (l} y sin error -

experimental, los resultados para los 8 tratamientos son como 

sigue: 

1)4 



(a) 

( b) 

(e) 

(abe) 

100 

140 

120 

180 

( 1) 

( ab) 

( ac) 

(be) 

100 

140 

120 

180 

Estos resultados son desconocidos. Si se ensaya 

la mitad de rep·etición, con ABC como contraste (columna izquierda), 

los efectos principales se estiman comos 

A { {abe 2 + {a) - {b) - {e)) = 10 2 

B { {abe} + { b} - {a¡ - {e)} = 50 = 2 

e = { {abe 2 + {e} 
2 
- {a) - {bn =JO 

si se escroge como contraste a (1), los resultados serlan1 

A = -10 

B = 50 

C = JO 

Las dos mitades de repetición dan los mismos re

sultados para By e, siendo además el resultado correcto para las 

8 combinaciones de tratamientos. Sin embargo, la primera mitad de 

repetición muestra un aumento erróneo de 10 para A, mientras que -

la segunda mitad muestra una disminucion errónea de 10. Ning~no de 

los bloquesprovee una señal acerca de la presencia de la interac

ción BC (a menos que el experimentador suponga que ésta podrla ser 

una interpretación de los resultados). 

El daño que se haga depende de las decisiones que 

se tomen a partir de estos resultados. Se considererán brevemente 



tres situaciones1 

l.- Si el experimento es primordialmente del 

tipo tamiz, diseñado para obtener los facto

res mas importantes, puede llegarse a la con

clusión que B y e son importantes y que A lo 

es relativamente menos. Una experimentación 

mas avanzada se restringe a B y C y se supo

ne que revele la interacción BC. Se ha hecho 

poco o ningun daño. 

2.- Si el experimento es parte de un programa 

de investigación básica, el investigador puede 

concluir equivocadamente, ya sea que A tenga -

un efecto benéfico, o que tenga un efecto per

judicial. Si no se efectuara una experimenta

ción posterior, pueden perderse energlas y 

tiempo elaborando teorias incorrectas que ex

pliquen el "efecto" de A o en discusión del 

tema. 

J.- En un programa de investigacion aplicada, 

el propósito puede ser seleccionar la mejor 

combinación de niveles entre los factores. En 

la primera mitad de repetición, (abe) obtiene 

el rendimiento más elevado. Si los resultados 

de esta mitad de repetición se usan para espe

cular sobre la respuesta de las combinaciones 

de tratamientos (ab), (ac), y (be), que no se 

probarón, todas estas combinaciones de trata

mientos podrán predecirse como inferiores a -



(abe). Por ejemplo, (be) se predice como 10 

unidades inrerior a (abe), ya que A es cau

sa de un incremento de 10 en esta mitad de 

repetición. De aqui que se recomiende (abe) 

como óptimo. 

Si se elige la segunda mitad de repetición, 

(be) da el mejor rendimiento observado. Po

drá predecirse que sea superior a una combi

nación como (abe), que no se probó, ya que -

A produce una disminución de 10 en la segun

da. mitad de repetición. 

Real.mente, ambas selecciones (abe) y (be) dan 

el rendimiento correcto más alto. o sea, 180. 

La duda estriba en cual debe ser el nivel de 

A. Si el nivel que se señala para A supone 

una direrencia sustancial en costo, y si el -

inve~tigador llega a conclusiones definitivas 

sin una mayor experimentación, tiene la posi

bilidad de recomendar un "óptimo" innecesa- -

riamente caro. 

Por lo dicho antes, claramente se ve que no puede 

hacerse una aseveración concisa con relación al peligro de una ma

la interpretación de los resultados de un factorial f'raccionado. 

Las consecuencias pueden o no tener importancia. En general, los 

diseños f'racciorahs serán convenientes si el riesgo de confusión 

por la presencia de las interacciones de los ractoras, es pequeño, 

13? 



c) Diseños de composición central.- Este tipo de 

diseños, se utiliza para estimar efectos de curvatura, y por tan

to, es un elemento de los diseños de 2° orden. 

El rasgo caracteristico de un diseño de este tipo, 

es que los puntos utilizados para estimar los efectos de 2° orden, 

* estan situados en la periferia del espacio definido por un diseño 

factorial, y su varianza con respecto a Y, es la misma que la de -

los puntos factoriales1 
(o "') 

(-"'·º ( ot, o) 

{'J,-«) 

Fig. 7.)4 

Diseño de composición central para n = 2 

para el caso de J factores, la representacion esquematica la cons-

tituye la Fig. 7,35, en la cual, los puntos periféricos, o estre- -

lla, son 2 * J 6. 

Asimismo, los diseños de composicion central pro

veen de puntos "replicados", con el objeto de probar una posible -

* A una distancia cw. situada entre 1 y 2n/4 veces la distancia d. 



(l,-1,l) 

( 0,-o<..,O) 

1 

x
3 
I 
1 

(O,O,"'-) 

(l,l,l) 

• 
co,o,o 

----•<O,~,O) 

c~,o,oJ /A:-~-1:2- -c-1,1:=1)~ 
/ 

• 1 
1 

(l,-1,-1) 

( O,O,-ot) 

Fig. 7.35 

Diseño de composici6n central para n = 3 
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'falta de ajuste'; esos puntos, son corridos al nivel (O,O). ~l -

número de ellos es arbitrario, siendo 5 o 6, los más adecuados. 

El número de corridas, asi como los niveles de 

los factores involucrados son1 

Nómero de Corrida X1 X2 

1 -1 -1 

2 -1 1 

3 1 -1 

4 1 1 

5 -~ o 
Para n • 2 

6 +« o 

? o -oc 

8 o +O( 

9 o o 

n o o 

Para n mayor a J, el número de corridas se deter

mina por 2n ~- 2 * n; asi un diseño de composición central de 5 

factores tendrá 25 = 32 corridas factoriales + 2 * 5 = 10 corridas 

estrella. ;·, este numero, se le debe aumentar el número elegido de 

corridas "replicadas", a nivel (O,O). El nivel de°' deberá estar -

entre 1 y 25/4 • 2,378 veces d. 

En general, este tipo de diseño debe practicarse 

en las óltimas etapas del programa de investigación, ya que el ob

jetivo final de este, es determinar los niveles óptimos de los 

factores en estudio. Estos últimos, deberán ser los verdaderamente 



Ndmero de corrida .' 1 J: 2 •·3 

1 -1 -! -1 

2 -1 -1 1 

3 -1 1 -1 

4 -1 1 1 

5 1 -1 
, -... 

6 1 -1 1 

7 1 1 -1 

8 1 1 1 

Para n .. J 9 -oL o o 
10 o -et. o 

11 o o -ot.. 

12 Q(. o o 

lJ o o<. o 

14 o o Q4 

15 o o o 

16 

n o o o 

preponderantes, ya que el anti.lisis se enfoca a modelos de 2º y hasta 

Jº orden. El modelo completo de 2° orden para 2 variables es: 

Y =b +bZ +b·· +b ZX + b ¡· 2 + b " 2 
o l ·1 21·2 12 ·1 '2 11 ·1 22'--2 

y para 3 variables, es: 

Y "' bo + b1i:1 + b2Z2 + bJ::J + b~.;~::1;· 2 

b y .. + b .. " + b 2 + b \" 2 ~ b :_; 
lJ"l''J 23:-2;·3 11''1 2:~··2 JJ""J (: = 1) o 

Dado el ndmerJ de tórminJs, el anállsiE de dichos 



es complejo, y puede involucrar costos innecesarios, si alguna de 

las variables incluidas no es preponderante. 

7.1.J.J ~xperimentaci6n Secuencial.- Un experimento se- -

cuencial es aquel en que el experimentador puede detenerse después 

de cada observación, y examinar los resultados acumulados hasta 

ese momento, antes de decijir si se continua con el experimento. 

~n otras palabras, el análisis puede hacerse se

cuencialmente del mismo modo que el experimento. Esto se debe a 2 

caracteristicas propias de los experimentos: 

1) Los tratamientos son aplicados a las unida-

des experimentales en alguna secuencia de tiem-

po definida y 

2) El proceso de medida es rápido, de tal forma 

que el rendimiento o respuesta de cualquier u

nidad es conocido antes de que el experimenta

dor trate la siguiente unidad, en la secuencia 

de tiempo. 

Debido a las caracter!sticas anteriores, la experi

mentación secuencial es altamente adecuada al area de Ingenier!a*; -

enmarcada dentro de la metodologia de superficie de respuesta, la 

experimentación secuencial reune todos los elementos en una secuen-

cía de pasos lógicos para poder llegar a determinar los niveles óp

timos de variables a estudiar en un programa experimental completo. 

Una de esas herramientas, y que no se ha menciona-
··• 

Ver sección 7.1.3.2 



do hasta ahora, es el método del gradiente, o de la máxima pendien-
Jf 

te . Este metodo, consiste en buscar la dirección en la cual, se 

trasladará la zona de experimentacion de un conjunto a otro de ni

veles de las xi. 

Este conjunto se escoge de tal manera, que ocurra 

el máximo (o minimo) incremento esperado en Y. Para el cálculo ma

temático**, la dirección que se torna es precisamente la señalada 

por el gradiente de la función objetivo, el cual se def'ine como: 

donde 

n • nrunero de factores involucrados. 

Si la ecuación es lineal de 1° orden, y sin inte-

racciones: 

la dirección buscada es calculada en forma muy simple, comos· 

+ a y + ••••• + 

C>x2 

y esto da: 

De esta forma, la zona de experimentación se mueve 

b1 unidades en el eje x1 , b2 unidades en el eje x2 , ...•• , bn unida-

*También llamado de Box y ~ilson6 •7,B 
*-111\eferencia 19 Capitulo 8. 



des en el eje Xn (situado en el hiperplano). 

Para n = 2, esto se representa esquematicamente 

en la siguiente figura: 

, 
3 

1 

I 

-
l 

• 

-1 

-1 1 2 3 

Fig. 7 .36 

Si lo que se desea es minimizar la funcion, lo 

unico que se debe hacer es cambiar el sentido del gradiente, o sea 

tomar V~ como -V~ 1 

Utilizando experimentación secuencial, la secuencia 

lógica de pasos a seguir en la optimización se puede resumir en la 

figura siguiente: 

11¡:;. 



Seleccionar Variables Ere 
ponderantes con un diseno 
factorial :raccional 2k-p 

,-R.jecuta1· un factorial 

~.on puntos centrales (O,O) 

¿,La 

es 

lineal? 

Aplicar el metodo 
del gradiente 

Usar diseño de 
composición 
central para 
ajustar una 
superficie 

.curva (modelo 
de segundo 
orden) 

Condicion 
Optima. 



Como puede observarse, Ge incJuyen todas las he- -

rramientas vistas y analizadas durante este capitulo. Es en la etapa 

final, al usar los diseños de composicion central, cuando el progra

ma graficador de superficies de respuesta es ampliamente usado, cnn 

el objeto de visualizar la direccion del gradiente. Hay que recordar, 

que el diagrama solo es bidimensional, y es una representación de un 

fenomeno que se graficaria en 3 dimensiones, siendo el tercer eje, el 

de la respuesta o rendimiento en estudio. 

La siguiente sección consta de algunos ejemplos de 

gráficas obtenidas con el programa, y la descripción global de este, 

se encuentra en el Apéndice D. 

lt¡6 



7.2 EJEMPLOS 
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:1 programa desarrollado posee un alto r,rado de 

flexibilidad, ya que maneja los renglones y columnas que se especi

fiquen, asi como el n~mero de contornos: la primera de las siguientes 

hojas muestra una grafica de 12 renglones por 25 columnas, y 9 contor

nos¡ para ella los datos se codifican de la siguiente manera: 

Registro 1: 

Col. 1 8 

lJJ.61 o.o 

Col. J6 

o.o 

15 

o.o 

O sea, la ecuación es 

22 

12.25 

Y= lJJ.61 + 12.25*Xl**2 - J.09*X2**2 

29 

-J.09 

En el mismo registro 1 se leen los nombres de las variables indepen 

dientes, 11 para el eje vertical y 10 caracteres para el eje horizon

tal; para la variable dependiente se tienen 10, pero este dato no se 

usa. 

Para el registro 2, la cuerda de entrada es: 

9012025 -2.0 2.0 -2.0 2.0 1 

que especifica 9 contornos, 12 renglones, 25 columnas, nivel bajo de 

Xl de -2, y alto de 2, y nivel bajo de X2 de -2, con valor de nivel 

al to de 2. 

La siguiente gráfica muestra como se incrementa el 

n~mero de renglones, los datos son los mismos, solo Nl cambia, de 12 
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a 60, y el número de contornos es 5. 

Se debe entonces, al analizar una grafica, tomar en 

cuenta la distorsión ocasionada por el aumento o disminución de las 

columnas o los renglones; esto se ejemplifica con el siguiente ejem

plo: 

Ecuación: - 12Xl**2 - 12X2**2 

Cuerda de especificaciones: 

500¡7038 -2.0 2.0 -2.0 2.0 1 

que especifica 5 contornos, 17 renglones y 38 columnas; la gráfica 

resultante es la E.J. 

Este caso es el mas correcto, ya que la grafica es 

cuadrada, y da la apariencia verdadera de la superficie. Si la grá

fica se alargara, se obtendrla una elipse, cosa que no es verdad. -

(Gráfica E.4). 

También se tiene que tomar en cuenta el tipo de -

impresión utilizado1 las gráficas anteriores usan letra chica, mien

tras que la E.5 utilizó grandei además, se utilizo un separamiento 

mayor de los renglones (6 por pulgada) en lugar de los 8 por pulga

da que se venian usando. La gráfica E.6 muestra el efecto de usar -

uno u otro espaciamiento. 

Por lo que respecta a los limites, el mayor numero 

de columnas es 110, y el mayor número de renglones es 60 (aunque pue

de ser mayor si se hacen variaciones dentro del sistema operativo). 

Una gráfica de ese tamaño, con letra pequeña es la E.7. 

En lo que concierne al número de renglones, el ml

nimo es 3, y en las columnas es 20. La gráfica E.8 es un ejemplo de 

una de J renglones. 
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Notesé, que para hacer la comparación, se ha usado 

siempre la misma función. 

Para obtener un cuadrado exacto, se deberan especi

ficar el n~mero de columnas doble al numero de renglones, en letra 

chica, y 1.5 veces en letra grande. La gráfica E.9 tiene 40 renglones 

y 80 columnas. 

nes siguientes: 

E.10 

E.11 

E.12 

Las siguientes grhficas, corresponden a las ecuacio-

Contornos 

-60 Xl **2 7 

20 - 9*Xl **2 + 5*X2 **2 7 

20 + 4*Xl **2 + 5*X2 **2 -5 * 4 

* Xl * X2 

interacción 

la cuerda de entrada para esta seriar 

40)5082 10.0014.88 J,00 7,00 1 

E.lJ 20 - 12*Xl - 5*Xl**2 + X2 7 

para esta curva, el primer registro seriar 

20.0 -12.0 1.0 -5.0 o.o o.o 

E.14 20 + lO*Xl **2 + 10*X2 **2 '? 

- 5(Xl*X2) - J*Xl + J*X2 

los registros serian1 

20.0 -J,O J.O 10 10 -5.0 

7035082 -4.0 4.0 -4.0 4,0 1 VOLUMEN PRESION RENDIMIENT 
I 1~~~~~ 

10 espac. 



~.Q9 ~ 
1. / .J ~ 
l.SC 1 

T 1.25 1 
[ t. 00 1 
tt •15 1 r .so 1 
E .~5 I 
R .00 1 
A -.25 1 
T - .50 1 
u -. 75 1 
R -LOO 1 

-1.25 1 
-t. se 1 
-l. 75 l 
-2.00 1 

+-----+-----·+------+------+------+-·· -
-2.00 -1.24 ·.49 .27 1.03 1.79 

PRES ION 

¡¡¡¡¡¡ -96.049 
-39.419 

-76.BJB 
-19 .210 """ 

RRL 

VALOR HAXIHO DE Y= • 00000 ~AlOR HlHIHO DE Y= 

-76.938 -57.629 • 
·96, 0490 STOP 

-57. 629 
-19.210 

-38.419 
0.000 



• 2.CO l 
E !.56 1 
¡I 1.11 1 
¡; • 67 1 
E .22 1 
~ -.22 1 
A -.67 1 
: -1.111 
u -1.56 1 
R -2.00 1 

11118888811l1H088811811!19811Hnnnnrn ........ . 
llMl'.ltHHIHffllfHllmlff808flftlltlllrrrrrrrrr. 

HlllHIHl8&fllll8008rrt 
811Hll4tlm8ft 

mtHi&OOO 
HHllflll800 
Hlff003800 

lll!Ollll!lll888rn 
Stlnrrnrn. 

+--------+---------+---------+---------+---------+---------+---------+----------
-2.00 -l.49 -.99 -.40 ,03 .53 l.04 1.54 

PRESIOll 

U11U -96, 049 -76.838 
IRlllll ·39.419 ·19,210 

""'' -76.838 -57.629 llllllllll -57.629 -38.419 
tOtlfll -19.210 0.000 

RP.L 

VALOR HAXIllO DE Y= • 00000 VALOR HIHIHO DE Y= -96.0490 STOP 

E.4 

155 



~!. 00 l 
1. 7'1 I 
L 5B I 
1. T/ I 
1. 16 I 

T • •7~¡ I 
F • /'t 1 
H • ~n I 
P • 3::! I 
E • 11 I 
F: ··• 10 I 
A -·. :52 I 
T ··• 5:~ I 
U ··• 7't I 
F< •·• 'l~i I 

·· 1. 1·~ ]. 
··l., 3/ I 
··1.. ~m I 
··l.. 79 I 
--:'.!. 00 I 

,,,,,yyyyvvODOOOOOOOOOOOOOOOOvyyyyy,,,,, 
••• vvvvvOOOODOOOOOOOOOOOOOOOOOOOvYYYY ••• 
.vvvv000000098808088088880880080000YYYY, 
YVY0000000ft89988880880Q89808888000090YYY 
vvG00008888888889111111118889808800000vv 
v00008088ff 881118111818DlllllD0888080000v 
ooooooooooe1111a1111111e111111oueoeeoooo 
0008080888111111111118881191111010008000 
ooooooeomm•utiii&imw&;;;a;;;:eeeeeeeeoee 
00Dft880811111981188111111181DllD00801000 
OOOOM800QIUll11111811111118181110&898000 
0000000011e111a11111111111e1e1111oeoeooo 
0008898000811181111811111181111800808000 
DOD088808fiDIOlllDGtll111111191D880900000 
y000080000881811101111910181809ff8080000Y 
yy000000808800811181110118888088800000Y~ 
yyv000000088880888889088888088&000000vvv 
••• ,.ooooooooeuooeeooeooooeoooonooovvvv. 
,,,vvvvvOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOvvvvy,,, 
,,.,,IYYVVY000Q00000000000000YYYIYYoo••• 

+······ .. ···-~···-···- ·······(······· .... ····+··············+················· 
··'.!.00 ·l.W -.36 .46 l .• :rn 

PRES ION 

-96,048 -76.838 yyyyyy -76.838 -57.629 
OOOtlflft -38.419 -19.210 

fff'l.. 

VALO~ MAXlMO DE Y= .00000 VALOR HINIMO DE Y= -'76,0480 STOF' 

E.,5 

00€1000 ··57. 62'1 
~ ••• ,. -19.210 

···38. 41.'i' 
i). •)0•'.l 



;!. • ()() I 
1 • 79 l 
1. ~~8 I 
t.. 37 l 
l, 1.6 I 

T • 9fi 1 
E • z.:1 I 
M ,.,,5 I 
P • 32 I 
E .11 1 
Í( ••• 1Q :e 
A ·•• 3.:. ! 
T ··• 5;5 I 
IJ ··• 74 I n ···. '7~5 1 

··J..16 I 
··l. 3/ I 
··l. 5B I 
··1. 717 I 
·<LO!) 1 

i· .......... ··{· ............ ··+·· .......... -+·· .......... ··+ ............... . 
-2.00 -l.J.8 -.36 .46 1.2~ 

VALOR MAXIMO DE Ya 

PF~ESION 

··'lli.0413 
-313.AJ. 1? 

-76.838 
··1.9. 21.0 

.00000 VALOR MINIMO DE Y= 

E.6 

-76.1338 -57.629 

··%. 04130 STOF' 

060000 ...... ··57. 629 
···l.9.21.0 

-·3B. 4l. '7 o.ooo 



2.CO l 
l. 93 1 
1.B7 1 
!.SO 1 
1. 73 1 
1.16 1 
!. 59 ¡ 
1.53 ¡ 
!. 46 1 
1.39 1 
i. ~2 1 
1.26 1 
1.19 l 
1.12 1 
1.05 1 
• 98 l 
.9:' l 
.BS 1 
. 78 l 
.71 l 
.64 l 
.58 l 
.SI l 
.H l 
• 37 l 

T .31 l 
E .24 1 
H .17 l 
p .10 1 
E .03 1 
R -.03 1 
A -.W l 
T -.17 l 
u -.24 1 
R -.30 l 

-.37 l 
-.H 1 
-.51 l 
-.58 1 
-.64 l 
-.71 1 
-.78 l 
-.85 1 
-. Ql l 
.. 96 l 

-1.05 l 
-1.12 1 
-1.19 1 
-1.25 1 
-1.32 1 
-1.39 l 
-1.46 1 
-1.53 1 
-1.59 1 
-1.M 1 
-1.73 l 
-1.80 1 
-LB6 l 
-U3 I 
-:'.•O l 

• t ••••••••••• ""'"""'""" . ' ......... '""'""'""'"' ........ '"'""""""" ..... ·"'"'"'"' . . . . . """""" ... '""""'" . '"""""' """"" """'"' urnnr 

""' '"" "" "' 

' f 
"' "" '"' '""' """" '"""" '""""" . ""'"'"" ... """"""' ..... '""""'" ...... "'"""'""' . ' .. '' .. '"'"'"''"" 
1 •• 1. 1 •••• """"'""'''r!I 
• ' •••• ' •• 11 •• '""'""''"'"' 

"""""""· ........... . 
"""'""""'·' 1 •••• 1 ••• """"'"""· ....... 

"""''"'"'·· .. 1. '"'"'""'"· .... """'""'". '"'""""'. """"'"' """" """" '""" "'" "" "" " ' 

g 

' " '" "' '"' ""' '"'" """" """"' '"'""'" '""'""". '"'"'"'"'· .. """"'"" .. . '"'''"'""'·· ... . """""'""· ...... . """"'"'""· ........ . 
''"'"'""'"'''· ·' •••• 1 ••••• 

t-----------1------------t------------t------------t------------1------------1------------1------------1------
-2.00 -1.52 -1.05 -.57 -.09 .39 .86 1.34 1.82 

-90.010 
-38. 419 

-76.BJB 
-19.210 """ 

FRL 

'IAL~~ ~Amo DE Y• • 00000 'JALO~ HIHIHO 9E Y= 

PF:ESION 

-76.838 -57. 629 

-9t.om srnr 

-s7.m 
-19.210 

-i8. 419 
0.000 



E ~. 00 1 ••• , , ••• , •••• mmrrHmrmrlll&eNIJHHIHHHBHIHllllllHH988118~mmrummrn.,,,.,,, •••• , 
~. .oo 1 llff888HffllHHt9Hl81111HllellllMNHlllllHelSOHIHIHHRllHHRBGINHlllHIHltmfKlffllllllltHGGll 
A -2.00 1 ·············"'"""'"'""rOOH8118N118HINH~!lfll!888811181Se39HHHrrnrrrrrrrr ••••••••••••• 

t- - - -- - - - - --t- - -- --- - - -- -1----------- -+------------+------------1------. -----+------------1··-----------1------
-2. oo -1.52 -1.os -.57 -.09 .39 .a6 1.34 1.82 

PRESIOH 

-96.048 -76.838 """ -76.938 -57 .629 tilit&8'I -57.629 -38.419 
...... -38.419 -19.210 - -19.210 0.000 

RRL 

VALOR KAXIHO DE Y= • 00000 VALOR HlHIHO DE Y= -90.0480 STOP 

E.8 

159 



~. C~ I 
1. 90 I 
1. BO 1 
l.69 I 
1. 59 1 
1. 49 1 
1.39 I 
1. 28 l 
t. te 1 
1.0B 1 
• 9B I 
.87 1 
• 77 1 
. 67 l 
.56 l 

T .46 l 
E .36 I 
H .26 l 
p .15 l 
E .OS l 
R -. 05 l 
ti - • IS I 
T - • 26 I 
u -.36 1 
R -.46 1 

-.56 I 
-.67 l 
-.77 I 
-.87 1 
-.97 l 

-1.08 l 
-l. IS I 
-l.28 l 
-1. 38 l 
-l. 49 l 
-l. 59 I 
-1. 69 l 
-1.79 I 
-1. 90 l 
-2.00 1 

" "" "" '"" "'"" ·"""'" .. '""'"" . .. """'""' ....... '"''''''' 
•••• '. 1 •• ''''''"''" 

f 

" '"' "" "'" """" '""'"· """"'· .. '"'"""" ... """"'"' ..... . '"'"'"""· ....... . 
+--------t---------+-··-------+---------+---------+---------+---------+----------

-2. 00 -1.49 -.99 -.48 .03 .53 l.04 1.54 

PRESIOH 

-96. 048 
-38.419 

-76. 838 
-19.210 

-76.838 -57. 629 -57 .629 
-19.210 """ 

RRL 

VALOR HAXIHO DE Y= • 00000 VALOR HIHIHO DE Y= -96.mo STOP 

160 

-38.419 o.ooo 



RP.L 

~.oo 1 
1.BB 1 
1.77 1 
1.65 1 
1.53 1 
1. 41 1 
l. 29 1 
!. IS 1 
1.06 1 
.94 1 
.82 1 
• 71 1 
.59 1 
.47 1 
.35 I 
.24 1 
.12 1 

·ºº 1 -.12 1 
-.23 1 
-.35 1 
-.47 1 
-,59 I 
-.71 1 
-,82 1 
-.94 1 

-t. 06 1 
-1.IB 1 
-1.2? 1 
-1.U 1 
-1.53 1 
-1.65 I 
-1.76 I 
-t.BB 1 
-2.00 I 

, , , , iiiUUf18181111 
•••• mmt811811HH .... í.,,,,, 
.... iiiftf .. .. iii''' 
••• 1 iiit•• 
•.•• iiiftP 
.•.. iiifft 
, , , . iiitfV 
.•. . iiiftt .... iii''' 
••• 1 iiiltt ... . rrr••• 
, , , , iiillP ... ,,,.,,, 
.•• . iiiltf 
.... ;¡:¡:ff 
1•1 eiiilff 
• 111iiiftt 
, , , , iiilfW 
• , •• iiifVI 
.... iiil 
•• 11iii 
,,,,¡¡:¡: 
•• ,,¡¡¡: 
.... iiil 
,,,,¡:¡:¡f 
•• 11iiif 
• 1. ,;¡¡:''' 
... 'iiillt ... ,,,,,,, 
, , , 1iiilUI ... . iii''' 
.... iiif'' ........ ., ... " 
+- ----·· --+- --------+---------+---- -----+---------+---------+---------+---------+---

-2. 00 -1.51 -1.02 -.54 -.05 .44 .93 t.41 1.90 

-240. 000 -205. 7H neililü -m.1u -102.857 
111111 -68.571 -34.286 

ONCENTRAC 

iiiii'i -205. 714 -171. 429 """ -171.429 -137.143 
...... -102.857 -68.571 
111111 -34.286 0.000 

VALOR HAmo DE Y= .00000 VALOR HINIHO DE Y= -240. 0000 STOP 

:::.10 

.16! 



5.00 1 
4. 91 1 
tB~ 1 
.\.741 
1,ts 1 
4,Só l 
U7 l 
4.38 1 
U91 
4.21 1 
4.12 1 
4.03 ¡ 
3. 9~ 1 
3,BS l 
3. 77 ¡ 
J, 68 1 
! .~9 1 
3.50 ¡ 
3. 41 1 
3.32 ¡ 
3.24 1 
3. l 5 1 
3.06 1 
~.97 ¡ 
~.BB l 
2. 79 1 
2.71 1 
2.62 1 
2.53 1 
2. 44 1 
2.35 1 
2.26 1 
2. lB 1 
2.09 1 
2.00 1 

GOi 
lflfl nuu 
" "" "'' """ ""'" nmm 
iUHHUMOOll 

''"'""~ iiillOfm 
mmnm 
"''"'"'m iiiiitUIHH 
;;;;;;oovmn 
;;;:¡;;:rfmtn• 
iiirrrifUHHH 
;;;r;;;mmnm 
iii'iiii'iiUIHHtV 
, iiiiiiiiilUHtHf 
, , iiiiiiiiHHfHHI 
, , iiiiiiiiiHUHfHf 
... ;;;;y;;mnm•m• 
, , , , iiiiiiiiiUHPffHtf 
'''. iiiiiiiii""''"" 
, .. , . iifiiifiifHllHVt 
, , , , , iiiiiiiiiilHHUHH 
, , , , , , iiiiiiiiifUUHHH 
, , , , , , , iiiiiiiiitfHHtHU 
' •• ' •• 'iiiiiiiiii"'"'"'" 
••••••• 1 iiiiii&ii'''"'''''' 
........ iiiiiiiiiiftfft•lltf 
, , , , , •• , • iiiiiiiiiHUHtftHt 
......... iiiii iiiii'"'º''''"' 
t-----·--t·--------·---------·---------+--------·---------·---------t-··-------t---

·UO -3.39 -2.78 -2.17 -t.56 -.95 -.34 ,27 .88 

VALOR MAXIHO DE Y= 

-69. 047 
35. 811 

105. 717 

VEllTAS BRU 

iiiiii -69' 047 ·34.094 

140.66960 VALOR HIHIHO DE Y= -104.0000 STOP 

E.11 

162 

""" HHH 
111111 

-3t094 
35.811 

105. 717 

.ase 
70. 764 

140.670 



: . :o ! 
6.eB 1 
6.77 1 
6.65 1 
6.53 1 
6. 41 l 
6. 29 l 
6. lB l 
6.06 l 
~.94 l 
s.sz l s. 71 1 

T 5.59 l 
A S. 47 l 
s 5.35 1 
A 5.24 1 

5.12 1 
l s. 00 1 
ti 4.BB 1 
F U7 I 
L 1.65 1 e 4.53 1 

4.H 1 
4.29 1 
4. IS l 
4.06 1 
3.94 1 
3.82 1 
3.71 J 
3.59 J 
3.47 1 
3.35 J 
3.24 1 
3.12 1 
3.00 J 

, , , , , , , , .... , • , , .. , , , , , , .. , , , fHHIHfffflftfHt•HUfHllllHHHlffHfffftltllffl 
, , , , , , •• , , , • , , , , , , , , , , • , • , •• , HHflfHffHHHUfnUHHIHHlllHIHllHIHfftlfft 
, •• , • , , , • , , , • , , , , , , , , , , , , , , , , UHtltHWHUHHUUIUHllHIHllfffftlffffllHllH 
, • , , .... , .... , , , , , , , , , , , ...... HtHHtHtHHUUVHffftffffHfffffftollHH 
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1 •••••• 1 •• 1 ........... 1 •••••• ·'"'""''"''''''''"''" 

1 • ....... 1.' •• ...... 1 • ........ ''''"'''''"''''''''''''' 
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......... ' .................. "'''""''''"''''''''''' 

.......... 1 ••• 1 ....... 1 ....... '"'""''"'''''''''''' • , , , , ........ , • , •• , , ... , .... .. fHfHHVtOHf Ptlffft 
11 ................. 1 .... ..... "''''°"''''"º'''''º ..... ' .......... ' ............ '''''""'''"'''''''' 
•• '1 ............ 1 ............ ''"""''''"'''''''' 

• 1 ••• ' .... t 11 ......... 1 ..... ·""'""'''"'''''''' ........................... ''"'''""'''"''''''' 
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.... 1 ••• 1 ••• ' •• ............ '"''''""'''"'''''' 

•• '' 1 ...... ....... 1 ..... ... ''"'''""'''"'''' 

...... '' ...... ' •• " ....... 1 ''"'''°'"'''"'''' ......................... ·"'""'""""""'" " • •" • • •'',,' • "",, • • • "HffffttUUIHUfHH ......................... '"""""""'""" 
•• 1. 1 •••••••••• •• ' ••••••• ''''"'''""'''"'' ..... ' ............... ' .. """"'"'°""" ....................... "'"'"'"'"""" ....................... """"""""'"' ...................... ""'"'"""""'"' ..................... """"'"""'"'""Hmmfflfflftl 
+--------+---------+---------+---------+---------+---------+---------+--- ------+---

10. 00 10.61 !l.22 11.Bl 12.44 13.05 13.66 H.27 H.88 

RRL 

295.000 m.Joa 404.654 
623. 962 

VEL CIR DI 

404. 654 
623. 962 

VALOR HAXIHO DE Y= 733. 61600 VALOR HINJKO DE Y= 295. 0000 STOP 

~.12 

51-\.JOB 
733.616 
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!.19 1 
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¡, 28 1 
¡, 18 1 
!.08 1 
• ?E 1 
. 87 1 
'7i 1 
'67 1 
• 56 1 
.H 1 

1 .36 1 
ti • ~/, 1 
¡, '15 1 
p ,05 1 
E - .OS 1 
~ - .1~ 1 
o -.26 1 

- .36 J 
-.H 1 
- .56 1 
-.67 1 
- . 77 1 
. ,87 1 
-. 97 1 

-1. OB 1 
-1.18 1 
-1.28 1 
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··l. 49 1 
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-1.79 1 
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+--------+---------+--- ------t---------+---------·f---------+---------+---------+---
-3. 00 -2.27 -1.54 -.BO -.07 .66 t.39 2.12 2.85 

SAL HHIJMO 

-63.000 -49 .029 iiiiii -49.829 -36.658 
-23. 487 -10. 316 
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RRL 

VALOR HAXIHO DE Y= 29 .19670 VALOR HIHIHO DE Y= -63. 0000 STOP 

E. lJ 
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-10.316 
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-23.487 
2.855 

29.197 



i.00 J 
3.77 J 
3.53 J 
3. JO 1 
3. 06 J 
2.82 J 
~. 59 J 
2.35 J 
2.12 J 
1.BB 1 
1.65 J 
1.41 1 
1.18 1 

V • 94 1 
o . 71 1 
L . 47 1 
u .24 1 
H • 00 I 
[ -.23 1 
H -.47 1 

-. 71 1 
-. 94 J 

·1. IB I 
-1.41 J 
· 1.ó5 J 
·l. SB J 
. " p 1 
-5:35 J 
-2.59 J 
_, 8' J 
-J:·jb 1 
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-3:53 I 
-3.76 J 
-4.00 J 
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CONCLUSIONES 



A lo largo del t~abajo, s~ han expuesto primordiP-1-

~ente los conce;tns y 12 interpretación de la metodolog1a de super~i

c~e de respuesta, con el objeto de que los conocimientos puedan ser -

:levados a la práctica, en un tiempo corto y sin menoscabo de la efi

ciencia de la propia metodolog1a. Su aplicación correcta se traducirá 

en un ~uerte ahorro de los recursos asignados para la optimización del 

proceso de interés. 

Por lo que respecta al programa, y como se ha cons

tatado, este es de fácil manejo, y además flexible, ya que su tamaño 

y el nOmero de contornos puede ser variado, cumpliendo adicionalmente 

con las especificaciones que poseen actualmente los programas de este 

tipo. Es de resaltar, que el programa ocupa menos de 20 KB de memoria 

para su ejecución, en una mic:tocomµutadora con longitud. de palabra .:'i

,ia de 8 bits, por. lo que es más e.f'iciente que· cualquiera· de los ron.,. 

tados en el p~is. 

Asimismo, la comprensión y el uso de los modelos 

lineales, es indispensable para poder llevar a cabo investigación en 

campos como la termodinámica, en donde ellos son utilizados como in

troducción a los modelos no lineales, los cuales son a su vez el an-

tecedente para poder :formular modelos teóricos. De esta f'orma, este -

traba.io puede ser utilizado en esa etapa introductoria, para aquellas 

personas que se interesen en el campo de la lnvestigación de Operacio

nes. 
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PROPUESTAS Y RECOMENDACIONES 



Comúnmente, al iniciar un programa de investiga- -

ción, se tienen dudas sobre el tipo de diseño experimental a usar, 

el cual depende fuertemente de las metas a alcanzar en dicho pro- -

grama experimental, y del nómero de factores involucrados. 

En estos casos, se propone aplicar el esquema si-

guiente, el cual ayuda a tener una idea más clara de como manejar -

el programa experimental. Dicho esquema, contempla implicitamente -

el costo y tiempo de ejecución de experimentos, asi como el mlnimo 

deseable de información a obtener para el nómero especifico de fac-

tares involucrados. 

Diseño Experimental 

Modelos gráficos 

Factorial( Completo) 

Factorial :fraccio
nal (estimando in
teracciones) 

Factorial :fraccio
nal (estimando 
efectos principa
les solamente) 

Variables independientes a ser investigadas 

Por otra parte, si se desea aumentar la precisión 

del plan experimental, debido a que la magnitud de los errores f. -
l. 



es muy alta, existen tanto diseños más sofisticados, como métodos 

alternativos de análisis¡ entre ellos se encuentran: 

1.- Homogeneización de técnica experimenta113. 

2.- Agrupación planeada (bloques)Jo. 

J.- Mediciones adicionales1J. 

4.- Uso de experimentos repetidos y pruebas de 

falta de ajuste19. 

5.- Transformaciones no lineales sobre la va

riable dependiente2 •14 . 

Por Oltimo, se hace necesario resaltar, que el ex-

perimentador no debe perder de vista el sentido lógico de los pro

cesos que estudia. Es frecuente observar casos, en los que para ob

tener una conclusión, se hicierón gran cantidad de análisis comple

jos de los resultados, siendo que con solo entender y razonar las -

implicaciones lógicas de ellos, se podria haber llegado a la misma 

conclusión. Es indispensable, por tanto, evitar envolverse en una -

maraña de numeras y pasos a ejecutar, y no perder de vista, nunca, 

el sentido camón. 



A?'~N!JIC'.'.: r..- Probabilidad 

La observación se considera una parte importante 

de un experimento. Los resultados verdaderos de una observación -

son llamados las consecuencias o desenlaces del respectivo expe

rimento, y a la totalidad de las posibles consecuencias de un ex

perimento se le llama espacio muestral y se denota por S. 

En problemas que incluyen fenómenos aleatorios, -

es conveniente representar los desenlaces de un experimento como -

puntos en un espacio de una o más dimensiones; esos puntos, cons-

tituyen los elementos del espacio muestral. Asl por ejemplo, si -

un experimento consiste en examinar una junta soldada, los resul

tados pueden ser: intacta (O) o rota (1), pudiendose representar -

en un espacio muestral unidimensional {Fig A.la). Si consiste en -

examinar 2 juntas, habrá 4 posibles consecuencias como se muestra 

en el espacio bidimensional de la Fig. A.2. En general, en un cir

cuito con n-juntas sol.dadas, hay zn posibles desenlaces que repre

sentan 2n puntos en un espacio o-dimensional. 

o 

o 

(a) 

1 

(b) 

Fig. A.l 

1 (o ,1) • (1,1) 

2 (O ,O) (1,0) 

Fig. A.2 



=.sta configuraci~n geométrica no es ~nica. Asl 

por ejemplo, los desenlaces del experimento antRrior se pueden re

presentar en un espacio unidimensional como J puntos (0,1,2). Aqul, 

el punto l de la Fig. A.lb representarla a los puntos (l,O) y 

(O,l) de la Fig. A.2; sin embargo, es altamente deseable, que los 

espacios muestrales tengan elementos que no puedan ser adicional

mente divididos, es decir, que no representen 2 o más desenlaces -

que no sean distinguibles en alguna forma. 

Los espacios muestrales pueden clasificarse de 

acuerdo al n~mero que ellos contienen. Entonces, puede haber espa

cios finitos, e infinitos. Un espacio muestra! infinito es el con

junto de nómeros reales. 

Adicionalmente, un espacio infinito puede ser 

contable o no; si se mide la resistencia de una junta soldada en -

Ohms, el espacio muestra! podrá. consistir de puntos sobre una es

cala continua (un intervalo sobre la recta de los n~meros reales). 

Los elementos de este espacio no pueden ser contados, esto es, no 

puede haber correspondencia uno a uno con el espacio de los nóme

ros naturales (que es contable). Este tipo de espacio es llamado -

continuo, mientras que los otros son llamados discretos. 

Los espacios muestrales pueden subdividirse, y a 

los subconjuntos resultantes se les denomina eventos. Si 2 eventos 

son independientes entre sl, es decir, no tienen elementos comunes, 

ellos son mutuamente exclusivos. 

Entonces si E es un evento, E ~ S ( "2 es subcon- -

junto de S). :Sn un diagrama de Venn, la relación se representa: 

ln 



s 

Fig. A.J 

esto significa que E US •S. 

En la anterior fórmula, implícitamente hacemos 

uso de una función conjunto1 la función conjunto aditiva. En esta, 

los elementos del dominio son conjuntos, y los elementos del rango 

son nümeros reales. Esta función, asigna un nómero real a cada 

subconjunto A de un conjunto dado. La forma o valor del nUillero 

asignado depende de la definición particular. El caso m~s sencillo 

es aquel en que el ndmero asignado es igual al ndmero de elementos 

contenidos dentro del subconjunto A. Por ejemplo, se puede suponer 

que una escuela tiene 50 profesores, que son clasificados de acuer-
' do a si ellos son casados (M) o no (M'), y a si sin graduados o no 

(G) y (G'), para de esa forma, estimar su nivel académico. 

La distribución de esos 50 profesores se muestra 

esquematicamente en el diagrama de Venn de la Fig. A.4; con él, el 

valor de N(A) puede ser determinado para cualquiera de los 16 sub

conjuntos posibles en que pueden clasificarse los profesores, don

de N(A) es el nümero de elementos contenidos en A. Los ndmeros 

dentro de la Fig. A.4 son1 el ndmero de profesores casados no gra

duados, el numero de profesores casados graduados, el n~mero de 

profesores solteros graduados y el n~mero de solteros que no son -

graduados, esto es: 



N(M/\G') ,. 20 

N(Mf\G) a 10 

N(M'l\G) • 5 

N(M'/\G') a 15 

Para hallar el n~mero de profesores que son casa

dos, se debe añadir el n~mero de profesores casauos graduados al -

n~mero de profesores casados que no son graduados, y se obtendr!a: 

N(M) • N(M"G) + N(lilf\G') a 10 + 20 .. JO 

igualmente, se puede hallar el n~mero de profesores graduados1 

N(G) • N(Mf\G) + N(r.1'/\G) a 10 + 5 .. 15 

y dado que N(S) = 50, por substracciOn1 

N(M') • N(S) - N(M) • 50 - JO • 20 

N(G') = N(S) - N(G) "'50 - 15 • 35 

La .f'Unción conjunto aditiva asigna a la unión de 

dos conjuntos que no tienen elementos en com~n, un n~mero que es -

igual a la suma de los n~meros asignados a los conjuntos indivi- -

duales. Conjuntos que no tienen elementos en comdn son llamados 

disjuntos, y como se apuntó antes, eventos que corresponden a con

juntos disjuntos son llamados eventos mutuamente exclusivos. Cuan

do algún par de conjuntos A y B tienen elementos en com~n, se apli

ca la fórmula general: 

N(AV B) • N(A) + N(B) - N(AAB) Ec. (A. l) 
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que en el ejemplo anterior da: 

N(f.!UG) = ?-l(i.:) + N(G) - N(r·l"G) "'JO + 15 - 10 = 35 

para el n~mero de profesores casados, o graduados, o ambos. Nótese 

que se sustrajo el n~mero de profesores casados graduados debido a 

que ellos fuerón contados 2 veces, una cuando se contó a los casa

dos y otra cu~.ndo se contó a los graduados. 

Usando el concepto de f'unc ión conjunto aditivo, -

se puede ahora definir la probabilidad de un evento. Dado un espa

cio rauestral S y un evento A en S, se define P(A), la probabilidad 

de A, como el valor de una función conjunto aditiva P, llamada la 

función de probabilidad. Para que una función conjunto sea fun

ción de probabilidad, deber~ satisfacer las siguientes condiciones: 

Axioma 1.- O~ P (A}~ 1 para cada evento A en S. 

Axioma 2.- P(S) 1 

Axioma J.- Si A y B son eventos mutuamente exclusivos, en

tonces P(AUB)::: P(A) + P(B). 

Concluyendo1 

El primer axioma establece que la función proba

bilidad asigna a cada evento A en S un número real de O a 1 (co

munmente a P(A) se le identifica como el número deelementos de A -

dividido entre el número de elementos de S). El segundo axioma es

tablece que al espacio muestral se le asigna el número 1 y expresa 

la idea de que la probabilidad de un evento cierto, un evento que 

siempre sucede, es igual a 1, y el tercero establece que la fun- -

ción probabilidad debe ser aditiva, y con el uso de inducción ma-



s 
l•'ig. A.4 

temática, puede extenderse a cualquier n~mero finito de eventos 

mutuamente exclusivos1 

donde A1 , A2 ,.; ••• ,An son mutuamente exclusivos dentro de S. 
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APF.NDICE B.- Distribución Normal 

Una de las funciones de probabilidad más importan

tes, es la correspondiente a la de la distribuciOn normal, la cual 

es: 

donde 

1 \ (x - a)
2 ~ ~ / ( ) F(x) = ---..- exp - -

2
b2 - -oo-== x e::OO B.l 

b(2 ) 2-

a es la media de la población que se define 

como a = E(x). 

b2 es la varianza de la población. 

E(x) es la esperanza matemática de la variable 

aleatoria x, y se calcula como1 

donde 

E(x) 

f(x) = función de distribución de probabili

dad. 

Conceptualmente, E(x) es el valor esperado de x, -

cuando x es una variable aleatoria. Observese que E(x) en poblacio

nes normalmente distribuidas e~, la media verdadera de la pobla

ción. 

Para la función B.l, se cumple1 
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entonces, la probabilidad para una x dada (o rango de valores de x) 

esta dada por el área bajo la curva definida por la Ec. b.l. 

Para ilustrar esto, considere el siguiente ejemplo 

hipotético: 

Existen 6 particulas, numeradas del 1 al 6, en 2 -

elementos de volumen A y B. En la tabla B.l se identifican las 64 -

distribuciones discernibles que resultan para tal sistema. Este nú

mero puede obtenerse de 

donde 

..n. = número de disposiciones discernibles 

M == número de celdas discernibles 

N = número de particulas discernibles 

( B.2) 

La Ec. B.2 señala la dependencia del numero de 

part!culas (N) sobre el número de distribuciones discernibles que -

se pueden realizar. 

En mecanica estadistica,'i.se le llama microestado a 

una distribución individual discernible. Para el ejmplo actual, 

existen 64 microestados. Se usa el término macroestado para desig

nar un grupo de microestados con caracteristicas comunes. Asi, un -

macroestado puede estar constituido por todos los microestados con 

el mismo número de particulas en el compartimiento /1 y el mismo nú

mero en el compartimiento B. De esta forma, se pueden definir los -
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Compartimiento 

Distribución A B 

0-6 123456 
1-5 1 23456 
1-5 2 13456 
1-_5 3 12456 
1-5 4 12356 
1-5 5 12346 
1-5 6 12345 
2-4 12 3456 
2-4 13 2456 
2-4 14 2356 
2-4 15 2346 
2-4 16 2345 
2-4 23 1456 
2-4 24 1356 
2-4 25 1346 
2-4 26 1345 
2-4 J4 1256 
2-4 35 1246 
2-4 36 1245 
2-4 45 1236 
2-4 46 1235 
2-4 56 1234 
3-3 123 456 
3-3 124 356 
3-3 125 346 
3-3 126 345 
3-3 134 256 
3-3 135 246 
3-3 136 245 
3-3 145 236 
3-3 146 2}) 
3-3 156 234 
3-3 234 156 
3-3 235 146 
3-3 236 145 
3-3 245 136 

Continua 



Distribución 

3-J 
3-3 
J-3 
J-J 
J-3 
J-3 

4-2 

246 
256 
345 
346 
356 
456 

Compartimiento 

B 

1J5 
134 
126 
125 
124 
123 

5-1 Estas son imagenes (reflejadas) de las 
0-6 tres primeras 

Tabla B.l 
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siguientes 7 macroestados1 

Macroestado 

NA - NB 

J - J 

4 - 2 

2 - 4 

5 - 1 

1 - 5 

6 - o 
o - 6 

NA = Numero de partlculas en A 

NB = Numero de partículas en B 

Nümero de 

Microestados 

20 

15 

15 

6 

6 

1 

l 

64 

Debe hacerse notar, que las disposiciones o arre

glos de las mismas particulas dentro de un volumen dado no consti

tuyen microestados adicionales. Asi, la dispocisión 234561 en el -

microestado O - 6 es idéntica a la disposiciOn 123456. 

El ndmero de combinaciones para colocar N part!cu

las en 2 celdas con M particulas en una y N - M en la segunda es 

* dado por 1 

0M,N-M = N f 
N (N - M)l 1111 

' . 
as!, para N 6 y M 5 

05,1 = 6 ! = 6 6 l~* 51 . 
* Recordar que O 1 = 1 



que efectivamente, es el n~mero de microestados para esa disposi

ci6n. 

Si cada una de las seis partlculas tiene igual 

probabilidad de ir al compartimiento A que al B, cualquiera de 

los 64 microestados tendrA igual probabilidad de ocurrir. Sin em

bargo, se puede observar que la probabilidad de ~ncontrar el ma

croestado 6 - O es considerablemente menor que la correspondiente 

al J - J, ya que aquel ocurre solo en 1 de las 64 posibilidades. 

Su probabilidad es, pues, de 1/64, comparada con una probabili

dad de 20/64 para la configuración J - J. En estas condiciones la 

probabilidad de encontrar cualquier macroestado dado esta rela- -

cionada directamente con el n~mero de microestados que contiene; 

Macroestado N~mero de Fracción del tiempo 

A B microestados en el macorestado 

6 o l 1/64 

5 1 6 3/32 

4 2 15 15/64 

3 3 20 5/16 

2 4 15 15/64 

l 5 6 3/32 

o 6 1 1/64 

Tabla B.2 

Puede observarse que la probabilidad obtenida en 

la tabla B.2, es aproximadamente el área bajo la curva de la Fig. 

B.l, si se considera como l toda el área bajo la curva. 

182 



20 

Número 
de 15 

Microesta. 

6 

1 

f.lacroes tado 
6 

o 
5 

1 

4 

2 

J 

J 
Fig. B.l 

2 

4 

1 

.5 

o 
6 

Si el ndmero de part!culas aumenta a 20, existens 

220 = 1048.576 microestados 

y un total de 21 macroestados. En este caso, aün cuando el macroes

tado mas probable (10 - 10) ocurre con una probabilidad de solo 

.176, los J macroestados más probables tienen una probabilidad com

binada de o.496. Asi, un sistema tal pasaria aproximadamente una -

mitad de su tiempo en esos macroestados. 

Al aumentar el número de particulas, a un orden -

an!logo al del n~mero de Avogadro, se encuentra que la probabilidad 

de obtener una disposición distribuida "mé.s o menos" uniforme, se 

hace abrumadora. 

lBJ 



Aunque estan ocurriendo continuamente leves des

viaciones desde la distribución mas probable, esas variaciones 

son tan pequeñas que no se tienen instrumentos suficientemente 

sensibles para medirlas; en otras palabras, la probabilidad de 

cualquier desviación medibles desde una distribución esencialmen

te uniforme es tan pequeña que puede ser despreciada sin error. -

Asl por ejemplo, la probabilidad de observar una variación de un 
8 

0.001% en la densidad de 1 cm3 de aire es .!!!fil1Q!: que lo-10 y llQ. -

.fil! probable que sea observada en billone~ !!.~ años. Se encuentra -

asi, que la concentración espontanea de todas las moléculas gase2 

sas en una parte del recinto .!1Q .fil! totalmente imposible, sino que 

es tan improbable de que acontezca, que su probabilidad es real

mente despreciable. 
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Apéndice C 

y Xl X 

10.98 35.5 20 

u.13 29.7 20 

12.51 30.ti 23 

ti.40 56.8 20 

9.2'1 61..i. 2J. 

8.'/3 71.3 22 

b.3ó 74.4 11 

ª·'º. '/6 ... 7 25 

7.82 70.7 21 

9 .. .1...4 ':J'l·5 20 

1:1..24 ~6..lt 20 

12.19 21:1..9 21 

11.88 28.l. 21 

9 .. >7 59.l. .l9 

10.94 4b.~ 2j 

9 •. 51:1. 46.5 20 

10.09 59.3 22 

8.11 70.0 22 

6.63 70.0 11 

8.88 74.5 23 

7.68 72.1 20 

8.1+7 58.l 21 

8.86 44.6 20 

10.36 33.4 20 

11.08 28.6 22 



APENDICE D.- Estructura Global del Programa 

El programa consta de 4 módulos, cada uno de los -

cuales tiene una finalidad perfectamente definida; la relación entre 

estos módulos, puede representarse asi1 

SUPER 

IDI l'UNCY 

El módulo llamado SUPER, constituye el programa 

principal. Su .función es la de introducir los datos, por medio de 2 

lecturas. En la primera, se leen los coeficientes del modelo lineal 

e igualmente, los nombres de las variables independientes x1 Y x2 
involucradas, y el correspondiente nombre de la respuesta Y. 

metros: 

N 

En la segunda lectura, se leen los siguientes para-

Ndmero de contornos que se desea incluya 

la grdfica 1 



Nl 

N2 

Xll 

Xl2 

N es entero. 

Número de renglones a imprimir, en el 

eje vertical. (X2 es el correspondiente 

al eje vertical) Nl es entero y 

zl 
60 

Ségun el s.o. 
120 

NW!ero de columnas a imprimir en el eje 

horizontal (X1 es la variable correspon

diente). N2 es entero y1 

'15~NZ~ll5 

Valor del nivel bajo de x1 , que corres

pondera al menor valor a graficar en el 

eje horizontal; x1 deberá cumplir cons 

-9999L. x1~9999 

Si la variable supera estos limites, se 

aconseja modificarla*. 

Valor del nivel alto de x1 , que corres

pondera al mayor valor a graficar en el 

eje vertical. 

Necesariamente Xl2> Xll 



X21 

X22 

IPAR 

Valor del nivel bajo de x2 , que corres

ponderá al menor valor a graficar en el 

eje vertical; x2 debera cumplir conr 

-999~ X2~999 

Si la variable supera estos limites, se 

aconseja modificarla* 

Valor del nivel alto de x2 , que corres

ponderá al mayor valor a graficar en el 

eje vertical. 

Necesariamente X22> X21 

Código de opción1 

O No se desea la gráfica, sino solo -

obtener el máximo y el minimo de Y 

1 Se desea la grafica y el valor ma

ximo y mínimo de Y 

Después de esto, el control se transfiere a CONTOR. 

En esta subrutina, se definen los caracteres de impresion compuestos, 

y que consisten de los siguientes caracteres elementales: 

punto 

menos 

= igual 

+ :más 

o letra o 

X letra X 

* asterisco 



il 

arrova 

ntlmero 

En base a ellos, y al nómero de contornos, N, espe

cificado, se forma la combinación del caracter compuesto a imprimir; 

por ejemplo, el caracter f) es la combinación de = y la 1!3tra O. 

Para cada par ordenado (X1 ,x2) es necesario asignar 

un caracter compuesto, el cual corresponde al intervalo de valores 

dentro del cual, la respuesta Y en ese punto, se encuentra ubicada. -

Para lograr esto, la subrutina CONTOR hace referencia a la funcion 

entera IDI, la cual especifica el caracter (o caracteres) a imprimir

se en ese punto, información que puede obtener gracias a la funcion -

real FUNCY, la cual evalóa la función en ese punto. 

La subrutina CONTOR, también imprime los ejes res

pectivos, y asimismo, al pie de la gráfica, el código compuesto de 

impresión, y el rango de valores que abarca. Por ültimo, el control 

regresa al programa original SUPER, que imprime el valor minimo y 

mé.ximo de Y encontrado en los rangos especificados de x1 y x2 • 
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