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En la Facultad de Ciencias desde hace tielllpO, el avance y desarrollo 

en el eatudio e inveatigaci6n dentro del beato caapo de la lle9of¡ratfa se han vi.! 

to detenidos. En este trabajo no se pretende explicar o justificar las cauellB -

que han dado. origen a esta situaci6n, lo que ae intenta es reactivar eea larga -

postura pasiva que se ha mantenido,preaantando nueV11B alternativas demo&ri.ficas

aujetaa de estudio y de aplicaci6n de modelos matei¡i§ticos, los cuales resultan -

ser 116.e intereeantee y quid para al.guien parezcan mle aofistié:adcitl que -1os que- --

regulBrftlente se estudian. 

El objetivo f"undamental que se tiene es presentar a 1111nera de divul

gaci6n, la revisi6n efectuada del material sobre los temas que se incluyen; di

cho de otra manera, es dar a conocer una metodologta para el estudio de caracte

r!aticaa poblacionales que la mayor!a de las vecespaaan inadvertidas. Se preae~ 

tan nuevas opciones, las cuales general.mente poseen un amplio entorno matemltico 

formal que seria muy difícil de incluir totalmente para cada t6pico en particu

lar, ademAe de que no es lo que ee persigue. 

Para alcanzar de manera eo111pleta el objetivo planteado, en la pre-

aantaci6n de cada tema se indican las tuentea bibliogrlf'icaa .._ importantes, -

aat mismo se incluye en la bibliograf!a (que ae encuentra al fieal del trabajo)

una lista de artículos y libros que son de uao complemen::ario para un mejor anl

liaia y una mayor profUndidad en todos loa temas. 

El trabajo se presenta en dos partea. La primera de ellas contiene -

varios resultados generales que pueden ser empleados en el anAliaia de diferen

tae caracter!eticas de la poblaci6n, como lo son: La Teoría Estable, Fracci6n de 

Poblaci6n Vieja, La Ecuaci6n Caracter!stica y Formulaciones Natemlticaa de la -

Ecuaci6n Característica. En la segunda parte, en a! la parte """ f\lerte de la -

tesis, ae encuentra la preeentaci6n de los tBlllBs que corresponden al estudio de

las caracter!aticaa de poblaci6n que son sujetllB de estudio, entre ellas: ¿Poi" -

qu6 hay más hOlllbres que mujeres en laa poblaciones modernas?, El Equivalente Ea-
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table, Edad al. Matrimonio y Denograf'!a de las Organizaciones, entre otros. 

En total. son seis dif."erentes grandes características de las pobla___;_ 

clones que se presentan para ser sujetas de estudio. Cabe resaltar lo si¡¡uiente: 

a1 hacer ref."er«icia a una pobl.scHin, no necesariamente ha.Y que identif."icarl.a co

llO aquel.la que ocupa un determinado espacio geogrAf."ico eatableeido políticamente; 

para el tipo de anlilisis que se lleva a cabo, una poblaci6n puede ser el conjun

to de personas que acuden a un centro deportivo, que trabajan en cierta empresa, 

eetudian en una detenninada instituci6n, o cualquier otra característica que ~ 

identif."ique con precisi6n a un conjunto de pereonae. 

Finalmente, queda abierta la invitacil5n a toda persona que se inte-

rese en loa tlipicoa presentados, para llevar a cabo un trabajo de inveetigaci6n

que conaistirla en la presentaci6n mAs amplia y prof."Unda del tema elegido, as{ -

c.,... l.a apl.icaci6n de,l o ios modelos matemAticos que intervengan en el desarro

llo del estudio realizado. 

AGOSTO DE 1987. 
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CAPITULO 1 

LA TEORIA ESTABLE 

Sup6ngase que la oportunidad de sobrevivir del nacimiento a la edad

x ea l(x), la cual ea una fllnci6n que depende de la edad pero no del tiempo. Una 

pobleci6n cerrada a la migreci6n con B nacimientos distribuidos uniformemente en 

el afto y sin cambio, contendré Bl(x)dx individuos entre las edades x y x+dx en -

cualquier momento del tiempo, donde l(x) se obtiene a partir de suponer que 

1(0)~1. 

Una poblaci6n con eetaa caracterlsticaa contendrA. B5Lx individuos ~ 

entre las edades exactas x y x+S, donde e 5Lx = BI:(x+t)dt. 

Eata teor~a puede aplicarse a dos sexos en conjunto usando una flln

ci6n de supervivencia l(x) aplicable a cualquier combineci6n de hombres y muje~ 

rea, aunque si bien la práctica usual es considerar un aolo sexo1 • 

Una poblaci6n eetacionaria producida por este supuesto, de nCimero ~ 

anual de nacimientos y tabla de vida Cijoe para cada sexo, .se puede generalizar-

auponiendo nacimientos que crecen de manera exponencial: Bert. 

Consid6reee la parte femenina (o masculina) de una poblaci6n cerrada 

a la mi¡¡raci6n, sujeta a una tabla de vida Cija y con nacimientos creciendo ex~ 

ponencialmente, eetae condiciones son suficientes para obtener una diatribuci6n

eatable por edad, en la cual loe sobrevivientes y las muertes ocurridas en cada

arupo de edades, as! como la poblaci6n total, se incrementan exponencialmente a

la misma tasa. 

Si la probabilidad de sobrevivir a la edad x es l(x) y loe nacimien

tos al tiempo t son e
0
ert. entonces para determinar el na~ero de personas entre

les edades x y x+dx, ea necesario regresar en el tiempo de x a x+dx, cuando el -

r(t-x) nCimero de nacimientos ru5 e0e • La rracci6n de estos nacimientos que sobre-

vive al tiempo t debe aer l(x), por lo tanto el nGmero absoluto de personas de 

1 KeyCitz, Nathan. 1977. Applied llatbeniatical Demograpby. 77-81. l 



edades x a x+dx al tiempo t es: 

(l.l) 

Al considerar el ranao de edades desde o hasta w se obtiene la pobl~ 

ci6n total al tiempo t P(t): 

(1.2) 

Considerando la relaci6n de las personas de edades x s x+dx con res

pecto a la poblsci6n total, se obtiene la prcporci6n de poblaci6n de esas edades 

con respecto a la total, c(x)dx: 

c(x)dx 

=> 
c(x)dx 

=> 
c(x)dx 

donde b 1 

B
0
er(t-x)l(x)dx 

J.s
0
er(t-x)l(x)dx 

e-rxl(x)dx 

r""-rx .). e l(x)dx 

(1.3) 

El araumento empleado deacanaa·en el supuesto de que la tabla de vi

da pel'l!lanece fija en el tiempo para toda x, que los nacimientos, y por tanto la

poblaci5n, crecen exponencialmente, lo cual equivale a suponer que las tasas de

natalidad y mortalidad han permanecido conatantea durante un larao periodo de ~ 

tiempo en el paaado. 

Debido a que c(x)dx representa la prcporci6n de pcblaci6n de edades-
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x a x+dx, la suma de todas ellas, ! c(x)dx, es la unidad, por lo cual: 
o 

S 
... 

-rx 

0

be l(x)dx = 1. (1.4) 

Esta expresi6n ea une ecuaci6n en b, por lo tanto eu valor se puede

obtener a partir de ella (dado en (1.3) como definici6n): 

b (1.5) 

Si en (1.3) ~o se obtiene el radix c(O), dado que c(O)=b; si se de

sea se puede considerar c(O)=l. En este caso el argumento empleado se reemplaza

por otro, el cual es determinar la poblaci6n presente a edad x por cada nacimie~ 

to, por lo que la tasa de natalidad aer§: 

l (1.6) 

UNA FOlllllA DISCRETA. 

Aunque ea ID&• r&cil pensar la diatribuci6n estable por edad en la ~ 

versi6n continua, para su aplicaci6n se requiere uns forma discreta, es decir, -

ae necesita trasladar c(x}dx a arupos quinquenales de edad, para de esta manera

BlllJ>lear la infol'lllllci6n poblacional que usualmente se tiene. Para esto se necesi

ta hacer lo siauiente: integrar ambos lados de (1.5) de x a x+S, obteniEndoae de 

esta manera 5cx, donde 5cx= ~(x+t)dt. Por lo que: 

3 



= be-r(x+2.5) ~-r(t-2.S)l(x+t)dt • (1.7) 

Esta Cíltiftlll integrsl es m¡y cercana a (.1(x+t)dt, la cual se encuen

tra tabulada en una tabla de vida como 5Lx' por tanto se puede considerar: 

(1.8) 

Usando esta Cíltima aproxi11BCi6n: 

(1.9) 

De esta manera se ha obtenido una expreai6n para c(x)dx en una ver

ai.6n discreta 5cx , en f\lnci6n de valores que se encuentran tabu.lados en una ta-

4 



CAPITULO 2 

EDAD MEDIA EN LA POBLACION ESTABLE 

A partir de (1.3) se obtiene 1a edad promedio x de la poblaci6n es-

table, dado que: 

=) 

=> 

x = !;c(x)dx 

[xe-rxl(x)dx 

re-rx1(x)dx 
St = 

La expansi6n en series de e-rx es: 

r
2 

2 
1 - rx + 2! x 

Sustituyendo (2.3) en (2.2): 

r
4 

4 +--¡-¡-x 

J• r 2 2 r 3 3 r 4 4 
x = .--•_x_l_1 ____ rx __ + .... ~2-1,,___x ___ -___ 3~1=--_x ___ + .... ~4~1 __ x ___ -__ ._._._>_1_(_x_l_d_x~ 

(.. r 2 2 r 3 3 r 4 4 J. (1 - rx + ~ X - ~ X + -¡¡- X 

I., 
2 2 r 3 3 r 4 4 

e(l - rx + ~! X - ~X +-¡¡-X 

- ••• )l(x)dx 

- ••• )l(x)dx 

- ••• )l(x)dx 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

Al integrar cada uno de los t5nninos, tanto en el numerador como en

el denominador de (2.5), se obtiene: 

2 3 

5t 
L1 - r L2 + ~! L3 - ~! L4 + 

(2.6) 
2 3 

La - r L1 + ~! L2 -Tt L3 + 

5 



. .. 
donde Li = l.xil(x)dx e11 el numerador del i-himo momento alrededor del cero de-

la poblaci6n estacionaria de la tabla de vida. 

Haciendo una divi11i6n ordinaria en el lado derecho de (2.6) ae tie-
ne: 

51: + ••• (2.7) 

lo cual ae puede aproximar a: 

(2.8) 

Ll 2 
donde -L- y.- aon, reapectivmnente, la media y la varianza de la diatribuci6n

O 

por edad de la poblaci6n estacionaria, donde ambos son necesariamente positivos. 

Ll 
Por lo tanto, 51: es menor que -L- cuando r es positivo, adem!s de -

o 

que loa t~rminoa siguientes son 1111y pequeftoa y pueden despreciarse. 

Una serie infinita exacta para 51: ea: 

k4 r3 
-~ + •••• (2.9) 

donde k3 y k4 11on, reepectiv1111ente, el tercer y cuarto cumulante de la diatribu

ci5n con densidad l(x) ¡;;;--

El tercer cumulante ea igual al tercer momento alrededor de la me---

dia: 

6 



- L /L ) 3....!.!&._ dx 
1 O LO 

(2.10) 

y esta asociado con asimetría. 

E1 cuarto cumulante k4 ea igual al cuarto momento a1rededor de la -

-dia menos tres veces el. cuadrado de la varianza, y ea una medida de la curto

aia o picudez. 

Despejando r de (2.B): 

r = (2.11) 

donde (2.11) proporciona una aproximaci6n a la tasa de crecimiento poblacional -

r, donde eat5n dadas: 

Ll 
a) la edad media de 1a tab1a de vida -L

O 

·2 
b) la varianza de la diatribuc16n de la tabla de vida ~ ; 

c) la edad media observada R. 

Cuando loa plll'Úletroa k3 (aeiraetr!l'a) y k4 (curtoeis) son conoeidoe -

ae obtiene una mejor aproxi"'8ci~n de r: 

(2.12) 

7 



CAPITULO 3 

FRACCION DE POBLACION VIEJA 

Sup6ngase que se desea conocer, de la fracci6n de poblaci6n conside

rada como vieja, aquella de 65 aftoa y mlis, quli proporci15n de ella depende de la

taaa de crecimiento, auponienc.'o que 1-"taeas de mortalidad no cubien. 

La ftaccii5n f(r) de la poblaci6n de 65 al'los y m'8, est& dada por: 

f(r) (3.1) 

Tomando logaritmos: 

ln(f(r)}: ln( e-ral(a)da) - ln( e-ral(s)da) • (3.2) 

"Diferenciando (3.2) de ambos lados, con respecto de r: 

d d ~.., -ra d 1"' -rs ¡" -;s¡:-(ln(f(r))) : -¡¡¡:-lln( e l(a)da)) - -;¡r-lln( e l(a)da) • 

• 
(3.3) 

Se tiene que: 

--,,,¡,---ra""'l,__ ___ [ ... :!z- (e-r8i(a)da • 

Juª l(a)da 

(3.4) 

Ahora bien: 

d ( -ra -ra e¡¡:- e l(a)da)) : -ae l(a) • (3.5) 

8 



Sustituyendo (3.5) en (3.4) se llega a: 

d Í.-ra - -;¡r-(ln(.\.: l(a)da)) (3.6) 

De manera anlUoga: 

d (" -ra 
- -;¡¡:-Cln( J

0

e l(a)da)) 

... 
f -ra 

0
ae l(a)da 

J:e-rªl(a)da 
(3.7) 

El lado derecho de (3.6) y de (3.7), de acuerdo a (2.2), aon respec

tivanoente la edad media k 1 de la poblaci6n mayor de 65 al'los y la edad media K1 -

de la poblaci6n total. 

Suatituyendo (3.6) y (3.7) en (3.3) y usando el hecho de que 

!r (ln(f'(r))) 
1 d 

f'Cr) -;¡r-f'(r) 

se llega a que: 

!r (ln(f'(r))) (3.8) 

Integrando (3.8) y tomando.exponenciales: 

(3.9) 

donde r 0 ea la proporci6n de 65 mios y m5s de la tabla de vida. 

El reaultado(3.9) se obtiene a partir del tErmino en r de la dife~

rencia de dos funciones generadoras de cuaulantes, una para la distribuci6n de -

todas l ... edades y la otra para las de 65 alloe y ais: 

9 



ln(t'(r) 
2 3 

1n(t'0 ) + (-rk1 + ~! k 2 - ~! k3 + ••• ) 

(3.10) 

donde las K's eon los cumulentes de la poblaci6n total y lae k'e de la poblaci6n 

de 65 alloe y m5e. 

Tomando exponenciales en (3.10) y despreciando términos a partir de

los de tercer grado ee obtiene: 

2 
t'(r) r 0exp(r(K1 - k 1 ) - ~! (K2 - k2 ) • (3.l.l) 

10 



CAPITULO 4 

LA ECUACION CARACTERISTICA 

Al suponer estabilidad, la fracci6n de poblaci6n de edades a a a+da -

e• .,e-r8i(a)da, por lo que para determinar los nacimientoa que corresponden a e-

aaa edades, se multiplica la poblaci6n expuesta de edadea a a a+da por m(a), don

de m(a) es la tasa de natalidad y m(a)da es la probabilidad de que una mujer que

ha alcanzado la edad a tenga una hija antes de la edad a+da. La fracci6n de la ~ 

poblaci6n be-ral(a)da debe proporcionar un aumento de nacimientos igual a -

be-ral(a)m(a) por unidad de poblaci6n total. 

Integrando be-rªl(a)m(a)da desde la edad~ hasta la edad¡' (general~ 

mente 15 y 50 ai'los, respectivamente), las edades extremas que determinan el pe--

riodo ffirtil de la mujer, lo que se obtiene es la tasa de natalidad total: 

r' -ra ~be l(a)m(a)da • (4.1) 

Por otra parte'. bes la tasa de natalidad total de la poblaci6n con·

diatribuci6n por edad be-r8 l(a)m(a)da y puede, por lo tanto, igualarse a (4.1). 

Eato conduce a que: 

J"be-r8 l(a)m(a)da 
.-. 

o bien, dividiendo entre b: 

f¡4 -ra 
e l(a)m(a)da .. 

b • (4.2) 

1 • (4.3) 

La exprea16n (4.3) proporciona la tasa definitiva de crecimiento im-

plicada por l(a) y m(a), deapuEa de que ambas han actuado lo suficiente bajo el -

aupueato de estabilidad que ae ha empleado. 

11 



Para una f'unci6n general neta de maternidad l(a)m(a), (4.3) tiene un 

niimero inf'inito de rarees, de las cual.es s6lo la raiz real es la que interesa. 

La unicidad de la ra!z real se determina a partir de la siguiente: 

Sea P(r) (~-ra 
J~e l(a)m(a)da (4.4) 

P(r) tiene una primera derivada negativa, y dado que es una funci6n mon6tona de

creciente de r, la cual tocaa el valor de ao para r=-oa y de cero para r=oo. Por

este9 razones P(r) cruza una sola vez cualquier recta horizontal en el semiplano 

P(r) O, incluyendo la recta unitaria por arriba del eje r; por lo que P(r)=l ~ 

puede tener a6lo una r~z real. 

La f\lnci6n P(r) ~ruza el eje vertical en: 

P(O) = J~l(a)m(a)da (4.5) 

donde R
0 

ea la tasa neta de reproducción. 

P(r) 

P(r) 

1 

~ 
Fig. 4.1 Valorea de P(r), mostrando P(O)=R0 y la ra!z 

r 0 de P(r)=l. 

12 



CAPITULO 5 

UNA FORMA DIFERENTE DE LA ECUACION CARACTERISrICA 

Si la.expreei6n (4.4) del capftulo anterior ee divide entre R0 , se -

obtiene la f'unci6n generatriz de momentos de la f'unci6n neta de maternidad nor~ 

mal.izada l.(a)m(a) 
RO 

(5.1) 

El sentido en el cual P~r) genera los momentos, es en su equiva---
0 

lencia a la serie infinita (de manera similar al desarrollo presentado en el ca

pJ:tul.o 2): 

(5.2) 

J
¡t i Ri 

donde Ri = a l.(a)m(a)da, tal que ~~ es el i-ésimo momento alrededor del cero 
~ RO 

de la distribuci6n l(a)m(a) 
RO 

• Los momentos alrededor del cero son valores 

grandes, y aunque la serie converge, se requiere un buen número de tErminos para 

obtener una buena aproximaci6n. 

Una serie que converge m§s rApidamente se obtiene al tomar el loga-

ri tmo de _.!1!:l..._ , generando as{ las :fUncionee de momentos llamadas cumulantee, -
RO 

l.as cual.e• ae presentaron en el. capítulo 3: 

13 



Loe cumulantes expresados en t~rminos de las R's son: 

Rl 
/= !\;""" 

2 R2 2 
'l"' ~- (Rl/RO) 

y en t6rminoe de los momentos alrededor de la media: 

lo• cuales son: 

(a - )
1l(a)m(a)da 

RO 

(5.3) 

(5.4) 

14 



Ahora bien, la ecuaci6n caracterlstica es P(r)=l, lo cual conduce a-

que 

(5.5) 

o, escribiendo en tErmin~s de 1os cumulantes, a partir de (5.3) e1 equivalente -

a (4.3) es: 

+ ••• (5.6) 

15 



CAPITULO 6 

FORMULACIONES MATEMATICAS DE LA ECUACION BASICA DE POBLACION 

Cotidianamente se ha tratado el proceso puro de mortalidad de acuer

do a una tabla de vida, en la cual el total de nacimientos es justamente igual -

al total de 111Uertes. La misma tabla de vida se ha empleado con una tasa arbitra

ria de crecimiento r para conformar una distribuci6n estable por edad. 

A continuaci6n se comprueba el hecho de que la miBlla tasa de creci~ 

miento r, que se obtiene a partir de una ecuaci6n que incorpora tasas de natali

dad eepec{ricaa por edad, es similar a la que se obtiene de acuerdo a una tabla

de vida. 

El anAlisis general de lo mencionado en el pArraro anterior se hace

en base a partee que relacionen al total de la poblaci6n de cada generaci6n o ~ 

periodo determinado con la que le precede. Dicho enAlieis puede llevarse a cabo

por medio de una ecuaci6n integral, o bien en base a un modelo de producto de ~ 

matrices. 

El prop6aito de presentar estos dos modelos no es el de exhibir la -

virtuoaidad matemAtica de sus autores, Lotka y Leslie, pero si lo es el hecho de 

mostrar las ventajas que algunas aplicaciones tienen con un modelo, mientras que 

otras son m6s accesibles con el otro. 

Cabe eeftalar que el presente trabajo no es el lugar llAs indicado pa

ra tratar el detalle matem6tico de cada uno de los modelos, por lo cual se pre~ 

santa al lector bibliograrla para tal fin. 

LA ECUACION INTEGRAL DE LOTKA.2 

Hist&ricamente la rormulaci6n mlis remota de que se tiene conocimien

to ru6 en tlinoinoa de una ecuacUln integral, en la que lo que se desconoce es la 

2 Lotka, Alf'red .J. 1922, The atabllicy or the normal age distribution. 
Proceedi.._. of the Natlonal Academy or Sciences 5: 339-445. 16 



trayectoria de nacimientos. la cua1. bajo el nombre de ecuaci6n de renovaci6n. -

se ha veni.do usando en muchos otros contextos. 

Los nacimientos al tiempo t. B(t). se pueden ver como el resultado -

de nacimientos ocurl'idoa a afloa atrlie, donde a se encuentra entr~ 15 y 50, o ~

bien en general, entre -" y/'. Loe nacidos hace a afios, B(t-a), tienen una pro

babilidad l(a} de sobrevivir al tiempo t; aquellos que sobreviven tienen una pr2 

babilidad m(a)da de tener un nacimiento en el intervalo de tiempo a a a+da. El -

total de estos nacimientos sobre el rango de edades de o/ y ¡4 es 

J~(t-a)l(a)m(a)da , (6.1) 

loa cuales finalmente deben ser iguales a loe nacimientos actuales B(t). 

En cualquier sistema se tiene una condici6n inicial, en la ecuaci6n

de Lotka3 esa condici6n inicial es G(t),· el n!imero de nacimientos que se habían

dado al inicio del proceso. La funci6n G(t} es igual a cero para t~~ , esto es, 

cuando todas las mujeres presentes en t=O han completado su periodo f~rtil. 

Introduciendo la funci5n G(t), ya conocida, en la ecuaci6n de Lotka

dada en {6.1): 

B(t) = J:B(t-a)l(a)m(a)da + G{t) , 

la cual determina la trayectoria de B(t). 

(6.2) 

El mfitodo que emplea Lotka4 
para resolver (6.2) para B(t), es llevar 

la ecuaci6n a au forma homogfnea, en la cual G{t) se ignora y ast tratar·de man~ 

ra directa a B(t)=ert. Sustituyendo este valor para B(t) y el correspondiente ~ 

B(t-a)=er(t-a) en (6.2), as{ como omitir G(t), se obtiene la ecuaci6n caracterí~ 
tica (4.3), la cual tiene para la fllnci6n neta de maternidad l(a)m(a) un nGmero

infinito de raíces. 

La forma homoglnea que se obtiene ea lineal y por lo tanto, 

3 Lotka, Alf'l"ed J, Idem. 
4 Lotka, Alf"red J. Id-. 

rt 
si e 

1.7 



r t 
ea una soluci6n, tambiEn lo es Q1e 1 ; donde Q1 es una constante erbitreria. Si-

un nilnero determinado de tales t5rminos son soluciones, su suma tambiEn es solu

ci6n. 

Las consideraciones anteriores proporcionan la aoluci6n general: 

B(t) (6.3) 

donde las ria son las ra!ces de (4.3) y las Qis son constantes arbitrarias. 

La soluci6n a la forma homogEnea (6.2) que contiene a G(t) as obtie

ne seleccionando valores de Q que concuerden con los nacimientos G(t) de la po-

blaci6n inicial. Estos valores son: 

J
(J r t 

0 
e i G(t)dt 

(6.4) ,r -r a 
J~ªe 1 

l(a)m(a)ds 

Uns manera m§.a fácil de resolver (6.2) ea conaiderar la transformada 

de Laplace de cada uno de loe miembros que eatán presentes en ella. Dicha trans

formada ea, por ejemplo para B(t)": 

B'(r) = ~e-rtB(t)dt, (6.5) 

y de manera similar para G(t) y l(a)m(a)=H(a). 

La integral de (6.2) es una convoluci6n, esto es, la suma de los ar

gumentos de las funciones B(t-a) y H(a)=l(a)m(a) en el integrando, no involucran 

a a. La transformada de una convoluci6n ea igual al producto de las transforma~ 

das de las f'uncionea. 

La ecusci6n ea tranafoniaadae, distinguida por primas, ea: 
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B' (r) G'(r) + B'(r)H'(r) , 16.6) 

en la cual es mis C~cil determinar el valor de la tranaCormada B'(r) de la fun~ 

ci6n B(t): 

B' (r) 
G'(r) (6.7) 

l - H'(r) 

Se requiere invertir el lado derecho de (6.7), para e1lo se expande

en fracciones.parciales usando los factores de 1-H'(r) obtenidos de las ra!ces -

r 1 , r 2 , ••• de H•(r):1, lo cual es similar a (4.3). De acuerdo a esto la expan~ 

si6n de B' (r) es 

B'(r) º1 + º2 + 
r - r 1 r - r 2 

... .(6.8) 

La transformada de Laplace de 
r

1
t 

e es 

1 (5.9) 

l rlt 
por 1o que la transformada inversa de ~~~~ es e 

r - r 1 

Usando este hecho ea posibl.e escribir la aoluci6n de la forma ( 6. 3) , 

donde loa coeficientes involucrados son loa mis110a que en (6.4). Tomando en par

ticular i=l en (6.4) se obtiene la constante o1 para el primer t5rmino de la so-

l.uci6n: 

í~-rtG(t)dt 
K 

(6.10) 

donde K, ea de nuevo, la edad media a la maternidad en la poblaci6n estable. 
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Las ra!cea r 2 , r 3 , ••• , todas y cada una de ellas, tienen partes -

reales menorea que r 1 , y ad..,.¡,, loa t51'11inos que laa involucran pierden import~ 

cia con el tiempo, por lo que la curva de nacimientos B(t) ae aproxima aaint6ti

r1t 
c...,nte a Q

1
e • 

LA llATRIZ DE LESLIE5 • 

Whelpton6 preaent6 lo que El llaml5 el mEtodo de componentes de pro-

yeccil5n .de poblac16n, en el cual una distribuci6n por edad en grupos quinquena~ 

les se encuentra "sobreviviendo" a lo largo de l!Cneae de cohortes, y loa naci-

mientoa menos las muertes de la primera infancia eetlin sumados en cada ciclo de

pt'O)reccil5n. 

Méa tarde, esta misma proyecci6n rué formalizada por Leelie7 , hacieE 

do 5ata con tal detalle, que el proceso ha venido a ser llamado con su nombre. 

Leelie obeerv6 que ei la poblaci6n inicial, en grupos quinquenalee,

ae representa por medio de un vector vertical P: 

p = 

5L5 5Ll0 
entoncea loa aobrev1v1entea ~~- -~~- , y as{ sucesivamente, aituadoa en la 

sLo ' sLs 

5 Lealie, P.H. 1945. On the uae oc matricee in certain population mathema
tica. Bi-.trlka (London) 33, 183-212. 

6 Whelpton, Paacal lt. 1936. An 911pirical 111ethod of' calculatina f\ltur• PDP!! 
lation. Journal of' the Anierical Statiatical Aseociation 31: 457-473. 20 

7 Lealie, p,ff, Xdetl. 
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subdiagonal de una matriz S, llevar"1 a la poblaci6n a lineas de cohortes hacia

abajo cuando el vector P es multiplicado previaaente por la matriz s. 

Los supervivientes despu6s de cinco ai'los estarlín dados por SP, des~ 

pu5s de diez afies por S(SP)=S2p, y as~ sucesivamente. La contribuci&n de los na

cimientoa, despu6s de que el proceso ha conclu{do de esta fonna, est6 dada por -

el primer re~l&n de una matriz B, la cual tiene elementos distintos de cero en

las entradas de la tres a la once si la fecundidad es positiva del grupo de eda

des 15-19 al 45-49. Hay que hacer notar que el tercer elemento del vector corre~ 

pande al grupo 10-14, en el que la fecundidad bien puede suponerse igual a cero; 

sin embargo, el tercer elemento de la matriz toma en cuenta el hecho de que las

personas del grupo 10-14, al inicio de cada ciclo de proyecci6n de cinco ai\os, -

se ubican en el grupo 15-19 durante eee mismo ciclo. 

Si la suma de las matrices de natalidad B y de supervivencia S es M, 

M=S+B, la proyecci~n al tiempo t, medida en unidades de cinco años, es 

(6.11) 

La ecuaci5n caracteristica se obtiene al considerar la condici6n de

estabilidad, en la cual la proyecci6n de la distribuci&n por edad a través de un 

ciclo no altera las proporciones relativas. pero si incrementa la poblaci6n en -

todas las edades en la misma raz~n, d{gase 

ICK = 1K , (6.12) 

donde el ve.ctor K ea el vector vertical eatable. Esto equivale a 

(M - 1I) = (O) , (6.13) 

con I la aatriz de identidad del orden correspondiente, y (O) ·un vector de ce-

ros; •i l.oa elementos de K no son todos cero, entonces la n.atriz (M - ).I) debe -

ser singul.ar, ea decir, su determinante debe ser igual a cero. 
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La ecuaci6n del detenainante 'M - AI)=O proporciona raíces en A , ~ 
llamadas valorea propios. Laa ra~ces cero no son de inte~e, una poblaci6n con 

Cecundidad positiva hasta la edad 50 tiene 10 relees diCerentee de cero en A • 
Con un nW.e~o finito de· arupoe de edades, en la aproximaci6n Cinita usual, la P!? 

blaci6n crece un poco mAe rlipido en la proyecci6n de Leelie que en la de Lotka. 

En ef'ecto, cuando los intervalos de tiempo son muy pequeftos, ambos modelos coin·

ciden. 

LOS NACIMIENTOS DE EXTRANJEROS Y MIGRACION INTERNA. 

Une etapa en an6liaia, ""8 all6 de la contabilizaci6n de los naci~

mientos extranjeros presentes, en t6rminoe de la precedente corriente de inmigr~ 

ci6n, es proyectar las consecuencias para la poblaci6n CUtura, de las preaentea

taaaa de inmigraci6n o de algún cambio hip6tetico en ellas. Esto lleva m'9 all6-

de la descripci6n y reconciliaci6n de reportee en al menos una clase primitiva -

de mecanismo. El mecanismo es el efecto de tasas Cijae o variables sobre el mod.! 

lo de residentes del extranjero, donde "extranjero" puede significar otro país,

regi6n, estado o ciudad. 

Si la posibilidad de que un individuo que reside en el luaar j ae ~ 

cambie al lugar ea mij' sin tomar en cuenta la historia previa de la peraona,-

y siendo ipt el nCimero de individuos en el luaar i al tiempo t, entonces la dia

tribuci6n de individuos entre loa lu¡¡area al tiempo t+l ea: 

(6.14) 

donde M ea la 11Btriz que tiene mij en la entrada ij, y Pt es el vector vertical

con ipt en la i-6aima antrada. 

El argumento que se ""'Plea ea similar al presentado para la matriz -

de Lealie. 
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SEGUNDA PARTE 

Para analizar un fen6oleno se debe particionarlo en elementos simples 

y entonces Juntarlos posteriol'mente, de tal manera que se reconstruya el fen&ne

no. Este tu! el m6todo prepuesto por Descartes para el estudio del mundo f!sico, 

y puede ser usado para hacer m§s ca.prensiblea las caracter!sticae de la pobla~ 

ci6n que son presentadas por medio de ceneon y otras tuentes de datos. Tales ca

racterlaticaa. como edad, sexo, estado civil, lugar de nacimiento, ocupaci6n, -

etc., pueden ser tratadas por el m!todo cartesiano, aunque no todas con la ~isma 

ef"ectividad. 
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CAPITULO 7 

CONTABILIZACION DE LA DISTRIBUCION POR EDAD 

Por el momento ae dejar§ a un lado la edad política (en afias), y ll! 

-•• una poblac16n (demogrilficamente) joven, si tiene una f'racci6n grande de ni

fto• y una pequefta de personas viejas. "Joven" y ºviejo" en t~rminos de esta de

finic16n, serlin explicables por medio de una tabla de vida y por una tasa de cr~ 

cimiento. 

El primer intento de explicaci6r._aeril, nuevamente, la diatribuci6n -

estable por edad de Euler dada por la expreai6n (l.3), por medio de la cual, ba

jo un r6aimen fijo de mortalidad y fecundidad, incluyendo la probabilidad l(a) -

de sobrevivir del nacimiento a la edad a y une tesa de crecimiento r, le pobla~ 

ci6n entre lea edades a y a+da ea 

e-ral(a)de (7.1) 

por cada nacimiento actual, y si se desea en forma de proporci6n, el valor d.ado

por (7.l) ae divide por au integral sobre el rango de cero a w. 

LA DISTRIBUCION POR EDAD COMO UNA FUllCIONDE LA TASA DE CRECIMIENTO. 

Anterioniente se present6 la ,....ra en que la fracci6n de cualquier

edad en una poblaci6n eatable ea expre9111tle - tfrnoino• de la taaa de Cl"ecl•len

to d• la poblaci6n y laa edadea -diaa de loe aubgrupoa relevante•• Un camo e•~ 

clal, la f'racci6n de la poblacUSn de 65 alloa y ala •• p...,.ant6 en el capitulo 3. 

En tfnolnoa aenerales la fraccl6n de poblacl6n entl"e cualquier par -

de edadea,"' ., ¡4, -= 



t-ral(a)da 

[e-ral(a)da 
(7.2) 

De acuerdo a lo presentado en el capftulo 5, ln(J:e-r8 l(a)da) genera 

loe cumulantes de la dietribuci6n con densidad f'(a), el primer cumulante es la -

media, y el segundo y tercer cumulantes son los momentos alrededor de la media. 

Se puede expresar f'(a) como -.,.;1:...(.;.a),___ para el denominador, y de -
(1(x)dx 

igual manera para el. nW11erador, ahora entre .C y ¡S l(a) para valores tu!! 
f1<x)dx 

ra del intervalo(",~] , f'(a)=O. 

Normalizando (7.2), al dividir por 

en ambos lados y expandiendo las dos f'unciones 

se obtiene: 

ln(,4-""c"') 

JÍ<alda 
, tomando logaritmos -

[ica)da 

generadoras de cumulantes de (-r) 

(7.3) 

donde l .. k'a aon loa cumulantea de la diatribuci6n de la tabla de vida entre -

laa edade8 o( 'T /' , 'T laa K' a loa correspondientes al ran¡¡o completo de la distr! 

buci6n por edad. 

CAllBIO llEUTllAL Y NO NEUTRAL EN MORTALIDAD. 

'Cl5nio poblaciones que han estado sujetas a dif'erentes tasas de mor--
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talidad difieren en edad? 

Si la diferencia ea la misma para todas las edades, Esta no tiene ~ 

efecto al¡¡uno en la diatribuci6n por edad, Si laa taaaa de natalidad son las ~

al .... y la mortalidad en todas laa edadea ha sido incrementada, por ejemplo, en 

exactamente 0.01 en una poblaci6n que en la otra, laa distribu~ionea por edad de 

.-baa poblaciones aerln id5nticaa. 

Eato parece aer una paradoja. Un incremento en mortalidad que evita

que la aente lleaue a edades avanzadas harta pensar que en la poblaci6n hay un -

Índice alto de aente joven. Ciertamente, esto hace que la expectativa de vida ~ 

aea m6a laraa para un individuo de lo que era antes, ¿por qué no sucede lo mismo 

para la comunidad? Aqu!, como en 111Uchas otras situaciones, la misma regla no se

splica a poblaciones de la forma como se aplica a individuos. 

Cuando la mortalidad ee muy alta y la fecundidad no cambia, la tasa

de crecimiento es justo lo suficiente menor para compensar, en cuanto a la die~ 

tribuc16n por edad ea refiere, el cambio en la tabla de vida. La csncelaci6n sa

una propiedad del Crecimiento exponencial, encajando con el efecto exponencial -

en l(x) de una adici6n a u(x). 

Si k (i.e. 0.01) se suma a la tasa de mortalidad u(x) para cada edad, 

se obtiene u•(x)=u(x)+k; por lo que la probabilidad de sobrevivir a edad x es --

llhora l*(x)2e-kxl(x), en lugar de l(x). 

Pero si las taaas de natalidad eapecificas por edad permanecen sin -

cambio, la tasa de crecimiento de la poblac16n disminuye exactamente en k. La -

pll'Ueba de esta afirmaci6n ee basa en que la nueva taaa de crecimiento r• debe ~ 

aatiafacer la ecuaci6n caracter!atica: 

l (7.4) 

6 

(7.5) 
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6 

~~-(r•+k)xl(x)m(x)dx 
~ 

1 • (7,6) 

Dado que la talla original r aatiafacla la miama ecuaci6n que ahora -

satls~ace r*+k, por la unicidad de la ralz real ee tiene que r=r*+k, por lo cual 

r•=r-k. 

Combinando lo presentado en los dos p4rrafos anteriores se tiene, --

para la nueva poblaci6n estable, sobre un radix de un nacimiento actual por ai'lo, 

(7.7) 

por lo tanto, el número de personas de edad x por nacimiento actual, es el mismo 

bajo el nuevo r~gimen que bajo el anterior. 
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CAPITULO 8 

¿POR QUE HAY MAS MUJERES QUE HOMBRES A EDADES MAYORES EN LAS POBLACIONES MODERNAS? 

Esencialmente el mismo m6todo de estudio que se ua6 pare ls distri

buci6n por edad, syudsrl s explicar las variedades de proporci&n de sexos en las 

poblaciones modernas. 

Ls investigsci6n iniciarl con las sctusl:es tesas eapecU'icas por e

dad de natalidad y mortalidad, Bhors perteneciendo a los dos sexos de manera se

parada, desde lo cual se puede construir un modelo estable. 

Para convertir el modelo de un solo sexo usado anteriormente para el 

anllieis de edades dentro del modelo de dos sexos·(muy primitivo) que Bhors se -

necesita, se requiere de un conjunto de datos: la proporci6n de sexos al naci-

miento, s. 

Si s niños nacen por ceda niña, y B niñas nacen al año, entonces el

número de niños que nacen es sB. Por el mismo argumento que se us6 para (l.3), -

se puede expresar la d1stribuci6n por edad y sexo, siempre que el régimen de mo~ 

talidad y fecundidad permanezca Cijo, y que la poblaci6n crece de acuerdo s uns-

proareai6n geométrica con radio de crecimiento e 5r en cualquier periodo de 5 -

sftos. 

Los nacimientos, sal como cada grupo por edsd y sexo, se supone que 

crecen en ests misma prcporci&n, por lo que, si actualmente hsy B nacimientos de 

niftss por año, en une sproximsci6n sl argumento de poblaci6n estable citado en -

el capítulo 1, hsbrl e
5

L
0
e-2 ' 5 r niñas de edades O a 4 afias, 55L5e-7 •5 r de eda

des 5 a 9, y ea! sucesivamente para las edades posteriores. De acuerdo a esto se 

eatl estableciendo la aproximaci6n común: 

'MI x+6 

r e-ral(s)da = e-r(x+2 • 5> ! l(s)da 
J~ X 
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(B.l) 

Los nacimientos de niftos son sB, y los sobrevivientes de éstos al -

• -2.5 r final del primer periodo de cinco al'loe son sB5L0e , lo mismo que para ni~as . 
pero usando a y la f'unci6n 

5
L

0 
de la tabla masculina de vida. Por lo tanto el ~ 

niimero de nií'laa es 

8 L -r(x+2.5) 
5 X e . (B.2) 

y el de ni~oa ea 

eB • -r(x+2.5) 
5Lx e ' (B.3) 

ambos en el grupo de edades x a x+4 al momento del último cumpleailos, donde se -

supone que los dos sexos crecen a la misma tasa r. 

Entonces la proporci5n de sexos por grupos de edades es: 

• -r(x+2.5) 
aB 5 Lx e 

(B.4) 
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CAPITULO 9 

EL EQUIVALENTE ESTABLE 

El equivalente estable Q, asociado con proyecciones a largo plazo, -

ayuda a interpretar una anterior dietribuci6n por edad ya observada desde el pu~ 

to de vista de potencial reproductivo, el cual es el compañero natural de le. ta

•• intr!neeca de crecimiento natural r. La tasa r dice que tan rlipido crece fi~ 

nalmente la poblaci6n de acuerdo a las tasas espec!ficas por edad presentes en -

la actualidad. 

PROYECCION DE POBLACION Y LA APROXIMACION ESTABLE DE THERETO~ 

Dada una distribuci6n observada por edad para un solo sexo (desde el 

punto de vista matem&tico, arbitraria), la cual se arregla en un vector vertical 

P(O), junto con las tesas específicas por edad, tanto de natalidad como de mort~ 
lidad, arregle.das en una matriz M. Si se tienen grupos quinquenales hasta el 65-

89, por ejemplo, M tiene 18Xl6 elementos (324 en total) y el vector de la distr! 

buci6n P(O) tiene l6Xl. El primer rengl6n de M proporciona lo corre~pondiente e.

fecundidad y la subdiagonal lo que respecta a supervivencia; esto es, en efecto, 

la matriz de Leslie presentada en el cap{tulo 6. 

La dietribuci6n por edad proyectada. al cabo de 5t años es: 

(9.1) 

Una aproximaci6n a esta proyecci6n, denominada asint6tica porque se

aproxima tanto como se desea con t suficientemente grande, es 

(9.2) 

donde Q es el equivalente estable de la distribuci6n por edad. 

Para calcu1ar Q, se seleccciona un valor grande de t y se iguala el

le.do derecho de (9.l) con el correspondiente de (9.2), esto es: 

6 Keyfitz, Ne.than, and Flieger, Wilhelm. 1966. Worle Population: An 
Ane.lysia of vital Data. Chicago: University of Chicago Prees. 

(9.3) 

30 



Si la poblaci6n tuvo distribuci6n estable por edad desde el inicio -

y contenta Q individuos a diferentes edades durante un periodo de tiempo 5t, ~-

crecer5n a QeSrt. En efecto, se sabe que la distribuci6n por edad P{O) crece a -

·MtP{O) cuandO-se proyecta por un tiempo 5t. 

La ecuaci6n matricial para calcular Q es (9.3), por lo tanto: 

Q (9.4) 

Una forma de describir (9.3), es decir, que P{O), la poblaci6n ini~ 
cial, es proyectada proapectivam.ente t periodos por la matriz M, y retrospecti-

vamente una longitud de tiempo igual por 1a ralz real r, esto es, al dividir en-

tre el denominador eSrt. El valor de QeSrt es el t~rmino real de la soluci6n a -

la ecuaci6n de Lotka{6.3), pero es m§s completa al proporcionar las diferentes -

edades de la poblaci~n y no unicamente nacimientos. 
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CAPITULO 10 

EDAD AL MATRIMONIO 

Hernes
9 

diseñ6 una curva para describir la proporci6n de casados por 

edad respaldado por una raz6n convincente. En una poblaci6n agrupáda por edad, -

d1f{c1lmente ocurre que loa individuos se casan cuando la mayorta de sus contem

porineos eatAn solteros; pero sucede que cuando el matrimonio se presenta des~

pu6s de los 18 añoa, se observa que el nl:imero de sus amigos (as) disminuye y em

pieza a sentirse inexperto, a decir verdad, presionado para casarse. Por ello, -

araumenta Hernes, se puede trasladar la tasa de transferencia al estado de "ca-

eado". como proporcional respecto a la fracci~n de casados. Sin embargo, tambi~n

debe ser proporcional a la fracci5n todav~a no casada, los casados solamente pu~ 

den provenir del efectivo de los no caaados10 • 

UN MODELO DE SUMA DE INTERVALOS ALEATORIOS. 

Coale11 encontr6 1 al experimentar con diferentes distribuciones por

edad al matrimonio, que todas ellas se fijan a uan cierta curva est6ndar, la ~ 

cual a6lo fu6 ajustada para lo siguiente: 

a) La edad a la cual las mujeres eet5n en eitueci5n de casarse; 

b) la proporci6n de matrimonios a lo largo de la vida; y· 

c) una escala horizontal. 

Si las distribuciones a las que se hace referencia son presentadas -

como funciones de riesgo, esto es, tasas de nupcialidad especificas por edad pa

ra la poblaci6n todavía soltera excluyendo de ella las personas que nunca se ca

san, toman la siguiente forma para primeros matrimonios: 

r(x} 
0.174 e-4.411 e-0.0309 x 

9 Hernes, Gudntund. 1972. The procese of entry into first marriage. 
American Sociological Review 27: 173-182. 

10 Savage, I. Richard. 1973. Sociology wante Mathematics. FSU Statietics 
Report M-247. Tallahaasee, Fla: Florida State University. 

11 Coale, Analey J. 1971. Age patterns of marriage. Population Studies 
25: 193-214. 
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donde x es la edad de la persona medida desde el origen, para cada poblaci6n en

particular. 

Si la probabilidad de que X suceda entre x y x+dx es rX(x)dx, y de -

que Y suceda entre y y y+dy es ry(y)dy, entonces la probabilidad conjunta es~ 

fX(x)fy(y)dxdy. Para determinar la distribuci6n f(z) de Z=X+Y, se integra la pr~ 

habilidad conjunta sobre el rango completo de x y de y, de tal manera que x+y=z: .. 
rzCzl = i rx(xlryCz-x)dx • _ .... (10.2) 

Esta expresi6n es llamada una convoluci6n, así como (6.3), debido a

que la suma de loe argumentos de las funciones en su integrando no involucra a x, 

la variable de integraci6n. Esto es fácilmente de aplicar a la suma de dos dis~ 

-~lx -rzY 
tribucionea exponenciales negativas, fx(x)=r1e y fy(Y)=r2e , obteniendo -

as{ la diatribuci6n12 de Z=X+Y: 

CIRCULOS PEQUERos DE MATRIMONIOS. 

-r z 
e 1 ) (10.3) 

En una poblaci6n grande, pera parejas de casados donde se reconoce -

una variaci&n aleatoria en el tiempo de matrimonios individuales, una variaci6n

aleatoria en el n!imero de hombres y mujeres en edad de casarse puede tener s6lo

un eCecto ..,nor. Si cada individuo, tanto él corno ella, estl en edad de casarse

y busca una pareja para hacerlo dentro de un círculo relativamente pequeBo, una

parte de los que no lo logran puede deberse a di~erencias aleatorias en el núme

ro de hombres y mujeres en estos c!rculos13• 

Hay que pensar en un círculo, el cual contiene candidatos al matri~ 

monio. Un círculo puede ser una oCicina o cualquier otro lugar de trabajo, un ~ 

12 Coale, Analey J. and McNeili D.R. 1972. Distribution by age oc 
the treQuency of HraE ~r aae in a f"emale cohort .. Jountal o'f" 
the Aaerican Statistical Asaociation 67: 743-749. 

13 Hel!l'f• Louia. 1969. Outlines oC nupciality: lock oc balance oc 
aexea at celibacy. Population 24: 457-486. 
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club social o bien una colonia. 

Sup6ngase que el círculo contiene 2n miembros, todos ellos con edad

y disposici6n para ser candidatos para casarse con alguien del mismo círculo, ~ 

encontrllndose distribuidos aleatoria11ente por sexo, esto es, la probabilidad de

que un miembro del c!rculo ses mujer es 1/2, y de que sea hombre tambi~n es 1/2. 

El nGolero esperado de candidatos masculinos ser4 n, asf como el de candidatos f~ 

meninos, de tal manera que en cualquier realizaci6n de este círculo hipot5tico,

estos valoree esperados conforman los 2n candidatos a casarse. El objetivo es e~ 

contrar el n6mero esperado de candidatos sobre el total de realizaciones del cí!: 

culo. La soluci~n al problema planteado por Henry que se presenta a continusci6n, 

se debe a McFerland14• 

Si la oportunidad de que cada miembro del círculo sea hombre es l/2, 

la "posibilidad de que de los 2n miembros, el nlimero de hombres sea n+k, k>O, y

por tanto, el de mujeres n-k, es: 

(10.4) 

En esta situaci6n loe hombres sin casarse ser4n (n+k)-(n-k)=2k. De -

acuerdo a esto, el número esperado de hombree que no se casan debe ser 2k veces

la probabilidad dada por (10.4), &Wll&da sobre todas las posibles conformaciones

del círculo que presenten mayor número de hombree que de mujeres. Por lo tsnto,

el valor esperado de hombres sin casarse es: 

t ((n+k) - (n-k)) C+:) {+fn 

=f. ( (n+k) - (n-k)) (2n) ! (_
2
1 f" 

(n+k) ! (2n-(n+k)) 1 \ J 

( 2n) 1 /2 11 f n ( ~ _,.....,n~+~k.-.,...,...,_. \"2"J L (n+k) 1 (n-k) ! 
1 

.. 
'\ n - k 
L (n+k) 1(n-k)1 

1 

<2n> i( ! l ( t.-..(0-+""k--""1°"~"'"! .,..(n--""k..,)""'"1- - t -,..(n-+""'"k._,)..,.1"°~n--...,k'""-""1'"")"'"1-
14 McFarland, David D. 1970. Effects of grcup size on the availi

bility of merriage partnere. Demography 7: 411-415. 

(10.5) 
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El limite superior de la segunda sumatoria es n-1, puesto que si fu~ 

ra n, en el denominador quedarfa el factor (-1)1. Al considerar k=2 en la primer 

sumatoria el valor resultan~e se cancela con el correspondiente de la segunda s~ 

1 
-toria cuando k=l, donde ambos valores ·son iguales a -,(-n-+""'l..,)""!'°'(,...n---2-.)""!- • Todos los 

loa demAs valores se cancelan similarmente, excepto para k=1 en la primer sumat2 

1 
ria, donde el valor correspondiente ea nl(n-l)! Por lo tanto el número espe-

rado de hombres sin casarse es: 

(2n)! (12_ ~n-~1 __ 
\2"} n! (n-1) 1 

(2n) 1 (-21 f-+. n.n. 

-(...L..fn . (2n) ! 
- 2 ·J n nin! • (10.6) 

Por simetría, el nWnero esperado de mujeres sin casarse debe ser el

mismo que el de hombres. por lo que para ambos sexos se tiene un valor esperado

de 

/_J._fn 2 ..J.gclL 
\ 2 J n nin! 

(10.7) 

personas sin casarse, o bien como una fracci6n de los 2n individuos del círcu~ot5 

La aproximaci6n de Stirling16 para el factorial es: 

ni 

en la cual se han despreciado los términos a partir de ~ 
n 

Sustituyendo esta aproxi111Bci6n en (10.8): 

15 McDonald, John. 1973. Sex predetermination: Demographic effecta. 
Math9111atical Biosciencies 17i 137-146. 

16 FreelUlll, Harry. 1938. An elementary treatise on Actuarial Mathe
llllltics. Cambridge, Englsnd: University Presa. 

(10.8) 

(10.9) 
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~;} (2n)
2

n J4trn (l + l/24n) 
(10.10) 

la cual se reduce a: 

l 

~ 
l + l/24n l 

- ftrn (1 - 1/Bn) . (10.ll) 
(l + l/12n)

2 

De acuerdo a (10.ll), si un círculo esté formado por 2n miembros, la 

f"racci6n esperada de excedente de cualquiera de los dos sexos. o bien la frac--

cil5n promedio de quienes no pueden casarse dentro del circulo, es ligeramente ~ 

l 
menor que ~ 

Este resultado puede extenderse a un círculo que tenga desequilibrio 

de sexos, en el sentido de que la probabilidad de que un miembro tomado al azar

sea hombre (o mijer) no es l/2; en este ceso se requiere de otro procedimiento -

para sumar la serie, que sería similar al dado por (l.0.5) pero con p~l/2. 

¿CUANTAS FAMILIAS SON EL RESULTADO DE LAS TASAS DE NATALIDAD, MORTALIDAD Y NUP~ 

CIALIDAD? 

Sea p(a) la distribuci5n por edad de la poblaci6n femenina, la cual

no necesariamente ea estable, de tal manera que; 

(l0.12) 

donde Pf es la poblaci6n total de mujeres. Sea q(a) la fracci6n de mujeres casa

das a edad a. De acuerdo a esto, el nii.mero total de mujeres casadas es: 

.... 
).;caJq(a)da (10.13) 

Es razonable asignar una familia por separado a cada mujer casada, -
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donde para este propósito, sólo aquellas que actuallllente viven con su esposo o -

c6nyuge son consideradas como casadas. Entonces el nW.ero total de familias está 

dado por (10.13), y el promedio .de personas por familia es: 

J
0

p(a)q(a)da 
(10.14) 

bajo el supuesto de que el número de hombres y mujeres ee igual en la población. 

A partir de esto, hasta llegar al tamaño medio de familia implicado

por las tasas específicas por edad en una poblaci6n estable, el valor dado por -

....E!.!.L. -ra r se reemplaza por be l(a), de la misma manera que en el capítulo l. 
p 

Entonces se tiene el nCimero medio de personas por familia, que es: 

2 (10.15) r-J.be l(a)q(a)da 

Esta última expresi6n es diferente en concepto, del promedio que se

obtiene a partir de un censo, ya que en este último se contabiliza el número de

peraonae y ee divide entre el n<ímero de familias. 

La expreei6n (10.15) no contempla a las personas que no viven en fa

mili1111 por estar en prisiones y otras instituciones, e impl!citamente reparte de 

algdn modo, loe hijos ileg!timos entre las mujeres casadas. 

Asimismo, la diferencia principal ee que (10.15) proporciona lo que

estfi implicado por las tasas actuales mas que por las tasas que se han presen~a

do en toda la vida de la poblaci6n contabilizada en el censo. 

llATRIMONIOS Y DIVORCIOS. 

Las personas casadas y divorciadas contadas en un censo, así como a-
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quellaa de las diferentee edades y sexos, eetlin relacionadas con la historia pr~ 

via del pa{s o regi6n en cuanto a matrimonios y divorcios. 

Es necesario considerar las series de tiempo de matrimonios de los -

aflos anteriores, junto con las series de disoluci~n de matrimonios por muerte ~ 

del esposo o por divorcio. Este es un principio explicable y compatible con el -

paaado. Si la reconciliaci6n y explicaci6n se dan en una pequeña area local se -

debe tener en cuenta emigraci6n e irunigraci6n, as~ como matrimonios, muertes y -

divorcios, pero esta situaci6n se dejará a un lado en el desarrollo del presente 

trabajo. 

Por simplicidad se hará caso omiso de la edad de los individuos al -

casarse, tomando s61o en cuenta la duraci6n del matrimonio
17

• 

Sea um(x)dx la posibilidad de que un matrimonio que ha durado x años 

ee disuelva durante el periodo x a x+dx debido a la muerte del esposo, uf (x) de

bido a la muerte de la esposa y ud(x) debido al divorcio. Sup6ngase que inicial

mente se tienen P
0 

matrimonios. El nfimero de parejas que permanecen casadas al -

cabo de t años (P(t)) es: 

P(t) 

t 

P
0 

exp~~~um(x) + uf(x) + ud(x))dx) • (l0.16) 

El número esperado de divorcios entre t y t+dt serl P(t)ud(t)dt, su

poniendo independencia y despreciando segundos matrimonios y posteriores. 

Estas causas de disoluci6n compiten entre a!. Una alta mortalidad ~ 

disminuye la tasa de divorcios, permaneciendo sin cambio lo demls. Para esto ba~ 

ta obtener la expresi6n que proporciona el nWnero de matrimonios que eventualmen 

te terminarán en divorcio: 

(10.17) 

Dividiendo (10.17) entre p
0 

se obtiene la fracci6n esperada de matr! 

monios que concluirlin en divorcio. 

17 Presten, SBllUel H. 1975. Estimating proportion of marriages that.end 36 
in divorce. Sociological Methods and Research 3: 435-459. 



LA PROPORCION ACTUAL DIVORCIO-MATRIMONIO. 

La proproci~n actual de divorcios-matrimonios es una medida conve--

nient.e del. impacto del divorcio. Esta medida es frecuentemente usada, y casi -

siempre criticada, debido al. hecho de que los divor-cioa actuales se derivan de -

matrimonios ocurridos en un periodd anterior de tiempo, y par esta raz5n, en el

denominador de la proproci6n loe que deben aparecer son estos matrimonios. 

Lo ideal es un esquema de tasas de divorcio de acuerdo a la duraci6n 

del matrimonio, de tal manera que las tasas especificas de divorcio por duración 

del matrimonio puedan ser calculadas. Pero cuando esto no es posible, y por tan

to se tiene que recurrir a pa proporci5n actual de divorcio-matrimonio, se puede 

aplicar una interpretaci6n de esta proporci6n dada por Preston18 • 

Sean D(t) y M(t) las curvas de divorcios y matrimonios con relación

al tiempo, respectivamente. 

Sea ud(x) la fuerza continua (instantoinea) espec{fica por edad, de -

divorcios para matrimonios que han ocurrido durante los últimos x años, y sea ~ 

p(x) la probabilidad de supervivencia del matrimonio por un lapso de x años con

tra las contingencias de muerte y divorcio. 

De acuerdo a lo anterior, el nfimero actual de divorcios debe ser: 

~ . d 
D(t) = JDM(t-x)p(x)u (x)dx , (10.18) 

y bajo una tasa fija de crecimiento r, el nliinero actual de matrimonios es: 

(10.19) 

. r(t-x) Por lo tanto, sustituyendo M(t-x)=M
0

e en (10.18) se tiene: 

CID 

j -r(t-x) d D( t) = 
0 

M
0

e p(x)u (x)dx • (10.20) 

18 Prestan, Samuel H. 1975. Idem. 
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A partir de (10.19) y (10.20) se obtiene la proporci6n actual de di

v0rcios-matr1910nios: 

D(t) Í -rx d 
"""'iift")" = Jo e p(x)u (x)dx • (10.21) 
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CAPITULO 11 

STOCKS (l!Fl!CTIVOS) Y FLUJOS HUMANOS 

El estudio de una pob1aci6n exige relacionar flujos y efectivoe19• -

Los censos reportan erectivos de acuerdo a varias categor!as como son edad, es~ 

tado civil, ocupaci6n y algunas otras; las estsd!sticas vitales mediante flujos

proporcionan nacimientos, defunciones, graduados y otros datos actuales de simi

lare• características. 

Subyacentes a todas las estad!sticas sociales, se encuentran indivi

duo• que van pasando por varios estados d~ sus ciclos de vida. Ellos empiezan ~ 

por nacer y eon report8dos en una serie de flujos, pasan algunos ai\os en au casa, 

entran al sistema educacional al nivel inferior (primaria), tarde o temprano pa~ 

san a niveles superiores (secundaria y preparatoria), eventualmente ingresan a· -

trabajar, donde pueden permanecer brevemente o bien por un tiempo m~s largo, qu!_ 

zA ~egresen al sistema educativo estudiando una carrera profesional y finalmente 

jubilaree, posiblemente despu~s de varias entradas y salidas e la actividad pro

ductiva. Al mismo tiempo pasan por una casa de orientaci6n (la de sus padree o -

tutores), se casan y forman una casa de procr·eacitsn, tienen hijos, se divorcian, 

ee vuelven a casar, enviudan y pasan a lo largo de otras transiciones dom~sticas. 

Si fuera usual, se podria considerar cada estado de actividad econ6mica clasifi

cado por los varios estados dom~sticos, pero los datos de que se dispone evitan

eato, y a su vez, usar dos mode1os en los cuales las dos colecciones de estados

eean tratadas por separado. 

Las dos secuencias bosquejadas anteriormente son denominadas secuen

cia active y pasiva, reepectivamente. La primera de ellas ee refiere al indivi~ 

duo y au relaci6n con la producci6n y el mercado, incluyendo escolaridad y jubi-

1aci6n; la segunda incluye los diferentee sitios de los cuales sucesivamente el

individuo va formando parte, las condiciones del hogar, su loca1izaci6n. Otra s~ 

cuencia es la que se refiere a la salud y cuidados m~dicos, como el paso de un -

individuo por estados de salud y enfermedad, visitas al doctor, hoepitalizaci6n, 

dado de alta, etc. Algunos intlividuos entran tambi~ en una secuencia de estadas 

de delincuencia, iniciando con una conducta aberrante y sus consecuencias, como-

19 Stone, Richard. 1972. A Markovian education model and other examples 
linking social behavior to the economy. Journal of the Royal Statis
tlcal Society, Serie A (London) 135: 511-543. 

41 



son pasar por manos de la policía, delegaciones, cortes y prisiones. 

Para cada uno de los estados de cada una de las cuatro secuencias -

mencionadaa, se requiere de una dsfinici6n precisa que determine con exactitud 

los llnitetl de cada uno de ellos para poder cuantificarlos. Un conflicto entre 

la precisi6n de la medida y la relevancia del concepto siempre existe en cual~

quier ciencia empírica. 

Para introducir la notaci6n e ideas de manera sencilla, conaidfireee

el sisuiente ejemplo: una secuencia con a6lo dos estados y sus correapondientes

f"lujos de nacimientoa y muertes. Sup6ngase una matriz s, en la cual los elemen~ 

toe de la eubdiagonal son las probabilidades de sobrevivir de una edad a la si~ 

~ ~ auiente, donde la primera de ellas es ~L~ , la segunda ~~ , y aaf sucesiva~-
0 Ll 

mente; todos loe elementos, excepto los de la eubdiagonal, son cero. La pobla~

ci6n nueva que ingresa cada ai'lo por natalidad o migraci6n está dada por un vec:-:

tor vertical b, suponiendo que b contiene un nl'imero L0 en la primer entrada Y ~ 

cero en las dem&s. 

Entonces si la p~blaci6n al tiempo t es Pt (también un vector verti

cal), se tiene que: 

s2 
P + b o 

Después que este proceso se ha mantenido durante largo tiempo, el 

t término S P
0 

desaparecer&, en efecto, todas les potencias de S m!s sll5 de la 

m-1 desaparecerAn ai S es una matriz de m x m, la cual consistir& a6lo de ceros. 

42 



Similarmente, si t m, los tlrminos Stb son cero, por lo que se pueden sumar sin 

problema. As{ se obtiene la serie 

b + 5b + 52t, + ••• 

(I + 5 + 5
2 

+ ••• )b (11.1) 

La suma de una serie geom~trica de matrices se obtiene de la misma 

manera que la suma de ~a serie de escalares, donde la raz6n es menor que uno. 

Sea T la suma: 

T I + 5 + s 2 
+ ••• (11.2) 

Multiplicando (11.2) por 5: 

T5 5 + 5
2 + 5

3 
+ ••• (11.3) 

Haciendo la diferencia de (11.2) y (11.3): 

T - T5 I • (11.4) 

Por lo que: 

I 
T = I::-s (11.5) 

Sustituyendo el valor de T dado por (11.5) en la expreai6n (11.1), -

se obtiene la diatribuci6n de poblaci~n por edad al tiempo t: 

-1 
Pt = (I - 5) b , (11.6) 

donde (~ - S)-l es la matriz fundamental que corresponde a la matriz original s, 

a la cual se le puede dar varios usos. 
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Para el caso particular que se tiene, S proporciona los aobrevivien

tea como tranaicionea entre dos edades consecutivas. !!l determinante de (I - S)

ea fl.cil probar que ea igual a la unidad y que por tanto su inversa ea la trana

pueata de loa cofactorea de los ele-ntoa de (I - S), ea decir, para el elemento 

situado en l• entrada ij de la inversa, ae introduce el valor del determinante 

que ae obtiene al eliminar.el rengl6n i y la columna j de la matriz (I - S). 

Este procedimiento proporciona la matriz 1'mdamental de la 'matriz de 

supervivencia: 

1 o o o 

Ll 
1 o o t:;;""" 

L2 L2 
1 o t:;;""" ~ 

(I - S)-l 
L3 L3 L~ 

1 o (11.7) 
t:;;""" ~ r;-

Loa elementos de la primer columna de (I - S)-1 son las probabilida

des de supervivencia desde el nacimiento hasta cada edad alcanzada x; loe de la

eegunda columna, las probabilidades de supervivencia de edad uno a edad alcanza

da x, y as! sucesivamente para las colwnnaa restantes. Loa totales de cada una 

de laa columnas proporcionan la esperanza de vida a cada edad, iniciando en la -

edad cero, uno, y aer sucesivamente. Expresado formalmente: si R ea el vector ~ 

de unos, R=(l,1,1,1, ••• ), entonces el i-6aimo elemento del producto de R por la-
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111atriz dada por (11.7), eato ea, R(I - 5)-1 , ea la e•peranza de vida para una -

pei'llona que ha al.canzado· la edad i. 

Simplemente, para llegar a una versi6n inexacta de la tabla de vida, 

el an4liaia 111&tricial anterior ea miy pesado as! como superfluo. La ventaja que

tiene es que proporciona efectivos poblacional.ea en t6rminos de flujos. no s6lo

para 11Uertea eino para cualquier otro evento. 

Se tiene la posibilidad de sumar las potencias de 5 debido a que S 

se anula despu6e de cierta potencia.·Eeto no sucede en general, pero en muchas 

situaciones loe elementos de las potencias son muy pequeffoa y decrecen en forma

de progreai6n geométrica. Eato sucede cuando 5 es parte de una cadena absorbente 

y lo ee en el sentido de que cada uno de loa individuos ea absorbido por el eve~ 

to muerte ya sea temprano o mi.e tarde en su paso a trav5e de varias edades·. 

Algunas de las condiciones mencionadas se pueden ilustrar para un -

modelo de poblaci6n escolar y su ingreso a la fuerza de trabajo. 

Preparatoria 

~8 
~-0 ~ 

~m~•• ¿ \ ~<;2. 0 

I G~ciatura 
Fuerza de Trabajo 

0 Preescolar 

Fig 11.1 Grfifica del proceso a trav6s del sistema esco
lar y puntos de ingreso a la fuerza de trabajo. 

45 



Consid6rense s6lo los flujos presentados en la grlifica de la figura

( ll.1) y su correspondiente llllltriz s
20• Se fija S en una matriz A que incluye -

abaorci6n por terminaci6n de loa diferentes grados de escolaridad: 

A=[: :]• (ll.9) 

o bien, escribiendo l (uno) donde se dan transiciones positivas: 

j 
l 2 3 4 5 6 7 

l o o o o o o o 
2 l o o o o o o 
3 o l o o o o o 

A 4 o o l o o o o (11.10) 

5 o o o l o o o 
6 o o o l o o o 
7 o o l l l 1 l 

Cabe señalar que tanto en la gréfica (ll.l) como en la matriz dada -

en (11.10) se han omitido mortalidad y repetici6n. 

Cada periodo de tiempo a través del cual el proceso va paaando ea ~ 

reprentado por una mu.ltipliéaci6n por la matriz A, y como A se mueve hacia po-

tenciae mAs altas también lo hace S: 

n -[sn º] A - ' 

T I 
n 

(11.ll) 

donde Tn representa la salida del sistema. 

Varias observaciones se pueden hacer sobre el esquema anterior: 

(n) n l. El elemento sij de S para i y j no absorbentes, in~ 

20 Keyfitz, Nathan. 1977. Applied Mathematical Demography. University 
of Harvard, JOhn Wiley & Sons, New York. 
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dica la probabilidad de que un individuo que inici6 en el estado j se encuentre

en el estado i al cabo de n periodo&. 

2. El elemento nij de la matriz N, N=(I - S)-1 , repre---

9mlta el n<laero esperado de veces que la cadena que inici6 en el estado j est6 -

en el estado i no absorbente. 

3. El j-59illl0 elemento de RN, donde R ea un vector hori

zontal de unos, ea el nW.ero esperado de pasos antes de ser absorbido un elemen

to que inicia en el j-6ai- estado no absorbente. 

4. La oportunidad de ser absorbido dentro del eatado i 

de la -triZ A, para un elemento que inici6 en el estado j, es el elemento bij 
-121 

de la matriz B, donde B=TN=T(I - 5) • 

21 Keaenr, J.G. Sriell, J.L., and Thompaon, G.L., 1974. Introduction to 
Finite·Kathernatica~ New York: Prentice Hall. 47 



CAPITULO 12 

DEMOGRAFIA DE LAS ORGANIZACIONES 

Lo tratado hasta el momento en el desarrollo de este trabajo se usa

aeneralmente para grandes poblaciones; se ha presentado teoría empleada en el 

estudio de poblaciones a nivel nacional, sin embargo, !eta es una restricci6n 

inapropiada, ya que cada ciudad, corporaci6n, escuela, hospital, sindicato o lu

aar de descanso, tiene BU propia demo¡¡raf{a. 

El funcionamiento de comunidades e instituciones depende de flujos 

de personas, cuya.e entradas son análogas a los nacimientos y sus salidas a las 

muertes. Para instituciones que tienen relativamente bien definidos. sus puestos, 

di~erenciados por edad y sexo como en una poblaci6n nacional, y en suma, por ha

bilidades y otros requisitos, una demografía·que analice esta situaci6n es un~ 

tema muy extenso, raz6n por la cual lo que se presenta a continuaci6n es sola-~ 

mente de carácter introductorio22 • 

PERDIDA DE PODER. 

Un aspecto del nGmero de personas en una organizaci6n, ha sido lla~ 

mado por Coleman23 11Plirdida de poder", es el que se ref'iere a la disminuci6n de

la influencia de un individuo conforme la organizaci~n crece en tamaño. Esta si

tuaci6n se observa claramente en el proceso electoral, donde el individuo tiene

en su poder la desici6n, s6lo cuando sus asociados están divididos mitad y mitad. 

Se puede mostrar que la probabilidad de tal diviei6n ea inversamente proporcio~ 

nal a la rarz cuadrada del tamailo del grupo votante. Esta ley de la raíz cuadra

da inversa se deduce fácilmente. 

Con 2n+l individuos votando, la posibilidad de que el voto de una ~ 

persona sea decisivo, es igual a la posibilidad de que los otros 2n individuos -

voten n a favor y n en contra de cualquier aituaci6n en debate. El nGmero de ~ 

22 March, James G. 1975. Comments at Conference on the Demography of 
Education. Harvard University, April. 

23 Cplcman. Jamep §· 1973. Loas of Power. American Sociological Re-
view 38: 1-17. 

48 



(2n)! . 
formas en que esto puede suceder es igual a ~ el nW.ero total de combi~ 

naciones de los 2n votos es 22n, dado que cada uno de el1os puede ser a favor o

en contra. 

Con posibilidades iguales sobre cada voto, la probabilidad p de que

de 2n votos, n sean a favor y n en contra es: 

=(_!_tn ~. 
p 2} n!nl 

(12.1) 

La soluci6n viene a ser formalmente idEntica a la encontrada para la 

fracci6n de personas aolteras dada en (10.7). 

Utilizando la primera aproximaci6n de Stirling24 para el factorial: 

nf=nºe-n J2nn , se tiene que: 

p (12.2) 

Con n=3 se tiene p=0.3257 contra el valor exacto 0.3125; con n=5 --

p=0.2523 contra el exacto 0.2641. Para valores mayores de n el error de la apro

ximaci6n es insignificante. Esto establece la proposici6n de que el poder de una 

persona decrece de acuerdo a la ratz cuadrada del tamaBo del grupo dentro del -

Cual estA participando, suponiendo que ella es la última en votar. En la condi~ 

ci6n sim6trica, antes de que la votaci~n inicie, cada miembro puede tener nada -

mAs y nada menos que _!_ del poder. 
n 

EXITO DE ORGANIZACIONES POLITICAS. 

C~leman25 afirma que uno de los medios por el cual un individuo pue

de aplicar su habilidad social para conseguir poder es reestructurando al elec~ 

torado. En la vida real un electorado, ya sea un club social de jóvenes, una co

munidad o un país, estA integrado por pandillas, facciones, comités, partidos y-

24 Freeman. ffarry. 1938. Idem. 
25 Coleman, James s. 1973. Idem. 
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otros subgrupos. 

En la celda más pequeffa, la probabilidad ~ proporciona una opor

tunidad inapreciable al individuo. Cada persona bien puede lograr cierto sentido 

del poder a trav6e de tener el voto decisivo en el partido, con una f"recuencia -

relativa, aún cuando las decisiones afecten aspectos menores, tal como la forma

en que el partido como totalidad, votará en una gran contienda. 

Si la votaci6n es por grupos, la oportunidad de que una persona sea

el votante que decida, ea un poco diferente a la que tiene cuando vota indivi~

dualmente. Evidentemente una persona gana poder cercano al radio de {29 , por ser 

miembro de una coalici6n que contiene la mitad de miembros más uno. Ella gana ei 

forma parte de una coalici6n de cualquier tamaffo que vota conjuntamente, mien-~ 

trae otras votan de manera individual. Coleman26 prueba que el tamaffo de la coa

lici6n que maximiza el poder de la persona, es considerablemente menor que el ~ 

51% que proporciona el control absoluto. 

JERARQUIAS ECONOMICAS. 

Las organizaciones econ6micas frecuentemente se dividen de manera -

natural en jerarquías, en virtud de los requerimientos t6cnicoe de producci6n y

toma de decisiones. Para simplificar una organizaci6n típica, eup6ngase que hay

un s6lo dirigente en ella, el cual tiene s personas que le reportan directamente 

a 61, y cada una de ~stae tiene a su vez s personas que le reportan, donde s es

denominada la esfera de contro127• 

Si existen n niveles, entonces el personal de la organizaci6n se --

distribuye de la siguiente manera: 

nivel 

namero de empleados 

1 

1 

y el personal total al tiempo t será: 

26 Coleman, James s. 1973. Idem. 
27 Keyfitz, Nathan, 1977. Idem. 

2 

S 

3 
2 

S 

n 
n-1 

S 
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P(t) 
Bn - l 

s - l 
(12.3) 

Entonces, si se realiza un retiro en el nivel i, la oportunidad de -

promoci6n para cada individuo del nivel i+l es ~ , esta oportunidad es un va
s 

lor muy peque~o para el escal6n m&s bajo de la jerarquta. 

Hay que hacer notar que como s es e.ayor que uno, hay m6s personas 

en el nivel més bajo (nivel n) que en todos los demés niveles superiores juntos

( del nivel l al n-l). Si la antiguedad se mantiene para la promoci6n, el punto 

medio entre la cima y la parte miis baja se encontrar~ siempre dentro del nivel 

més bajo. 

Una persona en una organizaci6n con una es~era de control de 5, es -

decir s=5, estarA a un 80% del camino hacia la cima en el momento en que es as-

cendido f\iera del nivel m's bajo cuando la escala est& en t~rminos de individuos; 

pero cuando dicha escala eetA en funci5n de niveles, la persona estará tan s6lo-

a ~del camino a la cima (el primer nivel). 

Suponiendo que la organizaci6n inicia con P
0 

empleados dietribufdos

en k estratos, entonces: 

l + s + s 2 + • • • + sk-l sk - l 
s - l 

y si crece a una tasa r, su tamaño al tiempo t puede expresarse como: 

Igualando (12.3) y (12.5): 

sk - l 
B - l 

rt 
e 

(12.4) 

(12.5) 

(12.6) 
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Para una poblaci6n pequefla, el error al auatituir an por sn - l y ak 

por sk - l es despreciable. Esta aituaci6n permite resolver (12.6) para n: 

n 

k~ 
B e 

k+ l~ts 

(12.7) 

(12.8) 

donde k, el ntlmero inicial de niveles, e6lo depende de la poblaci6n inicial y de 

la esfera de control. 

De lo anterior se concluye que la creaci6n de nuevos niveles se da a 

una tasa constante de lnra por unidad de tiempo , equivalentemente, que cada -

ln s 
~~r~ unidades de tiempo se crea un nuevo nivel. 

Los límites de una organizaci6n no siempre eetlin bien definidos; 

en efecto, estos límites pueden estar determinados por el punto de vista del in

dividuo. Por ejemplo: un enfermero en un hospital esté cerca de la parte mée ba

ja de la jerarquía hospitalaria, pero si se piensa que loe pacientes forman par

te del hospital, entonces se adiciona un nivel sustancial debajo de 61. Un ayu~ 

dante de profesor en una universidad, esté en la parte méa baja o no, dependien

do si loa estudiantes son o no incluidos en la jerarquía universitaria. Un miem

bro de una facultad puede estar en un luRer alto de alguno de loe departamentos

de ella, paro en un lugar bajo en la colecci6n de departamentos de la univerei~ 

dad en la que se encuentra. 

Suponiendo que las reglas de una organizaci6n aon determinadas por -

absoluta antiguedad, tal que cada uno de sus m~embroe tiene un turno para ester

en la cima s6lo por un periodo corto; en una condici6n estacionaria, la fracci6n 

de su servicio que puede tener en la cima es: 
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l __ • ___ 1_ 

-¡-~ en l 
(12.9) 

Si s=5 y n=9, un individuo podr& estar en la cima de la organizaci6n 

durante ---
4
-- de au carrera, lo cual equivale a 11 minutos de aus 45 ~oa de-

59 1 

-l"ri.cio. 
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