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PRESENTACION

En la Facultad de Ci_enciu desde hace tiempo, el avance y desarrollo
en el estudio e investigacién dentro del basto campo de la D‘-ogruf'fu se han vig
to detenidos. En este trabajo no se pretende explicar o justificar las causas —
que han dado origen a esta situacién, lo que se intenta es reactivar esa larga -~
po-t_\irn pasiva que se ha mantenido, presentandc nuevas alternativas demogrificaa—
sujetas de estudio y de aplicacién“de modelos matem&tigo_s, los cuales resultan -
ser afs intemsmtes'y quiz& para alguien parezcan mhs Qoﬁstiéhdo's"‘qu'e “loB QUE— - e
regularmente se estudian.

El objetivo fundamental que smse tiene es presentar a manera de divul-
gacisn, la revisifn efectuada del material sobre los temas que se incluyen; di—
cho de otra manera, es dar a conocer una metodélog!a para el estudio de caracte-
risticas poblacionales que la mayoria de las veces pasan inadvertidas. Se presen
tan nuevas opciones, las cuales generalmente poseen un amplio entorno matemftico
formal que serfa muy diffcil de incluir totalmente para cada tbpico en particu~--
lar, adem&s de que no es 1o que se persigue.

Para alcanzar de menera completa el cbjetivo planteado, en la pre~-—
sentacifn de cada tema se indican las fuentes bibliogréificas sfis importantes, —
as{ mismo se incluye en la bibliograffa (que se encuentra al fismal del trabajo)-
una lista de articulos y libros que son de uso complementario para un mejor ané—
lisis y una mayor profundidad en todos los temas.

El trabajo se presenta en dos partes. La primera de ellas contiene -
varios resultados pueden ser empleados en el anklisis de diferen—
tse caracteristicas de la poblacibn, como lo son: La Teorfa Estable, Fraccién de

' Poblacisn Vieja, La Ecuacifn Caracterfstica y Formulaciones Natemfiticas de la —
Ecuacibn Caracter{stica. En la segunda parte, en sf{ la parte mfs fuerte de la ~
tesis, se encuentra la presentacién de los t que correspond al estudio de-
las caracterfsticas de poblacifn que son sujetas de eatudio, entre ellas: jPor -
qué hay m&s hombres que mujeres en las poblaciones modernas?, El Equivalente Es-

g ales que




table, Edad al Matrimonio y Demografia de las Organizaciones, entre otros.

En total son seis diferentes grandes caracterfsticas de las pobla—
ciones que se presentan para ser sujetas de estudio. Cabe resaltar lo siguiente:
al hacer referencia a una poblaciSn, no necesariamente hay que identificarla co-
mo aquella que ocupa un determinado espacio geogrfifico establecido politicamente;
para ol tipo de anBlisis que se lleva a cabo, una poblacifn puede ser el conjun-
to de personas que acuden a un centro deportivo, que trabajan en cierta empresa,
eatudian en una determinada institucibn, o cualquier otra caracteristica que ——
identifique con precisién a un conjunto de personas.

Finalmente, queda abierta la invitacin a toda persona que se inte—-
rese en los tdpicos presentados, para llevar a cabo un trabajo de investigacidén-
que consistirfa en 1a presentacifn m&s amplia y profunda del tema elegido, asf -

como 1la aplicacién del o 1oa modelos matemfiticos que intervengan en el desarro——
1lo del estudio realizado.

AGOSTO DE 1987,
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CAPITULO 1
LA TEORIA ESTABLE

Supfngase que la oportunidad de sobrevivir del nacimiento a la edad-
x es 1(x), la cual es una funcién que depende de la edad pero no del tiempo. Una
poblacibén cerrada a la migracifn con B nacimientos distribufdos uniformemente en
el aflo y sin cambio, contendrf Bl(x)dx individuos entre las edades x y x+dx en —
cualquier momento del tiempo, donde 1{x) se obtiene a partir de suponer que - —
1(0)=1.

Una poblacién con estas caracteristicas contendrf BSLx individuos -
entre las edades exactas x y x+5, donde BSLx = B{ I{x+t)dt.

o

Esta teorfa puede aplicarse a dos sexos en conjunto usando una fun—
cién de supervivencia 1(x) aplicable a cualquier combinacién de hombres y muje--—
res, aunque si bien la prfctica usual es considerar un eolo aexol.

Una poblacién estacionaria producida por este supuesto, de nGmero ——

anual de nacimientos y tabla de vida fijos para cada sexo, .se puede generalizar-

suponiendo nacimientos que crecen de manera exponencial: Be".

Considérese la parte femenina (o masculina) de una poblacidn cerrada
a la migracibn, sﬁjet& a una tabla de vida fija y con nacimientos creciendo ex—
ponencialmente, estas condiciones son suficientes para obtener una distribucién-
estable pbr edad, en la cual los sobrevivientes y las muertes ocurridas en cada-
grupo de edades, asf como la poblacisn total, se incrementan exponencialmente a-

la misma tasa.

Si la probabilidad de scbrevivir a la edad x es 1(x) y los nacimien-
tos al tiempo t son Boert. entonces para determinar el nlmero de personas entre-—
las edades x y x+dx, ea necesario regresar en el tiempo de x a x+dx, cuando el -

r(t-x)

niimero de nacimientos fué Boe . La fraccién de estos nacimientos que sobre-

vive al tiempo t debe ser l(x), por lo tanto el nfimero absoluto de personas de -

1 Keyfitz, Nathan. 1977. Applied Mathematical Demography. 77-81. 1



edades x a x+dx al tiempo t es:

aoe"(“")l(x)dx (1.1)
Al considerar el fango de edades desde O hasta w se obtiene la pobla
cifn total al tiempo t P(t):

(V%)
P(Y) = Bojer(t-x)l(x)dx (1.2)
-1

Considerando la relacidn de las personas de edades x a x+dx con res-
pecto a la poblacién total, se obtiene la proporciSn de poblacién de esas edades
con respecto a la total, c(x)dx:

Boer(t'x)l(x)dx
c(x)dx =

I‘éoer(t-x)l(x)dx
( ]

e "1 (x)dx
e(x)dX = =—
g"e""‘x(x)ax
(]
=
e(x)dx = be "*1(x)dx , ' : (1.3)

1
j'&‘"‘ux)u
*

donde b =

El argumento empleado descansa en el aupﬁesto de que la tabla de vi-
da permanece fija en ei tiempo para toda x, que los nacimientos, y por tanto la-
poblaciln, crecen exponenciaimente, lo cual equivale a auponer que ias tasas de-
natalidad y mortalid;d han permanecido conatantes durante un largo periodo de ~-’
tiempo en el pasado.

Debido a que c(x)dx representa la proporcidn de poblaciSn de edades-




“
x a x+dx, la suma de todas ellas, Sc(x)dx. es la unidad, por lo cual:

-
j be T 1(x)dx = 1 . (1.4)
o

Esta expresifn es una ecuacién en b, por lo tanto su valor se puede-
obtener a partir de ella {(dado en (1.3) como definicién):

b2 . (1.5)
i e 1l(x)dx
- .

Si en (1.3) x=0 se obtiene el radix c(0), dado que c(0)=b; 8i se de-
sea se puede considérar ¢(0)=1. En este caso el argumento empleado se reemplaza—
por otro, el cual es determinar la poblaciSn presente a edad x por cada nacimien
to, por lo que la tasa de natalidad seri:

1
. (1.6)
j""“ux)dx
o .

UNA FORMA DISCRETA.

Aunque es mi&s fhcil pensar la disttibuci&n estable por edad en la ——
veumn continua, para su aplicacién se requiere una ‘forma discreta, es decir, -
se necesita trasladar c(x)dx a grupos quinquenales de edad, para de esta manera-
emplear la informacidn poblacional que usualmente se tiene. Para esto sev necesi-
ta hacer lo siguiente: integrar ambos lados de (1.5) de x a x+5, obtgniéndose de

esta manera Scx' donde 50x= I:c(xﬂ;)dt. Por lo que:

Cx = bﬁ""“”l(mt)dr
L J




= pe~T(x+2.5) L’e"'("z's)x(nt)dt . (1.7

Esta Gltima integral es muy cercana a rl(:u-t)dt, la cual se encuen-
- L]

- trea tabulada en una tabla de vida como Lx' por tanto se puede considerar:

S

P .

: S.l(x—o-t)dt = SLx . v (1.8)

Usando esta Gltima aproximacibn:

¢ = peT(x+2.5) ¢

Sx 5°x ° (1.9)

De esta manera se ha obtenido una expresién para c(x)dx en una ver-—

8i6n discreta 5(Jx « en funcifn de valores que se encuentran tabulados en una. ta-

bla de vida: SLx .




CAPITULO 2
EDAD MEDIA EN LA POBLACION ESTABLE

A partir de (1.3) se obtiene la edad promedio % de la poblacibn es—

Fc(x)dx ' (2.1)
N .

xe 7% (x)dx
R = e (2.2)

re-rxl(x)dx
L ]

s ; -rx
La expansifn en series de e es:

table, dado que:

x
[}

2 3 4
1—rx+—l2‘!—x2——§—!—x3+ a7 2oL, (2.3)
Sustituyendo (2.3) en (2.2):
- 2 3 4
‘Lx(l - X + Z! x2 - —g—!—- x> 4 a1 x4 - .. )i{x)ax
® - 2 3 a - (2.4)
r 2 o 3 r 4
(1 - rx + ST %X “ 37X *tTa X - cee¥1l(x)dx
- t 3 ! . i
dad 2 3 o 4
R I(x-rx2+ E. xa—-—r-—x4+ LY x5—...)1(x)dx
(d 2! 31 41
k=3 3 3 a (2.5)
I(l’— ™+ — x2'___r_‘__x3+ :| - ces)1{x)dx
. 21 31 1

Al integrar cada uno de los t&rminos, tanto en el numerador como en—

el denominador de (2.5), se obtiene:

= 2
g - L1~rp2+ 57 1‘3—_3! Ly+ oee (2.6)
) 2 r3 ’
Lo-rl.1+ 3T L2— 31 L3+ cen



o ) .
donde l.1 = Xx"l(x)dx es el numerador del i—&simo momento alrededor del cero de-
. o

la poblacifn estacionaria de la tabla de vida.

Haciendo una divisifn ordinaria en el lado derecho de (2.6) se tie—

2
L L L
o i S (2.7)
o] 1 L
o
lo cual se puede aproximar a:
L .
g2t _ g, (2.8)
l.o .

y (-2 son, respectivamente, la media y la varianza de ia‘distribue:l&n-

donde Ll
: 0

por edad de la poblacién estacionaria, donde ambos son necesariamente positivos.

Por lo tanto, R} es menor que Ll cuando r es poaitivo, ademfis de —
-] .

que los términos siguientes son muy pequefios y pueden desmpreciarse.

FUna serie infinita exacta para £ es:

a 3 ’
Rs-i;—— 2. 2? rz—a’ | S (2.9)

donde k3 yk 4 90T, respectivamente, el tercer y cuarto cumulante de la distribu-

cibn con densidad Llx) .
. l-o

El tercer cumulante es igual al tercer momento alreded de la me
dia:




) -y
k, = =1 (x-1/L))
3/‘3 L 1’ “o

y estf asociado con asimetria.

L) 4, (2.10)

El cuarto cumulante k4 es igual al cuarto momento alrededor de la —

media menos tres veces el cuadrado de la varianza, y es una medida de la curto—
sis o picudez. )

Despe jando r de (2.8):

(L, /L) - &
,--—_-—-L_%-—.—, (2.11)
T

donde (2.11) proporciona una aproxj.maciﬁn a la tasa de crecimiento poblacional -
r, donde estln dadas:

a) la edad media de la tabla de vida

1.
l'0

b) la varianza de la distribucidn de la tabla de vida "_2;
c) 1la.edad media observada .

Cuando los parfinetros k3 (asimetrfa) y LA (curtosis) son conocidos -
se obtiene una mejor aproximacién de r:

(L,/L) - 8
re z 10 = . , (2.12)
2 kor . K, r ‘
T 2 3




CAPITULO 3
FRACCION DE POBLACION VIEJA
SupSngase que se desea conocer, de la fraccibn de poblacifn conside—
rada como vieja, aquella de 65 afios y mfis, qué proporcifin de ella depende de 1la-

tasa de crecimiento, suponiendo gue las tasas de mortalidad no cambian.

La fraccisn £{r) de la poblacisn de 65 afios y més, estf dada por:

" )
e %1 (a)da

£(r) = (3.1)
e "1(a)da
-
'i'omando 1oga:t‘ihuoa:
1(£(r)) = Inl e 21(a)da) - 1n( e T*L(a)da) - (3.2)
.Diferenciando (3.2) de ambos lados, con respecto de r: o
w w T .
—S-neir)) - fT(m(Le'“ua)aa)) - —g—r—(m(l.e""ua)u.n . (3.3)

Se tiene que:

L ]
4 -ra 1 | —ra
(In(} e "1(a}da)) = —g-———————— Ee 1(a)da
ar L ! e 1(a)da OF

w
E = = L:“ (e™1(a)aa . (3.4)
e 1(a)da .

Ahora bien:

-%r—(e—ral(a)da)) = —ae" "1 (a) . (3.5)



‘Sustituyendo (3.5) en (3.4) se llega a:

g

-8,
Lae 1(a)da
- —-:T~(1n( Ee'"l(a)da)) - - (3.6)
re 1(a)da
s

De manera anfloga:

i
a4 (r e ) Lne_ml(am (3.7)
- 1n e 1{a)da)) = —g—roo . 3.7
ar o I-e-ral(a)da
[

El lado derecho de (3.6) y de (3.7), de acuerdo a (2.2), son réspec-
tivamente la edad media k., de la poblacifn mayor de 65 afios y la edad media K, -

1 1
de la poblaciSn total.
Sustituyendo (3.6) y (3.7) en (3.3) y usando el hecho de que
d 1 d
—d?-(ln(f(t‘))) =T —d-r—f(l‘)
se llega a que:
4_(n(e(r))) =K, -k : (3.8)
dar 1 1° *
Integrando (3.8) y tomando exponenciales:
(e = £l )T, (3.9)

donde tO es la proporcifn de 65 afios y mAs de la tabla de vida.

El resultado(3.9) se obtiene a partir del t&rmino en r de la dife--——
rencia de dos funciones generadoras de cumulantes, una para la distribucién de -
todas las edades y la otra pars las de 65 aflos y mfs:




2
r r
In(f(r) = m(fo) + (-rkl Sk, - = ka + oead)

: 2 3
- (-rKl + —;—'—Kz - ;! l(3 + ees) (3.1..0)

donde las K's son los cumulantes de la poblacién total y las k's de 1ia poblacibn
de 65 aflos y més.

Tomando exponenciales en (3.10) y despreciando términos a partir de-
los de tercer grado se obtiene:

2

£lr) = foexplr(X) - k) - -;,— Ky — k) . (3.11)

10



CAPITULO 4
LA ECUACION CARACTERISTICA

Ai suponer estabilidad, la fraceciSn de poblacisn de edades a a a+da —

os bé-ral(a)da, por lo que para determinar los nacimientos que corresponden a e——
sas edades, se multiplica la poblaciln expuesta de edades a a at+da por m{a), don-
de m(a) es la tasa de natalidad y m(a)da es la probabilidad de que una mujer que-
ha alcanzado la a&dad a tenga una hija antes de la edad a+da. La fraccibn de la —

poblacién be—ml(a)da debe proporcionar un aumento de nacimientos igual a - — —

be "®1{a)m{a) por unidad de poblaci®n total.

Integrando be-ral(a)m(a)da desde la edad « hasta la edad/é (general—
mente 15 y 50 aflos, respectivamente), las edades extremas que determinan el pe——

riodo f€rtil de la mujer, 1o que se obtiene es la tasa de natalidad total:
Lbe-ral(a)m(a)da . ‘ (4.1)

Por otra parte, b es la tasa de natalidad total de la poblacién con =

-Ta

distribucién por edad be 1(a)m(a)da y puede, por lo tanto, igualarse a (4,1). - ‘

Esto conduce a que:
p ' . -
j be "%1(a)m(a)da = b , (4.2)
3 .

© bien, dividiendo entre b:
.(/:-ral(a)m(a)da =1. s (4.3)
A R

La expresibn (4.3) proporciona la tasa definitiva de crecimiento im—
plicada por 1(a) y m(a), 4 &és de que ambas han actuado lo suficiente bajo el -

(4

supuesto de estabilidad que se ha empleado.

11




Para una funcin general neta de maternidad 1(a)m{a), (4.3) tiene un
niimero infinita de rafces, de las cualea s8lo la rafz real es la que interessa,

La unicidad de la ralz real se determina a partir de lo siguiente:

P
Sea P(r) = Je—ral(a)m(a)da , (2.4)

Y

P(r) tiene una primera derivada negativa, y dado que es una funcibén mon&tona de—-
creciente de r, la cual toma el valor de oo para r=-co y de cere para r=oco. Por—
estas razones P{r) cruza una sola vez cualquier recta horizontal en el semiplano
P(r) 0, incluyendo la recta unitaria por arriba del eje r; pob lo que P{r)=1 -—

puede tener aS5lc una ralz real.
La funcién P(r) eruza el eje vertical en:

P(0O) = jﬁl(a)m(a)da = Ro . . (4.8}
o

donde R. @a la tasa neta de reproduccién.

o]
B(r)
: T Plr)=1 -
\ P(r)
RO
1 1
]
[}
[}
L3
+
+
I h ] r
ry B
Fig. 4.1 Valores de Plr), mostrando P(0)=R° ¥y la rafz ~
' T de P{r)=1.

12



CAPITULO 5
UNA FORMA DIFERENTE DE LA ECUACION CARACTERISTICA

Si la expresidn (4.4) del capftulo anterior se divide entre Ro' se —

obtiene la funcién generatriz de momentos de la funcién neta de maternidad nor—-

malizada 1{a)m(a) :
R
o]
—E%El— = e—ralya)m(az da . {5.1)
(o} " Ry .

P(r)
R

El sentido en el cual genera los momentos, es en su equiva-—-—

lencia a la serie infinita (de manera similar al desarrollo presentado en el ca—
pftulo 2):

2 R 3 R
P(r) r r 2 r 3
— ] - R, 4 mm— — m ———— e— L, (5.2)
Ro Ro 1 21 Ro 3¢ RO
P R
donde Ri = J a 1l{a)m(a)da, tal que " es el i-&simo momento alrededor del cero
. : A (o]

+ Los momentos alrededor del cero son valores = -

de la distribucién _liﬂ%ﬂiﬂl_

grandes, y aunque la serie converge, se requiere un buen nGmero de términos para
obtener una buena aproximacidn.

Una serie que converge m&s rApidamente se obtiene al tomar el loga-—

P(r)

ritmo de R
4]

, generando asf las funciones de momentos llamadas cumulantes, ~

las cuales se presentaron en el capftulo 3:

13



2 3 4

P(r) r 2 r [ a
In{~—=——) = T + ==—F° = ——— k_ + K. - ...
RO / 21 3t 3 41 4

Los cumulantes expresados en t€rminos de las R'e son:
R

ey

R
2 2 2
T —=- _ (R./R.)
RO 10

1

R R.R
Ky = - 3 2. 2 (r, /R
0 R

y en términos de los momentos alrededor de la media:

(a - )il(a)m(a)da

//‘*i = Ry ’

los cuales son:

(5.3)

(5.4).

14



o e P
kg 7‘5‘ }-‘7‘2

Ahora bien, la ecuaci6n caracterIstica es P{r)=1, lo cual conduce a-
que
P(r)

}y =-1n R, (5.5)
RO 0

n{

o, escribiendo en términcs de los cumulantes, a partir de (5.3) el equivalente -
a (4.3) es: .

' rz 2 r3 x‘A
lnRo=?L-—2-?-\‘ +—é-r_k3—Tk4"'° ‘!5.67)

15



CAPITULO 6
FORMULACIONES MATEMATICAS DE LA ECUACION BASICA DE POBLACION

Cotidianamente se ha tratado el proceso puro de mortalidad de acuer~
do a una tabla de vida, en la cual el total de nacimientos es justamente igual -
al total de muertes. La misma tabla de vida se ha empleado con una tasa arbitra-

ria de crecimiento r para conformar una distribucifn estable por edad.

A continuacibn se comprueba el hecho de que la misma tasa de creci-—
miento r, que se obtiene a partir de una ecuacién que incorpora tasas de natali-
dad especificas por edad, es similar a la que se obtiene de acuerdo a una tabla-
de vida.

El anflisis general de lo mencionado en el pirrafo anterior se hace-
en base a partes que relacionan al total de la poblacién de cada generacifn O «-
periodo determinado con la que le precede. Dicho anfilisis puede llevarse a cabo- v
por medio de una ecuacién integral, © bien en base a un modelo de producto de ——
matrices.

El propfsito de presentar estos dos modelos no es el de exhibir la —
virtuosidad matemftica de sus autores, Lotka y Leslie, pero si lo es el hecho de
mostrar las ventajas que algunas aplicaciones tienen con un modelo, mientras que
otras son més accesibles con el otro. ‘ '

Cabe seflalar que el presente trabajo no es el lugar mis indicado pa-
ra tratar el detalle matemftico de cada uno de los modelos, por 1o cual se pre—
senta al lector bibliograffa para tal fin.

LA ECUACION INTEGRAL DE LbTKA.a

HistSricamente la formulacibn mis remota de que se tiene conocimien—
to fuf en térwminos de una ecuacidn integral, en la que lo que se desconoce es la

2 Lotka, Alfred J. 1922, The stability of the normal age distribution. )
Proceedings of the National Acadomy of Sciences 5: 339-445. 16
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trayectoria de nacimientos, la cual, bajo el nombre de ecuacibn de renovacibn, -
se ha venido usando en muchos otros contextos.

Los nacimientos al tiempo t, B{t), se pueden ver como el resultado -
de nacimientos ocurridos a aflos atrfia, donde a se encuentra entre 15 y 50, o —
bien en general, entre « y/a . Los nacidos hace a afios, B(t-a), tienen una pro-
babilidad 1(a) de sobrevivir al tiempo t; aquellos que sobreviven tienen una pro
babilidad m(a)lda de tener un nacimiento en el intervalo de tiempo a a a+da. El —
total de estos nacimientos sobre el rango de edades de « y /.5 es

j’B(t—a)l(a)m(a)d& » (6.1)
-
los cuales finalmente deben ser iguales a los nacimientos actuales B(t).

En cualquier sistema se tiene una condicifn inicial, en la ecuacién-
de Lotkas esa condiciSn inicial es G(t), el nlimero de nacimientos que oe habfan-
dado al inicio del proceso. La funcibn G(t) es igual a cero para t‘#/S , esto es,

cuando todas las muje:les presentes en t=0 han completado su periodo fértil.

Introduciendo la funcibn G(t), ya conocida, en la ecuacifn de Lotka-
dada en (6.1):

B(t) = PB(t—a)l(a)m(a)da + Gl{&) , {6.2)
(3

la cual determina la trayectoria de B(t).

ElL mEtodo que emplea l..oi:ka‘S para resolver (6.2) para B(%t), es llevar
la ecuacifn a su forma homogénea, en la cual G(t)} se ignora y asX tratar ‘de mane

‘ra directa a B(t)=en. Sustituyendo este valor para B{t) y el correspondiente —-

B(t—a)=rer(t-a) en (6.2), asf como omitir G(t), se obtiene la ecuacibn caracteris

tica (4.3), la cual tiene para la funciSn neta de maternidad l{(a)m{a) un nfimero-
infinito de rafces.

. . t
La forma homogénea que se obtiene es lineal y por lo tanto, si er -

3 Lotks, Alfred J. Idem. :
4 Lotka, Alfred J. Idem. . B



: .t
es una solucibn, también lo es Qle 1 . donde Q; es una constante arbitraria. Si-

un nGmero determinado de tales términos son soluciones, su suma tambjién es solu-
cibn.

Las consideraciones anteriores proporcionan la solucibn general:

rlt r2t ' :
B(t) = Qle + Qae + eee oy (6.3)

doride las ris son las rafces de (4.3) y las Qia son constantes arbitrarias‘.

La solucién a la forma homogénea (6.2) que contiene a G(t) me obtie-
ne seleccionando valores de Q que concuerden con los nacimientos G(t) de la po—-
blacibn inicial. Estos valores son:

f o
L e G(t)at

. (6.4)
-r.8a

sFae i 1(a)m(a)da

A .

Q

i

Una manera m&s ffcil de resolver (6.2) es considerar. la transformada
de Laplace de cada ﬁno de los miembros que estén presentes en ella. Dicha trans-
formada es, por ejemplo para B(t):

B'(r) = re"ta(t)dc . : (6.5)
°
y de manera similar para G(t) y l(a)m(a)=H{a).
La integral de (6.2) es una convolucién, esto es, la suma de los ar-
gumentos de las funciones B(t-a) y H(a)=l{(a)m{a) en el integrando, noc involucran
a a. La transformada de una convolucibn es igual al producto de las transforma—

das de lap funciones,

La ecuacibn es transformadas, distinguida por primas, es:

18




B'(r) = G'(r) + B' (W' (r) , (6.6)

en 1a cual es mis f&cil
cién B{(t):

determinar el valor de la transformada B'(r) de la fun—

B'{r) = 1—(_;'::2—7)- . {(6.7)

Se requiere invertir el lado derecho de (6.7), para ello se expande~
en fracciones _parciales

usando los factores de 1-H'(r) obtenidoe de las rafices -
rye r,, ... de H'(r)=1,

lo cual es similar a (4.3). De acuerdo a esto la expan--

aién de B'(r) es

Q Q, .
BUR) = e b 2. ... (6.8)
v 1 2
rlt
La transformada de Laplace de e es
]
r,t
I e Tt L gy = —& , : . 18.9)
r-r : .
o 1 .
1 ¥t
por lo que la transformada inversa de T es e .
' 1

Usando este hecho es posible escribir la solucién de 1la forma (6.3),
donde los coeficientes involucrados son los mismos que en (6.4). Tomando en par-—
ticular i=1 en (6.4) se obtiene la constaente 01 para el primer término de la so-
lucidn:

G(t)dt ]
a, = = . {6.10)

I/:-—rt

donde K, es de nuevo, la edad media a la maternidad en la poblacifn estable. .
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Las ralces Ty Tgs osee o todas y cada una de ellas, tienen partes —

reales menores que Tys ¥ ademfis 1os términos que las involucran pierden importan

cia con el tiempo, por lo que la curva de naclmientos B{t) se aproxima asintéti-~

rlt
camente a Qle

LA MATRIZ DE LESLIBS.

whelpton present§ lo que &1 llamb el método de componentes de pro—
yeccibn de poblacibn, en el cual una distribucibn por edad en grupos quinguena—
les se encuentra “asochreviviendo" a lo largo de lineas de cohortes, y los naci—

mientos menos las muertes de la primera infancia estfin sumados en cada ciclo de~
proyeccibn,

Més tarde, esta misma proyeccidn fué formalizada por Lealie7, hacien
do &sta con tal detalle, que el proceso ha venido & ser llamado con su nombre.

Lealie observ§ que si la poblaci&n iniecial, en grupos quinquenales,
se representa por medio de un vector vertical P:

Fo |

s¥s
P

p=l510 ,
LSPV-S
-
’ s's 5o
entonces los sobrevivientes T o~ « y 881 pucesivamente, situados en la

570 5" . '

5 Leslie, P.H. 1945. On the use of matrices in certain population nnthema—
tics. Biometrika (London) 33: 183-212.

6 Whelpton, Pascal K. 1936. An empirical method of calculating future popu .
lation. Journal of the Americal St:tlntical Association 31: 457-473., 20
7 Leslie, P.H. !den .



subdiagonal de una matriz S, llevarfin a la poblacibp a lIneas de cohortes hacia-
abajo cuando el vector P es multiplicado previamente por la matriz S.

Los supervivientes despu&s de cinco afios estarfin dados por SP, des——

pus de diez afios por S(SP)=SZP. y as! sucesivamente. La contribucibn de los na-
ci-lentbs, después de que el procegso ha conclufdo de esta forma, esth dada por -
el primer renglbn de una matriz B, la cual tiene elementos distintou de cero en-
las entradas de la tres a la once si la fecundidad es positiva del grupo de eda-
des 15-19 al 45-49. Hay que hacer notar que el tercer elemento del vector corres
ponde al gxu;;o 10-14, en el que la fecundidad bien puede suponerse igual a cero;
s8in embargo, el tercer elemento de la matriz toma en cuenta el hecho de que las-
personas del grupo 10-14, al inicio de cada ciclo de proyeccidn de cinco aflos, -

se ubican en el grupo 15-19 durante ese mismo ciclo.

Si la suma de las matrices de natalidad B y de supervivencia $ és M,

M=S+B, la proyeccibn al tiempo %, medida en unidades de cinco afios, es

pt = mtp(0) (6.11)

La ecuacibn caracteristica se obtiene al considerar la condicifn de-
eatabilidad, en la cual la proyeccién de la distribucibn por edad a través de un
ciclo no altera las proporciones relativas, pero si incrementa la poblacién en —
todas las edades en la misma razbn, dfgase

MK = AK , (6.12)
donde el vector K es el vector vertical estable. Esto equivale a

(M - A1) = (0) , (6.13)
con I 1a matriz de identidad del orden correspondiente, y (0) un vector de ce-—

ros; ei los elementos de K no son todos cero, entonces la matriz (M - A1) debe -
ser singular, es decir, su determinante debe ser igual a cero.

21



La ecuacién del determinante (M - AI)=0 proporciona rafces en A , —
ilamadas valores propios. Las ra¥ces cero no son de inter$s, una poblacién con -
fecundidad positiva hasta la edad 50 tiene 10 ralces diferentes de cero en A,

Con un niGmero finito de‘grﬁpos de edades, en la aproximacibn finita usual, la pe v:‘

blacifn crece un poco mis répido en la proyeccibn de Leslie que en la de Lotka.
En efecto, cuando los intervalos de tiempo son muy pequefios, ambos modelos coin-

ciden.

LOS NACIMIENTOS DE EXTRANJEROS Y MIGRACION INTERNA.

Una etapa en anfilisis, mfs all& de la contabilizacién de los naci=m—
mientos extranjeros presentes, en términos de la precedente corriente de inmigra
cibn, es proyectar las consecuencias para la poblacifn futura, de las presentes—
tasas de inmigracifn o de algfin cambio hipStetico en ellas. Esto lleva més all&-
de la descripcifn y reconciliacifn de reportes en al menos una clase primitiva -
de mecanismo. El mecanismo es el efecto de tasas fijas o variables gobre el mode
1o de residentes del extranjero, donde "extranjero' puede significar otro pais,=

regibn, estado o ciudad.

Si la posibilidad de que un individuo que reside en el luger j se —

cambie al lugar i es m, , sin tomar en cuenta la historia previa de la persona,-

1

y siendo el nGmero de individuos en el lugar i al tiempo t, entonces la dis-

1Pt
tribucién de individuos entre los lugares al tiempo t+l es:

Pepy =¥ Py (6.14)

donde M es la matriz que tiene m en la entrada ij, y Pt es el vector vertical-

1

con ipt en la i-8&sima entrada.

El argumento que se emplea es similar al presentado para la matriz -
de Leslie.
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SEGUNDA PARTE

Para analizar un fenSmeno se debe particionarlso en elementos

simples
¥ entonces juntarlos posteriormente, de tal manera que se reconatruya el

fendme-
f{sico,
P iblea las caracter{sticas de la pobla-—
cién que son presentadas por medio de censos y otras fuentes de datos. Tales ca-

no. Este fué el mEtodo propuesto por Descartes para el estudic del mundo
¥ pued ser do para h mia

racter{sticas, comoc edad, sexo, estado civil, lugar de nacimiento, ocupacifn, -
etc., pued ser tratad
efectividad. '

por el m&todo carteaiano, aunque no todas con la tisma

Azs




CAPITULO 7
CONTABILIZACION DE LA DISTRIBUCION POR EDAD

Por el momento se dejarf a un lado la edad polftica (en afios), y 114
mese una poblacisn (demogrtﬁ.camente) Joven, si tiene una fraccién grande de ni-
fios y una pequefia de personas viejas. “Joven" y "viejo" en té&rminos de esta de--
finieibén, serfn explicables por medio de una tabla de vida y por una tasa de cre
cimiento.

El primer intento de explicaci'ﬁr._seré. nuevamente, la distribucibén -
estable por edad de Euler dada por la expresién (1.3}, por medio de la cual, ba-
jo un régimen fijo de mortalidad y fecundidad, incluyendo la probabilidad 1(a) -
de sobrevivir del nacimiento a la edad a y una tasa de crecimiento r, la pobla-—
cifn entre las edades a y a+da es

e T21(a)da ) (7.1)

por cada nacimiento actual, y si se desea en forma de proporcibn, el valor dado-

por (7.1) se divide por su integral sobre el rango de cero a w.

LA DISTRIBUCION POR EDAD COMO UNA FUNCION DE LA TASA DE CRECIMIENTO.

ior se pr t5 la a en que la fraccidn de cualquier-
edad en una poblecibn estable es expressble en términos de la tasa de crecimien-
to de la podblacién y las edades medias de los subgrupos relevantes. Un caso espe
cial, la fraccién de la poblacibn de 65 afics y nmfs se presents en el capitulo 3.

) En térwinos gemerales la fraccibn de poblacidn entre cualquier par -
de edades, & y /. . @8



T81(a)da
[ = ge———— . (7.2)
-d & -
ol L T8} (a)ds »
w
De acuerdo a lo presentado en el capftulo 5, 1n(! e'ral(a)da) genera
L ]

los cumulantes de la distribucién con densidad f(a), el primer cumulante es la —
media, y el segundo y tercer cumulantes son los momentos alrededor de la media.

Se puede expresar f{a) como ﬂ-]:-(-L- para el denom:.nador. y de ——
! 1(x)dx
1(a)
igual manera para el numerador, ahora entre « y —7——-—— ; para valores fue
7 j 1{x)dx
ra del intervalo (4 .F] , f£(a)=0.
s
- Ll(a)da
Normalizando (7.2), al dividir por —fmf——— , tomando logaritmos -
S 1(a)da
-]

en ambos lados y expandiendc las dos funciones generadoras de cumulantes de (-r)
se. obtiene:

_‘L‘ k2r2 k3r3
l(ﬂ_“)—ln( )—(klr-2_1+ T - ies
K r?' Kars
- (Kll" e IR T el [P I (7.3)

donde las k's son los cumulantes de la distribuciSn de la tabla de vida entre ——
las edades « y,q » ¥ las K's los correspondientes al rango completo de la distri
bucifn por edad.

CAMBIO NEUTRAL Y NO NEUTRAL EN MORTALIDAD.

{C5mo poblaciones que han estado sujetas a diferentes tasas de mor——
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talidad difieren en edad?

Si la diferencia es la misma para todas las edades, &sta no tiene ——
efecto Ilguno en la distribucién por edad. Si las tasas de natalidad son las ——
migmas ¥y la mortalidad en todas las edades ha sido incrementada, por ejemplo, en
exactamente 0.01 en una poblacidn que en la otra, las distribuciones por edad de
ambes poblaciones serfn idénticas. ’

Esto parece ser una paradoja. Un incremento en mortalidad que evita-

que la gente llegue a edad av das harfa que en la poblaciBn hay un -

|

fndice alto de gente joven. Ciertamente, esto hace que la expectativa de vida —
sea mis larga para un individuo de lo que era antes, (por qué no sucede lo mismo
para la conunidad? Aquf, como en muchas otras situaciones, la misma regla no se-
aplica a poblaciones de la forma como se aplica a individuos.

Cuando la mortalidad es muy alta y la fecundidad no cambia, la tasa-
de crecimiento es justo lo suficiente menor para compensar, en cuanto a la dis—
tribucién por edad se refiere, el cambio en la tabla de vida. La cancelacifn es—
una propiedad del crecimiento exponencial, encajando con el efecto exponencial -
en 1(x) de una adicibn a u(x).

Si k (i.e. 0.01) me suma a la tasa de mortalidad u(x) para cada edad,
se obtiene u*(x)=u(x)+k; por lo que la probabilidad de scobrevivir a edad x es ——

ahora 1‘(x)=e-kx1(x), en lugar de 1(x).

. Pero ai las tasas de natalidad especificas por edad permanecen sin -
cambio, la tasa de crecimiento de la poblacibn disminuye exactamente en k. La ——
prueba de esta afirmacifn se basa en que la nueva tasa de crecimiento r* debe ——

satisfacer la ecuacifn caracter{stica:

P -
Se-r Xpe(xImix)dx = 1 (7.4)
3
6
P
Ie" XeKEy (xIm(x)dx = 1 (7.5)
a - .
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£ .
Se"("’k)"l(x)n(x)dx =1, (7.6)

Dado que la tasa original r satisfacfa la misma ecuacifn que éhora -
satisface r*+k, por la unicidad de la raf{z real se tiene que r=r*+k, por lo cual
r*=r-k.

Combinando lo presentado en los dos pArrafos anteriores se tiene, ---

para la nueva poblacifn estable, sobre un radix de un nacimiento actual por afio,

e—r'xl'(x) - e-(r—k)xé—kxl(x) - e—rxl(x) s (7.7)

por lo tanto, el niimero de personas de edad x por nacimiento actual, es el mismo

bajo el nuevo régimen que bajo el anterior.
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CAPITULO 8
~ ¢POR QUE HAY MAS MUJERES QUE HOMBRES A EDADES MAYORES EN LAS POBLACIONES MODERNAS?

Egsencialmente el mismo mé&todo de estudio que se us$ para la distri——
bucién por edad, ayudard a explicar las variedades de proporcisn de sexos en las
podblaciones modernas.

La investigacién iniciarf con las actuales tasas eapecificas por e—
dad de natalidad y mortalidad, ahora perteneciendo a los dos sexos de manera se-

parada, desde 1o cual se puede construir un modelo estable.

Para convertir el modelo de un solo sexo usado anteriormente para el
anflisis de edades dentro del modelo de dos sexos (muy primitivo) que ahora se -
necesita, se requiere de un conjunto de datos: la proporcién de sexos al naci——

miento, s.

Si s nifios nacen por c¢ada nifa, y B nifias nacen al afio, entonces el-
niimero de nifios que nacen es sB. Por el mismo argumento que se us§ para (1.3), =
se puede expresar la distribucién por edad y sexo, siempre que el'régimen de mor
talidad y fecundidad permanezca fijo, y que la poblacidén crece de acuerdo a una-

- progresifn geomé&trica con radic de crecimiento °5r en cualquier periodo de 5 ——
afios.

Los nacimientos, asf como cada grupo por edad y sexo, 8e supone que
crecen en esta misma proporcidn, por lo que, si actualmente hay B nacimientos de
nifias pdr aflo, en una aproximacién al argumento de poblacifén estable citado en -

-2.5 -7.5 r

el capftuleo 1, habrf BsLoe nifias de edades 0 a 4 afios, 55L5e de eda-

des 5 a 9, y asf sucesivamente paﬁa las edades posteriores. De acuerdo a esto se

estf estableciendo la aproximacibn comiin:

g wes
I e ™1 (a)da = e-r(x+2.5) Sl(a)da
cdx : x



—r(x+2.5)
= 5Lx e (8'1);

Los nacimientos de nifios son sB, y los sobrevivientes de éstos al —-

- o
final del primer periodo de cinco afios son sBSLOe 2.5 r’ lo mismo que para niflas

. B - .
pero usando s y la funcién _L_ de la tabla masculina de vida. Por lo tanto el ——

50
niimero de nifias es
—~p(x+2.5)
B L e (8.2)
¥ el de nifios es X
. i
as " o T(x+2.5) , (8.3)
S'x :

ambos en el grupo de edades x a x+4 al momento del (iltimo cumpleafios, donde se -

supone que los dos sexos crecen a la misma tasa r.
Entonces la proporcibn de sexos por grupos de edades es:

- -
8B L' e r(x+2.5)
5 x

(8.4)
B L e-r(x+2.5)
5 x




CAPITULO 9
EL EQUIVALENTE ESTABLE

El equivalente estable Q, asociado con proyecciones a largo plazo, —
ayuda a interpretar una anterior distribucién por edad ya observada desde el pun
to de vista de potencial reproductivo, el cual es el compafiero natural de la ta-—
sa intrfnseca de crecimiento natural r. La tasa r dice que tan répido crece fi—
nalmente la poblacidn de acuerdo a las tasas especificas por edad presentes en -
la actualidad.

PROYECCION DE POBLACION Y LA APROXIMACION ESTABLE DE THERETO?

Dada una distribucién observada por edad para un solo sexc (deade el

" punto de vista matemfitico, arbitraria), la cual se arregla en un vector vertical

P(o). Jjunto con las tasas especificas por edad, tanto de natalidad como de morta

lidad, arregladas en una matriz M. Si se tienen grupos quinquenales hasta el 85-
89, por ejemplo, M tiene 18X18 elementos (324 en total) y el vector de la distri

bucibn P(O)

tiene 18Xl1. El primer renglén de M proporciona lo correépondiente a—
fecundidad y la amubdiagonal lo que respecta a supervivencia; esto es, en efecto,

la matriz de Leslie presentada_en el capfitulo 6.

La digtribucidn por edad proyectada al cabo de 5t afios es:

p(t) _ utpl0) (9.1)

Una aproximacifn a esta proyeccién, denominade asint6tica porque se-
aproxima tantc como se desea con t suficientemente grande, es

P(t:) = QeSrt , (9.2)

donde Q es el equivalente estable de la distribucién por edad.

Para calcular Q, se seleccciona un valor grande de t y se iguala el-
lado derecho de (9.1) con el correspondiente de (9.2), esto es:

Mt:P(O) - QQSrt - (9.3)

8 Reyfitz, Nathan, and Flieger, Wilhelm. 1968. Worls Population: An
Analysis of vital Data. Chicago: University of Chicago Press. 30




Si 1la poblaciSn tuvo distribucidn estable por edad desde el inicio -
y contenfa Q individuos a diferentes edades durante un periodo de tiempo 5t, —=—

crecersn a Qesrt. En efecto, se sabe que la distribucién por edad P(o) crece a -

w9 Cuando se proyecta por un tiempo S5t.

La ecuacibn matricial para calcular Q es (9.3), por lo tanto:

£ (0)
M'P
= _F__ « (9.4)

) Una forma de describir (9.3), es decir, que P(o), la poblacién ini—
cial, es proyectada prospectivamente t periodos por la matriz M, y retrospecti—
vamente una longitud de tiempo igual por la rafz real r, esto es, al dividir en-

Srt- El valor de Qesrt es el término real de la solucién a -

la ecuacién de Lotka{6.3), pero es m4s completa al proporcionar las diferentes -
edades de la poblacibn y no unicamente nacimientos.

tre el denominador e
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CAPITULO 10
_EDAD. AL MATRIMONIO

Hernesg disefi6 una curva para describir la proporcién de casados por
edad respaldado por una razén convincente. En una poblacifn agrupada por edad, -
dlf!cilmente ocurre que los individuos se casan cuando la mayorfa de sus contem-
porfineos estfin solteros; pero sucede que cuando el matrimonio se presenta deg———
pués de los 18 afios, se observa que el niimero de sus amigos (as) disminuye y em-
pieza a sentirse inexperto, a decir verdad, presionado para casarse. Por ello, -
argumenta Hernes, se puede trasladar la tasa de transferencia al estado de “ca~—
sado"’como proporcional respecto a la fraccifn de casados. Sin embargo, tambibn-
daﬁe ser proporcional a la fraceibn todavia no casada, los casados‘solamente pue

den provenir del efectivo de los no casﬁdoslo.

UN MODELO DE SUMA DE INTERVALOS ALEATORIOS.

Ccalell encontrd, al experimentar con difefentes distribuciones por-
edad al matrimonio, que todas ellas se fijan a uan cierta curva esténdar, la ——
cual sb6lo fué ajustada para lo siguiente:

a) La edad a la cual las mujeres esthn en situacibn de casarse;
b) la proporcibn de matrimonios a lo largo de la vida; y
c) una escala horizontal.

Si las distribuciones a las que se hace referencia son presentadas -
como funciones de riesgo, esto es, tasas de nupcialidad especificas por edad pa-
ra la poblacibn todavfa soltera excluyendo de ella las personas que nunca se ca-
san, toman la siguiente forma para primeros matrimonios:

~0.0309 x
r(x) = 0.174 e~3+411 ¢ (10.1)
9 Hernes, Gudmund, 1972. The process of entry into first marriage.
American Soc¢iological Review 27: 173-182,
10 Savege, I. Richard. 1973. Sociology wants Mathematics, FSU Statistlca
Report M=-247. Tallahassee, Fla: Florida State University.

11 Coale, Ansley J. 1971. Age patterns of marriage. Population Studies
25: 193-214,



donde x es la edad de la perscna medida desde el origen, para cada poblaci&n en-

particular.

Si la probabilidad de que X suceda entre x y x+dx es fx(x)dx. y de -
que Y'sucedaren‘tre Yy ¥y y+dy es fy(y)qV, entonces la probabilidad conjunta es —
‘fx(x)f&(y)dxdy. Para determinar la distribuci8n f(z) de Z=X+Y, se integra la pro

babilidad conjunta sobre el rango completo de x y de y, de tal manera gque x+y=z:

o«
£,(z) = I fy(x) £y (z-x)ax . (10.2)

Esta expresifn es llamada una convolucién, asf como (6.3), debido a-

que la suma de los argumentos de las funciones en su integrando no involucra a x,

la variable de integracién. Esto es fécilmente de aplicar a la suma de dos dis—
~y* T2 -

tribuciones exponenciales negativas, fx(x)=r1e N y fY(y)=r2e , obteniendo -

asf la dtstribuciénlz de Z=X+Y:

{10.3)

fz(z) =

CIRCULOS PEQUENOS DE MATRIMONIOS.

En una poblacién grande, para parejas de’ cas.ados donde se reconoce -
una variacibn aleatoria en el tiempo de matrimonios individuales, una variacibn-
aleatoria en el niimero de hombres y mujeres en edad de casarse puede tener s§lo-
un efecto menor. Si cada individuo, tanto &1 como ella, est& en edad. de casarse-
y huéca una pareja para hacerlo dentro de un cfrculo relativamente pequefic, una-
parte de los que no lo logran p’uede deberse a diferencias aleatorias en el niime-

13
ro de hombres y mujeres en estos circulos ~,

Hay que pensar en un cfrculo, el cual contiene candidatos al matri—
monio. Un cfrculo puede ser una oficina o cualquier otro lugar de trabajo, un —
12 Coale, Ansley J. and McNeil, D.R. 1972. Distribution by age of

the muency of Tirst marriage in a female cohort. Journal of
the American Statistical Association 67: 743-749.

13 Henry, Louis. 1969. Outlines of nupciality: lock of balance of
sexes at celibacy. Population 24: 457-486.
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club social o bien una colonia.

SupSngase que el cfrculo contiene 2n miembros, todos ellos con edad-
y disposicién para ser candidatos para casarge con alguien del mismo cfrculo, —
encontrﬁndose distribuidos aleatoriamente por sexo, esto es, la probabilidad de-
'que un miembro del cfrculo sea mujer es 1/2, y de que sea hombre tambifn es 1/2.
El nGmero esperado de candidatos masculinos seri n, asf como el de candidatos fe
meninos, de tal manera que en cualquier realizacidn de este cXrculo hipotético,-
estos valores esperados conforman los 2n candidatos a casarse. El objetivo es en
contrar el niimero esperado de candidatos scbre el total de realizaciones del cir
culo. La soluciSn al problema planteado por Henry que se presenta a continuacibn,

se debe a McParland™®,

Si la oportunidad de que cada miembro del cIrculo sea hombre es 1/2,
la posibilidad de que de los 2n miembros, el nlimero de hombres sea n+k, k >0, y-

por tanto, el de mujeres n-k, es:

(mk] F)Z (10.4)

En esta situacién los hombres sin casarse serfin (n+k)~(n-k)=2k. De -
acuerdo a esto, el nfimero esperado de hombres que no se casan debe aer 2k veces-
la probabilidad dada por (10.4), sumada sobre todas las posibles conformaciones-
del circulo que presenten mayor nimero de hombres que de mujeres, Por lo tanto,-

el valor esperado de hombres sin casarse es:

& 2n n
1
Z ({n+k) - (n-k)) (n+k) (_E_f

[
= (2n)! _1__f"
= Z (tnask) = (n-k)) s S T T (a

1 & n+k < n-k
(2n)1 ( 2; (Z el (k) T Z_ k] 1 (nok) T )
Am L

’ "
1 1 1
(zn),(Tfn(Z (n+k=1)!(n=k)! -Z (n+k) ! (n=-k=1)! ) . (10.5)

14 McFarland David D, 1970. Effects of group size on the availi—
bility of marriage partners. Demography 7: 411-415. :
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El 1¥mite superior de la segunda sumatoria es n-1, puesto que si fue
ra n, en el denominador quedarfa el factor (-1)!. Al considerar k=2 en la primer
sumatoria el valor resultante se cancela con el correspondiente de la segunda su

1

matoria cuando k=1, donde ambos valores son iguales a BTNt Todos los

los demfis valores se cancelan similarmente, excepto para k=1 en la primer sumato

ria, donde el valor correspondiente es ﬁ;—,—!- . Por lo tanto el niimerc espe-

rado de hombres sin casarse es:
n .
1 1
(1 (5 i At ln-1)1
1 n
(2n)!( 2 fﬂ nint

1V (2n)! : .
(Tf TPy B ) ’ (10.6)

]

Por simetrfa, el niimero esperado de mujeres sin casarse debe ser el-
mismo que el de hombres, por lo que para amboe Sexos se tiene un valor esperado-
de

n
1 {2n)!
(TT 2n —im _ (10.7)

personas sin casarse, o bien como una fraccibn de los 2n individuos del cIrcuLo%s
n o
1 (2n)1
(——}'2 ntal (10.8)

La aproximacién de stirnngls para el factorial es:

- 1
nt o= n" e 2R (14 5. {10.9)
en la cual se han despreciado los términos a partir de 12 .

n

Sustituyendo esta aproximacisn en (10.8):

15 Mchonald, John. 1973. Sex predetermination: Demographic effects.
Mathematical Biosciencies 17: 137-146. o
16 Freeman, Harry. 1938. An elementary treatise on Actuarial Mathe- 35.
matics. Cambridge, England: University Press.



( 7‘ (2n) Ju\'n (1+1/24n)
{n"

(10.10)
ﬂ’n (1 « 1/12:;))
la cual se reduce a:
1 1+ 1/2an . 1 '
—_——— {1 - 1/8n) . (10.11)
R /1202 (ER

De acuerdo a (10.,11), si un cfrculo esté formado por 2n miembros, la
fraccifn esperada de excedente de cualquiera de los dos sexos, o bien la frac——

cifn promedio de quienes no pueden casarse dentro del cY¥rculo, es ligeramente ~—

1
menor que m— N

Este resultado puede extenderse 8 un cfrculo que tenga desequilibrio
de sexos, en el gentido de que 1; probabilidad de que un miembro tomado al azar-
sea hombre (0o mijer) no es 1/2; en este caso se requiere de otro procedimiento -
para sumar la serie, que serfa similar al dado por (10.5) pero con p#l/2.

(CUANTAS FAMILIAS SON EL RESULTADO DE LAS TASAS DE NATALIDAD, MORTALIDAD Y NUP-—-
CIALIDAD?

Sea p(a) la distribucifn por edad de la poblacibn femenina, la cual—
no necesariamente es eatablg, de tal manera que;

- .
!p(a)da = pf (10.12)
-]

donde Pf es la poblacibn total de mujeres. Sea q{a) la fraccibn de mujeres casa-

das a edad a. De acuerdo a esto, el niGmero total de mujeres casadas es:

w

Sp(a)q(a)da - {10.13)
(-]

Es razonable asignar una familia por separado a cada mujer casada, -
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donde para este propfsito, s6lo aquellas que actualmente viven con su esposo o —
cbnyuge son consideradas como casadas. Entonces el nlimero total de familias estf

dado por (10.13), y el promedio de personas por'familia es:

b
——13-3—EL————— , (10,14)
Jp(a)q(a)da
o

bajo el supuesto de que el niGmero de hombres y mujeres es igual en la poblacibn.

A partir de esto, hasta llegar al tamafio medio de familia implicado-
por las tasas especificas por edad en una poblacién estable, el valor dado por -
—Bi%l— se reemplaza por be "o
P

1(a), de la mimma manera que en el capftulo 1.

Entonces se tiene el nfimero medio de persocnas por familia, que es:

2

S~be—ral(a)q(a)da
L .

(10.15)

Egta Giltima expresibn es diferente en concepto, del promedic que se-
obtiene a partir de un censo, ya que en este #iltimo se contabiliza el niimero de-

per-onas'y ae divide entre el nlmero de familias.

La expresibn (10.15) no contempla a las personas que no viven en fa- '
milias por estar en prisiones y otras instituciones, e implficitamente reparte de

alglin modo, los hijos ilegftimos entre las mujeres casadas.
Asimismo, la diferencia principal es que (10.15) proporciona lo que-

estd implicado por las tasas actuales mas que por las tasas que se han presenta-

do en toda la vida de la poblacibn contabilizada en el censo.

MATRIMONIOS Y DIVORCIOS.

Las personas casadas y divorciadas contadas en un censo, asi como a-
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quellas de las diferentes edades y sexos, estlin relacionadas con la historia pre

via del pafs o regifn en cuanto a matrimonios y divorcios.

Es necesario considerar las series de tiempo de matrimonios de los -
afios anteriores, junto con las series de disolucifin de matrimonios por muerte —
del esposo o por divorcio. Este es un principio explicable y compatible con el -~
pasado. Si la reconciliacibén y explicacibn se dan en una pequefia area local se -
debe tener en cuenta emigracifn e inmigracién, asf como matrimonios, muertes y -
divbrcios. pero esta situacién se dejari a un lado en el desarrollo del presente
‘rabajo.

Por simplicidad se hard caso omiso de la edad de los individuos al -

. 1
casarse, tomando s86lo en cuenta la duracidn del matrimonio 7.

Sea u"(x)dx la posibilidad de que un matrimonic que ha durado x afios
se disuelva durante el periodo x a x+dx debido a la muerte del esposo, uf(x) de-
bido a la muerte de la esposa y ud(x) debido al divorcio. SupSngase que inicial-

mente se tienen Po matrimonios. El n@imero de parejas que permanecen casadas al -

cabo de t afios (P(t)) es:
t

P(t) = Py expk‘(um(x) + uf(x) + ud(x))dx) . (10.16)
L]

El nGmero esperado de divorcios entre t y t+dt serf P(t)ud(t)dt. Bu—

poniendo independencia y despreciando segundos matrimonios y posteriores.

Estas causas de disolucibn compiten entre sf. Una alta mortalidad —
disminuye la tasa de divorcios, permaneciendo sin cambio lo demfis. Para esto bas
ta obtener la expresibn que proporciona el n{mero de matrimonios que eventualmen

te terminar&n en divorcio:
it a
D= J P(tiu (t)dat . (10.17)
°
Dividiendo (10.17) entre Po se obtiene la fraccibn esperada de matri

monios que concluirfin en divorcio.

17 Preston, Samuel H. 1975. Estimating proportion of marriages that end 38
in divorce. Sociological Methods and Research 3: 435-459,



LA PROPORCION ACTUAL DIVORCIO-MATRIMONIO.

La proprocifn actual de divorcios-matrimonios es una medida conve—
‘niente del impacto del divorcio. Esta medida es frecuentemente usada, y casi ~—
siempre criticada, debido al hecho de que los divorcios actuales se derivan de —
matrimonios c_)curridés en un periodd anterior de tiempo, y por esta razbn, en el-

denominador de la proprocisn los que deben aparecer son estos matrimonios.

Lo ideal es un esquema de tasas de divorcio de acuerdo a la duracifn
del matrimonio, de tal manera que las tasas especificas de divorcio por duracidn
del matrimonio puedan ser calculadas. Pero cuando esto no es posible, y por tan-
to se tiene que recurrir a pa proporcibn actual de divorcic-matrimonio, se puede
aplicar una interpretaci¥n de esta proporcidn dada por Prestonla

Sean D{(t) y M(t) las curvas de divorcios y matrimonios con relacién-—
al tiempo, respectivamente.

Sea ud(x) la fuerza continua (instantfnea) especifica por edad, de -
divorcios para matrimonios que han ocurrido durante los Gltimos x afios, y sea ——

p(x) la probabilidad de supervivencia del matrimonio por un lapso de x aflos con-—
" tra las contingencias de muerte y divorcio.

De acuerdo a lo anterior, el niimero actual de divorcios debe ser:

D) = ﬁ(t—x)b(x)ud(x)dx . " (10.18)
-]

y bajo una tasa fija de crecimiento r, el nlimero actual de matrimonios es:

N(E) = MOe"t . (10.19)

© Por lo tanto, sustituyendo M(t—x)=noer(t—x) en (10.18) se tiene:

. ‘
plE) =j e T paudxax (10.20)

[

18 Preston, Samuel H. 1975. Idem.
» e 39



A partir de (10.19) y (10.20) se obtiene la proporcibn actual de di-

vorcios—matrimonios:

% = Jq’e—rxp(x)ud(x)dx . ’ (10:21)
-4

40




CAPITULO 11
STOCKS (EFECTIVOS) Y FLUJOS HUMANOS

El estudio de una poblacibn exige relacionar flujos y efectivoslg. -
Los censos reportan efectivos de acuerdo a varias categorfas como son edad, es—

tado civil, pacién y al otras; las estadfisticas vitales mediante flujos-
proporcionan nacimientos, defunciones, graduados y otros datos actuales de simi-
lares caracter{sticas.

Subyacentes a todas las estadfsticas sociales, se encuentran indivi-
duos que van pasando por varios estados de sus ciclos de vida. Ellos empiezan —
por nacer y son reportados en una serie de flujos, pasan algunos aflos en su casa,
entran al sistema educacional al nivel inferior (primaria), tarde o temprano pa-
san a niveles superiores (secundaria y preparatoria), eventualmente ingresan a —
trabajar, donde pueden permanecer brevemente o bien por un tiempo mfs large, qui
zB regresen al sistema educativo estudiando una carrera profesional y finalmente
Jubilarse, posiblemente después de varias entradas y salidas a la actividad pro-
ductiva, Al mismo tiempo pasan por una casa de orientacibn (la de sus padres o —
tutores), se casan y formah una casa de procreacibn, tienen hi jos, se divorcian,
- .e vuelven a casar, enviudan y pasan a lo largo de otras transiciones domésticas.
Si fuera usual, se podria considerar cada estado de actividad econémica clasifi-
cado por los varios estados domé€sticos, pero los datos de que se dispone evitan-
esto, y a su vez, usar dos modelos en los cuales las dos colecciones de estados-
sean tratadas por separado.

Las dos secuencias bosquejadas anteriormente son denominadas secuen—
cia activa y pasiva, respectivamente. La primera de ellas se refiere al indivi—
duo y su relacifn con la produccién y el mercado, incluyendo escolaridad y jubi-
lacibn; la segunda incluye los diferentes sitios de los cuales sucesivamente el-
individuo va formando parte, las condiciones del hogar, su localizacidn. Otra se
cuencia es la que se refiere a la salud y cuidados mé&dicos, como el paso de un -
individuo por estados de salud y enfermedad, visitas al doctor, hospitalizacién,
dado de alta, etc. Algunos individuos entran tambi&n en una secuencia de estados

de delincuencia, iniciando con una conducta aberrante y sus consecuencias, como—

19 Stone, Richard. 1972, A Markovian education model and other examples
1linking social behavior to the economy. Journal of the Royal Statis-
tical Society, Serie A (London) 135: 511-543. '
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son pasar por manos de la policfa, delegaciones, cortes y prisiones.

Para cada uno de los estados de cada una de las cuatro secuencias —
mencionadas, se requiere de una definicifn precisa que determine con exactitud -
los limites de cada uno de ellos para poder cuantificarlos. Un conflicto entre -
ia preciui&n de la medida y la relevancia del concepto siempre existe en cual———
quier ciencia empfrica.

Para introducir la notacibn e ideas de manera sencilla, consid&rese—
el siguiente ejemplo: una secuencia con 88lo dos eatados y sus correspondientes—
flujos de nacimientos y muertes. SupSngase una matriz S, en la cual los elemen——
tos de la subdiagonal son las probabilidades de sobrevivir de una edad a la sl——

L L
guiente, donde la primera de ellas es Ll , la segunda
' o

, ¥ asf sucesivawe—-

mente; todos 1los elementos, excepto los de la subdiagonal, son cerc. La pobla——
cibn nueva que ingresa cada afio por natalidad o migracifn estd dada por un vec—
tor vertical b, suponiendo que b contiene un nlimero Lo en la primer entrada y ——

cero en las demfs.

Entonces s8i la pcblacién al tiempo t.ea Pt (también un vector verti-

cal), se tiene que:

P, =S P_+b

i)
]

SP,. +b=S P +b

Después que este proceso se ha mantenido durante largo tiempo, el ——
término StPo degaparecerf, en efecto, todas las potencias de S m#s allf de la —

m-1 desaparecerfin si S es una matriz de m x m, la cual consistirf s6lc de ceros.

a2



Similarmente, si t m, los tE&rminos Stb son cero, por lo que se pueden sumar sin

problema. Asf se obtiene la serie

Pt=b+3b+52b+... tym

=(I+S+52+...)b . (11.1)

La suma de una serie geométrica de matrices se obtiene de la misma -

manera que la suma de una serie de escalares, dqnde la razén es menor que uno.
Sea T la suma:
T=TI+5+8%+ ... ‘ (1];.2)
'M.lxltipliéando (11.2) por S:
TS =548 45 4. = RED

Haciendo la diferencia de (11.2) y (11.3):

) S

T-TS =1
Poi‘ ‘lo que:
T . .
T = T-%§ - (11.5)

Sustituyendo el valor de T dado por (11.5) en la expresidn (11.1), -
se obtiene la distribucién de poblacibn por edad al tiempo t:

P, = (I- syl , (11.8)

d_ohde (1T - S)-l es la matriz fundamental que corresponde a la matriz original s,

a la cual se le puede dar varios usos.
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Para el caso particular gque se tiene_. S proporciona los sobrevivien-
tes como transiciones entre dos edades consecutivas. E1 determinante de (I - 8)-
es flcil probar que es igual a la unidad y que por tanto su inversa es la trans-
pue.ta de los cofactores de los elementos de {I - S), es decir, para el elemento
situado en la entrada iJ de la inversa, se introduce el valor del determinante —
que se obtiene al eliminar el renglén i y la columna J de la matriz (I ~ S).

Este procedimiento proporcicona la matriz fundamental de la ‘matriz de
supervivencia:

- E
1 o ) ) e e ..
L .
+ 1 0 o e e e e
0
Ly Ly
T T 1 Q . e s s s
() 1
L L L
(T -1 . -f’- .L_3_T3— 1 0 . . . (112.7)
. ) 1 2
| - - . Coe e ]

Los elementos de la primer columna de (I - S)—l son las probabilida-v
des de supervivencia desde el nacimiento hasta cada edad alcanzada x; los de la-
seg_\xn&a columna, las probabilidades de supervivencia de edad uno a edad alcanza-
da x, y asf sucesivamente para las columnas ‘restantes. Los totales de cada una —
de las columnas proporcionan la esperanza de vida a cada edad, iniciando en la -~
edad cero, uno, y asf sucesivamente. Expresado formalmente: si R es el vector ——
de unos, R=(1,1,1,1,...), entonces el i-8simo elemento del producto de R por la-



matriz dada por (11.7), esto es, R(I - S)-l. es la esperanza de vida para una —
persona que ha alcanzado la edad i.

Simplemente, para llegar a una versidn inexacta de la tabla de vida,
el anfilisis matricial anterior es muy pesado asf como superfluo. La ventaja que-
tiene es que proporciona efectivos poblacionales en términos de flujos, no sdlo-
para muertes sino para cualquier otro evento.

Se tiene la posibilidad de sumar las potencias de S debido a que S -~
se anula después de cierta potencia. Esto no sucede en general, pero en muchas —
situaciones los elementos de las potencias son muy pequefios y decrecen en forma-
de progresién geométrica. Esto sucede cuando S es parte de una cadena absorbente
¥ lo es en el sentido de que cada uno de los individuos es absorbido pdr el even

to muerte ya sea temprano o miis tarde en su paso a través de varias edades.

Algunas de las condiciones mencionadas se pueden ilustrar para un -—

modelo de poblacidn escolar y su ingreso a la fuerza de trabajo.

Preparatoria

(=)
Secundaria @/

Primaria @ /écnica
Fuerza de Trabajo
@ Preescolar

Fig 11.1 Grffica del proceso a través del sistema esco—
lar y puntos de ingreso a la fuerza de trabajo.

Licenciatura
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Considérense 85lo los flujos presentados en la grifica de la figura-

(11.1) y su correspondiente matriz Szo. Se fija S en una matriz A que incluye -~

absorcién por terminacifn de los diferentes grados de escolaridad:
A = N (11.9)

o bien, escribiendo 1 (uno) donde se dan transiciones positivas:

1 2 3 3 s 6 7
1fo o o o o o o]
2l1 o o o o o o
3lo 1.0 0o o o0 o

A=1i4l0 0 1 0o ©0 0 © {11.10)

sflo o o 1 o o o
6fo o 0o 1 0.0 o
7o 0o 1 1 1 1 1

Cabe sefialar que tanto en la gré&fica (11.1) como en la matriz dada -
en (11.10) se han omitido mortalidad y repeticién. '

Cada periodo de tiempo a través del cual el proceso va pasando es ——
reprentado por una mu'ltipiiéacibn por la matriz A, y como A se mueve hacia po—-
tencias mfis altas también lo hace S:

A" = , (11.11)

donde Tn representa la salida del sistema.

Varias observaciones se pueden hacer sobre el esquema anterior:

(n)
iJ

1. E1 elemento s de " para i y j no absorbentes, in-'

20 Keyfitz, Nathan, 1977. Applied Mathematical Demography. University a6
of Harvard, John Wiley & Sons, New York.



dica la probabilidad de que un individuo que inicié en el estado j se encuentre-
en el estado i al cabo de n periodosn,

2, El elemento L de la matriz N, N=(I - S)—i. repre—--

e]l ni o esperado de que la cad que inicib en el estado j est$ -
en el estado i no absorbente.

3, Bl j-¥aimo elemento de RN, donde R es un vector hori-
zontal de unos, es el niGmero esperado de pasos antes de ser absorbido un elemen—
to que inicia en el j-Gsimo estado no absorbente.

4. La oportunidad de ser absorbido dentro del estado i -

de la matriz A, para un elemento que inicis en el estado j, es el elemento bij' -
21
" .

de la matriz B, donde B=TN=T{I - S)

21 Kemeny, J.G: Snell, J.L.; and Thompson, G.L:, 1974. Introduction to

Finite Mathematice. New York: Prentice Hall. a7



CAPITULO 12
DEMOGRAFIA DE LAS ORGANIZACIONES

Lo tratado hasta el momento en el desaryollo de este trabajo se usa-
generalmente para grandes poblaciones; se ha presentado teorfa empleada en el —
estudio de poblaciones a nivel nacional, sin embargo, &sta es una restriccién —
inapropiada, ya que cada ciudad, corporacién, escuela, hospital, sindicato o lu-

gar de descanso, tiene su propia demografla.

El funcionamiento de comunidades e instituciones depende de flujos -
de permonas, cuyas entradas son anflogas a los nacimientos y sus salidas a las —
muertes. Para instituciones que tienen relativamente bien definidosﬂsua puestos,
diferenciados por edad y sexo como en una poblacifn nacional, y en suma, por ha-
bilidades y otros requisitos, una demograffa que analice esta situacién es un —
tema muy extenso, razén por la cual lo que se presenta a continuacién es sola-—

mente de carficter introductoriozz.

PERDIDA DE PODER.

Un aspecto del nGmero de personas en una organizacién, ha sido lla—
mado por Coleman23 "béfdida de poder", es el que se refiere a la disminuciSn de-
la influencia de un individuo conforme la organizacibn crece en tamafio. Esta si-
tuacifn se observa claramente en el proceso electoral, donde el individuo tiene-
en su poder la desicién, s8lo cuando sus asociados estfin divididos mitad y mitad.
Se puede mostrar que la probabilidad de tal divisién es inversamente proporcio—
nal a la rafz cuadrada del tamaflo del grupo votante. Esta ley de la rafz cuadra-

da inversa se deduce f&cilmente.

Con 2n+l1 individuos votando, la posibilidad de que el voto de una —
persona sea decisivo, es igual a la posibilidad de que losm otros 2n individuos -
voten n a favor y n en contra de cualquier situacifn en debate. E1 nGmero de —-
22 March, James G. 1975. Comments at Conference on the Demography of

Education. Harvard University, April.

23 . 1973. Loss of Power. American Sociological Re—
view 38: 1-17. .
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—'-‘—lF-'; el nimero total de combi-—

formas en que esto puede suceder es igual a

naciones de los 2n votos es 22n’ dado que cada uno de ellos puede ser a favor o-
en cont;ra.

Con posibilidades iguales sobre cada voto, la probabilidad p de que-—

de 2n votos, n sean a favor y n en contra es:

n
p =(—;—5 A2mt (12.1}

nint

La solucién viene a ser formalmente idéntica a la encontrada para la

fracci6n de personas solteras dada en (10.7).

Utilizando la primera aproximacién de Si:.i!'l.’mgzu1 para el factorial:

nt=n"e™ J2Wn , se tiene que:

P = L (12.2)

Con n=3 se tiene p=0.3257 contra el valor exacto 0.3125; con n=5 ———
p=0.2523 contra el exacto 0.2641. Para valores mayores de n el error de la apro-
ximacién es insignificante. Esto establece la proposicién de que el poder de una
persona decrece de acuerdo a la ralz cuadrada del tamafio del grupo dentro del —-
éual estf participando‘, supéniendo que ella es la filtima en votar. En la condi—
cidn simé&trica, antes de que la votacifn inicie, cada miembro puede tener nada - -

més y nada menos que —';l"— del poder.

EXITO DE ORGANYIZACIONES POLITICAS.

C‘?leman25 afirma que uno de los medios por el cual un individuo pue-—
de aplicar su habilidad social para conseguir poder es reestructurando al elec—
torado. En la vida real un electorado, ya sea un club social de j6venes, una co—

munidad o un pafs, ests integrado por pandillas, facciones, comités, partidos y-

24 Freeman, Harry. 1938. Idem.

25 Coleman, James S. 1973. Idem. 49



6trol subgrupos.

En la celda mAs pequefta, la probabilidad JV;E' proporciona una opor-

tunidad inapreciable al individuoc. Cada persona bien puede lograr cierto sentido
del poder a través de tener el voto decisivo en el partido, con una frecuencia -
relativa, atn cuando las decisiones afecten aspectos menores, tal como la forma~

en que el partido como totalidad, votars en una gran contienda.

Si la votacidn es por grupos, la oportunidad de que una persona sea-
- el votante que decida, es un poco diferente a la que tiene cuando vota indivie—
dualmente, Evidentemente una persona gana poder cercano al radio de /5—. por ser
miembro de una coalicidn que contiene la mitad de miembros m&s uno. Ella gana si
forma parte de una coalicién de cualquier tamaflo que vota conjuntamente, mien——
tras otras votan de manera individual. Coleman26 prueba que el tamafio de la coa-
licibén que maximiza el poder de la persona, es considerablemente menor que el ——
51% que proporciona el control absoluto.

"JERARQUIAS ECONOMICAS.

Las organizaciones econSmicas frecuentemente se dividen de manera --
natural en JerarquIaé,’en virtud de los8 requerimientos técnicoé de produccién y-
toma de decisiones. Para simplificar una organizacifn tfpica, supSngase que hay-
un s6lo dirigente en ella, el cual tiene s personas que le reportan directamente
a &1, y cada una de &stas tiene a suU vez 8 personas que le reportan, donde s es-

denominada la esfera de control

Si existen n niveles, entonces el personal de la organizacidén ge ——-—

distribuye de la siguiente manera:

nivel 1 2 3 s e e o m

nlimero de empleados 3 s 8 e e 8 '

y el perscnal total al tiempo t 38ri:

26 Coleman, James S. 1973. Idem.

27 Keyfitz, Nathan. 1977. Idem, : : 50
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Entonces, 8i se realiza un retiro en el nivel i, la oportunidad de -

promocifn para cada individuo del nivel i+l es

» esta oportunidad es un va-
8

lor muy pequefio para el escal®n mis bajo de la jerarqufa.

Hay que hacer notar que coﬁo 8 eS8 MAYOr que uno, hay mis personas -—-—
en el nivel m&s bajo {nivel n) que en todos los demfis niveles auperiores juntos—
(del nivel 1 al n~1}. Si la antiguedad se mantiene para la promocién, el punto -

medio entre la cima y la parte mis baja se encontrarXi siempre dentro del nivel —
més bajo.

Una persona en una organizacifn con una esfera de control de 5, es —
decir 3=5, estarfi a un 80% del camino hacia la cima en el momento en que es as~=—
cendido fuera del nivel més bajo cuando la escala esti en términos de individuos;

pero cuando dicha escala esth en funci®dn de niveles, la persona estard tan sSlo-

a —%r— del camino a la cima (el primer nivel).

Suponiendo que la organizacidén inicia con PO empleados distribufdos-
en k estratos, entonces:

- _ 1
Po =1 +8+8 +...+8 = =1 (12.4)

y sl crece a una tasa r, su tamafio al tiempo t puede expresarse como:

P(t) = P . (12.5)
Igualando (12.3) y (12.95):

g8 — 1 s — 1 rt - ’ .

P ’.1 = a—— e . {12.86)

51



Para una poblaciém pequeiia, el error al sustituir a” por 8" -1 y sk

por ak - 1 es despreciable. Esta situacién permite resolver (12.6) para n:

L R . (12.7)

por lo que:

n==%+ Ine ' (12.8)

donde k, el nmero inicial de niveles, s6lc depende de la poblacién inicial y de
la esfera de control.

De lo anterior se concluye que la creacifn de nuevos niveles se da a

una tasa constante de _TEEE_ por unidad de tiempo , equivalentemente, que cada -

iIns
r

unidades de tiempo se crea un nuevo nivel.

Los 1fmites de una organizacién no siempre estfn bien definidos; ——-
en efecto, estos limites puedeq estar determinados por el punto de vista del in-
dividuo. Por ejemplo: un enfermero en un hospital estf cerca de la parte mis ba-

. ja de la jerarquia hospitalaria, pero si se plensa que los pacientes forman par-
te del hospital, entonces se adiciona un nivel sustancial debajo de &l. Un ayu-—
dante de profesor en una universidad, est& en la parte mfs baja o no, dependien—
do 8i los estudiantes son o no inclufdos en la jerarquia universitaria. Un miem-
bro de una facultad puede estar en un lugar alto de alguno de los departamentos—

de ella, paro en un lugar bajo en la coleccibn de departamentos de la universi-—
dad en la que se encuentra.

Suponiendo que las reglas de una organizacién son determinadas por -
absoluta antiguedad, tal que cada uno de sus miembros tiene un turno para estar-
en la cima s6lo por un periodo corto; en una condicién estacionaria, la fraccibn

de su servicio que puede tener en la cima es:

52



L s__.__:"l . . (12,9)
P s -1

St é=5 y n=9, un individuo podré eatar en la cima de la organizacibn

&:ﬂntcs
5 =1

' - wervicio. g

de su carrera, lo cual equivale a 11 minutos de sus 45 aflos de-
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