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I. INTRODUCCION

Actualmente no se conoce con certeza s1 la £0rmac16n de

galaxias se llevéd a cabo o no mediante procesos disipativos, 81
tal es el caso, las actuales galaxias no reflejan las
condiclones 1iniciales de las c¢uales se formaron. En caso

contrario puedén retener suficiente informacidén y reflejarila en
su morfologia, cinematica y dlnémléa actuales. Por +tanto, un
conocimiento mas hapegado a la realidad de estos aspectosg, dexe
conducir a. un me jor conocimiento de las condiciones
prevaleclentes’ en el . universo durante la etdpa de formacidn de
galaxias.

Reciehtes trakajos observaciohales, empezando en 1976 con la
obtencidn de las primeras curvas de eraclén de @galaxias-
eliptiéas. han  pﬁest§L‘en‘ evidén01a ‘nuevos. aspectos  de su
. morfblogia g? aindimyca que cambian . la visién gﬁe devellas se
tenia. Algunos de estos aspectos son,'por'unvlado, 1a estrﬁctura
triaxial de las galaxilas, cuya existencia estd basada en las
bajas velocidades de rotacidn, alta dispersidén anisotrdpica de
vbveloc14adesi? los gradientes de e11p{;§1dad Q'pbsidién angular de
las isofotas, observadas. Por otro lado, los trabajos tedricos
que al . hacer uso de la teoria de formacidn de galaxias por
colapsos no disipativos, de condiciones iniciales anisotréplcas
en las velocidades ¥ una relajacién por oscilaciones del campo
gravitacional, logran explicar las observaciones a partir de
estructuras +triaxiales sin rotacidén., Actualmente se cree gque
existen dlstlntoé tipos de galaxias elipticas:  +triaxliales,

oklatas anisotréplcas, ¢oblatas por rotacidén e incluso prolatas,.

En  particular, 108 modelos de galaxlas triaxiales muestran
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que éstas solo pueden existir s1  son slstemas altamente
anisotrdpicos. - Debldo a ésto no es posible asoclarles un
potencial axisimétrico, pues este tipo de potenclales predice un
planc de 1isotropia, 1nexistente en las galaxias triaxiales. La
anisotrépla necesarla para sostener una galaxla trilaxial, estable
por 10!'? afios, se da s1 su funcidn de distribucion posee tres
integrales de movimiento: la energia y otras dos no clasicas. La
forma analitica de 1las 1ntegrales de movimiento no es posible
conocerla ya gque las ecuaclones de movimiento resultan ser
acopladas, sin embargo, Schwarzschild (197¢) ha. construido, en
base a un perfil de dén51dad,dé Hubble, €1 primer . maodelo  de un
potencial triaxial cuyas Srbitas asocladas tlenen tres integrales
de movimiento. Estas érbitas definen tres familias presentes
también en los 1lamados potenciales de Stdckel, separables en
coordenadas elipsoidales y para los cuales se conocen las tres
‘integrales de movimiento “en ‘forﬁa5‘ana1itita- E1 ajusfe‘de un-
potencial integrable de Stdckel perturbado que mis se parezca a
un. potencial galactico, lieva a expresiones analiticas
aproximadas de las integrales de movimiento galdcticas como
~perturbaclone§ de las de Siéckel.

La dindmica de las galaklas triaxiales  seré el tema de
estudio de este trabajo, cuyos objetlVvos son en primer lugar, dar
los argumentos que sostlenen la existencia de estructuras
triaxiales; reproducir y generalizar algunos de los pasos del

modelo autoconsistente de Schwarzschild y mostrar que presenta un

»

potencial repulsivo no deduclble de las ecuaciones. Se hara la
correcidn al potencial. Aungue poslibklemente la CQFI‘QCClén
presentada en este trabajo camkie las conclusiones de

Schwarzschild, la verificacidén de tal aseveracidn. no sera parte
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de los objetivos debido a los problemas de tiempo de cdmputo que
representa, pero se dardn algunas condiciones bajo las cuales
sigue siendo valido. El objetivo principal es dejar expresado el
potencial triaxial en términos de las razones de elJes, 1o gque
permitira modelar galaxias triaxlales, oblatas, prolatas Y
esféricas sin rotacidén. A partir de un ajuste se expresara el
potencial en términos de potenciales de St3ckel para hallar las
expresiones analiticas de las tres integrales de movimiento.
Estas gquedaran también en funcidn de las razones de ejes y dejard
ablerta 1la posibilidad de estudiar su evolucidn al pasar a
distintos tipos de galaxias. También como parte de 1os objetivos
es introducir las técnicas de exploracidén de vsistemas
hamiltonianos ﬁue son Utliles para evaluar hasta gque grade un
potencial galdctico es integrable. Es decir =1 el potencial
modelado conserva la estructura orbital para considerarse
estable. v' |
éon tales £ines el trabajé se ha orgénizado de la 51gu1€nte
manera: en el capituloe II se daran los argumentos observaqionalés
Yy tedricos que sostienen la existéncia de galaxias triaxlales, Se
’béfévénfasLS'én que 1a velocidad de rotacioén no es ‘suficienté
para producirvla éllptLELdad obéérvada Y 1a necesidad de una alta
dispersidén de velocidades como mecanismo aliernatlvo de
achatamiento. En 1III se describirda 1la teoria de formacidén de
galaxias por colapso no disipativo a partir de c¢ondiclones
iniciales anisotrdépicas y relajadas por el mecanismo de la
relajacidén violenta, gue conduce a estructuras elongadas oblatas
Y triaxiales sin rotacidén. Agui se vera gue la anisotropia no es

estrictamente necesaria rara Oopbtener este tipo de

configuraciones. En el capitulo IV se 1introduce ta teoria de los




potenciales separakbles de Stackel y se dan las expresiones de las
integrales de movimiento. Se hace uso de la teoria del teorema
KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) y de 1os mapeos para explorar
sistemas hamiltonianos, que dan 1indicios de la existencia y
destruccidn de Integrales de movimiento. Se vera que la
destruccidén de integrales de movimiento da origen a regiones
cadticas en el espacio fase, que pueden ser estimadas por la
integral de Melnikov. Una region cadtica pequeda no altera la
‘estructura orbital glokal de un potencial de Stdckel perfurbado Yy .

puede simular un potencial galdctico. En V se reproduce parte del

modelo de Schwarzschild y se corrige el potencial. Se expresara
el potencial en términos de las razones de ejes Y a partlr‘de Los
potenciales de Stickel se hard un ajuste para hallar 1las
expresiohesw aprbximadas ‘de ‘lés ‘1ntegralés bde,'mov;miénto' de
galaxias triaxiales. F1na1men£e en V1 se‘q presentérén: iéé

C_OnCIU.SiOIIQS Y se discutiran los trabajos que pueden realizarse a .

partir de 10 elakorado en éste.




I1. TRIAXIALIDAD Y ANISOTROPIA DE GALAX1AS ELIPTICAS

Durante mucho tilempo se pensé que el momento angular de. las
galaxias elipticas era suficliente para explicar la elipticidad
observada, pero mediciones de algunas curvas de rotacidén muestran
que su velocidad no es suficiente para producirlia. Adicionalmente
se ha observade que las isofotas de algunas galaxias, presentan
un gradiente de elipticidad y posicidn angular comoe funcidn de la
- ‘distancia al centro de la galaxia. Estos elementos rompen con la
visién biaxial de las galaxias elipticas yé gque el aplanamiento
puede ser explicade sl1 la nube protogalaetlca poseé una alta
dispersidén anisotrdpica de velocidades y un bajo o nulo momento
. angular. Los gradientes observados en las isofotas se explican si
la estructura es triaxial.

Paré:delinéér lbs argumentos_que conducéﬁ a la ldea de la
triaxialidad, discutiré en a) la relacidn existente, para las
galaxias elipticas, entre su excentricidad Y su momento angular
,'bajd"1a'fhipétes1svdg que son elongadas por rotacién, v en b) la
' inconsistencia de este resultado con las  curvas de» ﬁbfé¢i6n7'
obsérvaéxonales. Tambkién en b) trataré sobre el mecanismo
alternativo de la dispersién anlsotrdépica de v91001dadés que.
explica 1l1la elipticidad de las galaxias. Se menclonaran, en c),

los elementos que sugieren la existencia de galaxias triaxiales.

a) Relacién tedrica excentricidad-momento angular

Los primeros intentos por modelar galaxlias elipticas
estuvieron basados en un razonamiento inverso . al que Newton
utilizé para explicar el origen de la geometria oblata de 1la

“ Tierra: ‘un slstema -.autogravitante, come 1o es una galaxia, que
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presente excentricidad distinta de cero debe encontrarse rotando

con  una velocidad angular suficlentemente grande como para

produclr tal deformacion. Tal es el cazo de los esferoilides
homogeneos; Aikawa (1971), por otro lado, ha demostrado gue los
modelos de galaxias elipticas construidos como esferoldes

politrdpicos [PEKP(”“)V"J en rotacién diferencial, muestran un
comportamiento similar al de un esferoide homogéneo que rote con
velocidad angular constante. Aungue la condicidén de homogeneidad
no es aplicable a las galaxiag, en lkase a la gsimilaridad
demostrada por Alkawa deduciré la relacidn existente entre la
excentricidad e y 1la velocidad angular O para un sistema
‘homogéneo. Para un esferolde con semiejes a,,a Y cuyo eje de
simetria coincida con el eje de rotacién a,, el teorema vairial

tensorial toma la forma (Chandrasekhar, 1969):

Wej + QF(Ly; - dy5l5,) = -8,
donde I, W y T son respectivamente los tensores de 1lnercia, energia
gravitacional y energia interna. De agui se obtiene la expresidn
para Q? en unidades de -wGp

QF=2(A,-A3153/1,4),

donde las A, por estar definidas en términos de los ejes,

introducen la geometria del sistema:
® (Y - A
Afza,a2a3£du/[A(af+u)J, y af=1,(a);+u).

Bajo 1a condicién a,za.>a, se obtliene la secuencia de




-7-

egferoldes oklatog llamada de HMaclaurin y caracterizada por:

Qf=2e"?(1-e?)(3-2e?)sen~lte -6e~2(1-e7) ,

Y momento angular:

L=3MQ(a%a,)2/2/5,

donde M es la masa del esferolde. La Fig. Il.i1 muestra estas

relaciones.

Se observa de las gréflcas que la secuencla va de

i

de una
'~ esfera cuande el momento angular es cero, hasta un disco cuandeo
tiends a infinito;

Existe un punto R sobre la secuencia en Q2=0, 3742 donde el
ésferoide se vuelve secularmente inestable. Esta inestabilidad da
origen a una nueva secuencia de elipsoides triaxiales llamada &e
Jacobi{f‘con a,>a,>ag. Se éuede demoétrarique;para'Valqre§ fijos
vde L, M ¥y V(volumen del sistema) 1a~enérgia téfal es ménéf para
las conflguraciones triaziales que para las‘conflguraclones con
simetria kiaxial. De acuerdo a esto, un esfercolde de Maclaurin
Mévqlucionaréf a un _elipsg;de.dé Jagobl s1 opera algun mecanismo
disipative (viscosidad del medio), con el cual elimine su exceso

de energia. Si se realiza el anaii

/43

1

]

de” establildad, se
encuentra que son 10s modos secforxales de oscilacién 1los que
¢conducen a una evolucidn de este tipo. Escencialmente, los modos
sectoriales describen la oscilaciédn de los hemisferios del
sistema. Si no interviene ningin proceso dislpatlvo, pasando el

punto R el esferoide de Maclaurin eoscila,
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vVariacion de la excentricidad comoe funcion
de la velocidad y el momento angular.

‘Para una excentricidad dada el élipsoide de Jacobi rota mds
"lento &ﬁe el correspondiente de Maclaurin debido a que su momento
de inercia es mayor. De la misma grafica puede verse gue para - un
valor £ijo de Q existen tres configuraciones posibles, de
 ”qx¢entr1¢1dad distinta, que puede asﬁmir un sistema: | dos
esferoides oblatos y un elipsoide triaxial. '

. Ahora bien.:aparentemehie las gaiaxias’elipticas son sistemas
‘conservativos sobre los qﬁe no opera ninguin proceso disipativo,
'Esté‘ hecho, por el razcnamiento anterior excluye como modelo una
3é§tfﬁ¢£ﬁra»triaXiai,esfabie.'Por‘tanto. s1i- 1a excentricidad . de
’iés gaiax1as fuese ocasionada por la existenCia de alto momént@
angular, las curvas de rotacién’ observacional vy ia tedrica,
correspondiente a un esferoide oblato de Maclaurin con la misma

excentricidad deben ser similares.

k) Achétamiento por dispersion anisotrdépica de velocidades
"En 1975, Bertola y Capaccioli lograron medir la primer curva
de rotacién de una galaxia eliptica, NGC4697, clasificada por

Sandage(1961) como ES . Encuentran que hay una parte central que
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rota comoe cuerpo rigido doende la velocidad v, aumenta lineaimente
con la distancia al centro hasta un maximo de 65Km/seg, luego e
mantiene casl constante en rotacion diferencial. Al TOrregLr por
efecto de proyeccidn, Bertola y <Capacciolzi concluyen Jue la
maxima velocidad de rotacién Posikble para la gailaxia es de 85
km/seg, muy baja para ex¥plicar la elipticiad oksgervada, rues la
velocidad de rotacidén tedrica para un esferoide ES de Maclaurin
es de 300 km/seg.

La inconsistencia entre las observaciones y los modelos fué

confirmada por . Illingworth (1977) Jquien encuentra Jue las
velocidades de rotacidén para 13 galaxias elipticas  son
aproximadamente . 1/3 de las requeridas para explicar 1la

elipticidad a través de esferoides de Maclaurin. Illingworth
concluye gque s1 las galaxias fuesen oblatas, el bajo valor
‘encontrado para su momentovangular indica que la distribucion dé
-velocidades en iai&ireécién z debe ser menor gue en iaSVOtras-dos
direcciones. De esta manéra'el sistéma se aplana sobre el plano
de simetria sin necesidad de rotacién.
Por  otro .lado, Faker y Jackson{(1976) han encontrado una
;rélgcjéﬁgéntpé-la”1um15651dad'L de las galaxias y su dispersién
central 'de velocidades o: Locod, 1o gque permite cuantificar la
razén de energia cinética rotacional T, a interna T, a través de
1a relacidén deducida del terema virial:
T./T;=(v/0)2.
En el c¢aso de NGC4697 King y MinkKowsKi(1966) han encontrado
que =310 km/zeg, por 1o gque €1 kajo valor de (v/o)=0.075 refieja
que la energia interna es dinamicamente mAS importante que la
rotacional. Este resultadc tambien se observa en las 13 galaxlias

estudi‘adas por Illingworth, para las cuales v/0 toma valores en
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el intervalo [¢.1,0.45%5), de dcnde ke immflere Jque en extas

galaxias el achatamiento no es producido por la rotaclén, y en
cambioc puede ser ocasionada por 1a alta dispersisn de
velocidades,

A raiz del descubrimiento de Bertola y Capaccioll, Binney
(1976) realizd un 1importante experimento numérico en el gJue
demuestra que una formacidén de galaxias a partir de un colapso
con condiciones 1niciales anisotrdpilcas en la dispersion de
veloclidades retiene, después de que el sistema se ha retajado,
suficiente anisotropia éomé para aplanar el sistema aun cuando
tenga solo una pequeda rotacién. La configuracién final obtenida
es un esferoide oblato anisotrdépicdo o una configuraclén triaxial.

Para comprobar este mecanismo no rotacional de achatamiento,
Binney (1978) dedujo una relacién entre el coclente Vv/o ¥ los
diStiniqs gradoé de: anisotropia = para sistemas oblatos cuya
A,déhSidédb sé_'eﬁéuéntbavestratxficadaveﬁ elipsoides siml;éres..ﬁn'k

‘élstema como éste tiene lsofotas concéntricas Yy cbaxiales.
. Tomando €1 primer momentoe de la ecuacidn de Boltzmann, se obtiene

‘el teorema virial tensorial
ARNEE DI
donde T es el tensor de energia c¢1nética. Supongamos gque la
galaxia rota sobre el eje menor X, Ccon una velocidad angular Q

Si se elige un marco de referencia comdvil al sistema se tiene

que:

/2 = Q0 -81 ), con dl=I_.-I,>0.
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Sustituyendo en [I.2 y descomponlendo el tensor de energia
interna en la presién y su componente aniscotrdépica de velocidades
O, ,=Ms,; + My,; , se obtlene:

.. 1I.3

[2(T,,+T,,)+3N]/L2(T, 1*’T22‘3.ﬁ331=(w1 1 *Wao+Wa) /(W 1*Woo-2W, . )

Debido a gque no hay movimiento a 1¢ largo del ejge de
rotacién, T,,=0, y 1la energia cinética queda dada solamente
por:T,,+T,,=Mv2/2 y T+, ,=Moc?. Sustituyendo en II.3

..o I1.4

(O/VI B (IW,  + Wy #W5a) (143Q5/2) /IW,  +W,,—2Wa5] ~ 1 -3@,/2)/3,

donde Qf=-ﬁii/(T,,+T22) mide el grado de anisotropia en unidades
de energia cinética. Roberts (1962)‘demostr6 que el tensor - de
.para un' elipsoide con superficies de

energia. potencial W,

LI

_isodensidad similares viene dado por: W, ,=-mw?Ga%d,a%A,s,,R, donde

R es una funcién que describe el perfil de densidad. Asi,

sustituyendo W,,,W.,,W;5 e 1invirtiendo II.4, obtenemos
L. II5

(V/0)=([1+3Q,/2] /[ [1~(3A,a,/1)] -1 -3Q,/2)]1/3), con 1=f"ausa.

De aqui se observa que v/o depende solo de la razdén de ejes
implicita en «=a%4A./I pero que es 1i1ndependlente tanto del perfil
radial de la densidad como de la velocldad angular. £n ausencia

de anisotropia, 1.e. Q=0 la forma de una galaxia gqueda

‘determinada por la razdén de energia cinética rotacional a energla
interna isotrdépica. En tal caso se puede demostrar que « s mas
grande para una galaxlia oblata que para una prolata, por 1o gque

en el pPrimer cas¢ la veloc1dad de rotacidn es mayor. Un sistema
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triaxial se comporta en forma intermedla.

La caracteristica comun de las observacilones esg gque v/ o << 1
1o cual puede explicarse de II.5 aumentando la anlsotropia ,
Q,70. En la Fig. 1I.2 se describe la variacion v/¢ come  funcidn
de la elipticidad para diferentes modelos y gradog de
anisotropia. La linea continua corresponde a un esferoide oblato
lsotrépico (Q,=Qy,=0 ). La linea de rayas ¥y puntos es para un
elipsoide triaxial isotrdpico (de Jacobl) y la punteada para un

esferolide oblato anisotrdépico @y=2, @,=-1. Las cruces son datos

c»bserv‘acionales de galaxias elipticas glgantes,.

L] . g -y v -y
- 2
+ observacionales ~ //
’ ) . L /. i
— triaxiales o’
t 8t /'/ L
M e
: L ’ _
g A . | |
1. Sr . SR BN RS
4; /., P 3 ',‘_’,- ._.__ Oblatas ,lsotr‘op
. . -/- —’-’-.‘ . Y A ., C
V47 .-, ~- oblatas anisotrép
o - - - .
- . %
0 Il A 2 s 1 A

0o- 1 2 3 .4 5 .be-—-
) ' Fig. II.2
W/ como: £uncion de la ellpticiad para. distintas geometria< y

T grados de” anisotropla

De esta grafica se puede Vver que los Puntos obserVéélohélés
_due&an uniformemente distribuildos a lo largo de la curva tedrica
para un‘esferoide oblato anisotrdépico. Soto una galaxlia caé en la
curva de los modelos triaxiales; es valido, por tanto, creer due
las galaxias elipticas se encuentran soportadas por dispersién

anisotrépica de velocidades y no por rotacién.

C¢) Galaxias elipticas triaxiales anlsotréplcas

King (1978) Y Williams-Schwarzschild (1978) han reportado




algunas galaxias que no presentan lsofotas concéntricas  comoe Lo
supone Einney en sus modelos, pues presentan una variaclon en su
elipticidad y su posicién angular al alejarse del centro de la
galaxia.Fig. 1.3, Sin emkargo Fish (1961) ha demoztrado gque para
un sistema biaxial orientado arbitrariamente en el cielo, las
isofatas son elipses concéntricas y coaxiales, Esto quiere decir
que las galaxlias reportadas por King y wWilliams-Schwarzschild no
tienen simetria biaxial. Para explicar los gradientes observados
és necesarico recurrir a la 1dea de «que estas galaxias son
triaxiales. Esta es una poslibilidad razonable ya gque Stark (1978)
~ha logrado explicar camblos simllérés en la elipticidad vy 1a
posicidén angular de las 1sofotas del ndcleo de M31, mediante una

estructura triaxial.

. Fig I1.3 :
Proyecc1on sobre el plano del cielo de las <uper£1c1e<
- triaxiales de 1gual intensidad.

ionsiderese un sistema cuya luminosidad F,, es constante en

‘elipsoides triaxliales conceéntricos y coaxlales(similares). En un

sistema de referencia Xyz fijo al elipsoide, las 1sofotas estan
dadas por:

(t=#)2 + (uy)? =+ z2 = au;' . ... I1.6

donde t Yy u son las razones de ejes X/Z Y Y/Z ¥ a, €s una

variable que paramétriza la luminosidad ¥ _ =F,(a,). Mediante una




-14 -
rotacidn a través de los dos primeros angulos de Euler es posible
transformar el sistema a un¢o nuevo wry'z’ en el que el eje z'

coincxda con 1a l1inea dque une al apservador con el centro de la

galaxia:
X coOSW —cosgseny sengseny ¥’
Y= seny cosgcosy —gengecose Y’
Z 0 seno cos9 z'

con 1o cual II1.8& se expresa como:
£z2 + gz' +h = a, . R 1 S|
donde lés funciones £,8 Y h dependen de 1l0=s angulos sy w Y la
raz5n ‘de ejes t Yy u . El observadbr en el plano x'y' solec puede
medir el brillo superficial ‘
F,;F,(x'.Y')=£§v(au)dz'. ..11.8

para x' Y ¥’ fijos el 1ntegrando‘ es simétrico respecto ‘al
punto'sobre la,visualléh el que a, Sea minimo. sea a,.este'vaygr"
dado por la con&icxén' ' - o |

y S h
(3a,/32"')az0r de donde as=(h—g2/4£)f R & -

ysgando II.7, II.8 puede'escrlbifse”cbmp:'ﬁ

F5=F5(a5>=2£'*/2£yvtau)(dv—d;)'!/Eaudau.

que es ila 1um1nosidad superflclal parametrlzada poy a8g- Para tos

distintos valores de 2« 11.9 permite hallar la ecuac16n de las

isofotas:

£s=<J/£)x2+a(k/£)x'y'+(1/£>y2. , L I

con ),k Y 1 definidas por
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J=t®u2zenzg+t2casqpcosyg+uizenpcasig,
K=(u2-t2)senypcospcoss,

l=t2sen&yp+uscosyp,

Para una razdén fija de ejes ¥y una orientacion particular del
sistema, II.10 reproduce una familia de elipses rotadas un angulo
constante respecto del semieje mayorr aparente de la galaxia, Y
aunque e1 andlisis ante}ior explica la rotacidn de las iscfotas,
presenta una seria limitacién, pues no explica ni el gradiente de
elipticidad ve ni el gradiente éen la p051¢16n angular v¢ . Léach
(1981), don medlciohes hechas‘con un CCD, mide paré 30 ‘galaxias
los gradientes como funcidn de r, mostrados en la fig. [{I.4. Para
reproducir los posibles ellésoides triaxiales gque pueden dar
origen ' a los gradlentes observados, ,copstruyé una familia de
ellpséidéé de doékparémetfos; la Orléntacién ¥y la razdn de 'ejes.;

;Considera due. ias superficles de 1gua1  intensidad no sbh
elipSoides 51mi1ares sino que la razén de eles varla al alejarse

del centro. Esto se traduce en variar j,k,1 ¥y £ en II.10, por lo

~que ahora esta ecuacién-describe una familia . de elipsoides no

“similares' (ni conténtflcos, ni cbaxxales) Jue presentaﬁ un 
grédiente en la eiipticidad Y la posicién angular. La  £fig. II;S
muestra las . distriducilones (e,9%) ¥ (ve,vp) observacionales y
tedricos, Lés distribuciones resultan ser similares, De todo 1o
anterior puede conclulrse due aguellas galaxias cuyas l1scofotas
presenten gradientes de elipticidad y posicidén angular, son
triaxiales (sin embargo véase Leach, 1981, - donde da otras

alternativas).
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Davis (1982) ha encontrado wque algunas galazias elipticas:
caracterizadas por ser poco masivas® y de bajJa luminosidad,
'~_pfesentan valores de v/0o lo suficientemente altos como  para

_explicar su elipticidad por efecto de la rotacidn. Las galaxlas
iﬁuy masivas y de alta luminosidad presentan valores muy peguefios,
Yy son las que se encontrarian soportadas por una alta dispersién
de velocidades. Por otro ladoe, no todas tas galaxlas presentan
isofotas con gradientes en su élipticidad y posicién-angular, lo
¢ual hace pensar en la posikilidad de que existan_varios tlpos(de
galaxias: - oblatas elongadas por rotacién, oblatas aﬁisotréplcas.
triax¥iales con nula o© kaja rotacidn, e 1ncluso prolatas. vVeremos
a continuacioén, gque {as galaxias triaxlales deben ser sistemas
con alta dispersidn anisotrdpica de velocldades., Segun Binney, s1
las galaxias se forman a partir de un colapso no disipative con
condiciones iniciales anrgotrépicas en la dispersidn de
velocidades, después de 4que el si1stema se ha relajado conserva

suficiente anisotropia como para aplanar la galaxia,
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III. FORHAC]OH DE GALAXIAS ELIPTICAS FOR COLAFPSCO NO DISIPATIVO

Actualmente no se sake =1 las galaxias ze forman o no

mediante procesos disipativos. 31 el proceso es no disipativo,

las condiciones actuales de las galaxias reflejan las condiciones

iniciales de las cuales se formaron, rero en caso contrariao

explicar las galaxias actuales es muy dificit pues se hace

necesario estudiar todos los posibles mecanismos de disipacién Y

el grado de importancia gque tlene cada uno. El resultado final Qe
estos Procesos no reflejaria las condiclones existentes en el
1nicio de las galaxias. Sin embargo, en la etapa de formacidn

estelar en la Jque predomina el Bgas, dominan los procésos

~disipativos, Cuando se han formado las estrellas tales Procesos

desaparecen. En este capitulo, en a), se desarrollarid la i1dea de

Binney de gue las galaxias se forman a partir de estructuras

laminares llamadas -pancakes’', formadas -de estrellas vy ‘en. la

cual existe una dispersidn anisotrépica de velocidades desde el

inicio. Se recurre al mecanismo de os¢clilacidén 'réplda del campo

gravitacional como mecanismo de relaJaclén (relaJacién v1olenta).

Tambidn se describiridn, en b), los experimentos de N cuerpos
realizados por  Binney, Introduclendo la anisotropia y la
relajacién violenta, con 1los cuales logra modelar . galaxias

~¢blatas © sin rotacidn Y e€alaxias triaxiales. En el primer caso
" reproduce un perfil de Hubble de la densidad. En ¢) veremos que
la anisotropia no es estrictamente necesgaria para modelar

galaxias elongadas s=1n rotacidén. Finalmente en d) hablarée de ta

- necesidad de introducir una tercera integral de movimiento I,

para generar la anlsotropia en la disper516n de velocidades.
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a) Relajacion con anlsotropié

La teoria de la inestabllidad gravitacional supone Qque en el
univers¢ temprance £e  producen  fluctuaciones gque hacen que el
medio se fragmente y colapse en aguellas reglones en que la
densidad es mayor que la densidad promedio. Sin embargo el centro
de masa de cada fragmento sigue moviendoese comoe parte del flugo
de Hubble del universo, 1o cual explica la recesién observada de
los cimulos de galaxlias . S1I la energilia gravitacional de las
nubes es mayor gque la energia térmica, sufrirdn un colapso y
fragmentacidén sucesiva, para 1o cual es necesarlo gue Su masa sea

mayor gQue una masa critica, llamada de Jeans(1902):
M = (WKT/uG) 3/29“/2,
J .

Lque,;dépeﬁde"'de 1a temperapurakT y la densidaq P{;éubéhiéh&ofqﬁé “t
en esta época el medio se comporta como uUn gas ;déai ‘(b:PkT/u).
Aunque globalmente el universo es homogéneo e 1sotrdpico dekieron
existir inhomogeneidades tanto en la densidad como -en la
.composicién quimica .y vconsecuenfemente env1é7opac;dad,~ia~cﬁal
debid tener valores peqﬁeﬁos de tal forma qﬁe el proceso  fué
isotérmico. Es decif, aunque las nubes se contraen el material es
muy transparente a la radiacién enfriandose mas rdpido de lo que
se colapsa, t.<t_.. Pero c¢on el colapso aumenta (a densidad y
disminuye la masa de Jeans, provocando una nueva fase de colapso
4 £fagmentac16n. Lin, Mestel y Shu (19¥6%) han demostrado gue una
nube que se colapse unicamente bajo la 1nfluencla de la gravedad
se vuelve altamente anisotrépica. Para cada nueva subcondensacidn
en el proceso, la densidad y la opacidad aumentan, pero la masa

de Jeans ‘disminuye hasta que el materilial se hace tan opaco gque el
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tlempo de colapso ¢ hace menor que &l de enfriamienta, teite; en
este momento el colapso se detiene. En el caso en que la masa sea
muy grande el colapso continua, auménta su temperatura central vy
se prenden las reacclones nucleares, necesarlias como soporte al
colapso gravitacilonal.,

En una nube protogalactica el colapso Yy la fragmentacién
producen nubes de velocidad, dispersidén y seccién eficaz
colisional alta, dekido a 1¢ c¢ual cuando c¢éollislonan crean en  su
frontera un frente de chogue que utiliza la componente
perpendicular del movimiento de . las nubes para elevar .  su
temperatura,% miéntras que la componente bara;ela_distblbuye el

material a lo largo del fr‘ente, engrosandolo. Ver fig., I[II.1.

) : Fig. I1I.1
‘ Collszon de’ nubes de alta velocidad. La. componente V
qé 1a’velocidad aumenta la temperatura del frente de- ghoque,
‘mientras que % di«trlbuye ¢l material a. 10 1argm i

Colisiones subsecuentes de nubes de d;ferente masa y énéulo
de incidencia con el frente de chogue crean nuevas pertﬁrbaciones
en la densidad del gas distribuido en una estructura laminar
(Sunyaev y Zeldovich, 1972). De esta manera el llamado -pancake’
acreta la suficilente masa comoe para volverse gravitaclonalmente

.1nestable e Inicie una dWitima fase de fragmentacidn y colapso. £l
rpancake’ se colapsa pero ahora la alta copacidad de losg

-

. fragmentos permite la formacidén de casi todas las estrellas al
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mismo tiempo, c¢on una alta dispersidén anisotrdédpica de velocidades
heredada de las condic¢iones 1nicliatles anteriores al fpanéake'. Se
tiene entonces un sistema en colapso, formadoe por estrellas.
Lynden-Bell (1967) argumenta gue la distribucidén regular vy
estacionaria de la 1luz gue hoy observamos en las galaxias
elipticas, no se puede dar a través de la equiparticién de la
energia entre las estrellas, ya que el producto final de este
proceso seria una luminosidad central mas alta, y una caida méas
rapida que la observada. Se hace necesario entonces inclulr
~nuevos elementos gue puedan relajar un sistema  estelar. Una
b“posibllidad la da el numero de‘estrellas. Para entender esto
obtengamos el tiempo de relajacidén por colisiones eételares, para
1o cual considerese un sistema con N estrellas de masa m y sean K
Yy v la distancia y la velocidadbestelar promedic respectivamente.
' La razdn entre la energia po{enc1a1 de una estrella debida a otra
‘a ' la distancié promedio - de Sepafacién entre estrellas. Yy su

energia cinética es:
s E(1,2) /T,=GMN /3 RVE, oLy TII

La energia total del sistema esta dada por la suma de la

energia total de cada una de las estrellas:
E=Nmv2/2 - NZm<G/R,

¥y §1 suponemos gque e€s§ un sistema <cerrade en  equilibrio, el
teorema virial nos dice:
-E=zNmvZ,/2 , -2ZE=N®m2s/R?,

de donde III.1 se puede escribir como:




o

Si el nimero de eszstrellas es grande, « es pequerio y lLos

encuentros entre dos estrellas seran en general hilperbdlicos va
gque T, »>> &{(1,2), mlentras gue s1 N es pequeno, es la energia
potencial la gque domina Yy los encuentros tienden a formar
si1stemas binarios (encuentros elipticos).

Para la derivacidén del tiempo de relajacidn se utilizan
encuentros binarios con perturbkaciones pegueiias, de donde

resulta que (ver apéndice A):

t mv?/(mplnN), L IILL2
r

aplicando a esta £érmula los valores caracteristicos de una
. galaxia, sé»encuentra que el tiempo de relajacién es de 10!5
afos, ‘qué"es ‘un~iva16r.més grénde que la edad del uni#érso. En
cambio para un cumulo globular con mucho “menor nﬁﬁero, dé
estrellas se encuentra un tiempo de 10% anos . En términos de la
masa y del radio del sistema el tlémpo queda expresado como:

t,.xavE/NaM! / 2R3/ 2,

ésto indica que para un sistema de masa  dada el tiempo de
relajacidén decrece rapidamente al decrecer el radic. En el caso
de los cumulos globulares en los que el tiempo de relajacidén es
corto (<101%), la energia intercambiada por las estrellas al
formar sistemas binarios puede ser usada por otras para escapar
del sistema. Este proceso de evaporacidén del sistema se lleva a

cabo debido la redistribucién de la energia entre cada vez menos
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estrellas, disminuyendo su masa hasta Jque el cumuio se contrae vy
aumenta la dispersién de velocidades. (Woltler, 1974).

Sin embargo, este no es el caso de las galaxias elipticas
pues el tiempo de relajacidn como ya vimos es muy grande.
Entonces se debe aceptar ¢ bien gue las galaxias son sistemas no
relajados ¥y exXplicar con otro método la distribucidn regular de
la luz, ¢ ien proponer un mecanismo de relajacidn mas répido
que lleve al estado estacionario.

Lynden-Bell ha discutido la relajacidn gque ocurre cuando el
campo gravitacional de una galaxia recién formada £luctida
violentamente: debido a eSstos cambios las estrellas siguen

trayectorias muy complicadas a lo largoe de las cuales no se

conserva 1a energia. Asi el cambio de ésta se encuentra dada por:

de*=-mad/3t,

con e€* 1la energia de la estrella y § el campo gravitacional del
sistema, dependiente del tiempo en una galaxia recién formada. Ya
que:  e€*=m(v2/2-3) si €=e¢*/m es la energia por unidad de masa, su

cambio cOnrel tiembo esta dado por.
de/dt=-35/3t.

El tiempo de relajacién debido a las fluctuaciones del
campo se define c¢convenientemente como:
t

ru:((de/dt)2/€2>"/3:<(6Q/at)3/€3>, : - ... IX1.3

para estimar | A dekemos conocer la forma comoe cambia 3, pero



cinética en

sabemos gue la galaxia oscila transformando eneregia

potencial Y viceversa, en concaordancia con el teorema virial

dependliente del tiempo:

Yy su energia total es: E = T + W, de manera gue =1 el slstema

estuviese en equilibrio con I=cte. tendriamos T=-E y W=2E, pera

g1 no lo esta, T y 6 oscilan alrededor de estos valores ya gue la

energia se conserva. T es la suma de la energia cinetica de cada

estrella pero W es un medio de la suma de la energia potencial:

mv2/2 x md/4, O € x -305/4,

de donde sustituyendo en ITI.3:

tr?':‘3§Q3/§?}*P/?,

‘yféiérémeﬁié'f,v seré~de1 orden del tiempo en el que ag sea
aproximadamente igual a §. S1 existen oscilaciones este.tiempo
serd del orden del periodo de una oscilacidn de la galaxia. Para
TénCOntféf’.él kaiorgiééroxiﬁédo definl@os R pérh “GM?/R = W,
Iéxaunz @oﬂde7A2 es un nﬁmerovdel orden de uné"aproximadamenté'

constante para el modo normal de osclillacidn,cen valor 1/3 para un
cuerpo cuya densidad caé como r~2 y 1/5 para un cuerpo homogéneo.

Del teorema virial:
ARz = 2E/M + GM/R,

Y para pegquefias oscllaciones alrededor del radio de equililbrio
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Ro=GM?/-2E, con R = R, + dR
fe tiene entonces:
2A?RoIR = -GMIR/RZ,

gue es la ecuacidn de un oscilador con frecuencia angular:

w=(GM/2A2R3 )1 /2=2(-KE/M) 3/ 2/ \GH,

D

sustituyendo A2=1/3 vy P:M/(4ﬁR5/3) se tiene:

w=(2WGp)!1/2 o blen t m (RF/GM)1/2 L aIIINa
. ru R e
que . corresponde .al tiempo de caida libre de una galaxia.

Comparando III.2 y III.4:
tp/t ., =V (R3/GNm) ! /2 /M2 GZN1NNAN/ 10N,

_para N del orden de una galaxia N=10!! se obtlene:
- L1010t

E1 éné1;$isvanten1or ﬁééstfé"dﬁépéS{e‘tiﬁof&em”;eiéjééléanés
extremadamenfe rapido. El tiempo deléaida libre de unéfgaléxiaiéSV
aproximadamente 10® afios, por lo gque el tiempo de reiajacién
colisional resulta én 1018, 10® veces més grande que el predichb
por III.2. Esta inconsistencila parece provenir de la forma de
calcular el tiempo de relajacidén colisional. Para ello hemos
dicho que se - utilizan encuentros binarlos con perturbaciones
pedquefias; el barémetro de 1impacto minimo se obtiene cuando

T(1)xd(1,2). Sin embargo, estamos dentro del regimen de

movimiento hiperbdlico, i.e. los encuentros multiples pueden ser
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importantes. Aparentemente se consideran todo tlipo de  encuentros
al sumar sﬁbre todo el sistema, pero no es asi: se suman
sucesivamente los encuentros binarios, En  tal tratamiento ze
dejan fuera las interacciones muiltiples. Por ejemplo, el camblco
en la velocldad av sufrido por una estrella en el campo de otras
dos, sera diferente =s1 se consideran actuande simultanea y no
sucesivamente.

Por otro lado la cancelac;én de la masa en III.2 refleja Jue
la ganancia o pérdida de energia de una estrella no depende de su
'masé, Esto 1lleva a predeéir en laﬂetapé temprana  de . - la gé;ax;a
que tal forma de relaJacién no lleva a ninguna segrega01én de
masa como lo sugiere 1abequ1part1c;6n’de la energia.

Sin embafgo el proceso de relajacidn violenta se ve limitado
5%}; 1as, oscilacibnes' del uampo grav1ta¢ional son rapldamentel
kf;amortiguadas por el proceﬁo de Amortiguamlento Landau en'runoq
cuantos perlodos.(Apendice B). ‘Esfo quiere decir que 21 el
amortiguamiento Landau es eficiente, el sistema no se relajaré
'ftotalmente por oscilaciones del campo gravitacicnal y pasard a un
\jzgéoceﬁoi de relaJac1on por bcollﬁlones,' Es decir cahe vilé 
'p051b111dad de gque las galaxlas lIleguen a un esfado relajado
’uéando 163 dos mecaniémos. S1 el amortiguamlento Landau’ no‘ es

importante, las galaxias se relajaran en 108 ajfos.

b) E]l modelo anisotrépico de Binney

| Binney ha retomado todo este procese para  slmular  una
‘formacidén deé galaxias eliptlcas en base a experimentos numéricos
de N-cuerpeos. En este tlpo de modelos es nhecesario hacer
suposiciones sobre las condiclones 1nlclales prevalecientes en

las nubes protogalacticas, ¥y hacer evolucionar al sistema durante .
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un lapso grande de tiempo de tal forma que simule la edad de las
galaxias. Siguiendo esta linea, Binney ha supuesto: gque las
galaxias se forman a partir de un ‘pancake’ formado de
estrellas*. Que la distribuciodon de velocidades es anisotrdpica al
momento en el cual el 'pancake’ se c&lapsa, Y 9que las galaxias
alcanzan el estado estacionario por el mecanismo de ta relajacidn
violenta.

Se desarrollaron cuatro modelos: tres de los cuales contenian
100 particulas y cuya finalidad fué 1nvestigar los efectos de los
distintos grados de anisotropia sobre la morfologia del producto
final; Estas  varlaciones fesulfaron ser 1rreleVantes.’Uﬁ cuarto
médelo, constitﬁido de 200 particulas se hlzo evoluscionar por un
tiempo equivalente a casi 4 tiempos de colapsc. Este es el

tiempo que tarda un sistema (una galaxia Pecien formada) en ir de

; 'su. conf1gurac1on ' inicial a su mlnlma cnnfigurac:«.on Recuerdece»,f . ‘

que son las osc11aciones del Q1stema y por tanto las_ del campo‘
gravitacional las que conducen a la relajacion V1olenta
Las condicionee iniciales para el cuarto modelo fueron

1) Las partlculas se. distrlbuyeron al azar en un ”pancake” oblato

’cuya razon de eJeQ era 10 1. _ o V ST e
:  1i) Todas las partlculas £uef¢n dirigidas al centro dél "pancake"
chn velocidades inilciales prdporcionalés a 1la dlstanﬁié al
centfo. Por ésta razén el tiempo de colapsc es menor que el de
caida libre por un factor de 1.7, -
111) La conflguﬁac1én lnicial rota como cuerpo rigilde con una

velocidad angular tan pedguefia que necesltaria 3.4x10% tiempos de

*) Binney sostlene gue las galaxlas se forman después de gque las

estrellas ya han sido formadas.




colapso antes de que la rotacléon fuese dinamicamente importante,

o kien que el semlieje mayor se redujera en mas del 6U%.
1v) Se proveé al sistema con una distribucidn anisotrdpica de
veloclidades.

En 1la fig. III.2 se muestra la evolucidn del sistema
proyectadoe sobre los plancs X-y ¥y Y- para cuatro tiempos de
colapso . De aqui se observa:

a) Un nicleo esfercidal muy denso, cuyo semieje mayor es 1/8 del
semieje mayor 1inicial,

k) Una regiép vhes veces mas grande que el nicleo, en la gque la
,densidad de péfticulas es ligual a la densidad de la estructura
iﬁlcial. »

c) Una region de particulas satélite.

: d) La estructura inicial tiende a preservarse.

T EN R L;_ L

Fig. III.2 )

Evolucién del sistema de 40U particulas durante
cuatro tiempos de cotapso.

Para cada tiempo de colapso la energia Y €l momento se

conservan respectivamente en un 4 y 2.5 % deil tiempo. Binney

.logra reproducir, después de cuatro tiempos de colapso un perfil

de densidad de Hubble:

I(r)ysk/(r + ac,)z'




donde k es una congtante y a, un radio efectaive al cual la
luminosidad decaé a clerto valor. Para tiempos mayores no
encuentra indicios de que el sistema se¢e relaje a configuracliones
esféricas. En la Fig. IT11.3 se observa la variacidn de las
razones de los momentos principales de 1nercia de las particulas
llgadas al sistema:

Ry=I,/1,, Y Ra=I_/I,.
1.6 L v ¥ Ll L L3 L :’

e Fig. III.3 T L
ﬁgw[Variacién de las razones R,;=I,/I, Y Rp,=I,/I. como funcicn ‘de t..

: Eh el 1nter§a10’ de tiempo t=0-1.5 t. pPuede verse el efecto
notorio de la relajacién violenta. Durante este tiempo el slstema
~o8¢cila ¥y £inalménte alcanza, aproximadamente l1a razénuRZ inicial.
’Péra_tiémpos pos£eriores ei sisfémé permaﬁecé cési> c;ﬁétante oan

R. hasta t=2.8 donde emprlezZa a crecer, En camklo R, si1gue

decreciendo, permanece constante y en t=2.8 aumenta. Uno de los

puntos importantes encontrados en log cuatro modelos, es gque R,

gue mide la razdén de la extensidén del sistema perpendicular al
disco inicial a la extensidén perpendicular, es 1lnvariante ante el
proceso de Pelajacion violenta.

En un experimento similar realizado por Aarseth vy Einney

(1978) con estructuras trlaxiales anilsotrdpicas encuentran, gue

tales conflguraciocnes se preservan baj¢ un cclapso no disipativo.
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El elemento adicional agregado al anterior es unicamente la

geometria inicial.

¢} Modelos de colapso frio

Reclentemente Aguilér. Merrit y Duncan (19¢87) han investigado
mediante experimentos numéricos de N cuerpos el proceso de
formacidn sin disipacidn de galaxias elipticas a partir de un
colapso frio, caracterizado por 2T << W, y una estructura inicial
sin rotacidn. Variando la geometria inicial <de la protogalaxia,
encuentran que no es necesarioc un alto grado de aplanamiento para
producir galaxias prolatas, pefo éste en-cambio Juega un papel
importante para producilr galaxias +triaxilales. Las galaxias
oblatas son muy dificil de producir a menos que se utilize una
estructura extremadamente plana.

Los célapsos inicialmenteszios (2T/W < 031)~difleren;d9vios
fbalienteswya~Que en estos aparece unan'1nes£ab1114ad"dinémica
producida por el acumulamiento de drbitas casi radiales. Por esta
razén la inestabilidad puede producir barras muy elongadas aun
~partiendo- de ¢°n§%°¥0395. ;ni;la}es_eé{érlcas;wy Puede aparecer
wduranteila éVoluciénkde'modelos de condicionésvlnlclales; oblatas
¥y triaxialés.' Pero son unlcamente log Colapsos CcUuyoes valoares de
éT/w se encuentran cercancs a la regidén de inestabilidad (#=0.19)
los gque  producen cocbjetos triaxiales partiendo de estructuras no
esféricas (x2. a 1 en la razdn de ejes). Los colapsos calientes,
por otro lado, tienden a preservar la configuraculn lnicial.

Mientras gue sus modelos reproducen un perf£il de luminosidad
deqde Vaucouleurs con c¢olapsos  frios,log  colapsos  calientes
producen perfiles muy concentrades al nucleo y lentamente
decrecientes. Las condiciones utllizadas para sus modelos fueron:

[
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un  perfil de densidad p « r7! y un movimiento térmico gaussiano

independiente de la posicidn. Todos los colapsos lnvolucraron el

movimlento de Sao particulas seguldas durante diez tiempog de

calda libre, y cuya razon virial 2T/W estaba en el intervalo

[.01,.3). Las estructuras 1iniciales corrieron desde esféricas

hasta oblatas con razén de ejes en el rangoe [(1,2.%)., 38o0lo se hizo

un experimento con condiciones iniciales triaxiales 1:2:3.

En la tabkla I se muestran los ei1genvalores del tensor de

lnercia para cada configurac16n final, 1los cuales se usaron como

estimadores del grado de aplanamiento.
el abrupto a la no esfericidad en los modelos

Notese salto

isrfrios que 2T/WxQ.1. Despuies de todo parece haber una pequeiia
relacién entre la razdn final de ejes con la temperatura(2T/VW).
El mismo comportamiento cualitativo se presenta paréilos' modelos
@é C6§diciones 'ihiciaiés no esféficas,' pero aparecen algunos
' ﬁédelds triaxiales en‘la frontera de la i1nestabilidad y se crean
mas conforme se incremehta el aplanamlenio 1nicial. Observese
‘ademés cémo en un colapso fric es posible mantener la estructura
inicial para médeidsftfié31éles.i -
. | | 3 TABLA I B o ;
RAZON FINAL DE EJES COMO FUNCION DE (2T/W) Y LA RAZON INICIAL

log2T/W = 050 | 075 | -1.00 | -1.25 | -1.50 | -1.75 [-2.00

=10 A o] 161000 | 18124 1900 2000 200 {241 30

1.5 11.2-3.1-111.2-1.1-113.6-1:1-111,9-1.2-1{1.61.0-1 {1.8-1.0-1"

20  [141.41(1.71.4-11.9-1.4-1{1.91.3-1 }2.2.1.37 [1.0-1.37

2.5 1.8:1.5-1{2.1-1.5-1[2.3-1.5-1 [2.1-1.3-1[2.3-1.421

1:2:3 232197

——>  INESTABILIDAD DE BARRA

_|TRIAXIALES [ZlpsFERICAS EoBLATAS [EilproLATAS




Una funcion gaussiana es una funcidén simétrica,
consecuentemente la utilizacidén de un movimiento térmico
gaussiano independiente de la posicidn (isctropico), refleja que
la distribucidén de velocidades es 1sotrdpica, por 1o que el
estudio de Aguilar, Merrit y Duncan muestra que la anisotropia de
velocidades 1nicial n¢ es8 estrictamente nec¢esaria para configuranr

galaxias oblatas sin rotacidén y triaxiales.

d) Anisotropia soportada por I,

Visualizando las galaxia como 51sfemas'mecénlco-estadist;cos,
éstas quedardn descritas completamente' por 5una funcién de
‘distribucién que depende de las posiciones g, de las estrellas y
sus momentos p,. La funcién £(q,,p;,t) da informacién sobre la
distribucidn de las estrellas, i.e. de su posicidn y su velocidad
cqmo £unciéh_del tiempo. Em‘elypaso de, las galaxias trlaxiales,sﬁ
fnncién de diéffibdcién débe reflejar la anisotropia en la
dispérsién de velocidades. Para un sistema en estado
estacionario, esta funcidén deke satisfacer la ecuacidn de
Boltzménn-z,iouvule: : |

i . dHaf JHIf -
(£,H]= - =

- = = oo IL1I.S
ap.34, 99,9pP,

donde [,] es el corchete de Polsson y H es la hamiltoniana del
sistema. Resolver III.5 constituye el problema fundamental de la
dindmica estelar, ya gue para conocer f es necesario conocer el
potenclal, Sin ehbargo aungque el potencial puede deducirse a
través de la densidad via la ec. de Poisson, é&sta se deduce de la
distribucion superficial de la luz., Lo anterilior iimita a suponer

formas para la densidad y por tant¢ para el potencial de tres
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dimensiones, a funciones de dos cordenadas o de la distancia atl
centro de la galaxia.

Por otro lado, el teorema de Jeans (19¢15) estaklece gque t es
funcidén de las 1ntegrales de movimiento estacionarias, admitidas
por el potencial galactico. Una 1ntegratl de movimiento e una
funcidn I(9;,Py) tal que permanece constante a lo largo de
cualquier drbita en el potencial 3; dl/dit=0.

Siguiendo esta linea consideremos algunas restricciones
fisicas aparentemente aplicables a las galaxias elipticas:

i) 'si 5 ‘es estacionaric, $=35(%,Y,Z) ¥ la energia cinética és una
fuﬁcién cuadratica en los momentos, la hamiltoniana se  conserva
para cualquier 4Orbita en este potencial. Ella es la primer

integral de movimiento:

I,=E=H=(pL+p}+p%)/2 + O(X,¥,Z).

'ii) Si adicional a la primer ;cohstrlcc1éh, élizpotenCigl ﬁlene
simetria  rotacional, 1.e. $=3(r,z), . donde (r,¢,z) son -las

coordenadas cilindricas, se tiene de la segunda ec. de mov

dpg/dt=-35/36=0, de donde pg=r2¢g=I,=L=cte.,

lquecorresponde a laAchponenté;z del momento angular. Esta es la = =

segunda integral de movimiento. La otra integral del sistema es

la energia total.

De acuerdo al teorema de Jeans, expresemos para una galaxia

oblata, la funcién de distribucidén en términos de las integrales

de movimiento:
£=£(1,,I,)=£(M2+L3/r2422)/2 + §, L).

Aqui las componentes r y z de 1a velocidad (W, Z) aparecen en

.. forma cuadrdtica, lo que suglere que las componentes meridiocnales
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de la ﬁelocidad de una estrella en cualdquler Tregidn de la
galaxia, estan distribuidas con simetria clrcular sobre el plano
meridional. Tal propiedad debe ser vilida para cualgquier galaxia
con simetria axial, por lo tanto, las dlsper510neé de velocidad
U., OUg ¥ O, dadas por

v.={N2£(E,L)dndzde,, 6 ,=r¢

vg={6,£(E,L)andzde,, 5...I111.6

o.=lZ2£(E,L)dnazde,
cumplen con: d,:&zzde. ’ »

'S1 las gélaxlas fuesen oblatas, ia#i diséérs;ones_r»dg,
Veiocidades deberian cumplir'estas”beiacioneé,'SlﬁféMbargolpafa_
que‘el sistema poseealdlstlntos'gradosrde’aplanamiento éobre 10é
tres planos de simetria. 0, debe ser distinta a o.,, 10 cual
se logra <1 el <1<tema posee una teruera integral déﬁvmovimiento
gué_ 1sea’ £un0103 unlcamente de alguna. de 1a< componentes dondeb'
exista la simetria.

Evidehtemente si el Slétema és obiatd, la simetria permanece,

Y §1 no lo es, no necesgarliamente la segunda integral v~r»m~e<pnnde

ar la componente z del- momento.,angular.'fEs"decir; ex 1stepw dQs"‘

'integrales de .mov1me1nto adic;onalés!a 1a integrai_&éfenefgia,‘
Estas pueden llegar a ser cuaél—lntegrales, caracterizadas por
que solo se conservan para ciertas condiciones i1niciales.

- Resumiendo, una formacidn galdactica medilante procesos
disipativos, con dispersidén anisotrdépica de velocidades Y-
relajade por fluctuaclones del campo gnav1t501ona1. puede &n
principio conducir a configuraciones triaxiales .u opbtatas
anisotrépicas. La anisotropia es mantenida solamente si ex1$te

una tercera 1ntegral de movimiento, de la cual nos r:u:uparemos‘ en.

los siguientes capitulos.
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IV. POTENCIALES TR1AXIALES SEPARABLES Y SISTEMAS HAMILTCONIANOS

Todo potencial galéétlco. axisimétrico &(r,z), Pposeé dos
integrales de movimiento: 1la energia Y el momento angular. Para
obtener la anisotropia de la dispersidn de velocidades, necesarla
rara configurar la estructura triaxial de las galaxias, el
potencial debe poseer tres integrales de movimiento, dos no
clasicas en adicién a 1la energia: ellas son necesarias para
romper con la simetria c¢,.=o_.., Sin embargo, debido a la dificultad
que se presenta para hallar_la,expresién analitica de  todas las
integrales, pues las ecuaciones de movimientoe resultan sef
acopladas, se hace necesario introducir métodos que deﬁ Por un
lado formas analiti;as aproximadas para las integrales, y por
otro, indicios de su exi#tengia o destrﬁccién,ahte pérturbaciqnes
 ufde lalHémiltoniana asociada. El1 analisis de integrabilidad.derla.
Hamilioniana y de éu estructura orbital ante‘pérturbac1ones ayuda
a establecer formas mds apropiadas para los potenciales
) galacticos. v _

" El objetivo de este capitulo 68 el de  éxponer la tecria
neceSéria‘ para..la exﬁlérécién numérica de Hamiltén;ahoé, que
reflejen la existencia de integrales adicionales a la 1integral de
energia y dar sus expresiones analiticas para el caso de galaxias
triaxiales y algunos otros casos particulares, a través de los
potenciales de StAckel. Para ello en la seccildn a) se estudiaran
los potenciales triaxiales de Stickel, caracterizados por ser
geparabkles en coordenadas elipgoldales y para los cuales se
conoce la forma analitica de las tres integrales de movimiento.

El ajuste de la expansidén en serie de uno de tales potenciales

con un potencial galdactico 1lleva a expresiones anaiiticas
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aproximadas para las integrales no clasicas. En b) se dara la
condicidn neceséria Jue debe cumplir un potencial galactico para
que se le pueda ajustar uno de tales potenciales separakles. En
c) se daran los criterios de integrarilidad de un hamiltoniano
asociado a un =sistema estelar, y se vera que la no integrabkilidad
esta asociada con la interacc1idn de dos, © mMas, rescnancias, cte
puede llegar a la no integrabilidad expreszando el hamiltoniano
como la suma de unc 1ntegrable mas un término perturkativo. Si la
perturabacion eé muy grande, de acuerdo al teorema KAM algunas
de las frecuencias pueden ser aproximadamente iguales a las
originales ‘1¢ que dquilere decir que el hamiltmniano sigue sieﬁdo
integrable. En caso contrarioc pueden crear grandes régiones
cadticas cuyo tamafio es_indicativo del grado de integrabilidad
del siétema.'La integral de Mélnikov ayudaré,a evaluﬁr el tamario

“de estas regiones (seccidn d)..

a) Potenciales de Stackel f sus integrales de movimiento
Una galaxia eliptica triazial posed lsofotas‘que rotan al
,variar la posicién angular. Esto indica.<sup§n1endo,gna reiac;én“
masa-luminesidad constante, que las superficles de lsodensidad y
por tanto el potencial es triaxial. En un po;enc1él de este tipo
las érbitas admiten tres integrales de movimiento; dos
adicionales a la integral de energia. (Schwarzschild, 1979).

.de Zeeuw Y Lynden-Bell (198&5) han desarrollado una técnica
para hallar una expresién analitica aproximada para las
integrales de movimiento utilizande potenciales de Stdckel. Estos
se caracterizan porque las ecuaclones de movimiento son

separables en coordenadas elipsoildales y porque todas las drkbitas

admjiten tres integrales analiticas conocidas. Por tanto, dado un
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potencial galdctico ¢ no separakble, el problema se reduce a hacer
el meJjor ajuste de uno de Stackel. De esta manera se espera Jue
las orbkitas y las integrales de movimiento de una galaxlia sean
muy parecidas a las de uno de Stackel.

Para ello se definen las coordenadas elipscidales (A, W, V)

como las raices rara T de la ecuac16n:
K2/ (T+X) + Y2/(7+B) + Z2/(T+Y¥) = 1, L IV

donde «,P Y ¥ son numeros fijos Yy -—¥svE-BLps-xy. En estas
coordenadas las ecuaciones de movimiento son separables.para todo

potencial ¢, de la forma:
Ce=—E " (M)/ (A=) (A-V) = X (V)/(H=V) (K=A) = 8¥ (V)/ (¥=X) (V-u),

éon g*, vt v o* £unciones arbitrarias; Todo punto en el eséacio
queda determinade por la . intersecccidén de tres superfidies
definidas por (A.u,v);.ellas correszsponden a elipsoides cuando se
Sustituye‘ A en  IV.1 , hiperkoloides de una hoJa cuando se
‘sustituyévu, v cuando v se obilene un hiperkololde de dos AOJaS.
En la Fig. Iv.1 sé muestran estas superf1¢1es v la distrikucidn
de densidad asoqiada, estratificada en elipsoldex tri1axiales v
concéntricos, asociada a un potencial de Stéckel.

En estas coordenadas la métrica gueda dada por
dgz2= dx2+dy?+dzE=P3dA2+Q3du3+R2dv3,

donde P,Q Yy R son los'factores de escala:

PR=(A-ft) (A=V) 78 (A+@) (A+B) (A+¥) .
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En lo subsecuente las otras relaciones se obtendran al varilar

clcllcamente como: A-d-v-x, a-p-y-X, H-Yy-Z-x, P-3-R-P Y £€-v-6-¢,

. : A : Fig. IV.1 i :
Aqui se muestran las superficies que definen las coordenadas
elipsoidales y la funidn de densidad triaxial asoclada.

Por 1o tanto la hamiltoniana de movimiento en coordenadas:

elipsoidales gqueda expresada como:

H=P3/2P2 + P} /2G® + PL/2R2 + &(A,u,v),

donde PA=P3i etc. son  los momentos conjugados. Para que las
ecuaciones de movimiento é,:—aH/aqt sean separables § debe ser de
la forma o8 que admite tres integrales cuadrétlcasben lasg

velocidades, la integral de energia Yy otras dos, J oy K, que

n

liamaré adélficas para distinguirlas de las integrales c¢lasica

de energia Y momento angular, construidas como:

H=X + Y + Z,
J=(U+V )X +(V+A)Y + (A+Q)Z, f..0 IV, 2

KzpvX + vaAY + auz,

con X:(p&/a - &(A))/P® etc. A partir de las ecuaciones de




transformacién de coordenadas cartesianas a elipsoidales se tiene

que:

2R/K=A/ (A+C) + [/ (H+&) + T/ (v+x), etc.

por lo que sustituyendo en [V.2 ¥y usando la expresidn para el

momento angular L2=1f_ + I + I},

o se obtienen las integrales no

cldsicas en términos de componentes de energia y momentos angular:

H=E, + E, + E_,
J=L2/2- (B+¥)E - (¥+X)E, - (x+B)E,, R SR &

K=ol /2-BL,/2-y1, /2+PYE, + Y, +EE,,

donde E.=x2/2 + §, etc. Analogamente 8418y ¥ 0. deben satisfacer
‘ﬁ»é;multaneamente:
§x+§y+§3=-s(A)/Pe—n(u)/QE—e(v)/R2=§5.‘
(B+¥) Gt (¥+) &+ (CHB) 8= (MeV) €/PZ4 (V4A) M/Q2+ (A+1) 8 /R,

PYQa+¥XD  +XBT . =—UVE/PZ-VAN/QZ-AUG/RE,

Resolviendo estas tres ecuaclones se tlene para {.:

Po=m={ (U+X) (V+X) §/P2+ (V+ax) (A+X)V Q2+ (A+X) (U+xX) 8/R2}/ (x-¥) (xX-B),

Jue depende de las tres coordenadas, pero gque cerca del origen
depende unicamente de . Esto suglere que en IV.3 E,_,,Ey Y E. son
las energias en las d.lS‘tlll't&S direcciones cerca del origen, Eara
runtos alejados el potencial es no separabkle.

Definamos otras nuevas integrales I. e I; como:

I

s ZH+J+K/ (=¥ ), ¥EHYJ+K/ (3 -x) .

Ig=




Con estas nuevas i1ntegrales, cerca del origen se tiene:

H:Ex""Ey +EZ »
Tz (B+¥)Ey= (¥+) By~ (W+B)E,,  Li=(x=B)E,,

K=ByE, +YUE, +XBE, , I,=(¥-B)E,.

Cuando B8=« las coordenadas elipsoidales se transforman en
esferoidales prolatas con el eje z como eje de simetria. La forma
general de {_. en estas coordenadas aparece en las tabhlas II b4
I11 (obtenidas de Lynden-Bell, 1962). Para este potencial

prolato se encuentra:

L= (U+lh) /2 + (¥-0) E..

81 B=y las coordenadas se reducen a coordenadas esferoldales
oblatas con el eje x como eje de simetria, y en este caso el

potericial admite las integrales

I,=(B,+LE7)/2 + (x-¥)Ey,

1.=C_ /2.

w

Cuando x=p=vy las coordenadas elipsoidales se reducen a

esféricas, y la forma general de §. es:

Dg=E(r) + 172m(0) + (IrZsen?y) " lk(¢),




Coordinates Nn.

Sphiernidal | i

Felelington’s Patential
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TABLA 11

Axtally cvmmetrical potentiale with islating integralif

Potential Independent ianlating integrale
. ‘S"')\_j.;"_('i) B e s M2 (A3 )6l - "“") “2ule)

Far A" > the inteefncal distance thie approsime

4 Ut =n(Aeonn)
4et) =B em®)

Fom,lm*yy

T
es s (e vy

Cylindricn] W =R, ) E, m
Sphetical Wi - (r) oo
Epherica W ()4 e ty(n) E, . bt - () )
Cylindrical v =R 4 () E, v dne? - yln)
Spherien - Ay o iy —
Spterieal Vi Ar R 7 m-?é'T/ﬁT'] v
Cvlindsieat Vil h= AR V4 sy Fu oo 30t = 2(3), x—diob ense [ IR -A
S H3(FV Y et v oy,
Cylindrical vii = — AR (=) Fomey dn? 4 s Aoty g2
Cylindrical I APRY ST Eoe, bty AR, L4 AR,
’ 9 . Rdx Ly .
S, = (29 I Vain-? . in- Az
L o Ayl vsin (Y vin )]
Spherical : X tfoe A2 Eow, le?y At . i
Cartesian~ xi- -/.vc(x‘ ve) E
Cartesian xii . = Ay x) 4 y(z) ’ E tntem
Vllipsoidal i “") ' Z'{!;_;) ',((';) E s o)X 3T 10 (e s NE 0 Sype () (Ae R
’ (33— 2004 oM A~ €O )4 dp(Le - R )}
Eliptic :
eviindrical  xiv = (X p ) HUN 4 ()Y w(2) Eou® oo, Mpel 4 Me2Y 4o N ge) Ypl—Ny)
Cartesian xv i L(v) )+ w(3) Fobu -4 ety
. Cartesian XV afe= LA 4yt 1 w(2) F. S(0? = APN?), Mot ,1"-'m'-j").
=4 '[I"nin"(v_ ) ~m 'sin ‘(.
) " ¥
Cartesian X oo QAP 4 0% 4 7s7) Ey MmUY, He? - i), 8, 8, (similar 1 S, above)
Celindrical | xvili = £02)4 R tn(d) R ey

Sphernidal xix b= (N )LD = (1)) + R e ()

..m-.w.L {, g ( ‘..'Fl:) 2 ek

Cylindrical X = LR) 4R Ty} n(c) F, !:_' R S
Spherical xxi = L) r (A) 4 (P2 NIt 0) V() F, fm?—q, bert e (M) - (=in 0) Tu(d)
Helical s Eywam,
Chirtesian™ “xxiii Eew .
Llliptic
eytindeical xxiv o= AN =) YEQA) - i )) ELvey Moy 4 X, )0 4 = i) (el e XY
Cylindrical NV R LU R W) TR B f "1y e S AR
R4
Cartesian xxvi dr=T(x) +n(y) Foreg bt L, ;T}‘ -'J.l (2007 ) v alf b,
YT "-‘ql_r)
Cartesian xxvii th= LANENT 4 y?) AR TORLY (LR L L) T RN U N
Systems steady in rotating axes. 8= (0,0,80) = anguln velocity of aves
Cartenian xxviii d=g(nve2) o= ; i - AEPRP
Cartesian XXix $i =L, v} + 1) =, deteon(z)
Cartesinn .oxRX = ¥x ) E* w
. Integrales analiticas asocliadas a

potenciales triaxiales

separables.




cuyas lintegrales asociadas son:

H-‘-Ex"’Ev"Ez.
J=L2/2 -2aH,

k=a?H-alL2/2, con I, +Iz=L2/2.

En los tres casos anteriores las integrales I, e I; pueden
considerarse una generalizacidén de las integrales de energia vy
momento angular existentes en un potencial esférico,

Las érbitas en un potencial de Stdckel son el resulfado de
la suma ‘'de tres movimientos, unoc para cada coéhdenada. El
movimiento es admisible si P).,P} v P}, son mayores o iguales a
cero, por lo que las érbitas poséen puntos de retorno en aquellas
superficies definidas por las coordenadas elipsoidales con las
guaies P)A=P_;=P,=0. El movimiento es la suma de tres oscilaciones
”1hqeﬁendiéntes, una para cada coordenada (recuefdese que un
SLStéha 1ntegrablé es equivalente a:>ﬁnb sistema de 6sc11adores
desacoplédos). Las frecuencias de estas oscllaciones en general
son inconmensurables, de manera que las érbitas llenan densamente
el "volumen de configuracion permitido por las integrales. Todas
l1as posibles regiohes oéupddas por las drbitas pueden encontrarse
por inspeccidén de las supefficies coordenadas. En los potenciales
de Stackel 1la estructura orbital esta constituida. por tres
familias de Orbitas : de caja, de tubo cofto, tubo largo y de
rizo. (de Zeeuw, 1985a). La forma de los volumenes seguldos por
una OSrbita de tubo largo y tubo corto se muestra en la Fig.
'IV.2a. En dos dimensiones las frecuencias inconmensurakles

describen figuras de Lissajous que llenan densamente el 4drea

permitida por las integrales (Fig. IVtEb). Al ajustar un




potencial de Stdckel a un potencial galactico las drpltas y las

Integrales de movimiento en uno y otro ¢casoe son gimllares.

W
i§‘§;\
N

sl

AR
RN

% g\:\\

&

a)

. Fig. Iv.2 :
Orbitas asocladas a un potencial de Stdckel
' en a) dos vy, b) tres dimensiones.

b) Analisis de potenciales de la forma d(x2,y?,22)

Cerca del origen el potencial &, depende solo de x, lo que

‘permite hacer un ajuste con uno de St&ckel alrédedor de éste.
Para un poiencial del tipo §=3(x2,y2,z2), desarrollado' en serie

de Taylor, se tilene:

3=Lp  m=o8nrmEn¥izm R LIV 4

Para = hacer la comparacién expandamos un potencial de Stdickel

3. alrededor del origen, como:

~
o

==L L (A+X) " sPI-Eq, (U+B)7/Q2-L6, (¥+y) " /RT, LIV,

S

para el cual el origen se encuentra en (A, W, Vj=(-, -B,—¥).

Igualande término a término IV.4 y IV.S obtenemcs tos factores

constantes &,,;,, hasta orden cuarto:




- A3 -
Pozo="%M0o Pr00="%¢0 Gapz=B(0g=Me) /(¥-F)
Soa2=-400 51202-8(Ea-To)/ (B-X) Tzaz8lEa=0c)/(&7¥)

1o que impone la condicidn: Q.u}ivﬁe

+ (o022~ 'x'zc-c-J/azc-z'-'D

(ono'éozo)/azzo + (@ cza ~Bau2)/Q022

Esto 1nd1ca que los potenciales galéctlcos cuyos coeficientes

cuérticos no cumplan esta relacxon, no pueden ser ajustados con

un potencial separable de Stdckel,

sin embargo, de Zeew ha demostrado que existe un solo tipo de

potencial que cumple con IV.6 deducrido por Chandrasekhar
S (1969) . considérese una distribucidén triazial en la densidad,

destratificada en elip<01de§ similares Y concentricos. La den51dad

F(m‘) , donde

puede ser parametrlzada como P

,m3=xﬁ/él+xg/a;+x§/dg, a,sda,xag,

y el regquerimiento de que @ sea analitico. cerca - del origen

permite hacer una expansién de Tavylor:

) f’(m3)=P (14 mé-n:c mi+,..)=p £ msr Iv.7
| o 1 2 Yo o~ on ! . o o
Soon un pofencial asoclado ﬁ}
4Q——ﬁFP Ea {I-% é ‘,.xfx‘ £ i/ (n+1)
54 €, tl !““

L1

e I fueron definidos en la introduceidn..
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Es facil demostrar que: Ag,,;=—(A,,; ' =a,,, J)/(a%-3%) 1=J
b4 (En_i)Aifi"'ii+Aii6"’fJ+Azii"'fhza/aan-zv de donde  se
tiene la igualdad:

(Ay-Ax) /A, + (Ap-Agx)/ Az + (Ax-A,)/Ay,=0.

Se puede concluir que a un sistema triaxial con superficles

de isodensidad similares, se le puede ajustar hasta orden cuarto,

un potencial separable.'

La ecuacidn IV.7 puede escribirse por medio de la relacidn

de recurrencia

X =(n+i)x X /2n de la {forma P(m3)=P Z(n+i)yarman/on,
n. n—1 1 ] (o]

que .es la 'expansiénf,en serie - para m2 pequeifia, del perfil de

densidad:
(m?) = /(1+m2)2, L IV
P P’ |

’.A,ﬁn elipsoide dé cualéﬁier razén de ejes, cuyo: perfil' de
densidad siga esta relacién, se le Puede ajustar un potencial 'de
Stidckel. Aparenfemente para un perfil de Hubble de la aensidad.
Pam‘2 o) Pam‘3/2. no es posible ajgustar un potencial separable,
pero Schwarzschild (1979) ha demostrado a partir de un modelo
triaxial de galaxia que la estructura érbiltal en uno y otro caso
son muy parecidos. Es decir, las familias de orbitas existentes
en la region central de un potencial de Stdckel se encuentran

también pPresentes en su potencial triaxial galéctico. De 1o

anterior se deduce gue aungue un potencial con perfil de densidad
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.

asociado no sea IV.8, pero tenga una estructura orbital parecida,
puede ser aproximade con uno de Stickel. En otras palabras, la
condicidén IV.6 fija un dnico potencial al cual se le puede
ajustar uno de Stdckel, pero la estructura orbital no es unica,
lo que permite hacer algunos ajustes aproximados de potencilales

de Stackel a sistemas con distintos perfiles de densidad con la

in

condicidén de que sus estructuras orbitales sean andlogas.
Para obtener las expresiones aproximadas de las integrales de

movimiento sustituimos las expresiones del potencial

5.=L k3 xhyzzm/(k+1+m) . ) .
xT2nimt@nim S c IV 8l

Cu=E i ml8p  mXRyY 2™/ (k+1+my,
0-=0-0,~8y,
en las funciones IV.3
H= (B%+DPY+D% ) /2 + B3, , xFy!zm, _
. . . ... 1IV.8c
J=L2/2—(ﬁ+3)(32/2+Qx)—(3*dl(Y;/2+§y)-(d+ﬂ)(22/2+QZ).
2 2 - e o N
k=~aL,‘/2-ﬁL?y/2—-x_Lz/2+ﬁ1(82/2+§x)+‘xa(72/2+§9)+Gﬁ(22/2+§zl- o
" El hecho de encontrar la forma de las integrales de

movimiento, no implica gque deban ser validas en todas ‘las
regiones de la galaxia, de hecho puede suceder Jque sean
cuasintegrales. En la seccidn siguiente veremos que s1 tomamos
una hamiltoniana asociada al término cudrtico del potencial y la

visualizamos como un término perturbativo de H, para energias

arriba de clertos valores la Posikle 1integral es destrulda,.
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c) Sistemas dinamicos

El comportamiento asintdtico de las Orbitas,en los gque la
evolucidn se sigue para tiempos muy largos, proporciona mayor
informacidn sobre los sistemas dinamicos. Por esto resulta
innecesario hayar las soluciones a las ecuaciones de movimiento a
todo tiempo, siendo suficiente <c¢on tomar un numerc grande de

puntos representativos de la 6rbita sobre una varledad £ de

dimensidn M=N-1, con N el numero de grados de likertad.
Considerese entonqes una trayectorlia 'y las iﬂtersecciones
Ya:Yye. oo de ella <c¢con I. 51 se conoce el punto Y, el Y ., se
obtiene integrando las ecuaciones hasta la sigulrente

interseccidn. Las intersecciones permiten definir un mapeo de

. Poincaré G de © en si mismo tal que;

Yf-o-‘ = G (Yf)l . ....[V.Q

© en general Yie, GI(Y,),
Y ya gque las ecuaciones pueden integrarse en  ambas direcciones

con el tiempo, existe el mapeo inverso G-': Y. _ =GT1(Y,). El
‘mapeoc G refleja las propledades de las drbitas como  veremos

enseguida. En el conjunto de intersecciones se puede dar ia

existencia de puntos que bajo el mapeo sean invariantes: Y%
G(Y*), los cuales coinciden con fos puntos criticos  de
estabilidad del sistema y descripen el comportamientoe de  las
tréyectorlas en su vecilndad., Para entender esto, tomese el
conjunto de puntos U, dentro de una vecindad I muy pequena

alrededor de Y*:

Y = ¥* + U




sustituyendo en IV.9 y desarrollando en serie:
Yo SY U, =G (Y 4+U ) =G (Y )+ (3G/3Y) yo Ut O(U2,)
U,vy = (3G/3Y)U, = TU, .

donde JdG/3Y €8 una matriz MxM , llamada la jacokiana del mapeo,
Jque ha sido linealizada, Suponieﬁdo que la matriz T +tiene M
elgenvalores reales disflntos, se puede elegir come direcclidén de
désplazamiento del primer punto respecto del punto  £ige la
difeccién del eigenvector ‘asmc1ado U=V, o que define los

valores posteriores de U como;
Ug=V,  U,=TU,=AV, U,=T(TUg)=A3V, ..., U,;=iV

‘'sobre una recta en la direccidén de V. La Fig. IV.3 muestra el

comportamiento de la trayectoria para distintos valores de A.

A2t SN AP | Ae -1

31 en cambio eXxlgten un par  de celgenvaloreg. complejos

conjugados Peffw, cuyo elgenvectores asocladoes son V o+2V o, la
1 z -

distribucidén de puntos se lleva a cakbo sobre un pltano. V,, V. son

reales. Eligiendo a Ug=aV,+bV, com» 1a direcclsn de movimiento,

los puntos siguientes estan dados por:




7 o= PJ((aV +bV JCos(Je) + (bV -aVv )Sen(Je))
J 1 2 1 H

Para eigenvalores de médule 1 el primer término representa un
movimiento oscii“torlo. a lo largo de la direccidn aV,+bV., v el
segundo una otra oécilacléh desfagada e de la primera en la
direccién bV,-av,. BEsta es la caracteristica de un movimiento
eliptico (Fig.IV.4a). Agui las drbitas ni se acercan ni1 se alejan
del runto f£ijo, pers para eigenvalores de modulo distinto de uno
los puntos describen un movimiento espiral acercandose al punto
f;jércon un factor de contr50016n p7osi f <1, o alejandose s1 poo

1.

A Fig. IV.4 _ _ ,
Distribucidén de los puntos en el espacio fase, alrededor de un
punto eliptico, en a, y un punto hiperbélico, en b y c.

© El aléjamiento ¢ acercamiento de los puntos ail puntc  fijo
refleja una estructura del espacio en su vecindad. Considérese el
conjunto de eigenvalores de médulo menor que unc.. Ellos definen

un subespacio de contraccidn O estable VT =1 despues d4de haber

D

elegido el desplazamiento inicial e de una trayectoria en 1,
los puﬁtos glgulientes Y, tienden a acer<arse al punto £ijo cuando
J=J0. Analogahente los  s1genvalores de médulo mayor Jue uno
definen un =subespacio de expansidn o 1nestable Vv en ol cual et

conjunto de puntos se alejan del punteo £ijo cuando J=2)-@w. PFPara un

punto dado y una vecindad existe un nimerqs infinito de formas en
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que los puntos pueden acercarse o alejarse pero si1empre es
posible trazar una curva continua que los contenga sin cambiar la
propiedad del espacio: la variedad invariante estahkle, w=, [a)
inestable, W4,

Hay otro +tipo de comportamientco importante de los puntos de
interseccidn en el que para cada Y, aplicande el mapeo G un
nimero finito de veces se obtlene el mIsmo punto: Y, = G2(Y,;).
Esto s0l¢o sucede si la trayectoria es n—perlédlca.

De hecho las propiedades de un silstema dindmico Jquedan
especificadas representandoe en el espacio fase sus puntos fijos,
vsus variedades invariantes y trayectorias periddicas. Para
hallarlas es necesario especificar la variedad I y el mapeo G.

Restringiendo ahora ‘el analisis a sistemas hamiltonianos
conservativos H coincide con la energia, gque es la prlmera ;
integral. BEsto reduce el espacio fase -en una dimenSién pues es
boéible deépéjar una variable p, del hamiltoniano Yy elegir su
variable conjugada q,=0 para hayar una superficie de seccidén. De
esta manera se elimina un par de variables ¥ 1los H-1 parés
restantes . se toman como <coordenadas sobre  la. super£i¢1e .
'Cuéiquief Umapeo utilizado débev cohservaf él voldmen - (prop.
simpléctica), debido a que el sistema es hamiltonlano y por tanto
cumple la ecuacién de Liouville. Una consecuencia de la propledad
anterior es gque para un punto fijo, los M=2N-2 e1lgenvalores que
10 caracterizan tomados en pares cumplen la relacién: AgAap=1 Jque

define una pPropiedad importante del Kistema. for simplicidad

tomemos dos grados de libertad. El punto f£fijo tiene dos
eigenvalores cbtenidos para una aproximacion lineal, por la
ecuacidn:

AE - 2ar + 1 =0

I 9G/3Y -AI |




donde a es un numerc real llamade indice de estakilidad y

Aza+(a2-1)t72,

Ob=zervese gque s1i: 1) -1 < a < 1 los elgenvalares son
complejos conjugadons Yy se recobra el caso en Jue {os puntos caen
sSobre una elipse. Se ha encontrado asi un punto elipt 12O [a]
estable para el cual una trayectoria 1lniciralmente cerca del rPunt o

fijo e mantiene cerca.

ii) a » 1 o a < -t , X, es real mayor que uno ¥y A, es negativo
con IA,l < 1. Lops puntos tlenden a acercarse y luego a alejarss
del punto fijo describiendo una hipérbola. A este punto s le

llamé hiperbélico‘o de inestabilidad (Fig. Iv.4b vy ¢) .-
Frecuentemente la facilidad de encontrar la sélucién de las

ecuaciones de movimiento depende de las coordenadas generalizadas

utilizadas. El ‘caso ideal seria hallar una transformécién

canénica de coordenadas que expresara a la nueva hamiltoniana K

en:términos uniéamente &e'los moment os P.: ;

H ) K = K(P,,...,P,),

vya  gque al dejar invariantes tas ecuaciones de Hamllton:

la .primera ecuacidn aporta todas las integrales de mo?imiento
del sistema:

P.(t) = €, ¥ 3E/4P, = W (S0, Cph),
son las £recuencias con Jue las trayectoriasg son recorridas. Las
ebuaclones de Hamilton son analogas a - las ecuaciones de

movimiento para un oscillador, Laxs variakles QR,=w,t + D, =on

ciclicas y D,=Q@,(t=0). Si el sistema es integrarle una




trayectoria gquedara restringida a un subespacio n-dimensional
definido por las 1integrales P, = ¢<&,. Las varlabtes Q, PO ger
ciclicas aumentadas en 21 regresan al mismo estada. Estos pares
de variables determinan en coordenadas polares ia superficie
sSobre la gque g2 encuentran congtrenldas todas lag traysctorias:
para un par dado P define un radio y @ un angulo, por lo gue en

conjunto definen un n-toro, Cualquier punto sobre esta superficie

queda especificado por las coordenadas (Q@,,...,Q%,). Cuando las w,

son mutuamente. Ilnconmensurakles, es decir S$1 no exlste una
“relacidn:

[t}

Kyw, + ... + k,w, = C

con las K,; no todas cero, entonces la trayectoria es densa en el
n-toro, . por el contrario s1  solo existen p relaclones
independientes de inconmesurabilidad, la trayectoria ocupa solo

un subespacio de dimension n-p sobre el n-toro.

[ 23

‘ En las nuevas coordenadas la superficie de sSeccion

corresponde a un n-1 toro encontrada al hacer Q,=0 {médulo 2M) vy
dando. un valor a P,. . LLamande Y, al primer punte de una.

secuencia, el siguiente Y, corresponde a Q,=z1, suponiendo W,>0J,

Y el punto Y, corresponde a Q,=<2¢lk a un tlempo:

t = 2Mk/w, - D,/w,,

Qp,e = (D, - W, D /Ww,) + 2IW KE/w,,

donde el primer término es constante. El segundc muestra que - les
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valores sucesivos de @, 6, de la coordenada @, estan lgualmente

espacladas. Representando Q, sobre el circuloe, P,=cte, los puntos

suceslivos se encuentran separados por el

mismo 4dngulo W, ,y,, al

que llamaremos de rotacidén, por lo que considerando todas las

variables angulares el mapeo consiste de

n rotaciones de angulos

2Nw /W, . En la Fig. IV.5 se muestra el aspecto que presenta la

variedad de Poincaré después de hacer
distintas +trayectorias, para un sistema
1o es.

Nuevamépte, en la préqtica no es
transformacidn cénénica que reduzca el
"normal. Es aqui cuando se hace uso de de

de los sistemas para hallar indicios en

las intersecciones con

Integrable y otro que no

sencillo  encontrar una
hamiltoniano a una forma
la expioracién numérica

los diagramas de fase de

la existencia o no de integrales de movimiento.

_ supdngase que solo la integral H es conocida. Ella, define en

el espacio ’£ase una curva, mas alla

de la cual una dérbita no

peribédica no puede cruzar, porque necesitaria velocildades

imaginarias, y cualquier punto en el interior puede ser ocupado

“‘de acuerdo al teorema de recurrencia de Poincaré. En el espaclo.

fase la trayectoria se encuentra constrefilda en la superficie T

definida por H = cte. que permite escoger, ademds, una superficile

de seccidén £ y definir un mapeo G. Con el transcurso del tiempo,

en el espacio fisico 1la orbita pasa por
igual manera en la superficievn, pero en
dentro de una curva invariante que e=s

este caso no existe ninguna constriccidn

Inversamente £1 la curva invarliante

regiones nuevas Y de

L kajo G los puntos 'caen

densamente cuklerta. En

‘extra.

presenta puntos llenos y

huecos alternados, implica que la trayectoria se encuentra

confinada en un subespacio mas pequeiio que 11 y que la érbrta- solo




a)
Fig. IV.S

Aspecto del plano de Poicaré, para un sistema integrable, en ajl,

Yy en b), para un sistema cuasintegrable

‘pasa por puntos nueveos pers dentro de una regidén fisica mas

pequefia. Si éste comportamiento se presenta para cualquier valor

de H, existe una constriccidédn extra, una segunda integral de

‘ movimiento. Pero puede suceder dque solo para algunos valores de H

suceda esto ¥ gue en otros se de el caso  donde no haya

‘constriccidén extra, aqui los puntos .bajo el mapeo no caen sobre

~ ninguna curva invariante y se genera un caos. Se ha destruido la

"integral de movimiento Yy la trayectoria puede ocuparfcu_aln:ruier’

region en el espac.Lo fase, estocasticamente. .Esto Juierse decar

que el sistema posee una cuasintegral de movimiento.
c.2) El Potencial triangular como ejemplo

Cualquier potencial de la forma V(x,y)} describe una
superficie en el espacio de c¢onfiguracion sobre la cual se lleva
a cabo el movimiento de acuerdoe a las ecuaclones de Newton:

X = - avsax v y = - av/ay.

Claramente el sistema tlene dos g_z*adr.:s de libertad a lo¢s Jque




ey e A SRS

se definiran por: gq,=xX, d,=y Ppor 1o que p,=% , Pp.=y y la

hamiltoniana es entonces:
H = (p} + p3)/2 + VI(g,,q9:)

Hénon y Heiles (1964) proponen para su andlisis con este

metodo el potencial:

V(%,yY) = (XZ+ye+2xiy-2y3/3)s2.

Muy cerca del origen el término cibico es despreciable y las
equipoten01a1es se aproaiman a circulos. Para valores mas grandes
se aprecia una simetria trlangular hasta V=1/6, déspués del cual
las lineas eguipotenciales se abren (Fig. 1IV.6a). La dnica
integral conocida es la energia E=H por lo gque V(x%,y) < E,confina
la orbita en 1la region del plano x- y donde se satlsface 1a;
,desigualdad; de -1gua1‘ ménera 1asv‘veloc1dadee :se, encuentrap
'  limitadas por: (P + pP3)/2 < E, | SRE 7

Para definir la superficie de seccidn ellJamos

<y .= 0 ) Y Px - (EE-P‘z‘q;"‘eqz/s) 1 /z Ll

4

-La  Fig. 1IV.6b muestra que la secuencia de puntos para £=1/2

‘define una curva invariante estable . Su nimero de rotacidn Puede
obtenerse observandoe primero gue €1 punto ¢ es justo el anterior
al punto 1 por lo gque v < 1/8 , perc el punto 10 es el inmediato

posterlior y v 2 1/9, Para tres revoluciones e1 punto 27 cae antes

del 1 ¥y v < 3/36 y aproximandonos mas al valeor exacto de v s1 se

consideran mas revolucliones.

Al cambiar la superficle de secccldén dejando  q,=0 pers
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variando p, > O bajo la candicidn de Jue p§+q;—2q2/3 «  ZE )
obtiene para la misma energia el comportamiento de la Fig. IV.@c
donde se o¢bserva la existencia de 4 puntos eiiptlcos Yy 2
hiperkdlicos, pero la caracteristica mds 1mportante es que los
runtos no llenan densamente la curva, reflejando la existencia de
una integral extra. Cuando la energia es aumentada a E=1/8 surege
una propliedad muy importante del sistema pues existen algunas
condiciones 1iniciales para las cuales los puntos caen scbre una
variedad invariante y PpPara otras una trayectorlia cae caoticamente
SObfer el plano destruyendo la constriccidn sgque hakia, Tal es el
compértamiento de wuna 4érbita cuando el sistema posee \una
cuasintegral.
Para cambios muy pequefios en la enefgia, E=1/6 el caos
" producido es mayor Yy laé' cufvas invariliantes son desffuldas.
eXcepfo,aigunas regiones muy pequeiias (Fig,AiV.Gd). £l céiCuLQ”de'
 1as‘éreaS’dentr§ de las curvas_invariantés muestra que mieﬁiraS’“
se Vdeh eneréias menores que una energia «critica, permanece
constante, peroc para energias mayores el area disminuye
rapidamente ~§in_hacerse'c9r9_(F15i Ivfse). Esto quiere decir que
N:éejS;guen'mangéﬁiendo‘élguhag cﬁryas_lnvarlahtés. Puéde suceder
'éntoncés qué‘las curvas cerradas sean fan peduéﬁas que escapeh a
nueétra resolucidn y que parezcan punto$§ haciendones concluir

erroneamente que el comportamientoc sea cadtico,.

d) Islas y Teorema KAM

Considerese un sistema c¢on dos grados de libertad cuya
hamiltoniana H=H., puede reducirse a la £brma‘norma1. Eligiendo un
valor de P, y haciendc Q. =0 se define una superficie de seccion

sobre la cual las variables de accidn-angulo P, y @, se toman
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a) )

(9]
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Lo
it Dt TR Thar s il S

Fig. IV.6

como coordenadas polares, descrlbiendo circulos concéntricos Qde
corresponden a las curvas 1invariantes sobre las gque caen los
Puntos separados por un éngulo constante 1gual al nuimero de
rotacién v, = w,/wz. Las frecuencias w,, w, son funciones de P, v
P, pero la eleccidn de un valor para P, hace que Vv, varie solo
con P, Y por conslguiente, el angulo de separacidén de 1os puntos
para cada curva invariante es distinto.

Aquellos circulos que tengan un humerc de rotacidn irracional
son densamente cublertos por ja secuenclia de puntos, mientras gue

~ndmero racional v, = 1/) la secuencia pasard. por las
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mismas aintersecclones después de J 1lteraciones repitiendose
periodicamente. Cada punto sobre el circule es un J-ciclo.

Cuando el sistema integrable es ligeramente perturbado, su
nueva hamiltoniana H = H, + H' no conserva su forma normal y el
sistema puede volverse no integrable. Bajo ésta situacidn algunos
de l1o0s puntos gue eran J-ciclos desaparecen y surgen dos tipos de
ciclos que se alternan; elipticos e hiperbdlicos. Ellos siguen
cayendo sobre la curva invariante original, pero si ahora en
lugar de usar el mapeo G se usa @7 el punto J-ésimo estard
subrodeado por un conjunto de. curvas 1nvar1ahtes anidadas
’(islas)._NueVamente aplicando G, esta 1sla qﬁe rodea aik punte 3
es mapeada en una estructura similar que rodea al sigulente ciclo
eliptico, obteniendose una cadena de islas. En cada aplicacidén
del 'mapeé G el punto. salta de una 1sia a otra, pero despﬁes de J
1térac10nes regresa a la misma ;sla‘pero no al’mlsmb'buntpg 51 gse
'Eonsidefa solo el J—ésimd punto de la secuencia. se Obtieneruna
nueva isla que rota a lo largo de otra.

~De el hecho de que en un sistema 1integrable &l nGmero de
“potacidn vy varie -en '£orma€continua~como~£unc16n de..P,, y por
tanto tenga un ndmero - infinito de valores 'rac1ona1és. se
. desprende gque el =sistema perturbado tienekuna estruétura méé
compleja, pues existe una infinidad de cadenas concéntricas de
islas cuya dimensién decrece conforme el ndmero j de 1slas se
incrementa y s¢lo aquellas cadenas con ) pequeiia pueden ser
observadas. Es por esto gue en el caso del potencial triangular
solo se. observan algunasfcadenas,

Si se considera el mapeo GY en lugar de G <cada curva

invariante que forma la 1sla es caracterizada por un numerc de

rotacidén de segundo orden v

igual al numero fraccional de




revoluciones hechas por un punto sobre la curva despues de una
aplicacién de GvJ. Tal numerc de rotaclén de segundo orden tambien
varia en forma continua, rompiendo las curvas lnvarlantes en una
cadena de islas mas pequenas, llamadas de segundo orden. 351
v'=i'/sj' hay J' islas de segundo orden en torne de una isla de
primer orden, por lo gque el numero total de 1slas de segundo
orden sobre la que caé una trayectoria es Jjj'. Sucesivamente,
para cada isla de orden do¢s existe un numero de rotacidn de orden
3 para cada curva invariante, con un numero infinito de valores
vracionales qué generan 1lslas de orden 4, y -asi sucesivamente a
orden infinito. '

'A partir del teorema KAM (Kolmogorov-arnold-Moser) se puede
e¥plicar el comportamiento anterior. Para el sistema 1ntegrable
:considérese un mape¢ de rotacién dado en coordenadas polares:.

p' P

Ql

o©0

Q + 2IIv(P) AL

‘definido para un anillo tal que: ' a < P < b donde a y b son reales
positives, y en el cual el ndmero de rotacién es una funcién
monoténica creciente de P,. La perturbacidn del sistema conlleva

a una perturbacién del mapeo:

P !

P + £,(P,Q)

@’ Q@ + 2OV(P) + £,(P,Q) L IV

en la que £, y £, son funcicnes periddicas de Q, con periodoe 2T,
que sin embargo debe preservar el area. La pregunta que surge es

si las curvas invariantes de IV.10 son modificablones regquerias de
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las exilstemtes en IV.9, o dicho de otra manera, S1 el numerc de
rotacidn sigue siendo igual independientemente de la deformacidn
de la curva,.

El teorema de Moszer da comd condicidn suficlente cde
exlistencla de la curva invariante perturkada, que v dekbe estar

lejos de cualquier niumero racional:

I
(2]
~
5]

I v - 1i/J 1 > £ A !

€ es‘vuna .constante = que depende de 1la ampyltud de los térm;nos
perturbativos  £, y £, ﬁara-,valores pequerios las cufvas‘
invariantes se preservan,

El toerema de Arnold presenta algunas diferencias:

1) considera sistémas hamiltoniancs en vez de mapeos.

g) 'lo aplica é ' sistemas c¢on n grados dé.libertad mientfas queJ
Hoser ié.haCe sola para n;é. » | |

3) suifunéién hamiltoniana es analitica.

Escencialmente considera un sistema 1Integrable y en este
sistema: un n-toro caracterizado por sus n {frecuencias W"f"fWﬂ'
Sumando una péﬁueﬁa perfﬁfbéﬁién eﬁcuenffa‘yqué' los n-torog se
méntiehen invariantes bhajo la condicidn de gue ias frecuenclas no
mantengaﬂ una relacién de cénmensurabilidad, por 1¢ Jque deken

satisfacer:
ISPk Wyl > clonik, 117¥
para cualquier conjuntc de enteros ¥, no todos cern, y donde oy

¥ son constantes,

El teorema KAM no establece Jque lag curvasg lnvariantes o




toros se destruyan si la perturbac16n es grande, pero sugliere que

puede suceder. Cuandoe la perturbacidén es del orden de los
términos principales las curvas se rompen y forman cadenas de
Islas.

El teorema tambien explica porque el tamafico de las 1slas
decrece cuando J se 1Iincrementa; esto es consecuencia del
exponente -5/2 en IV.11 y aporta una prueba de estakilidad de 1los

pruntos elipticos fijos para el caso de dos grados de libertad.

e) Difusidén de Arnold

En un sistema 1integrable ‘de tres grados de libertad la

" secuencia de puntos en la superficie de secccidn de dimensidn 4

caé sobre un toro invariante bidimensional. (‘ada uno de estos
toros estd caracterizado por dos numeros de rotacién v; Yy V., que
pueden graficarse en un cuadrado de lado 1.74Aﬁédiendovung °
”periurbacién,,e1f'torg 'é§ 'destrﬁiqq‘ en la veciﬁ&ad;_de ’éédé:

relacién de conmensurabilidad:
Sl KV, + Kvy + KV= 0 RS & ¥

“dpndé kfyson énteros._Céda relacién IV;ia.reﬁfesenta:una linea3én
el plané'v,—vz: los toros son destruldos Yy reemplazados por
trayectorias cadticas en el interior dé las bandas de diferente
grosor alrededor de las lineas (Fig, IV.6f). El grosor decrece
rapidamente, c¢onforme las K, &e hacen grandes y tlendenh a cero
cuando la perturbacidén tiende a cero. Se cbserva que las bandas
- Se comunican; SU union es llamada la red de Arnold. Una orbita en

una region caética de una banda particular es capaz de antrar a

todas las otras bandas de regicnes cadticas.Esta es la difusidén.
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£) La integral de Melnikov
Mientras que todas las drbitas en un potencial integrable son
regulares, pequefias perturbaclones del Hamiltoniano asoclado en
general 1llevan a la aparicidén de orkitas estoacasticas. En el
sistema integrable no perturbado, H,, las érbitas se encuentran
confinadas al n-toroe definido por las integrales de movimiento y
las coordenadas ciclicas. Al sumar a la Hamiltoniana un término
perturbkativoe H,, de acuerdo al teorema KAM puede suceder que
muchos de los n-toros que componen e1 espacio fase del sistema
integrable solo sean d1$tors1onados, 0 blen, que aigunms»ser
‘destruidos, en cuyo c©asoe se crean reglones cadticas por  las
cuales las trayectoriaS pueden pasar sin restriccidn.: Esto gquiere
decir que algunas de las integrales de movimiento son destruidas.
- También, asociadas a un potencial, se encuentraniuna o varias.
familias de . 4rbitas que definen 1ay°e§trucfufa orhltal yééiz
slstema¢:f81 ante una perturbacion " no igapérecen reglonea.
cabticas, el sistema sigue siendo lintegrable y la estructura
orbital se conserva, S5in embargo pueden crearse reglones caotlras
'pequenas que modifiquen la estructura orbltal ‘global’ del <1<tema.
’bchwarzschlld ha encontrado que en un modelo galdctico trlax;al
aparecen las 'familias de érbitas presentes también ‘en l1os
potenciales de Stackel. Un potencial  de StHckel con
perturbaciones pequefias se puede aproximar a uno galdctico si su
estructura orbkital es sufientemente estable, como es el caso de
l1as oOrbitas de una galaxia triaxial. Esta estabilidad puede ser
estimada considerandoe el tamafio de la regidén estocdstica. S1  la
”regién es muy grande el sistema es no 1ntegrable y las <rbltas no

se encuentran confinadas; no definen xungfma familira,. Se puede

dar el caso de que aun y cuando la regidn cadtica no sea cero o




muy grande, la estructura orkital glokbal no se afecte; en 1al
caso el potencial puede simular un potencial galdctico. La
sup951cién importante implicita en esta teoria es la exlstencia
dé una region cadtica limite, para la cual el sistema conserve
algunas 1ntegrales y las familias de Srbitas caracteristicas de
los modelos de potenciales triaxiales de galaxias, compatibles
con los potenciales deducidos de las observaciones; drbitas de
caja, de tubo corto, tubo largo y de rize.

Melnikov (1963) ha conétrﬁido,‘una integral en funcidn del
Hamiitoniano perturbkado Yy uné integral de movimiento del sistema
original, gque mide el érea ocupadé por la regilon cadtica. Las
suposiciones basicas de su teoria son que la Hamiltoniana
'perturbada contenga ‘puntos hiperpélicos fijos con sus
‘cofre3pondightes 6bbitas‘h6mocliniqasb (pérlEdlEas inestakles o
Eri{icas) 'y una £émilla interna de Sfbités’ periddicas éuyo
periodo aumente al incrementarse la energia. Estas dltimas se
encuentran asociladas a puntos élipticos fijos. Para descrikir el
”fpr@bedimiento de’ Me1n1kov condideremos” praimers un.  potehcial
unidimensional ¥ luego  uno "bidiménsional conservativo . é
integrable. Recuerdese que por cada gradovde libertad la +teoria
de Hamilton-Jacobki predice una integral de movimiento., Por tanto
un potencial bidimensional de Stdckel tiene dos integraleg; la
energia E y otra gque se denotara por I. En 1la Fig. IV.T7a se
muestra una 4rbita y-axial periédica 1nestable ¥ una asintdtica
ascciada para un potencial de Stackel, a los cuales se lesx puede
aplicar la teoria.

La idea de Melnikov és determinar el romplimients de  la
- estructura orkital regular cerca de 1a$’$rb1tas homeclinicas.
‘potencial - unidimensional

. par ronsideraremos. un

lsualizar esto




con dos mlnimos,'separados por un maximo localizado en ei origen.
Cada 6rbita u(t), donde u={(u,v), es una curva continua funcidn
del t iempo Y de las condiciones inicrales: u=$ (Ug, t).
Construyendo el mapeo de Poincaré para este potencial se observa
la estructura del espacio fase de la Fig. IV.7k, donde =se
aprecian dos puntos elipticos con oOrbitas periddicas a su
alrededor, una 6rbita asintdtica gue poseé la energia Jjusta para
alcanzar el punto de equilibrio después de un tiempo infinito, b4
una - familia externa de Srbitas también periddicas  pero con
energias mayvores. ‘El punto hiperbéllco'tiene asocilada una drbita
asintética con una variedad estable w5, sobre la cual log puntos
se acercan. al punto £ijJo cuando t-+m, y una inestable wY para la
que los puntos ge alejan cuando t-+-o.

-~ Ahora considerese una pequeﬁa“perturbacién de perlédo T en el

katiempo{ 1.e{ la ecua¢16n del sistema perturbado'en‘u=(utv)_eéﬁ,
u=gg(u)+eg, (u,ty), ' v IV.13
con- g, de peribéde T, derivada de H, a través de las ecuaciones de -

'Hamilton para:

H=H (u)+e¢H, (u,t).

IV.13 puede escribirse alternativamente c¢omo un silstema
auténome de tres ecuaciones diferenciales. La érbita ahora
depends de las <condiclones 1Iniciales en (u,v) y la fasze de la
perturbacidén a t=0, t, e[, T). Asl se ha construldo un sspaclo

fase tridimensional Y las SHrpitas u(t,t,) se pueden usar para

analizar el movimiento en la superficle de feccion (u,v).

Greenspén;y1HOJMes (1983) han encontrado que:

. Haciendo ésto,




1) Para € suficlentemente peguend, el mapeo de Poincare retleja

un Unico punto hiperbdlico cercano al del sistema no  perturkado,
De igual manera las variedades estables e inestakles s
encuentran muy cercanas a las del sistema no perturbkads.
i1) Las oSrbpitas en las variedades perturbadas pueden ser
expresadas como una expansidn alrededor de la drpita homoslinica
no perturkada u(t) como:

us(t,t)=u(t-ty)+euw  T(t, I +0(e?) teft,.m},

uv(t,t)y=u{t-t,)+en, Y (t,)+0(€2) te(~o, ta).
iii)bpararla separacidén de wS y w¥ perpendicular al vector de

flujo no perturbado g,(u®) en el punto base u®(0) se encuentra:

At o) =€ 18 (UP)R(UT (t, ) -UY(t, 1)) | /(g€a(u®) |+O(e2?)

=eM(t ) /18 (U} (. ‘...LV.14

Aqui M(t,) es la integral de Melnikov dependiente de la fase:
L]

M(t0)=f_wdt[H0,H‘]uv + O(ecosh®uty,

coodonde - [}, es e;lcorchete”de Poilsson en las varlables w, vy ta
integracidn se toma a lo largo de la érbkita homoclinica no
perturbada (u(t-t,),v(t-tg),t). De IV.13 vy la Fig. IV.7k puede

observarse que M(t,) es una drea en el espacio fase, generada por

les  vectores u~uY y  gq,{(u®). Ella da una buena medida de la
separacidén de las variedades en la superficie de seccidn t,,

rara e muy pequeia Y un punto base ub(0) lejous del punto fijo

donde gq(u®) =0,

iv) M es invariante ante uria transformacidn candénica de

- coordenadas, mientras que ia primer ecuacidén de IV.14 no lo es.




'_f_rapldez con la cual la estructura orbital del potencial ho

" Hamiltoniano:

-3, .2.3 <13 8.3 L2 3R
3.0 -2 : 2, b)

a)

Fig. IV.®% B
En a) se muestra una drbita homoclinica inestable para un
potencial bidimensiocnal de Stidckel,. En »), <e muestra la

e:tructura del espacio £ase cerca del punto hiperbollco. antes Y
Vdespues de la perturbacién.

Una de las propiedades importantes de esta lntegral es que la
‘existenc;a de ceros implica gque adn para perturbaciones muy

Pequeﬁas no. existe ninguna integral adicional en el sistema. Si

se da la exXistencia de ceros, el maximé Y el minimo de la
integral M da una medida de la importancia de las regiones

. cabticas en el sistema perturbado, en otras palabras, mide la

” perturbado es destrulda.

Gerhard (1985) ha utlllzado' el método de Melnikov para

cuantificar el tamafio de 1la region estocastica en el plano

ecuatorial de  galaxias  prolatas Yy triaxiales, utilizando el

Ho=P%/2P2+PL/2Q2- (£(A) -£1))/ (A-10),

construido <¢on un potenciél de Staékel bidimensional, deflhldo
por la funcidn £ y cuya funcién de densidad es proporcional a
r-2, El término perturbativo utilizado es de la forma (ver Fig.
v.2):
cosmy, con m=0,1,..
Ha encontrado que aquellas perturbacliones gJque Sse aproximan

mas a las deducidas a partir de la morfologia de galaxias de tipo
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temprano, Ppreservan la estructura orbital global del potencial de
Stackel, para m=0,1,2,4. La i1ntegral de Melnikov se hace cero en
las reglones cadéticas encontradas, lo que refleja gque en esas
regiones no hay integrales adicionales a la energila, comg se
esperaba. Sin embargo las regilones cadticas son muy pequeias y no
alferan la estructura orbital global del potencial de Stackel. En
el caso de m=3 y (5, la estructura orbital es facillmente

destruida, por la aparicion de grandes regiones cadticas.
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V. EL MODELO TRIAXIAL DE SCHWARZSCHILD

En el capitule dos se ha V1sto Jue una funcidn de
distribucién qué dependa de una o mas integrales de movimlento en
adicién a la de energia y momento angular, genera una dispersién
anisotrdpica en la distribucidén de velocidades necesaria para
gostenar una configuracién elipsoidal sin rotacién. Schwarzschild

(1979) ha demostrado, dentro del marco de los modelos estelares

autoeconsistentes, que .es ~ posible la  existenclia de @ galaxias
elipticas triaxiales con tres integrales de movimiento, - estables
.por 1019 afios ., Su procedimiento en contraste a l1os modelos de N

cuerpoes no proporciona ningun indicio sobre las condiciones

.iniciales de la formacidn de galéx1as ya que solo interesa el

xéstadoﬁeStacionario final que se observa, evitando la ,suposlciéna
“de. Binney - de que_laé galaxias triaxiales se forman é partir def7
colapso de un "pancake” de Zeldovich formado de estrellas
Vpreéxistentes. El £in de los quelos estelares autocon31stentes
es la deMréproduc;f, en.éué;quier'regionﬁdéi s1stema}'ia funcién;
&é densidad propuesta . para una .galaxia de mqrfologiat ya
detefminada, a partlf ‘dev una superpos;c16nv de densldades
estelares, definidas por las estrellas gue ocupan las drbitas
permitidas por el potencial al seguirlas durante lapsos grandes
de tiempo. El modelo de SchwarzSchild no f0lo reproduce la
densidad sino tambien muestra gque las Jrkitas se encuentran
confinadas en regiones més pequefias gque las permitidas por su
energia, indicando la existencia de 1integrales adic10nales‘ de
movimiento. 5u procedimiento consta de CInco pasos:

i) Se fijan las razénes de ejes de un sistema triaxial y se elilge

“una funcidn de dén51dadjp;a_1a'cua1 no. se modifica durante todo.
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el procedimlento, repregentando  a  una  g4laxla Jque no ha g£1ao
formada ni1i perturhkada reclentemente. El sistema se divide en JJ
celdas de masa D(J).
11) Se resuelve la ecuaciodon de Poisson vi$=4llGp para el potencial
triaxial.
i11) A partir de las ecuacionesg de movimiliento se hace 1 calculo
de M odrbitas, de tal forma que las estrellas describkan P
oscllaciones a través del sistema. En este paso se calcula el
tiempo I gue tarda una estrella de cada 4rdkita en cruzar la celda
J, definiendo una densidad orkital B(I,J).
iv) Se analizan lés regiones ocupadas éor las Srbitas para cierto
valor de su energia.
v} ce reproduce - la £uncidn de densidad a partir de 1la
superposicidén de densidades orbitales al meter en cada érbita -
CG(I) estrellas, 11amado nimero de ocupacidn. |

E1l objétlvo de este ¢apitﬁlo es réproducib y al mismo tiempo
generalizar algunos de 108 pasos seguidos por Schwarzschild, en
particular, se hallard, en a), una expresién para la densidad. En
f;b); se,éafhegiré él pofehc;al iriaxiafvdé Schwaréschi;d  §ue4~sé”
Jdejaré en funciéh de las razones de égés oy B, lo que pefmitlré
modelar galaxias trilaxlales con casces particulares 'de  oklatas,
prolatas Yy esféricas. En <¢) se describiran los resultados de
Schwarzschild y se‘calcﬁlarén algunas orbitas «con el potencial
corregide que mostraran gque la estructura orbital de ambos y la
de un potenclal de Stdckel parecen ser simllares. Flnalmente en
d)  se hara el ajuste del potencial triaxiali con uno de StHckel ¥

se daran las exXxpresiones analiticas apro¥imadas para las tres

integrales de movimiento en funcidén de las razones de ejes.
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a) La Funcién Triaxial de Densidad

Para construir una estructura triaxial se hace uso de una
expansién en serie de Taylor de arménicos esférlcos alrededor de
un sistema con simetria esférica. De esta manera la triaxialidad
se alcanza sumando algunos términos perturkatlvos, gue son
funcidn de los angulos ¢ ¥y ¢. En el caso de una galaxia triaxial,
las superficies de isodensidad tambien deken ser triaxiales por
lo que 1la densidad -puede expanderse alrededor de una densidad

simetricamente esférica, como:

P(R.6,9)=E Y (6,9)p (R)

I,m &, m

=Y +Y +Y +Y +Y +
O,QPCL l."lPl I.OPZ 1,'1F3- 2,"2?‘4
Y +Y n'e +Y ...
2,“IP5 E,OPG 2,1P7 2-12PB
. de donde -solo-deben considerarse los términos Y P, Y ‘Pq“‘y
D . e o . ‘ o,olo 2,06

HZY;'éPéf pues se puede apreciar dgfla-Fig. V.1 que el prihgro
conserva la simetria esférica, permitiendo modelar galaxias EO.
Los otros dos términos perturbativos deforman al sistema en une
triaxial, y arménicos intermediOS'y_déMordéh mayor deforman. - atn -
’:més’ai siSfemé{”de dondé‘sejdeducebque la densidad triaxial quéda‘

expresada convenientemente por:

p(X,¥,2)=F(R) - G(R)(222-x2-y?)/2R? + 3H(R) (X2-y2)/R? ,..V.1
con: Y =1 P (R)=F(R)
Q,0 Q
Y = (3c0s8209-1)/2=-(2223~-x2~y2 ) /2R?2 y P (R)=G(R)
2,0 s
Y =3sen2@cos?p=3(x2-y2)/R? "~ p_(R)=H(R)
B
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esfericos, es la deducida de acuerdo a la distribucidn de la luz

en galaxias elipticas segun un perfil de luminosidad de Hubble:

La funcidén IV.1 descrike la variacidn punto a puntc de La
densidad, mientras que para una R dada, las funciones G(R) y H(R)

describen supertficies triaxiales . de lsodensidad, il.e. 1

V]

[ad)

"parametrizan”; ellas no reproducen superficlies concéntricas n
coaxiales, lo cual es necesario para réprodUc1r " los gradientes
nbservados  en las isofotas. Para hallar su fofma expliéita‘se
introducen las razones de ejes «=x/Z Yy B=y/Z del silistema, Y una
condicidn de +triaxialidad. Observese qQue si «&=p=1 se debe
récuperar el caso esférico,ﬁpero si a=p ée obtiene un  sistema
éﬁiéto. Un sistema triaxial Sé obtiene con azB.‘

| La condicién de triaxialidad en la densidad‘és que.ésta sea
un factor « & B mayor en .1a direccién x & y, que en z,

_respectivamente, es decair:

p(xz,0,0) = p(0,0,2),

"

p(0,Bz,0) = p(0,0,2). o LL.v.3

Para especificar completamente P(X.Y.Z) €8s necesario conocer

G Y H, para 1o cual de V.1 obtenemos;

P(R,0,9) = F(R)

+

G(R)s2 + 3H(R),

P(U.R,O) = F(R) + G(R)/2 - 3H(R}, BRI A

F(R)

G(R}),

peo,0.R)
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ellmlnan&o de agqui H(R):
pP(R,O,0)+p(0, K, 0) = 2F(R) + G(R),
Yy haciendo uso de la condlcldn de triaxialidad tenemos:
p(c,0,xR)+p (0,0, PR) =F (xR) +F (PR) ~G (xR) -G (BR) >
F(O,O,aR)+P(O,O.ﬁR)+P(aﬁR,D,O)—P(O.aﬁR,O):F(qR)+F(ﬁR)—2F(aBR)—

S(cR) -G (PR)-G(xPR) . LLoaVLs
Aplicando las condiciones V.3 se obtlene la relacidn:
: F(aR) + F(BR) —’EF(GﬁR) = G(aR) + G(BR) + G(«BR). Je s Vo6
En general este tipo de ecuaciones no tienen solucidn dnica,
1o que ayuda a encontrar una solucidn para regiones cercanas al
céntro de la galaxia con R's pequefias, y otra para descrlbir el
comportamiento asintdtico para R's grandes. Expandiendo V.6 en
" serie alrededor del origen:

'ZOF”(O)R?”EGE"+BE“—2(dﬁ)2”}/n!=EG”(O){d?”+ﬁ2”+(aﬁ)3”3/n!,' 

de donde se despejan los factores G, de G:

GNP (0) = FP (D) {(x2N+p2n-2(xp)2n)/(x2P+B2P+(xB)2n)j - coW VLT

Y puede verse {facilmente de F que: F7(0)=(-1/2)n1¥X3X... (2n+1) 1o
que noes permite construir G,

Para hallar H(R), de V.4 =e llega a:

P(R.O.D) - P(O,R.O) = 6H(R), © bilen

H(R)=[(F(R/%) -G (R/X)-F(R/B)+G(R/B) /6,
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Y exXxpandiendo en serie se encuentran los factores de H:

HP (0)=F" (0) {(BRP-x2N )/ (xX2N+B2N4(xB)2N) s/ Y

Busquemos ahora el comportamiento asintdético. Fara F basta
con hacer F(R)=(R™%)(1 + R-2)-3/2 =f(u)R™?* y expander  £(u)
alrededor del cereo, es declr cuando R0, con u=1/R., Asi que;

F(R)= RT®B,FP(O)R™2"/n| . B " A «

¥y la ecuacidn V.6 pasa a ser:

F(1/XR)+F(1/BR) -2F (1 /&XBR) = G(1/&R)+G(1/BR)+G(1/aPR).

Proponiendo:

G(R)=R™3L,GMR-Zn/n| oktenemos:
'G":F"{(a2n+3+ﬁ2n*?-a)/(azn*3462”*3+13;'f‘ R

¥ H(R)={F(R/&)-G(R/x)-F(R/B)}+G(R/P)3/6 que al ekpander en serie
nos da los coeficientes:

Hn=Fni(QZn-B_gzn—3)/(a2n*3+52n+3+1}/2 .. V.1
i
Schwarzschild ha unide las dos soluciones, promediando losg
valores en el intervalo R:[O.G.l.&]. En este trabajo, en la misma

regién, se ha interpolado usando el método de. Neville. La Faig.
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V.2 muestra el comportamiento de las funciones F, & v H.

b») El1 Potencial Triaxial y Algunas correcciones

De igual manera como sucede con el potencial para un homeolde
de estratificaciones de igual densidad, en este elipsoide se
obtienen superficies equipotenciales triaxiales al expander en
arménicos el potencial de simetria esférica asociado a la

densidad F:
L 3(R,0,%) = BY, m(8,9)3,, m(R)

cuyos tunicos términos utiles son el 2,0 ¥y 2,2. Por lo tanto el

' potencial triaxial queda expresado como:

Qmi¥.Z)=Y0, 080 * Ya,ofe * Y228
= U(R]_—V(R)(222—82—Y2)12R2+3W(R](82—72)/R2. - ;.:V;ia

Wde igual manera ‘las: funciones 1ndeterm1nadas V Y. W reproducenl]f:

ﬂsuper{icies equipotencxales ‘no concentrlcas ni coaxiales. ,Para‘

encentrarlas sustituimos V.12 en la ecuac10n de Poisson:

w2d = (vt +9* )Y 3 = LY P por lo que las ecuaciones
r 6,¢ 2’'m 1,m i,m' 1,m
a resolver son:
R-'d2RU/dR2 = F(R), v . ..V.13a

R™1'd2RV/dR2-6R™2V

G(R), L..V.13b

H(R). ' ...V.13¢c

R~1dZRW/dRZ2-6R™2W
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La praimera de las ecuaciones se puede resoalver

analiticamente, resultando:

U(R) =-R-11n((1+R2)}/Z+R) + C /R + Ca,

de donde estableclendo las condiciones a l1a frontera: U(0)=C,=0 Y

Uu(o)=-1 se tiene la forma exacta de U:
U(R)=-R-!1n((1+R2)1/2+R) -1.

O blen expandiendo en serie, 1os.coe£;clentes'quedan como:

gn = Fn-l/p(2n+1) con n=i,2..., - L...V.14a

el termino n=0 corresponde a-la con<tante Uo= -1.

Analogamente para' vV vy W, cuyas

expre<10nes se obtlenen .
expandiendo las relaciones v.13 en £uncion de los coéf;ciehtes
G, Y H, ya conocidos, Y despejar V, Y W,

.iv&

= GP/(2(n+1)(2n+3)-6), e
. wr = HP/(2(n+1) (2n+3)-6), _{;V114¢
validas desde que n=1,2,..51n embai“go las series (vV.14)

presentan una singularidad en n=0, por lo que cualguier solucién

de la forma v RZ satisface la .ecuacién de Poisson. Se dekbe

resolver entonces la ecuacién homogénea. en términos de - los

coeficientes V7 ya concocidos:

R-1d2(RV(S W))/dRZ - 6V (5 W)/RE=L
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Antes de resoclverla, encontremos la solucidn asintdtlca para
los potenciales sustituyendo las expresiones asintoticas de la
densidad y resolviendo la ecuvacién de Poisson. Las soluciohes asi

obtenidas =on:

U(R)= ~2InR/R + c,/R + ZUN(1/R)2n+1,
donde U”=F7”/2n(2n+1) Y n=1,2,...Se presenta igualmente una
singularidad en n=0., Para los coeficlentes de V ¥ W se tiene:
vr=Gn/{an(z2n+1) -6] ’ FoVots

WNP=H"/ (20 (2n+1)-6]

-pero ahora . éstas solo soh validas i n=0.2.35.. Y'presentan un
comportamiento eritice en n=1 en dondé«dualéﬁier expr9516n de la
.’7forma~‘v,/h3; es solucidén. Por otro lado, no solo se réQuléﬁe}
‘hallar .los coefiCIentés indeterminados sino 'exPresarloé-_ en
funcién de la triaxialidad « y PB. Para hallar dichos
coeficientes, llamemos E, y Iy} a la funcidén y su derivada
'éyaluada. eh,R=1{‘méno§,losﬁboeficiehtésfQue:se»qﬁiéfe~éné6n£rar;
Dé igual,manefé,vSean £, 'y E}{ para el casd asinfético. La
condicién‘ de continuidéd ai ﬁnir las doé‘soluciones requilere gue
en R=1:’

Iy, + Vo = S, + Vv,

L{ + 2vya= D% -3v,,
- de donde resolviendo simultaneamente:

= [(E,-5,) - 3(2)-£5)1/5%

<
(=]
|

Viz Vo + (£,-L.).




I R ORI R R R R R R R R R RIRRR
: e ; ) 4

Para W se obtlenen expreslones analogas, ?’estas dehen ser
rarte de la soluclidn general a la ecuacidén de Polsson. En la Fig.
V.2 se muestra la forma de las funciones U, V va.

En el modelo de Schwarzschild la {forma de sus potenciales
Presentan un comportamiento incongruente <con la forma de la
densidad, pues sus ecuaciones no satisfecen la ecuacidén de
Poisson y pPredicen la existencia de un potencial repulsivo en una
regién de la galaxia, no deducible de la densidad. Ha mencionado,
en conversacidn perscnal, que el error no es 1mportante como para

modificar los resultados lo que -t.iene gque tomarse con mucha

-vrQServa.Debido a 165, problemas de cémputo . Yy tiempo que se
presentan para verificar tal afirmacién, asumiré que las
conclusiones deducidas de su modelo siguen siendo validas.

‘En la tabla III se comparan las soluciones obtenidas por

Schwarzschild y las obtenidas en este trabajo, asumiendo la razén

‘de ejes deducida para el ndclec de M31, para el cual «=2 ¥y
B=1.25.

TABLA 111
Funci1én’ ' Schwarzschiild Este trabajo
u -1+0.16666R2-0.07SR"Y+. .. -1+0,16666R2-0, C'7’5R"‘+. .
U(asint) —1nR/R-0,6936/R-0.25/R+... -InR/R-0.6436/R-0.25/R+., .
v -0.061064R2+0.0U6292R"Y+, . . -0,106621R%+0,06292R"Y+. ..
V(asint) -0.12102/R+0.T7641/R%+, .. -11.12102/K+(1.375181InR/S -~

-0.0465629) /R3+, ,
W -0.015403R2+0,. 011054RY+, ., ~0.04402SR2+3, U11OSRY+, .,

W(asint) -0.04601/R+0.87T11/R%*+, ., -0.04601/R+(0.602221nR/S -

-0.034468) /R3+, ..
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(a)

oo9xioo [T T T T T T T ] ~0.30x 100

B ]

- F(R) .
0.99x10731 -0.10x 10!
N 1 i [ 1 1 1 ] 1 L 1 1

0.10 x100 0.10x102 0.10xi00 0.10x102

" 0.18x10°

-0.lix107%

0. 71x10°8[ - =0.65x10"1]

o IEs TR L W I 'Y 1 1 i . o . - :
. 0.10x100" - ) B 0.10x102 o ) 0.10x100 0.10xi0o2 "
o48xl0MLT ¥ v Vv T v T 1T _' -0.44x10"3
-
] = W(R) .
-3 -0. -1 4
0.27x10 i f I | L 1 1 [ I 1 2 0.32x10 Ll 1 [ L 1 | WY I WO R |
0.10x100 a 0.10x/02 0.10x100 0.10x102
Fig. V.2
En a) se muestran las graficas de las densidades
F,G y H como funcion de R. En k) los potenciales
U, VY W Yy la comparaciéon de los potencrales dedu-
Cldos por Schwarzschild con 1os de este trabajo.
En el primer caso aparece, en V ¥y W , un potencial

repulsivo en una region grande de la galaxia.
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Puede observarse de esta tabla, que 1o0s coeficlentes de V y W

asintéticﬁs de Schwarzschild omiten un términe InR/R® que para
las regiones centrales puede ser importante, debido a que el
factor R™?® c¢rece mas rapido que el logaritmico; sin embargoe, 1la
existencia de términos de orden mayor puede hacer gque su
importancia dependa del grado de la serie. También se observa un
cambio de si1gno en el término R™®. Al graficar las funciones de V

Yy W omitiendo 1las correcciones se obtienen los _potenciales
repulsivos gue aparecen en la Fig. V.2

En la tabla IV se hace una lista de 1los coeficientes
‘resultantes de la expansién. Los datos fueron 1obtenid6$7 ééh; el

programa que aparece al final del trabajo;

¢) La estructura orbital del modelo de galaxias triaxiales

Para ‘demostrar la 9x1stenclé‘ de integrales devﬁbv;mienéq_
';adicionales a la enengia,;qﬁe generéseh'la‘an130fropia _necesaria
'éaba séstenerk la estructura triaxial, Schwarzschild dividlovsu
elipsoide triaxial en ésg celdas. En la direccidén radial el
sistema fue dividido en 15 cascarones equ;potenciales, §e tal -
_.forma - que de féuperficie ‘enlbléupéffiéie‘; qi‘ vpotenc1a1 sé
incrementara a 1o més'en un factor 21/2. Esto tiene. la Qentaja de
que cada superficle tiene aproximadamente la misma masa. En la
Fig. V.3 se muestra bla divisién. Para asegurar que cada éelqa
tiene la misma masa, se utilizaron Pplanos que pasaran por el
origen y dque describieran dos dngulos «' y B' respecto de los

ejes X-¥Y, ¥ que delimitados por las superficlies equipotenciaies

describieran angulos solidos iguales.

Para el <calculo de las S6rbitas Schwarzschild normalizdé sus

varlables como:




2 ' TABLA 1V
»Coeficlente para dLQtIHQOQ ‘tlp"'Q de geometrlas

TRIAXIAL (a=2, F=1.25)

[ FHOT? I HINCGH LY GRGR( 1)
0 1. QOQOLG . 200000 0.72bIOb
1 -1. 50090 . 154762 -1, 373179
2 -0, 221049 x.aﬂ 1950
"3 0 211016 T, 174391
4 ~17. 172088 ASTI5Y
5 0. 129933
& -0, 93928
7 . 06HL0R9
a . 7¢ ~0 045473 )
1 URCH (1) WNGH(I) UMK L) WHGR(T)
0 ~1. QO0O0D Q. 104&1 -0, 044025 —0. 693400 =01, =-0. 046C046
1 0. 166667 0. 062925 0.¢11054 —0. 250000 ~-7. ~C. 034468
2 -0. 075000 - nsaofa -0. (06140 Q. OFITSC G 0. 061450
3 0. 044643 3 G. Q03197 —Q. 0UROR3 -0, ~-0. 029454
4 -0. 030382 -0. 01655 0. 034130 . 0. Q1842
5 Q. 022372 0. 000866 —0Q. 024509 -t -0. Q12958
& -0, OLFA53 -0. 0004&0 Q. QLB77% 3. Q. GO097TSE
7 0. 012945 Q. 000248 —0. 014942 =12, -0. Q07654
g -0. 011582 ~-0. 000136 0. 012274 3] 0. 006274
ESFERICA (ua=£=1)
1 FN(I) GINCHLT ) HNCHII) GHGR (1) HINGR (1)
0 .. 1.000000 . 0.0Q00000 0. 000000 G. 000000 0. 000000
1 ~1. 500000 0. 000000 0. 000000 . 000000 0. 000000 -
2 1. 875000 ©. 000000 . 0. 000000 <. 000000 0. 00000
.3 - =2.187500 . 0.-0000C0 0. 000000 " ¢. Q00000 0. 000000
4 D AS0938 0..000000 0..000000 0. 000000 . 0. GDoN0No-"
5 -2.707031 . . G. 000000  0./000000 - 0000000 0. 000000
& 2.932617 0. 000000 0. 000000 0. 000000 0. 206009
7 ~3..1420%0 0.-0000CUT 0.-000000 €.'000000 - 0. 000000 :
8 . 3.338470 o;oooooo 0.°000000 ©. 000000 ~ 0,000006 - . . .
I UNCH(T) VG L MWHCHTE)Y  UNGROIY - V7 WNGRCOT, WNGR(I)
o -1. 000000 o.oooooo 0. 000000 —0. &33600 0. 00000C 0. 000000,
1 0. 164647 0. 000000 0. 000000 —0. 250000 0. 000000 Q. 000000
2 ~0. 075000 0. 000000 0. 000000 ©0.093750 0.-000QG0 0. 000000
3 0. 0344643 0 0092000 0. 00000 —0. 052083 0. 020062 0. 000000
4 ~0. 030382 0. 0000GC . 0..000000 : 0. 034180 0. 000000 0. 000000
w5 . 0-022372 - - 0..000000- 0.-000000; —0. 024609 0. 00Z000. ..." .Q..000000" -
.6, ...=0.017353 ... .0.0000C0O.. . 0.000000, .0.01879% . . 0.00C0C2 . .0.000000
L7 0.013965... 0.000000 0. 000000. ~0..0149462 0. 000002 ..0..000000-: "
B -0.011552 0. 0000 0000000 0. 012274 0. 0000 0. 000000}
OBLATA (a=p=2)
I FNCI) GNCH( L) HNCH(I) GHNGR(T) HNGR (T
0O . 1.000000 0. 000000 0, 000000 0. 823529 0. 0660000
1 -1. 500000 1. S000CO 0. 000000 -1. 430769 0. 60000
2 1. 875000 -3, 125600 0. 000000 1.853113 0. 000000
3 ~2. 187500 4, 176136 0. 000000 ~2. 181098 0. GOA000
4 2. 460938 =4, 864644 Q. 000000 2.45%135 0. 600000 .
5 -2.707031 ' 5, 398232 0..000000 ~2. 706536 0. G00N00
6 2.932617 -5, B6OT41 0. 000000 2. 932483 0 ¢0O00D
7 . —3.1420%0 &. 282029 0. 000000 -2, 142054 0. 00000
8 3. 336470 ~6, 76635 0. 0000Q0 2. 338461 0. G0000L L
I UNCH(I) UNCHOI) WMNCH(T). UNGR(I) UNGR (1) WNGR (),
o) -1.0C0O000 ~0. 141554 0. 000000 ' -0, 693&00 -3. 137255 0. G00OGO
1 0. 166667 0.107143 G. 000000 —-0. 250000 ~-0. 042539 Q. 000000
2 -0. 075000 -0, 086804 0. 000000 0. 093750 0. 132365 0. 000000
3 0.044643 0. 063275 0. 000000 -0Q. 052083 -0. 050586 0. 000000
4 ~0. 030382 ~0. 046775 0. 000000 0, 034180 0. 037260 0..000000
C] 0. 022372, 0. 035988 = 0. 000000 -0, 024609 -0.025024 0. G000GO
6 ..—-0.017353 -0, 028720 ' 0.000000. .0 018797 . - 0.0195%0 - 0.000000
7. 0. 023620 ‘ [ <0.014962" .. ~0: 01%4C2 ‘0. )00
0..019671 : r = 0
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’ Fig. V.3
El si1stema triaxial d4dilividido en

269 celdas.
Cada cascara equipotencial tlene la

¢
misma masa.

Fig. v.4
. Regiones oc¢upadas por las orbkbitas. Ellas ocupan
L oes.reglones mas.-peguenas.que las permitidas por su-
L. .energla,. .lo.cual es evidencia de integrales ‘de ...
ST o movimiento -adicionales, - -

Longitud  R=1 ' " {a2on pe),
Masa p R , [3x10°M ],
< < . o]
Tiempo (amGp )-r/E (2x18% ajos],
Velocidad . R (4Mfp yir72 [£0O00 km/seg].
L~ (=

En este trabajo se ha seguido la misma normalizaéién. En las
paginas sigulentes = muestran algunas frhitas calculadas con el
potencial de Schwarzschild corregido y las ‘eorrespondientes de
Schwarzschild omitiendso 1las correccilones. Se puede apreciar gque
algunas de ellas no sufren grandes camklos € 1ncluse son del tipo

asoctadas a un potencial de Stdckel: de caja , de tubo ¥ de rizo.
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Para verificar si las correcciones hechas en este trabajo son
importantes ¢ no en las conclusiones de Schwarzschild es
necesario hacer un calculo mas grande y detallado de drbkitas. Por
1o pronto, aparentemente hay cambios muy peqguefios en su forma,
=in embargo cerca de la region de potencial repulsiveo, se
encuentra gque las.dérbitas escapan rapidamente de ia galaxia. Ello
podria cambiar la estructura orbital del sistema. Por otra parte,
con el potencial de Schwarzschild corregido, =se encuentra gue
para galaxias oblatas se conservan tanto la energia total como la
componente z del momento angular. Para‘la$ galaxias triaxiales
Uinicamente se conserva la energia pero no la componente 'z del

moemento angular, 1o fual €38 de esperarse en este tlpOrde galaxias

como se observa en las expresiones 1V, &c.

'ifd) AJuste de un potencial de Stdckel y. las lntegrales de mov;’

: Se ha visto en el capltulo 1V que un potencial de. . bfackel
solob se puede ajustar a un potencial triaxial hasta orden dos.
Expandiendo en serie un potenc1a1 de Stackel alrededor del origen

P 4

laq funcione< E(A), n(u) Y e(v) que lo deflnen quedan expre<ado<‘

COmo:
E(A)=€o+2,(A+a)453(x+a)3+...,
N(U) =N+, (H+B) +N, (R+B) 2+, . .,
O(V)=6o+6, (VX )+0, (V+¥) 2+, ..,
de donde a partir de la transformacion de coordenadas
‘elipsopidales a cartesianas, rada término de la serle puede verse
como una funcidén de las 'variables X,y ¥ 2. Los " términos

elipsoidales en funcidén de las coordenadas cartesianas involucran

términos no lineales, por lo que se debe expander nuevamente
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alrededor del orligen:
(A+a)=x2i1+y2/(ﬁ—a)+22/(x—a)—yz(xz—yz)/(ﬁ—a)2+....
(R+B)=Y2 {1422/ (¥-B) +X23/ (x-P) -22 (y2-%2)/(¥-B)Z+...,

(V+y)=Z2 {1+K2/ (Xx-¥) +¥Y2/ (B-¥) ~X2 (Z%-Y2) /(X=¥)3+. ..

Haciendo 1¢ mismo con los factores de escala P,Q Y K, en
coordenadas cartesianas el potencial de Stackel queda expresado

por: L. VoAT

Qs(l.u.V]=-E(X]/Pz—ﬂ(u]/Qz—G(V)/Rz=

4i?ieo+£,x2+2€oy?/(ﬁ—«)+2£°zz/(x—a)+gzx“+..;J+

AR V4V, VR4BVZ2/ (Y- 4BV R/ (X-BI 4V Y. L e

e

4 AZ2§00+6,22420oX2/(A-F)+20,¥Y2/ (F-3)+6,2%+. .. 3.

Para un potencial triaxial de .la forma &(x®,y2?,x?)la

" expansién queda dada como: e . o ,.;,V.{a'x;l»%f

Q(?éiYf[ffl?gooo*§20032+ﬁo;oya:§00222*§yoox"

400y oY ' +TgouZ 4685, oR2 Y2460, 9,X2Z%+. ..

' Expandiendo el potencial triaxial de Schwarzschild, V.i2,  se

obtienen los términos  $.;, en ‘funcién de los coefic1ente$ de

U,V ¥ W que dependen de  las razones de ejes. Debido a 1la

condicidén IV.6 impuesta por los términos de orden dos de los

potenciales de Stickel, la serie para el potencial de

Schwarzschild solo serda ajustable a ese orden a partir de los

coeficlentes: | ;..V.19 |
2000=0 | _ 200U +Vo/2+3W,,

Qoao=ui*vq/2'3wo  8002=Us~Vou




—Bb —
Ouoo=U,+V, 7243V, Sowo=Up+V,/72-3w,,
fo00u=U>-V, G..0=2U 4V,
8022=2U,-V,/2-3W, 05027280, -V,/243W,,
Dgoo=VUstV,/2+3W, Coeo=Uz+V;/2-3W,.,

Comparando los coeficentes de esta expansic’m con los del

potencial separable de St'élckel. V.17 se encuentran los factores

constantes: ...V, 20
£0=-8002/4 Np=-8p2074 6o=—00027/4
€3=-8y00/8 ﬁl=‘§6ﬂ0/4 j 61==800u/4

| ‘d—a=a«eo'—qongb ¥-B=8(8o-M0) /8022

A-¥=08(£0-089) /78202 €2="Te00/2 M2="Q060/%

Ya se ha:mencionado.que cerca de la reglOn central de la

Mf?galaXiaf'ei“poténcial ‘se vuelvérsebarablé R4 de acuerdo a IV 8b

9110< concuerdan con el potencial de un o«cilar armonico..:“

0,=0,00K2/2= [0, +V/243W,1K2/2

U;uiigﬁu,»~§y §020Y2/2-[U +vo/2 3w°]y?/2 - .{iy,g}m;l

;= 500222/2 [U —Vojz?/z

En 1a tabla IV se pueden ver algunos ?coé£1c1éﬁ£§éf.paba“
digtintas razones de ejJjes., En particular se Ve gque para una
galaxia esférlca, conva=ﬁ=1, los coeficientes VP y wW” son. cero,
Para una estructura oblata, con «=B=2, unicamente los términos W~
. 8e hacen cero. Para una tflax1a1, x=2 y B=1.25, no se hacen cero.
Sin embarego, las expresiones V.21 en ningun caso camblan”
drasticamente. Esto Se espera slempre en la region central de las

galaxias: en otras palabf‘as. elypotenclal central de las ga;axias
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<on las expresiones V.21, se pueden obtener eXplicltamente en
términos de la razdn de ejes, las expresiones analiticas

aproximadas para las tres integrales de movimiento mostradas en

Iv. 8¢

H=(Px+P,+P. 172 + 5, + g, + 3.,
J=Lsa- (ﬂ+ﬂ(x2/2+§ )—(wa)(yi’/aw J—(a+ﬂ)(z?/2+§ ),

K-—aL x/2—BL7 o/ 2-3L" /2+ﬁx(x?/2+§ J+ya(y2/2+8 )+aﬂ(22/2+g }.

La validez " de estas exXpresiones. es  un ‘Punto .que.  debe
estudiarse en el futuro y ver si ellas son compatikles con  la

anisotropia generada en el modelo de bchwarzqchild corregido,

c¢omo para sSoportar la estructura trli1axial de las galaxias,




VI. CONCLUSIONES

Se ha visto que la exlstencla de galaxias elipticas
triaxlales es una teoria que encuentra su mayor apoyo en la
observacidn de gradientes en la elipticidad y posicién angular de
las 1sofotas. Los modelos triaxiales de Leach dan  una
reproduccién de tales gradientes, suponiendo gue las razones de
eJes de las superficies de ilsodensidad camblan <¢on el radio.
Otrés caracteristicas de este tipo de galaxias, pero. no
exclusivas de ellas, son: alta  dispers16ﬁ anisotréplca '.dg
velocidades y bajas velociades de ‘rotacién.‘Los ﬁodelos de N
cuerpos desarrollados por Binney, dan informacidn = de las
condiciones iniciales existentes en el medio érotogaléctico que
conducen a la formacién de las galaxias y parecen indicar que. la
-existencia de galaxias oblatas y triaxiales, requieren dé‘ﬁﬁ‘
VEbiapso no disipaf1VOvdé[eéfruéturés ,broiogaiéctlcaé'planas 'sin;
Agrbtacién; provistés con una dispersidén anisotréplda desde el
inicio y que alcanzen su estad§ estacionario por el mecahismo' de
la relajacién . violenta, Con estos elementos logra reproducir -
‘galaxias elipticas con perfil de densidad de Hubble.

LaJanlﬁotropia—en la dispersién de vélocidades, es necesaria
' para conflgurar estructuras triaxiales, pues de esta manera el
sistema se aplana en distintos grados scbre los planos de la
galaxia. ‘A partir del teorema de Jeans se ha visto que si la
funcidn de distribucidén depende de las integrales de movimiento,
B b L;, el sistema posee un plano de lsotropia. 0.=0,,
lnexistente en las galaxias triaxiales. Es hecesarlc 1ntroduclr

una tercera integral que rompa con esta simetria,

El modelo triaxial de Schwarzschild construldo ¢omo una suma» i
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de términos perturbatlvos a un sistema de simetria esférica con
perfil de densidad de Hubble, muestra que el potencial de una
galaxia triaxial, estable por 10!'°? anosg, admite tres integrales
de movimiento: la energia y otras dos no cldsicas cuya existencla
depende de las condiciones 1iniclales de posicidén y velocidades de
las estrellas. Estas integrales generan la anisotropia necesaria
para sostener la estructura triaxial de las galaxias. Hemog visto
que la componente z del momento angular no aparece como integral

de movimiento, si no como un término de una expresién mas

comple ja. Esto Se deke basicamente a que el potencial no tiene

simetria rotacional, $=3(r,z).
La importancia de hallar las expresiones analiticas de las
integrales de movimiento radica en que con ellas es posible hacer

una estimacién del grado de anisotropia generada. Es decir, puede

~gisuceder gue aun cuando el sistema trlaxial poseea tres lntegrales,

 de mov1mlento 1a anlsotropla que generen no sea su£1c1ente paraj

sostenerlo Yy dejarlo estable. Se ha VlStO que una manera de

encontrar la forma analitica de las integrales de movimiento es a

_través. de . hacer un aJuste con . un potenc1a1 de Stéckel,

caracterizado por tener tres 1ntegrale< de movimiento. ahaliticasﬁ
conocidas. Al hacer . un ajuste de uno de estos potenciaies al
potencial de Schwarschild se han encontrado 155 expreslonés
aproximadas de las integrales de movimiento; éllas reéultan ser
la energia total y comkinaciones de las componentes de energia vy
momento angular. El andlisis de algunas orbitas, tanto con el
Potencilal incorrecto de Schawzschild con el corregido, muestra
que las estructuras orbitales parecen ser similares a las
existentes en uno de Stackel. Sin embargo el ntumero de dJrbitas

calculadas es peguefioc Yy debera hacerse en el futuro un cdilcuio

~mds grande para verificar si las conclusiones de Schwarzschild
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siguen siendo validas, y para decir s1 las integrales analiticas

encontradas generan la anlstropia que sSostlene una estructura

trutaxial. Dos herramientas valiosas i1ntroducidas en esgte trabajo

son, por un ladoy la explorac.lén nﬁmerlca de sisgstemas
hamiltonianos a través de los mapens de Poicare, que da
evidenciad de existencla o destruccidn de integrales de
movimiento. FPor otra parte, la introduccidn de la integral de

Melnikov ayuda a estimar el tamano de las regiones estocasticas
en un sistema cuando on de_struidas algunas Interales de
movimiento., S1 las regiones estocasticas son grandes el potencial

ne  puede  simular uno galdctico, pues estos son sistemas

aparenteménte estables que deben tener Integrales que generen
anistropia o cués%ntegralés que generen peguefiisimas regiones de
cdos de tal forma que permitan seguir considerando integrable al
sistema. Un potencial con gréndes regiones estocasticas no posee.
las integrales necesarias para sostenervla estrucﬁura}' |

~ _ En el modelo triaxial de Schwarzschild la informacién de los

gfad;entes observados en las isofotas se encuentra contenida en
las funciones F,G,HU,V ¥y vw» que reproducen superficies de
isodensidad y equipotenciales no concéntricas ni coaxiales. La#-
’1£béS ihtééba1és“de.féstéuafés”gu‘mbdéro tiene evidencia generan

‘la anisotropia necesaria para sostener su modelo sin rotacién.

Sin embarego, tOdOS los modelos que intentan explicar los

gradientes observados en las isofotas se kasan en la tecoria de 1la

triaxialidad, pero deben estudiarse en el futuroe alternativas

talés como esferoides anlsotrdpicos con superficles de 1sodensiad
no concéntrlcas.nl coaxiales, © blen secuencias de superficiles
oblatas y prolatas que reproducen el mismo éfecté y'que no se han
trabkajado. Es 1mportante racalcar que el campio no solo es

morfolégico, pués las Integrales asociadas a estructuras oblatas,
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prolatas y triaxiales no son lguales y por tanto la dlnéﬁlca
asociada a las nuevas alternativas son distintas.

Una posikilidad que habra gque estudiar en el futurc es s1
ex1ste una relacidén entre la forma de las 1integrales Yy los grados
de anisotropia 4gque generan, ésto para ver si el camkio de
integrales de potenciales separables de Stiackel perturkados gue
simulen un potencial galactico, deja 1nvariante la estructura

orbital.
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Apéndice A

Conglderese el caso en que una estrella de masa m, colisiona
con otra de masa m, y donde la collsidn este carcterizada por un
parametro de impacto » y una velocidad relativa iniciral v (Fig.)

i -

™
3i <av2> es el promedi¢c del cuadrade en el cambio de la
velocidad relativa por unidad de tiempo, se puede definir el
tiempo de relajacién por: t,.=v2/<Av2>, Para estilmar <Aav2> se

considera que la estrella se deflecta un angulo tan pegqueiio que
se puede igualar el camblo en SsSu momento Ap al camhilio en su
componente y: Ap= nydt—~fum mzy/r‘ dt, 'y va que se' han ' supuesto
angulos pedgQuefios  de- defleccidén se puede escribir: r2zb2+vate,
y~b, donde al tiempoe t se produce el mMAaxX1moe acercamiento:
p—-IGm m,b/ (b2+vZt2)3/2 dAt=2Gm,m./bv (1)

Para encontrar <Av2> se tiene que el numero de colisiones por

unidad de tiempo con parametro de 1mpacto entre b y b+ab y

velocidades relativas dentro. del elemento de volﬁmen de
yelocidades d®vy - es igual ‘a: £(v)d*yvawbdb. Usando t, ¥ (1) se
~tieme: . = 1/t,N(ffv£(v)bdbd* G2m?/b3v2)/v?, o

, »trxsz‘(v“)lln"(pz/p,)/bzmaﬁ,

donde R es el radio del sistema y (), indica un promedio sobre la
funcidén ‘de . distribucidn. P, Y P, son los valores de corte del
parametro de impacto. Para el limite superior tomamos el tamafio

del sistema: p,xR. Para el limite inferior se toma aquel valer
para el cual el angulo de defleccidn sea del orden de 1, en el
~rua1 ‘la energla potencial y cinética sean casl 1guales:

um/p, #1 , de donde plﬂR/N.

- Tomando valores “tipicos para una galaxia:m=10%3%gr, N=1011,
Rx1022cm ¥y v=107cm/seg, se encuentra que el tiempo de relajacidn
‘resulta de 10!% afnos. :

Apendice B

El colapso de una nuke protogaléctica se traduce en un camblo
de energia 01nét1ca‘ a. gravitacional, Yy lleva a una oscilacidén del
campo gravitacional debidoe a las fluctuaciones gue 2 producen en
la densidad. Estas pueden ser representadas por ondas de densildad
perturbadas. Retomemos-este caso., .

Una onda estable con frecuencia w Y nimere de onda k se
propaga a través del sistema con una velocidad de fase w/k, la
cual Pierde energia al choc¢ar con estreilas Jque 3 mueven a una
velocidad menor y gana energia de las que se mueven mds rapido.
Para clariflcar esto consideremes una onda de densidad:

:p = poexp(l(hx‘wt)) ‘
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fase w/K representa a P COmo una onca estaclionaria; no hay
oscllaciones. La segunda derivada del campo gravitacional es

proporcional a la densidad, por lo que él y la densiad se
encuentran defasadas (Fig.). E£En las regiones de p maxima tiende a
acumularse mas material.
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Consideremos una estrella gque ha clerto tiempo se encuentra

en x, moviendose en un pozo de potencial. Si la energia cinética
es mas grande que el pozo la estrella puede escapar, para lo cual

1
|

requiere de una velocidad mayor gque una critica v./2=23,.
Permanece confinada si su energia es menor. Todas las estrellas
con velocidades entre (w/K)-v. Yy (W/K)+V_ son atrapadas por la
~onda. Debido a gue la funcidén de distribucidén de velocidades de
una galaxia generalmente es monétona decreclente. El numero de
estrellas con velocidades mayores es mayor. La colisidn de la
onda con las estrellas transfiere energia y se amortigua. Después
‘de tres o cuatro periodos de fluctuacidn del campo, se hace cero
y las galaxias pueden llegar a un estado relajado. ‘
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100) 20 - FORMAT(AI}

[
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241) CALL VINTIN. AL 30w 21, KINT)
E et BDMAC L1 DBLE 4 INT)
242) CALL VINT(N. AL, BUU. A1 BINT)
244) BD2UAC [ )=DBLE 1 INT )
24s) CALL VINTIN. AL 8DV, £1, XINT) '
2461 B02VAL 1 inDBLE X INT)
247) CALL VINTIN. AL BOZW. 31, ZINT)
248) BOIWA (1 1oDBLELLINTY
249) WRITEC1L. @) ARACT. BFACE). BOALL), AHAL D)
330) WAITE (Il @) BRACT. BUALL). BVACT). BWALL)
2511 WAITE(13. @5 SRAUT). ALUA(LY, SOVA(L). DOWALS)
asa) WRITE(1f, o) BRAI1).BDIUAIT ). BD2VA(L 1. BDAWAC L)
2333 30 CONT [huE
asa) CLOBEC11)
23%) OPENI LD, FILE="FSOER ‘)
2356} QPEN{LL. FILE="FDRINT "y
asy ©C 40 fe1.9
23%a) READ( 20,93 wPY L1 FPITII CPeL)I. HPCT)
239) READC10, 85 RAIII.UPCIN VP CII . MBLL)
260) READ(10.9) API15. DU DVeI), DWIE)
261) READ(10.#) RPC1).02U(1). 02V(L). D2W(T)
2462) 40 CONT INUE
2831 DO 30 {(=9,13
264) READ(11.0) WPITI.FALT)L. OPULI PRI
263 READ(11. @5 API(11.UPLI) VPCE}, WP(1)
20b) READCEL, @} APCII. DUIL). DVLL), DMCT)
2871 READCTL. ®) APV Is. T2UCL), DIVIT), DAWC LD
268) 30 CONT INUE
2693 DO 83 {=14.100
270y READ(30. 83 AP(Ls.FPULI. GPLTY, FPCT)
271y READ(10.2) APLTY. LRI, VPUT), WP(L)
272y READS 30. 05 RPCI3.OUCEI.OVET), DMEL)
27 READC 10, ®3 RP(IH. DJULTH, DRVITY. D2WC )
374 &0 CONT InUE
273 CLOSEL(10)
2741 CLOSECL1)
277) 150 RETUAN
278) End
are SUBROUT INE v [NT im. 4R 8P, X, KINT)
“200) SINGERT COMARCrI
2€1» REALeS 1D. AU (16). ARt 1a/. BAUKIT6). 0P 16).CL1R0)
282 ADDBLE(X)
283 DO 10 (=l.la
284) AUK{TImaARL T
283) QAUX(L1mBP (1)
286) 10 CONT [ -
87 DO 30 =i, 130
200} Cil)=0 0DO
209 20 CONT [
a0 Mimpey
291 N2eNeMI /2 N
a9} CALL EOQLAAF (AR, BP, &, N1, N2. M. 10)
F ol XIMTSRNOL (C{N2))
xX94) 00 30 e, 130
sl Ct1)=0 ODO
298 20 CONY TMUE
297) 00 ‘0 =1, 18
2983 1)=auRtl)
) "t!)-lﬂll(lh
300) 40 CONT INUE
361} Reax INT
363 ELSE - Lo -
3463) RO & CALPOLAHNCH. MNGR. X3 3
D44) ENDIF
343) HeRS
Db RETUAN
347} &ND
348 R FUNCTION Uial)
349) SINSERT CI (=]
a270% IF(R.GT 0 B AND. X1 LT 1.4) THEN
71 CALL VINT(1S. A1 AL KINTY
NN Re=X INTY
7% ELSE
are) A8 o CALPOLB(UNCH. UNGR. X1 )
379} E0LF .
76} u=he :
I77) TN
78 END .
b Lodd neaLes Punc?lon vun
260} SINBERT . CORACHD
b 134 REAL oD §
82 IFIRs. LE O @) THEN . .
m: SCALPOLC { VNCH, UNGR, &1 3
04
2a3) IF(X1.GT O @ "AMD. X1.LT. 1 4 THEN
I8a) CALL ZINTC(13. AL, BV, X1, XINT?
2M7) Asen IeT
b ld €LBE
%) 273}
2%0) GRGR11)eD0G15) /¢S oau:n:nl
2911 CALPOLC (VNCH, VNGR, X1 ) +8
292» F
%
E aidd Caied
393 l‘\'\ln
3'6.
!M.OQ FUNCTION WiX1)
3..! SINEERT COMARCHI
REAL =D 5
400: IF(X1 LE O a1 ThiN
40t} ROSCALPOLC t WNCH, WNGR, K1)
402) ELSE
4031 IFC 21 8T 0 @ anD LT 1.4 THEN
4042 CALL VINTUiS, AL, BN, 21, llnﬂ
Re=xX(NT .
ELSE
Sext
Be-ravGA (11 2DLOG1S)/ 13 QetBoodr}
ASSCALPOLC (wrCH, MGR. X3 ) « 8
ENDLF :
ENDIF
Wty
RETURN
'O
L1 EAL®S FUNCTION UPALMAISL)
ll.l .lw' CNC
’ .LE O @) TrEN
NWI“NnM¢ 1Y}
ll'l EL
420) T IRIEL QY O 8, AND. N1 LT, 1. &) THEM

P PSRN

D A T T L T e N L T T N

:l.)
42)
348)
349
330)
a31)
sz
-~ 3533
J54)
a3y
JS.)

3%
399
340}

“rRiamn PROGE

AETLRN
END

* EQIFTERT
SUPTODATE EQ1AAFTEXT
SUBROUTINE EQLAAF LA, B, C.
.luSElT CORARCHI
MARK 1 RELCASE
C HARR 4 3 MEVISED
INTEGER o2 NM1:, N, I, M K Lo
REAL @ X, RAR, RBW. RALl. RBI.

Nl N2, N, 2}
Nio COPYRIGHT 197t

A(NL+Ls. BiNteL),

All) = Atl) - 2

20 CONTINUE

[N
@

&0

80 RE
El

ND
REAL 84 FUNCTIOR Fix1)
SINSERT COMARCHI
IFIX1.GT.0.8 _AnD Z1.LT 1 &) THEN B
CALL vmn:s.m.lr.u XINT) :
RO=XINT .

ELSE
RS = ':ALﬁm.AuFm LR 131
ENDIF
FeRe
Rsrunn

EM..! FUNCTION G(a3) .
SINSERT COMARCH])

IFt 23 6. 0 8 AND xi LT. L 4 THENn

CALL VINT{13.AL1. 86, 21, 8INT)

RO=XINT

ELSE

RS = TALPOLAISNCH. SNGR. X 1)

ENDIF

JeRe
RETiNtN .
€no

REAL 4 Fl)'«.l'lm Dﬂlll
SINSERT -COMARCHI - --

IF{ X1 QY. 0.9 . AND tl.?l‘)‘l’b‘n
CALL WINT(13,Al,8H, XL, XINT?

caLL V"ﬂ'( 19: A3, BOU, X1, XINT)
R.-ll

l'-&ﬂ.’ulm”. UNQR. X 1)
ENDIF
UPRIMASRS
RETURN

END
REALe8 FUNCTION VPRIMA(XL)

43[! SINSERT COMARCHI
433) REAL «@

4323
4343
435)

430} .

Py LE. 0.8
uo-cau’uummcn \mcl X1}
&L

R

;VIF(II,-GT. 0.8 AND. X3 LT,
CAdL VINNA&AI..W- AL, NINT
RosXINT
ELRE

1. 40 TrEn
)

am
RESCALPOLHIVNCH. YNOR, X1) « &
ENDIF .

ENDIF

VPRIRASRS

RETURN

END

REAL®4 FUNCTION WPRIMACXD)
H3

(Fexs LE O &) THEM
RE=CALPOLH (WNCH. MO, X1 }

ELSE

IFex; &7 O (58
CALL vlurus AL, lN.ll KINT)
Re=sxINT

ELSE

1. 4) Tnem

Sex§
Set-riGRI11743 ou:unn-u 0=-3 0+0L0A{8 )
RAeaCALPOLHMNCH, MNGR. X1}
ENDIF
ENDIF
WPRLRASRS
RETURN
END
REAL®4 FUNCTION UPRIRAZ(XL}
CHd

LE 0 @) THEN
u--cuu.nuncn. UNGR, 113
lFtll 8Y o A1 LT 1. 8) Dan
CALL VINT(IS.AI.IDW- X1, NINT)
!I-lln

..-CUG.I\(MN. U, 239

(1L 3]
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EALOE FUNCTLION vPRIMAZ LL
.le CMNJ
]

EAL»8 &
ll‘all LE. O 8) ThéEn
nl-cuu.m VMCH. VNGR, a1

lf(ll erT o anD 21 LT. 1 &
CALL Vllfl IB AL, BD3V. 21, KINT)

TrEN

1
Be(ONORI1)I/13 QoS -s:n.n O-12 0eDLOQ(E) D
ASaCALPDLNIVYNCH, VNGR, K1) «

IF(XL LE. O a) ThENn

ASaCALPOLNGWNCH, WNGR, 211

IF(xy .07 0@ AL LT 1.4 THEN -
CALL VIN‘I'(I’.AI BG:“-II-I]NY

As=XINT

ELSE

Sexy

Qe (HNCA{1)/(D Qei1SmeS)isei7 0=12 OeDLOGIR)?
AS=CALPOLN(WNCH. HNGR. X1 )

ENDLF

EMDSIF

HPRINRAZ=R S

RETURN

END

SUBROUTINE ENERCIACCART, €. H)
AEAL®4 CARTt0). X ¥: 2. PX.PY, P2, Y20, Y22, V2. €. H

Re(XeXeYoveIaZ)red S -
P XOPXoPYaPYoPLoR2

-y) 3
v20m(2eleI-avexV)/ i 20AOR )
Y2QeelNex-yYev)s(ReA)

Eev2/2. ¢ U(RI-Y20evIRI+Y22eMIR)
Ha—(RoRePZ=ZaixePXoYePYeIoPL) I /XY
RETURAN

€xd

“ﬂm’l‘ FCNIN, TE. Y. YPRIME)

INTEGER®2 W .

REAL®& Y(b), /PRINELS). 2. Y1, Z.PX. Y, PZ. TL. DAY, DRV, DRW. UR. VR,
Emvel)

Yiey (3}

2=¥()

rD(2, )00

£0(3. 42m1.0

PO, u-'llnna-l-uul-lab u-lqu)-lD.‘kuvaomuuom
B 0(‘-2.'“)-('06

L

:l-—(vuaauwnq-naoxu 1. edev20)e(AeDIoXelein-20v22)

-0

PO(Y. 110=(X/RT)e (PYP+Y10DAY10(1+20YI0 I8 (A+DI-V 0 (bo20v221 @ (CoB) 3

P03, a»-ma—vuvunn-a.-u-«n-nma»-lo:dnm.u-awao
{6+>20Y22) +Coi@-29Y22}

9, umm-(rvvoucoaovunuloanaol—imu-lh( i-2eva0)

ev23 )-h'l'ﬁival

im0
PDLA. 11e~( :mau (PIPeleDI-2nTeA (1 -YI0IeTeDO(1+20VI0) ~202
s eleCain-20v3d
POCH. 2} -;\ 3 IIQD Olfll-lnbﬂ-dllunn( 1= 'iOlolOD‘l IOZOVIOI
2B~

€nD

BUSAOUTINE CRAFICAS(.H

CHARACTER®2 RESP

lm.l POTENCE(32. 190). POTENI(52. 150
3 v

-nasur COMARCHI

HRITE(e, #) ‘CALCULAMGS LA DEMNS. ﬂlb( <SLINOD>
READ(e. 3) RESE
FOAMATLAZ)
IF(RENP EQ °ND°) GO TO 13

OPEN( 1S, FILE= ‘POTEMCI *)
MRITE(19. #) 52.190.0.0.0, %
00 10

RS- = SQGATI(RR2)
POTENCE (1. JU1aU(AR =10 S1eVIAR)I <3 Oew AR )@ (X2-YZ) /AR
WRITE(13, o3 POTENCECS. JJ)

Piayi 4

PY=viD)

Plevie)

AslUsX o Yiegi v lel)wed 3
Y20m(2elml-kui-viavi)/ JefeR)}
v22eleixed-vievii/iReR)

URa (R

ReVIR)

[ L]

DRU=UPR LMA IR}

ORVaVPA [MAIR)

DRWewPR IMA R )

A2=Ral

Cm(R*DAM=Iomd .  R2

D=(RaDAV-JeVvAI 7 A2

YPRIMEC(1)=PX

YPRINE (22mPY

YPRIME(D3) =P

YPRINEL4)=—{ X/R) e 1 DRU-ADe YI0+RICOYIIs LVR/R) 4@ (WR/R})
PRINE(S)m=t YL/ DAY Dev20eReCeYIe 1 VR/RI~bo(WR/R) )
YPRIME(SI=-t 2/R) Y20eReCeY2I-20 (VR/RY)
RETURN

END

GUBROUT INE FCNJ(N, T1. Y. PDY

INTEGERe2 N

REAL 4 Y{&), 2 Y. 2.FAPY, PL TL.PDI&, 0}
Xav (i)

DRYU-Ae

Plevia)
Re(XeXvvierieleZieel. S
Y20m(DeleZ-tex-vievl)/(IeReR)
YaQmdetxex-Yier]i/(ReR)
UReU(R}

vR=VIR)

HReW(R )

DUSUPR [RAIR)

OVeVPR IMALR)

DH=PR [MALR)

DAUSUPR [MAQ(R)

D2VSVPR IMAQIR )

D2met®A LMAR(R)

R2=ReR

A-ll-nv-vﬂua"

- B (ReDM~WR ) /R2 =
CotReDW-20uR }R2 - P e
D=y ReDV-20VR /R . L ) ‘
038DV~ YR0eD2Ve 1220020
PP~ X/R)LDU-RIGIYI0+ReCe YRR {VR/R?
PYPu~iY1/Riw (DU-ArDeY20+ReCOV2+(VR/R)

A2/ TU-ReCeY 2020 VR/AY)

wWR/IRY )
(HR/RY

£DL1.2)1=0
PD(1.2) =0
PDLL. =0
PD(1,.4)=1 O
PD(1, 3)=0 - .
PD(L. &) 0 . .
PD(2. 11=0
o&8l) 20 CONTINUE
s62) 10 CONTINVE .
.d) CLOBE(19)
6ae) OPENt 1o, FiLE= PATENR "}
asd) WRITE(la.®) 32.130.0.0.0.1 S
8a7?) -
668
oe?)
470)
6713
672)
&72)
az74) POTENR(I. JJIwRR) —0 SeVIRR)@t2022-x21/R2+3. OeW (AR}
673) WRITE{10, ) POTENRCI. 0}
&7b6) 13 CONT INUE
&77) 16 CONTINUE
7@ CLOGE(Le)
&7%) 13 XO=RP(1)?
a0} XMAL=RP ¢ 1001
YO=FP (1000
YRARSEPR (1)

CALL CRAF B2(XO, XfWAK. O, uuu.” £
CALL MINYRAX(OP, YO, YMAX
CALL GRAFIZ(X0. XMAX, vo. "\n.”. P U .
I CALL MINYMAX (. YO, VI . Tt
CALL CRAF12(A0. 41NAK. va. vmn. "P P, W)
CALL MEINYRAX(UB, YO, ¥
CALL GRAFIZ(XO0, INAX, '0 V!“l RP. UP. 5} N
CALL MINVRAR (UM, YO, ¥ B
CALL CRAF[2(X0. XRAN, vo. \vrul. RP.VPLUY
AINYRAX (WP, YO, YRAXD
nax, 'o. "u-. AP, uP, )

< MINYMAK DU, YO, YRA!

c . .vo. vv\u.l! ou, v
< CALL MINYMAR(DV. 1Q. YMAX)

< CALL CRAFI2LD. XMAR. YO, YRAX, AP, DV. J}
< CALL MINYRAX (DM, YO, Y#AR )

< CALL GRAFI2(X0. XMAA. YO. YRAK, RP, DI, J)
c CALL MINYRAX(DRU, YO. YRAX)

c CALL SRAF12(KO, XMAK, vo. vnAl RP. D2V, 44
c CALL MINYRAX DIV, ¥O. VI

c CALL GRAFIZ(XO. XRAL. vo. ku. RP, D2V, J)
c CALL MINYMAK(DaW, YO. YHAL)

< CALL GRAFIZ(XO0. XMAN, YO. tHAX, RP, D2, J)

RETURN
LCND
GSUBNCUT INE MINYRAZIAS, YO, YRAX)

INTESER®Z L
rO=1 £20
YHAX=-vO
DO 2 1=1.100
IFIAS(T} GT YRAL) YRAL=ASLT)
IFIAS(E) LT YO) YOwAGID)
conTt
'(YEI'. -
RETUR .
END -

‘YOe ', YO. "YMAK®’, YRAX




D N R L T el T e LR L L LT

PROGRAN PROOH

AEALES FUNCTION Ui POLAICOEFSCH, COEFiGA, R)
REALSS COEFBCHIO 45, COEFEQOA (O 40). 0
Q=R

Qeaed

IFi@ LY. 1 0DO) TEM
AEMA. =CALPOLD ( COEFSCH, O)

e

Q=1 0pa/0
RESUL Qe CALFOLDCSOEFSUR, 4) /R

EMNDIF
IF(® OT 1. 000+ WRITE1=.¢) 'R.Q='.R.Q
CMJEI.A-IESIA.

REM." FUNCTION CALPOLB CORFECH: COEFSCR, R
AEAL*@ CDEFSCHIO e3). COEFGEA (0. 40). 0. LOOG
o=

IFL Lf 1. .0D0) TrEm
REQUL=CALPOLD(CCEFSCH. A)
ELIE

Q=1 000/0
LOOC=DLOA{SARTIE JLO/G21/SARTIE Q0C/0)
IEM-ICN.PMICIKFBM Q1 /R)-LOOG)
ENDIF
IF(8.07 1 000 WAITELs. a3 ‘R.Q='.R.Q
CALPOL B=RESW.
IIET\!

ﬂu.l FUNCTION LAL}'ULC(\.OCFBCH.CDEF:M. )

75]) SINSERT COMARCHI
733 REAL

8 COEFSCH10 40).COEFSCR (Q. 40). Q) EXTRA

aeq
IF(@ .LT 1 JDV) TrEN

RESUL 20w CALPOLDICORF 5CH. 0)
ELaE

@=1 000/Q
AESUL =CALPOLD LCOEFSER. 4 /8

ENDLF
CM&C-&ESUL
RE

E)D .
REAL®S FUNCTION CALFOLD(COEFSE, X)
REALeS COEFGLO 401.P.G, 22, X6, X

PuCOEFS{a0-1) « Pesrs
QeCOEFS(40-1) « CIHEFS(I9=[) <Qers

[ TNE .

P=COEFS{0)> IJe((a2-1 ODOIeP « Q)

IF(P.QT § 0010 uR & LT -l 0RO} THEN
WRITECS. ») ‘X, Pm . 2. P

CALPQRD=p
RETURN
£nD

Ay

Xx&mxQaQ .

04 10 .I=0, 38 : N E
Pele(4)~ n-n.ncrauo-u - Pax
Gee(41-11eCORFS(40~§ '0]'!‘0—( )lCthiﬂ'-l JeQers

CONT e

PaQeCOEFS(0) + X2ei(23-1 VDOIeF + G}

CALPOL [ =P

RETURN - :

[ ]

REAL®S FUNCTION CALPULJ(COEFS, X)

AEALe® COEFS(0.603.P, 3. X2, X4. X

P=0, 000

Q=0, 000

Lol

A4=XIex2

00- 40 1=0.26: 2 .
Pate(41-1)~1)0COEFS(Q0-1)oPuxd
Qui28(8)~i)1=1)0COEFS140-1}+(2e(40~1,~1)oCORFB(I9- ) +doxs

CONTENUE.

“t-t; oucsrsm:.-:uua-l aBoler « e
ALPOL.

l!ﬂ.’l

REALOS EUNCTION CALPOLR1COKFBCH, COEFSUA, A)
AEAL®S COEFECH(O. €0). COEFEOR {0: 40). 4. LOOD
[ ) .

Qeaea
IF(R LT 1 03 THEM .
RESWL, .= CALPOLL(COEFSCH. Q)
ELaE
=1, 3DO/A

LOOGa~2 0eDLIGISART11 0/Q1)1ed O
'E?-(LM’CWCCEFW-G)M\I/-I

CALPOLA=AESA.
RETURN

ND
REAL®4 FUNCTION CALPILLICOEFS, &)
REAL*@ COEFE(O. 40). £. 0, 22, X4, X. 8
A=0 0DO
G=0. 000
xX3mg
Xe=aQex2
OQ 10 1=0.38.2
Paleia0—11e 2-uo—lv—n-cucrsuo-ﬂ» * Pake
200 3%-11=110COEFR(I-1} + Qex@
o-a-uo— 1913w 14G-111)eCOEFG (40~ 16

T INGE
Pot12-1.000)ef + 0
CALPOLL=P
RETURN
)
REAL®S FUMCTION JACPOLMICOEFE, &)
REAL®® COEFSI0. 40). P, G, K2, X4, X. B
P=0. 000
Q@=0. 000
R2ex

2ex2
DO 10 1=0. W.2
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PROGRAN PADCH

791) REAL®6 FUNGTLION CALPULE: CORFELH. COEFSSA, R)

703 REAL =8 COEFSCHIO. 401, COEFSGA 10, 40). 0. LOOR

780 annt

784) U=Ged

7833 IF (R LT L 0} ek

Z6ea) usnu.-ln.um.ru.n:rscn. a

7071 9E

798} dml ubus9

7891 LOOG=OLIQISURT 1 0/Q) 11~ COEFSOR1UIel. O)

7901 RESUL=(LOOS +CAPOLS (COEFS0R, 3) 1eQ

91 ENDIF

792) CALPOLE=AESUL

79 RETUAN

794> END

7933  HEALe4 FUNCTION CALPULF{COEFS, X}

796! REAL®O COEFS(Q 40).P. 0, 22, 24, X

797 P=0 00O

7%a) Q=0 UD0

799) a2=x

8043 Xdmxlex

a01) 00 10 I=v. 38,2

a02) Pu2e(40-171eCOEFS(4u-Ls » Poia

803 Gae(40-1) oLOEFS (40~1)1+20409-1) 0COEFS1I9-1) +An1a
804} 10 CONT 1

803) Pa(x2-1 ODOIeP + &

B80e) CALPOLF P

a07) RETURN

aca) €

809 REALe4 FUNCTION SALPOLGICOEFE, X)

810) REAL®D COEFS10 431.P. 0, X2, x4, X

811 £=0 00O

a12)

a3

ataes

8133

8la P-:z-uo-h—tr--.nEr:uo—n v Pex4

a7 Qe 2e(ad=-1)+11eCOEFS140~1 )+ (2013911 +1 1 eCOEFA(IV-1) +dok e
Bl 10 CONT InuE

a19) . r-::-ux:-x CDOIeP +u 1et=1 D}

820) CALPOL e

[ RETURN .

823 . END
1823} REALe8 FUNCTION CALPOLMICODEFSCH, COEFSSR. B

824) SINSERT CORARCHI

@29) REAL®D COEFSCHIG 40). COEFSUR(D. 40). 0. RESUL

B2e) Q=8

a27» Q=asd .
a2w) IFIS LT L Or Frki

829) RESUL=5eCALFOLL \COEF:CN. Tl

a30) ELBE

ain d=1 VDV/A '
832 RESUL=QeCALPOLJL CUEFSGR. Q)

a33) ENDIF

a3e) CALPOLH=HESUL

833) RE’ L]

Blo} EnD

[ E14d REALes FuncTION uu.PJ;.lu.OCFB.x)

a3e REALeY COEFS(O 401, F. G X2 x4 X

a29) Ped. D0

840) Q=0 000"

011 L. pe2eiai-l)e(2e.40=11+1)eCOEFRI40~F) « pox4 cen Y
2021 Sage(aQ-110(20(J9-[1*11eCOEFS{I9~1} » Qoxs i
9033 Qedeial-119¢20(40=17+1)0COEFB(40~1)+E
904) 10 CONT INUE

. 909) PaQeCOEFGI0}+42e( (A2=1. 00O &P v D)

204} ALPOLMaS

*37) RETURN ‘

2061 €

909%) REALe4 FUNCTION CaLpilntCOEFSCH, COEFICR, 8)

210 REAL®S COEFSCH(Q 40). COEFEQA(0:40),Q

911) SINSERT COMARCHI

a2 QeSS

D GeQeq

e IF(S LT, 1| O THEN

245 RESUL=CALFOLO (COEFSCH, U

916)

Nun a=1.000/0

") AESU-aQOCALPOLP (COEFSCR. ) /8

N9 ENOIF 4

2203 CALPOLNaRESIR, - -
225 -RETURN . .

9321 END : LI !

923) - REAL®4 FUNCT LON CALPOLOLCOEFE, X

9241 REALe@ COEFS(0.40),P.d: 23, X8, X. ®

”?3) P=0. 0DO

2a) @=0Q. 00O

9271 2ax

*2e) L4nr20R2

929) DO 10 {0.38. 2

*30) Pade(41-126(20(41-1)~110COEFRI40~1) o POX .
Qa1 Sade (40-1)€1J0140-11=116COEFR(IV~1) » Gexa

9332 dede(4l-1)et20(41-11~1)0CORFE(A0-1) + &

933) 10 CONT g

934) Pe2eCOEFGIO0s « 1201 4Z=1 ODOIOP + Q)

233} CALPOLO=P

23480 RETURN

27) £n0

%3a) REAL®4 FUNCTION CALFOLP (COEFEB, X)

3 AEAL®B COEFS:Q 404, P.0) X2e X4, N, 8

9401 P=0. 00O

941} JdeQ 300

942) X2ex

9423 X4m22023

944) 00 10 1a0.36. 3

43) Pe2eiai~11e(2e141-1)-11eCOEFS{40—]) » Pox4

940} 58201401 10(Jet40-11-116COEFSIII-1) » Quxa

947) Aude(al-fie(les81~12-112COEFS(40-1} + §

943) 10 CONT INUE

949) F-a-cwsm'--znu:-l OD01eP * Q)

230) CALPOLP a

9313 RETUAN ”
9321 END

9333  SUSROUT INE GAAF 1220, ARAR, YO, YHAX. ARRY, ARRY, M)
”54) INTEGER2 N .
9533 REAL@4 ARRX (200}, AHAT 00D

*3%1) 10 TN

9571 ) "QUIEAES SRAFICAR EN LA [rPREGORA O EN LA SELAN
939} WAITE(e, @) 'IMPRESGRA=], BELANARSZ. URINEL=1'

°3%) WEAD1w. o, ERR=10) INOY

Y80} IFUINDE NE. 1 AND. [NDX ME. 2 .AND. INDE NE.D) 00 TO 10




PROGRAM PROGP PROCRAM PROGP

941) IDIVIY = [2ACEPTAL’ Divisianes en Y')eil ¢ 1021} READ(#. 135) RESP P . L
962) IDIVIX = [2ACEPTA(‘ Divisiones en X‘)=10 ¢ . 1022) IF(RESP .EQ. “NO’) Q0 TO 130 . o o
963) CALL INITQ( INDX) : b . i . 1023) WRITE (s, #) ¢ COMPROBACION A LA E€C DE POISSON
964) . CALL MARCO . : S ¢ 1024) PO 140 1=, M
263} CALL WINDO(150, 150, 570, 570, X0, XMAX. YO, YMAX, O) IER) ¢ 1025) IF(1..GT. B .AND. T .LT. 14) THEW
966) CALL AXIS(150 . 150,720,720, IDIVEX. IDIVIV. 8. ¢ 1026) S1=FLOAT(12/10.0Q
. 967) CALL CONCA(4.,¥0.0 +130.) -7 : i 1027) S2=ENAL (BT} .
9683 . .CALL CONCAL& , YMAX, Q. 740.) ¢ o281 EDUSUPR IMAR(S2)+2. *UPRINALER) /82 .
969 CALL CONCA(&. , X0, &0..100.} ¢ 1029) EDVMVPR IMAR(B2)+2. #VPRIMA (821 /82-6. V(523 /(82962
970) CALL CONCA(4 , XMAX, 600. . 100. } ( 1030) " Ep“.upnxmz(szuz. #HUPRIMA(BR) /B2-6 *M(ER)/(82082)
971) CALL MUVEA(XQ. YO ) < 1031 WRITE(®, #) ¢  R=: 262
972) CALL HMOVEA(ARRR (L), ARRY (1) ¢ 1032) ELSE
.7 . DO 20 I=1.N ¢ 1033) E~FLOAT(1)710. . .
: 974> X=ARRX (1) « . 1034} EDUSUPRIMAR(S) + 2 sUPRIMALG)/S - :
978) . YwARRY (1) . i 10359 EDVAUPRIMAR(6)+2. #VPRIMA(S /86 #VLS) 7 (BWE)
976) CALL DRAHACX. Y7 ¢ 10361 EDUSWBRIMAZ (8 +2. WPRIMA(SS/S-6. *W(S)/iBe8)
977y CALL BIMBDL (3} e 1037) CWRYITE( R, #) ¢ Ru: 0 8 .
9783 CALL MOVEA(X, Y) < 1038 ENDIF y :
979 20 CONTINUE « 10391 138 WRITE (=, #) EDU=’.EDU, * Far FPOIY i
260) caLL FINITT ) < 1040) . WRITE(=, #) ‘EDV=‘.EDV, " gme CPLIN T
981 ) _ 'RETURN L S : « 1041) WRITE(w, %) ‘EDW=’,EDW, * He o HPLLD
982) ‘END - i o ¢ 1042 URITE w) #) mmmmmm e i m = ST e
9833  SUBADUTINE CFSINY : ¢ 1043) 140 CONTINUE ~
984) SINSERY COMARCHI ) « 10441 150 RETURN
<8%) WRITE(®, 300 It $045) 135  FURMAT(AR) ) .
986) DO 50 "1=0, N ¢ 1046 END B
9873 WRITE (., 40) L FNCED. GNCHCE) . HNCHOT 2. GNGROIY, HNGR(T)
988) 30 CONT INUE
969) WRITES(®, @) * COEFICIENTES DE LAS FUNCIONES U, V: W'
WRITE(s, 60
9911 DO 80 I=0. N
92) WRITE (e, 705 L UNCHT L1, UNCHET) . WNCHCD)
993) 90 CONTINUE -
94 WREITE(=, 90}
«

999) 00 130 1=0.N - o "
. e e WRETE (R, 100 £, UNGRS 12, VNGRCI ), WNGR L)

9971 110 CONTINUE o : S .

‘9983 RETURN ) . ) - o
999) 30 FORMATC <~ 175X, “FHCE} 7. @K, ‘ONCHUT Y., SK, "HNCHIT) 4, 9%, "GNORILI) ‘) 3X"
1000} L YHNOR (I ) - - : ;
1001 )40 FORMAT (3. 5F12. &)

1002) - 60 FORMATL # 17, 3%, ¢ UNCH(I) 7o @K, *  UNCHLI} 2 s WNCH(EY )

1003) .70 FORMAT(13, 3F12 &}

1004) 90 FORMAT( < . L7, 3x, ° UNGRLI) 2% * UNGREEY . 2K, 7 WNGRCI) )}

3003) 100 FORMAT((3, IF12. 6)

END

1007 SUBROUT INE FUNS (M)
1008) REAL®4 EDU, EDV. EDW. S
1009) REAL#8" S1

1010} CHARACTER#2 RESP
31011) SINSERT COMARCH3

1012) WRITE(®, #) ‘PUNTOS
1013) po 120 f=1.M

1014) T RTTE (s, %) ‘Re’ RPLIY, « F=/ FPUL), © G= i GP (L), * H='. HP (I
108S) 120  CONTINUE :

1016} CRITE(».») * PUNTOS _ PARA GRAFICAR U . V. W ¢

1047) . DO 130 I=1.n ) .
1018) R TTE (rr w) CRmRPILD, 4 Umf UR(LY, Vst UPCED, * We o WP (D)

1019) 330 CONTINUE
o0y MREITE(®, #3 * COMPHOUDAMUS PUIBSON o8l

. :

PARA GRAFICAR F . O, H

R N A ; g ) :
~naana ‘
P S P Y L L T
. PPNPAPPN
Qo
-

NO
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