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I. IHTRODUCCJOB 

Actualmente no se conoce con certeza si la formac16n de 

galaxias se llev6 a cabo o no mediante procesos disipativos. si 

tal es el caso, las actuales galaxias no ref leJan las 

condiciones iniciales de las cuales se formaron. En caso 

contrario pueden retener suficiente información y refleJarla en 

su morfología, r.::inemát ica y dinámica actuales. Por tanto, un 

conocimiento más apegado a la realidad de estos aspectos, debe 

conducir a 

prevalecientes 

galaxias. 

un 

en 

meJor conocimiento de las condiciones 

el universc> durante la etápa de formación de 

Recientes trabajos o.bservac1ona1es, empezando en 1976 con la 

obtención 

el ípt.1cas, 

de las primeras curvas de rot.ac1ón de galaxias 

han puesto en evidencia nuevos aspectos de su 

morf'ología ·y dinámica que cambial'l la visión que de ellas se 

tenía. Algunos de estos aspectos son, por un lado, la es~ructura 

t.r1ax1a1 de las galaxias, cuya existencia está .basada en las 

bajas .velocidades de rotación, alta dispersión anisotrópica de 

velocidades y los gradientes de el ipt icidad y posición angular de 

1 as isofotas, observadas. Por otro 1 ado, 1 os trabaJos teóricos 

que al hacer uso de la t.eoría de formación de galaxias por 

colapsos no disipativos, de condiciones iniciales anisotrópicas 

en las velocidades y una re1aJaci6n por oscilaciones del campo 

grav1tacional, logran explicar las observaciones a partir de 

estructuras tr1axia1es sin rotación. Actualmente se cree que 

existen distintos tipcis de ga1ax1as elípticas: triaxia1es, 

o.blatas anisotrópicas, oblatas por rotación e incluso prolatas. 

En particular, los modelos de ga1axias tr1ax1a1es muestran 
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que éstas solo pueden existir si son sistemas altamente 

an1sotróp1cos. Debido a ésto no es posible asociarles un 

potencial axisimétricc>, pues este tipo de potenciales predice un 

plano de isotropÍa, 1nex1stente en las galaxias tr1ax1a1es. La 

anisotrópia necesaria para sostener una galaxia tr1axia1, esta.ble 

por 10 1 0 años, se da s1 su funci6n de distribuc16n posee tres 

integrales de movimiento: la energía y otras dos no clásicas. La 

forma analítica de las integrales de movimiento no es posible 

conocerla ya que las ecuaciones de movimiento resultan ser 

acopladas, sin embargo, Schwarzschild (1979) ha construído, en 

base a un perfil de densidad de Hu.bble, el primer modelo de un 

potencial triaxial cuyas Órbit.as asociadas tienen tres int.egrales 

de movimiento. Estas Órbitas definen tres fam111as present.es 

también en lr..">S llamados potenciales de St.ackel, separables en 

coordenadas elipsoidales y para los cuales se conocen las tres 

·integrales de movimiento· en forma anal ít.ica .. El ajuste de un 

potencial integrable de Stackel perturbado que más se parezca a 

un potencial galáctico, lleva a expresiones analíticas 

aproximadas de las 1nteg1'ales de movimient.o galácticas como 

perturbaciones de .1as de stackel. 

La dinámica de las galaxias tr1axiales será el tema de 

estudio de este t.rabajo, cuyos objetivos son en primer lugar, dar 

los argumentos que sostienen la existencia de estructuras 

tri axial es; reproducir y general izar al guncis de !os pasos del 

modelo autoconsistente de Schwai~zschild y mc•strar que presenta un 

potencial repulsivo no deducible de las ecuaciones. se hará la 

corree ion al potencial. Aunque posiblemente 

presentada en este trabajo cambie las conclusiones de 

Schwarzschi l d, la verificación de tal aseveración no seri parte 

_.·.-. 

. . ~; . 
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de los objetivos debido a los problemas de tiempo de cómputo que 

representa, pero se darin algunas condiciones bajo las cuales 

sigue siendo válido. El obJetivo principal es deJar expresado el 

potencial t.riaxial en términos de las razones de eJes, lo que 

permitirá modelar galaxias triax1a1es, oblatas, prr:il atas y 

esféricas sin rotac16n. A partir de un aJuste se expresari el 

potencial en términos de potenciales de St~ckel para hallar las 

expresiones analíticas de las tres integrales de movimiento. 

Estas quedarin también en función de las razones de ejes y deJari 

abierta la posibilidad de estudiar su evolución al pasar a 

distintos tipos de galaxias. También como parte de los O.bJetivos 

es 1n t.roduc ir las técnicas de exploración de sistemas 

hamiltonianos que son útiles para evaluar hasta que grado un 

potencial galáctico es integra.ble. Es decir si el potencial 

modelado conserva la estructura or.bital para considerarse 

est.able. 

con tales fines el trabajo se ha oi'ganizado de la siguiente 

manera: en el capítulo II se darán los argumentos observacionales 

y teóricos· que sostienen la existencia de galaxias tr1ax1a1es. se 

hará énfasis en que la Velocidad de rotación no es sUficient.e 

para producir la eliptícidad observada y la necesidad de una alta 

dispersión de velocidades como mecanismo alternativo de 

achatamiento. En III se describirá la teoría de formación de 

galaxias por colapso no disipativo a partll' de condiciones 

iniciales an1sotr6p1cas y relaJadas por el mecanismo de la 

relajación violenta, que conduce a estructut'as el0ngadas oblatas 

y triaxiales sin rotación. Aquí se verá que la anisotropÍa no es 

estrictament.e necesaria para obtener este tipo de 

configuraciones. En el capítulo IV se introduce La te0ria de Los 



potenciales separables de Stickel y se dan las expresiones de las 

integrales de movimiento. se hace uso de la teoría del teorema 

KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) y de los mapeos para explorar 

sistemas ham1lt.onianos, que dan indicios de la existencia y 

dest.rucci6n de integrales de movimiento. Se verá que la 

destrucci6n de integrales de movimiento da origen a regiones 

caóticas en el espacio :fase, que pueden ser estimadas por la 

integral de Melnlkov. Una reg1c1n caótica pequeña no altera la 

estruct.ura orbit.al global de un potencial de St ackel perturbado y 

puede simular un pot.encial galáctico. En V se reproduce parte del 

modelo de Schwarzschild y se corrige el potencial. se expresará 

el potencial en términos de las razones de eJes y a partir de los 

potenciales de St~ckel se hará un ajuste para hallar las 

expresiones aproximadas de las 

galaxias t.riaxiales. F·inalmente 

1ntegra1es 

en VI se 

de mov im1 en to de 

presentarán las 

conclusiones y se discut.irán los tra.baJos que pueden realizarse a 

partir de lo elaborado en éste. 
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II. TRIAXIALIDAD Y AHISOTROFIA DE GALAXIAS ELIFTICAS 

Durante mucho tiempo se pensó que ei moment0 angular de las 

galaxias elípticas era suficiente para explicar la el1pticidad 

observada, pero medie iones de algunas cu1•vas de rotación muestran 

que su velocidad no es suficiente para producirla. Adicionalmente 

se ha observado que las isofotas de algunas galaxias, presentan 

un gradiente de elipt1cidad y posición angular como funci6n de la 

distancia al centro de la galaxia. Estos elementos ro~pen con la 

visión :biaxial de las galaxias el Ípt.icas ya que el aplanamiento 

puede ser explicado si la nube protoga1act.1ca poseé una alta 

dispersión anisotrÓpica de velocidades y un bajo o nulo momento 

angular. Los gradientes observados en las isofotas se explican si 

.la estructura es triaxial. 

Para delinear los argumentos que conducen a la idea de la 

t.riax·ial idad, discutiré en a) 1 a re 1 ación existente, para 1 as 

galaxias elípticas, entre su excentricidad y su momentci angular 

bajo la hipótesis de que son e!ongadas por rotación, y en b) la 

inconsistencia de este resultado con las curvas de rotación 

o.bservac1onales. TamJ:>1én en b) t.rat aré sobre el mecanismo 

al t ernat1 vo de 1 a dispersión anisotróp1ca de ve 1C•C1dades que. 

explica la el1pt1c1dad de las galaxias. se mencionarán, en c), 

los elementos que sugieren la existencia de galaxias tr1ax1a1es. 

a) Relación teórica excentr1c1dad-momento angular 

Los primeros intentos por modelar galaxias elípticas 

estuvieron basadcis en un razonamiento 1nversei . al que Newton 

utilizó para explicar el origen de la geometría oblata de la 

Tierra: un sistema .autogravitante, como lo es una ga1ax1a, que 



presente excentr1c1dad distinta de cero debe encontrarse rotando 

con una velocidad angular suficientemente grande como para 

producir t.al deformacion. Tal es el caso de !os esferoides 

homogeneos; Aikawa (1971), por otro lado, ha demostrado que los 

modelos de galaxias elípticas construidos cc,mo esferoides 

politrÓp1COS [P:Kp Cn+ 1) In J en rotación diferencial, muestran un 

comportamiento similar al de un esferoide homogéneo que rote con 

velocidad angular constante. Aunque la condición de homogeneidad 

no es aplicable a las galaxias, en base a la similaridad 

demostrada por Aikawa deduciré la re1ac16n existente entre la 

excentricidad e y la velocidad angular ~í para un sistema 

homogéneo. Para un esferciide con semieJes a 1 , a 2 y cuyo eJe de 

simetría coincida con el eje de rotación a 3 , el teorema virial 

tensorial toma la forma (Chandrasekhar, 1969): 

donde I,W y n son respectivamente los tensores de inercia,energía 

gravitacional y energía interna. De aquí se obtiene la expresión 

para· Q2 en unida.des de 1fGp 

donde las A, por estar definidas en t.jrminos de los ejes, 

introducen la geometría del sistema: 

Bajo se obtiene la secuencia de 
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esferoides <>J:·l at •:is 11 amada de Mac 1 aur1n y carar::t er1 zada p<:;r: 

... II.1 

y momento angula!': 

donde M es 

relaciones. 

la masa del esferoide. La Fig. Il. 1 muestra estas 

se observa de las gráficas que la secuencia va desde una 

esfera cuando e 1 momento angu! ar es cero, hasta un discc> cuando 

tiende a infinito. 

EXiste un punto R so.bre ia secuencia en 0 2 =0.3742 d011de el 

esferoide se vuelve secularmente inestable. Esta 1nest ab1 l ldad da 

origen a una nueva secuencia de elipsoides triaxiales llamada de 

Jacobi, con a 1 >a 2 >a 3 • Se puede demostrar que .Para ·valores fiJOS 

de L, M y V(volumen del sistema) la energía total es menor para 

las configuraciones tr1axia1es que para las configu1'ac1ones con 

simetría biaxial. De acuerdo a esto, un esferoide de Mac1aur1n 

evolucionará a un .. elipsoide de Jacobi si c1pe1·a a!gun mecanismo 

disipativo (viscosidad del medio), 

de energía. Si se realiza el 

con el cual elimine su exceso 

ani1is1s de estabilidad, se 

encuentra que son los modos sectoriales de oscilación lc•s que 

conducen a una evo1uc1ón de este tipo. Escencialmente, !os modos 

sectoriales describen la osc11ac16n de los hemisferios del 

sistema. Si no interviene ningún proceso dis1pat 1 vo, pasando el 

punto R el esferoide de Maclaurin oscila. 
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1.0 

o.e 

• 

Fig. II.1 
Variaci6n de la excentricidad como func16n 

de la velocidad y el momento angular. 

Para una excentricidad dada el elipsoide de Jaco.bi rota más 

lento que el cor·respondient.e de Mac1aurin debido a que su momento 

de inercia es mayor. De la misma gráfica puede verse que para un 

valor fiJo de Q existen tres configuraciones posibles, de 

excentricidad distinta, que puede asumir un sistema: dos 

esferoides oblatos y un elipsoide triax1al. 

Ahora bien, aparentemente las galaxias elípticas son sistemas 

conservativos sobre los que no opera ningún proceso d1sipat1vo. 

Este hecho, por el razonamiento anteric•r excluye como modelo una 

estructura triaxial est.abl e. Por tanto, si · 1 a excentricidad de 

las galaxias :fuese ocasionada por la existencia de alto momento 

angular, las curvas de rotación observacional y 1 a teórica, 

correspondient.e a un esferoide oblato de Maclaurin con la misma 

excentricidad deben ser similares. 

b) Achatamiento por dispersión an1sotróp1ca de velocidades 

En 1975, Bert.ola y Capaccioli lograron medir la primer curva 

de rotación de. una galaxia elíptica, NGC4697, clasificada por 

sandage ( H161) como ES . Encuentran que hay una parte central que 
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rota como cuerpo rígido donde la velocidad vr aumenta linealmente 

•:::on la distancia al centro hasta un maximo de 65Km/seg, luego se 

mantiene casi constante en rotaci6n diferencial. Al corregir por 

efecto de proyecci6n, Bertola y Capaccioli cc>nc luyen que la 

máxima velocidad de rotaci6n posible para la galaxia es de 85 

km/seg, muy baja para explicar la elipticiad observada, pues la 

velocidad de rotac16n te6rica para un esferoide E5 de Mac1aurin 

es de 300 km/seg. 

La inconsistencia entre las observaciones y los modelos fu~ 

confirmada por 

velocidades de 

Illingworth (1977) quien encuentra que las 

son rotaci6n para 13 galaxias el ÍP,t leas 

aproximadamente _ 1 /3 

elipticidad a través de 

de las requeridas para 

esferoides de Mac1aur1n. 

explicar 1 a 

Illingworth 

concluye que si las galaxias fuesen oblatas, el .bajo valor 

encontrado para su moment.o angular indica que la dist.ri.bución de 

velocidades en la dirección z debe ser menor que en las otras dos 

direcciones. De esta manera el sistema se aplana sobre el plano 

de simetría sin necesidad de rotación. 

Por otro lado, Faber y JacJ{son{1976) han encontrado una 

relación entre la luminosidad L de las galaxias y su dispersión 

central de velocidades O': Lcccr 4 , lo que permite cuant1f1ca1' la 

razón de energía cinética rotacional Tr a interna T, a travjs de 

la relación deducida del terema virial: 

'.rr/T;=(V/0')2. 

En e 1 caso de NGC4697 King y Mink<>wski ( 1966) han encontrado 

que cr=310 km/seg, por lo que el baJo valor de (v/crJ=0.075 refleja 

que la energía interna es dinamicamente más importante que la 

rotacional. Este t'esultado tambÍen se observa en las 13 galaxias 

estudi•das por 1111ngworth, para las cuales v/cr toma valores en 
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el intervalo (0.1,0.45], s.e infiere que 9n estas 

galaxias el achatamiento no es produc1dc• por la rc•tación, y en 

cambio puede ser ocasionada por la alta dispersión de 

velocidades. 

A raíz del descubrimiento de Bertola y Capacclo!i, Binney 

(1976) realizó un importante experimento numérico en el que 

demuestra que una formación de galaxias a partir de un colapso 

con condiciones iniciales anisotrópicas en la dispersíon de 

velocidades retiene, después de que el sistema se ha re!aJado, 

suficiente anisotropia como para aplanar el sistema aun cuando 

tenga solo una pequeña rotación. L.a configuración final obtenida 

es un esferoide oblato an1sotróp1éo o una configuración triaxial. 

Para comprobar es t. e mecanismo no rotacional de achatamiento, 

Binney ( 1978) dedujo una relación entre el cociente V/et y los 

distintos grados de anisotropía para sistemas oblatos cuya 

.densidad se encuentra estratificada en elipsoides similares. un 

sistema como éste tiene isofotas concéntricas y coaxiales. 

Tomando el primer momento de la ecuación de Boltzmann, se •:>.btiene 

el teol"ema virial tensorial 

... l l. 2 

donde T es el tensor de energía cinética. supongamos que la 

galaxia rcita sobre e! eJe menor x 3 , con una velocidad angular n . 

Si se elige un marco de referencia comóvil al sistema se tiene 

que: 

C•:>n c'i!=I 2 -I 1 .>U. 
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sustituyendo en !I.2 y descomponiendo el tensor de energia 

interna en la presi6n y su componente anisotr6pica de velocidades 

... l!. 3 

Debido a que no hay movimiento a l<:> largo del eJe de 

rotación, T::n=O, y la energía cinética queda dada solamente 

por:T 11 +T 22 =Mv 2 /2 y rr+ff 11 =Maz. sustituyendo en II.3 

... II. 4 

de energía cinética. Roberts (1962) demostró que el tensor de 

energia potencial w,J para un ellps<:>J.de con superficies de 

isoden:Sidad similares viene dado por: W~·.;=-11 2 Ga,.r.a?,_.a"',Ar.~r.JR, donde 

R es una .función que describe el perf'il de densidad. Así, 

... I.I. 5 

-'I& 
(v/aJ=([1+3Q 3 /2J/([1-(3A 3 a 3 /IJJ -1 -3Q 1 /2JJ/5), con I=f·du/~. 

• 

De aquí se observa que v /a depende sol'=' de la razón de eJ es 

implícita en <:f.=a\A3 /I pero que es independiente tanto del perf'J.l 

radial de la densidad com<:> de la velocidad angular. En ausenc.i.a 

de anisotropÍa, l. . e. Qt'=O la .forma de una gala.1-:J.a quecta 

determinada por la razon de energía cinética rotacional a energia 

interna isotr6pica. En tal caso se puede demostrar que o: es más 

grande para una galaxia oblata que para una prolata, pi:>r lo que 

en el primer caso la velocidad de rotación es mayor. un sistema 
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tr1axial se cc>mporta en forma intermedia. 

La característica común de !as observa<:."iones es que v/cr <.< 

lo cual puede explicarse de II. 5 aumentando la anis•:>trc>pia , 

En la F1g. II. 2 se describe !a varia<:."iÓn V/O' cc•mc• f'un<:."iÓn 

de la elipticictact para diferentes modelos y gractc>s cte 

anl.SOtl'OPÍa. La linea con t ínua corresponde a un esf'eroicte c•b! ato 

.tsotrÓpico (Q1=Q.,=O ) . La línea de rayas y puntos es para un 

elipsoide triaxial isotrÓpico (de JacobiJ y la punteada para un 

esferoide oblato anisotrÓpicc• c.::,¡ 3 =2, <~ 1 =-1. Las cruces son datos 

observacionales de galaxias elípticas gigantes. 

1~2 
+ observacionales 

triaxia.les 

t .e 
.lk 
o 

---------... . .. .. . -· . . .. 
------- --•• ----

• 
~.~ oblatas isotróp 

-- oblatas anisotróp 

o .... ..-.............. _______ _ 
o .1 .2 .3 .4 

Fig·. II. 2 
• 'S .6E -

v/C'f · como.·· función de 
grados de·anisotropíá. 

la elípticiad para .dis.tintas geometrias y 

,._, 

De esta gráfica se puede ver que los puntc•s o.bservac1ona1es 

quedan uni:fo1'memente distribuidos a lo largo de la curva teórica 

para un es:fe1'oide oblato an1sot.róp1co . .Solo una galaxia caé en la 

curva de los modelos triaxiales; es valido, por t.anto, creer que 

las galaxias elípticas se encuentran soportadas por dispersión 

anisotrÓpica de velocidades y no por rotación. 

c) Galaxias eJÍpt1cas tr1ax1aJes an1sotrÓp1cas 

.K1ng ( H•78) y w1111ams-Schwarzschild (1976) han rep 1:irtado 
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algunas galaxias que no presentan isc.fotas c.:·ncéntricas c.:•mc• le> 

supone Binney en sus modelos, pues presentan una variacion en su 

elipticidad y su posici6n angular al aleJarse del centro de la 

ga1ax1a.Fig. I.3. Sin embargc> Fish ( 1961) ha demostrado que para 

un sistema biaxial orientado arbitrariamente en el cielo, las 

isofotas son elipses concéntricas y coaxiales. Esto quiere decir 

que las galaxias reportadas por King y Williams-Schwarzschild no 

tienen simet.ría biaxial. Para explicar 1 os gradientes observados 

es necesario recurrir a la idea de que <?stas galaxias son 

tri axial es. Esta es una posibilidad razona.ble ya que StarJ.~ ( 1978 J 

ha logrado explicar cambios similares en la elipt1c1dad y la 

posición angular de las ''.1.sofotas del núc1ec' de M.31, mediante una 

estructura triax1a1. 

Fig. II. 3 
Proyección sobre el plano del cielo de las superficies 

triaxiales de igual intensidad; 

considerese un sistema cuya l um1nc>sidad F v es constante en 

elipsoides triaxiales concéntricos y coaxiales(sirnilaresJ. En un 

sistema de referencia xyz fijo al elipsoide, las isofotas estan 

dadas por: 

( t X ) 2 + t U y ) 2 + Z 2 = a';_, , ... II.ti 

donde t y u son las razones de eJes X/Z y y/z y ª~ es una 

var!a.bie que paramétriza la lum.l.n1:.sidad 1'~v-=F.,.<a.,.). Mediante una 



rotación a través de los dos primeros ángulC•S de .EUler es pi:
0

sible 

transformar el sistema a uno nuevo x•y•z' en el 
que el e Je z• 

la iínea que une al i:0.tiservador con el centro de la 

galaxia: 

{} (

cos•I' 

sentj> 

o 

-cosesen•P 

cosecc>Stj> 

sene 

con lo cual II.6 se expresa como: 

sen osen<~ 

\:".) -senecc•s•P 

cose 

... II. 7 
rz 2 + gz' + h = ;/'v , 

donde las funciones f,g y h dependen de los ángulos 0 y • y la 

razón de ejes t y u . El observador en el plano x'Y' solo puede 

medir el brillO superficial ... II. 8 ., 
Fs=Fscx•,y'J=fFvCavJdZ'· ... 

Para x• y y• fijos el integrando es simétrico respect.o al 

pmlto sobre la visual en el qUe a,. sea mínimo. sea a, este valol', 

dado por la condición 

... II. 9 

usando rr.7, rr.e puede escribirse.como: 

qUe es la luminosidad superucial parametrizada por ª•. para 10s 

distintos valores de a,.., II.9 permite hallar la ecuación de las 

isofotas: 
e!_,..: ( j / f pt2 +2 (k/ f) X' Y'.._ ( l / f) }'

2
, 

... I !. 10 

con J,k y 1 def1n1das por 

'.·, .. · 
.. "•..;_:· •• í:: •.• 
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Para una razón f1Ja de ejes y una orientacion particular del 

sistema, II. 10 reproduce una familia de elipses rotadas un ángulo 

constante respecto del sem1eJe mayor aparente de la galaxia, y 

aunque el análisis anterior explica la rotación de las isc•f(itas, 

presenta una seria limitación, pues no explica ni el gradiente de 

elipticidad v-e ni el gradiente en la posición angular V'~ • Leach 

(1981), con mediciones hechas con un CCD, mide para 30 ealaxias 

los gradientes como función de r, mostrados en la fig. rr.4. Para 

reproducir los posibles elipsoides tr1ax1a1es que pueden dar 

origen a 1 os gradientes observados, . construyó una fami l 1a de 

elipsoides de. dos parámetros¡ la orientación y la razón de ejes. 

Considera que las superficies de igual intensidad no son 

elipsoides similares sino que la razón de eJes varia al alejarse 

del cent.ro. Esto se traduce en variar J,k, l y f en II.10, por lo 

que ahora esta ecuación describe una familia de e lips_oides no 

similares (ni concéntricos, ni coaxiales) que presen-tan un 

gradiente en la elipticidad y la posición angular. La fig. I I. 5 

muestra las distribuciones (e,V'•PJ y (V'e,v>•J observacionales y 

teóricos. Las distribuciones resul"tan ser similares. De todo lo 

anterior puede concluirse que áquellas galaxias i.:~u}·as isofc•tas 

presenten gradientes de elipticidad y posición angular, son 

t.r1axiales (sin embargo véase Leach, 

al t.ernat 1 vas) . 

. . \.~ 
·, .... - .... ···~--· .. :.·;.,:. ·,; .. ::·.', 

1981, donde da otras 

\). ··'.'_.,_.. :~s 

.-:,_:>.,:;:. ¡' __ ;. ·=··~.-~>-'-"'"·: ·~:_. -'-··t:-.< .... ;::·.'_,;:~ ... k2 ... ~~·¡-~';) 
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Fl.g. II.5 
Distr1buc~ón aJ te6rica y 
bJ observacional de cv~.v•> 

Davis (1982) ha encontrado que algunas galaxias e 1 Ípt.icas 

caracterizadas por ser poco masivas y de baJa luminosidad, 

presentan valores de V/O' lo suficientemente altos como para 

... explicar su elipticidad por efecto de la rotación. Las galaxias 

muy masivas y de alta luminosidad presentan valores muy pequeños, 

y son las que se encontrarían sopr:>rtadas por una alta dispersión 

de velocidades. Por otro lado, no todas las galaxias presentan 

isofotas con gradientes en su elipt.icidad y p..:1sición angular, lo 

cual hace pensar en la pos1bi ! idad de que existan varios t ipo.s de 

galaxias: oblatas elongadas por rotación, oblatas an1sotr6picas, 

tria~iales con nula o baJa rotac16n, e incluso pro1atas. Veremos 

a continuac1ón, que !as galaxias triaxia!es deben ser sistemas 

con alta dispers16n anisotrÓpica de velocidades. Seg~n Binney, si 

las galaxias se forman a partir de un colapso no disipativo con 

condiciones iniciales ani sot rÓpic as en la dispersión de 

velocidad.es, después de que el sistema se ha re!aJado conserva 

suficiente anisotropía comr:> para aplanar la galaxia. 
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lII. FORHACIOR DE GALAXIAS ELJPTICAS POR COLAPSO HO DISIFATIVO 

Actualmente no se sa.be si las galaxias se fc•rman o nr:> 

mediante procesos dis1pat1vos. Sl. el proceso es no dis1pat1vo, 

las condic1ones ac1ua1es de las galax1as refleJan las condiciones 

iniciales de las cuales se formaron, pero en caso contrar10 

explicar las galaxias actuales es muy difícil pues se hace 

necesario estudiar todos los posibles mecanismos de dis1pac1ón y 

el grado de importancia que tiene cada uno. El resultado final de 

estos procesos no ref leJaría las condic1ono?s existentes en el 

inicio de las galaxias. Sin embargo, en la etápa de forma<..~ión 

estelar en la que predomina el gas, los procesi.:is 

dis1pat1vos. cuando se han formado las estrellas tales proces(ls 

desaparecen. En este capítulo, en aJ, se desarrollará la idea de 

B1nney de que las galaxias se forman a partir de éstructuras 

laminares llamadas .'pancakes•, formadas de estrellas y en la 

cual ex1st.e una dispersJ.ón anisotrópica de veloci.dades desde el 

1n.tc10. Se recurre al mecanismo de oscilación rápida del campo 

grav1tac.ional como mecanismo de relaJac1ón (relaJac1ón violenta). 

También se describirán, en .b), los experimentos de N cuerpos 

realizados POl' B1nney, 

relaJac16n violenta, 

oblatas sin rotac16n 

ccin 

y 

introduciendo la an1sotropía y la 

los cuales logra ffi(>delar galaxias 

galaxias t riax.ial es. En el Pl'imer caso 

reproduce un perfil de Hubble de la densidad. En e) veremos que 

la anisotropía no es estrictamente necesar1a para modelar 

galaxias elongadas sin l'otac1ón. Finalmente en dJ ha.blaré de la 

necesidad de 1ntrc•ducir una tercera integral de movim1ent o 1::. 

para generar la anisotropía en .la dispersión cte velocidades. 
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a) RelaJación con an1sotropía 

La teoría de la inestabilidad gravitaci.:>nal supone r:¡ue en el 

universo temprano se Pl'Oducen fluctuaciones que hacen que el 

medio se fragmente y colapse en aquellas regiones en que la 

densidad es mayor que la densidad promedio. Sin embargo el centro 

de masa de cada fragmento sigue moviendose como parte del .flUJC> 

de Hub.bl e del universo, l ci cual explica la reces16n observada de 

los cúmulos de galaxias Si la energía grav1tac1ona1 de las 

nubes es mayor que la energía térmica, sufrirán un colapso y 

:fragment.aciÓn sucesi. va, para lo cual es necesario que ,,su masa sea 

mayor que una masa crítica, llamada de Jeans(1902J: 

M = ( irk T / µG) <' I 2 p- 1 / 2 , 
J 

que .depende de la temperatura T y la densidad p.· suponiendo qll.e 

en· esta época el medio se compor.ta como un gas ideal (P=pl-:T/~l). 

Aunque globalmente el universo es homogéneo e isotrÓpico debieron 

existir inhomogeneidades tanto en la densidad como en la 

composición .química y consecuentemente en la opacidad, la cual 

de.biÓ t.ener ·val ores pequeños de tal forma que el proceso .fué 

isotérmico. Es decir, aunque las nubes se contraen el mat.erial es 

muy transparente a la radiación en.friandose más rápido d~ le> que 

se colapsa, Pero con el colapso aumenta la densidad y 

disminuye la masa de Jeans, provocando una nueva fase de cc1 lapso 

y fragmentación. Lin, Mestel y Shu (1965) han demostrado que una 

nu.be que se colapse unicamente .baJo la in:fluenc1a de la gravedad 

se vuelve altamente anisotrópica. Para cada nueva subcondensac1ón 

en el proceso, la. densidad y la c1pac1dad aumentan, pero la masa 

de Jeans ·disminuye hasta que el mat.erial se hace tan opaco que el 

. ;.; 
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tlempo de cc>lapso se hace men<:•r que el de en.frianuento, tc(t.,.; en 

este momento el colapso se detiene. En el cas':• en que la masa sea 

muy grande el colapso continúa, aumenta su tempe1~atura central y 

se prenden las reacciones nucleares, necesarias como soporte al 

colapso grav1tac1onal. 

En una nube prcitogaláctica el colapso y la .fragmentaci6n 

producen nubes de velocidad, dispersión y sección eficaz 

colisiona! alta, debido a lo cual cuando co11sionan crean en su 

í'rontera un .frente de choque que ut.111za la componente 

perpendicular del movimiento de las nubes para elevar su 

temperatura, mientras que la component.e pa1~a1e1a distribuye el 

material a lo largo del frente, engrosandolo. Ver :fig. rrr. 1. 

Fig. lII. 1 
colisión de nu.bes de al ta vel O<!idad. La.componente ~ 

dé i.a·vel.Ocidad. aumenta la t.emperatura del :frente de choqúe, .· 
mientras que '& distribuye el material a lo largo. 

Colisiones subsecuentes de nubes de diferente masa y ángulo 

de incidencia con el .frente de choque crean nuevas pert.ur.bac1ones 

en la densidad del gas distribuido en una estructura laminar 

(Sunyaev y Zeldovich, 1972). De esta manera el llamado .'pancake' 

acreta la suficiente masa como para volverse gravitac1ona1mente 

inestable e inicie un~ Última fase de fragmentac16n y ~olapso. El 

.'pancake • se colapsa pero ahora la alta (•pacictad de los 

:fragmentos permite la formac16n de casi todas las estrellas al 
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mismo tiempo, con una alta ctispersi6n anisotrópica de velocidades 

heredada de las condiciones inic1a1es anteriores al •pancake'. Se 

tiene entonces un sistema en colapso, %ormado por estrellas. 

Lynden-Bell (1967) argumenta que la distribución regular y 

estacionar.ta de la luz que hoy observamos en las galaxias 

elípticas, no se puede dar a trav~s de la equipartición de la 

energía entre las estrellas, ya que el producto %ina1 de este 

proceso sería una luminosidad central más alta, y una caícta más 

rápida que la observada. Se hace necesario entonces inc1 ui1' 

nuevos elementos que puedan relaJar un sistema estelar. Una 

posibilidad la da el número cte estrellas. Para .entender este> 

obtengamos el tiempo de relaJaciÓn por colisiones estelares, para 

lo cual considerese un sistema con H estrellas de masa m y sean R 

y v la distancia y la velocidad estelar promedio respectivamente. 

La raz6n entre la energía potencial de una estrella debida a.otra 

a la distancia promedio de separación entre estrellas y su 

energía cin~tica es: 

.. ,·. I I l. 1 

La energia total del sistema esta dada por Ja suma de la 

energía total de cada una de las estrellas: 

y si suponemos que es un sistema r:::erractr."' en equilihr'J.C>, el 

teorema virial nos ct1ce: 

-E=Nmv 2 /2 • -2E=N 2 m2f3/R 2 • 

de donde rrr. l se puede escribir como: 
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Si el número de estrellas es gr·ande, i:x es pequeño y 1 os 

encuentros entre dos estrellas serán en general hiperbÓl icc•S ya 

que T 1 >> {i(1,2), mientras que si N es pequeño, es la energía 

potencial la que domina y los encuen t rcis tienden a fc>rmar 

sistemas binarios (encuentros elípticos). 

Para la derivación del tiempo de relaJaci6n se utilizan 

encuentros binarios con perturbaciones pequefias, de dcinde 

resulta que (ver apéndice AJ: 

t r::t.v?- / CmplnN), 
r 

... III. 2 

apl ícando a esta fórmula los valores característicos de uria 

galaxia, se encuentra que el tiempo de relajación es de 

años, que es un valor. más grande que la edad del universo. En 

·cambio para un cúmulo globular con mucho menor número de 

estrellas se encuentra un t.iempo de 1oe. años . En términos de 1 a 

masa y del radio del sistema el tiempo queda expresado .-:c,mr::>: 

esto indica que para un sistema de masa dada el tiempo de 

relajación decrece rapidamente al decrecer el radio. En el caso 

de los cúmulos glo.bulares en los que el tiempo de relajación es 

corto la energía intercambiada por las estrellas al 

formar sistemas binarios puede ser usada por otras para escapar 

del sistema. Este proceso de evaporación del sistema se lleva a 

cabo debido la redistribución de la energía entre cada vez menos 
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estrellas, disminuyendc1 su masa hasta que el cúmulo se C(intrae y 

aumenta la dispersié•n de velocidades. (WciltJer, 1974). 

Sin embargo, este no es el caso de las galaxias elípticas 

pues el tiempo de relaJaciéin como ya vimi:•s es muy grande. 

Entonces se debe aceptar o .bien que las galaxias son sistemas no 

relajados y explicar con otro método la distribuci6n regular de 

la luz, o bien proponer un mecanismo de relaJaciÓn 
, 

mas rápido 

que lleve al estado estacionario. 

Lynden-Bell ha discutido la relaJacié•n que ocurre cuando el 

campo gravitacional de una galaxia recién formada fluctúa 

violentamente: debido a est.os cambios las estrellas siguen 

trayectorias muy complicadas a lo largo de las cuales no se 

conserva la energía. Así el cambio de ésta se encuentra dad.a por: 

de *=-ma~/ at., 

con €.* la energía de la estrella y ~ el campo gravit.ac1ona1 del 

sistema, dependient.e del tiempo en una galaxia recién formada. Ya 

que: e*=mcv2;2-~) si €=€.*/m es la energía por unidad de masa, su 

cambio con el tiempo esta dado por: 

de. /dt=-a~;at. 

El tiempo de relaJáción debido a las fluctuaciones del 

campo se define convenient ement.e como: 

... III.3 

para estimar t.,.L, debemos r;onocer la forma como Cam.bla o. pero 
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sabemos que la galaxia oscila 

potencial y viceversa, en 

transformando energía c1n,tica en 

concordancia con el teorema v1r1a1 

dependiente del tiempo: 
.. 
I/2 = 2T + W, 

y su energía total es: E = T + w, de manera que Sl. el sistema 

estuviese en equilibrio con I=cte. tencti•íamos T=-E y W=2E, pero 

si no lo está, T y ~ oscilan alrededor de estos valores ya que la 

energía se conserva. T es la suma de la energía cinética de cada 

estrella pero W es un medio de la suma de la energía potencial: 

mv 2 /2 ~ m~/4, o e ~ -3~/4, 

de donde sustituyendo en III.3: 

y cláramente trv será del orden del tiempo en el que AQ sea 

·aproximadamente igual a ~. s1 existen oscilaciones este tiempo 

será del ,_..,rden del período de una C>SCJ.lación de la galaxia. Para 

encontrar el valor aproximado de:f1n1mos R por: -GM 2 /R = w, 

I=J..ZMR 2 donde J..Z es un número del orden de uno aproximadamente 

constante para el modo normal de osc11ac1ón, C<."ln valor 1/3 para un 

cuerpo cuya densidad caé como r-2 y 1/5 para un cuerpo homogéneo. 

Del teorema vir1a1: 

ARZ = 2E/M + GM/R, 

y para pequeñas oscilaciones alrededor del i•ad1o de equJ.lJ.brlo · 
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R0 =GM 2 /-2E, con R = R0 + aR 

se tiene entonces: 

2A2RodR = -GMoR/Rl, 

que es la ecuación de un oscilador con frecuencia angular: 

sus ti t. u yendo >-. 2 = 1 / 3 y f•=M/ ( 41rR.<' / 3) se tiene: 

w= ( 2 TrG p ) 1 I 2 o bien t ~ (R:/GM)1/2 
,. l' 

.I!I;4 

que corresponde al tiempo de caída libre de una galaxia. 

comparando III.2 y III.4: 

para N del orden de una galaxia N=10 11 se obtiene: 

El análisis anterior muestra que éste tipo de reiaJación ·es 

extremadamente rápido. El tiempo de caída libre de una galaxia es 

aproximadamente 1os años, por lo que el tiempo de relajación 

colisional resulta en 10 18 , 10« veces más grande que el predicho 

por III.2. Esta inconsistencia parece provenir de la forma de 

calcular el tiempo de relajación cc>lisional. Para ello hemos 

dicho que se utilizan encuentros binarios con perturbaciones 

pequeñas¡ el parámetro de impacto mínimo se obtiene cuando 

T ( 1 ) ::;::~ ( 1 , 2 ) . Sin embargo, estamos dentro del re gimen de 

movimiento hiperbólico, i.e. los encuentros multipies pueden ser 
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importantes. Aparentemente se consideran todo tipo de encuen t rc:>s 

al sumar so.bre todo el sistema, pero ni:) es as i: se ~uman 

sui::esi vament e 11:is encuentros binari•)S. En tal t rat am1ent •:• se 

dejan fuera las interacciones múltiples. Pc•r eJemplo, el cambio 

en la velocidad ~v su:frido por una estrella en el campe. de 

dos, será diferente si se cc•nsideran actuando simultanea y no 

sucesivamente. 

Pc•r otro lado la cancelación de la masa en III. 2 refleja que 

la ganancia o pérdida de. energía de una estrella no depende de su 

masa. Est.o lleva a prede'cir en la etapa temprana de la galaxia 

que tal forma de relaJaciÓn no llev~ a ninguna segregación de 
J 

masa como lo sugiere la equipartición de la energía. 

Sin embargo el proceso de relajación violenta se ve limitado 

si. las oscilaciones del campo gravitacional son rapidamente 

amortiguadas por el proceso de Amortiguamiento Lanctau en unos 

cuantos períodos. (Apéndice B) . Esto quiere decir que Sl. el 

amortiguamiento Landau es. eficiente, el sist.ema no se relajará 

totalmente por oscilaciones del campo gravitacional y pasará a uli 

proceso de r~laJaci6n por colisiones. Es decir, cabe la 

posibilidad de que las galaxias 11 eguen a un estado re l aJ adr:• 

usando los dos mecanismos. si el amo1•tiguam1enfo Lanctau nr:> es 

importante, las galaxias se relajarán en 10 8 años. 

b) El modelo anisotrÓpico de Einney 

Binney ha retomacto todo este proceso para simular una 

:formación de galaxias elÍpt1cas en base a experimentos numericos 

de N-cuerpos. En este de modelos es necesario hacer 

suposiciones sobre las condiciones iniciales prevalecientes en 

las nubes pr ... ..,to~alacticas, y hacer evo1ucio11ar al sistema durante 

·:--:~·· · .. 
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un lapsc> grande de tiempo de tal fc•rma que simule !a edad de las 

galaxias. Siguiendo esta línea, Binney ha supuesto: que las 

galaxias se forman a partir de un • pancaJ:.e • de 

estrellas•. Que la distr1buc16n de velocidades es anisotr6pica al 

momento en el cual e 1 • pancake • se colapsa, y que las galaxias 

alcanzan el estado estacionario por el mecanismo de la relaJaci6n 

violenta. 

Se desarrollaron cµatro modelos: tres de los cuales contenían 

100 partículas y cuya finalidad fu~ investigar los efectos de los 

distintos grados de anisotropía sobre la morfología del producto 

final·. Estas variaciones resultaron ser irre!.evantes. ·un cuarto 

modelo, constituido de 200 partículas se hizo evolucionar por un 

tiempo equivalente a casí 4 tiempos de colapso. Este es el 

tiempo que tarda un sistema cuna galaxia recíen formada) en ir de 

su configu1•ación inicial a su mínima con:figuración. Recuerdese 

que son !as oscilaciones del si·stema y por tanto las del campo 

gravitacional las que conducen a la relajación violenta. 

Las condiciones iniciales para el cuarto modelo :fueron: 

i) Las partículas se. distribuyeron al azar en un "pancake" oblato 

cuya razón de ejes era 10: 1. · 

ii) Todas las partículas fueron dirigidas al centro del "pancake" 

con velocidades iniciales proporcionales a la distancia al 

centro. Por ésta razón el tiempo de colapso es menor que el de 

caída libre por un factor de 1.7. 

iiiJ La conf1guraci6n inicial rota como cuerpo rígido con una 

velocidad angular tan pequeña que necesitaría 3.4x10 3 tiempos. de 

* J Binney sostiene que las gal ax1as se fc•rman después de que 1 as 

estrellas ya han sido formadas.· 

. ~: .l ! • ·!.:. 
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colapso antes de que la 1•otacié>n fuese dinámicamente impo:•rt ante, 

ci bien que el semieje mayor se reduJera en más del 6U~/,. 

i V) se proveé al sistema con una d1stribuci6n anisotr6pica de 

velocidades. 

En la fig. III.2 se muestra !a evoluci6n del sistema 

proyectad<> so.bre los planos x-y y y-z para Guatr(' tiempos de 

colapso . De aquí se observa: 

a) un núcleo esferoidal muy denso, cuyo semieJe mayc>r es 1/8 del 

semieje mayor inicial. 

l:•J Una región tJÍ"es veces más grande que el nÚcle>:>, en la que !a 

densidad de part."ícul as es 1gua1 a la densidad de la estructUl'a 

inicial. 

c) Una regíon de partículas satélite. 

d) La estructura inicial tiende a preservarse. 

r.:::D· . :·. -. ·--¡ T•U-. 

'. .... ·:':<:/~·:.; --r·--- · -··--1·'".: 
1 ·· '~"' : __ t"'~-> 

r - . ··-----1 r .. ·.· .. -···. ·- --··111-· ---... ·:_.:··--; :'.', j! 
1 :.·,'._·.·1.:_; ··¡;·. . ji . 
: ,_;1:;: !. '·.:_:: .. - ', 
. •.1 • 
1 ·~ ~ 1 . 1, ::: ' • 
t.:..: _______ .:____ •-... ·•·-···- ·--·-·-····-"' ]'-'----·-- :: .•.. ·---· , _______ .. --

Fig. III. 2 
Evolución del sistema de 4-Uü par-t ículas durante 

cuatr<> t iempc>s de et.,! apsr:1. 

Para cada tiempo de co:>lapso la energia y el momento se 

conservan respectivamente en un 4 y 2.5 ., ,... de! ti empc1. Binney 

logra reproducir, después de •:ua-tro -tiempos de •:<:>lapso un perfil 

de densidad de Hubble: 
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donde k es una constante y a 0 un radio efectivo al .;:-:ual la 

luminosidad decaé a cierto valor. Para 

.encuentra indicios de que el sistema se relaJe a configuraciones 

esféricas. En la Fig. I I I. 3 se observa la variación de las 

razones de los momentos principales cte inercia de las 

ligadas al sistema: 

lx,y,z 1.0 

R 1 = I X/ I !:J • y R 2 = I !:JI I z . 

2 
te 

3 4 

partículas 

Fi~. III. 3 
variación de las razones R 1 =I_,..1Iy y R 2 =I!:/Iz como funcié1n de te. 

En el intervalo de tiempo t=0-1.5 te puede verse el efecto 

notorio de 1 a relajación vic>lent a. Durante este tiempo el sistema 

oscila y :finalmente alcanza, aproximadamente la razón _R 2 inicial. 

Para tiempos post.eriores el sistema permanece casi constante 

R2 hasta t=2.8 donde empieza a crecer. En r:.".ambio R 1 ::ague 

decreciendo, permanece constante y en t=2.8 aumenta. Uno de los 

puntos important.es encontrados en los cuatro modelos, es que R,.., 

que mide la razón de la extensión de 1 sistema perpendicular al 

disco inicial a la extensión perpendicular, es invariante ante el 

proceso de relajacíon violenta. 

En un experimento similar realizado por Aarseth y Binney 

( 1978) con estructuras triaxiales anisotr6picas encuentran, que 

tales configuraciones se preservan baJo un colapso no ctisipativo. 
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El elemento adicional agregado al anterior es unicamente la 

geometría inicial. 

e; Modelos de colapso frío 

Recientemente Agu1lar, Merr1t y Duncan (1987) han investigado 

mediante experimentos numéricos de U 0::uerpos el proceso cte 

formaci6n sin disipaci6n de galaxias elípticas a partir de un 

colapso frío, caracterizado por 2T ~~ W, y una estructura inicial 

sin rotaci6n. Variando la geometría inicial de la protosalaxia, 

encuentr·an que no es necesario un alto grado de apl anamJ.ent o para 

producir galaxias prolatas, pero éste en cam.bio Juega un papel 

importante para producir galaxias triaxia1es. Las galaxias 

oblatas son muy difícil de producir a menos que se utilize una 

estructura extremadamente plana. 

Los colapsos 1nicialmetite fries C2T/W < o. 1) difieren de los 

·calientes. ya que en estos aparece una inestabilidad dinámica 

producida por e 1 acumulamiento de Órbitas casi radial es. P•:ir esta 

razón la inestabilidad puede producir barras muy elongadas aun 

partiendo de condiciones iniciales esféricas, y puede aparecer 

·durante la evolución de modelos de c.ondiciones iniciales oblatas 

y triax1a1es. Pero son unicamente los colapsos cuyos val ·:ires de 

2T/W se encuentran cercanos a la región de inestabilidad u::o. 15) 

los que producen objetos triaxiales partiendo de estructuras no 

esféricas (~2 a 1 en la razón de eJes). Los colapsos calientes, 

por otro lado, tienden a preservar la configuracuín inicial. 

Mientras que sus modelos reproducen un perfil de luminosidad 

d.e de vaucoul eurs •::on ci:>l apsos frios, !OS 1::01 apS(•S e a1 _1ent es .. , 

producen perfiles muy concentrados al núcleo y l ent amente 

decrecientes. Las condiciones utilizadas para sus modelos fueron: 
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un perf 11 de densidad p ce r- 1 y un mov imien t C> térmico gaussiano 

independiente de la pos1ci6n. Todos los colapsos involucraron el 

mov1m1ento de 500 particulas seguidas durante diez tiempos de 

caída libre, y cuya razon virial 2T/W estaba en el intervalo 

(.01,. 3). Las estructuras iniciales corrieron desde esf ~ricas 

hasta oblatas con raz6n de eJes en el rango [1,2.5J. Solo se hizo 

un experimento con condiciones iniciales triaxiales 1:2:3. 

En la tabla I se muestran los eigenvalores del tensor de 

inercia para cada configuración final, los cuales se usaron como 

estimadores del grado de aplanamiento. 

Not.ese el salto abrupto a la no esfericidad en los modelos 

más fr1os que 2T/W:::::0.1. Despúes de todo parece haber una pequeña 

relación entre la razón final de ejes con la temperatura(2T/W). 

El mismo comport.am1ent.ó cua11tat1vo se presenta para los modelos 

de condiciones iniciales no esI~ricas, pero aparecen algunos 

modelos triaxiales en la :frontera de la inestabilidad y se crean 

más con:forme se incrementa el aplanamiento inicial. Observese 

además cómo en un colapso frío es posible mantener la estructura 
,, 

inicial para modelos triaxiales. 

TABLA I 
RAZOB FIBAL DE EJES COMO FUBCIOB DE C2T/WJ Y LA RAZOB IHICIAL 

og2T/W - -0.50 -0.75 -1.00 -1.25 -1.50 -1.75 -2.00 

k -1.0 
1.5 
2.0 
2.5 

1:2:3 

1.2-1.1-1- 1.2-t.1-1 i:1.~1;1:..1 1 ~1~~r .1~6-l.0.:1 ·i.S-1~0-r 
t.4-t.~1 t.7-1.4-1 t.9-1.4-1 t.9-1.3-t ·2·:2..:f:3.::1 :·1.9-Lí--=i~''f-----1 

i.s-i.s-1 2.1-t.S-1 2.3-1.5-1 2.1 ... 1.s-1· =2.3-i.~--=·1"--1·:.f-----1 

:~:~i~:t:~~t 
/ IBESTABILIDAD DE BARRA 

=:]TRI AXIALES filille:sFERICAS fü~{~\flBLATAS l::~jJPROLATAS 



Una funcié>n gauss1ana es una fun.c1ón simét r1 ca, 

consecuentemente la uti1izac1ón de un movimiento térmico 

gaussiano independiente de la posic16n (isotr6picoJ, refleJa que 

la distribución de velocidades es isi:•tróp1ca, l ') que el 

estudio de Aguilar, Merrit y r>uncan muestra que la anisotropía de 

velocidades inicial no es estrictamente necesaria para conf'1gurar 

galaxias oblatas sin rotación y tri.axiales. 

d) Anisotropía soportada por 1 3 

Visualizando las galaxia como sistemas mecánico-estadísticos, 

éstas quedarán descritas completamente por una ±'unción de 

distribución que depende de las posiciones q, de las estrellas y 

sus momentos Pr·. La %unción f (qi, Pr·, t} da inf'ormaciÓn sobre la 

distribución de las estrellas, i.e. de su posición y su velocidad 

como %unción del tiempo. En el caso de. las galaxias triaxiales su 

%unción de distribución debe ref'léjar la anisotropía en la 

dispersión de velocidades. Para un sistema en estado 

estacionario, esta .función debe satisf'acer la ecuación de 

Boltzmann-Líouville: 

... IlI.5 

donde [,J es el corchete ·de Poisson y Hes la hamiltoniana del 

sistema. Resolver III.5 constituye el problema fundamental de la 

dinámica estelar, ya que para conocer :f es necesario conocer el 

potencial. Sin embargo aunque el potencial puede deducirse a 

través de la densidad vía la ec. de Poisson, ésta se deduce de la 

distribucíon superf'!c1a1 de la luz. Lo anterior limita a sup(>ne1' 

:formas para la densidad y por tanto para el potencial de tres 
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dimensiones, a funciones de dos cordenadas o de la distancia al 

centro de la galaxia. 

Por otro lado, el teorema de Jeans (1915) establece que ± es 

func iÓn de 1 as integral es de m•:>v imien te• est ac ion.arias, admitidas 

por el potencial galáctico. Una integral de mc,vimiento es una 

func iÓn I (qi, Pi) tal que permanece constante a lo l are o de 

cualquier Órbita en el potencial ~; dI/dt=O. 

Siguiendo esta línea consideremos algunas restricciones 

físicas aparentemente aplica.bles a las galaxias elípticas: 

i) Si ~ es estacionario, ~=DCx,y,z) y la energía cin~tica es una 

función cuadrática en los momentos, 

para cualquier Órbita en este 

integral de movimiento: 

1 a hami 1 toniana 

potencial. Ella 

I 1 =E=H=CP~+p~+p~J/2 + acx,y,z) .. 

se conserva 

es la primer 

ii) Si adicional a la primer constr1cc16n, el potencial tiene 

simetría rotacional, i. e. ~=~(r,z), donde cr, e. z) son las 

coordenadas cilíndricas, se tiene de la segunda ec. de mov 

dPe/dt=-a~1ae=o, de donde Pe=r 2 &=I 2 =L=cte. ,· 

que corresponde a la. componente z del mcimentc> ·angular. Esta es la 

segunda int.esral de movimiento. La ot.ra integral del sistema es. 

la energía total. 

De acuerdo al teorema de Jeans, expresemos para una galaxia 

o.bl at.a, la función de distribución en términos de las integrales 

de movimiento: 

Aquí las cc1mpc1nent es r y z de 1 a ve loi::: .idad (TI, Z) aparecen en 

forma cuadrática, lo que sugiere que las componentes meridionales 
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de la velocidad de una estrella en cualquier regi6n de la 

galaxia, estan distribuidas con simetría circular sobre el plano 

meridic>nal. Tal propiedad debe ser válida para cualquier galaxia 

con simetría axial, por lo tanto, las dispersiones de velocidad 

crr, ªe y az dadas por 

ar=fTI 2 f(E,L)dITdZd0p, 

Ue=Í0pf(E,L)dTidZd0P' 

az=fZ 2 f(E,LJdTidZd0P' 

cumplen con: ar=Uz~ue. 

J .. ·.rrr.6 

Si las galaxias fuesen oblatas, las dispersiones de 

velocidades deberían cumplir estas relaciones, sin embargo para 

que el sistema poseea.distintos grados de aplanamiento sobre los 

tres planos de simetría, crr debe ser distinta a crz, lo cual solo 

se logra si el sistema posee una tercera integral de movimiento 

que sea func.iÓn Únicamente de alguna de las componentes donde 

exista la simetría. 

Evidentemente si el sistema es oblato, la simetría permanece, 

y si no lo es, no necesariamente 1 a segunda int esral r:·orresponcte 

a·· 1a c·omponent.e z del- momento angular. Es decir, existen dos 

integrales de movimeinto adicionales· a la integral de energía. 

Estas pueden llegar a ser cuasi-integrales, caracterizadas por 

que solo se cc>nservan para ciel't as cc.:>ndiciones J.nicJ.ales. 

Resumiendo, una formación galictica mediante procesos 

disipat.i vos, con dispersi6n anisotrÓpica de velocidades y 

relaJado por fluctuaciones del campo gravitacional, puede en 

principio conduc 11' a configuraciones t rJ.a¿.:ial es u oblatas 

an.i s otrÓpi c as. La anisotropia es mantenida sc>lamente si existe 

una tercera integral de movimiento, de la cual nos ocuparemos en 

los siguientes capítulos. 
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IV. POTENCIALES TRIAXJALES SEFARABLES Y SJSTEMAS HAMlLTONlAHOS 

Todo potencial galáctico axisimétrico Q(r,z), posee dos 

integrales de movimiento: la energía y el momento angular. Para 

obtener la anisotropía de la dispersi6n de velocidades, necesaria 

para configurar la estructura triaxial de las galaxias, el 

potencial debe poseer tres integrales de movimiento, dos no 

clásicas en adición a la energía: ellas son necesarias para 

romper con la simetría ~r=~z· Sin embargo, debido a la dificultad 

que se presenta para hallar la expresión analítica de todas las 

integrales, pues las ecuaciones de movimiento resultan ser 

acopladas, se hace necesario introducir métodos que den por un 

lado formas analíticas aproximadas para las integrales, y por 

otro, indicios de su existencia o destrucción ante perturbaciones 

de 1 a Hami 1 toniana asociada. El análisis de integrabi 1 idad de 1 a 

Hami 1 toni-ana y de su estructura orbital ante perturbaciones ayuda 

a establecer formas más apropiadas para los potenciales 

galacticos. 

El objefivo. de est.e capítulo es . el de éxponer la teoría 

necesaria para la exploración nw'nérica de Hamiltoni_anos, que 

reflejen la existencia de integrales adicionales a la integral de 

energía y dar sus expresiones analíticas para el caso de galaxias 

triaxiales y algunos otros casos particulares, a través de los 

potenciales de St~ckel. Pat•a e 11 o en 1 a sección a) se estudiarán 

los potenciales trlax1a1es de stickel, caracterizados por ser 

separables en coordenadas elipsoidales y para los cuales se 

conoce la forma analítica de las tres integrales de movimiento. 

El ajuste de la expans16n en serie de uno de tales potenciales 

con un potencial galáctico lleva a expresiones analíticas 
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aproximadas para las integrales no clásicas. En bJ se dará la 

condición necesaria que debe cumplir un potencial galáctico para 

que se le pueda ajustar uno de tales potenciales separables. 81 

cJ se darin los criterios de integrabilidad de un harni l t r:1ni ano 

asociado a un sistema estelar, y se vera que la no integrabilidad 

esta asociada con la interacción de dos, o mas, resonancias. Se 

puede 11 egar a la no integrabilidad expresando el hamiltoniano 

como la suma de uno integrable más un término pertur.bativo. Si la 

pertural~ac iÓn .es muy grande, de acuerdo al teorema KAM algunas 

de las frecuencias pueden ser aproximadamente iguales a las 

1.°>riginales lo que quiere decir que e 1 hami l t onianr:> sigue siendo 

integrable. En casr:> cont ral'iO pueden crear grandes regiones 

caóticas cuyo tamaño es indicativo del grado de integrabilidad 

del sistema. La integral de Melnikov ayudará a evaluar el tamañ<:• 

de estas regiones (sección d). 

a) Potenciales de stackel y sus integrales de movimiento 

Una galaxia elíptica triaxial poseé isofotas que rotan al 

variar la posición angular. Esto indica, . suponiendo una relación 

masa-luminosidad constante, que las superficies de isoden.sidad y 

por tanto el potencial es triaxial. En un PC:•tencial ele este tip 1:> 

las Órbitas admiten tres integrales de movimiento; dos 

adicionales a la integral 

de Zeeuw y Lynden-Bell 

de energía. 

t 1985) han 

(Schwarzschild, 1979). 

desarrollado una técnica 

para hallar una expresión analítica aproximada para 1 as 

integrales de movimiento ut111zand0 potenciales de stacKel. Estos 

se carac t erí zan porque las ecuaciones de movimiento 

separables en coordenadas elipsoidales y porque todas las 6rbitas 

ad.mi ten tres integrales analíticas conocidas. Por tanto, dad<:• un 
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potencial galictico O no separable, el problema se reduce a hacer 

el meJor ajuste de uno de st~ckel. De esta manera se espera que 

las 6rbitas y las integrales de movimiento de una galaxia sean 

muy paree idas a 1 as de uno de St acke 1. 

Para el lo se definen las coordenadas elipsoidales (A,µ,v¡ 

como las raíces para T de la ecuaci6n: 

x 2 /(T+C() + y 2 /(T+f3) + z 2 /(T+'){) = 1, ... IV. 1 

donde ex:, f3 y "t son números fijos En estas 

coordenadas las ecuaciones de movimiento son separables para todo 

potencial Q5 de la forma: 

~s=-~*()..)/(A-IJ.) ()..-V) - 'IJ*(V)/(µ-V) (µ->-) - 0*(l')/(V-)..) (V-µ), 

con ~·.v* y e* funciones arbitrarias. Todo punto en el espacio 

queda determinado por la interseccci6n de tres superficies 

definidas por (J..,1.1,vJ; ellas corresponden a elipsoides cuando se 

sustituye >- en IV. 1 hiperboloides de una hoja cuando se 

sustituye µ, y cuando v se obtiene un hiperboloide de dos hoJas. 

En la Fig. IV. 1 se muest.ran estas superficH:s y la distribucié.n 

de densidad asociada, estratificada en elipsoides 

conc~ntricos, asociada a un potencial de St~ckel. 

En estas coordenadas la métrica queda dada por 

donde P,Q y R son los factores de escala: 



-37-

En 1 o subsecuente las otras re l ac ii:mes se o.bt endrán al variar 

ciclicamente como: A-u-v-A, a-~-r-a, x-y-z-x, P-Q-R-P y '-v-9-(. 

Fig. IV.1 
Aquí se muestran las superficies que definen las coordenadas 

· elipsoidales y la funión de densidad tr1axial asociada. 

Por lo. tanto la hamiltoniana de movimiento en coordenadas 

elipsoidales queda expresada co!uo: 

donde PA=pz).. etc. son los mc·mentos conJugados. Para que las 

ecuaciones de movimiento P, =-CIH/Clq, sean separables Q debe ser de 

la forma ~s• que admite tres integrales cuadráticas en las 

velocidades, la integral de energia y otras dos, ,_r y K, que 

llamaré adélficas para distinguirlas de las integrales Clásicas, 

de energía y momento angular, construidas como: 

H=X + Y + Z, 

J=IU+VJX +(V+AJY + (A+U)Z, J • •• IV. 2 

K=µvx + VAY + ~µZ, 

CC•ll X= [p}_/2 - etc. A partir de las ecuaciones de 
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transformaci6n de coordenadas cartesianas a elipsoidales se tiene 

que: 

2~/x=~/(~+a) + ~/(µ+aJ + ~/(v+a), et('. 

por lo que sustituyendo en lV.2 y usando la expresion para el 

momento angular L2=!}~, + ~!:! + L'z• se obtienen las integrales no 

clásicas en términos de componentes de energía y mc•mento angular: 

H=Ex + E!:f + Ez, 

J=L 2 /2-(13+J)Ex-CJ+a)E!:!-(«+13)Ez, 

K=aL~/2-13~!://2-J~z/2+13~Ex+Jo:E!:/+a13Ez, 

J ... IV. 3 

donde Ex=X 2 /2 + Qx etc. Analogamente '2."'' Q!:I y º= deben satisfacer 

simul tan e amen te: 

2x+Qy+Qz=-t(,\)/P 2 -~(µ)/Q 2 -0(V)/R 2 =Q 5 , 

(13+J)Q~+(~+a)Q!:/+(a+l3)Qz=(µ+vJ€/P 2 +(V+~)~/Q 2 +(A+U)0/R 2 , 

~JQx+~aQy+a~Qz=-µv¡;P 2 -vA~/Q 2 -Aµ9/R 2 • 

Resolviendo estas tres ecuaciones se tiene para li?x: 

Qx =- { (µ+a) ( v+a) E: /P 2 + ( v+a:) ( ,\+O:J'l/Q 2 + (,\+a) ( µ+aJ 0 /R 2 j / ( a-J J ( «-13) , 

que depende de las tres coordenadas, pero que cerca del origen 

depende unicamente de x. Esto sugiere que en IV.3 Ex,E!:f y Ez son 

las energias en las distintas direcciones cerca del origen. Para 

puntos aleJados el potencial es no separable. 

Definamos otras nuevas integrales I 2 e I 3 como: 
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con estas nuevas integrales, cerca del origen se tiene: 

H=Ex+Ey+Ez, 

J=-(f3+-YJEx-(l+CTJE~-(a+~JEz, 

K=f3XEx+Xa:E~+af3Ez, 

1 2 =t•X-f:3JE."<, 

I 3 =cx-'3JEz. 

cuando f3=a las coordenadas elipsoidales se transforman en 

esferoidales prolatas con el eJe z como eje de simetría. La forma 

general de ~s en estas coordenadas aparece en las 

III (obtenidas de Lynden-Be 11, 1962). 

prolato se encuentra: 

H=Ex+Ey+Ez, 

I 2 =Gz/2, 

I 3 =·cc;.+L1y)/2 + (-y-a:>Ez; 

Para 

tablas II y 

este p(>tencial 

Si f3=X las coordenadas se reducen a coordenadas esferoidales 

C>blatas con el eje x como eJe de simetría, y en este caso el 

potencial admi t.e 1 as integral es 

cuando o:=f3=-Y 

H=Ex +Ey +Ez, 

I 2 =CC~+~z)/2 + ca--y)Ex, 

I 3 =Cx/2. 

las coordenadas e I i psi:• ida 1 es 

esf~ricas~ y la forma general de Q5 es: 

. .· ~ " ' 

se reducen a 
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cuyas integrales asociadas son: 

J=L 2 /2 -2<XH, 

k=a 2 H-aL 2 /2, con I 2 +I 3 =L 2 /2. 

En los tres casos anteriores las integrales I 2 e I 3 pueden 

considerarse una genera11zac16n de las integrales de energía y 

momento angular existentes en un potencial esf~ri~o. 

Las 6rbitas en un potencial de St8ckel son el resultado de 

la suma 'de tres movimientos, uno para cada coordenada. El 

movimiento es admisible si 2. 2. ? PA,Pµ y Pv son mayores o iguales a 

cero, por lo que las Órbitas poseen puntos de retorno en aquellas 

superficies definidas por las coorde~adas elipsoidales con las 

cuales P;>..=P 11=Pv=O. El movimiento es la suma de tres osc11aciones 

·.independientes, una para cada coordenada (recuerdese que un 

sistema 1nt.egrable es equivalente a un sistema de osciladores 

desacoplados). Las frecuencias de estas oscilaciones en general 

son inconmensurables, de manera que las Órbitas llenan densamente 

el · .vo.lumen de conf1gurac1on perm1t1do por las . .integrales. Todas 

las posiJ:>les regiones ocupadas por las Órbitas pueden encontrarse 

por inspección· de las superficies coordenadas. En los potenciales 

de Stackel la estructura orbital esta constituida por tres 

familias de Órbitas de caja, de tubo corto, tubo largo y de 

rizo. (de zeeuw, 1985a). La :forma de los volumenes seguidos por 

una Órbita de tubo 1 argo y tubo corto se muest.ra en la F1g. 

IV. 2a. En dos dimensiones las frecuencias inconmensurables 

describen figuras de LissaJous que llenan densamente el área 

permitida por las integrales (FJ.g. IV1 2b). Al aJustar un 

.· -·. 
-:·"'-· ... ,, 
---····· -•• ,: ;lllÍI> liilllliiíl""' .... iliilillí. "->-:::,::<,íilli, ..._...-:. '::,¡¡¡¡,¡:,,, • ....,,.; . ....,.:·. -..'·'·:·--.-· _, .. ·-.....,,··? _:~h,;i.=::~x~:, ··'-"'-":.·>~:<,,.,,, :. ):i> " ·. '~-·., e:;'.;;,;;);\·. 
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potencial de stackel a un potencial galictico las 6rbitas y las 

integrales de movimiento en uno y otro caso son similares . 

a) .b) 

Fig. IV.2 
Orbitas asociadas a un potencial de Stackel 

en a) dos y, b) tres dimensiones. 

b) Análisis de potenciales de Ja ~orma ~(x2,y2,z21 

Cerca del origen el potencial ax depende solo de A, le; que 

'" 
permite hacer un aJust.e con uno .;:J.e Stacke l alrededor de éste. 

Para un potencial del tipo Q=Q(x 2 ,y2 ,Z 2 ), desarrollado en serie 

de Taylor, se tiene: 

... IV. 4 

Para hacer la comparación expandamos un pot.encial de StCickel 

Ds alrededor del origen, como: 

... IV.5 

para el cual el origen se encuentra en (.A. ' µ' ¡1 J = ( -a:' - ~' - ){ J • 

Igualando término a término IV.4 y lV.5 obtenem•:•s io:•s .factc•res 

constantes a,..,m, hasta c•rden cuarto: 
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1 o que impone 1 a condic iÓn: ... IV. 6 

Esto indica que los potenciales gal~cticos cuyos coeficientes 

cuárticos no cumplan esta relación, ne• pueden ser aJustados con 

un potencial separable de stackel. 

Sin embargo, de zeew ha demostrado que existe un solo tipo de 

deducido por Chandrasekhar 
que cumple con IV.6, potencial 

(1969). considérese una distribución triaxial 
en la densidad, 

:estratificada en elipsoides similares y concentiicos. La densidad 

puede ser parametrizada como p=pcm2J, dc>nde: 

y el requerimiento de que ~ sea anal Ítico cerca del 

permite hacer una expansié,n de TaYl or: 

origen 

p1m 2 >=p t1+a m~+a m4+, .l=P r; r::t: m"n, 
1 o r: n 

... IV. 7 

o 1 2 

con un potencial asociado ~: 

x'l x'" .. x-z.·¡; tn+1 l 
~ .. t, t, i.,, 

en la .intri:•ducciéon. 

,.,¡; 
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Es ficil demostrar que: AiJh 1 =-CA,h 1 · ·-aJhl J/(a",-a~J .l = J 

y de se 

tiene la igualdad: 

Se puede concluir que a un sistema tr1axial con superficies 

de isodensidad similares, se le puede aJustar hasta orden cuarto, 

un potencial separable. 

La ecuación IV.7 puede escribirse por medio de 1 a re,1 ac 1 ón 

de recurrencia 

a =(n+i)~ a /2n de la forma pcm2>=p E(n+i)anm2n;2n, 
n n- 1 1 O 

que es la expansión en serie para m2 pequeña, del perfil de 

densidad: 

pcm 2 J = p / ( 1 +m2 J z. 
o 

A un elipsoide de cualquier razón de ejes, 

. .. IV. 8 

cuyo per:fil de 

densidad siga esta relación, se le puede aJUstar un potencial de 

Stackel. Aparentemente para un perfil de Hubble de 1 a densidad, 

f<Xm-2 o no es posible aJustar un potencial separable, 

pero Schwarzschild (1979) ha demostrado a partir de un modelo 

tri axial de galaxia que la estructura Órbita! en uno y otro cas•.:> 

son muy paree.idos. Es decir, las familias de Órbitas existentes 

en la region central de un potencial de Stickel se encuentran 

también presentes en su potencial t riaxial galácticc::•. De lo 

anterior se deduce que aunque un potencial con perfil de densl.dad 
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asociado no sea IV.8, pero tenga una estructura orbital parecida, 

puede ser aproximado con uno de Stackel. En otras palabras, la 

condici6n IV.6 fiJa un dnico potencial al cual se le puede 

ajustar uno de Stickel, pero la estructura orbital no es unica, 

lo que permite hacer algunos ajustes aproximados de potenciales 

de stackel a sistemas con distintos perfiles de densidad con la 

condici6n de que sus estructuras orbitales sean análogas. 

Para obtener las expresiones aproximadas de las integrales de 

movimiento sustituimos las expresiones del potencial 

Qx=En1mkQhlmxnylzm;(k+l+m), 

Q~=EhlmlQhlmxnylzm;(k+l+mJ, 

Qz=Q-Qx-Q~, 

en las funciones IV.3 

H=CP~+p~+p~J/2 + E~blmxbylzm, 

J=L 2 /2-(fl+llJ cx 2 /2+~xl-(ll+a] (Y 2 /2+~yl-Ca+fll (z 2 /2+~zl, 

k=-aCx/2-f!C~/2-1ez/2+f11ci 2 12+~xl+1acy 2 /2+~yl+afl(z 2 /2+~zl· 

. IV. 8.b 

. IV. 8c 

El hecho de encontrar la forma de las integrales de 

movimiento, no implica que deban ser válidas en todas las 

regiones de la galaxia, de hecho puede suceder que sean 

cuasintegrales. En la sección siguiente veremos que si tomamos 

una harniltoniana asociada al término cuártico del potencial y la 

visualizamos como un término perturbativo de H, para energías 

arriba de ciertos valores la posible integral es destruida. 
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e) Sistemas dinámicos 

El cc•mport amiento asintc'>ticc> de las 6rbitas,en los que la 

evc•luciÓn se sigue para tiempos muy largos, 

informaci6n sobre los sistemas dinámicos. 

proporciona mayor 

Por esto resulta 

innecesario hayar las soluciones a las ecuaciones de movimiento a 

todo tiempo, siendo suficiente con tomar un número grande de 

puntos representativos de la 6rbita sobre una variedad E de 

dimensión M=N-1, con N el número de grados de libertad. 

Considere se entonces una trayectoria y las int ersecc i<::>nes 

Y 0 , Y 1 , •• 

obtiene 

de el la 

integrando 

con E. 

las 

Si se conoce el punto vi 

ecuaciones hasta la 

el Y,. 1 se 

sigui·ente 

intersección. Las intersecciones permiten de.finir un mapeo de 

Poincaré G de E en sí mismo tal que; 

Y i + 1 = G (Y i) , ... IV. 9 

o en general y i +..; = 13..; (y t' ) ' 

y ya que las ecuaciones pueden integrarse en ambas direcciones 

con el tiempo, existe el mapeo inversc> G- 1 : Yi_ 1 =G- 1'(Yt». El 

mapeo G refleja las propiedades de las ·:'>rbitas o:c•mc• veremos 

enseguida. En el conjunto de intersecciones se puede dar la 

existencia de puntos que .bajo el mapeo 

G(Y•), los cuales coinciden con 

estabilidad del sistema y describen el 

sean invariantes: 

los puntos criticos 

<:'.C•mport amient e• de 

= 
cte 

las 

trayectorias en su vecindad. Para entender esto, t c•mese el 

conjunto de puntos lT t 

alrededor de y•: 

dentro de una vecindad lJ mur· pequeña 
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sustituyendo en IV.9 y desarrollando en serie: 

donde CIG/élY es una matriz MxM , llamada la jaccibiana del mapeo, 

que ha sido linea11zada. Suponiendo que la matriz T tiene M 

e1genvalores reales distintos, se puede elegir como d1recc16n de 

desplazamiento del primer punto respecto del punte• f 1J o la 

dirección del eigenvector asociado U0 =V, li:, que define los 

valores posteriores de tJ come•¡ 

U 1 =TU 0 =_'A V, 

sobre una recta en la dirección de V. La Flg. IV.3 muestra el . fj 

comportamiento de la trayect<:ir1a para dist 1ntos valores d.e "A. 

V V V V 

FLg.IV.3 / 

a) .b) 

1)().,(1 -1 < J..<,1) .~. <. -1 

:31 en cam.b1r:> e:;.:1sten un par de ·eigenvali:>res cr:,mpleJ<:>s 

cuyo e1genvectores asociados son V t2V , la 
1 ¿· 

distribución de puntos se lleva a cabo s0bre un plano. V1 , V2 son 

reales. 

los puntos siguientes estan dados por: 
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pJ[(aV +bV JCOS(J~J 
1 2 

+ (bV -av JSenCJ•JJ 
1 2 

Para eigenvalores de módulr:> 1 el primer términc• rE?presenta un 

movimiento oscii ·•orio a lo largo de la direcc16n aV
1

+bV
2

, y el 

segundo una otra oscilación desfasada 90a de la p1'imera en la 

dirección bV 1 -aV 2 • Esta e"' la caracteristica de un movimiento 

elíptico (Fig.IV.4aJ Aquí las Órbitas ni se acer•:an ni se al e Jan 

del punto fijo, pero para eigenvalores de modulo distinto de uno 

los puntos describen un movimiento espiral acercanctose al punto 

:fijo con un .factor de contracción p.J si p <.1, o aleJandose si f' .> 

1. 

v, v, 

Fig. IV.4 
Distribución de los puntos en el espacio fase, alrededor de un 

punto elíptico, en a, y un punto hiperbólico, en b y c. 

El alejamiento o acercamiento de los puntos al punt C.• fiJO 

refleja una estructura del espacio en su vecindad. C(•nsidérese el 

r:::onjunt.o de eigenvalores de módulo menor que uno .. Elle>s definen 

un subespacio de contracción o estable v~ si despues de haber 

elegido el desplazamiento inicial r_rc, de una trayectoria en él, 

los puntos siguientes Y 3 tienden a acercarse al punto fiJo cuando 

j- >ro. Anal ogament e l c>s eigenval(•res de m6ctu l ') mayr:•r que une> 

definen un subespacio de expansión o .inestable vu en el cual el 

ccinJunt.o de puntos se aleJan del puntr:> .fiJC• •:uandc> J->-(1:>. Para un 

punto dado y una vecindad existe un númerc• infinitci cte formas en 

V • 
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que los puntos pueden acercarse o alejarse pero siempre es 

posible trazar una curva contínua que los contenga sin cambiar la 

propiedad del espacio: la variedad invariante estable, w~, 

inestable, w~1 • 

Hay otro tipo de comportam1ento 1mpürtante de los puntos de 

intersección en el que para cada Y, aplii:::ando el mapeo G un 

número :finito de veces se obtiene el mismo punto: Yi = Gn(Ytl· 

Esto solo sucede si la trayectoria es n-peri6dica. 

De hecho las propiedades de un sistema dinámico quedan 

especi:ficadas representando en el espacio .fase sus puntos :fijos, 

sus variedades invariantes y trayectorias periódicas. Para 

hallarlas es necesario especi:ficar la variedad r; y el mapeo G. 

Restringiendo ahora el análisis a sistemas hamiltonianos 

conservativos H coincide con la energía, que es la primera 

integral. Esto reduce el espacio :fase en una dimensión pues es 

posible despejar una variable P, del hamilton1ano y elegir su 

variable conjugada q~·=O para hayar una super:ficie de sección. De 

esta manera se elimina un par de variables y los H-1 pares 

restantes se toman como coordenadas sobre la super:ficie r;. 

Cualquier mapeo utilizado del:•e conservar el vo1úmen (prop. 

simp!éctica), debido a que el sistema es hamiltc>niano y por tanto 

cumple la ecuación de Liouville. tTna consecuencia de la propiedad 

anterior es que para un punto :fiJo, los M=2N-2 eigenva101'es que 

lo caracterizan tomados en pares cumplen la relación: )... 1 )... 2 =1 que 

de.f 1ne una prcipiedad importante del sistema. P<::>l' simplicidad 

tomemos dos g!'ados de libertad. El punt C> :fiJo tiene dos 

eigenvalores obtenidos para una aprox1macié>n lineal, por la 

ecuación: 

aG/aY -u = )...2 - 2a)... + 1 =O 
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donde a es un número real llamado Índice de estabilidad y 

)..=a+ca2-1J s12 

Observese que si: 1) -1 < a <. 1 los e1genva10res S(>l1 

C' C>ffiP l e J OS conJugactos y se recobra el caso en que los puntos caen 

sobre una elipse. Se ha encontrado así un punto el Ípt l.C(> 

estable para el cual una trayectoria inicialmente cerca del punto 

fijo se mantiene cerca. 

ii) a > 1 o a < -1 ).. 1 es real mayor que uno y A 2 es negativo 

con 1 >- 2 1 < 1. Lp.s puntos tienden a acercarse y luego a aleJar.s:­

del punto fijo describiendo una hip~rbola. A este punto se le 

llama hiperbólico o de inestabilidad (F1g. IV.4b y e). 

Frecuentemente la facilidad de encontrar la so1uc16n de las 

ecuaciones de movimiento depende de las coordenadas generalizadas 

utilizadas. El caso ideal sería hallar una transformación 

canónica de coordenadas que expresara a la nueva hamiltoniana K 

en términos unicament.e de los momentos P f: 

Ya. que al 

K = K(P 1 , •• ,Pn), 

deJar invariantes .Las 

P... = - CIK/ .:11.:>i t , 

c1i = 8K/8P,, 

ecuaciones 

la.primera ecuación aporta todas 

de 1 sistema: 

las integrales 

P t C t l = C f y él.K/ ._:ip, = w, ( C: 1 , ••• , Cn) , 

de Hami 1 t on: 

de movimiento 

son las frecuencias con que las trayectorias son recorridas. Las 

ecuac1c,~1es de Hamilton sr.:•n aná.Logas a las de 

mciv imient o para un r.:•sc i l ador. Las variables Q,=w,t + D, son 

c1c l icas S1 el sistema integrable una 
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trayectoria quedari restringida a un subespatio n-dimensional 

definido por las integrales P, = C,. Las v ar i ab 1 es <1 r ser 

e íc l ic a.s aumentadas en 2TI regresan al mismo estado. Estos pares 

de variables determinan en coordenadas p-:1 1 ares !a superficie 

sobre la que se encuentran constreñidas t'::ictas 1as t.rayect<:•rias: 

para un par dado P define un I'adio y 1:;¡ un ángulco, p•:.r lo que en 

conjunto definen un n-t i::>ro. cualquier pun"t o sobre esta superficie 

queda especificado por las coordenadas 

son mutuamente· inconmensurables, es 

relación: 

('.:il 1 , ••• , Ciln). Cu.ando 1 a!: w t 

decir si no ~xiste una 

con las ki no todas cero, entonces la trayectoria es densa en el 

n-toro, por el cohtrario si 

independientes. de inconmesu1'abi l idad, 

solo existen p 

la trayectoria 

un subespacio de dimension n-p sc•bre e! n-toro. 

En las nuevas coordenadas la superficie 

relaciones 

C>cupa solo 

de 

corresponde a un n-1 toro encontrada al hacer c:;¡n=(I CmÓdul o 2Tl) y 

dando un valor a Pn. LLamanqo Ye, al primer punto de una 

secuencia, el siguiente Y 1 corresponde a Qn=2IT, suponiendo wn>O, 

y el punto Y h corresponde a 1:-.in=2Tik a un tiempo: 

y usando que Qi=w.,-t+D.,- las otras i:-•::iordenadas de Y,, son dadas pc>r; 

donde el primer término es cc.nstante. El segundo muestra que !os 
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valores sucesivos de Qh,r de la coordenada Q, estan igualmente 

espaciadas. Representando G, sobre el círculo, P,=cte, los puntos 

sucesivos se encuentran separados por el mismo ángulo w 1 /w 2 , al 

que llamaremos de rotación, por lo que considerando todas las 

variables angulares el mapeo consiste de n rotaciones de ángulos 

2rrw,./wn. En la Fig. IV. 5 se muestra el asper.::=to que presenta la 

variedad de Poincaré después de hacer las intersecciones con 

distintas t.rayect orlas, para un sistema integ1'abl e y r:•tro que no 

lo es. 

Nuevamente, en la práctica no es sencillo encontrar una 

transformación canónica que reduzca el hamiltoniano a una forma 

·normal. Es aqui cuando se hace uso de de la exploración numérica 

de los sistemas para hallar indicios en los diagramas de .:fase de 

la existencia o no de integrales de movimiento. 

Supóngase que solo la int.egral H es conoc.ida. El la. define en: 

el espacio fase una curva, más alla de la cual una Órbita no 

periódica no puede cruzar, porque necesitaría velocidades 

imaginarias, y cualquier punto en el interior puede ser ocupado 

· dé acuerdo al teorema de recu~rencia de Poincaré. En el e:spa,_-:i1.:i. 

:fase 1 a trayect.orJ.a se encuentra constreñida en la superf" icie rr 

definida por H = cte. que pe1'mite escoger, además, una superficie 

de sección r: y definir un mapeo G. Con el transcurso del t . .iempo, 

en el espacio físico la orbita pasa por regiones nuevas y de 

igual manera en la superficie rr, pero en r: baJo G los puntos caen 

dentro de una curva invariante que es densamente 1:::ub1ert a. En 

este caso no existe ninguna constricción extra. 

Inversamente si 1 a curva inva1'iant e presenta puntos 11 enos y 

huecos alternados, se encuentra 

confinada en un subespacio mas pequeño que rr y 
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b) 
a) 

Fig. IV. 5 
Aspecto del plano de Polcaré, para un sistema integrable, en a), 

y en b), para un sistema cuasintegrable 

·pasa por puntos nuevos pero dentro de una regi6n física mis 

pequeña. SÍ ést.e comportamiento se present.a para cualquier valor 

de H, existe una constricción extra, una segunda integral de 

movimiento. Pero puede suceder que solo para algunos valores de H 

s.uceda esto y que en otros se de el caso donde no haya 

constricción extra, aquí los_puntos bajo el mapeo no caen sobre 

ninguna curva invariante y se genera un caos. ·se ha destruido la 

integral de movimiento y la trayectoria puede ocupar cualquier 

regÍon en el espacio fase, estocast1camente. -Esto quiere decir 

que el sistema posee una cuasintegral de mov1mic:?nto. 

c.2) El Potenc1a1 triangular como eJempJo 

cualquier potencial de la forma V(X,YJ describe una 

superficie en el espacie> de configuraci-on sc>.bre la cual se lleva 

a cabo el movimiento de acuerdo a las ecuaciones de Newton: 

x = - av;ax y 
. 
Y = - óV/CJy. 

Claramente el sistema tiene dos gradc•s de libertad a l<•s que 
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y la 

ham1lt.oniana es entc.i1ces: 

Héncin y Hei les (1964) proponen para su an~lisis con este 

metodo el potencial: 

Muy cerca del origen el ·t.érmino cúbico es despreciable y las 

equipot.enciales se aproximan a círculos. Para valores mas grandes 

se aprecia una simetría triangular hasta V=1/6, después del cual 

las lineas equipotenciales se a.bren (Fig. IV. 6a}. La unica 

integral conocida es la energía E=H por lo que V(x,yJ <E.confina 

la or.bita en la regíon del plano x-y donde se satisface la 

desigualdad; de igual manera las velocidades se encuentran 

limitadas por: (p~ + p~)/'2 < E. 

Para de.finir la superficie de sección elijamos: 

La Fig. IV.6b muestra que la secuencia de puntos para E=1/2 

define una curva invariante esta.ble . su número de r1.)tac1ón puede 

obtenerse observando primero que el punto 9 es Justo el anterior 

al punto 1 por lo que v < 1/f; , perc1 el punto 10 es el inmediato 

posterior y 11 > 1/9. Para tres revo1uc1ones el punto 27 cae antes 

del 1 y v ( 3/36 y aproximandonos m&s al vale~ exacto de v si se 

consideran mjs revoluciones. 

- . ' ' ', ... _ ... lílllilííllí ·~'··'· .,,,·,• .. ·v•:•.•··" 
·.·": .··> 
:. ~' .. /: :':.)";,:.;)U'.· :: .. 'J 
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variando p 1 > O baJo la c.:0ndición de que <, 2E se 

obtiene para la misma energía el c..:1mportamientc1 de la Fig. LV. 6c 

donde se observa la existencia de 4 punt cis elípticos y 3 

hiperbÓl icos, pero la característica más importante es que los 

puntos no llenan densamente la curva, re:fleJando la existencia de 

una integral extra. cuando la energía es aumentada a E=1/8 surge 

una propiedad muy importante del sistema pues existen algunas 

cc>ndic iones 1n1c1a1es para las cuales los puntos caen sobre una 

variedad invariante y para otras una trayectoria cae caoticamente 

sobre el plano destruyendo 1 a constricción que hal:·Ía. Tal es e 1 

comportamientc" de una Órbit.a cuando el sistema posee una 

cuasintegral. 

Para cambios muy pequeños en 1 a energía, E=1/6 el caos 

produci'do es mayor y las curvas invariantes son destruidas, 

excepto algunas regiones muy pequeñas (Fig. IV.6ct). El cálculo de 

las áreas dentro de las curvas invariantes muestra que mientras 

se den energías menores que una energía crítica, permanece 

constante, pero para energías mayores el área disminuye 

rapidamente sin hacerse cero lFJ.g. IV~ 6e). Es t. o quiere dec i:t" que 
. . 

se siguen man-~eniendo algunas curvas invariantes. Puede suceder 

entonces que las curvas cerradas sean tan pequeñas que escapen a 

nuestra resolución y que parezcan puntos haciendonos concluir 

erroneamente que el comportamiento sea caótico. 

d) Islas y Teorema KAM 

Considerese un sisf ema con dos gradc>s de libertad cuya 

hamiltoniana H=H,, puede reducirse a la :forma normal. El1g1end1) un 

valor de P 2 y haciendo Q 2 =0 se define una super:ficie cte sección 

sobre la cual las variables cte acción-ángulo P 1 y 1.;¡ 1 se toman 
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a) b) e J 
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Fig. IV. 6 

como coordenadas polares, describiendo circuleis concéntricos que 

corresponden a las curvas invariantes sobre las que .:;aen lc•s 

puntc•s separados por un ángulo constante igual al número de 

rotación v 1 = w 1 /w 2 • Las .frecuencias w1 , w 2 son funcic•nes de P 1 y 

P 2 pero la elección de un valor para P 2 hace que ,, 1 varie solo 

con P 1 y por consiguiente, el ángulo de separacié>n de 1 os punt.c•s 

para cada curva invariante es distinto. 

Aquellos círculos que tengan un númerc• de rcitaciéin irracional 

son densamente cubiertos por la secuencia de puntos, mientras que 

= l./J la pasará. por 1as 
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mismas intersecciones después de J 

periodicamente. Cada punto sobre el círculo es un J-ciclo. 

cuando el sistema integrable es ligeramente perturbado, su 

nueva hamiltoniana H = He, + H' no conserva su forma normal y el 

sistema puede volverse no integrable. Bajo ésta situación algunos 

de los puntos que eran J-ciclos desaparecen y surgen deis tipos de 

ciclos que se alternan; elipticos e hiperbólicos. Ellos siguen 

cayendo sob1'e la curva 

lugar de usar el mapeo G 

invariante 

se usa GJ 

original, pero si ahora en 

el punto J-ésimo estará 

su:brodeado por un conJunto de curvas inva1'iantes anidadas 

(islas). Nuevamente aplicando G, esta isla que l'Odea al punto J 

es mapeada en una estructura simi 1 ar que rodea al sigui.ente cic 1 o 

elíptico, obteniendose una cadena de islas. En cada aplicación 

del mapeo G el punto salta de una isla a otra, pero de.spúes de J 

iteraciones regresa a la misma isla pero no al mismo punt.o. Si se 

considera solo el j-ésimo punto de la secuencia, se obt.iene una 

nueva isla que rota a lo largo de otra. 

De el hecho de que en un sist.ema integra.ble el número de 

·· rcitaciÓn v 1 varíe en forma contínua como función de.-P 1 , y por 

tanto tenga un número - infinit.o de valores racionales, se 

desprende que el sistema perturbad.o tiene una estructura más 

compleja, pues existe una infinidad de cadenas concéntricas de 

islas cuya dimensi.Ón decrece conforme el número J de islas se 

incrementa y solo aquellas cadenas con J pequeña pueden ser 

observadas. Es por esto que en el casr:1 del potencial triangular 

solo se observan algunas cadenas. 

Si se considera el mapeo GJ en 1uga1· de G cada curva 

invariante que fc•rma la isla es caracterizada por un numero de 

rotación de segundo cirden v' 1gua1 al número fracciona! de 
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revoluciones hechas por un punto sobre la curva ctespúes de una 

aplicación de GJ. Tal número de rotación de segundo orden tamJ:.ien 

varia en forma continua, rompiendo las curvas invariantes en una 

cadena de islas más pequeñas, llamadas de segundo orden. Si 

v'=i'/j' hay J, islas de segunde> orden en t orni:> de una isla de 

primer orden, por lo que el número total de islas de segundo 

orden sobre la que cae una trayectoria es J j 1 • Sucesivamente, 

para cada isla de orden dos existe un número de r•.:itac1éin de orden 

3 para cada curva invariante, con un número inf ini t ,_, de val ores 

racionales que generan islas de orden 4, y -así 

orden infinito. 

sucesivamente a 

A par·t ir del teorema KAM (Kolmogorc•v-Arnold-Moser) se puede 

explicar el comport arnient o anterior. Para el sistema integra.ble 

considerese un mapec> de rotación dado en coordenadas polares: 

p' = p 

Q' = Q + 21Tv ( P ) ... !V. 9 

definido para un anillo tal que:· a<: P < b donde a y b son réales 

positivos, y en el cual el número de rotación es una función 

monotónica creciente de P 1 • La perturbación del sistema conlleva -" 

a una perturbación del mapeo: 

p' = P + :f 1 (P,G!) 

Q' = Q + 2ITV(P) + f 2 (P,QJ ... IV. 10 

en la que :f 1 y :f 2 son funciN1es periódicas cte Q, con período 211, 

que s1n embargo debe preservar el área. La pregunta que suree es 

si las curvas 1nvar1ant es de IV. 10 son mod1f1cacJ.<•nes pequeñas de 
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las existemtes en IV.9, o dicho de otra manera, si el numero de 

rotaci6n sigue siendo igual independientemente de la def0rmac16n 

de la curva. 

El teorema de Moser da como condir:-ión sufir:-iente de 

ex1st.enc1a de la curva invariante perturbada, que ]/ de.be estar 

lejos de cualquier número racional: 

V - i/j ... IV. 11 

e es una constante que depende de la amplitud de los términos 

perturbat1vos pa1'a _val ores pequeños las curvas 

invariantes se preservan. 

El toerema de Al'nold presenta algunas diferencias: 

1) considera sistemas hamilton1anos en vez de mapeos. 

2) lo aplica a sistemas con n grados de libertad mientras l'.IUe 

Moser lo hace sola para n=2. 

3) su función hami l toniana es analítica. 

Escencialmente considera un sistema integrable y en este 

sistema· un n-toro caracterizado por sus n :fl'ecuencias w 1 , ••• , wn. 

Sumando una pequeña perturbación encuentra que l OS n-t or<:•S se 

mantienen inva1'iantes bajo la cr.:>ndiciÓn de que las :fre•:-uen1:1as no 

mantengan una relación de conmensurabilidad, por q:ue deben 

satisfacer: 

para cualquier conJunto de enteros Kt no todos cero, y doo1de e y 

f son constantes. 

El teol'ema Y.AM no establece que las •:urvas 1nva1'1antes •:• l<:•s 

·,¡._ : .... _\:, :·.,, -,: .. -
.. - ~.,, " .. 



toros se dest.ruyan si la perturbación es grande, pero sugiere que 

puede suceder. Cuando la perturbación es del Órcten de los 

términos pr1nc1pales las curvas se rompen y .forman cadenas de 

islas. 

El teorema tamb1en explica porque el tamaño de las islas 

decrece cuando J se incrementa; esto es consecuencia del 

exponente -5/2 en IV.11 y aport.a una prueba de estabilidad de los 

puntos el1pticos fijos para el caso de dos grados de libertad. 

e) Di~usiÓn de Arnold 

En un sistema integra.ble de tres grados de libertad. la 

secuencia de puntos en la superficie de seccción de dimensión 4 

caé sobre un toro invariante bidimensional. Cada uno de estos 

toros está caracterizado por dos números de rotación v 1 y v 2 , que 

pueden gra.ficarse en. un cuadrado de lado 1. Añadiendo una 

perturbación, el· toro es dest.ru.1do en la vecindad d.e cada 

relación de conmensurabilidad: 

k 1 V 1 + k 2 V 2 + k 3V = 0 ... IV. 12 

donde k.- son enteros. Cada relación IV; 12 .representa una línea en 

el plano v 1 -v 2 : los t.oros son destruidos y reemplazados por 

trayectorias caóticas en el interior de las .bandas de diferente 

grosor alrededor de las lineas (Fig. IV.6.f). El Sl'C•sor decrece 

rapidamente, cc•n.fol'me las kt se hacen grandes y tienden a cero 

cuando la perturbación ti.ende a cero. Se observa que las bandas 

se comunican; su union es l lamacta la red de Arnold. una c•rbita en 

una region caótica de una banda particular es capaz de entrar a 

todas las otras bandas de regiones caóticas.Esta es la di.fusión. 

-.. - :· 

:_:~~:~::;~~<·¡ >-~~: .. ~::..-:·::~\.:.-, ... :::: >:-::~J< ... ~_;::&,lJ/,. _.,,r._ ... ·, .. _ - ; , , ~~~-~:. 1 ~ ~:- .: .:/; :~> _ ; td~,~;,'.~,¡ '-~-,;:~·-~ ~~:~;,;,,;~~~~~;;~f:i/:.:{: (·; - ~.~~-_.r,~~;d~t\~~:_t_¡:~,:;.·i<~··, 
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fJ La 1ntegraJ de MeJnikov 

Mientras que todas las Órbitas en un potencial integrable son 

regulares, pequeñas perturbaciones del Hamiltonianc• asi:•c iactc• en 

general llevan a la aparición de Órbitas estocásticas. En el 

sistema integrable no perturbado, H0 , las Órbitas se encuentran 

con:finadas al n-toro ctef1n1do por las integrales de movimiento y 

las coordenadas cíclicas. Al sumar a la Hamiltoniana un término 

perturbat1vo H 1 , de acuerdo al teorema Y.AM puede sur:eder que 

muchos de los n-toros que componen el espacio fase del sistema 

integrable sol e_") sean distorsionados, <> bien, que algunos sel" 

destruidos, en cuyo caso se crean regiones caóticas pc•r J.as 

cuales las trayectorias pueden pasar sin restricción; Esto quiere 

decir que algunas de las integral es de movimiento son dest1~uidas. 

También, asociadas a un potencial, se encuentran una o varias 

:familias de Órbitas que definen ia estructura orbital del 

sistema. Si ante una perturbación no aparecen regiones 

caóticas, el sistema sigue siendo integrable y la estructura 

orbital se conserva. Sin embargo pueden crearse regicines caóticas 

·peque.ñas que modifiquen la estructu1~a orbital g·1obal del Sistema. 

Schwarzschild ha encontrado que en un modelo galáctico triaxial 

aparecen las familias de Órbitas presentes también en los 

potenciales de St ackel. un potencial de st.ackel con 

perturbaciones pequeñas se puede aproximar a uno galáctico si su 

estructura 01~bi tal es su:flent ement e estable, cc•mo es el caso de 

las Órbitas de una galaxia tr1ax1al. Esta estabilidad puede ser 

estimada considerando el tamaño de la región est <>cást ica. Si la 

región es muy grande el sistema es no integrable y las Órbitas no 

se encuentran confinadas; no ctelinen ningtlna .fanulia. Se puede 

dar el caso de que aún y cuando la regié>n caótica no sea cero o 

. . . ~· . - ~ ~-:~ 

\;xi,;\;.'f~;;;f~';»Aif~¡,;~0,; •. ,.>&;~iJ~;j~~;~~1i,Jti;::J.~;¡,<f..~~:*&¡;;:,~/i,;[¿~t;f:~~k~~t~~~~1ii~~~1ü,;~R~~;~5)f:ú.ii\~.,;1~~,~11i~Af~~~~;~~i2;.,,2:;~\~ihfizi1í~~fü,1~:,;;: ;s·r.'.,~~~.~~~;;t";i~ 
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muy grande, la estructura orbital glr::ibal no se afecte; en tal 

... ~aso el potencial puede simular un galá·:tic ....... La 

sup.osiciÓn importante implícita en esta teoría es la existencia 

de una regir.:in caótica l Ími te, para la cual e 1 sistema conserve 

algunas integrales y las .familias de 6rbitas características de 

los modelos de potenciales triax1ales de galaxias, compatibles 

c<...,n los pot.enciales deducidos de las observaciones; 15rbi tas de 

caJa, de tubo corto, tubo largo y de rizo. 

Melnikov (1963) ha cr::>nstr.uÍdo una integral en funcif.in del 

Hamiltoniano perturbado y una integral de movimiento del sistema 

original, que mide el área ocupada por la reg1c,n caótica. Las 

suposiciones básicas de su teoría s1.:in que la Hami l t on1ana 

perturbada contenga puntos hiperbÓliCOS :fiJOS sus 

correspondientes Órbitas homoc1ín1cas (periódicas inestables o 

críticas) y una :familia interna de Órbitas perié•dicas cuyo 

periodo aumente al incrementarse la energía. Estas Últimas se 

encuentran asociadas a puntos elípticos fijos. Para describir el 

procedimiento. de Meln1kov con's1deremos primero un p•.:itenci.al 

unidimensional y luego uno bidimensional conservativo e 
integrable. Recuerdese que por cada grado de lil.,ertad la teoría 

de Hamilton-,Jacobi predice una integral de mc•vimient ....... Por tanto 

un potencial bidimensional de Stackel tiene dC>S integrales; la 

energía E y otra que se denotará por I. En la Fig. IV. 7a se 

muestra una Órbita y-axial periÓdi("a inestable y una asintótica 

asociada para un potencial de Stackal, a los cuales se les puede 

aplicar la teoría. 

La idea de Melnikov es determinar el de la· 

estructura orbital regular cerca d~ las .:.r.bitas h•:>mi:•clínicas. 
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con dos rninirnos, separados por un maximo localizado en el origen. 

Cada 6rbita u(t), donde u=(u,v), es una curva continua funci6n 

del tiempo y de las condiciones iniciales: U: rp ( U CI , t ) . 

Construyendo el mapeo de Poincaré para este potencial se observa 

la estructura del espacio fase de la Fig. IV.7b, donde se 

aprecian dos puntos elípticos con 6rbitas peri6dicas a su 

alrededor, una Órbita asintótica que poseé la energía justa para 

alcanzar el punto de equilibrio después de un tiempo infinito, y 

una familia externa de Órbitas también periódicas pero con 

energías mayores. El punto hiperbólico tiene asociada una 6rbita 

asintótica con una variedad estable ws, sobre la cual los punt<>s 

se acercan al punto fiJo cuando t ... +oo, y una inestable wu para la 

que los puntos se aleJan cuando t.~-oo. 

Ahora considerese una pequeña perturbación de periÓdo T en el 

tiempo, i.e. la ecuac1Ón del Sistema perturbado en U=(U,V) es: 

u= g 0 (u J + €: g 1 e u , t J , ... IV. 13 

con g 1 de periódo T, derivada de H 1 a traves de las ecuaciones de. 

Hami 1 ton para: 

H=H 0 (U) +EH 1 (U, t). 

IV.13 puede escribirse alternativamente como un sistema 

autónomo de tres ecuaciones diferenciales. La Órbita ahora 

dependa de las conct1c1ones in1c1a1es en (U,VJ y la fase de la 

perturb~ción a t=O, t 0 E[O,TJ. Así se ha construicto un espacio 

fase tridimensional y las 6rbitas U(t,t 0 J se pueden usar para 

analizar el movimiento en la superficie de seccion (U, V). 
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il Para ' suficientemente peque~o. el mapeo de Poincar~ re±leJa 

un ánico punto hiperbólico cercano al del sistema no perturbado. 

De igual manera las variedades estables e inestables se 

encuentran muy cer•:anas a las del sistema ni:, perturi~·a<:t·: .. 

11J Las 6rbitas en las variedades perturbadas pueden ser 

expresadas como una expansión alrededc•r de la 6r.bita homoc!Ínica 

no perturbada u 0 (tJ como: 

US'(t,tJ=uº(t-toJ+EU1•(t,\J+0(€ 2 ) tE[to,OOJ, 

u'-' ( t , t ) =u 0 ( t -t 0 J +€:u 1 u t t , t
0
J +I) ( € 2 ) t € [ -<x.', t 0 J • 

iii) Para la separación de w• y w" perpendicular al vector de 

flujc> no pe.rturbado gc1 cuºJ en el punto base u 0 tOJ se encuentra: 

d ( t e•) =€ 1 g 0 (U o) X {U s ( t , t
0

) -U <1 { t , t
0

) ) l / 1 g 0 (U o ) 1 +O ( € 2 ) 

=eM(t 0 )/lg 0 (uºJ f. . .. IV.14 

Aquí M(t 0 ) es la int.egral de Melnikov dependiente de la ±ase: 

donde (,J._n.,. es el corch91:e· de Poisson en las variables u,,_, y 1a 

integración se toma a lo largo de la Órbita hc1mo:•clínii::-a ne· 

perturbada (U{t-t 0 J,v(t-t 0 J,t,,J. De IV.13 y la Fig. IV.7b puede 

observarse que M( t ,, J es una are a en el espacio :fase, generada por 

los vectores us-uu y g 0 cu 0 ¡. Ella da una buena medida de la 

separaci6n de las variedades en la superficie de secc10n t 0 , 

para ' muy pequeña y un puntc1 base uº(l)J leJi:•s del punt•:• fiji:, 

donde ge• (u e• J =O . 

iv) M es invariante ante una transfc,rmacié•n i:-ané•nica de 

coordena_das, mientras que La primer ecuaci("n de rv. 14 ne> l•:• es. 

l:f ¿,~~'~'~'':--: ': .. 
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.b) 
a) Fig. IV.'f 

muestra una Ór.bi ta h<.."lmoc l Ínica inestable para 
bidimensional de stackel. En .b), se muestra 

del espacio fase cerca del punto hiperbólico, antes 
la perturbación. 

un 
la 

y 

las propiedades importantes de esta integral es que la 

existencia de ceros implica que aún para perturbaciones muy 

pequeñas no existe ninguna integral adicional en el sistema. Si 

se da la existencia de ceros, el maximo y el mínimo de la 

integral M da una medida de la importancia de las regiones 

.caóticas en el sistema perturbado, en otras palabras, mide la 

rapidez con la cual la estruct.ura or..bit.al del potencial no 

perturbado es destruída. · 

Gerhard (1985) ha utilizado el método de Melnlkov para 

cuantificar el tamaño de la region estocastica en el plano 

ecuat.orial de galaxias prolatas y trlaxiales, 

Hamiltoniano: 

ut.ilizando el 

construido con un potencial de St.ackel .bidimensional, definid<> 

por la función f y cuya·funciÓn de densidad es proporcional a 

El término pertur.bativo utilizado es de la forma (ver Fig. 

v. 2): 

cosmip, con m=O, 1, .. 

Ha encontrado que aque 11 as pert.urbac iones que se aprr.)X1man 

más a las deducidas a partir de la morfología de galaxias de tipo 
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temprano, preservan la estructura <.:•rbital global del potencial de 

stackel, para m=0,1,2,4. La integral de Melnikov se hace cero en 

las regiones caóticas encontradas, lo que refleJa que en esas 

regiones no hay integrales adicionales a la enereía, comQ se 

esperaba. Sin embargo las regiones caóticas son muy pequefias y no 

alteran la estruct.ura orbital global del potencial de Stac.kel. En 

el caso de m=3 y ( 5 1 la estructura orbital es :fac1 !mente 

destruida, por la aparicion de grandes regiones caóticas. 
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V. EL MODELO TRIAXJAL DE SCHWARZSCHILD 

En el capítulo dos se ha visto que una función de 

distribución que dependa de una r.• más integrales de mc•vimiento en 

ad1ci6n a la cte energía y momento angular, genera una dispersión 

anisotrÓpica en la distribución de velocidades necesaria para 

sostenar una configuración elipsoidal sin rotación. Schwarzschild 

{1979) ha demostrado, dentro del marco de los modelos estelares 

autoconsistentes, que es posible la existencia de galaxias 

elípticas triaxiales con tres integrales de movimiento, estables 

por 10 10 años . su procedimiento en contraste a los modelos de N 

cuerpos no proporciona ning~n indicio sobre las condiciones 

iniciales de la f"ormación de galaxias ya que solo interesa el 

estado estacionario final que se observa, evitando la suposición 

de Bi-nney · de que las galaxias triaxiales se :fi..")rman a partir del 

colapso de un "pancake" de Zeldovich f"ormado de estrellas 

preexistentes. El fÍn de los modelos estelares autoconsistentes 

es. la de reproducir, en cualquier regíon del sistema, la f"unci.ón. 

de densidad propuesta para una galaxia de mcirfología ya 

determinada, a partir de una superposición de densidades 

estelares, definidas por las estrellas que ocupan ias Órbitas 

permitidas por el potencial al seguirlas durante lapsos grandes 

de t.iempo. El modelo de Schwarzschild no solo reproduce la 

densidad sino tambÍen muestra que las Órbitas se encuentran 

r;onfinadas en regiones mas pequeñas que ias permitidas por su 

energía, indicando la existencia de integrales adicionales de 

mc•vimient o. su procedimiento consta de e inco pasos: 

iJ Se fiJan las razónes 

·.~~a función de densidad 

.. 
···:··,·:,·_,'.·,_.·,· .•. · .. ·.·· .• '· .:·.:,;.··,.::A··.·:{·'.: ... '.'·::.',-'.·.;_,·,· .. ~.\;~f.·.:·;,:·,' .. ;~.~-·'.•··.·:'.''.•,·.~.·.··.,.·'.· •. :.' .... ;··.-.'..·:.'~-.·,····.·.·.· .. ·,·.· .• · .. ·: .• -~:._:-.·· .. ;•.·.·.·.·:. ·.··.· .• :·.:,'.·.=·.·-·.~:····•_•.·.: ... '.·.·.;~'.··.··· .. · .. ·:· .• :.:.·.·.:.•.'.•,·.·.··¡·'··•';.·, .. :,·'.··~:'.··.:¿-~._:;:•·':~··.··,'.·::~·', •. •.·.,: ... ·,·,'.::'.·.~:;·,•:.-... ·;o;_·;.·.',. . , ' ' . ·. '.'.' .. ':. ':;; ·'::; .- - . r • , ' ",_, - - -- - . ' ~ - '"'"";::: -:~ .. f;;i'"; :. ~ -~-:-:__-~ . --"~:. ~ -----., -:;.- - - ' - . . . ·:·=--- ~-: ' ; ~--~ ,, -~·;'~~-:;_~·-::;1~~!~':d!_:_;~iú~-~-~Ji~(~-~;~:_;-~;!'.i.:·i.i:1:~~--~~~-:~:;;:-l.~·;~~-~;:,_~~-~;:_5·,,,_~ 



-68-

el pr<:ir:-ectimient r:•, representando a una 

formada ni perturbada recientemente. El sistema se 

celdas de masa D(J). 

divide en .] 

iiJ Se resuelve la ecuac16n de Poisson v 2 0=4ITGp para el potencial 

triaxial. 

iiiJ A partir de las ecuaciones de movimiento se hace el cálculo 

de M é•r.bi tas, de t a1 forma que las 

oscilaciones a través del sistema. En este 

estrellas 

paso se 

describan P 

calcula el 

tiempo l que tarda una estrella de cada (1r.bita en cruzar la celda 

J, definiendo una densidad orbital B(I,JJ. 

iv) Se analizan las regic•nes or:-upadas por las Órbitas para cierto 

valor de su energía. 

v) se reproduce la funr:-ión de densidad a partir 

superposición de densidades orbitales al meter en cada 

e e I J estre 11 as, 11 amado númer·o de ocupaciéon. 

de la 

Órbita 

El obJetivo de este capítulo es reproducir y al mismo tiempo 

generalizar algunos de ios pasos seguidos por Schwarzschild, en 

pal'ticular, se hallará, en aJ, una el-:presión para la densidad. En 

.b}, se corregirá el pc•t.encial triaxial de Schwarzschild que se 

deJará en función de las razones el.e eJes o: y 13, lo que permitirá 

modelar galaxias triaxiales con casos particulares ·cte oblatas, 

pro1atas y esféricas. En e¡ se describirán los resultados de 

Schwarzschlld y se calcularán algunas Órbitas con el pot.encial 

corregidc1 que mostrarán que la estructura orbital de ambos y la 

cte un potencial de stickel parer:-en ser similares. Finalmente en 

dJ se hari el ajuste del potencial triaxia1 con uno de St~ckel y 

se ctarin las expresiones analíticas ap~oximactas para las 

integrales de movimiento en función de las razones de eJes. 

tres 
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aJ La Función Tr1axiaJ de Densidad 

Para construir una estructura tr1axia1 se hace uso de una 

expansión en serie de Taylor de arm6nicos esféricos alrededor de 

un sistema con simetría es:fér1ca. De esta manera la triaxialidad 

se al can za sumanctc> algunos términos perturbativos, que son 

función de los ángulos e y 'P. En el caso de una galaxia triaxial, 

las super:fic 1es de isodensidad t ambÍen deben ser tr1axi al es PN' 

lo que la densidad ·puede expanderse alrededor d.e una densidad 

simet.ricamente esférica, como: 

pCR,0,<pJ=E y ce.•Jp (R) 
l,m l,m l,m 

=Y f' +Y F +Y o +Y p +Y p + 
o' o o l ' - 1 1 1 ' o 1 

2 l • l :;!· 2 ' - 2 &¡ 

Y f' +Y o +Y f' +Y p +, •• 
2, - 1 ~ 2, O I 6 2, l 7 2·, 2 B 

de donde sol o de.ben considerarse los términos y p y r· y 
C•,O 0

1 

2 1 0 e 
Y p , pues se puede apreciar de la Fig. V.1 que el. primero 

2, 2 B 

conserva la simetría es:férica, permitiendo modelar galaxias EO. 

Los otros dos términos pertur.bat.ivos de:forman al sistema en uno 

triaxial, y armónicos intermedios _Y de ord_~n mayor cte:forman aún· 

más al sist.ema, · de donde se deduce •:¡ue la densidad trJ.ax1a1 queda 

expresada ccmvenient ement e p1:>r: 

pcx,y,z)=F(R) - G(R}(2z2-x 2 -y2J/2R2 + 3H(R)(X 2 -y2 )/R 2 ... V.1 

con: Y =1 
o,o 

Y =<3cos 2 0-1J/2=-c2z 2 -xz-yzJ/2R 2 

2,0 

Y =3sen 2 ecos2<p=3(x 2 -yz)/R2 
2' 2 

y 

p CR) =F(R) 
o 

p (R J =G (R) 
ti 

p (R) =H(R J 
B 

La densidad F(RJ propuesta, a la que se expande en armonicos 
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esféricos, es la deducida de acuerdo a la distribución de la 1uz 

en galaxias elípticas seg~n un perfil de 1uminosidact de Hubble: 

... v. 2 

La función lV.1 describe la variación punto a punte• de la 

densidad, mientras que para una R dada, las funcic1nes G(RJ y H(R) 

describen superficies triaxiales de isodensidad, i. e. la 

"parametrizan"; ellas no reproducen superficies concéntricas ni 

coaxiales, lo cual es necesario para reproducir los gradientes 

observados en las iso:fotas. Para hallar su forma explícita se 

introducen las razonas de ejes a=x/z y 13=Y/Z del sistema, y una 

condición de triaxialidad. Observ:ese que si a=l3=1 se debe 

recuperar el caso esf'érico, pero si.a=f3 se obtiene un sistema 

oblato. un sistema triaxial se obtiene con a;z:j3. 

La condición de triaxialidad en la densidad es que ésta sea 

un factor a ó f3 mayor en la dirección x ó y, 

respectivamente, es decir: 

pcaz,O,o) = pco,o,z1, 

pco,13z,O) = plO,o,zJ. 

que en z, 

... v. 3 

Para especi:ficar completamente p<x,y,z) es necesario conocer 

G y H, para lo cual de V.1 obtenemos; 

plR,O,OJ = F(RJ + G(R)/2 + 3H (RJ , 

fl'3,R,OJ = F(R) + G(R)/2 - 3H (R), . "v. 4 

pl0,0,R) = FlR) - G(RJ, 
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eliminando de aquí H(R): 

p!R,O,OJ+ptO,R,OJ = 2F(RJ + GtRJ, 

y haciendo uso de la condición de tr1axialictad tenemos: 

pco,o,a:RJ+p(0,0,13RJ=F(a:R)+F(J3R)-G(<XR)-G(l3RJ 

p t 0 , O , o:R ) + p ( O , O , 13 R ) + p ( 0:13 R , O , O J - f' l O , 0:13 R , O ) = F ( o:R J + F ( 13 R ) - 2F ( o:l3 R ) -

<3(o:R)-G(j3R)-G(o:j3R). . .. v. 5 

Aplicando las condiciones V. 3 se obtiene la relación: 

F(a:R) + F(13RJ - 2F(o:j3R) = G(<XR) + G(j3R) + G(o:BR). ...V.6 

Eri general este tipo de ecuaciones no tienen solución única, 

lo que ayuda a encont.rar una solución para regiones cercanas al 

cent.ro de la galaxia con R's pequeñas, y ot.ra para describir el 

comportamiento asint.Ótico para R 's grandes . .Expandiendo v. 6 en 

serie alrededor del origen: 

de donde se despejan los factores Gn d.e G: 

... v. 7 

y puede verse :facilmente de F que: Fn(0)=(-1/2)n1x::ix ... (2n+1J lo 

que nos permite construir G. 

Para hallar H(R), de V.4 se llega a: 

pCR,0,0) - p<O,R,0) = 6H(RJ' o .bien 

H(RJ={F(R/o:)-G(R/o:J-F(R/13}+G(R/~)J/6, 

'-:" 
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y expandiendo en serie se encuentran los factores de H: 

... v. 8 

Busquemos ahora el comportamiento asintótico. Para F basta 

con hacer F(R)=(R- 3 ) (1 + R- 2 1-3/ 2 =f(uJR- 3 y expander ftuJ 

alrededor del cero, es decir cuando R:XO, con u=1/R. Así que; 

.V.9 

y la ecuación V.6 pasa a ser: 

F (1 /a:R) +F (1 /13R) -2F ( 1 /CCl3R) = G ( 1 /<:CR) +G ( 1 /13R) +G ( 1 /0:l3R). 

Proponiendo: 

obtenemos: 

... v. 10 

y H(R)=lFCR/cc)-GCR/cc)-F(R/13)+G(R/13JJ/6 que al expander en serie 

nos da los coeficientes: 

... V. 11 

Schwarzschild ha unido las dos soluciones, promediando los 

valores en el int.erval o R= [O. e, 1. 2J . En este tra.baJo, en la misma 

región, se ha 1nterpoladc1 usando el método de Neville. La Fig. 
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V.2 muestra el comportamiento de las funciones F, G y H. 

b) El Potencial Tr1ax1a1 y Algunas correcciones 

De igual manera como sucede con el potencial para un homeoide 

de estratificaciones de igual densidad, en este elipsoide se 

c•btienen superfic 1es equipotenc 1al es tri axial es al expander en 

armónicos el potencial de simetría esférica asociado a la 

densidad F: 

· .:i{R,0,.P) ·- EY1,mC0,'1>)~1,mCR) 

cuyos Únicos términos utiles son el 2,0 y 2,2. Por l_o t.anto el 

potenc1~1 triaxial queda expresado como: 

. v. 12 

de igu·a1. manera. las funciones indeterminadas V . y, w. reproducen 

superficies equipot.eric1ales no concéntricas ní coaxiales. Para 

encontrarlas sustituimos V.12 en la ecuación de Poisson: 

= ( 'i71 +V' t. ) EY ~ = EY p ,.. e,cp z'm l,m l,m l,m 

por lo que las ecuaciones 

a l'esol ver si:>n: 
.. v. 13a 

•. V. 13b 

•. V .. 13C 
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La primera de las ecuaciones se puede re sed ver 

analíticamente, resultando: 

U(R) =-R- 1 ln((1+R 2 )11 2 +R) + c,!R + C21 

de donde estableciendo las condiciones a la frontera: U(roJ=C 2=0 y 

UCOJ=-1 se tiene la forma exacta de U: 

U(RJ=-R- 1 ln((1+R2) 1 1 2 +R) -1. 

o l:>len expandiendo en serie, los coeficientes quedan como: 

un = Fn-l/2(2n+1) CC>n n:1, 2 ... , ... v. 14a 

el término n=O corresponde a la cqnstante Uº= -1. 

Anal ogament.e para V y W, cuyas expresiones se obtienen 

expandiendo las relaciones v. 13 en función de los coeficient.es 

Gn y Hn ya conocidos, y despejar Vn y Wn: 

V"= Gn/(2(n+1}(2n+3j-6), 

wn = H"/(2(n+1} (2n+3}-6), 

. ;.; ·V·~·;t4b 

.. V. 14C 

validas desde que n=1,2, .. sin embargo las series (V.14) 

presentan una singularidad en n=O, por lo que cualquier soluciéin 

de la forma Vc,R2 satisface la ecuación de Poisson. se debe 

resolver entonces la ecuación homog~nea en t~rminos de los 

coeficientes V" ya conocidos: 

R- l d 2 ( RV ( Ó W) J / dR 2 - 6 V ( 6 W) / R 
2

-:: 1) 
... v. 15 
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Antes de resolverla, encontremos la so1uc16n asint6tica para 

los potenciales sustituyendo las expresiones asintoticas de la 

densidad y resolviendo la ecuaci6n de Poisson. Las soluciones así 

obtenidas son: 

U(R): -2lnR/R + c 2 /R + EU"(1/RJ2n+1, 

donde U"=Fn/2nt2n+1) y n=l,2, ... se presenta igualmente una 

singularidad en n=O. Para los coeficientes de V y w se tiene: 

V"=Gn/[2n(2n+1)-6J J ... V.15 

W"=H"/[2n(2n+1)-6J 

pero ahora éstas solo son validas si n=0,2,3 ... y presentan un 

comportamiento crítico en n=l en donde cualquier expresión de la 

forma v 1 /R 3 es solución. Por otr·o lado, ne> solo se requiere 

hallar .los coeficientes indeterminados sino expresarlos en 

función de la triaxialidad a: y f3, Para hallar dichos 

coeficientes, llamemc>s r: 1 y E' 1 a la función y su de1"ivada 

ev:aluada. en R=1, menos lc•s,,coeficientes que se-quiel"e encontrar. 

De igual manera sean E 2 y E' 2 para el caso asint.Ótico. La 

condición de continuidad al unir las dos soluciones requiere que 

en R=1:· 

E 1 + v 0 = E 2 + V 1 , 

de donde resolviendo s1mu1tanearnente: 

[( ~ ~ ) - ~,~',-~~)J/~. Vo= "'2-"'1 :.> "" ""~ • 
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Para W se obtienen expresiones anilogas, y estas deben ser 

parte de la solución general a la ecuación de Poisson. En la Fig. 

v. 2 se muestra la forma de las funciones IJ, V y W. 

En el modelo de Schwarzschild la forma de sus potenciales 

presentan un comportamiento incongruente con la forma de la 

densidad, pues sus ecuaciones no satisfecen la ecuación de 

Poisson y predicen la existencia de un potencial repulsivo en una 

región de la galaxia, no deducible de la densidad. Ha mencionado, 

en conversación persc•nal, que el error no es impc•rtante cc·mo para 

modificar los resultados lo que tiene que tomarse con mucha 

reserva.Debido a los problemas de cómputo y tiempo que se 

presentan para verificar tal afirmación, asumiré que las 

conclusiones deducidas de su modelo siguen siendo validas. 

En la tabla III se comparan las soluciones obtenidas por 

Schwarzschild y las obtenidas en este.trabajo, asumiendo la razón 

de ejes deducida para el núcleo de M31, para el cual a=2 y 

~=1.25. 

TABLA III 

--------------------~------------------------------~~--~-------- -
Función··· SchwarzschJld 

,_.' 

Este trabajo 

u -1+0. 16666R2-0.075R4+.,. -1+0.16666R2-Q,075R4+ ... 

U(asintJ -lnR/R-0.6936/R-0.25/R+. -lnR/R-0.6936/R-0.25/R+ .. 

V -0.061064R2+0.06292R 4 + .. -0.106621R2+ü.06292R4+, .. 

V(aSJ.nt) -0.12102/R+ú.7641/R"+ ... -0. 12102/W+(t.375161DR/5 -

-O. 0465629 J /R 3 + ..• 

W -0.015403R 2 +0.011054R 4 +. -0.044025R2+0.01105R4+., 

W(asint) -0.04601/R+ü.t:S711/.R"+ ... -0.04601/R+(0.60222JnR/5 -

-0.034466)/Rº+, .. 



V(R) SCHWARZSCHILD 

-o.19xlo-1 

0~101102 

W(R) SCHWARZSCHILD 

5110-2 
IL---1~..J...~..L---1~..J...~.L----L~..J...~..L-.-..J 

o.1ox102 0.10110º 
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(a) (b) 

0.99•10º -0.30x 100 

F(R) 

0.99110º3 -0.IOx IOI 
L...IL-...L---L~'--...L.--''--..L---L~'----1---' ._......._...___..~.._ ...... ~....._~~~~~~ 

O.IOxlOO o.rox102 0.101100 

o.1e.10° -0.11110-z 

G(R) V(R) 

0.71110"5 . .. -0.6~110-1 ._. __ .......... ~..__,_ ...... ..._ .......... ~------ ._..__...___..~.._ ...... ~.._--_...~..._ ....... _... 
O. l O x f 00 

0.4ex10-1 

O.IOxlOO 

o.rox1oz 0.101100 o.1011oz . 

H(R) 

O.IOxlOZ 

-0.44110-3 

-0.32110-1 

o.1ox100 

F1g. V. 2 
En aJ se muestran ~as graficas de las densidades 
F,G y H como funcion de R. En .b) los potenciales 
U,V y W .y la comparación de los potenciales dedu­
cidos por Schwarzschild con los de este trabajo. 

En el primer caso aparece, en V y W , un potencial 
repulsivo en una region grande de la galaxia. 

O.IOxlOZ 

•., .. . ,_ 
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Puede observarse de esta tabla, que los coef.ic.ientes de V y w 
aslntÓtlcos de Schwarzschild omiten un término lnR/R 3 que para 

las regiones centrales puede ser importante, de..bicto a que el 

:factor R-" crece más rápido que el l ogarí tm1co; sin embargo, la 

existencia de términos de orden mayor puede hacer que su 

importancia dependa del grado de la serie. También se observa un 

cambio de signo en el término R-". Al gra:ficar las :funciones de V 

y W omitiendo. las correcciones se obtienen los potenciales 

repulsivos que aparecen en la Flg. V.2 

En la tabla IV se hace una lista de los coe:f.icient·es 

resultantes de la expansión. Los datos .:fueron obtenidos con el 

programa que aparece al :Einal del trabajo. 

e) La estructura orl:>.1tal del modelo de galaxias tri.axiales 

Para ·demostrar la existencia de ~nteg~ales de movimiento 

adicionales a la energía, que generasen la anisotropía ~ecesaJ:'.'ia 

para sostener la est.ruct.ura triaxial, Schwarzschild d1V.1d1o su 

elipsoide triaxial en 259 celdas. En la dirección radial el 

sistema :fue d1V1d1do en 15 cascarones equ;lpotenciales, de tal 

:forma que de super:E1c1e en superí1cie el potencial se 

incrementara a I°o más en un :factor 2 1 1 3 • Esto tiene la ventaja de 

que cada super:ficie t.iene aproximadamente la misma masa. En la 

Fig. V.3 se muestra la división. Para asegurar que cada celda 

tiene la misma masa, se utilizaron planos que pasaran por el 

origen y que describieran dos ángulos a' y~· respecto de los 

ejes x-y, y que delimitados por las superficies equipotenciales 

descrlbierán angules solidos iguales. 

Para el cálculo de las Órbitas Schwarzschild normalizó sus 

variables como: 



TABLA JV 
coeficientes para d1stint9s tipos de geomet:r1as 

TRlAXJAL (a=2, ~=1.25} 

FN•. T ) tjN(J~1 l 1-<NCH< [) Gl~GR < l l "-'r .,.11;k' < i 
o 1. 00•.100<) o. OIJO\J('..: o. G-00000 •.). ;·~!6106 o ;7;.;_.:.)~;-t 

1 -.t. 500!)00 ~.:· GSQ•-;t;;·_ (i. 154762 - 1 3751 ·19 -i:i ~.Q;;:;.:;>.: 

2 !. 07'50(}1) --]. 9.•J6(···; -o. 2.r.!1049 ' .. 83::!<?50 o 81_ .. 3¿5.'J. 

~~ -~:~. 18'/ 500 =· q,!84·.::··:·: '.) :211016 - ·· .. 1 ¡•.J891 -1 <:1c.Q:-!3.3 

4 
,, 4f,0';!:¡8 ... ·-:; f-J:iC'l ~-;.··: -n . 172088 

., .157::;5::; 1 .;;'1596'" 
('! •• 

t:"--

5 -2. 7•)7031 .J., l.:, ;~i)t ":'J.:- i."•. 129933 -·r.-.. 706042 --1 34735i~ ,, 2. 932-!i1.7 --::~ 297~ .. l~ ···O. C·93920 ·.: .. 93::1349 1 .J637~ .. 3 

7 -8. 14;;'09·) 1..-:i. 886"·1'; o. 0661j89 -."J. 142018 -1 56996.:.' 

8 3. 3-1fJ47•J -/: .. 4·;:--:·0::·,(•S -0 0451:'78 336~51 1 6~8790 
j ur,;cH< I 1 Vl·J•:l-1 .' 1 " IJNCH( I ) Uh!·~:¡.;·'· i) Vl•Jl;f' ·. ¡ .. l~NGR < r > 

o -1. 0()0000 ·-C-. 106é;'1 -o. 044025' -o. 69~H.00 -(j' t 21•J1 E' -o. 046006 
1 o. 1b6667 o. 0~2<?25 o. 011054 -o. 250000 -o. •.Hc5~3 -c .. 034468 

2 -·O. 075000 ·-0 o.s.a.o~-a -o. 006140 o. 0'?3750 O. t.3(\9.;:5 o. 061690 

3 o. 044643 0. 044é:··.:;- o. 003197 -o. o:J~~083 -o 01.> 1)4 l ~ -o. 029454 

4 -o. 0303E:2 -·O. 0:36'7~:; . .:L ·-O. C:-01655 O. o:i~•t80 •J. C-372-2--3 o. 018424 

5 o. 0223~"2 o. 030801 o. 00086(, -o. 02460Ci' ·-O (;.2.6 1);:0 -o. 012q55 

b -·O. CH 7353 -('. 02'596·~· -o. 000460 o. 018799 !J. 01"'"';·1-= l), 009758 
7 o. 013"65 ü. 022t3'.:- Q. 0002,l8 -o. 01491;,~1 -·(}. Ol.5-'lO:C: -o. 0076'«b 

8 -o. 011552 --(1. 0!905!3 ·-O. 000136 o. 01;.:!~:-·-4 (} 01;t;:-::~ o. 006274 

ESFERJCA (a='3=1 l 

I FN( I > ~l'>ICH( I) HNCHtI> ~l~Gk < 1) ._;NG~ l ! l 
o 1. 000000 0.000000 o. 000000 0.000000 0.000000 
1 -1.500000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000· 
2 1. 875000 o.ººººº·º 0.000000 0.000000 0.000000 
3 -2. 187500 0.000000 0.000000 0.000000 o. 000000 
4 2.460938 0.000000 0.000000 0.000000 o~ 000000 

.5 -2.707031 º·ºººººº 0.000000 0.000000 .O .. 000000 
'6' 2.932617 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
7 -3. 142090 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 
8 3.330470 0; ºººººº 0.000000 0.000000 

" 
o. 00000.9 

I UNCHC I) Vto1CM< r i "WNCH( ~) UNGRC I) · vNGR\ I, WNGRC I >! 
o -1.000000 º·ºººººº o. ºººººº -o. 693600 0.000000 o. 000000: 
1 o. 166667 0.000000 o. 000000 -0.250000 0.000000 o.ºººººº' 2 -0.075000 º·ºººººº 0.000000 0.093750 0.·000000 0.000000 
3 0.044643 o 000000 0.000000 -0.052083 0.000001) Q. 0000001 
4 -0.030382 o. 000000 0.000000 0.034180 0.000000 o. 000000: 

,5 0.-022372 o. 000000· o. 000000. -o. _024609 o. 000000 o. 000000' 
6 . -0 ... 01.7353 .O. 000000. o. 000000. . o. 0187.99 .. o. 0.00000 o . .000.000· . 
7 0.013965 0.000000 0.000000 -0 .. 014962 o. ºººººº o .. 000000· 
e -0.011552 o. 000000 o 0'00000 0.012274 O. oOOOf") O.fJOOOOo! 

OBLATA <a=P=2l 

I"' FNCI> GNCHCU HNCH<I> Gl~GRÚ> HtJGRII1 
o 1.000000 0.000000 º·ºººººº 0.823529 0.000000 

· 1 -1. 500000 1. 500000 o. 000000 -1. 430769 o. 0•)0000 
2 1. 875000 -3. 125000 o. 000000 1. 853113 o. 000000 
3 -2.187500 4. 176136 0.000000 -2. 181099 o. 000000 
4 2. 460.938 -'4. 864644 o. 000000 2. 459135 o. 000000 
5 -2.707031 5. 399232 0.000000 -2.706536 o. 000000 
6 2.932617 -5.860941 0.000000 2.932483 o 000001) 
7 -3.142090 6. 283029 o. 000000 -3. 142054 o.ºººººº 
8 3.338470 -6.676635 º·ºººººº 3.338461 0.000000 
I UNCH<II IJNCHfl> WNCH<I>. UNGR<I> VNGR<l> l~NGR<I> 
o -i.ocoooo -0.141554 o.oooooo··-o.693600 -0.13725;; o.oooooo 
1. o. 166667 o. 107143 o. 000000 -o. 250000 -o. 042939 o.ºººººº 

.2 -o. 075000 -o. 096806 o. 000000 o. 093750 o. 132365 o. 000000 
3 o. 044643 o. 063275 o. 000000 -o. 052083 -o. 060586 o. 000000 
4 -o. 030382 -o. 046775 o.ºººººº o. 034180 o. 037260 0 .. 000000 
5 o. 022372. o. 035988 o. 000000 ""º· 024609 -o. 026024 o. 000000 

. . 6 -0 .. 017353 .,-O. 028730 O. 00000('., O. 01879'i' O. 0195~•) .. O. 0000,00, 

:.·.:_{-.· .. ;··',: ..... "•:··,··.•.:.·'·'.··,·.·_'. .. :.~.·.·.-,.-.. ~.:_·· .. (_:_ .. ' .•. ¡ .... ~:·-.~···· .... · ... ·.::-;.·.~• .. '._:.'._ .. ·' .. :,·.! •...• ;··.·,..·.,.L .. c..•_:_•~ .. : .... ;.,·.: •. : .•. :-_.;._ .. : •.•.• ·.•·.·.· ... · •. '.·.·_ ... ·.~·· ... ·~ .. · ... _·.· .•.. :·.· ... ·, .. :···:.•·.·····:····· .. ·.'. .. -.··.·.•.·~·-···C· ... ~.:.: ••.• :~ ••. · .. '..' •.. •.·.•,·.·._.··.·· .. •.··.·-.:· .. ·.·.' .. ~:· .. ·.·.· .. •.· ..• º, ... ·.~·,:.• .. ·.:·,·,:_._•._·· .. ·.· .•.. : ...... ·,····3·1··· .. ·.·.:·.:~· .. ·•.··.• .• · .. _·.6·':·.-.·.·:··_2_5_ ... ·.·.·;':·.•.·,·._.···'.····.· .•. ·_··.· .. _·.· ... • •. ·.:-.•. ·,·.·.·:· ... _º·º: .. ··· .. :.· ... ' .. ·_º·.º.·.· .. ·'··'.'"'-·~:.·.·.·;_·· .. ·.··.·.:;~ ·. g; ~9~~g -·~g: g~;:;~ ·<:~g:.gg;;L. · ... ·.-.. ···.·.· ... • .. º.º .. _ ... :.··.·:,.·.·.g_ .. · ... ·•• .. · .• , .. ~.· ... , ..... · ... º,· ..... -.· .. ·~-.·-.~ ... ~.-... , •. ·.-.. :.g_, ....... :.•.-,•.· .•. '.\ ... •· .. · .• ,·.>.:•·.º·'".; ... ·.·.·_,.·:.: ... : ... -•. •• :: ~ .. ,.'.:." ~;:_:_-: ~ ·~"~:.---~~~; ~, ... ~ .~. _ ·-~· .:·.~ _ -.,, - _ -~ ~ _ -.... _ -- ~ -~ -~---__ ;~J:;\:;~~;f_~(.{i.Y:~-~;~~;i>~;¿~~t~:;-~~\V:~:j~~i4€.{tl;~~:11~~1~:~:;~~~~~~l1~:;:~~~-~\~;:'.{~~)~!:~J.i:~{t1}j~: ~ ~ _ .- -~ ~"~ -~ r. -:· ·-· ~ ··-
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Fig. V.3 
El sistema triaxial divicticto en 259 celctas. 

Cada cascara equipotencial tiene la misma masa. 

Regiones 
regioI)es 

.. energia, 

Fig. V.4 
ogupadas por las órbitas. Ellas ocupan 
mas pequeñas que las permit.ictas -por su 
lo. cual. es evidencia de integrales de · 

movimiento adicionales. 

Longitud R=1 (200 pe], 

Masa pe R [3X10 9 M J ' 
e 0 

Tiempo (4IIGp ) -1 / 2 Cl?XIQ5 años), 
e 

Velocidad R (4Ttrp ) 1/2 [ 1000 km/seg). 
e e 

este trabajo se ha seguido la misma normalización. En las 

paginas siguientes se muestran algunas éir.bi tas calculadas cc>n e 1 

potencial de Schwarzschild corregido y las correspondientes de 

Schwarzschild omitiendo las c.:>rreccir:•nes. Se puecte apreciar que 

algunas de ellas no sufren grandes cambios e incluso son del tipo 

aioclactas a un potencial de St~ckel: cte caJa , de tubo y 
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Para verificar si las correcciones hechas en este trabajo son 

importantes o no en las conclusiones de Schwarzschild es 

necesario hacer un cálculo más grande y detallado de 6rbitas. Por 

l •:> pront.o r aparentemente hay cambios muy pequeños en su :forma, 

sin embargo cerca de la region de potencial repulsivo, se 

encuentra que las.ór.bitas escapan rápidamente de la galaxia. Ello 

podría cambiar la estructura orbital del sistema. Por otra parte, 

con el potencial de Schwarzschild corregido, se encuentra que 

para galaxias oblatas se conservan tanto la energía total como la 

componente z del momento angular. Para las galaxias triaxiales 

Únicamente se conserva la energía pero no la componente z del 

momento angular, lo •::ual es de esperarse en este tip•:> de galaxias 

como se observa en las expresiones IV.Be. 

d) AJus~e de un potencial de St~ckel y las integrales de mov. 

Se ha visto en el capítulo IV que un potencial de. st.acJ{e 1 

solo se puede ajustar a un pot.encial triaxial hasta orden dos. 

Expandiendo en serie un potencial de Stackel alrededor del origen 

las :funciones ( ()..) r '!J (µJ Y 0 (V) que lo deÍinen quedan expresados 

como: 

~ ( ).. } =E; c1 + ¡:; 1 ( ).. +a: J +E; 2 (A +a:) 2 + • · · , 

'!J(UJ='!Jo+'!J1 (IJ.+13)+'112 (µ+j3J 2 +. • ·, 

0(VJ=0o+01 (V+')'J+02(V+)'J 2 +. • • r 

de donde a partir de la transformación de coordenadas 

elipsopidales a cartesianas, cada término de la serie puede verse 

como una función de las 'variables x,y y z. Los ·términos 

elipsoidales en función de las coordenadas cartesianas involucran 

términos no lineales, por le•. que se debe expander nuevamente 
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alrededor del origen: 

(X+a)=x2{1+y2/(~-aJ+z2/(~-aJ-y2cx2-y2)/(~-a)2+ . 

(µ+~)=y2(1+z2;c 1 -~)+x2/(a-~)-z2cy2-x2)/(~-~)2+ . 

• • 1 

• • 1 

Haciendo lo mismo con los factores de escala P,Q y R, en 

coordenadas cartesianas el potencial de Stackel queda expresado 

por: ... v. 17 

Os<~.µ,vJ=-(C~J/F 2 -~CuJ/G 2 -ecvJ/R 2 = 

= 4x2 f( 0 +( 1 x 2 +2( 0y 2 /(~-a}+2( 0 Z 2 /(1-«J+( 2X~+. :1+ 

+ 4y21v 0 +v 1 y 2 +2v 0 z 2 /(1-~l+~v 0x 2 /(a-~J+v 2 y~+. J+ 

+ 4z 2 1e 0 +e 1 z 2 +2e 0x 2 1ca-1J+28 0Y 2 /(~-1J+S22~+. J. 

Para un pot.encial tri axial de la .forma ~(x2,y2,x2)1a 

••• V. f.8 expansión queda dada como: 

E'..tpand1endo. el potencial tr1axial de Schwarzschild, v. 12, se 

obtienen los t6rminos QtJh 

U,V y w que dependen de las 

condición IV.6 impuesta por 

potenciales de st.ackel, la 

en .funci6n de los coeficientes de 

razones de eJes. Debido a la 

los términos de orden dos de los 

serie para el potencial de 

Schwarzschild solo seri ajustable a ese orden a partir de los 

r;oe.fic1entes: 

Oooo=O 

0 020 =U 1 +V 0 /2-3W0 

. V. 19 

0 200 =U 1 +V 0 /2+3W0 , 

(!002=U1-Vo• 
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Comparando los coeficent.es de esta expansión con l<:>S del 

potencial separable de Stackel, v. 17 se encuentran los :factores 

constantes: ... V.20 

Eo=-000214 

E,=...,.0110014 

a-~=8Ct 0 -~ol/0220 

a-1=8Cto-8ol/0202 

Ya se ha mencionado que cerca de 

80=-C!oo2/4 

e,=...,0 0011 14 

la reg1on central de la 

galaxia el potencial ·se vuelve separable y de acuerdo. a IV. 6b 
. . , 

ellos concuerdan con el pot.encial de un oscilar armonico: 

~x=0 200X 2/2=[U 1 +V0 /2~3W0 JX 2 /2 

Oy=0 020 Y2 /2=lU 1 +V 0 /2-3W'0 JY 2 /2 

0•=0 0 o 2 Z2 /2=CU 1 -V 0 JZ 2 /2 

... v. 21 

En la tabla IV se pueden ver algunos coeficientes .para 

distintas .razones de eJes. En pa1~t.1cu1ar se ve que para una 

galaxia es:férica, con <x:=l3=1, los coeficientes vn y wn son cero. 

Para una estructura oblata, con <X=l3=2, Únicamente !os términos wn 

se hacen cero. Para una triax.ial, a=2 y 13=1.25, no se hacen cero. 

Sin embargo, las expresiones V.21 en ningún caso cambian 

ctrasticamente. Esto se espera siempre en la region central de las 

galaxias: en otras palabras, el potencial central de las galaxias 

.es un oscilador' 
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CC>n las expresiones v.21, se pueden obtener exp11c.itamente en 
términos de la razón de eJes, las expresiones analíticas 

aproximadas para las tres integrales de movimiento mostradas en 
IV.8c 

... v. 22 
H=<Px•Py•Pzl/2 + Ox + ~, + Oz• 

J=t12-cf3+1J Cx 2 /2•0xJ-C~+aJ CY 212•0y1-Ca+f3J cz212+~z}, 
K=-aéx/2-f3L7.y/2-~~z/2+f3~ Cx 2 /2+~x J +~a(y 2 /2+~yJ +af3 ( z;;i /2+~z J. 

La validez de estas expresiones es un Punto que debe 

estudiarse en el futuro y ver si ellas son compatibles con la 

anisotropía generada en el modelo de Schwarzsch1ld corregido, 

como para soportar la estructura triax1a1 de las galaxias. 

,,:,. 
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VI. COHCLUSJOHES 

Se ha vist.o que Ja existencia de galaxias elípticas 

triaxiales es una teoría que encuentra su mayor apciyo en la 

observación de gradientes en la elipticidad y posici6n angular de 

las 1so.fotas. Los modelos triaxiales de Leach dan una 

reproducción de tales gradientes, suponiendo que las razones de 

eJes de las super.ficies de isodensidad cambian con el radio. 

Otras característ.icas de este tipo de galaxias, pero no 

exclusivas de ellas, son: al ta dispersión an1sot.r6pica de 

velocidades y bajas velociades de rotación. Los modelos de N 

cuerpos desarrollados por Binney, dan in.formación de las 

condiciones iniciales existentes en el medio protogaláctico que 

conducen a la formación de las galaxias y parecen indicar que la 

existencia de galaxias oblatas y t.r1ax1a1es, requieren de un 

colapso no disipativo de estructuras protogalácticas·p1anas si.n 

rotación, provistas con una dispersión anisotrópi~a desde el 

inicio y que alcanzen su estado estacionario por el mecanismo cte 

la relajación violenta. C:on estos eleinent.os log?"a :reproducir 

galaxias elípticas con per:Eil de densidad de Hubble. · 

La anisotropÍa en la dispersión de velocidades es necesaria 

para con.figurar estructuras triaxiales, pues de esta manera el 

sistema se aplana en dist.intos grados sobre lc>s planos de la 

galaxia. ·A partir del teorema de Jeans se ha visto que si la 

funci6n de distribución depende de las integrales de movimiento, 

E y Lz, el sistema posee un plan6 de isotropía, 

inexistente en las galaxias triaxiales. Es necesario introducir 

una tercera integral que rompa con esta simetría. 

El modelo tr1axia1 de Schwarzschild construido como una suma 



-89 -

de términos perturbativos a un sistema de simetría esf~rica con 

perfil de densidad de Hubble, muestra que el potencial de una 

galaxia triaxial, estable por 101° años, admite tres integrales 

de movimiento: la energía y otras dos no clásicas cuya existencia 

depende de las condiciones iniciales de pos1ci6n y velocidades de 

las estrellas. Estas integrales generan la anisotropía necesaria 

para sostener la estructura tr1ax1a1 de las galaxias. Hemos visto 

que la componente z del momento angular no aparece como integral 

de movimiento, si no como un término de una expresión más 

compleja. Esto se debe basicamente a que el potencial no tiene 

simetría rotacional, ~=~(r,z). 

La importancia de ha~lar las expresiones analíticas de las 

integrales de movimiento radica en que con ellas es posible hacer 

una est.imac1ón del grado de anisotropÍa generada. Es dec.1.r, puede 

suceder que aún ~uando el sistema triaxial poseea tres int.egrales 

de movimiento la an.1.sotropía que generen no s.ea suficiente para 

sostenerlo y dejarlo estable. Se ha visto que una manera de 

encontrar la forma analítica de las integrales de movimiento es a 

través de hacer un ajust.e con un pot enc1a1 de stacke 1, 

caracterizado por tener tres integrales de movimiento analíticas 

conocidas. Al hacer un ajust.e de uno de estos potenciales al 

potencial de Schwarschild se han encontrado las expres.1.ones 

aproximadas de las integrales de movimiento; ellas resultan ser 

la energía total y combinaciones de las componentes de energía y 

·momento angular. El análisis de algunas Órbitas, tanto con el 

pot ene ial incorrecto de Schawzschi 1 d ci:in el cc,rregicto, muestra 

que las est.ruct.uras orbitales parecen ser simi1ai~es a las 

existentes en uno de Stackel. sin embargo el número de Órbitas 

calculadas es pequeño y de:bera hacerse en el futuro un cálculo 

más grande para ver1f1car s1 las conc1us1ones de Schwarzsch.ild 

... ~· ..-·..; ,·· ~ . 
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siguen siendo validas, y para decir s1 las integrales analíticas 

encontradas generan- la anistropía que sostiene una estructura 

tru1axial. L>os herramientas valiosas introducidas en este trabaJC> 

son, por un lado la exploración 11urner1ca de sistemas 

hamiltonianos a través de los mapeos de Poicar~. que cta 

evidenciad de existencia o destrucción de integrales de 

movimiento. Por C>tra parte, la introducción de la integral de 

Melnlkov ayuda a est irnar el tamaño de las l'eg1ont:>s estocast leas 

en un sistema cuando son destruidas algunas interales de 

movimiento. Si las regiones estocasticas son grandes el potencial 

no puede simular uno galáctico, pues estos son sistemas 

aparentemente estables que de.ben tener integrales que generen 

anistropía o cuas~ntegrales que generen pequefiisimas regiones de 

cáos de tal forma que permitan seguir considerando integrable al 

sistema. un potenc1a1·con grandes regiones estocasticas no posee 

las integrales necesari.as para sostener la estructura. 

En el modelo tr1ax1a1 de Schwarzsch1ld l.a información de los 

gradientes observados en las isofotas se encuentra contenida en 

las funciones F,G,H,U,V y w que reproducen superficies de 

isc•densidad y equ1pot encial es no concént.1'1cas ní coaxial es, Las 

Ú'es {ntegrales de las cuales su modelo tiene evidencia generan 

la anisot.ropía necesaria para sostene1' su modelo sin rotación. 

Sin embargo, to dos l cis modelos que intentan explicar los 

g1'adientes observados en las 1sc1fot as· se basan en la teoría de la 

tr1ax1al1dad, pero de.ben estudiarse en el futuro alternativas 

tales como esferoides anisotr6picos con superf1c1es de isodensiad 

no concéntricas ni coaxiales, o bien secuencias de superficies 

oblatas y prol atas que reproducen el mismo efecto y que ne> se han 

t.rabaJado. Es importante racal car que el camJ:i1i...• no sc>l o es 

morfol Ógico, pués las 1nt egra.L es asociadas a estructuras C>bl atas, 

·'• .. ·.··· 
•' ·>>:.:::.:.,:~ .' . .-· ·. ¡;.:: ~('. :.:~~\·:. 

. . 

. /., ,\:-;.; .... l,' .. : .. ,:..:.:;_·· 
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prolatas y tr1ax1a1es no son iguaies y por tanto la dinámica 

asociada a las nuevas alternativas son distintas. 

Una posibilidad que habrá que estudiar en el futuro es si 

existe una relaci6n entre la forma de las integrales y los grados 

de anisotropia que generan, ésto para ver si e 1 cambio de 

integrales de potenciales separables de St~ckel perturbados que 

simulen un potencial galáctico, deja invariante la estructura 

orbital. 
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Apéndice A 

Cons1derese el caso en que una estrella de masa m2 colisic~a 
con otra de masa m1 y donde la colisi6n este carcterizada por un 
parámetro de impacto b y una velocidad relativa inicial v (Fig. J 

\'L 
" 

Si <Av2> es el promedio del cuadrado en el cambio de la 
velc>cidad relativa por unidad de tiempo, se puede definir el 
tiempo de rel aJ ación por: t r=v2 ;<.Av 2 >. Para estimar <.Av 2 > se 
considera que la estrella se de:flecta un ángulo tan pequeño que 
se puede igualar el cambio en su momento AP al cambio en su 
componente y: AP=-fFydt=-ÍGm 1 m2 y/r~ dt, y ya que se han supuest.o 
angulos pequeños-.. de -:Ceflección se puede escribir: r.2=b 2 +v 2 t 2 , 
y~b. donde al tiempo t se produce el máximo acercamiento: 

AP=-J...Gm 1 m 2 b/(b 2 +v 2 t2)~1 2 dt=2Gm1m2/bv . {1) 
Para encontrar <Av 2> se tiene que el número de colisiones por 

unidad de tiempo con parámetro de impacto entre b y .b+Ab y 
velocidades relativas dentro del elemento de volúmen de 
velocidades d 3 y es igual a: .f(V)d3 yv2irbdb. usando t,. y (1) se 
tiene: 1/t,.::'.::Cffv%(v)~~d::iy:G 2m2;b2V2);v2, o 

· t,.~v 2R 3 {v- 1} P1n- 1 (p 2/p 1 J /G 2m2N, 
donde R es el radio del sistema y ()p indica un promedio sobre la 
función de distribución. p 1 y P 2 son los valores de cort.e del 
parámetro de impacto. Para el lÍm.t.te superior tomamos el tamaño 
del sistema: p 2 ~R. Para el límite inferior se toma aquel valor 
para el cual el ángulo de de.Elección sea del orden de 1, en el 
cual la energía potencial y cinética. sean casi iguales: 

13ffi/P1Vp~~1 1 de dónde.P¡~R/N. 

Tomando valores típicos para una ga1ax1a:m=10~ 3 gr, N=1'011, 
R~1022cm y v=10 7 cm/seg, se encuentra que el tiempo de relajación 
resulta dé 1015 afios; 

Apéndice B 

El colapso de una nube Pl'otogaláct.ica se traduce en un cambio 
de energía cinética a gravitacionai, y lleva a una osc11aci6n del 
campo srav1 tacional debido a las fluctuar:-: ic)nes que se producen en 
la densidad. Estas pueden ser representadas por ondas de densidad 
perturbadas. Retc•memos este case>. 

Una c•nda estable ce>n .frecuencia w y númer•:> de onda k se 
propaga a través del sistema con una velocidad de fase W/k, la 
cual pierde energía al chocar con estreJ.las que .se mueven a una 
velocidad menor y gana energía de J.as que se mueven más rápido. 
Para clarificar esto consideremos una onda de densidad: 

p = PoeXPl1(kX-Wt)). 
' ' ' 
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como una onda estacionaria: no hay 
derivada ctel campo gravitacional es 

por lo que él y la ctensiad se 
En las regicines de p máxima tiende a 

fase w/k representa a p 
oscilac1ones. La segunda 
proporc1onal a la densidad, 
encuentran defasadas (Fig. ), 
acumularse más material . 

.. 
"· ---:.- ---
n, -- -1-----~---

r-"'- r Tf·"- v. 
Consideremos una estre 11 a que ha c iert '' tiempo se encuentra 

en x,, moviendose en un pozo de potencial. Si la energía cinética 
es más grande que el pozo la estrella puede escapar, para lo cual 

requiere de una velocidad mayor que una <:rÍtica v<="/2=2Q 0 . 

Permanece confinada si su energía es menor. Todas las estrellas 
con velocidades entre {w/kJ-vc y (W/k)+vc son atrapadas por la 
onda. Debido a que la :función de .distribución de ve·locidades de 
una galaxia generalmente es monótona decreciente. El número de 
estrellas con velocidades mayores es mayor. La colis1Ón de la 
onda con las est.rel las t.ransfiere energía y se amortigua. Después 
de tres o cuatro períodos de fluctuación del campo, se hace cet'o 
y las galaxias pueden llegar a un estado relaJado. 
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221 :J 
•31 ... 
.. ,, 4 

""I ... 
.. 1 
.. 1 30 
301 
3ll ,., 
331 

H•40 
CAL.L CAL..::DU'S I A, 11 
CAU.. ,-&,OEll f" 1 
... ITEO, •I ·t:QEFICIENTEB , PUNT08 
WltlTEfe, •l •.;Aol!IFICAS , 0.IJTM 
.-1TEfe,•I v•fclAlt EJES , TDU•I""""' 
READt•. •· E.RR•201 Et.. 
lf'<EL. LE O üA LE C:E. 7l i:.Q TO 20 
00 TO 11.2.3,4, 10.:.t0>1E1.. 
CONflNUE. 

CAoL..L. CF'SINI 
YO TO iiO 
CONTIM.€ 

CALL FUNSl"I 
00 TO 20 
COHl'.,lflll..IE 

C""-1. c.AAFICASlptl 
CX7 TO 20 
COHTIMA: 

NI ... 
CALL ECSl'Cl\l1Nl 1 

GO TO 20 
CALL EllT 
EHD 
SUIROUTUC CAL..:OEt"Sr.11. 11 f 

< 1 
( 3 
( . a:.• . )' . :.• 

REAL•B ALFA2. &~r.-.2. AL.F'A3, •E rA:J. ALFA;ZN. IET"2N· N..F~ 
• •ET ........... 3.CN. 0€"""'1. Sto SlP. s:i:. s~. 811. SllP. S.iil2. s~ 

. ,M.1. 1112, Cl. C.2 341 
30I 
361 
371 

elMSEltT C0........CH3 

381 
MI ... ... 
••• ... 
••• ••• ... 
471 
••1 ••1 ... ... 
,~, .... ... ... 
.. 1 

'" ... 
••• .... 
lilll 
lalll 
1a:u 
1241 
a:a1 

'""' aan 
1 .. 1 
1 .. 1 
1301 
l:JU 
1321 
1331 
1341 ., .. 
"''" t:Jft 
1301 

""I "1401 
uu 
142J ...... ..... , .. ,, 
... 1 , .. ,, 
... 1 
J.49) 
1501 
uu 
1531 
U3t 
1541 
1591 
... 1 
un 
1 .. 1 
... 1 
... 1 
l•U 
1 .. 1 
l.01 .. ., 
••:u 
... 1 
l•?t 
.... 1 ... , 
1701 
1111 
17óU 
1731 
1741 
17SJ .O 
17•• 
1711 '° 
17111 
IHI 
aecu ao 

N • 40 
ALFA• A 
IETA • 1 
#W.1"2 • Al.rA•""LFA 
ALFA3 • ALFA2•AL.r'A 
8ETlll.a • lli'.TA•l~TA 
KTU • IET~•;ETA ,..,_,.A2N •• 000 
KT""2N • 1 OW 
C,._I ODD 
DO ::10 l•O, N 
ALF~•AL.i'A3•NJ•A2N 

ICTA..""'NQ • IETA3•11Ef"2N 
IP'fl QT.Ot CN9 -CJ•O ~>•CNll 
FlUll • CN . 
~ • ALFA.211•• l. •llET"'"I • lliTA.ílN 
QNCHllJ•CN•I ALF'~flHll.0-2 O•ll:TAaNI • IETAalrll l/DCHOPI 
...C:HCll • 0 ~•CN•C lllETA2H - ALFA2N JIDi:N(IN 
D€MM • A1.FA2,.,,.J • IET~ • 1 004 
OlltGaCJI • r.N•t A~"-2""3 • IET~ - •• Q)/DENOl1 
tWQiftllJ •O -,e.:.N•I AL.FA2NO - IETA,¡t'"3 llDEHDfll 
M.Jl'AaN • .... F'AOtffe"'-FAa: 
HTAaN. • IETAóZN•IETA2 
lfl'CI .EG 01 Tl1E:N 

IJNCHtOJ•-1 

wRITE(e.•I ·EO•'.Et:i•' HO•'•HO 
· DT-0. 001 

TDL.-0, 001 
INDl•:I ..,_, 
MITEA•l ....... 
C..U. INITGt INDU 
CALL NINDOC 10· ID• 550, :t50. -3. O, 3. O ... 3 O, 3. Q, Oo ID) 
cM.&. .... ca 
JF'CL EQ. u t:M..L l"OYCAtCllllATCUoCAltr~au 
lf'IL EA. 21 CM...L l'tll\IQCCMTCUoCMft:IU 
IF'lL tel. 31 CAL&. f'tOYCA(CMTClt.CMTt4U 
IF'ft. [Q. 41 CALL ~ACCAllTUl,CNITl~Ut 
ZF"CL Ea. 5t CALL "'1~CC .. TClloCMT<•lt 
IF"CL ¡:.. ., CAU. ~tCMTcaJ.CMT13U 
IF'<L EQ. 7} i:ALL. ~CCMT(lllJ,CMIT,4)1 
IF"ll ... l"CI ., CALL fltQVSACCMTCiill.CMTISU 

:~:t -::: r~! ~::± -=::~::;:~:: ~=~:::: 
'"'L ca .. 11"1 C:ALL ~CCMTC31.CMTtH) 
1,.CL ECI. l;!J CM..L. "°"'EACC .. Tt:IJ, CMT'•U 
IP'CL 119. 13J i:AU. l'IO\JKACCMTl41, CMTCSU 
J"CL 1•. 141. (M.l... P'!OvKACCMTC ... CM1'6U 
1,.U .. l:G. HU CM.I.. NNEAICMTC:U.CMft•U 
DO 40 ••l·NA•PUN 

TF"91FLDAltK) 
CAL&. O«M IN, FCN• FCNJ. TI. DT~ CMT, fF, TQL, ftETH,MITEA 
• JNDl:l, 1.-. • ..._, ICiii 1 
CAU. ENl.RGIACC,.,.T. E, tO 
EJtli-M&<&:-iEOJ 
Utt-#418,tt-...01 

X-CMTCI) 
V-CMTC2J 
Z-C .. Tf:ll 
PX-C:MTC41 
PV-C:MTCSI 
PZ-c'MT<•l 
IFIL EG. 11 CALL CRAwAtl, VI 
JF'CL EG 2J CALL PAMMC 1, Z I 
IF'CL ECll. 31 CALL CAAWACX.PU 
IFCL ca 41 CALL DAMMCloPVJ 
IF"IL EQ. ', CALL oa-.w.n. PZI 
JFCL CCI. a.I CALL. DRAWACV. lJ 
l"IL EG. '71 CAL&. LolllAMAfV.P•t • 
IF'IL ·.CQ di C:ALL c.AAMACV.PVI 
JFCL EG ~J i:ALL ORAWACVoflll 
IFCL CG 101 · \:ALL t.A-..c lo Pal 
IFCL Ca. &lt i:ALL t.ttotowACZofl'YI 
JFIL [.Q. t.;?1 CALL tiRA ... Cf,flll 
1,.IL l:Q l.J• -.":ALL WtAWACPl,P'tl 
l,.fL [\l. 141 0.:.&LL "'°'AWAlfl&.PZI 
IFCL f.ol. 151 ..:ALL OAM6A,P'V.PZI 

0'1 tli.R .;.¡;. 16••WO TO 50 
COHTIJWJI. 
(AU. F'INITT 
CDHTJMC 
NlllTl:f•, •I • lolVIERCi VNtlM LA& CONDJCION1:8 INICl"'-IL& .: 11 l 
•EAOt•oaOI Rlilil' 
F'C»MTCA:IJ 
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l 
1 
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1 
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... 
•2> 
b31 
c.41 30 ... 
.. 1 

º" ••1 
••I 
1UI 40 

"' r::.1 so 
131 ,., , .. , .. 
771 

'º' ,., 
"º' . .. 
••• d31 . .. .. , ... .,, 
••• .. , 
"11)1 s:s ... .. ~, 
~:.-

··· ... ... .,. 

UfWRCOI•-\) o~3.V 
~TO 40 

ELiiE 
VNCHt 11--FNl l-l J l t 1"2•11•1iil•l• I J 1 
.......CHl J 1-QM:"l I JI t.2•11•11•Ciil• l•.ll-ol 
....CHC (l•~Hll lt 1:?•11•11•12•1•31-eil 
~IJl..PMl(lll 1iil•l 1•14•1•11) 

EHOIF 
tF'41 ca I • '*'1 ro 5&> 
~11l•ION~ll111.ii!•l•liil•l•lf-6) 
~I J 1•11N¡;Rl 1JI1.ii!•l•liil•l•l l-61 

CllNTINUE 
:il•V'NCHI 11 
SIP-S~•YNC'Hl40J 

:i.l• ........... 101 
~•-\oo'NCACOI 
SI 1-W.CHI I) 
:u1P•lll2•WNCHl4-0I 
s~2......i:11101 
S2..ii!ft•-.....cll:IOJ 
DO '' 1•2, 40 

Sl•""""'HI l 1 • 91 
su••iil•l•VN&:HCl-lJ • lilP 

a:t•"""°"' '' • sa 112P·-1••l•lJ•VNC;iil111 • s» 
su......:11111. :;11 
SllP•2•J•liiW(t'U t-U • &UP 
5;!2• ......... IJI • :i2iil 
S;?...""fl•-12•1•1J•~t11 • S;?a-

.:OHTINUE 
VhCHll.'.U•I 1 ººº'' llDOJel 1$.2P-SlPJ-3 ODi>•1S1-s:u1 
..,, .. RI l1•Vfol\:ri10I • 1S1-sa1 
W..CHIOJ•1 l 000 1~ .;JOOJ•l cS~2P-SllPJ-.J. ~DO•l 1il l-li22J 1 
WhGRlll~Htll1 • csu--s:i:a1 
METUAN 
END 

~V8 .. 0UTJNE EO:~IPO ••• ••• 1001 
etNOERT COl1MCH:f 

1011 
102) 
llJ:J) 
l04J 
.~,, 

IObl 
1~11 30 
hii:lJ 
IOi'I 
1101 
1111 
llóZI 
11:u 
1141 
ll:SJ 
tleil 
1171 
lll:U 
ll'fl 
1'"101 

UUJ 
1821 
ae:u 
IS4J 

INTEOER•4 1'1AJIPUN 
t'MIAICTl~R f"IA•PUllt • O:"° 
C...,.ACTE"•.2 MESP 
INTE~Ell•.2 l"IE.TH. "ITEll, JNDf:X, UMC•J, JE~. K, "·H. Lo IHDX 
RE,..,_•4 CART1c.I. Wfll 1••1• fJ, TF• TQL, DT. ~. Ho l. 'f 
, l. Pt. PT. pZ, EO. Hll 
EJ. TER......_ F'CN, FCN.J 
i.tlTEte. •1 ELJ..llE ~OSJCION INICIAL•· ,,z• 
READf•,•t ICAltTlll.1•1•31 
..-JK(•, •I ''-'f'.&..OCIDAD INICIM...l'lofl'Y,~?· 
ACAD1•,•1 tCARTfJJ .J•4•41 
CAU. EICAOIAtCART. ~.HJ ...... ... _ 
NRITCC•· •I 't'L.a.HO 0€ .;.RAFICAClllN. 
WIUTEl•o •I 'J.-1' a-z •-P.11 •-P• a-PZ ;;110U314,:t: 
WAITEI• •• , t-Z r41 v-PY V-Pl Z-PX <•17181•111 
WlllTEC•·•J ·z-py l-4Z Pl-4V 'pa-PZ PY-PZ ('.1111•1,lJll• 
AEADt•, •I L 
WRlTEt•. •J "E.LIOC TI• 
READC•. •J TI 

IF"tR&liil' . Eli. •Sl' 1 .-0 TO :JO 
RENIN 
END 
~DUTINE F!Ml&Rt"J 

elNKltT CQNMC"3 .. ,, .... , 
187> 
1881 
IB'ill 
190) 
l'IU 
1921 
JC,31 
H•t 
l9:t) 
191U 
1'171 
1"18) 
194'1 
•001 
:ZOll 
~=u 
20JJ 
:zo•1 
2il!5J 
2061 
02071 
:ZOBJ .... 
2101 10 
~•u 
::i:1:1 
2131 
2141 

ª'" ;;:u.1 
2171 
21S. 20 
21'il'I 
2:;!01 
2211 
20ilóZI 
~~=JI 
.20141 
óZóil,. 
~tal 
.2~'11 
;;:;¡tu 
2íiil91 
;?.lOI 
a:u 1 
:ZJal 
;;::.JI 
2341 
2351 
;r:u.1 
:Z371 
2:181 
2301 
•001 

llEM.•• 81tAf lc.J, IFIU la.1, IQAt I••• •tM.C l•f• 9UAC &•) 
• , IVAC 1•1.11 ..... t 161• IDUlllU•I, IOVAC 161· 1Dt.Wll.l 16)o ID:MMC &•t 
. ••D2VACl•l·ID~l1•1 

OPOllC 10, FILE• 'FBDEft • 1 

DO 10 l•I·" 
IFCl •T. • AhD 1 LT. 141 .,¡Q TO 10 
1:-F'LOATlllllll. ,. ...... . 
F~lll-Ft•I 
QPtUmQ.tll 
i.u1 .. u11 
...-cl1•Util 
\lflfll•V1•1 .. ,,,...,,., 
~:g=::::::+ 
DWll 1 .... Rl""l 11 
02Ull1-uPIU~IU 
02\l't ll•~RIPMa.lU 
D21iUll• .. Al~CU 
.. IT~flO·•I •PCIJ,F'Plll.~tlJ.N"llJ 
wAITEtlOoU llPCllol#CJl.VPCIJ. wPfll 
MltlTE•lO·•I ~PCJ1.DuU1.01.1cu.o .. ,,, 
MRITEl&O.•I APlll.O~f[JoD.2VllJ.~ Wtlt 

COtlfTl-..'. 
CLOKCIO> 
OPENllO.Fli..f.:• FSDER'I 
DO ao l•l· 1411 

RCADllOo•I Al•IJ.8F',J),8QCJ1,aH1l1 
REAOf10.•1 jllr¡1c1J.1v111.avc11.awc1) 
READ<IDo•I AICl1.1ou111 •• ovc11 •• DWfll 
READC 10. • I •• t 11. lli~H 11.1oavc l 1. ID.2WC', 

CONTINJC 
CUJKtlOI 
OPEalt 11, FILE• 'FliRlNT' I 
DO 30 1•9. 13 -1• 

•l-Ft..OATlll/10 DO 
8•Atll•D8LECJ:&I 
CAL.L YINr•h.Al.IF,11,J:JNTI 
8FAC 1 J•OBLE~ IJNT 1 
CAl..L VINT•N. Al. llQ, 1.1• lllHTI 
8'1.AI 1 l•D8L[l J.JHTI 
CM.L YIHTIN, Al. IH, a1, llHTI 
l,,_11 l •D•LEll IHT 1 
Clil&..L. YINT•N•Al.IUo 11, J.INTI 
D~1Jl•D•LEUINTI 
CALL. YlNTtN.AI. IV, U. UNTI 
• .., ... J l•O•LEI au111T1 
CALL YlNT&fril,AlolWo at. llNTI 
1..-1J1•D•LEI1lfrilf1 
CALL. ..,¡,.f1N,A1.IOU, u..11HTI 
8DUAI l l•DILl 11INT1 
CALL v1 .. r1N •••• IDY ........ ,. 
IOVAl l l•DILECllNf) 
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02411 CM.L "'(NT•H.Al.tCM.U • .CINTJ 
a•a1 80WtAll1•D•LE••INT1 
02431 CALL loltfiillTfN.Al,8Lo2U. 11.atNTJ 
2441 ID2UAlll•D8LE•1INT1 
.il451 CM.i. VIHTIN.Al,10.1';,•Jo llNTJ 
24•1 8~A1l1•Dll.Elllhf1 
24n CALL VINT1...,.At,DtiJW.11,11HTI 
.ot48J 802WACll•OtlLl.'.l.CCP•TI 
24•1 .-.ITE:f l lo •l l•Al t •• 8FAl I J, BG.flol I J, 8H,..1 11 
02501 ... lfC.lllo•I IAAl(LIUAIJJ,8\l'AIJJ,lliUloClJ 
:z:u1 ""'IT'EIU.•1 lllAlll.DWAlll.10\/AClloODWlttCIJ 
.ilS.ill .. lTEfllo•I lllAIJl,800l\JACIJ,ID2VAIJl,802'M(ll 
a!l:J 1 30 CCNTl.....-it 
2541 CL08':f111 
:ZSSI OflEHC 10, FIL.E• 'i'5Di"A' 1 
:ZS•I arou11.FIL..E•'FDfUNT'1 
2sn DO "º 1•1.11 
:Z5tll READClO,•J MP1J1.~P1I1,..;P1l1.~cJ1 

aS'91 lllllEJ.0(101•1 APIJl,vPlll1\JP(JJ,WPCll 
2.01 lllllEADllD·•• lllllPll1.00111.DY111.owc11 
:Z•IJ ftEAOftO.•I RPll1,0"-'Cll,QaYCIJo02Wll1 
:Z.:ZJ .a CDNTIN.IE 
:1•31 DO '° Jri, l:J 
:Z ... I REMHIJ,•I ..tP1J1.r:fJ1[),QP1IJ,!4IC(I 
2•SJ llE'ADtll••• AP1IJ,uP1J1,vPtll ..... CIJ 
2 .. 1 AEAOlll,•I llPtll.OUtll,OYtlloDWllJ 
211J71 AEAD1t1.•I AP11,.::;~(l1.0~111.oawc11 
2.aJ ~ C~TINl...IE 
U•> DO &11 1•14. 100 
270J AE•OllO.•I ~Ptl•.~Ptll,liOfltlJ.HPtll 
271l READtlQ,•I RPtt1,1,,.Pt(l,VPl(),Wf'Cll 
272) NE•o110.•1 i¡p111.ouCIJ.QVCIJ.DWtl) 
2731 "EAD110,e1 RPtl1.0A:Vl(l,Q:iVllJ,Q2WllJ 
2741 .O CONTlflll.C 
27,1 CLDHC lOJ 
Ol761 CLOSEC l 1 J 
277 J 150 RET\MlM 
a7•t END 
a7•t &uaRDU!'INE ..,, .. ,, .......... ,. ••• alNTI 

·29()) 81l«IDIT C°"""CH:I 
2811 REAL•• 10 • .uacu.,1. Mt l•h 8AU11u,1. DP• u11.c11acu 
2921 •O-DaLEUJ 
:Hl:ll DO 10 1•1· la 
2941 AUU 1 , ..... , , J 
aeu •AU•CIJ .. Pfll 
aMit 10 Cl>j!TI .... 
29n DO 20 l•I· &~t> 
299t CllJ-0 000 
289> 20 CQNTI_. 
~· ........ , 
2911 Na-M ... s 'ª 
a.21 CALL EOIAAF'fAlt,IP,\!,NJ.Na.N. ia1 
2931 .llNT ........ ICCN2JJ 
2941 DO 30 1•1. &20 
2991 ClU-0 ODO 
a..1 aC> CDNTINl.C 
2"7t DO 40 l•I• 1• 
2991 MCU•AUUU 
2"1 ... CIJ•IM,llUU 
:IOCU 40 CQNTI ...... 

.:1411 .... u.r 
:M.Qt ELK .. 
:M.:U R• , • CAl..J'OLA 1 r-.c:H. ~. JU t 
3641 ENDIF' 
3tl,I ........ 
::a..1 RET\,lllllN 
367t END 
3681 REAL.•4 F\Mt:TlDfril U(.U 1 
:M.•t •INllEllT CDftlllAC:H3 
3701 1Fr11. or o a ANO. u t.r. 1. •• n.EH 
:1711 C:ALL YINTC ,,,,At.IU, U.SINT• 
:nat ...... ,.., 
37~1 n.-
3741 18 • CAU'OL..liUNCH.UN!loll. KU 
:1791 DCUF 
~761 ...... 
:ant· ~ 
2791 De 
3"1'f) llCAL•4 ,.lMCTION V1al1 
:MOi e1 ... T C:DNMCM:I 
311111 .,.,. ... 
:192t IP'll&. &..I O 81 .rHEH 
a:u IS-CALPOLC,YHCH. YHQjll, .. ) 
:184> ELK 
as. 1,.1u • .;r o a ~ 11.LT.' •• rHEH 
a.1 CALS.. •.1JNTu, .. u.1v.u.1JNTI 
:Je71 A•••INT 
399t ELK 
3991 &••1 
:..01 l•-GlilGlttl1•0L001S1"' oaca-:ua 
3911 Ae•C*-PO..CIVHCH,VHQ.,1(11•8 
::rt:U DIOIF 
tt31 DCUF 
::rt41 v ... 
>991 •l:T\MH 
,... EHD 
3't71 •l:M.•4 F"UfilCTIOH w1a11 
3991 8lfrdEJIT CGrUiltC:H3 
~J •EM.•e S 
4001 lf'IU LE O tll fhf:N 
401} fll•-CALPDL~tWNCH.~. 1.l I 
40:ZJ ELK 
4031 IF'f aa QT ll 8 ~D U LT l. 4.1 T'"1EH 
4041 C"'-L VlNT11,.A1.1rw,1.1.11 .. n 
40SI R•••INT 
•a.t ELK 
4071 S•&I 
4091 8•.......-.tlt•OLQQ,-¡¡1~15 O•t8••.Jll 
4091 •••CALl'DLCl....:H.~.Sll • 8 
4101 OIOll'" 
4111 ENIHI' 
4131 ...... 
•a:u •ETURlll 
4141 IEND 
4111 •EM.•4 f'UHCT10H UPA&,.,_1111 
41•1 81,_.T CDNlllC:M:I 
4111 "111 . 1.1: O 11 TMLN 
41•1 •.-C~lUICHo~• 111 •••• n• 
4ilOJ ~ IP'f.11 . Qf O • ANO. 11 . 1..r. l. 41 THOI 
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JOI J RETUAN 
:t.l21 i.f'd) 
:.¡,..31 • E\JIFTl:lT 
JO .. J •Uf' TODA TE EO 1 AAF re ar 
JO') SUIAOUTINE ClllAAt'"tA, 1, C. Nlo N2, N. 1.1 
»&> •1"'6.C•T C~CH:I 
l07J e """"' l AtLCA:it: N...;. .:c.-vRJ~T l'i'7& 
ll)t)I C: 11AR" 4 , Hi.IJISED 
~I INTE~R ·~ .... ,, H, (, "' Ko L. 11, NI• Na 
:1101 REAL •li 1, AM, AB"". RAJ, AIJ, AtNl•l '• lfNl•l h CUQI 
3111 .... • H • 1 
:U:ZI DO 20 l•l.Nritl 
3131 ACl 1 • ACI 1 
:1141 20 CONTlNUE' 
:1151 rt - 2 
3IOJ K • l 
3171 L•O 
3181 4\J COHTlNUE 
3191 RAM. • AIKI 
3201 NIK • ltlol.I 
3"Zll DO bO ,_,.,,.., 
3221 ll•l•l..•l 
3:!:11 AAI • Al l 1 
:J24J ABl • •RB""•l1Al-8<1J-A111~101tAAl-A""'' 
:J2~U 1((1 • ABI 
3;!oJ Cdll • All 
3271 00 CONJ INUE. 
3281 L • L • NNI - " 
J~J K •" 
:J.JOI n • rt • l 
~:JI J IF CNNl-"• ao. a.:.. 4.l 
3:;;u ti'.) HiETURN 
l33J END 
3:J41 ~EM..•4 FUNCtlOH Fta11 
3331 •lfrC&VlT co .. Nh:H:J 
:J.:Jbl IFU:1.~r.o• ·""'° ·•l.LT. 41 THEN 
3371 CALI.. VINTI ª"·"'· IF ••••• u .. n 
3::Mll R8•l1Nr .· 
3:WI ELSE 
:J40) R• • CAL.rDL.A1FH, FN, U J 
341) ENDIF 
34;U F_,.• 
34131 AETURN 
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a1a1 cai-a. tlDOtG 
•731 LOOO•-ii O•Dt..OGtS1Mf1 l lltQI J•.3 O 
874) •ES4&..•,Li.ll:N•i:~t-:OEfiQll.Qll•Yli1 
879) DCUF 
8761 CM..l'CLlil-tllltlUL 
•771 lllET'Ulttl 
87111 END 
87•1 AEM.•4 FUNCflDN CM.PllLL1CQO'll, .&I 
8801 •EAL .. COEF'6(0 .• ,:a."· Y. >.a •••••. s 
-·· 111-0 000 .aJ Q-0.0DO 
ee:tJ xa-a 
.... , X4•12••a 
•s• oo 10 1-0. 311, a 
... , P-OZ•l40-I l•1a•t4IO-l l-l l•COEFSU<>-"l 1 • P•IC4 
ae7J a-;:•1:..-I l••~•t,._I J-11•COEFSt39-l 1 • 0-•4 
-· ca-a•<•o-11•13••44-11-11•CIJEFS(40-I ••• 
989J 10 CONTIM.C 
lrfOJ P•U~-1 llDO,_P • Q 
.. 1 J C,..._,DLL~ 
ft":IJ RIE'NllN 
"31 END 
... , REAL.•4 F~TfON .:A&.P'1l."1COEF'llilo al 
.. SI •EM.•e CQU'SIO. 41lJ .... W. 1;:, 14. 1, S 
... , fl-0.0DO 
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71ilJ REM...•4 .:........;Tti.lf\I 0:"4.Plll..E•..:OE.FliCtl.COEFli.oa.RJ 
78.;iJ REAL•• CQE.FSCHIO. 401. COEF&OfllO 40J, Q,LQ08 
7831 Q ... 

7Ml U-0•11 
785J IF CR LT l lll íl1E.H 
7kJ AEDU,. .... •..:A&J"Ol..F1..:Qi.f'&.CH, QI 
71171 CL.9E 
i'lJ81 ol•l uC.lltol 
ji") L000•10LOQ1:i.~T11 1)1Q111-1C:Oi'.F5QRUJ,•I 01 
7901 AE:'iUL.•tLOOi:•~...._pOl.Q 1CQEF:30A, ill l•Q 
1"J1 I E:HOIF 
1•iíl 1 ~M.POL.f:•AE3lJl. 
79:JJ AETUAN 
7'f4J END 
79~1 HCAl...•4 f'UHC:Th1N C.t.LPUL.f'ICOEFS, 11 
79•1 ACN...•B COEFSCO 4\ll. P. Q, aa, .14, IC 
797J P-0 001) 
1•e1 IJ-0 000 
7ff) 1.,;z-1 
&001 ...... .:.12 
9011 DO h) I~. Ja, .2. 
8021 P•2•,40-Jl•COEF:0141J-l1 • P•14 
ao:u Q•OZ• 140-11•&;IJEFSI40-l 1 •.ol•tJ9-1) •COEFSC19-l 1 •Q•l4 
8041 10 CONTINUE 
9051 P•t12-l Ot>tl1•P .. Y 
80•1 CM..PCLF.P 
9071 AETUAN 
eoe1 END 
80.,1 AEAl..•4 FlMCTION CAl.J'üLCl..:OEFB, x> 
8101 flEAi.•8 CDEFStO 4.JI. P. tl, 1,;z, ll4, 1 
8111 P-0 ODO 
aa:;u o-o. <lOO 
aa:u .12•1 
iil41 14•X2•10:: 
e15> oo 10 , • .,.Ja.• 
atol P•l~··•ll-1 ••1 ••CCEFSt~0-11 ... p .... 
BI 71 Q•1,;z•l40-l l•l l•COEFSt•O-l l•t2•l:l9-l 1•l l•C:OEF8C39-l l •11•14 
B18l 10 O:ONT1NUE 
8191 P•.liíl•I u.a-i. GD01•P •" 1•1-1 01 
~01 O:ALPOL..;•111 
111411 AETURN 
a2;:1 EN> 
6'31 AE#llL.•4 f'\A'fi!TION •!.-LPOLH1..:0€FSCH0 COEFS<WR. SI 
8241 elH&OIT .:OrtAACHl 
Et.iZ~I REM.•d CllEF6C1110 4U1 . .:0EF51M't0.401,Q.ilESUL 
d211J tl•S 
~7• Wl•lli•\li 
82'11 IFCS Lr 1 oll r...t:N . 
114'11 AESU&-•i•.:AU"Ol..I tCCEF":iCH, IJI 
a301 a&E 
a:u1 il•l \lDtl/'1 
832J AESUL•lli•CM.PUl..Jtt:llEFD<Wtl, Wll 
8331 ENDIF 
834 J O:"'-"Dl..H•HESUL 
8351 AETUfiN 
83ol i:NO 
11371 AEAl..•4 iUNCTION .:.i.J"-JL..llCtXFS, •> 
a:Mn REM.•d COEFS e o 40,. ,., Q, 1a. l4o X 
&J91 P-0. VOO 
8401 0-0 000 .., .. 
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P-a•COEF610J•A:2•t (A2"'1. IJDOJ•P • 111> c...,..,._ 
OET\MH .... 
lllEM.•4 FUNCTIOH CALJIOl.NtCDEF'8CHo Cm;F~, 8J 
flEAl..•9 CCIEF~HtO 401• COEF'&GACO: 40), G 

•111 

··~· 913) 

e 1 NSE1t T COIVoRCH3 .... ... , 
91$1 
9161 
9171 
91111 .,,., 
9~o• 
•2u ..... 
923• 
•a•1 
92., 
92•1 
9:271 .... 
9291 
•301 
9Jll 
•'l~iU 
9331 10 
9341 
9351 

•:J•• 
937) 
938> ..... 
9401 .... 
9421 
'f•:JJ 
9441 .. ,, ..... 
947) 
'f41JJ 'º ., . .,, . .., . 
•51J 
•5;u 
95:JJ .,., 
9:J91 .,,., 'º 
9!ri71 ., .. ., .. . ..,. 

....... 
1F•9 \..T. l 01 THEN 

AE":iUL-CA4.POr..Q' i:O&F8Crt, Uf· 
EUE 

11-1. 000/Q 
RESU..-G•CAl..POr...P 1 CO€F'iQft, llJ /11 

ENOIF 
CNJDL.N-.1E~ 

·MET\MN 

°"' • REAl..•4 Fl.WCTlilN .:ALf'lll..QlC:QPl'e, aJ 
•EAL .. caar•co. •01 .... 11. •2· ••· •· • 
fl-0. ODO 
0-0. íJDO 
X2•X 
IC4•1'.Z•&2 
DO lll 1-0,311 • .;z 

P•,;z•t41-l l•C.il•t41 .. l J ... l ,_COEl"St40-J J •· P•l4 
S•iíl• 140 ... 1J•1 ~• t 40 ... I 1 -l J.CQEJr&C =»"-1 l • Cle1C4 
lli•.Z•t41-l J•C,;z•t41• l 1-1l•CDEFSC40-l1 • 8 

O:ONTlM.llL 
P•2•COEFSI01 • l2•t ,¡1;:-1 ODOJ9fl • QJ 
C"'-l'Ol.O~ 
RETURN 

°"' AEAL.•4 FUMCT ION 0:41...f'OLP 1 CCMi:FS, • 1 
AEN...•B U>EFS10 401, p. IJ, .1a, 14, I• 9 
P-0. llDO 
li•O .JDO 
1::1•1 
114••.l•1a 
DO 10 l•O• .J&, & 

P•2•14&-I J•l.2.•t4l-l i-l l•COEF8140-l 1 • P•IC4 
S•.Z•140"'1••t.::•C41l-I1•1 l•COEf'8C39-l t • Cl914 
0•2•C41-I; • ta':•t 41-1 J-l l•CDEFSt40 .. I J • 9 

t:OHTINUE: 
P•.ii!•CQCFS(Q1••.Z•1110::-1 \lDOl•P • QI 
..:4'...PIJLP•P 
RETURN ..... 
SOlllllluTU• ~,,,l.ii!llO· ........ wo.v ..... 1.ARfll ........... , 
INTIE'"'-ft•2 N 
ftE ..... •4 ""'fllt.ilOOJ, •Ullllfl2001 
CONTI~ 
wllUTEI•· •I ºIWl<"oi:S WR.-F'IC:MI EN LA l""•IEllKllllA O OI ._. KLAN 
... ITE1•,•I 'l,...REiURA•.J, KLN6111Aa2o i;RINEL•I' 
M[AQu, •, ltftR•lOI lfrrlDI 
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PROORM1 PROOP 

lDlVIY 0 f2At!EPTl•l' Diviiian•s •n V'>•10 
lDIVIX • I2ACEPTA<' Dlvisiane• en X')~lO 
CALL INITOIINDXI 
CALL MARCO 
CALL W1ND0(150· t50.570.570•XO•Xl1AX.YO·Yl1AX.O,JERI 
CALL AXIS<l50 .150,7;:>0.720.10'1vu.10rv1v.5.I 
CALL CONCAl4. ,yo.o, 130. l 
CALL CONCAI 4 , Vl'IAX• O. , 740. 1 
CALL CONCAl4 .• xo.~o .• 100.) 
CALL CONCAl4,XMAX,600.•100. 
CALL 11\JYEAfXO, tO> • 
CALL l'IOVEA 1 ARll l< 1 11 ,¡\Rfl Y 1 11 > 
DO ;zO l•l,N 

X•ARRJClll 
Y•ARAVlll 
CALL DAAWA< x, V> 
CM..L 611190L<31 
CALL 110YEA<X•VI 

CONTINUE 
CALL FlNlTT 
AETUAN 

'END 
SUIROUTlNE CFS(N> 

•INSERT' ·cOl'tAACH3 
WAITEl•,301 

'1611 
'1621 
9631 
9641 
96:11 
9b61 
9b71 
9681 
9691 
9701 
9?ll 
'1721 
9731 
974) 
97:11 
9761 
97?> 
978> 
'179> 20 
9801 
'1811 
9821 
9831 
9841 
ff:tl 
98bl 
9871 
'1881 50 
9891 

DO 50 'J•O. N 
WRlTEI•• 401 t. FNt l L GNCHI ti. HNCHI 11, GNGRI 11, HNOAI I 1 

'"º' ffll 
.. 21 
ff31 80 
.. 4, 
9951 
ff6) .. 
... 7) 110 
9981 
9991 30 

10001 
40 
60 
70 
90 
100 

CDNTINVE 
WRITEC•t •t ' 
WllITEC•,601 

COEFICIENTES DE LAS FUNCIONES u.v.w• 

DO 80 l•O,N 
WIHT1;:1•. 701 1. u~1.:HI l ¡. YNCtH 1). WNCH< r 1 

CONT ll'OUE . 
WAITE<•• 901 
DO 110 l•O• N 

WRlTEI·•· 1001 ¡, UNGRI l l. VNORI t l. WNGR t I l 

COHTINUE 
AETUflN • FOR,.,.TC. 1 •• sx. 'FN< I> "ax. '0NCHI I) '• sx. ·HNCHlll '• sx. 'GNQA( [) "5X 

• 'HHOFI< 11' l 
FOR"ATIJ3,5F12.ol 
FOA"AT< • 1 '• 3~. ' UNCHO > ', 2X.' 
FOA"ATIJ3.3Fl~ 61 
FOR"ATI' t ', 3~. • UNGR l ll '. 2X, ' 
FOR11AT<l3,3Fl2.6l 
END 
SUBROVTINE FUNSIMl 
REAL•4 EDU.EOY.EDW.S 
REAL•&· Sl 
CHARACTEA•2 RESP 

VNCHtl)',2X.' WNCli( J) ') 

WNGA< 11 '> 

PARA GRAF(CAR F , G , H ' 

1001 > 
10021 
10031 
10041 
100:11 
1006> 
1007> 
10081 
10091 
10101 
10111 
10121 
10131 
10141 
IO!:tl 120 
lOlbl 
10171 
10181 
10191 130 
1oao1 

•tNSEllT COHAACH3 
WAITE<•• • I 'PUNTOS 
DO 120 1•1·11 -WfftTE<•,•> 'R11:',fiPtJ), f F='•Ff'tlJ1 • Ga',GP<l>,' H•'.HP<l> 

PUNTOS PAllA QRAFICAR u • y. w ' CONTINUE 
\.fPITEC•, •> 
DO 130 J&l.I, 

WRITE(•,•> .. R••.t1Pfl>•' V•',UP-<l>• • V•',VPCt>, 
1 

W•'.WP(f) 

CONTINUE 
WMITE<•• •l ' C(.lMt'fH.JLJf,MIJ<;:-; PtllSStJN •:til , NO;,• 
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PROGRAl'I PROGP 

1021) 
10221 
10231 
10241 
10251 
10261 
102·11 
1028) 
10291 
10301 
10311 
1032) 
10331 
1034) 
1035) 
10361 
10371 
10381 
1039) 138 
1040> 
10411 
104;;!) 
10431 140 
1044) 150 
10451 135 
10461 

llEADI*• 1351 AESP 
IF·<RESP . EO. 'NO' 1 QO TO 150 
WRITEl•·•I 'cOHPR08ACION A LA EC Di: POISSON' 

·DO 140 t•l • 11 
tFI 1 . QT. 8 . ANO. 1 . LT 141 THEN 
Gl•FLOATCll/10.00 
S2•5NGL<Sl'I 
EDU•UPRIHA2<S2l+2. •UPRl11A<S21/S2 . 
EDV•VPAll1A2<S2l+2.•VPRl11A<S21/S2-b.•V<S21/1112•112> 
EDW•l<IPR ll1A21621+2. •WPRl11AIS21 /S2-b •WIS2111112•U> 

WRllE<•••I ' R•: ',62 
ELSE 

S•FLOAT< 1 > /10. 
EDU•UPRll1A21SI + 2. •UPRI11AISl/S 
El>Y•VPR lt1A2< S 1+2. •YPR ll'IAIS llS-6 .. •V (5) /C S•S 1 
e:owaWPRll1A21Sl+2.•WPRl"A(6)/S-6.•W<Sl~(S•BI 
WRITEt •~ •> ' fl:•: '• S 

ENDIF WRITE<•· •) ~e:nu ..... •.EDU,. F••.FP<ll 
WR:lTE<•• •> 'EDV•~.EDV,' O••,QP(J), l 
WRJ'TE••·fl) 'EOW•~.Eow,' .... , ... p(tl 
WRITEi•·•> 1

-----------------------------------------

CONTlNUE 
RETURN 
FOR11ATIA21 
END 
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