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PREFACIO 

La teoría de Análisis Mul.tivariado, teniendo sus principios en 
la década de los treintas,trata con el Análisis de observaciones 

en más de una variable; es decir, se orienta al análisis en forma 

simultánea de varias mediciones o registr.Qs_c;W>tenidos para cada ob­

jeto o individuo que se estudia. De esta manera natural aparece. el 
interés por la posible existencia de una estructura de relación o 

asociación entre las variables que se registran en un mismo objeto 

o individuo y surge la necesidad de hacer explícita esta interde­
pendencia en el an.ál.isis de este tipo de observaciones. 

La distribuci6n Normal. Mul.tivariada ha sido un modelo fundamental. 
en el desarrollo de las distintas técnicas del. Anál.isis Mul.tivariado 

co~o es el Análisis de Varianza; técnica con que se analizan mode­

los de Análisis de Regresión, Diseño de Experimentos y Análisis Dis 
criminante, entre otros. Este hecho está principalmente basado en 

que las matemáticas se tornan demasiado complejas o intratables pa­

ra otras distribuciones. Otra raz6n reside en el. hecho de q~e mu­
chos de los procedimientos desarrollados poseen propiedades óptimas 

bajo la suposici6n de .Normalidnd. 

El propósito de este trabajo es proporcionar material didáctico 

que sirva de apoyo a los cursos que se imparten en lá Facultad de 

Ciencias en el áre:a de Estadística,. particul.a~'mente de Anlilisis Mlll­
tivariado~ presentando los principal.es resultados que sobre la dis­

tribuci6n Normal. Multivariada existen, esencialmente en estimación y 

pruebas de hipótesis, manteniendo el mayor grado de generalidad po­

.sibl.e en la presentación de los teoremas, ya que en gran parte de 
los libros en el.· área, los resultados que se presentan no poseen el 

grado de generalidad suficiente e incluso l.a demostración de algu­

nos resultados presenta inconvenientes •. Se presenta además la rel.a 



u. 

ción que existe entre la distribuci6n Normal Hul.tivariada y otras 
distribuciones de uso com6n en el Análisis Kul.tivariado, COD\O son 

las x 2 ,Wishart, T 2 deHotelling yLambda de Wil.ks, asS. como al.gunas 
1 . 

propiedades de estas distribuciones. 

Para la comprensi6n del material que aq~í se presenta se supone 
un buen conocimiento del álgebra de matrices y conocimientos bási­

cos de Estad~stica Matemática. La mayor parte de l.os resultados s~ 

bre álgebra de matrices u~ilizados en este trabajo se incluyenen el. 

,.·¡>endice como referencia. En rel.aci6n a la notación u.ti.li:ada en 

esté trabajo• l.os·· vectores y matrices se denotan por letras -yG.sc~ 
las Y. las dimensiones de estos se hacen ex~ltcitas s61o cuando en 
'el contexto se desea un mayor énfasis en su di.m.ensi6n. Todos los 

teoremas aparecen numerados y aquellos que al. nGi:tero anteponen la 
letra A aparecen en .el. apéndice. Posibl.em.ente resul:te de al.guna u­

tilidad al lector revi:;ar primero el ap¡ndic:e con el. c:.bj.'eto de ac:l~. 
rar cuesti:mP.s reiacionadas con la notaci5n util.i::ada en est:e tra~ 

jo. 
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1.1 INTRODUCCIÓN, 

En e1 análisis de datos mu1tivariados ha existido una tendencia 
a utilizar la distribución Normal ~ultivariada en sus diferen­
tes campos de estudio, Existen diversas razones de e11o, ent:re 
1as cuales pueden mencionarse las siguientes: 

a) La re1ativa f!ci1 generalizaci6n de1 caso univariado a 1a 
distribución conjunta ~e p variables, 1o cua1 no sucede con 

muchas otras dis~rihuciones. 

b) En e1 caso de variables con distribuci6n conjunta Horma1, se 
obtiene corre1ación cero si y so1o si l.as variabl.es tienen 
distribu~ión independiente. 

c) Distrib~ciones marginales y condicional.es de variabies Norma­

. les resultan ser t;o~l.es, mas a6n, combinaciones. l.ineal.e~ de 
variables Uorma1es resu1tan ser de·l.a misma faa:i.l.ia con parli­
metros apropiados. 

d) En diversos anS1isis se invo1ucran proaedio& de observaciones 

por l.oc cuai, .a6n cuan~o l.os dat?s no poseen una dis'tribuc:i6n 
Normal., puede recurrirse a uti1izar e1 teore9a de1 l.tai:t:e ce!!. 
tra1, que demuestra que l.a media de 1as observaciones tiene 
una distriouci6n asintótica Noraal. mu1tivariada. 

e) Los contornos de igual. densidad de una distribuci6n Normal. 
mu1tivariada corresponden a elipsoides que geom&tricamente 
permiten derivar e interpretar !llUC~as de sus pl!':"Opiedades. 

En virtud de"estas razones, un gran esfuerzo ha sido encaainado 
a realizar desarrol.l.os en torno a es1:a distribuci.S·c. 
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i.2 FUNC tÓN DE DENS tDAD, 

La norma1idad de un vector aleatorio puede caracterizarse median 

te la siguiente definición 

DEFINICION 1.2.l Se d¿ce. ~ue. un ve.c.t.011. 4¿e,a.~011.¿o X:'=tx1 •••• xp) 
,t.¿e.ne. d¿4,t.11.¿b~c¿6n No11.mat mu,f.:t.i.va11.¿ada 4¿ ta. &unc46n de de.u¿dad 
de X e.4.t.6. da.da po11. 

U..2.l) 

donde. 

El vector de medias y 1a matriz de varianzas y covarianzas de 

la distribución corresponden a 

V(X) e B { (X-P.) (X-P.) '}•:E 

por conveniencia cuando X. teriga una dis-cribucién Norma.1. m.a!..tivaria­

da de dimensi6n p se escribir& x-•p<11.:E). 

Para demostrar que (1.2.1) es una funci5n de densidad» obsérvese 

que fJE('x.11,2:):> o. ·Para demostrar que integra l c::ons..ideremos l.a :in­
tegral mú1tiple 

U.2.2) 



~OlllO J: > O del 'teorema A. 7b se sigue que J:""
1 

>O y por el teorema 

"'-·l" puede escribirse J:-
1

- r'l1 
'J;-

1! 1 
donde J:-va es siml!trica y de­

finida positiva. La ecuaci6n (1~2.2) puede escr:ib:irse ce>1110 

(l.2.3) 

.. lz • J:I r_: 

" 
1 

por l.o que se deduce que (1.2.1) es funci6n de densidad. Para d-ostrar 

que el. vector de aedias y l.a -triz de covarianzasde X son ll y J: re~ 
1>41ctivament:e, obs,rvese que el. integrando de l.a ecuacil5n U..2.3) co­

ri-es.ponde a l.a densidad del vector . Y y puede escrib.i.I'se c~mo . 

donde h11' (y.) es la densidad de una variable al.eat:oria Normal en el 
. i :l. . 

punto yi con medi-a cero y varianza 1. La independencia de Y
1 
••••• YP 

se sigue de que la densidad conjunta puede esc::ribirs~ como el. ?ro­

duct:o de las densidades de.cada variable~. por lo que se obtiene que 
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E(Y)= O 

V(Y)= I 

_1/2 
como E (Yl = :E E (X - µ)=O se sigue que E(;-:)= p • 

La matriz de covarianzas de Y en t€rminos de la correspondiente 
a X es 

_úz _1h 
V(Y)= :E V(X) :E I 

de donde se sigue que V(X)• :E. 

·.La distribuci6n de variables aleatorias puede ser determi~ada. m.~ 
qiante el uso de la funci6n caracter1stica debido a su corresponde~ 
cía.uno a uno con las ·funciones de distribución o densidad acumu­

la;t:iva. La distribución de variables aleatorias tambi~n puede ser 
caracterizada bajo ciertas condiciones en base a los momentos de l.a· 
distribución. Las . definiciones l. 2

1
• 2 y l.. 2.3 caracterizan a la fun­

ción caracter1stica y la función generatriz de momentos. 

Dl!l!"INXCIOll l.2.2; Se.a xp,. 1 un ve.ct:oit a.t.e.A-taitia tI t•=(t 1 •••••• tPJ. 

La 6u~ci6n caitact:e.~!&t:ica de. X de.Kat:ada poit •x<t> ó~ d~4~ne. COMO 

Los momentos conjuntos-de la distribución pueden obtenerse median 

te la rel.aci6n 

(l.2.4} 



Esta igualdad puede demostrarse derivando los miembros de 1a 

;cuación 

DEF1N1C10N l.2.3. S~« xpx
1 

Uft vec~o~ a..tell..to4.ic v t•,..(ta ••••• tp). 

L4 'unc¿6n g~~e~Cl.VtLz d~ •o•~ft~o4 deao~4d4 po~ Mzlt) •e de&.iae como 

Mx(.t)z B{exp(t'X)} 

Los momentos conjuntos del.a distribuci6n pueden obtenerse de 1a 

siguiente relaci6n 

{ 
ªlt. ¡+. - .+ltp } 

• tt) 
. atf1 

••• aif: z. I_ 
Puede.demostrarse la igual.dad anterior obteniendo l.as derivadas 

de ambos miembros de l.a siguiente ecuaci6n. 

TBOltBMA l.2.l. SeCt X-NP(ll.::&). l4 6cu~C.C:6a c.vw:et:¡¡¡¡¡.44-t".t:c«. efe. X u­

~tl d4da. po11. 
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DBMOSTRACION. La funci6n caracter1stica de X puede obtenerse median 
te el. uso de la transformaci6n Y= J:-1/

2
()[ - 11) donde B (Y)=O y VOO•l'.. 

La funci.6n caracter!stica de Y puede escribirse como 

_por ser Y1, ••• ªYP variabl.es independientes. El. val.or •yilt~) co­
rresponde a 

por l.o que 

{ 
. 1 . 2¡· 

= exp - 2 ti. 

de donde se obtiene que 

i/:t 
•x<t>• E{exp(.it'Xl}= Bfexp(.C:t•[J: Y+i11>l 

··h . 
exp{.it•p)E{exp(.i.t•l: Y)} 

i/2 l/¿ 
exp{.it'1&- ~ (t•l: ) {~' :i: ) •} 

exp{.it'1& - ~ t' ::i: tj 
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l.o cual. demuestra el. teorema, 

Los teoremas 1.2.2 a 1.2.~ establecen resultados correspondien­

tes a la determinaci6n de 1a distribuci&n de variables aletorias 

mediante el uso de la funci&n caracter1stica y mediante los momen­
tos de la distribuci6n. 

'.rSOJmllA l.2.2 (Te.o4e.Ma. de. Uni.c.ida.dl. Oo4 ve.c.:toll.e.4 ale.Ato~o4 .:ti.~ 

ae.1t .ta ai4•« 'u.ftci.61t ca.1t.a.cte.1Li:4.:ti.ca. 4.i. IJ 4Óto 4·¡_ Ue.ne.n ta. mi.4ma 
'u•ci6a de. de.n4idad, 

DBMOSTRAC:tON. Ver Cram~r(1968, pag.117). 

"IBOlllllA l.2.3. Se.a.A X /J Y va4i.able.4 ate.a.toit..ia.4 con mome.n.:to4 ll.-é4.i.­
•o4 de.{i.11.C:do4 po4 pr .. E(Xr)• fllr=B(Yr) r-0;1,2, ••• ,. Si. l'r e.4 &i.ni. 

X X X -

.to p41l4 todo valoJi. r • e.ntonce.4 la.4 va.1t..i.a.bte.4 X y Y ti.e.ne.n ta. mi.4ma. 
i.U.~it..ibuc.i.6ft 4.C: cu.a.le.4qui.e.Jta. de. la.4 pll.opi.e.da.de.4 4.i.gu~e.nte.4 4e. 4a.ti.! 
{11.ce.· 

bJ t.üa 4U.p 
r -

e 1 x '-" uaa. v&4.C:able. a.ca.ta.da. 

blalOS'l'ltACXOH. Para 1os incisos a) y~) ver Wi1ksC1962,_ pp.125 y 

126). Para l.a demostraci6n del. inciso b) con~ultar Fel.l.er{l.978, 
pág. 572). 

COROLA.IUO 1.2.3. Si. x y Y 40ft ve.ctolle.4 a.te.a..to1ti.04 tale.4 que. .:ti.e.-
11e.11 .ta. ,.i.411a. 6u.11c.C:dn ge.ne.~a.tll..i.z de. 111ome.n.to4; e.4· de.c.i.ll"x(t)s·My(t) pa­
lla todo ve.ctoll t e.n un Jte.c.tdnguto a.bi.e.1t.to que .i.ncluye. e..e. 011.i.ge.n, e!!_ 

.:tonce.4 X IJ Y .:t.ie.ne.n .e.a m.C:4ma. di..1i.t:1ti.buci.6n. 
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TEOREMA l.. 2 • 4 • (Te.0.11.e.ma de. lnve..1t4.i6n). S.i ta 6unc..i6n ca.11.ac.te..1t.l4-
t..ic.a •x<tl e.4 ab4olu.tame.n.te. .in.te.g.11.ab¿e., e.n.tonce.4 X .t.ie.ne. 6unc..i6n 
de de.n4.idad de. p.11.obab.il.idad dada po.11. 

DEMOSTRACXON. Ver Cram~r(l.968,pág,l.17). 

La independencia entre dos conjuntos de variabl.es puede establ.e­
cerse mediante el uso de la función característica por medio del si 

guiente teorema. 

TEOREMA l.2.S. Sea xpx 1 un vec..to.11. ate.at.0.11..io . .ta.t q1u X'•Ott,~~). Lo1o 
ve.c.to.11.e1o X 1 IJ X2 1oon ut.ad.l1ot..icame.n.te. .iride.pe.nd.ie.n.te.1o 4.i f11o6lD 1o.i lJ1. 

6unc.i6rt ca.11.act.e.lt.l4.t.ica de. X 1oe. 6ac.to.11..i~a como et p.11.oduc.to de. ta.lo 
· 6unc.¡one4 ca.11.ac.t.eJt.l4Uca4 m_a.11.g..i.nal.e.4 de. X1 1J X2 •. 

DEHOSTRACXON. Supongamos primero que X1 y X2 son vectores indepe!!.~ 

dientes y calculemos la funci6n característica de X escribiendo 

t'=lti,t;¡ obtenemos 

~x(t)= E{~xp(.it'X) l=J_:exp(.it'xl f x<x> d x 

L: 

La demostraci6n inversa resulta de utilidad para caracterizar la i!!_ 

dependencia entre variables. Sea X'=(X~.'x;¡ y t'=<ti,t~) tales que 



<l>X {t) = .XJ.{t1) <f>X
2 

{tz.) • 

puede expresarse como 

fX{X)= 1 
( 211') p 

10 

Por el teorema 1,2.4 la densidad f x<xJ 

L: exp{.lt'xl<l>x{t) d t 

__ l_ 

( 2•) p f m ím exp (lt: X1+.lt~x2) <f>X {t1) r/>X {tz) dt1 dt2 
-m -<.O 1 2 

de donde se implica la independencia entre X1 y Xz 

Una caracterización alternativa a la definici6n.l.2,l de Norma­

lidad :1ultivariada se obtiene mediante el siguiente teorema 

TEOREMA l.2.6. Un vec-to11. atea-to11..lo X -t.lene d.l4~JU:.buc.l6n Ho1tmat de. 

d.lmert.4-i.6rt p 4¿ 1J 4Ól.o 4-i. Y= C' X -t.lene d.l6-t1t.lbuc.i..6n No1tma.l. u.n.é.va.11..la.·­

da. pa.11.a ·-todo 11ec-to11. 6.ljo e no nul.o. 

DEMOST~XON. La equivalencia entre la definición 1.2.l y este te~ 

rema pude establecerse mediante el uso de funciones caracterís~icas. 
Primero- demostraremos que si· X· es un vector con funcicSn de dens.idad 

dada por Cl.2.1) satisface lás condiciones postuladas por este teo­
rema. Por el teorema Cl.2,1), la funci6n caracter!stica de un vec­

tor con función de densidad dada por C 1. 2 .·l) corresponde a 

4> {t)= exp{.lt' 11-.!. t' :Et 1 
X 2 f {l.2.5) 

En el caso de una densidad Normal univariada de una variable W 

con media a y varianza P2 , la función característica se obtiene co­

mo un caso particular de (l,2,5) y est~ dada.por 
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(t)= E{exp(.lt Wl l = exp{.lt a- i t 2 fJ 2 l (l. .2.6) 

La funci6n caracteristica de Y en t~rminos de l.a funci6n caracte 
rística de X corresponde a 

fy(k)= E{exp(.lkY>} • E{exp(.l ltC'X)} 

"' E{exp(.it'X)} t • lt e 

y util.izando (1.2.5) se obtiene 

fy(k)= exp(.it' p -Í t• :Et) 

exp(ikC' 11 - } k 2 c•:E C) 
(1.2.7) 

de donde se deduce por l.a ecuación (l.,2.6) que (1.2.7) corresponde a 
la_ funci6n característica de una variab1e :·lorma1 univariada de media 

e•" y varianza c•:E c. Del. teor~ma l.·2. 2 se sigue que Y•C'X tiene 

distribución lh cc•11.c 1 2':C). 

La demostración inversa corresponde a l.a implicación de la defi­

nici6n · 1.2.1 suponiendo 1as condiciones del. teorema 1.2.6. Para es­
to tomemos 1a definici6n de Normalidad implicada por el teorema 1.2. 
6; es decir, sea X un vector aleatorio de dimensi6n p tal que Y=C'X 

tiene una distribución Normal. univariada para todo vector fijo C. 
Sean m y'ª la media y varianza de Y. Utilizando (1.2.6) se obtiene 

~Y (k)= E{exp (.l k Y)}= exp C.l ka - ~ k 2 fJ 2 ) (l.2.8) 
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La función •Y (k) pu'ede escribirse en términos de X como 

4>y(k)= E{exp(.C:kY)}=E{exp(.C:kC'Xl}=4>x(t): t=kC 

de las ecuaciones Cl.2.8) y (l.2.9) se obtiene 

(l.2.9) 

(l.2.10) 

Por otra parte, la media y varianza de Y satisfacen las relaciones 

11aE(Y)• E(C'X)• C' I' 

~ 2 - V(Y)• V(C'Xl• C'V(X)C• c•E e 

Substituyendo estas relaciones en C.1. 2 .10·) se obtiene' 

•x<t>• exp{.C:kC'I' -'-i' (kC') l:(kC)j 

exp{.C: t'J& - .!. t• J: t} 2 . 

Por.el teorema 1.2.l, esta func~6n caracter!stica corresponde a la 

de una variable con funci6n de densidad dada por (1.2.l) y por el 
teorema l.2.2, la funci6n de densidad de X corresponde a·la defini­
da en (l.2.1). 

Geom6trica.mente, la distribuci6n Normal multivariada tiene densi­
dad constante en elipsoides. Este hecho se deduce igualando a una 

constante la densidad (1.2.1) de donde se ~mplica que 

(x-1.1)' :i;-
1 

(x-/l)= 6 (l.2.ll) 
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donde 5 es una constante apropiada. La ecuación (1.2.11) define un 

elipsoide en lRP. Cuando :t=I la ecuación define una hiperesfera. 

Puede obtenerse una interpretación de los elipsoides de igual densidad 

utilizando la descomposición espectral de la matriz l: cano UAU' (Teorema 

A. 13) • donde A es W'la matriz diagonal cuyas entradas con-espoooen a los valo­

res propios de A y U es una matriz ortogonal cuyas columnas corres­

ponden a los vectores propios de l: . Utilizando la transformaci6n 

-de componentes -principales definida por Y-C' (X-ft) • la ecuaci6n (l.2.ll) puede 

escribirse como 

donde lOs componentes del vector Y rep:c-esentan los ejes del. ·elipsoide~ 
Los valores (6~.) 1 /2 i=l, •••• ,p. definen las intersecciones de la elipse cxm 

>-
los ejes coordenados. 

Si se desea obtener un elipsoide de concentraci6n de 100 a \, el valar> de 5 
puede determin~rse de la relaci6n P( (x-tr) •l:- 1 (x;&)c;I) .. ca. Por el corola 

~io 3. 2. 3 • la variabl.e Z-(x-P) • :t-' (x-tl) -X:,- y por tanto 6 es el cuantil de -

orden B de la distribución X2 • . p 

EJEMPLO l..2.l. La figura 1,2.1 muestra un e1ipsoide de concentración 

de la distribución Normal bivariada de parámetros 

"=nJ l:- [ l.65 
- -0.45 

-0.45 J 
2.85 

La descomposici6n en valores singulares de l: está dada por 

(l.2.12) 



UAU 1 [ 

·ll .ríO - 3/.riO 

3//TO - l/.riO J [
3.0 o J 

o 1.5 

íl//fO 

b3#10 

14 

3//10 J 
1/116 

Para este caso, la transformación en componentes principal.es resulta 
definida por 

Y• [ :: J = U' (X-µ)= [ 
Los ejes coordenados Y1 y Y2 pueden obtenerse en función de X1 y 

X2 mediante las ecuaciones Y2• O y Y1•0 respectivamente. La gráfi-· 

ca siguiente muestra el el.ipsoide de concentración del 90%, 

7 

6 

s 

3 

FIGURA 1.2.1 Elipsoide de concentración del 90' 
de la distribución N2(µ,~)donde 
µ yl: se definen en (1.2.12) 
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1.3 ESTIMACIÓN DE PARAMETROS , 

El propósito de esta secci6n es determinar los estimadores máxi­

mo verosímiles de los parámetros de la distribución HP(P.~), en ba­
se a un conjunto de observaciones vectoriales in::lependientesX1 ••••• xn 

donde Xi - NP (11, :Z:) i=1 •••• ,n. La determinación de los estimadore5 
se hace mediante el método de m~xima verosimilitud y 5e presenta en 
el siguiente-teorema. 

TEOREMA· ·1. 3 .1. Se.a X - NP (11, :Z:) y" X 1 • •••• xn una iioue.6.t~a. IU.e.ii.ta11..i.a. de. 

.la. di.6.tll.i.buc..i6n. Lo6 e.6t:.irnado.1te.t. mtfx.inlo ve..tto.6.C•,it.e.6 de. 11 !I J; e.4.tllfn 

da.do6 po11. 

DEllOSTRACI:ON. La funci6n de verosimi1itud de los parámetros está 

dada por la ecuación 

Con objeto de simplificar e1 álgebra para maximizar la función de 
verosimilitud puede pbtenerse una transformación monótona de ~- En 

este caso la función logaritmo natura·l resulta apropiada obteniéndo­

se 
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Utiiizando esta expresión, puede escribirse 

(l..3.1) 

Para obtener l.as ecuaciones asociadas a 1a derivada de 2 respecto a 
E definiendo V=~-· se sigue que l.a funpión 2 puede escribirse como. 

Del. teorema A. 22 d se obtiene que 

•hlvl 
it V (l..3~2) 

Util.izando este re.sul.tado se sigue que 1a derivada de 1a forma cua­

drática está dada por 

n 
i i~1 (x1-11) • V (x1 -11) n 
--'"--'------...;;;....- • 1!; {2 (Xi -11) (Xi-11) '-Oi.ag (Xi-llJ (Xi-ti) 1 } 

iv 

n . n 
a 2i!1 (xi_,.) (Xi-fl) '-Diaqi~1 (Xi-ti) (Xi-fl)' 

de (l.. 3. 2) y e 1. 3. 3) se tiene 

= n l:- .!! Diag l: - n S* + ~ Diag. s* 
2 

(l..3.3) 

(l.3.4) 
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donde 

S*= (Xi.- 11) (Xi - 11> • 

Igualando a cero la ecuación (1.3.1) se obtiene 

.ni:-'cx-~>-o 

de donde se sigue que e1 vector que anul.a 1a pr~ deri.valllla. es~& 
dado por il= X • Substituyendo e1 va1or de :e por i: en :(1.:J~q¡) e 

igualando a cero se produce la ecuaci&n 

- n • 
n (:&-S) - 2 Diag (J:- S)-0 . 

donde 

De (1.3.5) se sigue ~ue 

2<J:- S)-Diag (::&- s>~o 

lo cual ocurre si y sol.o si ::& = S • 

Para demostrar que ~y i maxillrlzan t C...J: ~) oltDserwaDM»S ~Ulle el. ~ 
lor de 11 que maximiza la funci6n t es e:n. que cril!Ü.IJn:i:ir.a :n.a. ex¡¡Dresié5il!ll 

n n 
i~l (Xi-l'l'V(Xi-~) =i~l(Xi-X>•vcxi.-X> +nCLptvli'-~D ([D..3.ii)) 
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Como V es definida positiva nUf-ll)'V (X-,11)> O y es cero si y sol.o 

si. Z -11...0. de donde se sigue que ii •X es el. valor de JJ que minimi­
za (1.3.6) y por tanto maximiza l(p,J:.~~)por l.o que 

(l..3.7) 

Para d~s1trar ique f. S maximiza. 1 (Íi • J:, !i) :e~pecto a l: obtenemos 
:la diferencia 

-1 . 
· C- J:> O por el. teorema A. 7b J: > O y del. Teorema. A.1~ se sigue 

-JA .. . . . . : . ·. . .. ·.... .. ... . ...... 
que ex:iste 'J: • Coao se demostrarl. en (1.3.10), S> O pGr l.o.que ut~ 
l..izando el.1t~ A.7c se. obtiene J:- 1s;;.o y del. teorema A.15 se· 

sigue que :n.cs val.ores propios positivos d~ J:-
1
S son l.os. mismos que 

l.os de .. rll,:ii s 'J:-lh • La 111&tri.z " es semidefi
0

nida positiva ya que 

_lla _va 
Y"VY•(J: Y>.'S(J:· Yl.""-0 

¡¡;i::r ser S--O,.de <d!Oñdc se~sigue que si denotamos por 'A1, ••• ,'AP l.os V2_ 

l.ores ¡:¡1iNl>pJios ll11lJ> negativos de J:-
1

S , entonces 
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dende 61 y 6 2 corresponden a 1as medias aritmética y geom€trica de 

~i. ··~•~p. La_ funci6n f(x) definidá como sigue satisface 

F <x>• x-l;-bc (x)> o ., z > o (1.3.8). 

y tiene su mínimo de cero en X•l. Uti1izando este hecho y e~ teo~ 

ma A.21 se obtiene 

(1.3.9) 

de ( 1. 3. 7) y ( 1. 3. 9) se infiere· que 

por 1o que ""y s maximizan 1a funci6n de verosimi1itud. 

Una forma a1ternativa de expresar 1a información muestral 

X1•···•Xn en un arreg1o matricial se presenta mediante la siguiente 
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definición. 

DEFINXCION l.3.l. Se. dice. que. una ma..titiz X e.4 una ma.t/Llz de. da.to4 
de. ta di4.titibuci4n NP(~.~) 4.i. X puede. e4c~.ibi~4e. como 

[ 
X~ 

] [ 
Xu: .•••• Xip 

J x- X2.1 ••.•• X.zp 

x' xn1 •••• xnp n 

donde. x~- (Xii• x1·
2

, ••• ¡,x1p>• i•.l, ••• ,.n ite.pit.e.4e.n.t4 :un4 mue.4.titc:t .4le.a-., 
.toir.ia. de. ta. cU.4.t1t.i..buc.i611 11 P <11, :Z:) • 

Una forma al.ternativa de expresar .X·yS se obtiene escr.ibiendo l.a. · 

informaci6n·muestral x1 ••••• xn como una matriz de datos de la 'dis­

.tribuci6n NP(p,l:). La media de las observaciones puede escribirse 

en t~rminos de la matriz de datos X de la manera siguiente 

donde 1 es un vector en •n con t~das ··su• entti'Ad&& ±guale.á a 1, La 
matriz S en t~rminos de X resulta 

S• .! ~· (X X) (X I°)' .1 ~ X x' - X X' ni•1 i- i- •ní-1:.ii 

.1 (X' J< - .1 X• l l' X ) n n 

.1 X• (l:- .!. l l' )X 
n n 

.1 x•u x 
n 
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donde H: I: - l l' 
n 

Como B es una matriz simétrica e iderapotente, se sigue que 

a'S a .!. a' x• a•s X.i• .! y•y ;;i. o .,, ae•" 
n n 

(1.3.10) 

donde Y= H Xa • 1o cual demuesU'a que 1a ma'triz S es st.i.definida. p~ 
si ti va. En datos continuos usuallllente S resul:t:a definida posit:iwa 

s:i·e1 número de observaciones excede 1a di.irensi6n de és'tas; es de­

cir si n;;i.p+l. Este hecho se demuestraen el. c:crolar:io 3.3.9~2. 

E:1 estimador máximo verosi.mi1 de l.a media de :ta ciist:ribuc.:i6n re­

?Ul ta insesgado, ya ~ue 

n 

E <X> n i~l E (Xi>- E(X) .. ,_ 

La varianza de 1a media de 1a muestra puede obtenerse como 

•t 2: = .!. :t 
n 

ya que la covarianza entre Xi y Xj es cero por ser 1..as; abs:erv·ac:ii.o·­

nes independientes. 

::.:1 estimador :&= S no resul.ta insesgado, ya. q¡ue 
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De manera natural se puede coñsiderar el estimador 

que resulta insesgado. 
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1.4 INDEPENDENCIA DE VARIABLES, 

En ¿3ta s¿cc1on se analiza el concepLo d~ indep~ndenci~ entre 

dos conjunt:cs :ie variables bajo el ¿u;>uesto de Normalidad. .El t:eo­

rew.a :-;;iruient:c es1:ab1ece las condiciones n-e-ces..:irias y ~u!.""ic.L~nt~:.::. 

X 

dcrnd<!. xi y µi .t:.l<?.1ten dimeni>.l6n piy·:&ij d.inten.&-i.6111. pi.zpjc1:>1Z: p=pi+p2, 

to~ vec.toJt.e¿, X 1 y Xz ~Ctn .inde.pe.nd.ie.n.te.& .a.i. ~· 461:.0' .a.i ~12 a:Q 
1 

DEMOSTRACION. Si E 1 2=0. la forma cuadrática dei exponente en la 
densidad de X puede expresarse como 

Q= (X - f&) J;-
1 

(X-11) 

donc;le 

[ 
,..-1 

. ..ll 

o 

01+02 

01= (x1-lld !:~11 bc1-1&1} 
Qz= (X2-J12} ¿;_,1 (~o.-f&zl· 

] ( Z1 - llt l 
X:¡, - 112: . 

j 
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~d ~unci5n d~ den~i<l~ 1j de X puede escribirse como 

-Pllz -1/2 l 
(2 ir) ll:u I expC- 2 Q¡) 

-P-12 - ¡/, 
c271'> - !:&221 exp<-~ Q2> 

dond.e por el teorema 1. 5 .1 f Xi y f·x
2 

, son las densidades ,de los ves:_ 

tores X1 y X2 respectivamente, por lo que X1 y X 2 resultan ser inde­

;;endientes. 

La implicaci<'Sn de la condici6n 2:12"' O por la independencia de X1 y X2 

pu~de abordarse util.iiando el. teorema 1. ·2. 5 •· 

La funci6n característica de X está dada por 

•x<t> .. E{exp(.lt'X) l• exp(.lt'lol - ~ t•:& t) (l..4.1) 

i..as •unciones car,oicterísticas de Xi y X2 est~n dadas por 

(l.. 4 •. 2) 

~[ X1 ~Xi son'indcp8ndientes, la funci6n característica de X puede 
l..!::¡cribirs~ como 
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J util.izando l.w ecuaciones ( 1.14 .1) y ( 1. 'f. 2) esta igual.dad s:e ver".i 

fica si y solo si 

definiendo t'=<ti,tz) l.a i~ual.dad anterior se verifica si y i>Ol.c si 

t\J:u tz "'.Q para todo vector t, l.o cual. ocurre si y sC'il.o si l:1z,=O. 

~s importante mencionar en este punto que no es su.fic.i.ente que 
la covarianza entre dos vectores sea cero para que· ten.;;.andis"triltJ.1:1:­

ci6n independiente• · sino que además se requiere ~ J!.a d.istr·ibw.ci6n 

conjunta sea Normal mul.tivariada. E.s"ta situación se ilustra miedia!!; 

te el siguiente ejemplo 

. -t12 1 1' 
&JBKPLO 1..4.l.. Sea NP (z; ... J:>-12 • J:( expf-2<x-ll) •:E- tx-F) t Y' 

X'•(X 1 ,X 2 ) un vector al.eatorio con funci6n de densidad 

(1.4.3). 

donde 

[_:. 
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y .., I >Fo. Bajo estas condiciones las siguientes propiedades se sa-

t:isfacen .. 

i~¿) Xi y Xa no son independientes · 

iv) La distribuci6n de X no es Normal bivariada. 

Estas afirmaciones se demuestran a continuaci6n 

¿J La dist:ribuci6n margina1 de X1 est! dada por 

= N1(xuO,l). 

~~l La covarianza entre las variables X1 y X2 puede obtenerse.como 



L: x,x: fx{x: 'l'1> d x 

1 
1-'l'1-2'l'1 
2 

.. o 
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.i.i.é.) El produc•o de las funciones de densidad de Xi y Xz puede ex.:... 
presar>'''° ·~_or:io 

2. 2 
XI+ :it:i: 

2 

y esta función es distinta de fx(X,'l'1)definida en (1.~.3). E~ 

te hecho demuestra que aun cuando la covarianza entre X1 y Xz 
es cero, las variables no t;jenen distribuci&n independiente. 

Esta implicación se ob1:ifi!n~ como r"'.sul.tado de que l.a distrihu­
ci6n conjunta de X¡ y X2 no es Mor.ár bivariada. • 

.C.vl Las condiciones E(X)•O. V(X1)• V{X2)•1 y C(X¡.Xz)•O implican 
que si X tiene distribuci6n Normal bivariada, de la definici6n 
1.2.1 se sigue que l.a funci6n de densidad de X está dada por 

Como hx (x) es diferente a la funci6n <l<.: <.:ensida<l d., f inida en 

<·1.~.3) se sigue que X no posee di-:;tri:. ..... cién tlormal. t.ivariada. 
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1.5.DISTRIBUCIONES MARGINALES, 

Cl teorema siguiente caracteriza la distribución marginal de un 

subconjunto de varia.bles de un vector X con distribución Normal mu1_ 

ti variada. 

TEOREMA l.5.1. Se.4 X -Np(f',:E) y X1 un .6UbC1?nju.n.to de. Pl V4.1t.C:oib.tu de. 
x. l4 d.C:4t.1t.C:bu.c.C:611 de. X1 e.4 No.1tmoit mu.t.t.C:voi.1t.C:oidoi de. d.C:me.n4.C:6n P1 
con me.d.C:oi4, va~4a11za4 1J cova~.C:anza.6 obte.n.C:da4 de ia4 .1te.4pe.ct.C:va4 
compo11e.11te.4 de " 1J l:. 

: DllMOSTRACION. ::iin pÉ!rclida de generalidad supóngase que X puede es­

cribirse como x:=<x~,x;>. Si X1 no corresponde a·los pr~meros pi 
·componentes de X, puede modificarse el orden de las variables reor~ 

d.;riarido las ·correspondientes ·entradas de 1' y l: . 

Sean 

" = [ :: J 
sea 

[ :: ] .. MX • O J [X1]{ Xa J z_z X2 NX1+Xa · (1.5.l) 

Seleccione:noe 

decir 

N de manera que ~1 tenga covarianza nula con Yz; es 
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O= C (Y l • Y2) =E {(Xi- .ll 1) (N X1 +X2 - R ,.1- .112) •} 

= l:u + :Eu N• 

·.La matriz K dada por 

:J 
define una transf9rmacl6n 'no .sÚ1glll.ar de ll: ~ .T. ~ el. 1te.o 

rema 2.2.1 se obtiene que Y tiene una dis'tribuci6n r~ m.~ti~~i.a.: 
da de di!:::ensión p. 

El. val.or·esperado de T corresponde a 

E(Y)• 11.11 
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ll:Eu••+:Eu+•l:12 + E:uN' 

:&u J:üª l:u+ :Eu -l:21 'l'.i1
1

. Eu- E21 2:-1 
11 Eu 

= :E:u.-:E:u r.1' En 

de: donde 

cu o 

ZJ V(Y} 

l:µ-:Eu J;-1 
11 

Como Cfr1.Y2l:.00. por. e1 .teorema 1.a+.1 Y1 y Y2 son independientes de 
. manera. que 1a .funcioo de densidad de y ~puede escribirse como 

(l..5.2) 

. . _, 
damde %.u.a• Zaa-:S.1 Zn Zaa. Las fwiciones fYi y ~Yz ,correspopden a 

densidades ~es ~ul.t:ivariadas de dimensiones p¡ y·p-p¡respect.4:. 
v-te. Lit densidad de Y1 puede obtenerse de (1.5.2) integrando 

sol»re Y2 resul.!:ando 
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Una .. forma alternativa de demostrar el teorema 1.5.1 se obtiene ob­

servando que •xi (t1)= •x<t1,t2•0). 
que l.a funci6n caracter~stica de X 

Por el teorema 1.2.1 se sabe 
est~ dada por 

1 •x (t)= exp(.i.t'J&- 2 t' :& t) 

Evaluando esta fúnci6n en t2=0 se .. obtiene 

y como esta función es igual a l.a funci6n característica de una v~ 

riabi:c con distribuci6n Norinal mul. tivariil;da de media 1& 1 y matriz. 

de covarianzas l:'1i se sigue por el. teorem"a 1.2.2 el. :r.esu:ltado dese~ 

do. 

Como resul. tado del. teorema 1. 5 .1 se sigue que si "X'=Ot1 ••.•• ,Xpl 

tiene distribución Horma l. de dimens_i6n p cada variable Xi;i, •••• p tie­

ne .. distribución Normal univariada. El. caso inverso no siempre es 

v~l.ido; es d~cir, si X1 , •••• x tienen distribu~i6n Nonnal. univaria-P . ·. - .. 
da no implica que X- tenga distribución ~formal p'-variada (ver ejem-

pió 1.11.1). 
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1.6. DJSTRIBUCIONES CONDICIONALES, 

En algunas t~cnicas estadístil\as multivariadas se utilizan pro­

cedimientos de selecci6n de variables en los que resulta involucra­
da· la distribuci6ri condicional de un conjunto de variables i·lormales 

dado otro conjunto de variables con la misma distribución. La dis­
tribuci6n condicional se obtiene en el siguiente teorema 

TEOREMA l.6.l. Sea. X - N P (µ , :E) lj 4 e.a.11 

. [::J. r ''] [ :Eu "'] X ., " l "2 ·, :t.= 
:Ezi :E22 .. 

do11de xi y "i 40•1 vec.to11.e.4 de d.lme.nt..l6n pi y·:tij .i;'t.•,una. mci.~11.iz .di. 

pi.xpj con p 1+p2=p. la d.Ú~·'l.ibuc.llfn cond.lc..lonal de. X 2 dado X1 et> 

No.11.111a.C. de d.lnie.u.s·.l6n p 2 e.o 11 me.d.la. 

DEMOSTRACION. Sea-Y definido'co~o (1.5.1); es decir, 
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[

Xi 

y,,. MXc -· -1:21 I:u :.J [ :: ] [ :: ] 
La funci6n de densidad de Y est& dada por 

Util.izando el teorema de cambio de variable (liog& and Crai_g .,,1978, 

~secc .... ~·S), la densida.d de X=ft- 1Y pÜede obtenerse como. la densidad de 

Y valuáda en la transformaci6n inversa de Y definida por lC X> aul.ti­

plicada por el. jacobiano de la transíormaci6n que es IKl•i. esto es 

(1.6.1) 

Natur.al.mente; esta .densidad corresponde a l.a densidad • Oa.J:l. r.a. . . p 
detisidad condicional. de x~ dado X1 corresponde al cociente de Cl.6.1} 
entre l.a densidad de X 1 ; es decir 
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de donde se sigue que la densidad de X2/X1ax1 es Normal multivaria­

da de dimensi6n P2 con vector de medias 

E·(X:dX1"'X1)-·112+I:21 I:Ü
1 

(x1-i'1) • &(xil 

·.y matriz de covarianzas 

;'.·' 

l.o .que demuestra el teo:¡:;ema. 
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1.7 TEOREMA DEL LfMITE CENTRAL, 

Aunque gran parte de la teor!a desarrollada hasta la fecha sobre 
Análisis Multivariado, particularmente en Análisis Discriminante, 
descansa sobre la suposición de Normalidad, no siempre ocurre que es 

ta distribución proporciona una descripción.satisfactoria de la va­

riabilidad da la información. En algunos casos mediante e1 uso de 
alguna transforma~i6n de las variables. original.es puede ·resul.:t:ar que 

.la distribución Normal proporciona una descripción adecuada de· l.a v~ 
,rÚ1bil.idad inherente al proceso. Sin embargo, 1.a tránsformación pu~ 
'de ser comp).,icada o dif!cil. de encontrar. . Afortunadamente,· aún· en. 

estos casos .. las técnicas pueden' considerarse· rel.ativamente robustas 

puesto que t!picamente basan el. análisis en l.as medias de las dbser-
• Vaciones o funciones de ~st~s. La teoría dis.tribucional.. p.ira esta . . . 

si.tuación puede abordarse recurr;i.endo a1 siguiente teo.reme. 

TEOREMA 1.7.1 • 
.6Ut.ta una .6uc.e.6.l6n .i.n&.ift.i.ta. de. ve.c.talte..6 a.te.«.to1t.io4 .C.adepe.>1d.i~e.& e 
-ldl"t:.i.c.amc.n.t.c. d.i.4i:Jt.i.bu.Cdo4 • 'p1tove.ft.ie.11.te.4 de. u.wtct pob~11c.C.6a ele. ae.du 
11 !/ ma.t:Jt.iz de. covaJt.iailza.6 :& en.tonc~4 

DEMOSTRAC10N. Ver Anderson(19~0 p~g.7~). 

distribución a Fx (X) si. 

Se dice que un vector al..eatorio' x• = (X .x • •• - •• x )¡ c:anverge el'\l 
n nn nr ~p 
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U. F (x) = i.lm. p(X <· x 
n ... .:t.: X";. n - (11 n 1 l 

= Fx <x> 

en:l.os puntos de continuidad de Fx(X) • 

.Un .ejemplo c:le
0

aplicaci6n del teorema del. l!mite central es el. ~i-
guiente~ .. 
E.JBMPLO 1..7.;l.. Sea X un vector de dimensÍ6n p con distribuci6n Mul.­

tinoníial con parámetros l y 8 1 =(8¡1•··•º ) •. Sea X1~-~·.,x una mues-
. · n · .. P n ·. 
t:r-a aleatoria y Z=i!;1 .xi.• La dis"tribuci6n d_e Z es mul.tinomial. "con 

par.Smetras ·n y 8. La esperanza del. promé'dio · de la muestra corr'."spo!!. 

.de a 

donde e .. es el. i-,simo vector can6nico de ~P.· · La varianza .del. pro­... 
médio está dada por 

V(X)= ~ V(X)• 1 E{OC-8) (X-t) '} n n 

1 E (X X 1 ) -
1 8 8 ' . 

n n 

Co~o l.o~• v;:i,J.o.res posibles do X son e 
1

, •••• , ep, l.a matriz X.X• es una 
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matriz que toma los val.ores e1e\, • .• ,e e• co·n pl!'obab-ilidard:lin. ••• ,.li 
p p E" 

n>spcctiv::mcnte. por lo que la varianza de r resuil:ta: 

V(X)= ~ i 8 • n i=l i. e .i e i -

~ {diag 8-8 O•} 
D 

Utilizando el. teorema del. l.Ím.it:e cen1tr\3l]. se alirttiene qJ_lll.e 

o equivalentemente 



, 
. '• . .; ... 

'.:- ·. ,, : . , . 

DISTRIBlJCION·, 
DE 
FORMAS 

· · ·LINEALES 

2 

,. ·' . ~ ·~ 

. ·.l 
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E.l:. pira·p.5s.i:to. d<i!. esta secci6n es obtener la función de densidad 

d.e transi::Clll!'matci<ll111;e,:;;; l.ineal.es de variables que se distribuyen st:;:.L:n 

un¿¡¡ ~oirm~lL ml!il!.t:iwa.riada. Se definen tarnbi~n las condic~ones n~c~­

:;aJ!"Ías: ~a llill iilll'~pende-ncia entre dos transformaciones lineal,¡,s '"'' 

m.a.u·ices: de <illrut:o.s. l\llorm.:i.l.es <i:s! coi:to 1as condiciones necesarias p.;ir.i 

J:.ai .il!tcl:o.;p.ei;nd,z:·m,cia <i!'l!b1tl!'e dos transfon:-..acio11cs lineal.es de una ,;aria:. 

bll.e Nic¡Nrlll'3lll... PC!l;J!'· ~ti::io.~s"' ...nal.i::.:m l.as condiciones para que una 

t:lt'aJlhs.t<a~a::iail!II J!.iine<:>l. d'.e una matriz de da-::os Norinaies resulte de 

n1\!le:'\lQ) tJ.:m:ai nra:tlr·iz-, ci:e. dl.3!..tos: de l.a distribución Norma1. 

2 .2. "ll'lllU!llSIFQliU!laCUC!JJ!liES LINEALES DE VARIABLES NORMALES, 

ll..a: dl:iist:ll"ibl,1!1.ciám. die una fc.ri:i:m lin~al de variabl.es <lormal'cs. se es­

t:a:J:i,J!Ji!:ce ellll eJL s:iig,Uliem.t:e tcorcl!'.a. 

'l:l!llD!!!!!l!!!!l 2,.2.,ll.- $(fa! X-BP(ll.Z> f Ya= Aa X+b donde A1 e.4 11na mat11..iz 

di~ c"~IL'4 die dlcalrca&i6a cpp C<itllll. q<p !I b~q Ull ve.etoit. de. COll4.tantf..4.· La 

~'l!tttet..,,.'111. dirrt'l'11 ~ llliMlaL Jb.tU:WlltÜclll cfe ..tia A1 ll+b !J llllUJl.iz de. COV41LÚUtZM 

A11 Z: l!l~ • 

~mil- w'1!Jf!nasc .la matrizi: A~ de dimensi6n p-qxp de maner.:i 

1.i'= 
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y= [::] 
AX 

La funci6n de densidad de Y _puede obtenerse evaluando la ~unción de 

densidad de X en la 1:ransLormaci6n inversa y illultiplicando por el 
Jacobiano de la transformaci-'n. ::..a densidad de Y está dada por 

que corresponde a la densidad de una variable Noruta:l. de climensi6n P 

de media AIL y matriz de cov~rianza A!:A'. 

La distribuci6n de Y1 corresponde a una distribuci6n margina1 del 
vector Y y por el teorema 1.5.1 Y1 tiene una distri.buci6n Normal.. mU!_ 
tivariada de dirnensi6n q de media Ai p. y matriz de ~var.ianza.sAa.J:aa•. 

OOROLAIUO 2. 2 .1. 

DBllOSTRACZOB. Del. teorema 2.2.1. se obtiene que ia clistribuci6n. de 
Y _es Normal de dimensi6n p. Los par&metros de :La distribución son 

-lJl 
B(Y)= l!. E(X-11)mO 

-~h -J/z 
V(Y)= l! l! l! = X. 

' 
' 
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La distribución del estimador m!ximo verosimil de la medí~ de 
una población MP(µ,~)en base a una muestra aleatoria X1 , ••• ,Xn ze 
caracteriza mediante el siguiente teorema, 

TEOREMA 2.2.2. S~ x ••.••• xn ~e.p~e.4e.lt-ta una mue.4~~ª 
una po&l.ac.i.6n'H (µ,E)e.n~once.4 l.a d.i.4~~~&uc~On de X= p . 

llP(;t. *E}. 

al.e.a~o~.i.a de. 
1 

X 1 1. U 
n 

DllllOSTRACICIH. La funci6n característica de X corresponde a 

Uti~izando la independencia de las variables X1 1 •• ,,xn y el teorema 
1•2.1, el valor· de •x<tl puede escribirse como 

, • exp{4t'll- ~ t' <-k :&) t} 

De los teoremas. 1.2.1 y 1.2.2 se deduce que i'-R (p,.!.J:). 
. P n 



1 
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2.3. INDEPENDENCIA DE TRANSFCRMACiuNES LINEALES DE ~.ATRIC~S üE DA­
TOS NORMALES, 

El siguiente teorema estab1ece las condiciones bajo las cuales 
dos transformaciones lineales de una matriz de datos de una distri­
buci6n Normal multivariada resultan ser independientes. 

TEOREMA 2.3.1. s,¿ Xnxp e.a una ma.tJt~~ de da.to.a de una poblac"-6n 
NP (/.& .• l:) y ¡,,,¿ Yqxr = A X B 1J Z ~xt = e X D donde qr+st.;;; n p, en.toncu lo4 

e.lu1en.to6 de Y _.&011 "-ndepend.ie.n~u de .t.06 et.e•en.to.a de Z · 6:.t. !f 66.lo 

4~ B 1 :& D=O (J A C 1 = O • 

DEMOSTRACION. Sean Y4 y z 4 vectores colunma obtenidos api1ando qr st 
1as columnas de Y y Z ; esto es 

Del teorema A.-h se obtiene que 

. (2.;.3.U 

donde e denota e1 producto Kronecker. 
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1 
La 1distribución de Xa. es Normal. multivariada de dimensión .n p • 

Esto puede demostrarse observando ~ue los renglones de X tienen di~ 
tribución independiente y ;:ior tanto la distribución de X puede es­

cribirse como el. producto de :as densidades de cada vector Xi; es 
decir 

n 
fx<X; p, :E>= 1~1 fx. <x1 ; p,1: ) .. Nnp(fl e l, 1: e I) 

l. 

(2.3 .2) 

Si qr+st<np, de (2,3,1), (2.3.2) y el teorema 2,2.1 se obtie1w 

que 

donde 6 y Y están definidos por 

.... (lt'B8 l'A' 

V• [ 
o•J:ne e A' 

,.'D81 1C') 

B'J:DeAC'] 

o•J: D e e e• 

De1 teorema 1.~.1 se· obtiene que Y4 y z<l son independientes si y so­

l.o si su covarianza es cero; es decir a•:E D e A C'•O, lo cuaY ocurre 
si y sol.o si n•J: D=O é5 AC'=O. 

' 



COROLAR:lO 2.3.l. S.l X e..s utta 111a.t1t.lz de. da.tol> de. un« di.l>.t1t.lbuc.-i6t1 

N (p,I:) y X y S l>Ott l.01> el1.t.l111a.do1te.l> r.r.fx.lmo vVL01>.i.mUe.1> de. ,. './ :!: 
p -

1te.1>pe.c..t.lvame.n.:t:e., e.n.touc.u X e.l> -i!ldepend.len.tl!. de. S • 

UEMOSTRACl:ON. Sean A=.!. l' y C= :r-.!. 11•. Por el:. teorema 2.3.1 
n n 

X"' A X y C ~ tienen distribuci6n independiente ya qu.a AC•=a de ..:!on 

de se sigue que X es indépendiente de S= .!. (C XJ • (CX:l. 
n 
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2.4.lNDEPENDENCIA DE TRANSFOR."1ACIONES LINEALES DE VARIABLES NORMA­
LES. 

El. sibuiente teorema caracteriza l.a independencia entre dos trans­

formaciones lineales de una distribuci6n Normal. multivariada. 

ftoaEMA 2.4.l.. Se.a X-Np(fl.l:)!f "e.111a Yrxl= Ax+b l) Zsxi=Cx+d donde 

A.C.b !I d "onite;.11pe.ctiv-ente. ~u !I ve.c.toJtU de c.on4-ta11.tu .talu que r+-s.CZp. 
lo• vu.toJtu Y 1J z. ac·n .indeperuU.ente..a 4.i rJ aót.o 6.i A. :E e • = o 

,. 
DEMOSTRACWN. .Co:oo. r+s <; P• de1 teorema 2. 2 .1 se obtiene que 

donde 

V 
[

AJ: A' 

C l:. A' 

A J: e•] 
e 1: e• 

¡:""1 t"or•.>rr.a 1. 4 .1 se obtiene que Y es independiente de X si y s61o 

si. Al:C'=O. 
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2.5. TRANSFORMACIONES LINEALES DE MATRIC~S DE DATOS NORMALES, 

Las condiciones bajo las cuales una transformaci6n lineal de una 
matriz de datos X de una distribuci6n Normal multivariada resulta 
de nuevo una matriz de datos de una distribuciéln Normal se: dan en 

er siguiente teorema. 

TEOREMA 2 .5. l.. Se.a X una 111a.t1t.iz de. da~o4 de. i.uta d,i4.t1t.ibuc.i6n 

N (¡.i, l:) y l> e.a Y = 
~· mxq 

nxp 
A X B donde. A 1J B 4on llllt.Ol.icea. de. cal'l4tlU.tu .talu que. 

m q < n p. Y'= (Y 1 , ••• / Y,.) e.4 Utt4 

,Nq( lli:¡'ll,71 a•I: B) .ti..i y .ti.óto 4.i 

al (~led.ia Comú1t) Al= 6 1 p.iltll at.gifo 6 E:R 6 B' p=-0 

b} (Inde.pendenc.la) AA'= 'l :r pa1ta atgitn 11e:R 

DEMOS'l.'RACXO~. Sea Yª un vector colur.ma obtenido apil.ando las CO·l~ 
mq 

nas de Y, esto es 

Del. teorema A. 4h se obtiene que 

donde e.denota el producto Kronecker. 
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De (2.3.2) se sigue que la dÜ;tribuci6n de xª es Nnp(J'e·1,:&eí:). 

Si m q < np del tcorer.:a 2. 2 .1 se obtiene · >·'" 

Ya. - N (B'll 8 A1 • B 1 :Z:: B 9 AA') mq 

Los vectores Y l i) • ••• •Y (a) tienen la misma media si y solo si 

a•¡a e Al• O 

a•¡& & A 1 = M 9 l. 

. . . 
donde 11 es cualquier vector de dimensi6n 111 q. Estas dos c"ondicioncs 

equivalen a Bºl'=O 6 Al= 11. para al.gan 11 ElR. Por otra parte, las va 

riá.bl.es Y li. ), , .•••• Y(•) son independientes si y solo si 

'á•:S:. B 8 AA'=N 8 X 

donde N cs. cua:lquier matriz.de qxq. Esta condÍci6n equivale a 

AA'= ~J: para .il:;iln número real tt. 



DlSTRIBUCION 
······oE. 

FORMAS 
CUADRATICAS 

3 
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3.1 INTRODUCCIÓN 

En esta secci6n se deteroina l.a distribución de diferentes for­

mas cuadr~ticas de variabl.es con distribuci6n llorma.l. :nul.tivariac!a. 

Entre estas distribuciones asociadas a l.a Normal. se encuentran 1a 
x2 , Wishart,~2 de Hotelling y A <!e !-lil.ks. Para cada una de ellas se 

analizan diferentes propiedades cuya ap1icabiiidad se encuentra bá­
sicamente en e1 contexto de l.as t'cnicas correspondientes al. An~li­

sis de Varianza. Cada una de estas distribuciones se discute por 

s~parado en las siguientes secciones.· 

·3.2 LA DISTRIBUCIÓH xª. 

~n este apartado se caracteriza a l.a distribuci6n ~e a1gum.as for­
mas cuaüráticas üe variables Nor~al.es multivariadas est1abeci~ndase 

las condiciones para 1a independencia entre dos formas c·uacrá:t:icas 
y entre una forma cuadrática y una l.ineal. 

3.2.1 DEFJNIC16N DE LA DEHSIDAD X2 
• 

La siguiente definici6n proporciona una caracteri~ación ~e 1a 
distribuci6n X2 • . 

DEFINJ:CION 3. 2 .l.: s .. d.ic .. qu. .. U.R4 vCLll.i11bt. .. G-tu.toU4t ll ::;-,¿~~. c/:,i..J,:titi_ 

buc.i6K xª coft n 91r.4do4 d._ ¿¿,beit;ta~ a.i 4u. 4u•ei6• &._ ~~-4~ ca~4 d~ 
da poll. 



r(y)• J"" tly-l exp(-u.) du. 
o 

poi\ canve.lt.le.11.c.lCl 4e. de.no.tCl po.lt. x.-x~ , 

50 

y>o 

'tEOREMA 3.2.l.. Si. X r.4 U.rtCl 111111.io.bte. a.le.a..toJl.~(l COll d.(.4.t11..lbu.ci.dn x! . 
e.n.tonce.4 

DDIOSTMC:ION • 

a.l De.sarrol.l.ando en serie de potencias la funéi6n élq;!UtX) l.e. obtI.e.-

11.e. 

•x«t> =. E{exp (i. t X)}• 

... 
.. J: r•O 

-- J: r=O 

(2 .(t) r <;.+r-l) (~+ r-2) •••• {~ 1 

r : 

.., r (-l)r {.:..·~.)(-!!.2 -1) .... (-T-r+-1) 
- J: (-2 .e: t) ~ - ~ 

r•O r ! 



r(y)• J"" "y-I exp(-u) di& 
o 

y>O 

50 

ftOREMA 3.2.1.. S.C: X u unt.t u1111..C:t.tb.te. t.t.te.t.t.to11...;a. con d.C:4.t.'t.C:bu.c.l6it x~ · 
e.11.tunc.e.4 

ill) •x<tl= (l-2 .C:t)-n/:i 

b) Mx(t)• (l-2t)-nh 

DllllOS'l'RA.CION. 

4) Desarrol.lando en serie de potencias la funci6n ellp(.C:l:X) 4e, ob.t-i.e.-

1te. 

•x(t)z. E{exp(.C: t X)}• 

.. 
- J: r=O 

r• X:r+ l- -1 exp(- t ) d X 
o 

r 1 

· n) n ) ( n . i (-2 .C:t)r (-l)r (--¡ (-¡-1 .... -¡-r+-1) 
raO r ! 
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= (1-2 .lt)-n/ 2 

por ser la serie binanial para (1-2 ..c: t)- n / 2 • 

bl Mx(t)= E{exp(tX)} 

(l-2t)-n/2 I"° (1-2t) n/2 /: t 
...:....;....,.;;.=--- xn 2 - exp(- ~U.-2t} } d x 

a 2n12 rc.!!.> " 
2 

(1-2 t)-n/2 si t < 1/2 

Observando que e1 integrando resu1ta una funci!n de densicfa.d Gamma. 

con parSmetros n/2 y Cl-2t}/2. 

3. 2. 2 .RH:lCMS · CARACTERfSTlCA Y GENERAlRIZ DE l!OBfRIS DE FOilHAS OWiRAnCAS IE. 

VARIABLES NlRMALES. 

TEOREMA 3. 2. 2. S.i X -RP (11, l:) !/ Ap::p e..s 11:11:111. ma:.t1t.é:z: ~.im.Ebt..iicai e;n.t"11:. 
ce.6 
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DBMOST!UU:J:ON. 

a) Como :Z:> O y A es s.imEtrica, por el teorema A.19 existe una· matriz 

F de rango completo tal. quf! f•l:- 1 f=J: y F' A F=D donde D=diag(d)y d'= 

(du, ••• ,dpp) •. De·finiendo y .. p- 1 x se obtiene del teorema 2.2.l que Y-NP{F-
1
P, 

X). Utili~do estas. relaciones podemos escribir 

• - E(exp(4tj!14jjYj>} 

-j§. E{-.;i(4t. dUYj>} 

De: e::ita. manera se s:Eg.ue que 
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•• ,1h 
=-II-2.itA :&f exp{- ~ll'l:t-0:-ól.C:t AJ;>- 1

J :&-=
1 

11} 

slI-2..i.tA :&rl.hexp{-~11' tl-2..i.t:A2:>-1
HI-Ut:A2:>-U 2!""1 ,a} 

11 poli. .ta.n.:co, .l.a. 41u1c.i.6" c~11et:«L4tic11 puede e4~«.6e co•o 

•x. AX (t) = 1 I-Ut:A:&¡-Yz aqif .i ti'. (:t-2.it A J:}~ 1 All} 

como :&>O, del. teorema A. 7b se obtiene que lr'> O y 4efiniendo 

M• :z:- 1
-2 tA se obtiene del. teo~ema A.8 que M> a si 'tlOl!lalllos ltl l.o s~ 

ficientemente. pequeño. Util.izando este hecho y ba.ciendo l=ll_. z- 1
,.. • 

puede escribirse 

"x•ax<t>= IM i:fi/~{-~(ll•J:-""-i•ttll}[:l2•11-fh:~{-~> .. CK-l>}ax::. 

· -112 1 -i n =l:t -2tA El exp{- 2 ll'(I-(:t..2tl\2:) l ~ a&t 

= 1i:-2t:A :& ¡_:-lh exp {- t ,. . (I-2tAl:'f'l U:-2.t:Al:}-Il :!:- l. ,. • 

= f I-2tA :&¡-1/2.E!llp{ tll1 (I-2tl\2:}-1 AllJ 

3.2.3 •. DIS1RlllJCI6N E INDEPENDalCIA tE FOIPAS·Q.WRAnCAS DE VMIMLES l'OlMALES •. 



TEOREMA 3.2.3. S.l X -Np (I', :t) e.n.tonc.e..6 

a.) X'A x-x~ .6.i y .i.óf.o 4.i All=O '] AEA=A 

e.n e.u.yo ca..60 r= tr (Al:) 
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b) X'AX IJ X'BX .6011 .lnde.pe.nd.le.n.te..6 .6.l !I .6Ólo .6.l AEB=O 

el X'AX 1J e X .11011 .lnde.pe.nc!.le.n.te..i. .!..l 1J .i.ó.lo .6.l e l:A= O. 

DBMOSTRACION. Las condiciones Al'=O Al:A=A son suficientes para 

que X'AX- x~ Para demostrar1o, del. teorema 3.2.2a setiene que la 

funci~n característica de X'AX está dada por 

Si AJ&=O se obtiene que 

(3.2.l) 

donc:Je Ai, •••• Ap son los valorespropiosdeA:!:. Si Ader.1i:sAJ:A=A·se si­

gue que AJ: A i;.; AJ: de donde se deduce que Al: es idernpotente y por t:ant~ exacta­

mente r va1ores )i.j son iguales a l y el resto son iguales a cero 

conr•rCAEl=tr(AJ:>. De (3,2.l) se obtiene que 

.... ) l . -rh. 
,..X'AX(t • ( -2.(..t) 

Del teorema 3,2.la se sigue que la funci6n característica de x~Ax 

es igual. a l.a correspondiente a una variabl.e con distribución x; y 
de1 teorcr.ia 1.2.2 se concl.uye que X'AX- X~ 



De manera inversa si X'AX 
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tiene distribuci6n X2 Utilizando l.OG 
s 

teoremas 1.2.2 y 3.2.2a se sigue que 

(3.2.2) 

donde W=(J:-2-i..tA:E)-
1
A. Derivando arabos miembros de la ecuaci6n 

(3.2.2) respecto a p se obtiene 

de donde se sigue que W11=0 l.o cual. .implica l.a condic.li'6n A.11 =O. 

Sub~tituyendo este reJult2do.en (3.2.2) se obtiene 

(l-2 .i.t> 5 

Los dos polinomios en t son igual.es ~-a ltf <E si. y s'!l':JLo si. ]Los 

gra~os son ibual~s. es decir ~S+l= ~s+z=•--~~P=O de donde se s:i¡;~e 
que 

Como las raíces ·de l.os polinonios dleben. ser ]La,;; cism.Jlc;, :w .,,:n_ mii.=::lli·= 

del. lado derecho de (3.2.3) tiene 'W!a raí.: t=(2.i.)-ll <di;e ::i:w1]:tt:::i]?>Jl.:ic::ii­

dad S se obtiene que ~j=l. j=l •••••• s. l'.llcl~&.'.3! '9i!!~~A2: 
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es idEmpotente de rango S=tr (A.:& ),lo cua1 implica la =ndición A:EA =A • 

bl La condición AJ:B=O implica independencia entre X'AX yX'B.1'. 

Para dcmostrar1o definamos r=-rango (A) y S• rango(B). Por el teorc.­

ma A.16 podemos escribir AsMAM' y·B· N IN'dondeM y N son matrice:s 

de ran¡;;o comP.leto con· r y s co1umnas. Si A :E B•O se obtiene 

KAll'l:NI N'=O de donde se sigue que M 1 MAM' J:NI N'N y como M'M, 

N'N• A y 1 son matrices de :rango completo se deduce que 

C01/(M'X.N'X) ... H'l:N:. O • La distribuci6n corijunta de M'X y N'X cuando 
r+S < p puede deducirse utilizando el teorema 2. 2 .1, obtcni~ndosc 

qu~ es :.lormal multivari<-1.da y dado que C(M'X,N'X)•O, del teor~ma 

1.ti.1 se concl.uy.:.o qu"' M'X y N'X tienen distrbuci5n independiente. 

De este resul.tado y observando que .X'AX=(M'X)' AM'X y X'BX= 
(N'X) 1 IN'X se deduce la independencia entre las dos formas cua­

dr~tica.s. 

De manera inversa si X'AX y X'B X tienen distribu<:ión .indepen­

diente, se deduce que 

···~• (A+B)ll(t)"' ~'AX(t_) MX'BX(t) 

y es"ta condici6n debe verificarse para todo •vector 11, . en· partiéu­

l.ar para. 11•0. obteni~ndose del teerema 3.2.21.> .la condición 

lI-2t (A+B) J:l• I J:-2t A J:l I J:-2 t B :& 1 

:r c::;to acl!.l!rr-t! :;:i. y sÓl.o si 
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IX-2t(A+B)l:l=II-2t(A+B)l:+ 4.t 2Al:B l: 1 (3.2.4) 

Sea M=I-2 t (A+B) l: • Por el teorema A. B la matriz M :i:- 1 
es defini­

da positiva y por tanto de rango completo. para 1 t \lo sul'iciti:nternu~ 

te pequeño, de donde se sigue por el. teorema A. Ge que r (M) =p. :·i!!l. 

~-ipl.icando por M- 1 la ecuaci6n ( 3. 2. ll) se obtiene 

l. 
(3. 2. Sl 

donde 6 ¡, .•. , & son los valores propios de l.a matriz Al: B l: M- 1
• 

p . 
La igual. dad ( 3. 2. 5) se verifica para todo valor 1t1 < & si y sol.o si 

l>i=O, i=l, ·•••P• Esta condici6n implica que Al:Bl:M-
1
=0 de donde 

se deduce que Al:B=Opuestoque l: y M- 1 sonmrtrices de rango completo. 

c.) Para demostrar que la condición C :& A=O es suficiente para impl.f_ 

car la independencia entre X'AX y ex definamos r=rango(A) y S co.mó 

el nGmero de rengl.ones de c. Por el teorema A.16 podemos cs~ribrir 

A= M A M' _donde. Mpxr y Arxr son matrices de rango r. La condieióri 

Cl:A=O impJ.ica .. Cl:Ml\M'=O de donde se sigue que C~M_AM'M=O y como 

M'M es de rango completo se deduce que e l:M=COV(C X,M'X);:O, Por 

eJ. teorema 2.2.1, la distribuci6n conjunta de M'X y ex cuando 

r.+S<p•es Normal: mul.tivaviada y como COV(CX,M'Xl=O se sigue del. 

teorema 1.4.1 J.a independencia entre CX y M'X. Observando qtte 

X'AX= (M'X) 'A M'X se sigue J.a independencia entre X'A X y ex. 

De manera .inversa, si X' A X y C X tienen distribuci6n independie~ 

te, se verifica que COV (C X, X' A X) =O. La covarianza en términos de 

A, i: y e puede caJ.cuJ.arse observando que 
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E(X'AX)=E(trAXX'l= trAE(XX')=trAl:+µ'A¡.t. 

De esta ecuaci6n se obtiene que la covarianza puede escribirse como 

COV(CX, X'AX )=E{lCX-Cµ)(X'AX-trAE-p•Aµ)} 

=CE{lX-1') l (X-µ)'A(X-1&)+2 (X-µ) 'Aµ-tr Al:)} 

=CE{(X-¡.t.) (X-µ) 1 A(X-µ)} +2Cl:Aµ."".' .o 

=2Cl:Ap. (J. 2 .6) 

ya que el tercer momento de x-µ es cero. Esto .puede verificarse 

·definiendo Y= X-'I' y observ'.'lndo que el. K-ésimo elemento de W-(Y'AY )Y 

está dado por 

'Ksl, •••• ,p 

Para demostrar que E.(W)=O es suficiente demostrar que E(YiYjYk)aO"tfi.~j,k. 
··para esto, de ·(1.·2.4) y .. el:.·teorema 1.2·.1 se obtiene. que · 

Definiendo l:= (o ij), se obtiene que las derivadas de •y<tl corres­
ponden .:i. 
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- ªic::j exp {- ~ t•:E t) 

!.' 

+ 0 s.j_exp(- ~t' :Et) <n?it 0 intn} {3.2.7) 

·Valuando en t"'º• todos 1os miembros de 1a ecuacilin (3.2.7) son ig\Jales 

a cero, de donde. se .sigue que E(N)=-0. De (3.2.6) se sigu~ q_ue 

C :t A.1' = O y como esta condici6n se verifica. para todo vectoJ:> •.. se 

conc1uye que e :E A=O. 

COROLARIO. 3. 2. 3. Se-4 X - ªe (11. :E) • l& u'"-i«&-te, a... (X..,.).~-· Ol-olSl 

~.ie-ne. d.ibZlt..ibuc.i~n X~ • 

DEMOS'l'RACI:ON. De1 teorema 2.2.1 se tiene que Y-X-11-11(0.1:). Hacie!!o 

do A- z:- 1 1 uti1izando el. teo~ 3.2.la se deduce que YºAY'- = . 
(X- 11) ' :t - (X- 11) - X 2 • p 

3.2.4. OTRAS PROPIEDADES DE LA DlSTRIBUGIOtt.x2
• 

la siguiente definici6ny~caracter.izandosÍlii(lCktautespropiedades.delad:is­

tribuc_i6n X 1 • -

DEFJ:NI:CI:ON 3. 2 • 2. Se. d.i,~e. qu.e. u.na. V4lt.ia.b,f.e, 1Ll:e.a..t:a·1ti:a_ lt till:IU!: cU.,a,,t;,Jt.:f_ 

':>u.c..idn· F ca tt pa1t.4m e,tlt_a b n y m b.i óu &111tc.ic11t de, de.n.l>.üLa_cfl etJ.:t:.i d'a.:d'a pctlt. 
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I' (.::;.=) 
fx(x;n,m)= 

I'(~)l'(~) 

«lf:>n/2 · Xn/2-1 
-"""----=--_,,

1
..,
1
:--- x >o ¡ n , m= 1 , 2 , ••• 

+ !!. X) ( n +m 2 
(1 m 

palla. <1.C:mpl.i.6.ica.11. 6e. de.no.ta po1t x- F • n,m 

TEOREMA 3 .2 .4. S.C: X 1 , ••• , X 4 on vall.lctb.tu ale.a.to11..ia4 .inde.pe.nd.ic.11.te.4 
2 . p 

.ta.te.4 que. X. - x J•l, ••• ,p e.n.tonce.6 
) nj 

DEMOSTJtACl'.ON. 
.p 

a.) La funci6n caracter1stica de 1! 1 X1 puede ca1cularse como 

Del teorema 3.2 •. 1a se deduce que (ly(t) es la funci6n cáracterística 

de una variabl.e con distribuci6n X~ y por el teorema 1.2;.2 se concl,!:! 

ye que Y-x~ . 
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bl Sean Z=n2 X1/n1X2 y W=X2 , La funci6n de densidad conjunta 

de Z y W está dada por 

• !!.!. V 
na 

!!.!. w 
nz 

La densidad de z puede obtenerse como 

fz<z>=- J'"'fzw<z,w> d~ 
o 

Efectuando el. cambio de variabl.e x .. ~(1 + !!.!. :i:) se obtiene 
2 n:i 

(1+ .!!!.z) Cn1+nd /a 
nz 

f'"' x<n1+nz>_/2-1 8 -x dx 

o 

z >o 

y de la definici6n 3.2.2 s~ sigue que l.a variable Z tiene distribu­

oi6n F con parámetros ni_ Y nz • 
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3.3. LA DISTRIBUCIÓN WISHARI, 

3.3.1.INTRODUCCIÓN. 

En esta sección se definen y examinan algunas propiedades de la 

distribución Wishart, que corresponde a una generalización de la 
distribución x 2 • Esta distribución juega un papel de particular i~ 

portancia en'el Análisis Multivariado ya que estadísticas éomo (n-l)p 
tienen esta distribución. La distribución Wishart se presenta me­

diante la siguiente definición. 

3.3.2. DEFINICIÓN DE LA DENSIDAD WISHART, 
DEFX:NX:C:ION 3. 3. l. se. di.ce. que. ..tll. ~ -Mpilp •l:..iul& <Ü.6.t1Li.buc.ú1n W.Uluvt.t de 

-d.ú!Ul4.i.611 p con ~ .de. uca.ta :E y n gll4do11 de. UbeJtto.d. 11-i. pue.de. Ae.lt uc1t&_ 

.ta.. ~amo M• x• X donde. ~xp u IUlc:t 1114..tlt.é.z de. dc:ttoll de. Ultc:t di.11:t11..ibuc.i.6n 

·-Rp(O,.J:). Pc:tltc:t 4.imp.U.6.ica.lt 6e. emptu ta. n11.tluú6n M-Wp(J:,n)". 

Las matrices con distribución Wisha:rt poseen una importante pro­
piedad que se establece con el. siguiente teorema. 

TEOREMA.3.3.1. Se.a. M-wp(J:,n). S.i. n>p, ta. mc:t..tlt.iz Mu p06U:i.va 

de.6-i.ll.ida. con pltoba.b.it.ida.d l. 

DEMOSTRACJ:OH• La matriz M siempre es semidefinida positiva al te­

ner una distribución Wishart ya que podemos escribir c:t'M a.• c:t'X'Xa• 

Y'Y>O donde Y• Xa. Para deÍnostrar_cpe.Mesdefinida positiva basta 
demostrar que a' M a.• O ocurre sol.o cuando a.• o. Como esta condición 

.se verifica solo cuando Mes una matriz de rango completo se sigue 

que cuando n;;. p 

P(a.',..a.>o lf4,,.0) = P(rango M•p) 

P(rango X•p) 
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- 1-P (rango X< i?) 

=1-P(Al. menos una columna de X es depen­
diente de las otras), 

p 

= 1-P· <j§1{i?: 1 wix(il =O con wj=l}> 
p p 

>1-j~I P(i.~ 1 wiXCi>""º con wj=l) 

=l 

pOI'tener Y=i!1 Wi. X(il distribuci6n Normal Hultivariacla de dimensi&l n. 

3.l.3·. FUNCJotES cAAAcTER(STICA Y GENERATRIZ IE TOENTOS IJ: lA IENSIDN> WISWRT, 

Al igual que en e_l caso de variables aleatorias .vectoriales la 
distribuci6n de matrices aleatorias puede determinarse.mediante e1 

. uso de funCiones caracter1stic.as ·debido a. su correspondencia uno a 
. uno ~on las funciones de distribución o densidad a~wnulativa. La 

~istribuci6n ·de matrices aleatorias tambit;n puede ser caracteriza-.. 
d·a· bajo ciertas condiciones .. en b~se a los momentos. de. la distribu­

ci6n. Las definiciones 3:3;2 y 3.3.3 se refieren respectivamente a 
la funci6n característica .Y funci6n generatriz de momentos para e);· 
caso de matrices aleatorias. • .. 

DEFl:NXCl:ON 3 .• 3.2. Se.a Xpxq una ma..t.11..iz a.l.e.a..to11..la. IJ 1 .. !lit« ~z de. 

d.iiiíe.n6.i.6n pxq. La 6unc.i6n c.a.11.a.c.te..11..l4.t.lca. de. X de.no.ta.da. poit. •x t•> 
4e. de.6..c'.ne. como 

S.i p=q y X e.4 4.lml.tJf-i.ca., 8 4e. puede. 11.e.4.t.11..in9.l11. al dom.iK.io de. la4 ..._ 
·t11..lce.1> 4.lml.t11..lca1>. 

Los momentos conjuntos de la distribución pueden obtenerse media~ 
te la relación 
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l/IX(O)¡· . (3.3.l) 

. B=o 

Esta igualdad puede demostrarse derivando los miembros de la ecua­
ci6n 

,- ~· 

DBFXNXCXON 3.3.3. Se.4 X Uft4 ma~ll¿z ate.a~oll¿a.y' ~"ª •atll~Z di pxp 
. dúu4.i611 qxp. la 6unc¿c111 gen,1!.ll11.~ll¿z de. mo111en~04 de. x., deno~11d11 poll. 

Mx<•>•i de&~ne. como 

Mx(f).,. E(exp{tr(B'X)} J 

s¿ psq V X l!.4 4~l~ll¿Cl1 ' 4e puede lll!.4~~ng¿ll at dom¿n¿o de. t114 m11-
~ice.4 4¿mf~ll¿c114. 

Los momentos· conjuntos· de la distribuci6n pueden obtenerse"de la 

siguiente relaci6n 

lC J ¡ ku+kiz+ •••• +kqp } 
qp • -ª-.---"----- "_x<O> X k11 kqp 
qp ao u •••• a e.qp 

(3.3.2) 

Puede demostrarse.la igualdad anterior obteniendo las de~ivadas en 
ambos miembros de la siguiente ecu~ci6n 
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Comparando l.as definiciones 3,'3,2 y 3.3.3 con 1as definiciones I..2.2 
y 1.2.3 se observa que comparten l.a misma idea: A cada variabl.e se 

asocia un parámetro de tal. forma que al tomar las derivadas ya sea 
de la función caracter!stica o función generatriz de momentos respe~ 

to a los parámetros apropiados y eva1uando posteriormente todos los 
parámetros en cero se obtienen los momentos conjuntos de 1a distrib~ 
ción como lo indican las re1aciones (3.3,l) y (3.3.2). Puede obser­
varse de esta manera que 1as definiciones 1.2.2 y 1.2.3 constituy~n 

casos particul.ares de 1as definiciones 3.3.2 y 3,3.3 respectivamente. 
En otras palabras, el. hecho de trabajar con vectores 6 matrices es 

solo una forma de escribir el conjunto de variab1es. a1eatorias por lo 
que el. teorema de unicidad.(Teorema 1.2.2) y el. corolario 1.2.3 siguen 
siendo apl.icables a matrices al.eatorias es.tab1.eciéndose de esta mane­
ra l.os dos siguientes teoremas, 

TEOREMA 3.3.2. 1Teo~e•4 de ull-é.c.id4d p«Jt.a •llU:lt~ce4 c:t.e.~~~4l. U'o4 

M4~Jt.ice4 4lea.t:o.IC.-l44 ~¿enen ¿4 a.i4•4 'unc~6n cQJtaet~-C.6.e{ea 4¿ ~ 4á¿e 
4¿ .t:.ienen ¿4 m¿4ma 'unc.i6n de·den4~dad. 

DBMOSTRAC:IOH. Sea Mpxq una matriz al.eatoria. y sea s•-.ca¡a>, •(21 ..... 

M(q)); es decir B es un vector de dimensi6n pq obtenido: apilando llas q 
col.umnas de la matriz a. La funci6n característica de a puede ez­

presarse como 
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donde li es un vector de dimensi6n pq obtenido apilando las columnas 

de 8; esto es li•=(6~ 11 , •••• ,8(ql). Del teorema l.2.2 se obtiene la 
unicidad del.a funci6n de densidad correspondiente a ~N(li) y port~ 

to se sigue la unicidad de la densidad asociada a ~M(8). 

TEOREMA 3.3.3. S.i. U y V 4011 111a.t11..icu alea.to11..la4 .ta.tu que. .t.le.ne.n la 
111.i.4•« &unci6n 9ene11.CL.t11..i.z de mome.n.to4; e.4 de.c.lll. M (8)= M (6) pa11.a .to. 

U V -
da •a.t..U:z 9 q1u aaU4&ace. IB 1 jl o;;e:ij¡i,j,=1,2, •••• ,p e.n.tonce.4 U 1J V 

.t.ie.nen la 111.i.a•a d.i6.br..i.buc.i.6n. 

DEHOSTRACION. Sean X y Y vectores columna obtenidos apilando las· 

columnas de l.as matrices U y V respectivamente, es decir, X~q· lU( 
1 

>, 
·•·•º(q)) Y Y;

5
= lV( 11 , ••• ,V( 91 ). La funci6n generatriz de momen­

tos de U puede expresarse como 

Mu.(I)= E [exp{tr(B•U) }I 

"'E [exp{tr(a 1 X) }l 

Mx (4) 

donde 6•.;.l•(,)•···•'(q¡>• Analogamente se ce~ue;.t~~ que Mv(6);.M;(li) 

par io que l.a condici6n Mu(6)•Mv(6)para toda matriz 9 que satisface 

1• i.j l < Ei.j implica que Mx (li) .. M y (li) para todo vector li en un rec­
tSngu.l.o abierto que incluye el origen. Del corolario l.2.3 se obti~ 
ne que ios vectores X y Y tienen ia misma distribución de donde se 
deduce e1 resuitado. 

Para efectos de este trabajo, las definiciones. de funci6n caract~ 
r!s.tica. y: funci5n generatriz de momentos utilizadas corresponden a 
l.as definiciones 3. 3. 2 y 3. 3, 3 substituyendo 8 por t 6 • Este éambio 
se hace por dos razones. La primera es simplificar el álgebra en la 
obtenci.5.n de 1.as f"•.mc«~n,.s genera trices de m.;;mentos y la segunda re-
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side en e1 hecho de que resulta conveniente que la funci6n genera­

tri~ de momentos exista para toda matriz 8 y para valores de t en 
una vecindad de1 cero. El cambio de 8 por t 8 en la funci6n carac 
ter!stica se hace por analogfa en la definición de esta !unción res 
pecto.a la utilizada para la función generatriz de momentos. ~~ 

cualquier forma, valuando en tal las funciones car~cterística y g~ 

neratriz de momentos obtenidas en este trabajo, se tienen las corres 

pendientes a las indicadas en las definiciones ~.3.~ y 3.3.3 salvo 

que la función generatriz de momentos no existe de esta :nane~ para 
toda matriz 8. Para efectos del cá1cu1o de 1os ~omentos.conjuntos 
a partir de 1a funci5n generatriz. de momentos'ba:;ta obtener las de­

rivadas correspondientes respecto a los ?ará.metros respectiv~s 

de 1a matriz 8~ valuando después en 8=0 y posteriorinente en tal. 

a} <flM(tfJ)= (J:-1 fn'2 / p:-1-2 .C:td ln/2 

b) ll,.lt8) =(l:-afn/2 / fl:-1-.2t8(n/2 • 

DEMOSTRAC:IOll. 

n 
De la definición 3 .3 .1 nademos escribir M= .2: 1 Y. Y! donde 

- . Jª l l 
Y

1
, ••• ,Yn son i~ependientes con distribución NP(O,J:). Utilizan-

do esta igualdad se obtiene 
. D 

'f'"(t 8)= E{exp(.C: t trj~l Yj Yj 8)} 

D 

=j~J E(exp(.i tYj e Yj) J 

= E{exp(.C: t y• 8 Y) }n 
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.iondc Y-NP(O,:&). ·.:i::ili::an.;lo ;;;l "teorema :.2.2a .:;.; obt:i<?ne 

de donde se .:;igue el resultado. 

n 
·bl De la deiinici6n 3.3.1 podemos escribir M=j~l Yj Yj donde 

Y1 , ••• ,Yn tienen di5tribución independieni::e NP(O,:&). La función 

generai::riz.de moment:os de M puede calcularse como 

n 
Mlt(t8)c E !exp(t trj~l Yj Yj 6)} 

E ! exp ( t Y' 6 Y) } n 

donde Y - NP (O,:&). Del teorema 3. 2. 2 b se o!:>tüme 

HM (t 6) • 1I-2t9 :z¡-n.h 

3.3.4. LA FUNCIÓN DE DENSIDAD WISHART, 

El sigui.ente teoI'E!llli! establece la funci!in de dens:j.dad de una distri.b.lción Wishart. 

TEOREMA 3. 3. 5. Si. H - WP (:E, n), 4u. 4u.nci.c1n de. den4i.da:d e.4t.cf da.da. poli. 

fM{M)• 

1 <n-p-1) 1 
_l~ ¡-t expí- l tr (l:- 1 

M)} 

2np/2 w.P<p-1l/• ¡:t¡nhi~1 l'(±(n+l.-i)) 
(3.3.3) 
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pa4a M de6¿n.i.da po4.i.,t.lva y ce4p en o~~o ca40. La ma,t~¿z de pa~<fm~ 

-Vt.04 ::& e¿ de6¿n.i.da po4¿~¿va. 

DEMOSTRACXON. Como M y ::& son definidas positivas se obtiene que 

1 H ! > O y 12: 1 > O de donde se sigue que f M (M} ;;. O. ?ara <!e:nos=ar 

que f es función de der:sidaC. resta para. demostrar que integra l. P~ 

ra. esto calculemos.l.a integral de la =unción f sobre el es?acio de 

n..:< "rices M definidas positivas y simét::-icas. De.:"inieneo el. c:mil:>io de varial:ll.e 

W= ~ ::&- 1 '2 M 2:-V2
, del. teoreme.,."-..23 se obtiene que el jacot-iano d.e 

l.a transformación es 2P(p+1ll2 ¡::&¡ (p+t>/2. de donde se sigue que 

f f(M) dll. 
M>O 

f lwl 1-<n-p-l)exp(-trW) dV 
•P (p-l )/,. jj r( .!. (n+l-U) w>o 

i=l 2 

Dado que W es sim~trica y definida positiva puede escribirse utili­

zando la desco¡¡¡posición de Cholesky (teorema A.l.IH como llf=T"T ,. do!! 

de T es una matriz. triangular superior y tii >O i=l. •••• •?• üel. teo­

rema A. 2,. s~ obtiene que el. j·acobiano de la transformación no l!.:iineal 
p +J. . 

es 2P i!\ t.1'i.i. -• por lo que se deduce que 

.f .. f (M) dM 
M>O 

•P(p·l)A .fí 11.!<n+l-U) 
i=1 2 

p 

•P (p-1)/lo.ñ r(l...¡n+l-UJ 
i=l z f ( ó tn-i) ' :. i: .,2: 

T>O i=l :H exp •-i~1j=t'"'jj:itd!T' 

J 
p . p § I!' i-J. 

n-i. ~ .: _ { . T"" .,... - · Lª. t.i. ) E!XE" (-.=t t .. 1d.T . expt-,-.., - 1 t": . . .lid T 
T>O l.-• l. :i..-. u. ''!!>O. ~J=· J,1' 
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~J 

=l 

:..a =unci5n ~eneratriz asocia..!a 3 la densida~ f definida en ·(3.J.3) 

es 

E{exp(t tr9 M} 

(3 .3 .4) 

donde dN•dmudm12 ••• dm1pdm22 ••• dm!>.P. Como :E>O del. teorema A.7b 

se obtiene :E- 1 >O y como ti es simétrica del teorema A. a se o!Jtºieru; 

que l.a ca.tri.: A= :E- 1 -2 .t 9 es definida ?OSitiva en una vecin.:iad de. t 

y por tan:t:o .:!e rengo compl.eto. Multiplicaiúfo y d.iviaienÍ:IÓ :!.a ecua­

ci5n 0C3.3.~) ?ar !Ai-nh =btenemos 

;ior ser- el. integrando '1na funci.Sn ..!e den:;icad :Vishart con matriz de 



7.l 

escal.a (:&- 1 -2 t 11) - 1 
y n grados de libertad. Como esta funci6n ge­

neratriz de momentos es igual a la obtenida en el teorema 3.3.~b 

para la distribuci6n NP (:&, nl se deduce por el. teorema 3. 3. 3. que l.a 
funci6n definida en (3.3.1) es l.a función de densidad M 

La derivaci6n de la funci6n de densidad Wishart puede consul.tar­

se en Anderson (1958,p!g.157). 

3.3.5.TRANSFORMACIONES LINEALES DE VARIABLES WISHART, 

SIUSMA 3.3.6. Si. M-wp(E,nl IJ Bpxq ""ª •a..tit,.iz de. e....t:11.a.de1111.eca.tu 

&1t.to1tce.• B'M B -wq (8 1 :& B,n). 

DEMOSTRAC:ION. Dado que M se puede escribir como X•X donde los ren­
gl.ones de X son independientes y tienen distribuci6n. RP (O,E) ~ Ut:{;,. 

lizando este hecho se tiene que 

donde Y'=BiX•a (á•x1, ••• ,B'Xn) de donde por ser Xi, ••• ,Xn .indepen...: 
dientes se obtiene que B'X1, ••• ,B'Xn son independient.es. Por el. 

teorema· 2.2.1 B'Xi -Rq(O,B 1 :&B) i•l, ••• ,n. Utilizando la defini­
ci6n 3.3.1 se conql.uye que 

COROLARJ:O 3 .3 .6. Sub•aVl..icu de. la d.iag anal de. una -.ttiz pa11..t.ic.l!!. 

nada con d.l4Vl.i.buc.i6n wl? (:&, n) .t.ie.ne.n la •.i4ma d.i~.t11..ibuc.i6n c1m ma­

-Vi..i.z de. e.4cai.a co11.11.e.4portdi.e.n.te. y lo4 111 • .i4•04 g11.ado4 de. l.ibe.11..tad. 
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DEMOSTRAC:tON. Sin perder generalidad supóngase que la mat:riz sub­

diagonal correspond'-! a lü submat:riz :ie M de las primeras qxq ent:r~ 

das. Sean B0 M y :E d~!inida~ por 

TEOREMA 3.3·. 7. S.i M.- wpl:E,n) y a e.4 UK .ve.c.to11. .de. con4.tant.e.4. e.u.ton-. 
ce.4 

··". .. •J: .. X~n) 

.. ~STRA~::t~~ _COlllC) ~ "":" NP(1;,n) pociemos es~rib3,r ."'.'•. X•)( donci_e. 

X••(Za,~ ••• Zn) es una matriz de datos de una distribución NP(O,.l:l, 

por 1o que se .tiene que 

n 
•'MG• a•X'Xa •Z'Z=i?;¡,z~ 

donde l.as variables z i • .. 'Xi i•l, ••• ,n son independientes Na (o,a;> y 

·a~=a•:Ea>o por ser :E>o. Por el. corol.ario 3.2.3 l.as variabl.es 

z1/a ':Ea, i=l •••• ,n tienen distribución independiente X~ y del. teo-

rema 3.2.~a se SÍ6ue el. resul.tado. 
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COROLARI0-3.3.7. Si. H-w (:t,n)·e.n.toncu m:.;a~.-x 2 • · p ii ii n 

DEMOSTRACION. Definiendo a¡=<0,0, ••• ,9,11 ,o, ••• ,o,O) dei teorema 

3 .·3 .·':! se. sigue el :resul:tado, 

3.3.6. SUMA DE VARIABLES CON DISTRIBUCIÓN WISHART, 

Las inat:rices con dist:ribuci6n Wisha:rt poseen una impo:rtante pro­

piedad aditiva que. se establece mediante .el s"iguiente teo:rema, 

... ' 

DBMOSTRACION. La funci6n ca:ra<:lte:rS.stica de la matri.z M puede calcu­

la:rse utilízando el. teo:rema 3~3•4.i obteniéndose 

E { exp (i. t tr B M) l 
r 

mj~l E{exp(i.t trB Mj)) 

r lz:-lln.j/l., 

J·!!1 I 1 I-2 i. t6 1 nj z 

1:t-·1 1° 
1 :i:-2 i.t B ln/2 

Del te<:J['9M 3.3.~ se deduce que esta función car)3.cterística ccrrespomie a la de 
una variable con distribución Wp(:t,n) y del teorema 3.3.2 se sigue el resultado. 
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El si,;u.i.ent:e te•:>rema define la distribución de variables de l.a fo!:'._ 

ma X'cX • Su utilidad se encuentra principalmente en el contexto 

de pruebas de hipótesis en distribuciones Normales ful.tivariadas,especia.1 
roonte e.n rel.aci.5n con la t?Oi-1a de distribuci6n de aJ.gunas estad!sticas de pr:ueba. -

3.3. 7. aH>ICIOtES PARA QlE ~ FORMA Cl.IAmATICA DE MATRICES DE DATOS ~S 
TENGA DISTRIBUCIÓN WISHART, 

TEOREMA 3.3.9. S~ X e4 una ma.tJLiz de da~o4 de una d~4~Jt~buc~6n nxp 
NP (I' ,_J;) 1J Anxn e.4, 1uta ma~Jt~Z 4.é.ml~ic.a, e.n~o nce.4 X' A X -wp (J:,r) dan-

, de. r=rango(A)=tr(A) 4~ IJ l>Ó¿o 4i ¿44 4~gu~en~e4 cond~c~one.4 4e. 4a-' 

U4&ilc.e.n 

4) A es ide¡npotente 

b 1 " - o . 6 . Al.•0 

DBNOSTRAC:tON. ConsideremÓs la desco~posic;j.'6n espectral: de ia ma- "' 

~iz A definida por 

donde O• (01, ••• ,on). Definiendo Yj• X.'.oj. j,.J., ••• ,n, _l.a ~~triz..Y 
corresponde en t~rminos ·de l.a matriz X a 

Y'=(Y¡, ••• ,Y )=(X'o,, ••• ,X'o )= X'o. n . n 

de donde. se obtiene que Y= O' X. Por el. teorema 2. 5. lb, l.os vecto,­

res Y 1 , ••• , Yn tienen distribuci6n independiente ya que U1U• X • La 

media y matríz ·de. covarianz.as de Y;. corresponden a 
. ' J 
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j=1 •••• • n 

j~l. •.••• n 

Util.izando l.a descomposición espectral. de l.a matriz A, l.a matriz 

X'AX puede escribirse como 

de donde l.a función caracter!stica de X'AX puede ca1cularse' co-

mo 

•x. AX (t6 )= E{exp (.lt tr X°A XI)} 

n 

-~!!1 .Yjh!~A~~ 

UtÍl.izando el. teorema 3.2.2a se obtiene que 

(3.3.5) 

Para demostrar 1a suficiencia de l.as condiciones a) y b) hasta ob­

servar que si A es idempotente, exactamente r val.ores. propios 1'j de 
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A son iguales a 1 y los n-r restantes son iguales a cero donde 

r=rango(A)• tr(A). De esta mane.ra, la ecuaci6n (3.3 .. S) puede es­
cribirse como 

La forma cuadr~tica del exponente puede expresarse como 

r · r . 
~tj=1Kj U:-2.C:tB E)-

1
fMj•.lt 1''4~1 (I-2.lt 8 E)-

1
8 (l. 'tJ j) (U~ l.)} ll 

•.i.t!ll' U-2.it 8 E)- 1
- 8 ll. (l 'Al) 

donde si ~=O & Al=O, la funci6n caracter1stica de X'AX es 

Del. teorema 3.3.~a se tiene que esta funci6n característica corres­

ponde a la de una variable con distribuci6n WP(E,r) y del teorema 
3:3.2 se sigue por tanto que X'AX-wp!E,r>. 

De manera inversa, si X'AX-w (2:,r), la funci6n característica p . 
de X"AX obtenida en ( 3. 3. 5) debe ser tal que la siguiente condici6n 

se satisface para toda matriz simétrica 8 
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(3.3.6) 

Derivando ambos miembros de (3.3.5) respecto a Mj se obtiene 1a co~ 

dici6n 

(I-2.it >.. 8 :!:)- 18 M .=O 'r!B matriz simétrica ;j=1., ••• .,n (3.3.7) 
J . J 

Premul.tiplicando cada una de las.ecuaciones definidas en (3.3.7)por 

.<. t M~ y efectuando la suma sobre el. !ndice j se obtiene 
J 

por l.o que la ecuaci6ri (3.3.t.) puede escribirse como 

Como. l.os dos po:Linonµ.os _en t son. igual.es. para val.ores .fil:.i-<-c· •-se· 

imp1ica que l.os grados son igual.es,. l.o cual. oc=re s:i. y s6.l.o .. si. :lr1>1~ 
>.r+ 2• ••••• = >.n=O., de donde se sigue que 

Para que l.os dos polinomios sean igual.es,, !.as coeficientes d:ebeiru tr~ 

bi~n ser iguales, l.o que ;implica que >.1"'.'!'zs ••• =~r=ll y; por taLll'l!tO> se 

sigue del. teorema A. 9 que A es idempotente de ranga• r,. l.a cual. :íim.p·l.f. 
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ca la condici6n 3) del teorema. Para implicar la condición b) del 
teorema, de l~s ecuaciones definidas en (3.3.7), haciendo B=I y 

premul:ti¡:¡licanao cada ecuación por Cl-2 .ltll.j6 2:) se .obtienen las ec~ 

ciones 

j=l, ... ,n (3.3.3) 

Premu1tiplicando pór ll.jMj cada una de las ecuaciones definidas en 
(3.3.S) y sumando sobre el. indice j se tiene que 

ft - J
.?;1 11' 1' {ll. U U') l. 11 • O 
- j j j 

• (P 11') l 1 A 1 • O 

de' donde se sigue que 

"'.,,_o 15 l'Al•O 

Como A es sim~trica e idempotente se deduce por tanto que 

11 1 11 - o 6 l'A 1 A1•0 

de donde se concluye que 

ir= O A1•0 

lo cual demuestra el. teorema. 
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COROLAR:IO 3.3.9.l.. La •a.tll.lz nS=X'RX donde. H=:I-* 1.1.' .ti.e.ne. d.i.! 

.tll.i.buc..C:6n WP(E,n-1.). 

DEMOSTRAC:ION. Como B es idempotente, su rango puede cal.cul.arse c~ 

mo r(H)= tr (H)= n-1.. La matriz H satisface además la condición 

B-l=O y del teorema 3.3.9 se sigue el resultado. 

COROLARIO 3. 3. 9. 2. La •a.tll.i.z S• ~ X'H X dortde. H= :I - ñ l.' l. ,·~4 d.e.&..i-
·11.i.da po6.i.Uva. con pllobab..ili.dad J. J..i. n>p, 

DEMOSTRAC:ION. Del. corol.~io 3.3. 9.1 se obtiene que ns- WP(J:.~1) y 

del. teorema 3. 3 .1 se sigue que n S es dd.inida positiva cuando 

n;;.. p+l., lo cual ocurre si y s6lo si S e.s definida.positiva.OJandon;>p+l. 

3. 3~ 8. iNDEPENtENCIA EN F<BtAS CUAIRA1'1 CAS y LINEALES EN Pf'TRICES IE~TOS N>fMl.f=:S. 

Las condiciones para la independencia entre dos formas cuadráti­

cas mul.tivariadas y entre una forma cuadrática multivariada y 

una forma lineal multivariada se establ.ecen mediante el. siguiente 

teorema. 

TEOREMA 3.3.10. Se.a Xnxp u11a •a~ll.lz de. d.:l.to4 de. una d.i.4.t~buc..i6• 

NP(p,E) y Ae.an Apxp•ºpxp•Crxn•ºpxs •11.tll.i.ce.4 .tal.e.A qu~ A IJ B 60~ 4..C:-
11Ull.i.ca4 donde. t=r(A)IJ u•r{B) 1J t+u<n. la4 4..C:gu..C:e.n..te.4 pllop.C:.e.ciaáe..6 

6e. 4a.t..C:4&ace.n 

b l . X'AX IJ e X D 401l .i1tde.pe.nd-i.e.ft.te..4 4.i IJ 66l.o 6.i e A= o 
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DEMOSTRACION • 

11) Primero demosi:raremos la suficiencia de la condición AB=O. 

Para ello, por el teorema A.16 podemos 

B = V 8 V' donde U nx t, 

ºu~u tienen rango u. 
rnos esc,ribir 

Atxt son matrices 
Utilizando estas 

X'AX= X'UAU'X = Y' A Y 

X'BX = X'V6V' X Z' O Z 

dond~ Y• U' X .!J Z • V' X • 

escribir A= U A U' y 

de rango t y Vnxu y 

descomposiciones pod~ 

Si .A B •O se sigue que U A0 1 V t V' :a O y esta condici~n implica 

UºOAU' vo v•v,.o. Como u• U ·Y V'V son matrices de rango com".' 
'.,,., ' 

pl.eto lo mismo que O y A , · se. sigue. qúe O' V•O, de donde por el 

teor¿ma 2.3.1, Y y Z· son independientes y por tanto X'AXzY'AY 
y x'B X = Z' 6 Z son también independientes. 

Para la implicaci6n en sentido inverso, si X'AX y. X'B X i:ienen 

distribuci6n independiente, entonces para todo vector <:r e:itP 

distinto. de cero ar• X' A X ar .. Y'AY y a' X' B Xa = Y'.B Y donde 

y~'.':_ar son independientes. Como Y',;.(Y 1 , ••• ,Yn)•(X~a, ••• ,X~a) 
se tiene que··.y -_-N~ ((ar' pj l~- (ar' :'!:a) Í) y del ·teorema· 3~·2. 3b S« sJ:.-· 

gue que (a•J:.a:)A B""'O .Y dado que a• :ta>o para todo vectorª""º 

se concl.uye que A BsO • 

bl Para demos't:rar que e A•O es condici6n suficiente para la inde­

pendencia entre X' AX y C X D recurriendo al teorema A.16 pode­

mos escribi~ a la matriz A como As O A O'donde.Unxt Y Atxt 
tienen I'ango_t. Si CAsO se obtiene que CUAU'=O y por tan­

to e U/\ ü 'U = O. Como u 'u y A son de rango t se sigue que CU=O. 
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)3:3.9. 

De esta condici6n y del t:eorema 2. J ._l. se obtiene que Y=U•X 

y e X D son independientes y ?Ot' tanto X' A X =Y'/\. Y es indepen 

diente de C XD • 

La necesidad de la condición e A= O para la i'ldepen::l:er.cla entro= 

X'AX y C X D puede des:oost:rarse de la ~era siguiente. Del. t:ec:rEl!Ía 

2. 5 .1 se sigue que Y nxs = X D es una inatriz. Ge datt>s cie uta die_ 
tribución N

5 
(D'11,0 1 :E D). ?:ir ta.-.to, ?2Z"l 'todo vec1:rlr .. E:lts no 

nulo, se obtiene ~ue 

Z=XDa=Yci 

Si X•AX y C-X_D son independientes entonce~ o•X~AXO y~XD 
tambi~n lo son y por tanto para todo vector • -no nuio, 

Z'AZ=a'D'X'AXDe es i.~pendientede. CZ=CXDa. Del. teo1'!:_ 

ma 3.2.3c se obtiene 1a condici6nt.íl•o•l;o .. )CA=O y dado~ 
:E es definida positiva .. 'D':&l>_a > Q dedondef:inalmente CJFO.; 

- ~ - . - -

DISTRIBUCIÓN E INDEPENDENCIA DE ALGUNAS FUNCIONES DE l'IATR.l. 
CES CON DISTRIBUCIÓN WlSHART. 

En procedimientos de-- "selección de variabl.es en. An&l.isis D_iscrinina~ 

te utilizando t~cnicas .je Análisis de Varianza., resu1ta ~n~iu.c:r".;..:. 
·da la distribuci6n de ciertas funciones de subma:trices de u:namatr.ü: 

con distribución Wishart, ya que resul.tan en estad1sticas _de ~ella 

de igualdad de medias e_n distribuciones condicionaies. E:l. s~em.­

te teorema resulta de utilidad en este sentido. 

TEOREMA 3.3.1.1..- Se.a M -Wp(:E.n) 1J 4~ 

.. 
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f 

M 
fM1¡ 
! 
LM21 
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dende. lli.j y 2:i.j Ue11~111 dime.~~i.·6.i pi xpj tci~e.6 qtLe. p1+p2 =p, µi e.6 

de d.i.n.e..i:.4.i~"" pi. rt· de.~.ú11:U110~ !I~ .1 ~ !:o:>..i como 

· •I •:u.~ ~ vpa Cl:n. a. n-p1) f e..& .Ude.pe.11d.C:e.n~e. de. (Mu , Mu l 

fl) S.i. J;~=:I) 1t11:~011c~' Ka-llu.•= ll:a Mu Mu - W ' (l:22 , P iJ. Y M21 Mu1 
.. l112 ,·,· 

P2 · 
lln ' 'I &u." ~(lat ücle.pe.adie.•~e.:1. 

a). CCll!:O 11-vp (%.a}. est:a matr:i::r. a.3..ea1:oria 

:¡os de una. ~:t::riz X con observac.ion.es 

'ti'i.¡juei.én ·~<o..-E> come· sig¡¡¡e 
.... 

puede es.cribirse. en t€ru;i­

independientes de una dis~ 

(3.3.9) 

·dclnde X= (Xi:..X:;:). La !!llilltriz 1122.1 a su vez 

té=:i' .... os .zre·1as .subma'trices de :x•x como 

·puede expresar.se en 
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X~[:I-X1(X; X11-•x:1xa 

(3.3.10) 

es cero y j¡b()r ~ant:o 

Las matrices Xa y 

donde C=:I-X\ ex: Xa )- 1 x; • E1 producto Xic 
K22.1 = x:.1 C X2.1 donde X2.1"" X2-X1 1:111 l:u • 

x2o l en· tt!rminos de X pueden escribirse COlllO 

La matriz A'J:B es 1a matriz nu1a, ya que 

-1 

:(l:u, l:u) [-l:n J: :En ] 

- ·- -·~- ._, ":'·" ~ . 

o 

.. · .. · 

y· por tanto de1 teo~ 2. 3. 1 se deduce oque Xii y¡ X:¡z.ll SCJlll]) inde­

pendientes: Cc:ao X es una l:llla'ltriz de d4t:cs de lUllllla dis1tri~Ullic:i.ón 
WP(O,J:) • ~· es una ~trio: de datos· de uma lis1tr:ib=:i6n •pafll .. J:aa> 
y utilizando el 't:eoreiaa 2. 5. 1 se puede c~ear <l!lUie ~.11 <1:s wa 

matriz de datos de una distribuc:i& 8p
2 

(0 0 ::Eu.,a). IC<OJmC> X:R.u es 

:i.ndependiente de x 1 · se obtiene oque <t:0ndic.iomiaurn® a ltu lf:ii.jja,, X,,. a 
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es una matriz de datos de la .jistribución NP
2 

(0,2: 22 .i) y .además 
dada la matriz X¡, la matriz Ces una matriz de constantes que 

satisface C 2•C, C•C' y su rango coincide con r~rango(W)tr(W)= 
n-p 1 por lo que ~tilizando el teorema 3.3.9 se deduce que dada 

X1 fija, 

Como la distribuci6n de Mzz.1 condicionada a X1 no depende de 
Xi, se sigue que esta distribuci6n condicional coincide con la 

correspondien-ce distribuci6n marginal .Y por tanto M22,1 es ind~ 
pendiente de X1 y en consecuencia tambi6n de Mu•X: X 1 • Para 

demostrar· ra independencia entre Mu.1 y Mi~ bas-ca utilizar t:?l 
hecho de que nuevamente condicionando a Xi fija J.as matrices e 
y I-C son matrices constantes que ·sat~sfacen C(I-C)'•O , por lo 

. que_ util.izando el. teorema 2. 3 .1 se .obtiene que. d.ada X,, las ma­
tricés C X2. 1 y ( I-C) X2.1 tienen distribuci5n independiente de don_ 

de se sigue que dada X1, las matrices M22.1 • (C Xz.1)' (C X2.1) y 

(I-C)Xa.1 tienen distribuci6n independiente. Como M22.1 es. ·inde­

pendiente de Xi , se obtiene que M22.1 es independiente de 

\X1 • (I-C)Xa.1} • M&s aGn, puesto que Mn•Xl X1 y Mu•XH<I-C)~.1 + 

X1 :z:;! 2:12 ) • x: X2 se obtiene que Mia.1 es independiente de CM11,M12l. 

bl Utilizando l.as relaciones (3,3.9), (3.3.l.O) y la condición.:t12.,;·o 

se obtiene que 

Mu-Maa.1 = X~(I-C)Xz 

(Xz.1 + X1 J:~ Z:1zl'<I-C) (Xz.1 + X1 l:";.~ ::Eul 

Xl_ 1 u-e> X2.1 

• x:.1 (X, (X: Xi)".' 1Xl>Xz.i 
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La matriz X 1 (X; Xl>-•x; es sim&trica, idempotente y de rango p1 

y como dada X1, X2. 1 es una matriz de datos provenie~tes-de una 

distribucil>n HP
2 

(O,:Z:22l cuando :Z:u=O; del. teorema 3,3.9 se sigue 

que dada X1 fija, M22-M22.i - WP
2 

(E22 ,p1). Por el. teorema 3.3.lCa 

dada X1 fija, 1.as matrices M22.·1 y M22-M22.i son independientes, 

ya que e (I-C) =O y como las distribuciones condicional.es de Mu.1 

y M2 2 -M:z. 2 .i no involuc;ran a X.i se deduce que Mu.i y M2::. - Mu.,1. son i!!_ 

dependi~tes y que la distribuci6n de (M22.i • llu -Mtt.i) es i.nd~ 
pendiente de X 1 y por tanto de J11, de donde 1.as tres aatrices 

H22-M22.1 • Mu y M22 .1 son independientes. 

3.3.10 •. LA,DISTRIBUCIÓN DEL DETERMINANTE DE UNA VARIABLE WISHARTCOO 
PRODUCTO DE VARIABLES X a • 

El siguiente teorema describe la distribuci6n de l•l cuando • 

tiene distribuci6n Wishart. 

TEOREMA 3.3.12. Si. H-w (:E,il) f1 n>p u..toacu l•i .U.ue düt4.i.&u~ 
p . 

ci.6n i.gua.¿ d ¿4 de IEI vecea eL p4oduc..to de p va~~dbLea .üadepeacf¿e!!. 
..te4 con di.a~JLi.buci.6n X2 con g4ddoa de Li.be'l..ta.d n.n-1 ••••• n-p+1. 

DEMOSTRACI~~;. . ~ demostraci6n se harS. por inducción sobre p. Por 

el corolario 3_-3. 7 si •u -w1 (o:J. • n) se obtiene 

Supongamos que el. teorema es v&l.ido para p-1; es decir,, sea 

Mu - Wp-l (::Eu , n>_ .donde IMu I puede ser expresado c::omo 

0.3.ll) 

donde .las variables Y1,.~ •• Yp-t son independientes Y1 Y;;c-x~-f.+-llª 
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Sea M-wp(l:,n) donde 

[
Mu Mu. J [ :Eu 

M • M21 . M22 y :E• :f.21 

:!:12 J 
:E22 

por el. .teorema 3.3.J.la Mu tiene distribuci5n independiente de M22.1 = 
~ . 

M22-M:uMuM12- wi<2:22.1 ,n-p+l)~ Del teorema A.2e y (3.3,11) se ob-

tiene 

h•I· IM11l IM22.il• IE11IY1,.· •• ,Y ,IE22.1IY p- . p 

• 1 :E 1y1 , ••• ,'Y p 

donde Y
1 

• ••• ,YP son independientes y Y:¡_ -x~-i+ 1 

COROLAIUO 3. l.12. 1tie.mo4.tJt11c.Un 11t.te.JÍ.n11.t.lva del .teo11.e.m11 3. 3. 11 • S.i. 

11;.. W~ l:Z:~n) 1J 1\ > p • tli ill11.t.1tú· M u de.6.ln.c'.1111 po~.lU.v11 con p11.obab.i.t:i­

d.ad. 1. 

DEMOSTRACXON. Del.a definici6n 3.3.l M p~ede escribirse como. X'X de 

donde se sigue que 4 M 4 • Z 'Z > O con Z• X4 • Para demostrar que 

a. '11 a• O impl.ica que 11• O basta ,de~ostrar que 1.M 1 + O. Para esto obte­

nemos que si n>p P(IMI >0)•1'!11 P (Y 1 >0/Y1 -x~-i+i»•l de donde se 

sigue que 11 es definida positiva con probabil.idad l. 

3 .J. 11. DISTRlllJCJ{JN DEL OOCIENTE DE DETE"'11NANTES DE VARIABLES WISHART • 

TEOREMA 3.3.13. S.i M
1 

-wP(:!:,m) y M2 -wP(:E,n) 4on .inde.pe.nd.ie.ntu, 

c.ua.rtdo m > p y n > p e.n.tonc.e.4 
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p 

~.é.e.ne. d.i.4~~.i.buc~6n p.ot.opo.ot.c~on4t a ta. de.i~1 zi donde. Z1, .••• zp 4on 

~ndepencUen~é.4 y ~a.te4 que. z 1 - F (m-i+l ,n=i+ll i=1, •• ,p. 

DEMOSTRACJ:ON. Por el.. teorema 3,"3 •. 12 podemos escribir 

IMJ. l. -
p . 

ll;I iy1x1 X -i. X
2
a-i+1 i=1 •••• ,p .. 

IM2 I - IEI 1Y1Y:1: y - x2n-i.+1 iz1 ..•• .;p .i 

donde X1 1 ••• ,Xp son ind.epen~ientes, Yi.••••yp son i~dependientes y 

p()r ser M1 independie'lte de M2 se obtiene que Xi. y Yj son ind~pen":' 

dientes para i,j-=1, ••• ,p. Por e1 teorema 3_-2.~b 1a variab1e · 

z "'(n-i+1) ~- _ F 
i m-i.+1 Y'¡- Ca-i+1, n-i+1) 

de donde se deduce que 

3.·3.12. DISTRIBUCIÓN DE LA INVERSA DE TRANSFORMACIONES LINEALES. DE 
LÁ MATRIZ INVERSA DE LA DISTRlBUCIÓfUflSHART, 

·TEOREMA 3.J.14; S.i. Jl-NP(:Z:,n) IJ Akxp ~4 ruta 111~z de. .ot.ango k e.n­

~oncu 
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DEMOSTRACXON, Sea. Cpxp=(B',A')' donde B(p-k)xp es cualquier matriz 
tal que Ces de rango completo. Por el teorema 3,3.6 se obtiene· 

que 

La mátriz w- 1 puede escribir.se como 

[

B ,.- 1 B' 

= A M- 1 B' [ 

w11 ~12 J 
w21 wzz 

Por e1 teorema' A.3d, 1a matr:?iz N22 puede escribirse en térnÜ.nos .de·: 

1as submatrices·,.de W ·como ·,: 

y de1 teorema 3,.3,"lla se deduce que 



3.4. LA DISTRIBUCIÓN T 2 DE HOTELLING, 

3.4.1.INTRODUCCIÓN, 
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En esta sección se discute la distribución de funciones de 1a 

forma X'M- 1 X donde X tiene distribución Norma1 y M tiene distribu­

ción Wishart independiente de X. La siguiente definición caracte­
riza esta distribución. 

3,4.2, DEFlfllCIÓN DE LA DENSIDAD T2 DE HOTELLING, 

DEFINICION 3 .4 .1. Si. .l.a vall.iable. z puede e.4c.1t.ib.l!t.5 e C.Oll!C mX' M- 1 X 

don.de X y M .t.i.e.ne.n d.ii..t1t..ibuc..i.ane.4 .i.nde.pe.nd.ien.te.4 NP(O,I) !fWP(I,m) 

lle.4pe.c..t.i.vame.n:te, 4e d.i.ce. que. z .ti.e.ne· tuta d.i.i..t1t.i.buc.i.6n T 2 de. Ho.te.tl.útg 

c.on pa11..ime.t1to6 p y m. Palla 4.úllpl.i.6.ic.a11. 4e. ab1t.ev.i.a z - T 2 (p,iB.l. 

3.4.3, RELACIÓN ENTRE LA DENSIDAD T2 IElfJTELLINGYLADENSIDAD WISHART, 

TEOREMA 3.4.1. S.i. X -NP(p,l:} y M-WP(~,m} .t.iene.n d.i4.t/l.i.bu.c.i6rt -ind!_ 

pe~d.ie~.te en.tonce.6 

m(X- ji)' M- 1 (X- i&) ...; T 2 (p,m) • 

-1/2 
DEMOSTRACION~ Por el. corol.ario 2~2.1 Y= l:. (X-p) 

teorema 3.3 .• 6 se· obtiene que W= l:-ilz M. ;¡;-il2 -w (I m) 
p • 

··de Y.· -De la definición·· a•" ,·l. ·se sigue que 

NP (O•'.[) y del. 
independiente 

COROLARIO 3. 4 .1.; Si. X· 1J S 4on rt.l.. vrt.c:.to't de. me.d.ia.4 ':J la. 111a.t:Jt.iz: de. co­

va11..i.anza4 ob.te.n.ida4 de. u~a •ue.a.t11.a a.t..e.1Lto11.i.a de -Ul•aña n de u~a d.i.4-

.t1Llbuc.i6n NP(p;l:) y Sn= n~l S e.n.tonce.4 
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(n-ll (X-µ)• s- 1 CX -¡t) -=nCX -.1') sú
1 ex -µ)-Tz (p,n-ll 

DEMOSTRACION. Del teorema 
rolario 3.3.3.l se obtiene 
La independencia entre X y 

tuyendo M=nS, m=n-1 y X-µ 

tiene el resultado. 

2.2.2 se obtiene que X-N (µ,.!I:)ydelco-
P n 

que la distribución de ns es WP{l:,n-ll 
s se sigue del corolario 2.3.l. Substi­
por n i/2 (X - µ) en el teorema 3 ;4 .1 se ob-

3.4.4. RELACIÓN ENTRE LA DENSIDAD T:DE HOTELLINGYLADENSIDAD F, 

La distribución T 2 de Hotelling es proporcional a la distribu­
ción F. Su relación la establece el siguiente teorema~ 

TEOREMA 3.4.2. Si z.-T=(p,,m), e.n.tonc.e.6 la d.i.6.t1t.i.buc..L6n de. z u 

.lgua.t. a la d.l6.t1t..lbuc..l6n de. m p/ (m-p+l) Y donde. Y .t.le.ne. d.i.A·.t:1t.i.buc.i.61t 

F de. pa.1t..1t11c..t1to6 p y m-p+l. 

DEMOSTRACION. Sea. Z una variable con distribuci.6n T 2 de Hotelling 
con pardinetros p y m • Por la definición 3. 4 .1 Z puede escribirse 

como 

Z== mx• M- 1 X (3.4 .1) 

donde X-NP(0,1) y M-WP(I,m) independiente de X. Más aún, la varia 
ble Z puede escribirse como 

(3. 4. 2) 

Por el teorema 3,3.1~, haciendo A=Xi se deduce que para un vector X 

fijo, 



de donde por el teorema 3;3,7 dado X fijo 

V 
(X 'M-1:iC)-1 

(X'X)- 1 
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Como la distribución de V no depende de X se deduce qUe V es indepe!!. 

dient_e de X y por tanto la distribución marginal de V es precisamen­

te x!-p+
1 

Utilizando la ecuación (3.4.2), el. valor de Z puede .es­

cribirse co:nc Z=m v- 1 X 'X. nDado que X -.NP (O,:[), por el corolario 

·3.2.3 se obtiene que X'X=.E x 2 -x 2 y del teorema 3.2.lfb se sigue 
i=1 i p 

que 

Y= [m-rl] x•x m-p+l 
-:;¡-= p 

La variable z con distribuci6n T 2 (p,m) definida· en (3,4.l) puede es­

cribi~se en términos de Y como Z= ~1 Y de donde se obtiene que . m-p+ 
en una extensión de l.a notación T 2 (p,m)= _!!!E_l F 1 • 

m-p+ p,m-p+ 

COROLARIO 3.4.2.l. S.i. x-Hp(p,::&) y x-wpu: •• 1 Ue.1U!.ll d.i.4.t;Jt.i.bu.c.i.IJ11 

.i.nde.pe.nd.i.en.t;e en.t:once4 

m-p+l. (X - 11) 'M- 1 (X -ial - F 
p p,11t-p+l -

DEMOSTRACION. Por·ei teorema ·3.4.l se tiene que 

m (X- I') ' M- 1 (X- I') - T > (p, m) 
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y del teorema 3,4,2 se sigl'.e el. resuJ.tado. 

COROLARIO 3.4.2.2. SL X y s 60n el veczo~ de medLa6 y la maz~iz 
de covaALanza6 obtenida~ de una mue6ZAa aleatoALa de zamaRo n de 
una poblaci6n NPCµ,~) enzonce6 

~ (X - ¡.i.) s- 1 tx - ¡.i.) - F 
p p,n-p 

DEMOSTRACION. Del ~orol.ario 3,4.l se deduce que 

(n-1) c.x - j.&) 'S- 1 (X - I') - Tz (p,n-l) 

y del teorema 3.4.2 se sigue el. resul.tado. 



3.·s. LA DISTRIBUCIÓN /l. DE \'IILKS, 

3. 5·. 1. INTRODUCCIÓN. 
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La distrllilci.6n A de WilJcs representa la ext:ensi6n 11U1tivariada de la distr.i 

b.lcilSn Beta. Su apl.icacilSn se encuentra principalmente en técnicas de Análisis 

de Varianza Mul.tivar.iado, específicamente en el contexto de ~ebas de hipótesis 

de igual.dad de medias de distribuciones Nornales :C).:ltivari.adas. En esta sección 

se anal.izan algunas de las propiedades de esta c!istr:i.~ución y sus relaciones con 

con l.as distribuciones Beta, F y x 2• 

3.5.2. DEFINICI{:N IE LA ~UlAD LAMBDA IE WIU<S. 

DEFXNXCXON 3. 5 .1. Sean W1 1J ~ 2 llll1tlt.(c.e.& a.t.e.aio.wz.& con d.U..t.Jt.i6uciou& . .u.de.­

~ Wp (X,m) !/ Np (:I,n) Jt12.6pe.etivuientt. COll_ a;>p. Si ta. l/llJt.<Cablt. X piede. 

UCJt.ihiJt4e. COlllO 

IW1 1 . 1 -1 ,-1 
X= = X+W1 '!fa 

!\·Ii+!'2I 
4t. dice. que. .tiene. diA.t7t.ilx.tc.i.6n. A de. W.i.t.Jl.4 con. ~04 p,m IJ n. Pall4 .e.ú1pti: 
~.icaJt· 4 e. u.t.i.l.i:z:.a l.cx na..tac.i6'n. X -A(prm,n) • 

p 
La variabl.e X puede escribirse COllXl X=.Il (1+l..)-1 dande l. 4 , •••• l. son los va 

• . -1 1-;;;'I 1 • . p -
lores propios (no negativos) de W1 !'f2 de dcndé ~ sigue que X tana. valores entre 

oero y WlO. Si Jii;;i.·p. 'll'X' el. teorera 3.3.1 1a ma:t:riz 111 es defWda positiva mn 

~ilidad 1, ¡iór l.o que e5 de rango canpleto y existe wl1 
CtXl probabilidad. l.. 

justificando de esta manera la r.epresentacl&i X• h:-wi' 1 '!f 21- 1
• 

3. 5. 3. UNA PRCl'IEDAD IE IOOAl..DAD EN LA DlstRIBOClfJt ~ IE NIUCS. 
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donde W1 y w, son indepó'ndientes con distribuciones Wa (I,blyWa (I,c) respccti_ 
varrentey:>.. 1 , ••• ,:>..ason los valores propios de w"j" 1w,. Cor.:o wl 1 existe 

con probabilidad 1, el número de valores propios diferentes de cer~ 
es igual al rango de w, y Z puede ~scribirse como 

(3.5.l) 

Como W2 - Wa(:t,c) podemos escribir W2= X'X dond~ Xcxa tiene rango e 
con probabilidad l y por tanto existe A=(X X•¡-ih X con probabilidad 

l. La matriz ·A satisface las condiciones AA' =Ic y· X= XA'A de don­
de se deduce que la matriz 

w1 1 W2= w1 1 x•x.. w'i 1A'AX'X A'A 

tiene los mismos valores propios que la matriz 

B- 1 C=(A WÍ 1 A') (AX' XA') 

Por el teorema 3.3,l~ se obtiene que para una matriz X fija, 

Como la distribución de B no depende de X se deduce la independencia 

de las matrices B y X y por tanto la independencia de las matrices 
B y C. P-sra demostrar que C tiene Q,istribución Wishart obse.rvamos 

que C=A X'XA'~XX' y como todos los npelementos de X tienen dis­
tribuciones indepen.dientes N (O, l) se sigue qu_e C - Wn (:t, Pl • De 
(3.5.l) y puesto que W} 1 w2 tiene los mismos valores propios que 
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s-'c se sigue que z - J\(b,b+c-a~a) y por tanto A(a,b,c)= A(c,l>t<:-a,a) si 

e <a. P.:tra demo~trar el. teorema observamcs que si n.;; p en-conces 

A(p,m,n) = A(n,m+n-p,p): mientras que si n > p se deduce que 

A(n;m+n-p,p)= J\{p,m,n) final.iza la prueba. 

3.5.4. MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION LAMBDA DE WILKS Y ALGUNAS RELA­
CIONES CON LA DISTRIBUCIÓN BETA, 

La densidad A de Wilks admi-ce ,diversas repr.esentaciones con base 

en productos de dc::i.-;idad-=s ·Beta. La siguiente definición y los -ceore 

·mas 3, S. Z '' 3 • 5. 5 establecen '1a.s relaciones. 

DEF:INICION 3.5.2. S.i. X U 1.utll v11.it.C:11bte. 11.te.a.to11.:.i.a 'con dú.t11..lbuc.l6n 

Se..tit. de. P!'.l-:t<frne.t.1t0>4 a y 13, 4U 6unc.C:6n de. de.nl>.C:dad u.t<f dada po11. 

do11de 

(l. - x) 11 - t : ll 1 /J > 0 1 0 < X < l ·'-

rtt)= r- ILt-l~(-11) dt.q t>O 

• 

·u · f.a 6·unc.idn Ga- .e.vA.t.u.cida. e.rt t. Po.it conve.n.i_e.nc.la l> e. u.t.C:.t..li.a ta. 
no.tac.l5n. X - BCa.J). 

TEOREMA 3.S.2. S.,( X-B<•.n d: v11t.o.it t.llpe.11.ado de. xh e.6.tcl da.do po11. 

Ecxhl= ·r(•+ll) rta+h) 

l'C• > r <• +h+O > 
h• 1.2, •••• 

DEMOS.TRACION. E:l valol' esperado de xh está dado por 

(3.5.2) 



_r~<~'"-+~ll_>--x'"+h- l 

r< .. > rul} 
(l-x)IJ-l d X 

r (ct+IJ > r (o+h) 
reo) r (o +h+lf) 

r c11+1l > r (et+hr 

¡:(et) r (a+h+~) 

f
.l . 
rt .. +h+IJ» 
r(a+h) rtlJ > 

o 

x'"+h- 1 Cl.-x}lf'-i, d x 

· . puei;ito .. que ·el.'. integrando resul:ta l.a densidad: cl:e un& varial!l.:l!.e c.o.n 

distribuci~n B(et+h,lJl. Como X toma val.ore·s entre ciero. y uno·., del. 

teorema l.. 2. 3c se sigue' que l.os momento.s de.f ini.d:os en ~ 3;. s,. i}I d:et:.;ir· 

minané de manera· Gnica l.a d.ist'I!ibuci6n de X. 

TJ::ORE~ 3.5.3~ S.i. X -B(m .. n) 

DEMOSTRAC:tON. De 1a dr;>Jfinici6n 3 ~S. 2.. y; elL. 1teorema ·de éaími:icoi de, va­

riabl.e se sigue que l..a. densidad de i: e·st& dada. ·por 

·rcn+mi' 

rtnll"«m~ 

na 
(n zo+al 2' 

[ r-1 .. ___ , 
n .. z.+m \ 



de donde se sigue por :la defi.nici6n 3.2.2 el. resu!:t:ado deseado. 

TEOREMA 3.5.4. S~a. y-A<p.•.n) r/ k(•.p) d.e6-ü«:d'ir. pq.Jt. 

··,_-, 

DEMOSTRACION. Como Y - A(p.a.n) • puede eséll"ibirsa 

donde . lh - Wp (]:·.a) , W:z. -vp (X.n) y l.as ma1trict::és v.: ·y-v2?--1tie>i:tett.. -~s;1tri 

buci6n independiente. !::t valor espera.do ~e ra ¡wiede c:::aLIL~ -;;;;:. 
lllO. 

con fv
1 

hr1) y g~:z. (v2) l.as densidades de ll&s wariablles; Wl¡¡v((lJ:,.miJi '$' 

W (l: • n) eva1uadas en v11 y w:z: respee1tiva:mernrtt:e. Es il:l!lle<l'.iait:OJ ooser--

v!r que lwilh .f (vn) es poropa.rcianat. a Jl.a·densida.d fn C<w11)) de u:r.ra 
V ~ll 

variab1e WP (I,a+2 b) eval.:uada ett vn. M'á:s; espe<i::Üic::ctme·r:nt.e,, 
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En consecuencia~ 

k_tm+ h.p) I f lw1+w2 l -h h (wil g Cwz) d w1 dwz 
W¡ · WZ . 

:c:n.~ram.ente el. producto h,.,
1 

(wi) gw
2 

(w2) representa la densidad conju!!_ 

t:a de .:ios •.11ariab::les independientes con dens~dades WP CI;m+2h)' y W~(I,n) 

respectivam.ente" evaluadas en w1 y w2 • De esta manera si se define 

~W1 + 'b ·se obtiene que 

'E(Yh) k(m,~) . EC!wl-h> . ª k(m+ h,p) 

· Del. 'teo:rema. · 3 .l.B se sigue que W - WP·(:t, n+m+2h>. y entonces 

donde l:.(v) representa la densidad Wishart·con matriz de escala I y 

lwl -h . 
~2 h grados de l.ibertad. Observando que k,;, {w) . es propC)r-

cional. a 1a densidad WP(I,a+n) se sigue que 

h k(m,~)· 
E(Y )a k(m+ h,p) k(m+n+2h,p) f i,.,(w) dw 

k(m+n,p) 

donde 11:;..Cwl es- 1.a densidad WP{I,m+n) por lo que se deduce que 



ECYh)= k(m,p)k(m+n+2h,p) 
k(m+2h,p)k(m+n,p) , h=l, 2' ..• 
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(3.S.3) 

Como Y toma valores entre cero y uno, el teorema l.2.3c garantiza 

que los momentos de Y definidos en (3.5.3) determinan su distribu 

ción de manera única. 

TEOREMA 3 .5 ~s. Se.et Y-:- A(p,m,n) • ~et vet11..C:ab.le. Y .se d.i.s.t11..ibuye. como 
.P . , - ~ • 
i~l -ll:i donde zlr ••• ,zp 40ll vet-'..C:ab.fe.a · .l11de.pc.nd.ie.n.t'l!.-6 Y. 

.zi-eUm+l-iJ/2,n/2) · i=l.,2 ••••• p. 

DEMO~croN. ?or el. 'teorema 3.s .... el. val.ar esperado de yh puede 

escribirse·coma 

1 . 1 
E<Yhl=.fi. rr2tm+l.-U+hJrl 2 (m+n+l.-i) 1 

i.=
1 .r l~~m+l.-U J r l-i<m-t<n+l-i > +h 1 

Del. teorema 3 .s.2 se obtiene que el. val.ar esperado de z~ e·st~ dado 
l. 

1 . . 1 . 

ElZ~).: 
l. 

r l 2l .. l.-i)+h J r l 2 hn+n+l.-i).J 

r 1 t<a+i...:u1 i:1 t<a+n+l-i) +h J 

de donde se dedu~e que si N= Z1Z2 ••• zp. 

Como Y y W tienen ios mismos momentos y san variables .acatada' 

.deduce que tienen l.a misma distribución. 
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TEORÉMA 3.S.6. Sea y-A(p,m,nl y Z:, ••• ,za+l va11..labi.e.6 cott d.l.6.tll.i: 
buc.i.6n .lndepend.len.te donde. Z. -B(m+l-2i,nl i=l, ••• ,a y Z' 1 -

1 1 iL a a+ sc2 cm+l-p] ,n/2). Ve~.ln.lettdo U=i~,z~ y V= za+li~,z~ .6e ob.t.i.ene 
que 

al S.l p=2a, i.a.6 ua.l!..labl.e.6 Y y u .t.lenen i.a m.l.6ma d.ib.t11..lbuc.i.6n. 

bl S.i. p=2a+l, l.ab va11..labl.11-b Y y V Ue.ne.n la. rn.lbma d.Ut11..lbuc.l6n. 

DEMOSTRACION. · 

ai El val.or esperado de, Uh puede ca:l.cul.ar'~e utilizando el. teorema 

3;s.2 como 

. ·' '· ,, J1 r (m+n-2i+l) l'(m+2h-2i+1l 

i=1 rcm-2i+l)r(m+n+2h-2i+l.) 

·y del. teorema A. 20. se sigue que 

1 1 . 1 . . 1 . 
E (Uh)= a l'.l2Cm+n-2i)+l.) r¡ 2bntn-2i+lllrf2(m+2h-2i)HJr[2(ml·2h-'2i+l.)] 
.. . · .. D ... 1 . . . 1 1 · . t ·· 

1•1 1'(2(Jn-2il+ll r1 2 (m-2i+l>J r12 cm+n+~2i>+11r1.2<mtn+2h-2i+Ul 

= . p rnc~n+l.-'iHl'l2<m+i-iHhl . {¡ rt 2cm+n+-1:.u1 r1'2bnt1-i>+hi 

[ 

1 1 ' 1 ·1 

n .. 1 . 1 . 1 . 1 · 
. i=1,3 ••• r12cmt-J.-:ill rt 2<mtn+1.:i>+hl]P2,4 •• .r12Cm+l-ill ri2cm+-n+1-i>-t111 

de donde se deduce. que 

1 ' 1 
·Ecuh>=. P r12<m+n+l-i>Jr(2· (m+-l-'il+hl 

n , 1 (3.5.4) 

i=1 re 2 CmH-ill ri 2 Cm+n+l-'il-th l 
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·del. teorema 3.5.5 se obtiene que E(Yhl= E(Uh) de donde se sigue 

por ·e1 teorema· 1. 2. 3c que Y y U tienen la misma distribuci6n. 

bl Si p=2a+J.. del. teorema 3."S.2 se deduce que 

, .. 1 
r l 2 la+n+l-p)) r ( 2 bn+l'-p) +h) 

. 1· 1 
r 12 (a+l'-p)) I'[ 2 <•n+l-i>l+h 1 

Dé C3~S.!Jl y el. teorema A.20. se tiene que 

1 1 
[{yh),;.ii I'[~ (lft+n+l'-i>J~t2 (lt+l-i)+b)' 

i=t 1',l 2 (m+l-i>l r (2(.+n+J.-i) +h J · 

de donde se concluye por el teoreea. 3."5. 5 que ~y V tienen J.os 

m.iSlllOs momentos y del teorema 1. 2. 3c ·se sigue el. r·esÚJ. ta do. 

3~ S~S. IEúlelllESeaRE LADISTRllu:t&H.Nm\DEWILXS Y LA DlSTRIBOCJ~ F .• 
Al.g--inos casos particul.ares de 1a distribuci6n /\. de Wil.ks puede·n 

.'ser expresados en tlSminos de la distribuci6n F. El teorema siguie!;. 

te ºestal::>J.ece l.a equival.encia entre las distr.ibuciones •. 

'l'BOJIDI& 3.5.1. L.u d.i.6~bu.úoae..a A de. w..i.tu !/ F .611.t.U &aee.n tu .6.i.­

gue.a.t:e..a itdac.ioau 

ª' 
1- /\. (p,a,l.) 

A (p,a,l) 
_e__ 
•-p+l 

(3 .S .S) 



bl 

. e) 

d) 

l.- A Cl.,m,n) 

A(l.,m,n> 

l.-/ A (p,ro, 2) 

I i\ (p,m, 2) 

l-1 /\. (2,m,nl 

IA (2,m,n) 

DEMOSTRACION. 

n 

m 
F n,m 

m-p+l. 

m-l. 
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(3.5.6) 

F 2p, 2 (m-p+l) (3.5.7) 

F 2n, 2 (m-l) (3.5.8) 

a,I Sea x-A(p,m,l.). Del. t_eorema ·a:s .• l. se sigue queX-A(1,~l,p) y 

por el teorema 3: s. s la variab1e X tiene distribuci6n · 

B{ (m+l-p)/2, p/2} • 

. Del teorema 3.S.3.se deduce que . :; 

b) Sea x- AÜ,m,n). Del teorema 3.;S.1. se· sigue que:X-A(n.~1;u y 
por e1 inciso a) se obtiene que 

y .. !! . (.. !=!.... > - F 
n · X n,• 

e) Sea x-A(p,m,'2).· Del. teorema 3.;s.1 se obt.iene quex-A(2·,Jll4'2-p,ply 

por el. teoreina 3.;S.6a se sigue que .f'X-.e.(m+L-p,p). Utiiizando 

el. teorema 3-._. S. 3 se concl.uye 'que 



Y= m+l-p 
p 

de donde se sigue el resultado. 
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F[2p,2(m+l-pll 

di De1 teorema 3.5.6 se deduce que /"X - B (m-1,n) y utilizando 

el teorema 3.5.3 se sigue que 

Y• !!!::! n !=.!CL l F rx - ( 2n, 2(m-1)1 

lo cual demuestra el teore~a. 

3.5.6. APROXIMACIOt~ES ASINTÓTICAS DE LA DISTRIBUCIÓN. LAMBDA DE WJIJé;, 

La distribuci5n A(p,m,n) ', en los cas.os en que n> 2. y p >2, si m 

es grande, puede aproximarse mediante la 'siguienterelacioo(Bartlett,1947.). 

-{m - -
2
1 (p-n+l)} tn. A (p,m,n) - x 2 

np 
(3.5.9) 

cuando m-"" Rao •. C.R •. propone una aproximaci5n a1terna1:iva que puede 

consu1tarse en Rao(l973, p!g.556), La·a~~ol<im~ci6~ ~~tl!i definida por 

donde 

Q "' 

Q 'Y-2 tJ ) 
pn 

1/'Y 
1 - A (p,m,n) _ F 

Ai/'Y (p,m,n) pn,2-r-20. 

, 1 
m- 2 (p-n+l) 

1 
4 (p n -2) 

(3.5.10) 
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4.1 PRUEBAS SOBRE UNA POBLACIÓN, 

4.1.1.lNTRODUCCION, 

105 

En esta sección se presenta el desarrollo del contraste de algu­
nas hipótesis relativas a los parrunetros de una poblaci6n Normal Mul 
tivariada. ~s contrastes de hipótesis que se presentan en esta sec 
ción ~ara una poblaci6n Np(ll,:Z:) corresponden a los siguientes: 

H • ... c11 = fl.G 1 :E conocida 

Hb: e,.= fl.ct ¡ J: desconocida 

H. • e· 1: :E~ " conocida 

riel: :E i:. 1 " desconocida 

. He: C,11.=110 : :Z:"' :Z:o. 

ªé 1:12 ... o ,. desconocida 

El contraste de hip6tesis tales.como Ha '.l He es raro en la práctica, 
ya que son poco frecuentes las situaciones en que se conoce con ab­
soluta certe~a un par!metro de la distribución. Sin embargo, los 

· éontrastes han sido desarrollados por .que· revisten·aspec:t:os cie"inte­
rgs desde un punto. de vista te6rico. La hip6tesis alternativa eleg! 
da en todos los casos corresponde a la neg~ción de la nula correspo~ 
diente y la t'cnica. em.pleada en el contraste de las hip6tesis es la 
del cociente de verosimilitudes generalizado. 

En diversas ocasiones resulta dtf icil determinar· la distribución 

asociada al cociente de verosimilitudes generalizado. En estos ca­
sos es conveaiente utilizar un resultado asint6ti~o general. Este 
resuitado se establ.ece en el sip:uien"t .. 
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TEOREMA 4.1.1. Se.a. X un ve.c.tolt at.e.a..to1t.io de. d.C:..e.rt.6.i6• p cuya d.i4-
.t11..ibuc..i6n de.pende. de. un pa.1tlfme..t1to 1 con.ten.ido e.n un e.4pac..io pa.11.a.m~ 

.t11.a.t n y X1 , ••• ,xn una. mue4.t11.a. a.te.a..to11..ia. de e.4.ta. d.ia.t11.~buc..l6n. 

Sean .la4 h.ip6:te.4.l4 Ho: 11 E Sl o VS H1: 11 E Sl 1 • donde. '1 o de. d.ime.n.s.l.6n r 
e.4 una. 4ub11.e9.i6n de. SlC:Rq y ll 1 =ll-0.. S.i A 11.e.p11.e.4e.n.t:a. et co­
c..ie.n.t e de ve.JI.O 4.lm.i.t.i..tud u g e.ne.11.a.l..izado a4o c..la.d o a..C c.on.t-'tu.te. efe. 

ta4 h.ip6.te4.i4 Ho vs H1, bajo c.ielt.t:a.4 cond.lc..ione.4 de. ~e.gul.a.Jt.ida.d p~ 

1ta. e.a.da. O ~ n,, ,-2 tn A .t-le.ne d.i4.t1t-ibuc..i6n it4.in.t6.t.icc X 2 coa q-r glt.~ 
do4 de t.ibe.11..ta.d c.ua.ndo n .t:.ie.ade. a .ia,.in.i.to. 

DEMOSTRACION. Ver Sil.vey (1970.pag.113). 
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4.1.2.PRUEBAS SOBRE LA MEDIA DE LA DISTRIBUCIÓN·NORMAL, 

El primer par de hip6tesis corresponde a 

!: conocida 

vs 

:E conocida 

donde e es una matriz de constantes de rango q .. Y· Mo es. un· vector 
.. q>1:p . 

. ·de constantes. La informaciSn. en este c·a.s·o .co"nsiste en observacio-

nes X 1 .,·-~•Xn extra1d.;_s en fcn:ma, independien~~ de un'"1 poblaci6n: 

R~(la~l:) •· otifiDiendo X'•(X 1 ¡, ••• ,Xn) como ·la matriz de datos. ·.se ob­

tiene. del teorema 2.s.1 que 

Y'=CY 1 , ••• ~Yn)= CC?<i••· ., CX0 ) 

es una matriz de datos de .una d_istriJ:>úci6n Nq.(M~ V> donde M'!"C p y 
Y=C re•.. Las hipótesis en tú111inos. de Y e qui vale·n a 

Ha.; 11 Me y conocida· -- "' _, --· ''" ·---"~ 

vs 

H!A: K "" ••• y conocida 

y la función de verosimilitud de 11 está dada.por 
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el estimador de máxima verosimilitud de1 vector de medias. por el. 

teorema 1.3.1, corresponde a M; Y. El. cociente de verosimi1it:u­
des generalizado resulta de esta manera 

A 
~·. 

~ L(M,Y:X) 
Stp 

H 
.• ..;,, , L<M.,Y: X) 
a,,.. A -

La. regl.ón de rechazo es .e1 conjunto de va1ores muestra1es. que ·satis 

i~ce~ Aa < K ó equivalentel!Íente 

·B~jo Ho,Yi-Nq(Mo,Y> y por e1 teoréma 2.2.2 Y~S~tll .. ,.~ 'I)~, l!JJt::ili­
zando el corolario 3..2.3' se obti~ne que 1a d.istri.ba<::i.~n1 d'e .:i1ai es:ta.-' 

d~stica de prueba ~ es X~ • 

' ·El segundo par de bip6tesis a. contrastar es. 

: desconocida 

desconocida. 
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donde Cqxp es una matriz de rango q y Mo un vector de constantes. 
Si X es la matriz de informaci6n de la distribuci6n N (p,~), 'por el 

p 
teorema 2. 5. 1 "se obtiene que Y= XC' es una matriz de datos de la 

distribución Nq (M, V) donde M= C f& y V = C I: C 1 • Las hipótesis en tér­
minos de Y equivalen a 

Hb: M= Mo 

B 8 : M'l"Mo 

V desconocida. 

V desconocida 

y la funci6n de verosimilitud de los parSmetros M,V .est~ d~da por 
la relaci6n (q.1.1). Los estimadores m!ximo.veros!miles ·de los pa­
rlimetros corresponden en este caso a 

-Vb_re.sulta definida positiva con probabilid~d 1 sin;;. p+l. Este h~ 
cho puede· demostrarse definiendo· Z '= rñ (Y 1-Mo, ••• , Y rí-Ko) donde Z. 

es una mat~iz de datos de una distrib~ción Rq(O,n~), por lo que uti 

lizando la definición 3.~.1, bajo Hb Vb• Z'Z -wq(n V,n) y del teor~ 
ma 3.3.1 se sigue que P(Yb sea definida positivalHb)sl. Puede de~ 
mostrarse que las estimaciones anteriores maximizan el logaritmo de 
la función (4.1.1) observando que el único posible valor de M bajo 
Ha es Mo y por tanto 

L(M 0 ,Y: Y);;. L(M,V; Y)"f MEH0 
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~ 

Para demostrar que L(Mo,Vb;Y)> L(Mo,V;Yl'I V obtenemos la diferen-

cia de sus logaritmos 

G:m:> ya se verific6,la matriz Vb es definida positiva y dado que 
. V> O ·~ se obtiene que v· 1 >O· y del. teorema A. 7c se deduce que 

v· 1 
yb;;. O. Utilizando el teorema A.15 se sigue que los yalores pro 

pios positivos de v·· 1 vb .son los mismos que los. correspondientes a 

Na V~ i/z V b V"" 1/2. .• Puede verificarse que N;;o. O , por l.o que los val.o­

res propios de y·l vb son no negativos, de donde uti.l.izand.o el teor~ 
!J!a A. 21 

y de C 1. 3. 8) se obtiene ·A> O. !'!ajo Hb u e
8 

no existen restricciones 

impuestas a 1os estimadores y por el teorema 1.3.1 ~stos correspon­

den a 
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D~ e~ta manera, el. cociente Je verosimiJ.itudes eencraJ.izado corre!! 

pondc '1 

~J. valor de vb pu~de escribirse como 

por lo que la regi6n de rechazo corresponde al conjunto de muestr:'!.s 

que satis.facen 

donde Ws S- 1 (Y-Mo) (Y-Mo)' y s • .n_ S • La matriz W tiene rango 1 
u u. n-1 y 

. .ya que 

r[W)• r[(Y-Mol(Y-Mo>'l 

r l Y-Mo 

l 

Por el teorema A.13 existe una matri=: ortogonal T tal que T•w·r=A 

:.!onde J\ es diag.onal de los valores propios de W y de rango l. UtilJ, 

~3ndo esta propiedad se deduce que 



I! +~Al P n-1 

1+~ tr w n-1 

1 +_!!_(y -MaP s- 1 (Y -Mo) 
n-1 u 
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·La. regi6n de rechazo puede escribirse entonces corno el conjunto de 

muestras que satisfacen 

T= n(Y-Ma) 'S~ 1 (Y - Jlo);. 6 

_, - . --- "• ·~--

donde bajo Rb, la estad!stica T, por el corolario· 3·;1.i·.i tiene .dis­

tribuci6n T 2 de Hotelling con parámetros q y n-1. Utilizando el 
teorema 3.·4.2 se puede comprobar que 

·t - (n-l.)q 
n-q F (q,n-ql 

de donde 

T'= (n-g)n <Y-Mol 'Su-• (Y-Ma) -F< > 
(n-l)q q,n-q 

puede utilizarse corno estadistica de prucb~ para ~1 contraste. 
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4 • 1. J:_ PRUEBAS SOBRE LA MATRIZ DE COVAR 1 ANZAS DE LA D 1 STR l B.UC l ÓN 

NORMAIL.., 

Ga. afizmiaci5n sohre l.a ca.tri~ ae covarianzas cuando l.a media de 

l.a. dí.s;tribuci5m: es conocida corresponde al. tercer juego de hip6te­

sis. 

. ·. . ,. 
' . . ~ -. . 

L.«Z:;,XJ:=((Z m )' -~p.fz_ !:&1- n;'z.e:iip{-~ ii1 (Xi.~11)' l:_:l(Xc ~) l (4.1.2)-

Ba]o .lle:: ... el!. ~t..:Wua.dor .Sxj_, ve:ros~l. de E. es Ec"' l:o por ser el. 

Wtlco1 p~'ll.e vüor de :E bajo l.a hip61:esis· nu1a. Bajo· H¿ u He no 
exis;t:e ~c.c:.iiSm: en :ta -~ia J: y por tanto . · · ·. 

Para demost:ea!I!'· "!lWl!! L( .... irJO> 'L(Jl.,J:11q para cualquier :matriz l: ob­

se:i=wamos que 1,1< es =mio.cid.a ~~ '.l.a dem>straci6n es anlloga a l.a _del e~ 

s:o d'.e.· l.a hi:pó':t:es.:ii.s:. Bb- O cociente de verosimilitudes generaliz~ 

da· resulta de e.s:tt·a manera 
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Por el teorema a¡ .1.17 la variable Wc definida como. 

donde 6 1 y 6 ; s~n , la media ari tm~tica y. ~~tr:ii.ca de :¡tas vd.a>ll'tS 

pr~¡>ios de :?:-.i ::!: tien.a distribución asintS'1tic:a z2' con t:arttos ~s 
.. de; libertad como parámetros~ to"t:alm.ent:e det:el!'r."..ir.ia:.dos baiy el:i: ].a¡ Jü.¡¡5-
.tesis nula; es -decir, } p(¡,+l}. La región d!e ~o cie S: es; efe: · 

la forma {wc > K}.· · e 

Cuando l.a media de la distribución es. des.conoc:id:a. é:l. juegp ·ue· hi:. 

,p6tesis ·.Be se .traduce en 
., .. 

,. descanoc:iaa 

fl descanac:id.a. 

La verosimilitud de p y :& est& dada por 

Bajo Bd los estimadores de m$xima 'J'erosim.lil.i:t:ud de. llas; pará!me-tras; 

son p d= X y E.j= ~o. Como :&a es l!!::t. Gni.= potibil!e walla.r de n baj<Zll 

la hip6tesis nul.a, se obtiene que ]l;.~Jt~lr.,,¡; XJ1>L,((¡11,,~:;X)' ba:.j'Ol l!éil hi­

pótesis nul.a. Para demostrar que· i::.~x~~•.r.X/:;;. L,~µ:,.l::o.;; X). basta obser 

var que la desigual.dad es U.."l; caso partic:u:Iar· de C:l:.~3' .•. 7,')• cuando-, :t°;=Ia •. 
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Bajo Hd u e 0 no existen restricciones en los parámetros y nueva­
mente por e1 teorema 1.3.1 1 los estimadores máximo veros!miles son 

" 

El cociente de verosimilitudes genera1izado asociado· a este contras 
te estS definido como 

Por el. teorema .... 1.1, l.a variab1e wd definida por 

donde 61 y i2 son ahora las ~edias aritm~tica y geom~trica de los 

val.ores propios de l:o\ S • tiene distribuci6n asint6tica x2 con 

i p(p+1} grados de libertad. La región de rechazo de Hd es de la 
forma {wd>Jt} • 
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4.1.4. PRUEBA SOBRE LA MEDIA Y MATRIZ DE COVARIANZAS DE LA 
DISTRIBUCIÓN NORMAL. 

Este contraste se establece en el juego de hipótesis 

vs· 

Si X es la matriz de datos de la distribución Npll'.%).1a fun-nxp 
ci6n de verosimilitud de "y l: se define como en (li.1.3). Bajo 

He los parámetros quedan d~terminados de manera única y por tanto 

los estimadores máximo verosímiies de éstos son precisamente je=fl.Y 

i = I: o • Bajo H u HE no existen restricciones en " y l: y por el. e e _ 
teorema l. 3. 1 los estimadores son íi= X y 2: =s. El. cociente de vero 

similitudes generalizado queda definido por 

Utilizando el teorema 4.l.l se obtiene que l.a variabl.e 

n 
W =-2btA = .2:1 OC,-!lo)' l:o1

<X--llol-nht l1:;;1 s!-np e e i= .., i 

tiene distribución asintótica X 2 con i p (p+3) grados de libertad :1 l~ 
regi6n de recha~o de He es· de la forma {we >K} • 



117 

4.1.5. PRUEBA DE INDEPENDENCIA, 

La independencia entre dos conj.untos de variables Normal.es puEo­

de ser caracterizada. contrastando el siguiente juego de hipótesis 

. Rf: ::&12 = O 1 I' desconocida 

Sea el. vector X"=<Xl ,X~) donde X1 y X2 .tienen dimensiones Pi y P2 

respectivamente. Definamos las particiones correspondientes en l.os 

parSmetros de 1a distribuci6n como 

" = [::] 
::&12. ]· 

~22 

La. ecuaci5n (~.1.1) define l.a verosimilitud de los parrunetros I' y 
:&. ··P_or ·e·i teorema 1.~.1. la .funci6n de verosimil.j,tud de " y E. ba­

ja H~ puede escribirse como 

L1(;.t1,l:115X) L2h&2,::&22;X) 

M·iximizar<ta función L(1&,:t;X) es entonces equivalente a maximizar 

por separado L1 y L~ Aplicando el teorema 1.3.l los estimadores 

~ue se obtienen son 
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111 Í:11=S11 

donde Su y S22 son 1as matrices de covarianzas muestra1es obteni­
das de los componentes de X1 y X2 respectivamente. De~esta manera 

bajo Hf , 

[
l:u O J 

o 2:22. [
Su O ] 

O Su 

.Bajo Hf UHF el. espacio parametral. no inc1uye restricciones y par 

el. teorema 1.3.1 los estimadores correspondientes son una.ve~ ~s 
P.= X y i: = s. El cociente de verosimil.l.tudes general.izad~ p~ra es~ 
te caso resulta 

La traza de i:; 1 S es p ya que 

[
sñ1 ºlfsu 

o s~~ [:.u 

De esta manera, la regié'in de rechazo puede escribirs.e como e!. con.­

junto de val.ores muestrales tales que 
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< K 

Utilizando el teorema A.2e, el valor de Wf puede escribirse como 

(4 .l.4) 

Por el corolario 3;3.9,1 la matriz ns-wp(:E,n-l) y utilizando 
el teorema 3.·3.lla se obtiene que bajo Ht' 

nSu.i=nS22-nS21 SÜ
1 

Su -w (:Ez2 ,n-1-pi) 
p~ . 

Del teorema 3.3.llb, bajo la hip5tesis nula se deduce que,n(Szz-S22•1) 

es independiente de n Si2.1 y adem~s 

Del teorema 3.3.6 y·la definici&n 3,S;J, se tiene que lá variable: 
wf definida en (~.1.4), es tal que cuando n> p+l, 

En los casos en que p1•1,2 6 pz•1,2 la prueba puede realizarse util! 
zando las relaciones (3,5,5) a (3.S,8), Para otros valores de p1 y 
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p 2 puede utilizarse la aproximaci6n de Bart1ett definida en la 

ecuaci6n (3.5.9) que en este caso conduce a 

-{n 

cuando n-+ 00 • 
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4.2. PRUEBAS SOBRE VARIAS POBLACIONES, 

4.2.1. lNTRODUCClÓN, 

As.ociados a 1a comparaci6n de varias pob1aciones se presentan 

l.os desarrol.1os cor1•espondientes a ias siguientes hip6tesis 

l:¡ •2:2 • ••• -:E 
- 9 

8..= 111 .. ,.2 • ••• • 11
9 

dado que :E1• 2::2•· ;,•:E9 

Bi.~ 1'1= 1'2 · •••• • :&
9 

En estos casos~ 1a hip6tesis a1ternativa corresponde a la negaci6n · 

m.ts general. de l.a hip6tesis nu1a COl"'respondiente y· el. . mEtodo de con­

tr~ste einpleado es e1 cociente de verosimil.itudes generalizado. 

·En· el.· contraste de 1as hip&tesis _H ,,Hh y _Hi que_ _comparan pobla-
9 ' -· 

c:iones~ se requiere de informaci&n muestral extra1da de cada úña 

de las, pobl.ac:iones a comaparar. La informaci6n extra1da en forma 

independiente de cada pobl~ci6n se denotar~ por 

donde X.:iij¡ 

poar· coniveniencia se de.fine 
9 

nz:E r-1 

i•l, ... ,9 
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4.2.2. IGUALDAD DE HEDIAS Y MATRICES DE COVARIANZAS, 

E1 primer juego de hip6tesis entre grupos es el. siguiente 

Bajo H
9 

1as n observaciones siguen l.a misma distribucio·n. N:p.fllR.:E) y; 

por e1 teorema 1.3,l. 1os estimadores correspondientes son 

Bajo H
9 

u HG no existen restricciones. impuestas a J..os par~tra.s; y¡ 

e1 m~ximo de 1a veros.im.il.itud se obtiene maximizando ].as funeiones 
de verosimil.itud de l.os parámetros asociados a cada po:J:>,:t.a<l?'.iSlll,, p.ar 

l.o_que de nuévo-util.izando el. teorema 1.~~1 1.os es.1t.:i!Jna¡d'.=e:;: c!e- §ic:i 

ma verosimi1Í.tud- est~ru dlados 'por 

... l. !i. 
11 .== x.=_ - - x. 1. ... .&. n 1 ]=1 ... i==1. - - •• i; 

i==l.. - - - .. g¡ 
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De esta manera, el máximo de la verosimilitud bajo la hip6tesis nu­

la resulta ser 

Bajo H
9 

u HG el máximo de la verosimilitud coincide con 

.,. ... ,. ..,. -np/ 9'_ ' -n . /: 
LC111, ••• ,11 9 ,2:1, ••• ,I:9 1X1, •• , ,X9 )=(21r) 2exp(-np/2liql !sil 1 2 

· 

·.Por tanto, el cociente de verosimilitudes generalizado correspon­

diente es 

A = 
g i~l 

Del teorema 4.1.1 se obtiene que 

tiene una distribución asint6tica x2
• Los grados de libertad pue-

den obtenerse como e·l número de restricciones impuestas a lo.s pará~ 

metros bajo la hipótesis nula. Respecto a los vectores de medias, 
el número de restricciones es p(g-1) y como el número de parámetros 

distintos en cada matriz de covarianzas es } p(p+l) existen} (g-l)p(p+-1) 
restricciones adicionales, por tanto el número de grados de libertad 
de w

9 
se reduce a 

p(g-1)+} (g-l}p(p+l)= t (g-l)p(p+3) 
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4.2.3. IGUALDAD DE MEDIAS CONDICIONADA A IGUALDAD DE MATRICES DE 
COVARIANZAS, 

El siguiente contraste comparativo entre grupos est5 dado por 

las siguientes hipótesis 

Le función de verosimilitud de los parámeLros es l.a siguiente 

Bajo Hh, la información muestral proviene de una población Np(µ,~) 

y nuevamente por el teorema 1.3.1 los estimadores correspondientes 

son 

Bajo Hh u HH los estimadores máximo verosímile·s de los p3.rámetros es 

tán dados po.r las s.:.guiem:es ecuaciones 

- 1 ni 
µi= Xi= °"ñi j;.:1 

}; =W= ! .t n. S.= 
n 1=1 i i 

i=l, ••• ,g 

(4.2.2) 
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Para demostrar que estos estimadores maximizan la funci6n de vero­
similitud observamos que del.a ecuaci6n (l,3.7) se obtiene 

Li. (Xi. 1 1:; Xi) ;.. Li. (Jl.J:;Xi.) "<I 11 y por tanto se deduce que 

Para demostrar que i-w maximiza la verosimilitud tomemos la dife• 

rencia entre e1 logaritmo de la verosimilitud evaluada en W y el 
1.ogari:tmo de l.a ve~simil.itud eval.uada en :t. observando que 

La matriz V es semidefinida positiva. Este hecho puede verificarse 
observando que 

y& que de (1.3.1.0) se deduce que si;. o. 
~-ll > 0 y: por el. teorema A. 7c J:- 1 W :> O. 

Como :& >O se obtiene que 

Utilizando el teorema A.15 
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se sigue que 1os va1ores propios ~ositivos de 'E.-
1 

W' son l.os l!!ismos 

que l.os asociados a M= 'E.-•/z W J;-l/z • ColllO 11> 0 0 l.os va1ores. p;"l'O­

pios de J:.- 1 W son no negativos de donde por el. teorta111a A.2l. se in­

fiere que 

. y .por C l.. 3. 8) se obtiene que A> O• 1o cua1 delllUestra. que l.os. estima­

dores <~.2.2) maximizan 1a verosimil.itud b~.j'o abua8 • Puede veri­

ficase que el. cociente de verosiiilil.itudes resu.l:t:a de esta. lÍ1anera 

por l.o que l.a región de rechazo e~ui.vale al.. con.]tlll:bto de m.u.e51tlt'as t~ 

l.es que·>-= A" In.< lt. La distribucil.n de ~ se ~ede establ..ecer l!'eeX:­

presando l.a matriz T como 

W+B 

donde 1a matriz.U se define COl!Y-> 
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W y B coinciden respectivamente con las matrices usuales de sumas 

de cu.:i.dr.:ido::; y productos cruzados dentro y entre grupos. X puede 

escribirse c;omo 

La infórmaci6n muestral puede expresarse en términos matriciales 

como!'• (X~, •.• ,X~), donde X1 es la matriz de dimensi6n nixp co­
rrespondiente a la muestra proveniente de la i-ésima poblaci6n. 
Sea 1 1 un vector de dimensi6n n con la unidad en.las entradas co­

rrespondientes a la i-ésima muestra y cero en otro lado y .sea 
Ii• diag(1 1>. De estas definiciones se obtiene que 

La matriz n W es una forma cuadr!tica de las observaciones por lo 

que puede expresarse· como n W•!' M1 ! .· ·La forma de la ·matriz M1 
puede encontrarse observando que la matriz n W coI'responde a la su­
ma de las matrices de covarianzas de los g grupos de observaciones, 
de manera que si se define 

B • Il..- ..l.. 1 1 li'. i n1 

se tiene que 
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de donde l.a matriz M1 est~ dada por 

La matriz de l.a forma cuadrS.tica asociada a l.a matriz n B correspo~ 

de a l.a suma de 9 matrices en l.as que el. i-&sim.o t~rmino corr-espon­

de al.a matriz ni(Xi-X) (Xi-X}'. Si se define l.a matriz Ci como 

se tiene que 

de donde 

e = i. 
1. ll..1.~ - 1 

ng 
1 1 1 

g g 
n B= •::&= 1 n, tx.-Xl lX.-X) '=.:& nX. X~ -nx x•= X_• K:z, X 

~ ~ 1. 1. :a.=l l. :¡_ 

g 
y Mz resul.ta definida coeto K:z,=i!1Ci. Las matr~ces K1 y Mz son 
idempotentes; para verificar el. caso de llh basta comprobar <t•:le 

i.=j 

i. ~ j 

de donde se deduce que 
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Para demostrar que M2 es idempotente obsérvese que 

r l 1 1' - ..!...c1.1•+ii•¡+...!.. i.1! i=j 

\ 
ñq'2 ng J. i ni J. i 

e.e. 
lu .1 •+1 J. l 1 1 1' - lj) i ... j ñqz ng l. 

y en consecuencia, 

+~:E:;; {_!._211•- ..!...(1.1• + 11'.)} 
-~.. ng ng 1 J 

...!... 11•- ...!. 
ng 

g; 1 l . l 2 
=ii.~i "i. 1.i.11- ñg 11'+ g;g 11'- ñ9 (gl-1)1' 

ds.!~ pues.to que 1'1 y M~ son matrices idempotentes, su rango coincide 

C".ln la traza. Para M1 se tiene 



rlM1l=,;_1 tr{I.- __!._ 1 1'} 
• i ni i i 

= n-g 

'Por su parte, el. rango de M 2 se obtiene como 

g 1 • l. 
r(M:d=.~ 1 tr{- l..1.- 11"} 

.l.= Di :l. l. ng 

= g-l. 

(l.- !.) 
9 

l.30 

Las matrices M 1 y M2 tienen ademas J.a p?"Opiedad de c:¡ue sus 'renigl.a­

nes suman al. vector cero. Este hecho puede verif:E.~s;e ·como> s:ii.g;:i;e, 

' g l. M1.1= 1.~ 1 C:L-- 1.1~)1 
::L. fti J.. 2. 

g 
= l.- 2: 

i=l 

o 

l. 1.n. 
l. i 

M~ 1= f {__!._ 1-1' -
i=l :li i i 

= ~ (1.- !. 1.) 
i=l 1 g: 

o 

1 11"}1 
ng 



131 

Bajo la hipótesis nula, ~ e~ una matriz de datos de una distribu­
ci~n Np(~.~), por lo que utilizando el teorema 3,3,9 se obtiene 

C1 producto de las matrices Mi y Ma puede calcularse como 

<J· l 
·~!1 , __ 1 1~ 1 l' 
~- nin i :i. 

O, 

U!tilizando este resultado y el teorema 3,3,lOa se deduce que las 

matrices nV y 'n B .tienen distribuci6n independiente. De la defi­
nición 3.5.1 se tiene que si n~ p+g, entonces bajo Hh 

fnwl 
l:n W+nBI 

1 -1 ,-1 :I + W, B -. A(p,n-g,9-1.) 
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~i p=1,2 6 g:2,3, diversas funciones de ~ tienen. distribuci~n P. 
Estas funciones corresponden a. las expresiones (3.S.5) a (3.5.S). 

Para otros va1ores de p y g puede utilizarse la aproximación de 
Bartlett (3.5.9) que en este caso resulta 

·{n-~ (p+g+2)} tnl:t+W-
1 

BI -x~ln-g) 

cuando n - "' • 

4. 2. 4. IGUALDAD DE MATR IC!:S DE COVAR.IANZAS. 

E1 Úl.timo contraste anaÍÍ.zado en esta sécc:ión_correspand:e a:·ra 

hipótesis de igual.dad de matrices de cavarianzas. Las h.i.p~tes:i:.s. 
pueden escribirse como 

!:1= ?:2 = ••• = 

'El. cociente de verosil!lilitudes generalizada pera este CO!:lltll"aste es­

tti dado por 

sup L(ll 1 ,~ •• ,11
9

,):; x1 ••••• X
9

} 

111 •••• ,,.~.:E 

Sl:l[l>L (),jl• 1::;; X 1 • ••• ., X
91

}) 

.. la.:& 

sup. :ir.,qµ:l•· .... I" ..% .• ---~ ::X11 ..... .X b 
. ""' g, • g: g: 

p.. i.,.. .... ,,µ..g¡ .. -l,,, .... - "~CJ 
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l
. }-nh lwl · 

= !TI 

'donde W y Si se definen como 

W= 

Utilizando el teorema 4.1.1.;.}a distribuci6n de la variable Wi= 

-2 Ln Ai puede aproximarse mediante la distribuci6n X 2 • Los grados 

de libertad pueden calcularse como el n\'imero de restricciones im­

pÚ-estas a los P.arámetros bajo la hipótesis nula.· Este número co­

rresponde .a g-1 restricciones de igualdad en la~ matrices -dé ·cova.;.;; 

rianzas multiplicado por el número de parámetros libres en cada ma 

triz que es ~ (!*1), de donde se deduce que 

g 
w1 = -2l.n A.=n l.11 !wJ-.l:1n. l.n !s-1 -x 2 

:L i= :L :L t p(p+1) (g-'1) 

cuando n_,. e» • 
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APENDICE 

~n e~ta sccci6n se presentan alzunas dc~inicion~s y result~1~0~ 

!:.rdoicoc del ~lgebr.:i Ce matricc::; ".l tiene el ¿ro~lófjito :le ~crvir de 

rc:cr~ncia a los resUlt~~os u~i1izados en e3te t~~~ajo. LaG deme::-

tracioncs de los teore~as no inclu!das aquí ;>uc~en0ncontraroe en 
textos como l~~rdi,1 (1972), ::eber(1984 ), Grayb.ill(l97C) ó Rao <1973). La 

demostraci6n de lo:; teor•?rr.a::; A. 2 2 '.J A. 2 3 puede -encontrarse en 

Deemer & Olkin(1951). 

DEFINICXON A.l. Una ma.t1tiz Anxp e4 un a1t1te.9to de.·ndme.1to~ e.n ~ 1te.n-
9lone.4 y p cotumna• cocio 6.igue 

Si n=p 4e. dice. que. .la ma..t1t.iz e.6 cua.d1tada.. S.i. Anxn e.6 una. ma.t1t.l.z 
con ttii=l i=l, ... ,n y ttijcO i * j 6e. d.i.ce. que. A C4 ta matJ1..i.z .i.de.n.t.i.­
dad y 4e. de.no.ta. polt I. 

Lo4 lte.nglone.4 de la ma.tlt.i.z A 4e de.no.ta.A polt Aj, •••• ,A¿ y ta.4 co­
lumna• po1t A(il , •••• ,A(pJ de mane.Ita. ~ue A puede e.4~1t.ibi1t4e como 

(A ( 
1 

l , •••• , A C P l ) 

. j" 
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o • . • . u 
f«u 

lt º~--Diag: CA~= 

L 

o • 

DEFINICI:ON A.5. tln.a. ma..tJt.i.z Anxn=(aij) e4 d.la.gona.l .e.l. a.i.j=O cuando· 

i * j. 

ÓEFIN'ICI.OM A.6. il•U1 •a.iJt.i.Z A e.4 4.(Jnl:t.11..(.ca 4.l A=A'. 

DEFINIC::IONI A-71.; ta. :t11.a.zet de. tlnet ma:t.11.ú: 4e de110.ta.·po:1. tr(A) IJ 4e de 
n. .. 

~.l.11.e co .. m-0' t:.r~A)= li.~l <ti i •. 

DEFIN:ICl:ON A-ª· thta. ea.tJt.i.z An:ap .t.e. de.nom.i.na. µa.JL.t.lc.lona.da. cua.ndo .e.e 
e.&c:1t..i::be <!11~ .tt~11:11t..ii.N<a-~ de. 4tlb1ta..t11..C:ce..t.: e.4 de.c.i.ll 

r· A12.(n1xp2) ] : · . (n1xp1) ,. 
1 . 

(A~J.:) Amm:p -1 
1 

\ An (n2:ap1) 
A 22 (n2xp2) 1 

DEF'INIC:l.ON A.91. !La-~ ve.c.to11.e.4 X1 •••• ,xn 4on .f.ú1ea.lmen.te depend.len­

.tc:.s ~-' e:.x.t.s.te:11' 1tltnre1tc-.\ 6 i. •••• 6n n.o .todo4 ce1to .ta.l.e.4 que. 



S.i lo& ve.c.toJt.e.6 X1, ••• ,X
0 

no 4on ¿~ne:aime:.m.t:e:. de:.pe:.•d.C:cR~e4 411:. d~clt. 

que. .i.on lú1e.alme.n.te. .ittde.pe.nd.ie:.n.te.6. 

OEFINICION A.1.0. El Jtattgo de tUtll! m<J:~.11!.i;: An.:tr.p 411:. de:.•a~m pallt r€All !Ji 
.i.e. de.6.ine. como el mc1x.i.JnQ nlinre.Jt.u ele:. JteRg¡ton:e:.4 .f.iAioor()we;f!btl!: .iJ.~en;tl.lt4 

6 d. mctuino r .. úmeJto de e oltunna.t. l..é.Rea.l.111111:.Nl.ttt. .ü111le:.111efll!d.ie:.11t.t:1t.&. S.i. d Jt:ail'll!J;Cle 

co.inc.<.de· con n 6 p &e. d.ice que:. U 111~t1t.iz: e:~ de 11:a:~9a ca1111~do·. 

S.i n=p y· r (Al =n .i.e. d-i..c.e. q:ue. .ta llf.at.t:Jt.iz: cz:4 i!rto 4...íicgml.z11:. 

"·. 

DEFINICION A. 12. se. d.ic.e. Q.tlle ¡;¡¡Jl!UJL nr~t:lllAi:z: A1'1Zll> e4L .C:.:ilf!lt¡¡re.tr:ede:. " 

AA=A. 

DEFINICION A.14. La. ma.t111..€z: Alll'.xn «:.a. dle:.~<ita lflCl~llN'l &.i 

X' A X > o 'f X""º IJ 6 e d'el'llo.·.:ltai J!l'Gl'lll. A> CD. 

DEFINICION A.1.5. Lo. ma..tlt!.4'.z: .l\,,,,:i::" IZ.'../I. a.e:.mi.iidie:.G,iiitidla;. J!!~Nt.i.U111•ai a.4 
X 1Ax;;a.o 'IX;"O IJ .i.e. áe:l'lJQ•tl'.at¡¡ra·111..A.;;;..·(iJJ. 

DEFINICION A .16. El de..te:namcrnau!ll:lt<!! dta: UJJ'1!Gll 111Gt1.t1t:k:z: C:IJ!.Gt1df:tu11.d!m A dI<!: 1lo.'t:dfcr·11· 
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n l>e cien.l .. ta. pu·Jt l·AI !J l>e deE.ine. como 

&Ct> 
IAI·= :Z:: (-l.) 4 1 • a ·• • • • • • 4 np t.EP l. 2J 

C:o11de. P i!;4, e.l: c.on:j'1Ln.to de. t:ada.& ta.& po1>.i.ble.1> jJC.ltmu.tac.lonu 

(i .. j, •..• ,p.), d'r;_ u .• 2 ••••• n} yl<tl=14.i l.a ;ie.llmu.tac..l6rt e.6 .lm:JaJt y·l5'(t):s2 

4.i i.a. pe.0't1nu:,ta.c.il!n: e.4 ¡.1a.1t. S.i !Al"' O 4e. d.i.c.'e. que. A el> 110 .i..lnguta.'t. 

DEFZNICION' A..17. Pa:1ta u~ •a:.tuz c.uad1tada A (a.lj), e.l ccr51tc.to1t. 
i+j nxn . 

aij .&e. de.n:a·.ta. po-Jt Ai.j !J 4e. cie.5.ine. poit (-1) vece.l> e.t me.noJt de· ªij, 

don cte. 1?:!' mettc·JL d:e. a._ _ e.& e.~ de..te.11. .. .c.na.n.te. o b::=e.11.ido e.t.lm.lnand o e.t 
:LJ 

1teng,tf1:n: i !f' la: c::oüimna. j de. .ta. -.tll.i.z A. 

DEF:IN:I.CION' A.LB:. Se.a. Anxn cu.ai.~u..ie..'t ma..t1t..iz. Et: ,oo!..i.m.011.i.o 
P (l\.),= l.A-l\..XI; :e.i·e:u:ct· n 1ta:.iee.a ). i •••••• ).n de110111.i11Ad06 vai.olt.el> pito p.lol> 

d:e. !:a: ma:.tlUi·::. A. /La>~ ve.e:to~Ti.-··•Yn C:ILe. 6a.t.i.66ace.n A 'Yi..>.i'Yi 

i.-1 ••• ,,n4e. delumri'lraJ11. \l'e.e~olte.4 t>Jtop.ioa ríe. ta ma.tll.iz A. 

IEF:INJC'.[Cllí- A.~. El ¡31&.odaado K4oae.cku de. Anxp 1J Bpxq 6e. de.110.ta. polt 

A e· B y• 41?. die:.{i,.hli.lll. eornet t11. -.t/t.i:: de. n p x nq 4.C:gu.ie.n.te. 

r:::: «12 B • . a.1pB 

] CZ:z2 B . . a.:ipB 
A· e: B. = 

t : a:.• B a B . . . . a B 
n¡ n2 np 
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TEOREMA A.1. Sea A una ma.tJt.iz: cu.a.d.'tacíet. ár1: Cl'1tcf.<1:.1t n c:c;¡.1¡¡¡ tra:.to-.1tJI;~ pi!:!!: 

p.11..lo1 X 1 , ••• ,).n y X 1 ,X 2 , ••• ,XP ve.c~alt<l:.4 de di.irrN~1t1;4.i6'11?. n- ILa.& 4..i-

gu.le11te.1 .11.ctac.lone1 1c vc~.i5.ican 

n 
a) tr (A)=i~l >.i 

b) tr(A ±B)=tr(A)±tr(B) 

e l tr ( cr A) = o tr (Al 

d) trGt x~ A xJ=b:~ <i~t xix:~~ 

TEOREMA A. 2. Sean A y B ma.t11:ic.e6 c.aa.ciJlia:da.6 d:r1: lil'Jtd!<l:."11 1:11,, e Wr...at c:a,•u­
.:tcmtc 1J A i, ••• , A n .lar. ••a.CO.'t.<l:.6 ¡:r,'t.a¡;r-lo:_.!1. dil!! A- 1!.111 ~1:1<1:11c:.ii:cf.K! díll!.ttll!•'ttn>CÍ:ll!a.!!_ 

.te .!ia..t.l16acc ta.3 .3.igu..ic11.te.6 f1-'t.c-p.ieci:tde.4 

n 
a.) IAl=i~l >.i 

bl !cAI= cn!Al 

c.l. IA~ 1 I = !A(-
1 

6.i fAÍ #O 

TEOREMA A.3. Sean An><n lf ªn.x:o. ma:.tt11;.€c:c1:.!l. C:LUIJl.d:1ta:diai.s, diC!' ·'tllUU:Jj(I• lll ~" (!!: 

una con.tan.te.. la.6 6.ig;u..i11:.cte<!t ;?·1tu·tJ-i.<1:.C:.ccd'e..~. !!.e: u·e:1t46;-ci'c:a;w 



a) 
-1 l 

(A ij) ' A 
iAI 

b) ( CA)- 1= c- 1 A-1 

c.) (AB)- 1= B- 1 -1 A 

di' Sea A de6.in.ida c.omo en 
tl04 de l.a4 4ubmat:Jt.ic.e4 

[ 
Ali ... ] A-1 

A21 Au 

donde 
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A~ 1 , La mat:11..iz A- 1 en -t:éJtm.i-. 
de A c.011.J1.e4po11de a 

TEOREMA A.4. Sean Anxp• Bpxq y Wpxq mat:Jt.ic.e4 y 4ea wª el vec.-t:oJt de 
d.i.men4.i6n p q de 6-in.ido poJI. 

a [~(1)] 
w - : 

w (ql 



et) a (A~ B)= (ol>) 0 B = A 8 (oB) 

b) A8 (B8C)= (A8B) ec 

c.} (A8B)'=A'GtB' 

d) (A8 B) (F9G)=(AF) 8 (BG) 

61 (A+B) 8C= (AQC) +B8C 

g l A 8 (B +e) = A 8 B + A 18 e 

ll} (A\'IB)ct = (B' 8A) Wct 

b} AA'=A'k=:I 

c.) IAI= ± 1 

di a
1
!a.J. = a' a =O i*j 

C:il (j) 

142 
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TEOREMA A.6. Sean Anxp'ªnxp'Cnxn !J Dpxp ma.t.11..ic.e-6 .ta.le-6 ~ue. 
r(c)=n !J r(D)=p. La 6unc-<'6n 11.ango -6ati-66ac.e ta-6 -6iguien.te4 p11.opi~ 

dade-6. 

a) QGr(A) .c;min(n,p) 

b) r(A)=r(A') 

c.) r(A+B)m r(A) + r(B) 

d) r(A'A)=- r(AA')= r(A) 

e 1 r (C A O)= r (A) 

1 

61 Si n=p, rc'A>=p - IAI"' O. 

TEOREMA A. 7. Si Anxn >O lj Bnxn;;;. O en.tonce4 

a) IAI >O 

TEOREMA A.8. Sean :t >O y A mat11..ic.e1> 1>.i.mét11..ic.a1> de 011.den p. La 

mat11..iz W= :E - 2 t A <!4 de.6.i.n.ida po1>.i.t.i.va en una vec.i.ndad de t. 

DEMOSTRACION. Sean los conjuntos P,C y N dE!finid·.>s por 



P= {xemr /X'A x > o} 

C= {xemr/X'AX=Ol 

N= {X E lRr /X' A X < O} 

Sea f(X) definida por 

1 f (X)= 2 [X'l: X] 
X'A X 
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para todo vector X ta1 que X• A X es diferente de cero. Si P ,C ó N 

son vac!os no existen restricciones impuestas a 1os va1ores de .t 

por e1 respectivo conjunto para que X'WX >o. Para cada conjunto 

no vacío defÍnase 1o si~uiente. 

Si XEP se obtiene que x•wx>o si y s61o si t<f(X). Definie!l 

do E:t"' m~n f(X)>O se obtiene que x•wx>o .,.xep si t<E: 1 • 

Si X e e se obti.ene que x•wx >o ..-t e:a. 

Si X e N se obtiene que X' W X >O si y só1o si t > f (X). 

do e:2= max f(X) <o se obtiene que x•wx >ovxeN si t>e: 2 • 
X 

Definie!l 

Haciendo e:= min{e:1,le:zl}>o se obtiene que x•wx >o ..-xe:atP si 

ltl <E • 



P= {XElRP /X'A X> O} 

C= ~xe:mr /X'A X=O l 

N= {X E lRP /X 1 A X < O } 

Sea f(X) definida por 

1 
f(X)= 2 

[
x•:& X] 
X'A X 

U4 

para todo vector X tal que X' A X es diferente de cero. Si P ,e ·ó. N 

· son vac!os no existen restricciones impUestas a los valores de .t 
por e1 respectivo conjunto para que X'WX>O. Para cqda conjunto 

no vacío def!nase 1o si~uiente. 

Si xe P se obtiene que x•wx >O si y st>lo si t< f(X). Definie!!. 

do E: 1 • m~n f(X)>O se obtiene que x•wx>o ~XEP si t<E 1 • 

Si xec se obt.i,ene que x•wx>o ~tEB. 

Si xe N se obtiene que x•wx >O si y sólo si t> f(X}. Definie!l 

do E:2= max f(X) <o se obtiene que X'WX >O'll'XEN si t_>E 2 • 
X 

Haciendo E:"'. min{ c1, I E2 I} >O se obtiene que X'W X >O ~X E:lilP si 

ltl <E • 
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rEOltEllA A.9. Anxn C4 ..i.dempo.ten.te de. 1tango r -1>.i. !f 4Ó.t.o 4.i. 

).~.,.).;•••••• Ar=l. !/ Ar+t~ Ar+ 2 , ••• ,}l.ncQ donde X1 ,A 2 , ••• ,An 4Ón lo4 
va.toite4 p1top.i(!l4 ¿:e .ta ma.t1t.i.z A. 

TEOREMA A.l.O. Todo4 lo4 vato1te4 p1top.i.o.1> de.una ma.t1t..i.z 4.i.mf..t1t.i.ea 

40111 .\e.a.t.e.4. 

'llllOllEllAA.l.l.. S.C:A e.4 una 111a.t1t.i.z euad1tada de 01tden n y Ai.··~·•An 
f.04 vaf.01te.• p.'lto~.C:o4 de. A e.11.tonce.4 

i•l, .... ,-n 

ial, .... , n 

TEOREMA A.1.2. E~ itango de. una ~at1t.iz Anxn e4 .i.gua.t. at n4me.1to de v~ 

.ft!l·'l:.C4 p.'1:.o¡Mlca d.C:a.t.into4 de ce.1to. 

TEOREMA A.l.3. Uiluco•po4.ici.6n e.4pe.ct1tat 1 • Cuatqu.le.11. mat1t.lz 4·:c.mf.-

~~~ca Anxn ¡?G.e.d~ e.~c1t~b.ilt4e. coao 

ci11D1111de. Aadüg(A 11 ••••• An>• A 1 •••••• An 4on to4 vatolte.4 pltop.i.o4 de .e.a 
~!it.C:~ A l!fj o c.111 111J11111t •4-t.U:z 01t.to901tat cu!{a4 cotumna4 4on to4 ve.ctolte.4 

!!J>'lz.av;;».C:ei e.sumd!a:vtt.i:::'1ldo4 de. A. 
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TEOREMA A.14. 

de&.i.n.i.da A1h 
S.i. Anxn > O• ex.i.6.tc tut« m<.'tt.1t.i= .!1.-im:l.t:lll.ica '!fl )11>06.i..U"'a 

.ta.l. que A= AJ/~ A ih • 

TEQREHA A.15. S.i. Anxn ;¡¡.O y Bnxn >O, l0'6 1taz..l@!lt<l!.!l. iil"''"O>~.i.li/:6 efe B-n&. 

A B- 1 y B- lñ_ A B- th. 6on i.06 111.i.6 .. 06. 

TEOREMA A.16. S.i. Anxn e6 una ma.t11..iz: de -•so r. f!Jt.i6.t:f! 111uca e@• a:.01-
.C~11tna6 0JL.to110Jt111a.lu Unxr .ta.t. que u•A U= A • dc11T<all.f! A= di.ag ~n .. :-·•llx»· 

lo6 va.f.o.1te6 A1 ••••• Ar co.1t~e6pondcn a ¿os va¿alltf!6 ~~op.i.111J6 all.c A d.i$e~ 
Jten.te4 de c:e.1to y .la.& col.u11t11aa de u aoe .f'.o& vcc.t:lil'-'1!'1:6 j¡l>lll.111J:;»i,c6 cclltlll.ll'·!l>­

po nd.ie.n.t e.t> • 

S.i A TEOREMA A.17. 
"""'Et 

u11a ma.t11..i.z di.' ita1t90 r. en.tonce.i. A pe111:die ..!.~·'t. C.$C:>'t itm a:IZ!'11r.e A--uJJ ::5: w• 
do11de Unxr'V pxr 60'11: ina.tit.lc~ c:a1t c:c(wn.ita:·l <Z!'·'l!'/!C1:1;r.o .. 'l!m:.:ri.1f1?:,s,; lle& <ilf<l!t::..4i:Jt .• 

U'U= V'V=I !/ ~ C·S CUUt mat;.11:.i.z d.i.agcm1.t. Clil'l.1! c.fCl!1111'1:J~'/!ú!"$ 1:2''"-"-i-t'.ill!•@&. 

TEOREMA A.18. 

po4~t;,tva en.tone.ea e.:a:.i.a.te. ~na 4n.i.ca 

e¿eme.n.to6 poa.í.tÁvoa ca la d.i.agona.t 

Sé: AP"'i> ~ cilte.fiü.idllll 

llOO..ti!L-iz ~milllg!IJl!f:llllll. 6W)j!1~1lt T 11:.lll!Ct 

:td .q¡nne A---T"'!!'. 

TEOREMA A.19. S.i. Apxp _ca poa.i-tiV'aL r:l<Z.5,.iEÜlll IJf lll!¡¡LX:Jiü et.& .&.i1m~cat = 
~once6 exi6.te una ~r.~~~z v?XP d~ ~ang@ ca~lflJÍl.~® :ttaz)f ~~~ 

-i_I W"AV= I 

.i..i.J 11• B 1ii= D 



TEOREMA .11..20. La 6u11c.l611 Gamma de.6.i.11.lda poi!. 

r (tl= J"' ut- 1exp(-u)du ;t>O 
o 
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y=O,l,2, •••• 

DEMOSTRACXON. La funci5n r(t) satisface las relaciones 

re~->= .r;r 

rct+11 = t r" <t> tE~ 

Utilizando estas relaciones se obtiene que 

l r. r'(k+ 2 l =(2 k-1) (2k-3) •••• 5•3 •---¡-; kcO,l,2, •••• 
2 

Si y es un nWll.ero impar positivo se deduce que 

r [~] = (y-l) (y-3) •••• (4) (2) 2-ly-1)/2 y=l., 3, 5, ~. ;, 

r [~] =y (y-2) •••• (5) (3) fl 2-(y+1)/2 y=l, 3, 5, •••• 

Si y es un nlimero ~ar no negativo se deduce que 

r [~] = <Y-:1> !y-3) •••• (5> (3) r. 2-Y/ 2 : y•0,2,4, •.•. 

r [~] =y<y-2) •••• C4l <2> 2-y/ 2 y=0,2,4, ••.• 

de donde se obtiene que si y es un nGmero en~ero no negativo 

... (y+l) = r [y;2] r[v~1] =y: 
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TEOREMA A.21.. Seau A1 ,ll. 2 , .. .,ll.P val.011.e.~ no 1te.!]a.t.lvob. La me.d.la 

9eomc!.t11..lca de ll.
1

,A
2

, ... ,AP eb meno11. o .igual a la me.á.la a11..i..tmc!.t.i.ca 

de. A1,ll.2, • •• ,AP. 

DEMOSTRACIOU. Sea X= (X
1

, •••• ,Xp) y sea f (X) definida por 

El. m&ximo ele f(X) sujeto a 1 XI= l. puede.óbtenerseutil.izando mul.ti 

pl.icadores de Lagrange y se al.canza en los vectores a·de l.a forma 

El. val.or de f(a) es p-p, por l.o que se sigue que para todo vector 

unitario 

el. val.ar de f(Y) es menor o igual. a p-p l.o cual. se traduce en que 

o equivalentemente para val.ores :l..= x:.,,. O 
). i 
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lo cual demuestra. e: teore:nt'. 

TBOR&'IA A.22.. Se.a. Xnxn 

.t:~.C:ce4 de c.on4.ta.n~e..4 Anxn y ªnxi 

4) a a•w ,¡ 

aw 

b) a W'AW a. 
a w 

l X 

i=j 
a lxl l.J 

c. 1 
a X •. 

l.J 
2 xij i*j 

donde. xij C.4 e.i. e.o óa.c..toh. i,j de.. X. 

di a l.n ¡x¡ 2 x- 1 
- 1>.la.9 x-1 

il X 

TEORE:·1A A.23. Se..a.n X !f Y r:1a..t11..C:c.e..4 4.C:ml.t11..C:ca.
0

4. ;:t ja.c.ob-i.a.no 
pxp PXt> 

de.. ta. .t11.a114óo11.1na.c.i.6n Y=T(X)= AX A' e..4 IA-' ¡r+t 

TEORE:.\A A.24. 

!.a.lt .!> U¡Jl!ll..lOll. • 

Se.a Xpxp una. ma..tll..C:z 4-i.ml.t11..i.c.a y T una.. ma.t.11..C:z .ti-i.a119~ 

El 1·ac.ob.la110 C:e ~a .tll.ctn40'011.mac..C:611 T'T= X e4 2P.n tp.+l-I i=, .i.i 
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CONCLUSIONES 

La distribución Normal Multivariada juega un papel fundamental 
en el desarrollo de·los distintos procedimientos del Análisis Mul­

tivari.ado, .teniendo un papel de especial importancia en áreas corno: 

Análisis de ~arianza Multivariado, Análisis Discriminante y Análi-

sis de Regresión; entre otras. Algunas distribuciones de uso co-· 
m~n·en ~stad~stica pueden generarse a partir de esta distribuci6n; 
entre las íncl.uidas en este trabajo se pueden mencionar· la X2 ,F: :. 

Beta, .Wishart, T 2 de Hotelling y A de Will<s. De esta manera, el 

modelo Normal. Multivariado constituye parte esencial en 1a EstadÍ§. 

tica, por l.o que es imprescindible un conocimiento adecuado de ios· 

principales resaltados que sobre éste existen, pues proporciona 
].as ~ases para un mejor manejo de las variadas técnicas estadísti­

c~s y en especial de las correspondientes al área mul.tivariada. 

En relación al propósito de está tesis, y de a·':!uerdÓ con l.o an­
terior, en este trabajo se ha tratado de reunir y presentar de 

manera organizada los principal.es resultados reportados en la l.it~ 

ratura sobre el. modelo Normal. Mul.tivariado, con énfasis en lós re­
sultados referentes a estimaci6n y pruebas de hip6tesir. ._ 

En mi opinión, el. trabajci r~uiie material. que puede ser util.iza­
do con dos propósitos: El. primero es servir como texto de apoyo o 

base en cursos del. á;ea de Anál.isis Mul.tivariado a nivel Licencia­

tura o Posgrado y el. segundo, como referencia en álgunos de l.os 

cursos en l.as áreas de Probabil.idad y Estadística que ~e imparten 

en la FacuJ.tad de Ciencias, tal.es como Probabil.idad Il, Análisis 
<le Regresión y Diseño de Experimentos, entre otros. 
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Considero que la aportaci6n principal, aparte de haber reunido 
lós resultados m!s importantes sobre la Distribución Normal Multi­
variada y presentarlos de una manera consistente, ~s la de dar de­

mostraciones más generales e ~ncluso diferentes, a las reportadas 
comúnmente. Por otro lado se encontr~ que varios resultados,en la 
literatura revisada, no son satisfactorios ; en estos casos, se in­

cluyeron las hip6tesis necesarias para desarrollar una dem~stración 

adecuada, y en algunos teoremas se dieron extensiones. 

En lo personal, la realización ~e este trabajo, aparte de haber­
~e brindado una mayor compenetración en el tema, representa para·nú 

u~a adición a la literatura ·en el área,disponíble actual.mente en el 

país. 
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