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PREFACIOQ

La teoria de Anilisis Multivariado, teniendo sus principios en
la década de los treintas, trata con el Andlisis de observaciones
en m&s de una variable; es decir, se orienta al andlisis en forma
simulténea de varias mediciones o registros_sbtenidos para cada ob-
jeto o individuo que se estudia. De esta manera natural aparece el
interés por la posible existencia de una estructura de'relaéién ]
asociacidn entre las variables que se registran en un mismo objeto
o individuo y surge la necesidad de hacer exp11C1ta esta 1nterde-
pendenc1a en el ana1131s de este tipo de observac;ones.

La dlstr1buc1on Normal Multivariada ha sido un modelo fundamental‘
en el desarrollo de las’ dlstlntastecnlcas del Anallsls Hultlvarlado'
cono es el Anilisis de Varlanza, tecnlca con que se analxzan mode- ‘
los de Andlisis de Regresxon;‘Dlseno derExperlmentos b4 ADallSlS Dis
ceriminante, entre otros. Este hecho esti pﬁinci?almente basado en
que las matemiticas se tornan demasiado complejas o intratables pa-
ra otras distribuciones. Otra razén reside en el hecho de qde mu-
chos de los procedimientos desarrollados- poseen propledades optlmas
bajo 1la suposicidn de Normalidad.

‘E1 propésito de este trabajo es proporcionar materlal diddctico
que sirva de apoyo a los cursos que se imparten en la Facultad de
Ciencias en el 4drea de Estadlstlca,.partlcularmente de‘Ana1151s MQl-
tivariado, presentando los principales resultados que sobre la dis-
tribucidn Normal Multivariada existen, esencialmente en estimacidn y
pruebas de hipbtesis, manteniendo el mayor grado de generalidad po-
sible en la presentacidn de los teoremas, ya que en granh parte de
los libros en el  &rea, los resultados que se presentan no poseen el
grado de generalidad suficiente e incluso la demostracidn de algu-

nos resultados presenta inconvenientes.  Se presenta ademds la rela
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¢idn que existe entre la distribucibn Normal Multivariada y otras
distribuciones de usc comflin en el AnSlisis Multivariado, como son
las x?,Wishart, T? de Hotelling yLambda de Wilks, asf como aléunas
prbpiédades de estas distribuciones.

Para la comprensibdn del material que aqui se presenta se supone

un buen conocimiento del &lgebra de matrices y conocinigntos b&si-
cos de Estadfstica Matemitica. La mayor parte de los resplfados so
bre &lgebra de matrices utilizados en este trabaje se-iﬁcluyenen el
apéndice como referencia. En relacifn a la notaciSn utilizada en
este trabajo, los vectores y matrices se denotan por letras maylscu
las y las dimensiones de #stos se hacen explfcitas s8lo cuando en
‘el contexto se desea un mayor Snfasis en su dimensifn. Todos los
tgdremas apareéen'numerados y aquellos que'al nlmera anteponen la
-letra A apareteh‘en‘el apéndice._?Ppsibléaente resulte de alguna u-
tilidad al lector revisar priméro el apéhéicg con el objeto de acle .
rar cuestiones relacicnadas con la notacidn utilizada éﬁfeste traba
jo.
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1.1 INTRODUCCION.

En

el andlisis de dates multivariados ha existido una tendencia

a utilizar la distribucidn Normal ultivariada en sus diferen-

tes campos de estudio. Ixisten diversas razones de ello, entre

las cuales pueden mencionarse las siguilientes:

aj

B)

c)

e)-

La relativa fécil generalizacién del caso univariado a la
distribucidn conjunta de p variabtles, lo cual no sucede con
muchas otras distriluciones. C

En el caso de variables con distribucibén conjunta Normal, se
obtiene correlacidn cero si y solo si las var;ables t:l.enen
distribusidn independiente.

Distribuciones marginales y cOndiciohales dé variabieS'Nor-a—

.les resultan ser Lormales, mas alin, conb;naclones 11nea1es de

variables Hormales resultan ser de la misma fa.llxa con par&—‘
metros apron1ados.

En diversos anSlisis se involucran promedios de observaciones

-por lo.cual, afin cuando los datos no poseen una distribucibn

Normal, puede recurrirse a utlllzar el teorema del lilxte cen’
tral, que denuestra que la media de las observaciones tiene
una distribucidn asintdética Normal multivariada.

Los contornos de ipgual densidad de una distribucibn Normal
multivariada corresponden a elipsoides que geom€tricamente
permiten derivar e interpretar muchas de sus propiedades.

En virtud de estas razones, un gran esfuerzo hz sido encaminade
a realizar desarrcllos en torno a esta distribuciin.



1.2 FUNC!ON DE DENSIDAD,

La normalidad de un vector aleatoric puede caracterizarse median
te la siguiente definicidn
DEFINICION 1l.2.1 Se dice cue un vecionr alealonio X'={Xj,.«.%X_}

tiene distrnibucidn Noamal mulitivariada 34 La funcién de demaidad
de X estf dada poa N

- . g o |
f i, B = |20 27 epi- 1 x-m) E (x4} wxew® (.20

“donde  pERPy Z ‘pu de.ﬁa:uida positiva (Z> 0).

El vector de medlas y 1a matrlz de varianzas vy covarlanzas de
la. dlStPlbuCth corresponden a )

E(X)= p'=lK,, . m )
V(X) « B {{(X~p) (X-p)']}= T

por conveniencia cuando X terga una distribucién-Normal multivaria-
da de dimensidn p se escribiri x-né(n,tn.

' Para demostrar cue (1.2,1) es una funcibn de densidad, obsérvese

que f;(t,n,2)> 0. ~Para demostrar que integra 1 caonsideremos la in-
tegral mltiple A

] @ .
f_ ]' . fe(z,n,5) a X seee,dx (1.2.2)



como £ > 0 del teorema A;’lb sve' sift;: que -'>0 y por el teorema
A,l4 puede escribirse ™ = Z"Y " E7Y " donde TY? o5 simktrica y de-
finida pesitiva, La ecuacidn (1.2.2) puede escribirse como

o « v 174 - -
L L}zn:r“ Y expl- 1= et e Myi...ay, (1.2.3)

. V2o - - i
-t Y . .
= l2=3| =) ,f [ ep{- %'151 Y lan. gy,

P

o -ph P - a2 v
w-(27) ig.,] expi{- ; y;] ay,
' -

: : - W2
= (27 ) P,’?ii (2m) -

» 1
por lo ,quesededtneqﬁe (1.2.1) es funcibn de densidad. Para demostrar )
que el vector de medias y la matriz de covarianzasde X son 2y Z res

pgctivé;nente, obsérvese que el integrando de la ecuacifn 1.2.3) co;_
rresponde a la densidad del vector.Y y puede escribirse como

] -P/x + B ‘
f, )= (23) ep{- 3 .E '}

/2

P -l 1 2. | -4 :

qdnde h'i(yi’ es la densidad de una variable aleatoria Normal en el
punto y; con media cero y varianza 1. L2 independencia dg Y‘,...,Yp
se sigue de que la densidad conjunta puede escribirse como el pro-

ducto de las densidades de.cada variable, por 10 gue se obtiene gue



E(¥)= 0

vV(Y)= I

_1/2
como EB(y)= % E(X -#)=0 se sigue que E(X)=#

La matriz de covarianzas de Y 2n términos de la correspondiente
a X es

_u> _1/2
v(¥)= Z v(x) £

]
[}

de donde se sigue que V(X)= Z.

La d1str1bu01on de varlables aleatorias puede ser determ1nada me’
dlante el uso de la funcién caracteristlca debida a su corresponden-'
ciaunc a uno -con 1;5 funq;ones de distribucibn o densidad acumu-
lative. La aistribucidn de variables aleatorias tambi&n puede ser .
caracterizada bajo ciertas chdicioﬁes en base a 16s momentos de la-
distribucién. Las definiciones 1.2.2 y 1.2.3taracterizén‘a la fun-
- ¢ibn caracteristica y la funecidn geheratriz de'momeﬁtcs.l =

DEPINICION 1.2.2. "Sea X __, un vector aleatoric y t'-(t‘,....,t ).
) wLa ﬁuncLGn cauacteaiat&ca de-X denotada pox # x{€). 82 define como

¢, (t)= E{exp(ie'n) }

Los momentos conjuntos-de la distribucidn pueden obtenerse median
te .la relacibén

K, +...+K
K1 K2 Kp 1 - aktyte.-*Kp
E(X1", X2 ... Xp )= ¢ _(t) (1.2.9)
’ P Lxx*..,+xp Dt:‘... ag‘P X

=0



'

Esta igualdad puede demostrarse derivando los miembros de la
arcuacidn

¢y (t)= f explit'x)f, (x) 4 x ;£ ERF

DEFINICION 1l.2.3. Sea xp“ un veclorx aleatoriac ¢ t'=(t;.....t ).
La ‘unu.dn generatriz de momentos denotada Pox M (t) se dg(uu. eomo

ux (t)= E{explt'x)}

Los ‘momentos conjuntos de la dlstrlbuclﬁn pueden obtenetse de Ia
siguiente relaciédn

akKit. .. ¥k,

RIS 51 X2 | 3%
—g(xt xz ce X P)= ...
, P 4 K1 Xp
. . i LA th

myte) ¢ |
=0

Puede demostrarse la igualdad anterior obteniendo las dériva_da’s
de ambos miembros de la siguiente ecuaci8n. '

M, (t)= [ explt'x)f (x)dx ; teRP

1

TEOREMA 1.2.1. Sea x-up(l.m. La fancidr caxzcierlatica de X es-~
tdL dada pon

¢ ()= expi{itt n— -;- t* Tt}



DEMOSTRACION. La funcibn caracteristica de X puede obtenerse mdiai
te el uso de la transformacifn Y= E~Y’(x - %) donde B(Y)=0 vy V(=X
1a funcibn caracteristica de Y puede escribirse como

P
¢, ()= Elexplit ') }= W ‘Yi (t))

.por ser Yi, ...,YP variables independientes, El valor O’i(e'i) <. TN
rresponde a

A : HEIEY Jh 1f2 ]
Efexplit, ¥ ) }= Lexp(i.tiy‘) (2+) ep {- -‘2- y;} ay,

e - o o
c=(27)  exp{- % til Iencp {- %(yi -it)lay,

R . 1'.; .
= expi- 3 "-;‘]
pbr lo que

. v
¢ (=T ’!i(ti)- exp{- 3 t't_}'

de donde sc obtiene que

bllz
Blexp(it*'[Z Y+al})}

o, (t)= E{exp ({t'X)}
. RO
= exp({t'pIE{exp(it'E 1)}
178
= exp{it'm- -%— (' 2 2) (* El/z) )

= exp{it’m - ;_ t'Et)



lo cual demuestra el teorema,

Los teoremas 1.2.2 a l.2.4% establecen resultados correspondien-
tes a la determinacifn de la distribucifn de variables aletorias

mediante el uso de la funcifn caracteristica y mediante los momen-
tos de la distribucibn.

TEOREMA 1.2.2 (Teorema de Unicidad}, Dos vectores aleatorios tie

ner fa miama funcifn canractenistica 84 y 8§80 8L tienen la misma
duncidn de densidad,

DEMOSTRACION. Ver Cramér(1968, pag.ll7).

" TEOREMA 1.2.3. Sean X y¢ Y-van._i.dbtea aleatorias con momentos n-E€s4-
mos definidos por p; =E(X")= u‘=n(¥‘) r=0,1,2,e..,.  S4L nY es find
20 para Zodo. vaton‘ r, entonces Las valu.a.bl’.eb X y ¥ tienen La misma

distribucisn u. cualesquiera de Las pno;u.edadea sigudentes s¢ satis
{a.ct. :

t . - e R . .
al La serie Eo TX 8§ os absofutamente convengente para alfguna
constante $> 0. )
Ve
" 3 x
b} Lim sup -:-(p_‘) <=

r-.-

c) X e& ura valu.ablo. aco-tada.

DEMOSTRACION. Para los inecises a) y ¢) ver Wilks(1962, pp.125 y

126). Para la demostracibn del inciso b) conSultar Feller(1978
p3g.572).

'COROLARIO 1.2.3. S4i X y Y son vectores aleatorios tales que tie-

ren fa miama funcidn genesatriz de momentos; es decin My (t)=M(t) pa-
na todo vecton t en un hrectdngulo abiento que incluye el ondigen, en
Lonceas XyY tienen fa misma distnibucibn.

v



TEOREMA 1.2.4. (Teonema de Invenadibn). 3S<{ &a guncdién caractenls-
tica Ox(t) es absolutamente Lintegrable, entonces X tiene funciln
de densidad de probabitidad dada pon

felx)= (2%)°% J exp ({t'x)é () dt

DEMOSTRACION. Ver Cramér(1968,pig.117).

La independencia entre dos conjuntos de variables.puede estable- .
cerse mediante el uso de la funcidn caracteristica por medio del si
‘guiente teorema. ’

TEOREMA 1.2.5. Sea xp un vecdon al.ea.to:u.o tal que x--cx,.x,) . . Los
vectones X3 y Xz ason eAtadLAtz.camente Lndependu_ntu 8L yablo 84 La
‘funcibn caractenfstica de X se ﬂacto.u.za como el pn.oducto de Las
'6unc4.one5 can.acten.zaucu man.g,c.nalo.a de X, Yy Xa.

-DBHOSTRACION. Supongamos primero que X, ¥y X, son vectores 1ndepen-
dientes 'y calculemos la funcibn caracteristlca de x escrlblendo
tr'=(t;, 2) obtenemos

“gx_('t)é'ﬁ{éxp(ét'?ﬂ }= I exp(it*x) f (x)dx

ao -] N
L f exp (it1 X1 +4LtIxz) an Gt1) Fy, (2)8%2 Axz

Oy, (R1) 8y (x2)

La demostracifn inversa resulta de utilidad para caracterizar la in
dependencia entre variables, Sea X'=(X1,X2) vy t'=(t],tl) tales que
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¢ lE)= o (t1) ¢x2(t;) . Por el teorema 1,2.4% la densidad . (x)
puede expresarse como

1

fo(r)= ——
x (2m) P

J exp(it'x)¢ (t) dt
-1 ' '
(2m) P I f exp Ktixititaxa) &, (1) ¢, (t;) dty de.

= fx;(x‘) f'x2 (x2)

de donde se implica ‘la independencia entre Xi y X2 .

Una caracterizacidn alternativa a la definicién 1.2.1 de Norma-
lidad Multivariada se obtiene mediante el siguiente teorema
TEOREMA 1.2.6. Un vecton afeatorio X tiene distaibucibn Noamal de. -
dimenadibn p 8L y 5080 84 ¥Y=C' X tiene d,z.btu.buu.a’n Noamal un&.valu.a-
da para todo vector §ifo C no nulo.

DEMOSTRACION.  La equivalencia entre la definicidn 1.2.1 'y este teo
rema pudé establecerse mediante el uso de funciones caracteristicas.
Primero” demostraremos que si- X-es un-‘vectbr .con funcién de densidad
dada por (1.2.1) satisface las condiciones postuladas por este teo-
rema. Por el teorema (1.2,1), la funcidn caracteristica de un vec-
tor con funcidn de densidad dada por (1.2.1) corresponde a

¢, ()= exp{it' -1 t' Tt} (1.2.5)

En el caso de una defsidad Normal univariada de una variable W
con media a y varianza f?, la funcidn caracterfstica se obtiene co-

mo un caso particular de (1.2,5) y estd dada por



11

¢, (t)= E{explitw)} = exp{.étu—% t2p2} (1.2.6)

La funcibn caracteristica de ¥ en términos de la funcidn caracte
ristica de X corresponde a

¢,(x)= E{exp(ikY)} = E{exp (i XC'X)}

= Elexp it} ; t=kC

"y utilizando (1.2.5) se obtiene

$,(k)= explit'n -1 v Zo)
= exp(£kC'k - 3 k2 C'E ) -@.2.m.

de donde se deduce por la ecuacidn (1,2.6) que (1.2.7) corresponde a

. la_funcibn caracterfstica de una variable Normal univariada de media

C'p y varianza C'EC. Del teorema 1.2.2 se sigue que ¥=C'X tiene
distrihucién N (C*m,C*'Z2C).

La demostracién - inversa corresponde a la implicacidn de la defi-

" nicién 1.2.1 suponiendo las condiciones del teorema 1.2.6, Para es-

to tomemos la definicisSn de Normalidad implicada por el teorema 1.2.
6; es decir, sea X un vector aleatorio de dimensién p tal gue ¥=C'X
tiene una distribucién Normal univariada para toda vector fije C.
Sean a y 8 la media y varianza de Y., Utilizando (1.2.6) se obtiene

¢, (k)= E{exp(ik¥) }= exp(i ka- X28%) (1.2.8)
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La funeidn ¢, k) puede escribirse en términos de X como

¢,(k)= Efexplik Y)}=E{exp (L kC'X) }=¢ (t); t=kC

de las ecuaciones (1.2.8) y (1.2.9) se obtiene

(1.2.9)

= - ( - l ki g?
¢ (E)= ¢ (k) exp{ik a 7 k¥ 82} (1.2.10)

Por otra parte, la media y varianza de ¥ sati'sfaceh ‘las felaciones
a=BEB{(Y¥)= B(C'X)= C*' g
B2= V(Y)= V(C'X)= C'V(X)C= C'Z C

Substituyendo estas relaciones.en (1,2.10) se obtiene :

#, (t)= exp{ikC'n - % (KC*) B(KC)}

= expl{it'y - %,t' zt}

Por el teorema 1.2.1, esta fdnci,Gn caracteristica corresponde a la:
de una variable con funcibn de densidad dada por (1.2.1) y por el

teorema 1.2.2, la funcibn de densidad de X corresponde a-la defini-
da en (1.2.1).

Geom&tricamente, la distribuci®dn Normal multivariada tiene densi-

dad constante en elipsoides. Este hecho se deduce igualando a una

constante la densidad (1.2.1) de donde se implica que

(x-u) 2~ (x-p)=5 (1.2,11)
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donde 8 es una constante apropiada. La ecuacidn (1,2.11) define un
elipsoide en RP. Cuando Z=I la ecuacidn define una hiperesfera.

Puede obtenerse una interpretacidn de los elipsoides de igual densidad
utilizando la descomposicidn espectral de la matriz T camo UAU' (Tecrema
A.13), donde A es una matriz diagonal cuyas entradas corresponden a los valo-
res propios de Ay U es una matriz ortogonal cuyas columnas corres-
pbndefx a los vectores propios de T . Utilizando 1a transformacidn

de componentes pmlmxpales definida por Yy cx-n, la ecuacién (1. 2 11) puede
escrzbu‘se COmS-

(X— 3 R (UAUY) ' (X-a)= (X-2) UA’.‘ U (X~ &)

donde los componentes del vector Y repz'esent'an los ejes del el:.pso:tde

Los valores (6. )’/2 i=l,.....p, definen las intersecciones de la el:.pse con
los ejes coordenados.

81 se desea obtener un elipsoide de concem:raclén de 10D a %, el valor de 6
puede. determinarse de la relac:.&n P42 (x)<8)=a. Por el corola

rio 3.2.3, la variable Zmx=p) "B (x-9) ~ xp.y por tamto 8§ es el cuantil de
orden a de la distribucién xp T

EJEMPLO 1.2.1. La figura 1.2.1 muestra un elipsoide de concentracibn
de la distribucibn Normal bivariada de parémetros

=[5 =-[48 (1.2.12)

La descomposici&n en valores singulares de ¥ esti dada por
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1/VT8 =347 [3.0 0 1A 3//7%

Z=vAU = 3//T6 - LNTD o 1.s5| lsyis 178

Para este caso, la transformacibdn en componentes principales resulta
definida por

¥, 1 : L +3X2 - 14)
Yﬂ ) - = Ul(x_'“)= /_O
x: ) /——(n3X1+x:+12)

Los ejes coordenados Y1y Y2 pueden obtenerse en func1on de- X1 ¥y
X2 mediante las ecuac1ones Yz- 0y XY ,=0 respectlvamente. La grafl—
. _ca siguiente muestra el elipsoide de concentracidén del 90%;_

"4

3 5.6 7 8.

FIGURA 1.2.1 Elipsoide de concentracidn del 90%
de la distribucidn N2 (#,Z)donde
#H yX se definen en (1.2.12)
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1.3 ESTIMACION DE PARAMETROS .

£1 propdsito de esta seccidn es determinar los estimadores mixi-
mo verosimiles de los parimetros de la distribucién ®¥_(u,X), en ba-
se a un conjunto de observaciones vectoriales independientes Xi,e.-.X
donde X, “N (#,Z) i=1,...,n. La determinacidn de los estimadores
se hace medlante el método de méx:una verosimilitud y se presenta en
el siguiente teorema.

TEOREMA 1.3.1. Sea X~N (l.t) Yy Xy, ..,x una u‘-ueatﬁa‘ a.!.u...ouia de
La disinibucibn. Los ebt.«.madonea mdx{mo ven.oot-ul.r.s de L y}: eatdn '
dados pon

i= X= 1

U= X= n i=1 xl.

- s B o e “
Z= 8= }Tigl‘(xi.' X) (xi-?(_,)'

DEMOSTRACION. La func:.én de verOSmllltud de los parametros esta
dada por la ecuacidn

- ‘ o L(’uz' x )=|2:2| e’p{—ix=‘l(x —§2) lz-z(x ”}

donde §6= fx, . ..00x}

Con objeto de simplificar el ilgebra para maximizar la funcibn de
verosimilitud puede obtenerse una transformacidn monStona de L. En

este caso la funcidn logaritmo natural resulta apropiada obteni&ndo-
se ‘ ‘

= _ n 1 n -1
Z(ﬂ,-‘:,}in)-tn L(Jl,E,}_(_n)-———- £n ‘2'21_3151("1—”' z (xi-#)

=
-
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Utilizando esta expresifn, puede escribirse

3w, T X)) 1 3 -1 -1 -1 _
—— e T =i - = -
7 T Z (-2 " %42 T ml=nZ &-p) (1.3.1)

Para obtener las ecuaciones asociadas a la derivada de ® respecto a
P =1 . . PP
Z definiendo v= X se sigue que la funecibn 2 puede escribirse como.

L EE)=- TPtz g znlvl-— Z % Vet~
ﬁeljteorema A.22 d se obtiene que

—3——1——L' anv = 2 v -Di.qg V-l-.z - pj_‘;gf :A‘, » vb"l(,l_'3=2)

Utlllzando este resultado se sigue que la derlvada de 1a forma cua=-
dritica est& dada por -

. S
3. E (x;-4)" Vix,-#) n Lo - :
"= — '1.‘.‘1’{“*if""("i"""D“g'(*r“’-‘*iﬂ'} o

v .

n . n. ‘ i
- =2,Z, O, #) (x,-#) *-Diag,F, (x,#) (x;4)'  (1.3.3)

de (1.3.2) y (1.3.3) se tiene

L 4 ("llen) - n
T2

n o n .
A (2 £- Diag E)-% {233.,(::;#) {x;-w)'-Diag Z, (x.-p) (x . -#)"}
v

= nZ-R Diag E-nS*+ & Diag s* (1.3.4)
2
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donde

n
s*= = B (X,-8) X, -

Igualando a cerc la ecuacidn (1.3.1) se obtiene

-1

-nET E-@)=0

de donde se sigue que el vecter que anula la primeraderivada estd
dado por &= X -. Substituyendo el valor de = por £ em (1.3.%) e
igualando a cero se produce la ecuacibm ' . 5 -

n(E-s)- 2 piagtE-si=0 o 1.3.5)
donde

n ' )
5= 1 E X, -T)x;-D"

Bl=

De (1.3.5) se sigue ‘que
2(E - S)-Diag (E- S5)=0

lo cual ocurre si y solo si E=8§ .-

Para demostrar que £ y I maximizan 2 (a,E X,) observemos que el va
lor de p que maximiza la funcifn ® es el gque minimiza la expresifm

n n ’
3T K VK e = B (XX VX XD 4 (X)X - p) (L.3.6)
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Come ¥ es definida positiva n{X-m)'W (X -M)> 0 y es cero si y solo

si X-pr=0, de donde se sigue que =X es el valor de p que minimi-
za (1.3.6) y por tanto maximiza R (R,E,X a)Bor lo que

R (XX )> 2 ,E,X ) Ve (L.3.7)

Pm demostrar gue E-S maximiza !()l z xi) respecto a E obtenemos ‘
la chferencla S

- R n . ‘ o _ 
RU RS AL RS RELS SR LIS, tn [B- 3 2, &, B s7Hx -0

"'Mu

. ‘ ‘1 - "
+—2~ x;!)-t (?{if}_() \

8 o 1g'elo BB, D p (gley
=— 3 |T sl- B e Ze e

) ' o o - x‘
= %2 {i"; tr I s-1-Ln I?"Slé}-

riﬁo-JE)o_‘por':l teorema A.7b - 2 >0 y del Teorema A. 14 se sigue .
que existe T . Como se denostun& en (1 3.10), s> o por "lo./que ut; e
lizandc el teorena AJTe se obtiene E~ S> 0 y del teorema A.15 se’

sxgue aue los valores propios pos:.t:.vos de 2 's son los mismos que

Jos: de W= rh £z . La matriz W es semidefinida pos;t:.va ya que

Wz V2.
rwy= (I Y)'S(E Y)>0

por ser S»0, de dohde se sigue que si denotamos por Ai,...,A

P los va
. . =1 .
lores propios me negativos de £ 'S , entonces
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P
R

1 -1 1
7 tr X 'S= -1;1-1Ri= 5,>0

A SN .
IZ77°s) P= (IA) Pa B2 0

dconde 8, y 8, corresponden a las medias aritmética y geométrica de

S TR T La_ funcibn Fix) definida como sigue satisface

»

Fl)m X-1-In(x)> 0 vx> 0 ©{1.3.8)-

- ¥ tiene su'minimo de cero en x=1l. Utilizando este hecho y el teore
©ma’A.21 se obtiene ' ' . '

e, E,x -0 w,E,x).
*.%F (Qx?l-l” §2)
> BB (8,-1-fr 83> 0 o (1.3.9)

“de (1.3.7) y (1.3.3) se infiere que

2(X ,S,X )> ¢,Z,X) vy,

por lo que Xys maximizan la funci®n de verosimilitud.

Una forma alternativa de expresar la informacién muestral

XirseyX ‘en un arreglo matricial se presenta medianteé la siguiente
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definicidn.

DEFINICION 1.3.1l. Se dice que una mataiz X es una matriz de datos
de La distaibucdidn Np(u,}:) 84 X puede eseanibinse como

donde x = (xl . xiz,....x ) e 1-1,...,n uepnuznta una muutn.a ale.a---, §
*ta.u.a de la distnibucidn l! (O] !:) . ' : S

Una forma alternatlva de. expresar iys se obtlene escr1b1endo la i
mformac:.&n muestral x,,...,x COomo una matriz de. datos de la d:.s-
'trlbuc:LSn N (H.E) « La med:.a de las’ observac:.ones puede escribirse
en térm:.nos de la matriz de datos X de 1a manera s:.gu:.ente

S 1 B
- Ll
1!1 xi' n"x 1

ua?-‘
SI-‘

donde 1 es un vector en R” con todas sus entradas iguales a 1, La
matriz § en términos de X resulta

1

n
5= — xx-xx'

n.
1§‘l (xi-i) (xi-x) - =171 i

= .‘5 (x-x-% X1 1°X)

= 1 X(x- 2 110Xx

1 xg x
n
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donde H=I- 1 1 1° .

Come H es una matriz simétrica e idempotente, se sigue qgue
a'sas L a'X’wEXa=ly'vy>0 vaer' - {1.3.10)

donde ¥Y=HXa, lo cual demuestra que la matriz § es semidefinida pe

sitiva. En datos continuos usualmente § resulta definida positiva

" si‘el niimero de observaciones excede la dnensxﬁn de éstas; es de-
¢cir si n>»p+1l. Este hecho se demuestraen el corolario 3.3.8.2.

:.1 estlmador maximo vemsml de la medla de la dxstx-nmcm,én re~ .
sulta :.nsesgado, ya *ue ;

n ) ’
JE, E())= E@)= &

E@= X

_ La varianza de 1a med:.a de 1a nuestz-a puede ‘cbtenerse came

R . n n
ViD=, viEx =21, [Z vx)+ Fowx, . .x)]

-
N

‘yva- que la covarianza entre X ¥ xj es cero por ser las chservacio-—
nes independientes.

£l estimador £=8 mno resulta insesgado, ya que



. n — —
E(s)= E{I 2 (X,-# +u-%) (X - u+u-%)'}

n - .
Z, E (X g =#) (X -4) '} -E{(X~u) X-n)'}

[
o=

3 a ' .-
oo E{Z (X - (X, -0) - Zy % -m X -m )

.- De manera natural se puede considerar el estimador

_mle_ 1% xS
S,= - 5= 777 ,% (x,-%) (x, -X)"

' que resulta insesgade.. -

22
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1.4 INDEPENDENCIA DE VARIABLES,

En esta seccifn se analiza el concepto de independencia entre

14

dos conjuntes de wvariables bajo el supuesto de Normalidad. Il teo-
rema 3ifuiente establece las condiciones necesarias ¥y suficlentes.

TEOREMA 1.4.1. Se.a,x*-np(n.z) v X1 ¥y Xz tales gque

Xy Faa Zn iz
x : o

i X2 e ¢ 12a '.;zz,

dOlld(!. X, v#, L«.cneu dimensidn p gy T, du-emu.é‘n P xp conr p—pl-tpz;-
Los: W-ctvltu x; Y X2 Adm 4.ndepend4.ente4 a4 3 461.0 aé: Enso o

DEMOSTRACION. 5Si £;,=0, la forma cuadritica del exponente en la
densidad de X puede expresarse comno

o= (x-0) T (x-m
~1
. R xy — -t
(X] -# , X3 -m3) 0 xz - Bz |

(x1~RY) ';:: (x:=Bp) +{x2 -R:)* 22';; @Kz -grz)

]

Q1 + Q2

donde Q= (x:1-My) ST, Gaa-my)
- Q2= (X2—H2} Egzl (x—m2])
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La ‘uncidn de densidad de X puede escribirse como

-0A -1/ 1
folxip, B)= (27) 12| exp{- = Q)

-p1/2 -V2 1 -pc/2 -1/2 1
= (2x) Bul  emt-za) 2m 7 |EZ2]  epl-z Q)

=, »fxl(xuux eZ11) fx; (?_(z:llz-xzz)

donde por el teorema 1.5.1 fx‘ y £x2 , son las densidades de los veg
- tores Xy y X2 respectivamente, por lo’ que‘ X1 ¥y X2 resultan ser inde-
sendientes. '

La implicacién de la condicidn Z,:;=0 por 'la independencia de Xy X2
puade. abordarse utilizando el teorema 1.2.5.

La fﬁhc.iéﬁ caracteristica de X estd dada por
$ (t)= Elexp(it'X) |= exp(it'k - t'E t) : (1.4.1)
Las :unciones caracterfisticas de X, y X: estin dadas por

#,, ()= EfexplitiXi) = explitiini- 3! Buty)

¢, ()= E{exp(it}Xz)}= explitima- 3t Eata) (1.4.2)

Ji X3 ¥ X: son’ independientes, la funcibn caracteristica de X puede
uscribirse como -
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¢, ()= Ox"(tx) ‘Xz (t2)

- utilizando luas ecuaciones (1.u4.1) v (1

-%.2) esta igualdad se veri
fica si y solo si

Lt'p- %t‘2t= Lty pg+ it} pmy -%‘ €1 2ntt-%‘ t? I ta

definiendo t'={(ti,tz) la igualdad antericr se verifica si y solo si
tiE;; t2 = 0 para todo vector t, ‘lo cual ccurre si y sdto si Eu=m;

LS impor'tante mencionar en este punic que no =s suficiente gue .
la covarianza -entre dos vectores sSea cero para que temngandistribu—
cibén ‘_ihdependiente, "sine que ademds se requiere que la distribucién
‘conjunta sea Normal multivariada. Esta situaciém se ilustra median
te el siguiente ejemp;o ‘ o
. -

BIEMPLO 1.4.1. Sean (x; p,2)=[2!2[ exp{——(x mE

(x—-FM ¥
x'-(x,.xz) un vector aleatorlo con funcién de demsidad

fx(x: ‘1;)=% N2(x;0,Z;:) + -;- N2 (x;:;0,Z2)

=-!I|21 = eup{—-‘z-x'z,lxh—;- 2 = 2 w{—%x"tz =} (R.&.3)

donde
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Yy ¥y1* 0. Bajo estas condiciones las siguientes propiedades se sa-
tisfacen. '

£ Xx"Kl(O.i) y Xz"’ﬁx(o,l)

££} C(X:1.X2)=0

£ii) X3 ¥y X2 no son independientes .

A La distribuecidn dé % no es Nor;nal bivariada.
Estas afirmaciones se démuestran a .’contir‘luacién)

i) La distribucidn marginal de X1 est& dada por

=

) felxividxs SRR

-

~f£x(xx)= j

[ N G
2 L Ra(x:0,X,) d x2 + 3 Lﬂz (%30, Z2)d %2
L]

=10, 1)+VV% N) (ixib,‘l)
F3 .

= Ni{x170,1).

AnSlogamente se demuestra que t‘x2 (Xz)'Nx(X:’FO.l)‘

££)} La covarianza entre las variables X, y X; puede obtehnerse . como
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C{Xy1,X2)=E (X) X2)-E{X1)E(X2)

3

]
f———ws

Xy Xz f‘((x; Y1) dx

@

i
Wi

=3 o .
f X1%:>Nz (x;O,S.)dxi»-‘zo I x1%2 N2 (x;0, E2) dx

-2

T - *:

f
(ML
o=

iii) E1 producto de las funciones 'de,densic‘lla_d‘ de X2 y:x;‘fpued‘e 'ex}'

iv)

presaric Como -

‘/zf W2 z
exp {._' x:x ';Xz}

. - . 1
Ty, (22} £ (x2) = (2=}

y esta funcidn es distinta de f‘(x,v,)definida en' ('1.1&.3)} ‘Es -
te hecho demuestra que aun cuando la cavarianza entre X, y X2

es cero, las variables no tienen distribucidn independiente.

Esta implicacidn. se.cbtig.rgg como rqsultédo de que la distribu~
cién conjunta de X3 yX: no es Normal bivariada.. .

Las condiciones E(X)=0, V(Xi}= V(Xz:)=1l y C(X),Xz)=0 implicdn
que si X tiene distribuci8n Normal bivariada, de la definici8n
1.2.1 se sigue gque la funcibn de densidad de X estd dada por

h, (x)= 20 exp |- —;- x'x}

Como hx {x) es diferente a la funcibn e uensidad d.:{inida en

(1.4.3) se sigue gue X no posee Qistrituci&n Mormal bivariada.
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1.5.DISTRIBUCIONES MARGINALES,

Ll teorema siguiente caracteriza la distribucibén marginal de un

subconjunto de variables de un vector X con distribucidn Normal mul
tivariada.

TEOREMA 1.5.1. Sea X~ Np(p,z)y X, un Aubcon;unza da P1 valu.abcu de
X. la dc&t&&buc&dn de X, es Noamaf multivariada de d;menb;dn P11
rcbn medias, varianzas y covau¢anzaa obzenLdaa de £a4 aebpect;uaa
‘componentes de y Z.

" DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad supéngase que x'puedé es-
cribibée como (x:,xi). Si X no corresponde a- los prlmeroa P1
'componentes de x, puede modificarse el orden de . 1as varlables reor—”
‘denando las correspondientes entradas de H:yz .o

;Sean

3 ' - Zn Zh2 ‘ N .

B = y = .
. I ¥ En I R S

' Y 1; o X[ % ‘  .

XY= |y, |=BXx = N Iz |{x [Twxiesxa | (1.5.1)

sea

Seleccionemes N de manera que ¥; tenga covarianza nula con ¥Y:; es
decir
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0=C(Y1,Y2)=E{{X - 8:) (NX:4X2 -Rpu,- 820"}
=€ {on — #2) (X2=822) "+ (X2~ ;) (X~ 2202}

=Zyg+ E,,N"

' -2
= N==-Z;E

«La matriz M dada por N

5 ST Y |

! defzna una transformac.xan no :.1ngu1ar de x en !. Unlmndu el teo: ‘_'::'
rema2 2.1 sze o.n.lene que Y tiena una dlstrzbnm&n Elarmal mulnwa:rla-'

da’ . de dimensidn p. .

'El valor:esperado de Y corresponde a

E(X)=np =1 . . o '
T ~En Zh Ry +R>
1a matriz de varianzas y covarianzas de ¥» est$ dada por

o v(Yz)= ElL Yz_-E-(Yz)][Yz-E (¥221}

= E{IM(X1=m,) +(X2~22) I N{X1-i 3+ EX 222D D * }
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H:xi"f-‘;zz"'zu + ZaN?

- -1, -1 ‘
EnZa Ep+y; -Xy Iy E2-Zy EY, Zp
. .‘ )

= E22-Zn En ZIun

' 'de’ donde

.Vz_rzz.-le priy zx;

: Cano c(!;,!zh-& por el teorema. 1 4, 1 Yx sz son’ mdepend;entes de
- manena que Ia. func:.én de- dens:.dad de Y- puede escr:.b:.rse como

f!(r=--= lzll')af,l‘ tyl;.l .zu)f,“-(Y\z‘ll‘z-zuzl-:_“h!#-1) ) (1-5.2)

donde Ba..- x..—x.. t“ t.g . Las: func:.ones f Ya y f é’ corresponden a
’denszdades Normales -ultlvar.ladas de dimensiones P ¥ p-p; re..,pectl

U vamente. La densidad de ¥, puede obtenerse de (1.5.2) J.ntegrando
sohre b £ resnltando :

'f'.(y;l— [-f’(yillll. MIN') dya
- le (yi: o, xu. )

poxr iLon que la densidad de Yiﬁitg es Np(ﬂ;,tn) .-
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Una.forma alternatlva de demostrar el teorena 1.5.1 se obtlene ab-
servando que (tl)- ¢ (t1,t2=0). Por el teorema 1.2. 1 se sabe
que la func16n caracteristlca de X esti dada por

¢ (£)= exp(it'p- 1 t"Et)
EQ,:é(anh_do ‘esta funcibn en t,=0 se. obtiene .

(e = explitiu- 3 €1 E1p £2)

.

y .comoe e«;,ta funcidn es igual a’ la func16n caracteristlca de una va
rlabl;_ .con d:_strlbuc:xﬁn Normal mult:wa.rlada de media @) y matr:.z

de: covarlan"aa ' se sxgue por el teorema 1.2.2 21 tesultado desea
do. . .

Comb resultado del teorema 1.5.1 se sigue que siX‘-—:(ﬁ;’,.-...X }
tiene distribucién Normal de dimensién p cada variable xi:i....,p tie-

ne d:tstrlbuca_on Normal univariada. 'El caso inverso no siempre es

val:.do, es dgcn.r, si x;....,xp t:.enen dlstrz.buclan Nomal univaria- =

‘da_no implica que X tenga dlstrlbuc16n Hormal p-—v,ar:.ada (ver e_]em—"'
plo 1. H.1): . ‘



32

1.6. DISTRIBUCIONES CONDICIONALES.,

En algunas té&cnicas estadisticas multivariadas se utilizan pro-
cedimientos de seleccién de variables en los que resulta invelucra-
da’ la distribucibn condicional de un conjunto de variables Hormales
dado otro conjunto de variables con 1la misma distribucidn. La dis-
tribucidn condicicnal se 6btieﬁe en el siguiente teorema ’

TEOREMA 1.6.1. Sea xsnp(u,z)'y sean

ey [ En By

w=l ez |
M2 Sl Ea T2

dande x y n som vectones: de dimensibn P, ¥ le 2.6 -una ma.tlu,z de

P; xp con pr!—pz—p. La distribucdldn cond‘cc&ouat de xz dado X1 ¢
' Mall.mdf_ de dimensibén p,; con media )

B + X Iy (X)y- @)
'y mataiz de vdnianzas y covarianzas.

: -1
Ea2.1= Z22-E2: Iy Iz .

DEMOSTRACION. Sea .Y definido'como (1.5.1)3 es decir, :

.-
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g & -0 X, ¥, —l
Y= MX= _ =

-
~Z,3 Iy, Iz X2 Y2 _l

La funcidn de densidad de Y esti dada por
T - R ' V"l ) B ,’
‘ fY (y‘.‘Hl‘.ll IM')= fY; (yl/ :A:.Exn_!f,z‘(y, sPRz— :a; Zn *, sn-x)’: ‘

] UtJ.lJ.zando el teorema de cambio de var:.able (hogg and Craig , 1978,

: secc 4 5), la densxdad de x=u“v puede obtenerse como la densldad de .
! valuada en la transformacifn inversa de Y. defuuda por nx multx-

i pllcada por el jacoblano de la transformac16n que es lHl-tl, esto es

: . - ;‘,—‘lﬁ 4
f (x; #,E)= (27) lxnl ep {- -lx;-ml' lxl-n;l}

-rz/; g s R - . . g
- (2m) Wu.ll exp {--;"lxz-ﬂz-zglz:'ll(¥x-!x)] '222-‘.1

L imemeeEaEn mmmdl) o (6D

Naturalmente,' esta densidad corresponde a la dens;Ldad lp (m,E). l..a.
den51dad condicional de ‘X2 dado X, corresponde al coc:.ente de (1.6.%1)
entre la densidad de Xi; es dec;r

f x.nX%) -p2/2 -2 1 .
mn (2w) 12224l 'em{-ilxz-llz'—zuzn (er—95)]

fx;/xi-x;

- -1
Ez:.llﬂz‘xnxu (x1— my} }
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de donde se sigue que la densidad de X2/X;=x; es Normal multivaria-

da de dimensidn p» con vector de medias
- -l
E{Xz2/X1=x1)= g2+ T2y By (K1-u3) = 8§ (x1)

-y matriz de covarianzas

W X2/Kymx) = E{1X2-8 (x1) 11 X2=8 (x1) 1 * /X 1ok} ]
= gu_lﬂ

R

.16 .que demuestra el teorema. -




as

1.7 TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL.

Aunque gran parte de la teoria desarrollada hasta:la fecha sobre
Andlisis Multivariado, particularménte en Anf8lisis Discriminante,
descansa sebre la suposicidn de Normalidad, ne siempre ocurre que es
ta distridbucidn proporciona una descripcidn satisfactaria de la va-
riabil*déd de la informacidn. En algunos casos mediante el uso de

.alguna transformac;én de las varlahles orxglnales puede ‘resultar que
‘la distribucibn Normal proporc;ona una descrxpcxon adecuada de' la va

: rlab111dad therente al procesc. Sin embargo, la transformac1qn pug'
'de ser complicada o dlficll de encontrar. 'Afbrtunadaﬁhhte; adn’ emn
estos casos:’las técnicas pueden considerarse relativamente robustas'r
puesto que tipLCamenue basan el anflisis en las medias de las cbser—'
+vaciones o func1ones de éstas. La teoria dlstrlbuc1ena’ p&ra esta

s;tuacxon Duene abordarse recurr;endo al 51gu1enta tecrem&

" TEOREMA 1,7.1. (Teozema det Lln;tg ccntmal!. S x;,x ,.--,:meﬁae—_
senta una sucesiln uxﬁ.c.uu,ta de vectores. atea»talr..mﬁ independientes ¢ -
Ld¢n£4camcnte_ dL&tﬂLbﬂLdoé, ‘provenientes de ure pobtac;ﬁn de ned4a
By matuLz de cov444anza5 Z enionced

¥z n ) ; S

n ig, (xi—.:l)=‘-’EA(x—n).
canveage en dLAtkLbd&tJﬂ a una s (e,%) caarde el watom de n t&cudc @
&nﬁLnLta.

DEMOSTRACION. Ver Anderson(1958 pSg.7u).
Se dice que un vector aleatorio x'-(x I.x

nz
distribuecibn a F (x) si

reemepX ) canverge em
v o 7



n_.mFxAi(x)énZivg’ p(x n, <. X, g-eer xnp§xp)
= p(x1<xl,....,xp <xp)
= F (%)

‘evnvi'los'v'_puntqs de continuidad de Fx (Xy.

_ Un e_}emplo de apl:.cac:.ﬁn del teorema del limltc central es el si-

gulente - ‘s

mmm 1.7.1. Sea X un vector de dimensibn p con distribuci6n>'Mul-l- :

t:nomxal con parémetros 1y 0‘-(01....,0 I Sea xx.....x una mues- -

’tra alcatoria’ ¥ B= E x " La dlstrlbuc16n de. Z es multlnomlal con '
parém«.tro., n b4 0 La esperanza del promedlo de la muestra correspon '
S de a- :

- e
E(X)= E(X)=_ Z, e,P(X=e),)

donde e, es el i-&simo vector canGnJ.co de np La varianza ‘del’ _P!"O".
medm esta dada por Do

ViE = 1 voo= 1 E{o-0) (x-0) '}
- Llexxy-loor

Como los valores pocibles da X son e res '-"ep" la matriz X X' es una
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matriz que toma los valores ene\,..-,epp; com probabilidad @y,...,&
respectivamnente, por lo que la varianza de X resulta

Mo

126 _ee - Loeo-
ni=t i i i n

% faiag 0-0 07}
Utilizando el teorema del limite central se chtiene que

XN (0, 1 laiag 6-60°})

o equivalentementa

/n (X~ 6) -—np(o.diag'e_aa-»
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2.1.INTRODUCCTEGW .

El prepSsito de esta seccifn es obtener la funcidn de densidad
de transtermacicnes limeales de variables que se distribuyen sasGn
una Jormal multivariada. Se definen tambifn las condiciones nece-
sarias pafa la imndependencia entre dos transzformaciones lineales

natrices de datos Normales asf como las COndlClOan necesarlar par:

iz

la independencia emtre dos transformaciones l;neales de una.varia-
ble Neormal. FPar @itinme,se analiizan las condiciones para que una
rransiormacidm lineal de una matriz fe datos Normales resulte de

nueve ung matriz de datos de la distribucidn Normal.

i

E.Z.THANSFWRMHCHQNES LINEALES DE VARIABLES NORMALES .

La diistribuceifs de una forma lineal de variables,ﬂormalésfsn e
tablece en <l siguiente tecorema. '

TEOREMA 2.2,.3. Sca x-"—up(p.x) 4 3= Ay X+b donde A, es una matriz
de ecomatantes de dinvexsifw qep cow q<p ¥ bERI un vector de constantes. La

distribucitn de Yy, ¢4 Nowal Mattiveriadn de wedia A, p+b y matriz de covwm:zm
Ay z Bn_ -

DEMOSTRACION. Definase la matriz Az de dimensibén p-gqxp de manera

e nuras
»
- =
xR Az

sew do rumgo . Sea ¥ definido comop



40

Y1
X = = AX
X2

La funcibn de densidad de Y puede obtenerse evaluando la funcidn de
densidad de X en la transformacién inversa y multiplicando por el
Jacobiano de la transformaci8n, La densidad de Y estd dada por

—p/2 ~1/2 _, - '_
fo=en’ |3 epl-  aly-m E ATy e FAT

—vf2 -1/ 1 1 o
={2%) |AZ A exp{- S (y-Ap)' (AZA'T Cy-AR)}

que corresponde a la densidad de una variable Normal de ch.nens.l&n ?
de media AgE y matriz de covarianza AZA'.

- La distribuci&n de ¥1 corresponde a una distribucisn marginal del -
vector Y y por el teorema 1.5.1 ¥; tiene una distribucifn Normal mul
tivariada de dimensidn q de media A; & y matriz de covarianzaskaZh'.

. ' R '
- COROLARIO 2.2.1. S$& X~W (K,E) entonces Y= I C-J~% (0,I).

DEMOSTRACION. Del teorema 2.2.1 se obtiene que Ia distribucién de
Y es Normal de dimensidn p. Los pardmetros de la distribucidn son

=14
E(Y)= F Ei{x-p)=0

-1/
v(e)= T T Z = X.
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La distribucidn del estimador m&ximo verosimil de la media de
una poblacidn llp(n,):) en base a una muestra aleatoria Xj,.. .,xn se
caracteriza mediante el siguiente teorena,

TEOREMA 2.2.2. S« Xaep-earX hepresdenta una muestra a.le.a.toru,a. de
una pobLacx.&m NE(A,!:) entoncu La distndibucidn de X= — - X' e
(:‘l R Z).

DEMOSTRACION. La funcidn caracterfstica de ¥ corresponde a

n
#lo)= E{exp(u:-x)} = E {exp 42 B X))

Utxl:.zando la 1ndependenc.1a de las variables x;,...,x y el teorema
142 1, el valor de 0—“:) puede escribirse como. .

o 1 - I 1 .
‘ .—“(t)=i9‘ "1 (; t)= 1!-!1 pr{l.-l-;t ] —2—:5' t zt}

= exp{itia- T e (L Dye}

De los teoremas 1.2.1 y 1.2.2 se deduce que i_""l!’p(ll,-:?‘z)"-
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2,3, INDEPENDENCIA DE TRANSFCRMATIUNES LINEALES DE MATRICES DE DA-

TOS NORMALES,

El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales
dos transformaciones lineales de una matriz de datos de una distri-
bucidn Normal multivariada resultan ser independientes,

TEOREMA 2.3.1, S& xgxp es una maitniz de datos de una poblacifn
u (n.Zy y 84 ¥ = AXB yzéx; CXp donde gr+st<np, entonces Los

velementOA de y aon J.ndepencuzn«tea de Los elementos dez u. y 460
64. B'Z D=0 § AC'=0.

DEMOSTRACION. Sean !ar y z:t vectores columna obtenidos >ap'.i‘.1ando

las columhas de ¥ vy 2 ;5 esto es

C o a ’ ’
(Y ).= (Y ,,--.-'Y‘:)) -

a,,_ - y
(z7)*= (Bl yreerrBiey)
Del teorema A.4h se obtiene que

= (AXp)% ('er) x%

‘z“:id:Xn)“.—. (pte ) x* o S (213.1)

donde ® denota el producto Kronecker.
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}
La ‘distribucién de X* es Normal multivariada de dimensién np .
Esto puede demostrarse observando que los renglones de X tienen dis

tribucidn independiente y por tanto la distribucibdn de X puede es-

cribirse como el producto de Zas densidades de cada vector X

43 es
decir :

n ) C . '
fx(x;p,‘ 2)=il='|~fxi(xi""z)’ th(n-o 1, Zo 1) . (2.3.2.)

si gqr+st<np, de (2,3.1), (2.3.2) y el teorema 2,2.1 se obtienc
que ' ) : ’

w - [za T Nq:-&-st'v s, _V_)
donde 8 y ¥ estan definidos por

F- @'BOL'A' , mtDOICT) T e

B'EBO@AA' B'ED ®AC'
V= '
D'TBOCA' D'IDECC

Del teorema 1.4.1 se obtiene que ¥* y 2% son independientés si y so-

lo si su covarianza es cero; es decir B'ED @ A C'=0, lo cual ocurre
si y solo si B*Z2 D=0 & AC'=0. :
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COROLARIO 2.3.1. S& X es una matriz de datos de una distrnibucidn
N #,2) yX y S son Los estimadores méximo verosdimifes de rykX
Jtcbpect&vmente, entonces X es independiente de S5 .

DEMOSTRACION. Sean A= 2 1' y €= I-211v. Por el teorema 2.3.1

x= A Xy c X tienen distribucibn 1ndependlentp va que AC®=0 de don
de se sigue gque X es 1ndepend1ente de S= -:; (€ X3 (CKL.




TEOREMA 2.4.1. Sea X~N_ (e, By sean ¥

A,Cb gy a Aonmpccuvmmte matrices y vectones de consiantes tales que r+s<p.
. Los vecterea Y g z scn 4.udepcm£c.mte4 84 y s6lo ad A"c'— 0.
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2.4.INDEPENDENCIA DE TRANSFORMACIONES LINEALES DE VARIABLES NORMA-
LES.

El siguiente teorema caracteriza la independencia entre dos trans-—
formaciones lineales de una distribucidn Normal multivariada.

= - ' -
£xt Ax+b Yz, 4=Cx+d donde

DEMOSTRACION. Cono r+s<p, del teorema 2.2.1 se obtiene que

-~ II'._V*_s S,

W= =

Z a
donde R T

AT . b

8§ = c > l_d
AZDA' AEC

v = _
c Za "Cc EZcC

fiel teopema 1.4.1 se obtiene que ¥ es independiente de X si y sblo
si AZC'= ’
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2.5. TRANSFORMACIONES LINEALES DE MATRICES DE DATOS NORMALES.

Las condiciones bajo las cuales una transformacibn lineal de una
matriz de datos X de una distribucibn Normal multivariada resulta
de nuevo una matriz de datos de una distribucidn Normal se dan en
el siguientc teorema.

TEOREMA 2.5.1. Sea X xp'una mataiz de datos de uma diathibuciGn
,_N (H,2). y sea Y xq™~ AXB donde A yB son mtrices de constantes tales que
”,‘m¢;<x1p. Y'—(Y.,...,Y ) .es una matriz de datoa de- una.d&&tm&bucc6n

1 .'N (8B's,n B'Z B) 44 y 86Lo 84

a) (Media Camanj Al1=81 palta algtin SER 5 B* u=0
b} (Independencia)l AA'=9n1X p'auaﬁalgztn'ﬁe:ll'

"DEMOSTRACION. Sea Y:q' un vector columna cobtenido apilando las colum
nas de ¥, esto es ’

fd';'if': ey e
mq =" " tq)

Del teorema A.4h se obtiene que

a._ a a
¥, = (aXxB) %~ (B'eA)X

donde @.denota el producta Kronecker,
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De (2.3.2) se sigue que la distribuciédn de x% es an(uc'l,zoi) .
Si mgq<np del teorema 2.2.1 se obtiene ‘.«

yd ~ N (Beeal, B'C B @ AA')

Los vectore-s'th)....,lm) tienen la misma media si'y solo,,‘s‘i

B'%W & Al= 0

o

B'% ® Al=M O 1

. donde M es cualquier vector de dimensién mgq. Estas dos condiciones
equivalen a B'#=0 & Al= 81 para algln 8 ER. Por otra parte > las va
riables ¥ y.<:-s¥(,, son independientes si y solo si -

"'B'E'B @ AA'=N8 I

donde N es cualguier matriz de quxq. Esta cond;‘.ci&n equiva]',e‘é. _
AA'=7I para algln nlmero real %. ‘ : )
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3.1 INTRODUCCION

En esta seccifin se deternina la distribucidn de diferentes for-
mas cuadr@ticas de variables con distribucifn ilormal aultivariada.
Entre estas distribucicnes asociadas a la Normal se encuentran la
x2, !J__ishart,:n?‘ de Hotelling y A ce Wilks. Para cada una de ellas se
énalizaﬁ'diferentes propiedades cuya aplicabiiidad se encuentra bi-
51canente en el contexto de las t&cnicas correspondientes al An&li-
sis de Varlanza. Cada una de estas dlstrxbuc iones se giscute por
separado en las szgu;enues secciones.

“3.2 1A msTRmucmn x*,

. Zn este apartado sSe ccraeterlza a la dlstrlbuc:_ﬁn de alvunas for-
mas cuadrdticas de variables or:nales multivariadas estlahecxéndose
las condlclones para la independencia entre deos formas euacratlcas
y entre una for-\a cuadritica y una lineal.

3.2.1 DEFINIC!GN DE LA DENSIDAD X* .

La siguiente de;ln:_c:r.an proporciona una caractermzacx&n Ce la
‘distribucién x2.

DEFINICION 3.2.1: S3Se dice gue una varxiable aleaforia X liewe dizfn?

bucifn x2 con n guado& de ILbenxan A& su fumcifn de dewsidad catd da
da pon .

 Fylxim)= {Znhl‘(n‘/z) 1t x™z —t exz (-2 ) ; x>0 ,m>0p
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donae

r(y)-J' w¥~! expl-w)au ; y>o0
[}

por conveniercia se denota por x,~x: .
.  TEOREMA 3.2.1. S& X e& una variable aleatoaia con distribucién xz
entonces ‘ ’

2} e ()= (1-2 L¥)~"72

B) M (t)= (1-2¢)" 74

. DEMOSTRACION. , , T S
@) Desarrollando én'serié de - potencias la ~funéi66'é;@(&)i)~ﬁé abtie-
© . ne : _ o : S
‘-,(t)= E{exp(iex)}=
§ e’

.- - Y
to z".’!.r(!;-) r!

f x:+-2--1 exp (- % ) ax
N .

: n
= F 240)T LTy
O rixe

= 24nF Grz=1) Ger-2).... )

r=0 r!

-n n n
(—ZLt)r (“1)? (-'2') (——2'-1) PRI O 1-!#1)

b
"e=0 pour’

~
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donae

P(y)-J u¥™! exp(-u)da ; y>o0

" por cenveniencia &e denoia por x,~x; .
'TEOREMA 3.2.1, S4i X €4 una vardiable aleatonia con distribucibn xZ
entences ' o o '

Ca) e ()= (1-2 LT/

bl M ()= (1-2¢)" 74

" DEMOSTRACION. =~ -
" @) Desarrollando en serie de potencias la fu'ncién"e:@(&-tk)' se obtie-
ne’ ) ’

¢, tt)= Efexp(itX)}=

=X (L ¢) )

T+ ==t x
> — X772 exp(- 5 ) dx
'oz"kl‘(%)r! L 2

;o n
=3 240)° D (377)
O P

- (2497 (B+x=-1) F+z-2).... ()
=0

r!

pad : n
= I, (-248)° (-1 F =3 =2 - .= F-re)
= - = .

el
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2 -n/2 .
=.E, (YH (200"

= (1-2it)" "2

por ser la serie binanialpara(1-24{49~ n/2

b) M (t)=E{exp(tX)}

(1-2¢) ~P/2 r" (1-2¢) "%

2“/21‘(-;-) x 27 exp{- F(1-2t)}ax

(1-2 £ ™2 g5 e<1/2

' “Observando que el integrando resulta una funci8n de densidad Gamma
con parSmetros n/2 y (1-2t)/2. ) ]

3.2,2.FUNCIONES CARACTERISTICA Y GENERATRIZ DE MOMENTOS DE FORWAS CUADRATICAS DE.
. VARIABLES NORMALES, P '

TEOREMA 3.2.2. S4i X ~llp(p,2) yA__ s uxa matriz sim€nica entom
ces ‘ : ‘ ' '

' . . _1[2 :
a) ¢, (B)=[1-28€AZE} e:@{.étln"(:l:—z.ét.n_th-»uuﬁ

B) My,, , (6)=|1-2 tAZ}™? axpltut@-2eaZ)T Buf

en una vecindad del cexo.
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DEMOSTRACION ..

a) Como >0 v A es sim€étrica, por el teorema A.19 existe una matriz
F de rango completsa tal que F'Z"'F=I y F' A F=D donde D=diag(d)y a'=

(du, - «.,dpp). Definiendo ¥=F"'X se obtiene del teorema 2.2.1 que Y~N (F~'n,
I).

Utilizando estas relaciones podemos escribir

ffx;n(n,a Efexptit x*ax)}
= Elexp(it !'Dz v}

= E{cxph.e]_n “!1)}

=jg E{g.pcte dﬁ j)]

'Défiiiiendof &=r~' p se obtiene . ‘ F N L

zov. [
E{m&u: djj:‘i 3} f 62:)

R 2 ;
{;tdﬁ 3= 3 —(Y -Oj) iy d‘lj .

; . = - A -
e ﬁ"‘} d; t%‘; (1—24".&_5)‘ !} (2= mq:{..;.(l.z Ltd )[y ﬁ-utdjg)") 2 }d

- i L gz 3 g1 9s Lyt - -14
expi- 7 &5+ 7 0j01-24eq, }Q-24e 4,5

De: esta manera se sigue gue

p.:|_v.__x/z 12 . . e
¥ oax (EY= (Sg{ cl-z«tdj;:i._) ]@{-Ejg“(.j-.; (1—24.tqj 5 1}

Y
= |1-2tD| ewpf-3 0L 1-€2-2£6D) 10}



S3

=1z [?[[I—Zi.tl)[ exp{-———ll'l(l' e P 2060 T E T )
=lz| Iz —uu]’vexpf-—- urz"? - (FP'-24it FDPY Y&}
. -1/ 1 1 . -1
=|1-2itA Z] exp{-;w'1E —(Z-2itZaD)” 14}
. L2 1 . S Y
=|I-2{tA E[ exp{- FHII-0-2LE AZ) 127 u)
=|I~24tA z{""exp {-%n- -24tAD) " [(1-2aAD) -1 ) £} -} '

Il poa tawto, La funcién caracterfstica puede c&Mwe co-o
Oz.u(t)- | I-2itAZ] Vze:pl«l.tl‘ (I-ZLtAE)‘-'hp}
) M, ()= E{exp(tx!nx)}

{2 » 2[ (--p't' ®) [exp{--x' (2‘1-2th+3' 2 x} dax '

como 2> 0, del teorema A. 3 se cbt:.ene que pou >0y def::.nxendo
M= Z"'~2 tA se obtiene del teorema A.8 que M> ¢ si tomamos lti 10 su
ficientemente pequefio. Utilizando este hechoc y haciendo b= E 'p,
puede escribirse’
My ax(t)=ME[ exp{-zE ;—s-na)][ 122 ‘; expi-z0-d)nx-Hlax
" - -/!' 1 -l b3
={xT~2tAE} exp{- 7 R UI-C=2eAZ) T 1 E 7R}
—{I-26A E | ¥ exp [- 3 B* (I-2eAD " L(X-20AK) -T1E " g}

=}1-2tA |2 expf tu* -2eaD) "' An}

3.2.3. ;DISTRIRKZ[& E INDEPENDENCIA DE FORMAS CUADRATICAS DE Winﬂ.ES NORMALES ..
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TEOREMA 3.2,3. S4& x~Np(u,E)entoncu

al X'A x~x§ 84 y 40Lo 44 AR=0 ¥y AZA=A
en cuyo casdo r=ty (A %)

b} X'AXy X'BX aon independdentes 84 y sdlo 8L AEZB=0

¢} X'AXy CX son independientes 34 y 4580 4L CEA=0.

DEMOSTRACION. Las condiciones Ap=0 AZA=A son suficientes para
que X*A X~ x: . Para demostrarlo, del teorema 3.2.2a setiene gque la-
funci®n caracteristica de X'AX estd dada por

'x'nx (t)-ll ZL«tAEI exo{a.tu'(l 24.1:32) An_} ‘

“Si Am=0 se obtiene que
. , S VN X o =12 R : v
$piax (V)= [I-24ta B = 0 (1-2 4635 (3.2.1) .

: ,,donde l;,...,lp son los valorespropiosdeAT. Si Ademis AT A= A'se'.s:\’.-
gue. que A XA« AT de donde se deduce que AZes 1dempctentey por tanto exacta-
mente r valores A_ son iguales a 1 y el resto son iguales a cerc’
con r=r(AE )=tr (a). De (3.2.1) se obtiene gue

c v ™X/2
‘x'ax(t’ = (‘1—2 L)

Del teorema 3,2.la se sigue que la funcidn caracteristica de X*AX
es igual a la correspondiente a una variable con distribucidn x: y
del teorema 1,2,.2 se concluye que XA X~ xi
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De manera inversa si X'AX tiene distribucidn x: utilizando los
teoremas 1.2.2 y 3.2.2a se sigue gue

-/

, (1-2 i.tlj)"‘/z exp{itu'wanl= (1-2it) (3.2.2)

s

donde W=(I-2 itAZ) 'A. Derivando ambos miembros de la ecuacibn -
(3.2.2) respecto @ # se obtiene

P. . - , ) .o
591 -2 itlj) 2 explit w'up} RitWp) =0 ¥ LER

de donde se sigue gque Hu~0 10 cual’ mpl:u:a iz comhcl&n Al —0.
Sub.,tltuyendo este resultado en (3 2. 2) sSe ohtxene '

J

B -]

((l-24ed) = -2 iv)s

Los dos polinomios en t son iguales garz [tl <e si y =olo si los

grados son iguales, es. decir Agr= IS*zf. .- ,l =0 de donde se sigue
que

;I -24e2 ) = 1-240)° 3.2.3)

Como las raices de los pclinomios deben Ser las mismas y el miembawo
del lado derecho de (3.2.3) tiene unz rafz t={24)" " de oulteiplici-

dad S se obtiene cgue lj=1 J=1,c.c.,5. Del teorema £.% oo oitfens que AX
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es idempotente d= rango S=tr (A.Z).lo cual implica 1la condicién AZA = A .

b) La condicién A EB=0 implica independencia entre X'AX yX'Bx .
Para demostrarle definamos rarango (A) y S= rango(B). Por el teor.-
ma A.16 podemos escribir A=MAM' y B= N @N'dondeM y N son matrices
de rango completo conr y s columnas. Si AZB=0 se obtiene
MAN'EN® N'=0 de donde se sigue que MM AM' ZNO N'N y como H'H,
N'N, Ay@® son mc.tm.ces de rango completo se deduce que
COVM X, N"'X)=M'EN=0 . La distribucibn conjunta-de M'X yR'X cuando
r+s<p puede deducirse utilizando el teorema 2.2.1, obteniéndosec
que es Normal multivariada y dado. que C(M'X,N'X)=0, del teorema.
i.5.1 se concluye que M'X y N'X tienen distrbucidn independiente.
De este resultado y observando que x‘ax (M'X) " A M'X y X'B X=
(N*X)* @ H'X se deduce la :Lndependencza entre las dos formas cua-
Jdréticas.. '

‘De manera inversa si X'AX yX'BX tienen d15tr1buc1on :mdepen—;‘f_-
diente, se deduce que

M aemy x 1BV My gy (B) Mx px(t)

y esta condicibn debe verificarse para todo vector M, en’ particu-
lar para m=0, cbteni&ndose del teerema 3.2.2b la condicidn

|z-2t (A+B) B|=|1-2t A E||I-2¢t B E|

+ este ccurrs si y s8lo si
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|T-2t (A+B)E|=]1-2t (A+B) X+ 4t*AZB Z | (3.2.4)

Sea M=I-2 t (A+B)E . Por el teorema A.8 la matriz M X' esdefini-
da positiva ¥y PpPor tanto de rango completo.para |[t|lo suricientemen
te pequefio, de donde se sigue por el teorema A,.6e que r{iM)=p. iiul

tiplicando por M~ ' la ecuacidn (3.2.u) se obtiene
. p - . . )
2 - - (3.2.5)
Jhiledae?sy =1

.- donde N son los valores .propios de la matriz AZBIM™!

La igualdad (3.2.5) se verifica para todo valor jel<e si 'y solo =i
5‘—0, i=l,..s,p. ©Dsta condicibn implica que AE'BEH"=0 de donde
se deduce - que AEB—Opuestoque Zy u son matrices de rango completo.

¢) Para demostrar que la condicidn CZ A=0 es suficiente para J.mpl:.
car la 1ndependenc1a entre X'AX y CXdefinanos r=rango{A) vy S come |
el nfimero de renglones de C. Por el teorema A.1% podemos v;_sc_:rlbr_n‘
“A= M A M' donde Hoxr v Arxr son matpices de rango r. La condicidn .
‘CZA=0 1r\pl_1ca CEMAM'—O de donde se .,:Lguc que CIMAM'M=0 y comno
M'M  es de rango completo se deduce'm‘e CEH—-COV(CX M'X)=0." Por -
el teorema 2.2.1, la distribucibn -conjunta de M'X y €X cuando

. r+sS<p-‘es Normal multivapiada Yy comno COV(C X, M'X)=0 se sigue del
teorema 1.4%.1 la independencia entre CXy M'X. Observando que
X'AX= (M"X)'A M'X se sigue la independencia entre X'A X y CX.

De manera inversa, si X'AX yCX tienen distribucidn independien
te, se verifica que COV(CX, X*AX)=0.

A, Xy C puede calcularse cbservando que

La covarianza en t&rmino=s de



58

E(X'AX)=E(tr AXX")= ¢t r AE(XX')=¢trAZ+u'Ap

De esta ecuacifn se obtiene que la covarianza puede escribirse como

covicx, X*AaX )=E{[CX-Cp][X*AX~-tr AZ- p'Ap]}}
=CE{IX~#] [ (XR=p)'A(X-#)+2 (X=p) 'Ap~tx AL} }
=CE{(X=#) (X-#) 'A(X-p} } +2cZAu-0
=2CIAgp ' ‘ (5.2:6)
va que el tercer momento de X-u e's cero. Esto puede 'vér'ifi'carse o
’de.flnlendo Y= x-u y observando que el K-&simo- elemento de HI-(Y‘AY)Y ‘
- esta dadopor IR, SRR < "

ERE 'P> N F‘ R :
We= 2 & oy ¥ Y ¥

.

CR=l, eede,p

"’Para demostrar que E(H)=0 es -suficiente demostrar que E(Y! Y )-ov:.,;,k.
“"Para esto, de (1 2. u) y.. el teorema 1, 2 1 se obt1ene que -

£ “.‘1’5"&"".%{ s—s—s— ep(- 3 € E0}

Definiendo E= (dij), se obtiene que las derivadas de ¢y(t)- corres-
ponden a '

) ' . 1.
a*EK—' "Y(t) = - &21 qut!) exp (—.‘:',: t' I )
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22 .
; ¢Y(t)— (12;1 ‘K!t!z) exp(——- t‘Et)(E1aJmtm)
ty 3ty
1
- aKj exp(—-i t'Zt)
a3 PP 1 e P
3 ! ¢, 0= GE m"—;1 e ojmtl tm)e?(__f € Et)“ni:taintn}
tia'tja tik .

o P . )
1
+exp (-~ z t'Et) (l§| Iee tp 0]14-“21 o)ntnoxx’

1 ' ¢ .
o, exp (-t Z¢) ((Z 0 v) 3.2.7)

'/'Val\ando en t=0, todos los miembros de la ecuacibn {(3.2.7) son iguales

‘a cero, de donde se s;Lgue que E(W)=0. De €3.2. &) se s:.gug que

CZAR=0 y como esta condicifn se verifica para todo vector s, se
concluye gque CZ A=0.

COROLARIO.3.2.3. Se¢a X~ !I (F D).

La variable 3=(X-#}'E"" (X~#)
gtA.ene d&AtA¢bu.c4.6’n x‘ . :

bmqos'rncmu. Del teorema 2.2.1 se tiene que Y=X-a~NK{0,X).
do A= 8 7 utlla.zando el teorema 3.2.3a se deduce que XAE =
(X-pu)* (X-u) ~ x .

3.2.4. OTRAS PROPIEDADES DE LA DISTRIBUGIGN.XZ’

Hacien

La siguiente defmlm&mymnacaractmdnsmspmpmdadesde ladis-

trlbuc:n.on x?

DEFINICION 3.2.2.

Se dice que una variabfe aleatoria X tieme disdtrd

Sueibn P con pardmetnos nygm a4 su funcifn de densidad eatd dadz ponr
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: n+m n.njz _niz=)
fx(x:n.m)= LN b )m im) - X YT X>0;n,m=1,2,...
: T(zIF(H (+Zox) . '

pana simplificar se denota pon X~F_  _ .
I

TEOREMA 3.2.4. S& X, ...,xp son variablLes aleatonias Lndependéenzei

tates que xj~x§ j=1l, ...,p entonces

3
» : e
- ~al Y=j§“ X, - x 1 l:\-jg;;:1 ny

bY 3= n;x;/n;xg~ F(hx n2)

DEMOSTRACION.

. R < . ’ ;! . - R . PR S .
a) La funcifn caracteristica de1§1{x1 puede calcularse como

]
¢y term g, ¢y (0

con—myl 2"
'j!-ll (=2Lt)""2
m(l-24t)”R
Del teorema 3.2.l1a -se deduce que ¢,(t} es la funcibn caracteristica

de -una variable con distribucifn x: y por.el teorema 1,2.2 se conclu
ve que Y~x: . '
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b) Sean Z=n2Xi/ni X2

y W=Xz
de 2y W estid dada por

La funcibn de densidad conjunta
£ (z,w= g, (22 &) h, (o) 3
zZw 4 X1 na2 X2 n2

-1
- (n1¥naz o nz ni _..npb-1 . 221 1 .
{2 NS PER (7 2z wi o exp{-zClzuwi}

La densidad de z-‘puede obtenerse como -

fz("z)=' I;iz w (ZeW) dv
FonLmpe nulﬁrh-l . e s
= n) = (m+n2) /2.3 W m
Io 2(m+nz)/z rL, raz, R e’@{ 2 Qa+ 2 I)}dﬂ
S AN

Efectuando el cambio de variable X= '2-"(1+3-;—‘z-'z)7 se obtiene

nv ) nij/zi

. . /o D e
fr= S 27 © glmimal/ami gmx gy
z : I‘(%_E-) l‘("—z‘-) 1+ _::_;_z)(nn-nz)/z ‘ :

2324, Ent 14 m/fper

i ; z>0
: r('.‘zi)r(?‘_zi) (1+ Bl gy (n1¥n2)/z
,‘ﬂ2

y de la definicibn 3.2.2 se sigue que la variable 2 tiene distribu-
cibén F con parimetros n; y nz .
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3.3. LA DISTRIBUCION WISHART,

3.3.1.INTRODUCCION,

En esta seccidn se definen y examinan algunas propiedades de la
distribucidn Wishart, que corresponde a una generalizacidn de 1la
distribucién x?. Esta distribucidén juega un papel de particular im
portancia en-el Anflisis Multivariado ya que estadisticas como (n-1)§
tienen esta distribucibén. La distribucidn w:.shart se presenta me-
d;ante la s:.gu:.ente definicién.

3.3.2. DEFINICION DE LA DENSIDAD WISHART. :

'DEFINICION 3.3.1. Se dice que £a.matriz Mpxp iiene duﬂubuuﬁn Wishart de
-mMn p con matraiz de escala T y n grados de Libertad 84 puede sen edchi
ta como M= X'X donde Xnxp €4 una matriz de datos de una distnibucitn

' -up(o Z)y. Para A-unp-&«.‘l.cah. se emplea. la mmwn M ~Ws(Z,n).

© /- Las matrices con distpribucibn Wishart poseen una’ 1mportante oro-—::.
p:.edad que se establece con el siguiente teorema. : '

TEOREMA. 3.3.1. Sea ﬁ~wp(2,h); S& n>p, la matriz M es positiva
definida econ probabilidad 1. - ‘

dmosmc:on. La matriz M siempre es sémidefinida positiva al te-

ner una distribucibn Wishart ya que podemos escr:.b:.r a'Mar a""Xa-
X'y >0 donde Y= Xa, Para demostrarq.le Mes def:.'n:.da posn::.va basta
demostrar que a’M a=0 ocurre solo cuando a= 0. Como esta cond1c16n

.se verifica solo cuando M es una matriz de rango completo se sigue
que cuando n 2 p

P(a’'Ma>0 wa+*0) = P(rango M=p)

= P{rango X=p)
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=1-P(rango X<p)

1-P{Al mencs una columna de X es depen-
diente de las otras). '

P
1-¢p (j__g{i;l;" WX ;,=0 con wj=1})

p P
>1-j.§1 P(ié‘lwix(i):’o con wj=1)

=1

_ pot'tener- Y=1§1 i ¥y d:.stplbuclén Normal Multxvarmda de dlmens:.ﬁn n.

o3 3.3 FI.KXGES CARACTER(ST!CA Y GENE?ATRIZ DE MOMENTOS m I.A BG!S!IID NIWI’

Al igual que en-.el caso de variables aleatorlas vectorlales 1a
d15tr1buc16n de matrices aleatorxas puede determlnarse medxante el
.uso de funciones caracteristlcas debido a su correspondencxa uno a
. uno con 1las funciones de dlstrlbuc16n o densidad acumulativa. La
dlstrlbuc16n ‘de matrices aleatorzas también puede ser caracteriza-:
da’ bajo clertas condlc1ones .en base a. los momentos de - la distribu-
‘eibn. Las definiciones 3. ‘3. 2 y 3. 3.3 se refieren respectivamente a
la funcidn caracteristica y func10n generatrlz de momentos para el
caso de matrices aleator;as.

DEFINICION 3.3.2. Sea X__. una matrniz aleatonia y 0 ume matriz de
dimensibn pxqg. La funcibn earacteafstica de X denotada pq&,‘“)
se define como o ‘

¢,0)= Eflexp{itr(0'X)} ]}

S{ p=q y X es simétrica, 0 se puede restringin al domimio de fas ma
trnices simétricas.

Los momentos conjuntos de la distribucidn pueden cbtenerse median
te la relacidn :
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Kty ot oK :
£ n K2 Kgp et P — %0\ (3.3.1)
xll 'xlz ....xqp 4: n+k‘2'+a|.+kqp aé’;‘_‘...‘aaqpqp X
' - Voo

Esta igualdad puede demostrarse derivando los miembros de la ecua-
cién '

$ (0)= L exp{4 tr (9'X) }fx(x) ax-.
T L _
jvbngNICIQN 3.3.3. Sea X . una mataiz ateatoria .y O.dhd{nziﬁiz,dé

CdimensiSn gxp. Lla funci8n gemeratriz de momentos de X denotada ponr
‘M (9)se define como ‘ o : o

‘M, (0)= Elexp{tr(8'x3}]

S& P=q ¥ X e4 Aim_étn.i.ga 6 se puede restringinr ‘at dominio de tas ma-
trnices simé€tnicas.

‘Los ’momenjtos" conjuntos- de la distribucibn pueden .cbtenerse: 'de 1la
siguiente relacibn - : ’

: : Ky +X o+ + S
k,, k K utkizt.e.tkgp
E [x 11 x 12 xqp] -l - . wa) (3.3.2)
11 12 qp aoull T oliqp(qp
=0

Puede demostrarse la igualdad ‘anteriorrobteniendo las denivadas en
ambos miembros de la siguiente ecuacidn
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ux(o)=f exp{u(o-x)}fx(x)dx

Comparando las definjiciones 3,3,2 y 3.3.3 con las definiciones 1.2.2
y 1.2.3 se observa que comparten la misma idea: A cada variable se
asocia un parametro de tal forma gque al tomar las derivadas ya sea

de la funcidn caracterfstica o funcidn generatriz de momentos respec
to a los parametros apropiados y evaluando posteriormente tados los
parimetros en cero se obtienen los momentos conjuntos de la distribu
cidn come lo indican las relaciones (3.3.1) y (3.3.2). Puede obser-
varse de esta manera gue las definiciones 1.2.2 y 1.2.3 constituyen
césos particulares de las definiciones 3.3.%2 y 3.3.3 respectivamente.
En otras palabras, el hecho de trabajar con vectores & matrices es
solo una forma de escribir el conjunto de variables aleatorias per lo
que el teorema de unicidad.(Teorema 1.2.2)} y el corclarioc 1.2.3 siguen

.siendo aplicables a matrices aleator:.as establec:.endose de esta mane-

ra los .dos siguientes teoremas.,

TEOREMA 3.3.2. l'_féon.ena de unicidad para matrices aleatonias}. Uos
matrices aleatorias tiemen La misma {funciém carccterfatica AL ¢ sdle
84 tienen La misma funcibn de densidad.

DEMOSTRACION. Sea M pxq una matriz aleatoria y sea l'su;n, '(2),..-.
¢ q))' es decir N es un vector de dimensifn pg obtrenida ap::u.lando las q
columnas de la matriz M. La funcifn caracteristica de B puede ex-

presarse como

¢,0)= E lexp{itr(@'mh

E lexp{i tr (3'}) |}

o (8)
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donde § es un vector de dimensidn pg obtenido apilando las columnas
de 8; esto es 5'=(0;l),....,0'(q)). Del teorema 1.2,2 se obtiene 1ia
unicidad de la funcibn de densidad correspondiente a ?,(8) y portan
to se sigue la unicidad de la densidad asociada a ¢M(9) .

TEOREMA 3.3.3. S4i UyVY son matrdices aleatorias tales que Lienen La
misma funcifn generatriz de momentos; es decin M (0)= M _(0) para 2o
da ngxtai.z 0 que aatiaface |°13‘l <sij:i,j,=l,2,..,.,g' entonces U y V-
Lienen La miama distraibucdifbn.

DEMOSTRACION. Sean X y Y vectores columna obtenidos apilando las '
columnas de las matrices Uy VY respectivamente, es decir, x'q-(u'(”,'

.. ‘o . ' [ 3 . q -
..,.U(q') y ¥ = (."(,)""'v(s)) . La funcibn g-eneratrlz.de momen
tos de U puede expresarse como . : :

M ()= E [exp{tr(8 V)]
= € [exp{trla'xX) ]

= M, (8)

donde 5";(..(-1)"“‘.'(q))' Analogamente se demuestra qﬁe:'hv(O)'iM;(G) L
pr lo que la condicidn M (0)=M_(8)para toda matriz & que ‘satisface
ilijl <“:£j impiica que M, (6) m M, (6) para todo vector & en un rec-
tingulo abierta que incluye el origen. Del corolario 1.2.3 se obtie
ne gue Ios vectores X y Y tienen ia misma distribucidn de donde se
deduce el resultado,

Para efectos de este trabajo, las definiciones. de funcibn caracte
ristica y funcifn generatriz de momentos utilizadas corresponden a
las definiciones 3.3.2 y 3,3,3 substituyendo @ por t8 . Este éambio
se hace por dos razones. La primera es simplificar el flgebra en 1la

obtencibn de las funcianes generatrices de momentos y la segunda re-
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side en el hecho de que resulta conveniente que la funcibn genera-
triz de momentos exista para toda matriz 6 y para valores de t en
una vecindad del cero. El cambio de @ por t@ en la funcibn carac
teristica se hace por analogfa en la definicién de esta funcidn res
pecto. a la utilizada para la funcidn generatriz de momentos. De
cualquier forma, valuando en t=1 las funciones caracteristica vy ze
neratriz de momentos obtenidas en este trabajo, se tienen las corres
pondientes a las indicadas en las definiciones 2.3.2 v 3.3.3 salvo
que la funcidn generatriz de momentos no existe de esta manera para
toda matriz 8. Para efectos del cflculo de los mcmentos conjuntos -
a partir de la funcidn generatriz de momentos’ basta obtener las de-v
rivadas corresuondlan*es respectc a los par&meTros _*espect;vos
de 1la matriz @, valuando después en 0=0 vy posterlarﬁente en t=1,

TEOREMA 3.3.4. 5S4 M-w‘(2,n1 y Opxp es saimétrica entonces

.a) ¢ (L 8)= lz-x'n/z/ 'x-—x_z“._toln/z-,

b) H"(tﬂ) =z 22/ |z"—ze-.o|""

DEMOSTRACION.

. : n

a) De la definicibdn 3.3.1 podemos escribir H= Z,Y.Y¥Y! donde
Y,r+»+,¥Y son idependientes ccn dlstrlbuclén H (o 2). Utilizan-
do esta 1gualdad se obtiene . )

n
¢y (t 0= E{exp(.c.ttrj;_:1 Y Y300}
n
am 3 . 3
jgl Efexp(i 2 & 0 Yj) 1

= E{exp(ity* 0 ¥)}™
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Jonde Y -—NP(O,E) . “tilizando &l teorema 3.2.2a s¢ Oobtiene
$,(t0)= |1-2i¢ 6 E|77/2

de donde se sigue el resultado.

o . Cal .
De la derfinicibn 3.3.1 podemos escribir M=_Z, Y. Y! donde :
Yigeoeo¥ tienen distribucidn independiente- Np(O.:) .  Lda- funeidn
gencpratriz. de momentos de M puede calcularse come '

n ° -
‘ -
Hx(ta)z Elexp(t t::_:j‘;1 Y).VY;Q ) }

Elexp(ty'ey)}"

donde‘Y‘Np(O.Z),. Del tecorema 3 .2b se oat:.er'e'

(ea) = [I-ztazr“"

3.3.4. LA FUNCIGN DE DENSIDAD WISHART,

El s:.gu.lente tecrema establece la funcifn de densidad de una dlSt!‘:thCthWlShaI't

TEOREMA 3.3.5. S84 M~wp(2,n), su funcddn de dcnaida’.d e;atd dada poxa

L {n=p~1) 1 -
£, ) = | M 1T expl- 2 e (2" M)}

2"P/2 g P(p=1) /4 Iz"ln/ziil1

, (3.3.3)
l‘(-;—(n-k‘l -i)
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para M definida positiva y ceno en oire casoc. La matriz de pazrdme
Lnos T es definida posiliva, ’

DEMOSTRACION. Como M vy I son definidas positivas se obtisne que
iMi>0 v 12] >0 de donde se sigue que fn(!l) >0. Para Jdenostrar
que f es funcién de densidad resta para demostrar que integra L. Pa

ra esto calculemos lia integral de ia funcifn f scbre el espacio de
matrices M definidas positivas y s simétricas. Definiencdo el cambio de variabie

—l - - - - - Y
W= % /2 Mz Va2 , del teorema, .23 se obtiene gue el jacocianc de

2Plp+1) /2 | E}

+1 - -
la rransformacidn es P12 Ge donde se sigue gue

f(M) GM
M>0

(n—p—l)
- |wf 2 epl-trvadw
:P(P"’/"ig‘ l"[%(n-ﬂ-i)l L>0

Dado que. W es sim&trica y definida positiva puede escrihixfse wrili—
Zando la descomposicidn de Cholesky: (tecrema A.18) como W=T*T , don
“de T es una matriz triangular superior. y ks >0 i=l,:..,p. el teo-
rema A 24y se obtiene que el Jacobiano de la. transxoraac.mn no lineal
es 2% ﬂ' t':'.l_' por lo que se deduce que

, fM)yam
n>o0
P p o B,
Pir-1/ g 3 ' f ;e frer| TPt agpler ey aT
L o ni(n-f'l-i)l Ir>g :

P
1 g ; f (igl v
T )/"i!_j‘ r[i-(m'l—;)] >0

2F [ P n-i
= — 9% | i )'exp(,—.— t- FET | ( exp(-= 2‘- 2 )aT
wP (p-1) /0 iil'l r[%(n-ﬂ-—i)] ro>g 1o it g 2PV IE
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_ 2P P ® i 2 [olp=1)/2 ¢ -

T 2P U7 _l_(n+.l_i)]ig‘l f By e@btdy ) L, | e™ ae
i= b3 -

_ 1 P v -1-Ln-‘|-1.) :"P(P‘l)/z

T LPP-UA R r[l(n+1-i)]ig1 I 5 exp(-tii)dtii}_ig1 "
=1 '3

=1

La Zuncidn zeneratriz asociada az la densidad f definida en (3.2.3)

es

‘M (@) = Elexp(t tro M}
-
s (a=p =1) -1
Y [ inl expi- ¥tr(% ’Zte)-u}aq (3.3.4)
S np/2 L PIP-LA R 1 ] - £ e
(=" 2 4 JL Tl Sne1-0))

donde @H=dmndmz...dmpgdmz2 .. .d Mpp » Como E>0 del teorema A.7b
se obtiene £ '>0 y como ® es simdtrica del teorema A.8 se obtierne
que 1la matriz A= E7'-2t@ es definida positiva en una vecindad de. t
¥ per tante de rango compleéto. Multiplicando y dividiendo la ecua-
cibn €3.3.%) sor [A[™™? zbtenemos '

M (£0)= [T -2 e0 |72 /g2

=iz V2 /e ee 04

por ser 21 iptegrando una funcidn Je densidad Wishart con matriz de
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escala (£"'-2¢@)”" y n grados de libertad. Como esta runcibn ge-
neratriz de momentos es igual a la obtenida en el teorema 3.3.4b
para la distribuciétn W_(Z,n) se deduce por el teorema 3.3.3. que la
funcidn definida en (3.3.1) es la funcién de densidad M .

La derivacifn de la funcibn de densidad Wishart puede consultar-
se en Anderson (1958,p&g.157). ’

3.3.5.TRANSFORMACIONES LINEALES DE VARIABLES WISHART,

TROREMA 3.3.6. Si M~W_ (E,n) y B una matriz de entradas xeales

- entonces B'M 3~wq(n' ZB,n).

DmlOSTRACION. : Dado que ll se puede escribir como X*X donde los ren-

glones ‘de X son 1ndepend1entes v t:Lenen d:.strlbuclén ll (0, E). .U‘:':.-f
lizando este hecho se tiene que : ' :

B'M B= B*X'XB=Y'Y

donde Y'=B'X'= (B'X1,...,B'X,) de donde por ser Xi,...,X. indepén-
dientes se obtiene que B'X1,...,B" x,, son independientes.  Por el

teorema 2.2.1 n'x ~NR (o ‘B'E B) 1-1,...,n- tUtilizando la defm‘
cién 3.3.1 se concluye que

B'MB~W, (B'EB,n).

COROLARIO 3.3.6. Submatrices de £a diagonal de una matrirz panticic
nada con distribucibn “p (E,n) tienen £a miama distribucdibun con ma-
2niz de escala connespondiente y Los mismos grados de Libentad..
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DEMOSTRACION. 3Sin perder generalidad supdngase que la matriz sub-
diagonal coz‘responci"e a la submatriz de M de las primeras qxg entrs
das. Sean B,M ¥ £ dofinidas por

Iq‘g r"u‘ ) "12-‘ E zll 211
B L 1 A L SR

 por el teorema 3.,3.6 M,,=B'M B*Hq(:n ,n) donde E,;,=B'EB. .

' TEORBHA, 3.3.7. [SL M~ wp (Z,n).-y a es un vector de ‘vcﬁo‘n.sgta‘r}t'_ca_ é.utdv‘n-. B

L,
a’L o  X(n)

Dnnos'rmcxul. ~ Como M~ wp(z,n) podemos escr:b:m Ms XX donde
-x-:(x......x } es una matriz de datos de una d:.str;.buc:.én N (0 27),
por lo que se tiene que -

’ n
a'Ma= a'X'Xa =2'2 = 151 z;

donde las variables Z,=a'%, i=l,...,n son indepe‘n'dientes N: (0,0:) y
0:'—- a'Za>0 por ser > 0. Por el corolario 3.2.3 las variables
z;/a'Za ,i=1, «..,n tienan distribucidn independiente xt y del teo-
rema 3.2.%a se sigue el resultado. ’
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COROLARIO.3.3.7. S& M~W_(Z,n) entonces m /02 ~x?

DEMOSTRACION. Definiendo «!=(0,0,...,0,1,,0,...,0,0) dei teorema
3.3.7 se sigue el resultado,

3.3.6_ SUMA DE ‘VARIABLES CON DISTRIBUCION WISHART.

Las matr;ces con d::.str:.buc:.&n HJ.shart poseen una J.mportante pm--
pledad adltlva que, se establece med:.ante ‘el szgulente teorema

TBOREHAVA" 3.3.8. S_i('.' Hj ~ "p' (Z,n)) j=1,...,r son i.ndcp'cndienlt‘kea enton-
: g .

4H.=j’§1‘-‘Hj =~ "'p' (t,;!“)

‘donde . n=_X n_. .-
- RS Ll I |

DBHOSTRACiON. La funcibn caracterist:.ca de la matriz M. puede calcu— -
"larse ut111zando ‘el teorema 3.3. !&a obtenlendose ISR i

$,(t0) = E{exp(s tetro m b

- r ’
ajg, E{fexp(it tré M) .}
P

r
= I‘l —_—
lz-2 {0 |™572

Fi=

g 1"
|T-2 L@ |"/2

Del tearema 3.3.4a se deduce que esta funcidn caracteristica ccrrespond_e alade
una variable con distribucifn Wp(Z,n) y delteorema 3.3.2 se sigue el resultado.
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£l siguiente teorema derfine la distribucidn de variables de la for
ma X'CX .  3u utilidad se encuentra principalmente en el contexto
de pruebés de hipdtesis en distribuciones Normales Multivariadas,especial
mente en relacifncon 1a te~crfa de distribucifnde algunas estadisticaséiepn:eba. -

3.3.7. CONDICIONES PARA QUE UNA FORMA cmmATmA DE MTR]CES DE DATOS NORMALES
TENGA DISTRIBUCION WISHART.

TEQREMA 3, 3.9:.> Si_ anp es una matardiz de datos de una distribucibn
N, (,2) ¥y A n" es una matriz simétrica, entonces X" AaX ~Wy(Z,x) den-
,de rxrango(h) tr (A). 84y aélo u. LaA u,gu.ten.tu cond,c,cLonea s¢ sa- '
’ u&Sacen ’ :

a) A es"‘lidex‘npo'tente;

. b) #=0:6.Al=0

: DBNOSTRACION. Cons:.deremos la descompos:.c16n espectral de 1a ma—
"tr:.z A defuu.da por g : SR

L] — . e, : R
A= DADT= R Y00 | L

‘donde- ‘U'- (U1 ;;.;U .} e Deflnlendo Yj- x' IJ jg-l, sssyn, la matrle i
correaponde en térmlnos ‘de la matrlz X a T

N ‘ -y‘_ Vo et ’ . xt
Y=(Y1,...,¥ )=(X'0:,..., X0 )=X'0

de donde. se obtiene que Y= U' X. Por el teéren'la 2.5.1b, los vecto-
res Yx' ...,Y tienen distribucibn _*naependlente ya que U‘U-I « La
. media y matriz ‘de .covarianzas de !.]. corresponden a
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n
E (Yj) =Hj-k§‘ u,

5k 8= (t.l:.I 1} m i J=l,...0n

n
V(Yj)=k§1 u;k I =22 j=1,...,n

Utilizando la descomposicidn espectral de la matriz A, la matriz
X'AX puede escribirse como

n : :
X'AX=ZF A, X'0.0: X = 31.:1 Ay r'

de donde la funcifn caracterfstica de X'A X pue&e]céléulgréd co-

mo

¢x.Ax(t0)=". E{exp (it tx x'a xc_)}”_

= E{expki.t. ljr' oY, )}

= n s{expu.txr- ox )}

n
. 339‘ “"'&1]) e

Utilizando ‘el teorema 3.2.2a se obtiene que

n - :
¢ (t.O)=§l'=l1|1-2£tl'j0$lﬁ.exp{£tn; (I-24it ljo e nj} (3.3.5)

X*AX

Para demostrar la suficiencia de las condiciones a) y b) basta ob-
. servar gque si A es idempotente, exactamente r valores proplas lj de
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A son iguales a 1 y los n-r restantes son iguales a cero donde
r=rango(A)= tr(A). De esta manera, la ecuacidn (3.3.5) puede es-
cribirse como

(= [I-24t8F| r/zexp{—ctz MY (I-24it0 E)7 oM, ]

»‘ *AX’

‘La forma cuadritica del exponente puede expresarse como
' (I~ 19 it u -2ie0 )" 'o1ru S
!.ctj_‘nj(]: 240 2) M =it ' E, (I-24it 0 2) : ‘(1 o) @ 1} »

© mitut(I-2{t0 710 u (1'A1)
donde si u=0 8 Al=0, la fuﬁciéh caracteristica de X'AX -es

¢ (t 8)= |I-2it@ |~ */2

x'ax

Del teorema 3.3.4a se tiene que esta funcibn caracterfistica ci:;rrés;
ponde a la de una variable con distribucibn WP(E,‘:) y del teorema
3.3.2 se sigue por tanto que X'AX-wp(E,r) .

De manera inversa, si X'AX"WP(I: r), la funcibn caracteristica
de X'AX obtenida en (3.3.5) debe ser tal que la s:.gu:.ente condicibn
'se satisface para toda matriz simétrica 0

ﬁ :A‘E_l/z . ;' e 051~
sMl-24er 0 5 exp{i t.F M (I-24t 3 n~om,)
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|1-2 it @ |52 - C (3.3.6)

Derivando ambos miembros de (3.3.5) respecto a M, se cbtiene la con
dicibn

(I-24it lj ax)"te M =0 ¥ ¢ matriz simétrica j;j=l,...,nn (3.3.7)

‘Premult'iplvicand'o cada una 'de las -:eédacione_s qiéfinidaé en (3.3.7) por
i.tn; y efectuando la suma sobre el indice j se obtiene -

. n
At Z MY (I-24€X 0Z)70 0 M=o

por.lo qué la ecuacic’ir‘i: (3.3.6) puede escribirse ‘como

s S
¢x,Ax(tm-j=,|x-z4t1 O E]" = |1-24ite E["T4

Como los dos polinomios en t son, iguales .para. valoves - Etﬁ <c g
,.unpln.ca que los grados son xguales, lo cual ocurre si ¥ sﬁlo 511 =

o2 ]
l“"zt","'- 2,0, de donde se sigue gque

. x i
SO, 1 T-2.462 0]~ o |1-2ic0 B]" "4

Para que los dos polinomios sean iguales, los coeficientes deben tam
bi&n ser iguales, lo que implica que AMi=Ag=...=A =1 y por tamto se
sigue del teorema A.9 que A es ldemuotente de rango r, lo cual impli
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\v

ca la condicidn 2a) del tecrema. Para implicar la condicidn b) del
teorema, de las ecuaciones definidas en (3.3.7), haciendo @=I vy

premultiplicanco cada ecuacidn por (1-2.Lthj6 Z) se obtienen las ecua
ciones

M.=0 ; j=1,...,n (3.3.3)

Premultlpllcando por RjM' cada una de las ecuac1onea oef;n;das an
. (3.3, 8) ¥ sumando .sobre el indlce j ‘se tlene que

ji_:, kjn Mj- o

- )§‘ #'l (A U:'!)ylu-o

- "'17"17\1“_'0'

=  (B'W)1'Al=0

dé7§qnde se sigue que

pope0 & 1'Al=g

Como A es simétrica e idempotente se deduce por tanto que

p*'m=0 & 1'A*Al=0

1

de donde se concluye que

®=0 6 Al=0

is cual demuestra el teorema.



79

COROLARIO 3.3.9.1. La matriz nS=XHX donde H=I-1 11" tiene dis
tribueidn Wp(E,n—l) . ‘

DEMOSTRACION. Como H es idempotente, su rango puede calcularse co
mo r(H)=tr (H)=n-1. La matriz H satisface ademi3s la condicidn
H1l=0 y del teorema 3.3.9 se sigue el resultado.

COROLARIO 3.3.9.2. L& matriz S= mex donde H=1I - L 1v17%es defi- :
‘nida poAmva con ptwbab.;.t.q.dad 1. 3% n>p, :

'bEMOSTRACION. . Del corolaric 3.3.9. 1 se obtiene que nS~W (x,n-l) Yy
‘del" teorema 3.3.1 se. 51gue que ns. es def;n:.da pos::.t:.va cuando
n>p+1 lo cual ocurre siy- s6lo si S es deﬁnidapos:.tz.vaaxanbn)yﬂ

. 3 3 8 lNI}:PENIBGCIA ENFG?“SC\MTICAS YthEN.ES ENMTRICESIEIITOSMES.~

Las cond:.clones para. la - 1ndependenc1a entr«. dos formas cuadriti-
cas multivariadas y entre una forma cuadritica multlvarlada \'e

una forma lineal multlvarn.ada se establecen mediante el siguiente
© teoremas '

TEOREMA 3.3.10. Sea X, xp Una metriz de datos de uma distribucibe
N ,%) y sean Apxp.nyxp.ctxn.bp!s matrices tales’ que A ¥y B Aqn_'Ai_.
nét'u.caa donde t’r(a)y usr{B) - y t+u<n. Las siguientes propiedades
e satisfacen

a) XAX y X'BX' son independientes 34 y s6fe && AB=0

b} ‘x'_Ax ¥ CXD aor independientes s y adle si Ca=0"



DEMOSTRACION.

a)

'do‘ndﬁe Y= U'X y 2= V' X .

Primerc demostraremos la suficiencia de la condicidn AB=0.

Para ellec, por el teorema A.1l6 podemos escribir A=UAU' vy
-_ L .

B=V O V' donde Upcer Atxt axu Y

Guxu tienen range u. Utilizando estas descomposiciones pecde

son matrices de rango t y V
mos escribir
XaX=XUAU'X = Y' AY

CX'BX=XVOV'X = Z'0Z

' ‘ Sl AB-O se sigue que U AU? VOV 'x0 v esta condlc:.on 1mp11ca

b)

i} DAU' ve V V=0. Como U'U.y V v son matv‘:xces de rango com—
"pleto lo mismo que, 0 yA,. se sigue que U'V*O, de donde por el
s teorema 24 3 1, Yy Z. son :Lndependn.entes ¥y por. tanto AX:Y'AY

y X'Bx = Z'0 Z  son tamblen :Lndepend:.entes.

Para la implicacién en sentido inverso, si X'AX y X'BX tienen
distribucidn independiente, entonces para todo vector a eRP
distinto de cero a'X'AXa=Y'aY y o' X'BXa=Y' BY donde

Sy an: son’independientes. Como Y'=(Y‘,...,¥ )-(x, raeagX’ na)
se tiene que Y~ N ((0 M1, (6'Ta) 1)y del teorema 3.2.3b s Si-- .

gue que (a*Za)A B=0 y dado que e' Ta >0 para todo vector a* 0

. se ‘concluye que A B=0Q .

Para demostrar que C A=0 es condicibn suficiente para la inde-

. pendencia entre X'AX y CXD recurriendo al teorema A.16 pode-

mos escrlblr- a la matriz A como A= U A U'donde Unxt y A ext
tienen t'ango_t. Si CA=0 se obtiene que CUAU'=0 y por tan-=

 to CUAU'U =0, ComoU'W y A son de rango t se sigue que CU=0.
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De esta condicibn y del teorema 2.2.1 se obtiena que ¥Y=u'X
y CX D son independientes y por tanto X'AX=Y'AY

es inderen
diente de CXD

La necesidad de la condicidn C A=0 para la independencia entre
XAaX y CXD puede demostrarse de la manera siguiemte. Del teorema
2.5.1 se sigue que Y __ = XD es una matriz de datos de una dis
tribucidn Ns {(D'n,D'Z Q) . Por tanto, pera todo vector e =g’ o

.nulo, se obtiene gus e
F a 'Yx‘- - ST
Z=XDa=Ya = [ ke ~Nj{«'D"pi1, («'D'EDe} I} -

‘Sl X'AX y CXD son 1ndepend1entes entonces D'X'AXD yan' o
gtamb:.en lo son y por tanto para todo vector - no nulo,

;-jz'A z- 'D‘X'Axna es muepand;mtede Ccz=CcXDa . Del teore
ma 3.2.3¢c se. obtz_ene la condlczén(c'n'z DelCA=0 ¥ dadoqmz

Z es def:m:x.da pcs:\.t:.va a‘D'EDe> ¢ dedaﬁefmhxan‘e c.n:o L

3 DlSTRlBUCIbN ‘E 1NDEPENDENRCIA DE ALGUNAS FUNCIONES DE HATR]_
S : CES CON DlSTRIBUG\GN \ilSHART. '

En pr-ocedlmlentos de selecclon de - varxables en. An&l:.s:.s Dlscx-mnan

te utilizando tecnlcas de Andlisis de Varx.anza, resulta _nvolucra.-‘ T

'da la d:.str:.buc:.on de ciertas funciones de subnatr:.ces de una mytriz

con d:.strlbuc:.on Wlshart, ya que resu.ltan en estadistlcas de meba

de igualdad de medias an distribuciones condicicmales. EIL s‘guzem—

te teorema resulta de utilidad en este sentido.

TEOREMA 3.3.11.. Sea n~u§.u:,n1‘ 4 Seaw
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]

I
| !
¥

H]z‘! ;n Z ki)
M2 H..z_J “1Ea I |*H7T I-lz_]

téenen dimensibn P;XPy tales que p1+pz =p, H; €8

deade nij ¥ xij {

de dimersdifr p, w dejinamos M1 ¥ Spoy Como

. B :
Mar = Mzz-M27 M1 M2
-1
Ezza = Ex~3a 3 2:2

. lea Aig-iutca ptopigd(duv Qt._ sasdisfacen

. a) lln,‘~|i (En ..a-p;) g O.A udepzudLente de (Mu. Mu)
b, SL E.z-—ﬁ Cltﬂll('.!‘ nu—ﬂu..g— My !‘u Hu -~ w (za . Pl) Y Ma Ml-‘lvl_vidigi,;.
M’ gau.n son udf_peuda.cnte&.

a.l Cmc n-n lt.n), esta natrlz alearoria- puede escrlblrse en term*- )
i nos e ana namz X con observac:mnes '.L'xdepend:.entes de una d:.s-—
ERIbuSitn I (0.2) come- sxgue ;

oL “
- . . v Y . ‘ o o
[Ha M2l . [XF XX 30309
Lﬂzn M2z § K2Xa X X2 o ‘ R

Udonde X= (Xy,X:). La matriz Ma2. roa ‘su vez  puede expresarse en '
,tér —inos de” las sSubmatrices de X"X  como '
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Maa= X3 X.-X3X, (X} X))\ X} Xz
= X3[I-X (X1 X)) 7' X0 Xs

=X;CXz ‘ (3.3.10)

donde C=I-X,(X] X;) ' Xj. El producto XiC es cero y por tantc
Mz2.1 = Xz.1 C X2.1 donde Xz, = X3-Xy En' 12 . Las matrices X, y
X2.1 en té&rminos de X puedenescribirse como :

xn* xl— (xuxz)[«lj

xuaxnt o .xz) r‘:' zn]
R La matr:.z A'}:B es la matrlz nula, ya que _ Do
4 A.‘E‘ B= ‘(I.O) . 13 :.z z,ll » zu - RS
R \ Zn Tan .I‘ . R,

O C = ) o
SR o= (Zu, znl[—xn zu] ¥

y.'pot- tanto del teorema 2.3.1 se deduce Que X y Xo.u son inde—
pendientes. Como X es una matriz de datces de uma &iatriuuciﬁn
"l (0,2), X es una matriz de datos de una distribucim lnbn.zn)
y ut:.l:.zando ‘el teorema 2.5.1 se puede CoDRrOLAT Que Xz 1 ©s una -
matriz de datos de una distribucibn ll (o Zrza). Como Xy es
'J.ndependz.ente de X. se cobtiene que mnmcm.owmi@ a Xy fija, Rz

TS
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es una matriz de datos de la distribucibn sz(o,zu.,) y ademis
dada la matriz X;, l1a matriz € es una matriz de constantes que
satisface C?=C, C=C' y su rango coincide con re=rango (W) tr (W)=
n-p, por lo gue utilizando el teorema 3.3.9 se deduce que dada
X1 fija, ‘

Ma2a= x; c X; ~ wpz (Tazeis n=-p1)

Como “la distribuciSn de Mzza condicionada a X, no -depende de
X,, se sigue que . esta distribucidn Condicionél coincide con la
correspond:.ente dlstm.bucn&n marginal y por tanto M22,1 es inde
pendiente de X, ¥ éen consecuencia tamb:.én de Hu-x. X; . Para.
: '» demostrar la 1ndependenea.a entre Maza vy M2 basta ut¢lJ.zar' el ;
hecho de que nuevamente conda.c:.anando a X; fJ.Ja las matr:.ces c
y I-C son matrices constantes que sat:.sfacen CCI-C)-O s .pPor lo:
. que’ utilizando el teorema 2.3.1 se ‘obtiene que dada X, las ma- .
" trices € Xai) v (I-C)Xz.l tienen d::.str:xbuc:.ﬁn lndependlente ‘de don‘
. de ‘se s:.gue ‘que dada X,, las matz':l.ces Mzza=(C Xz.;) (C Xz.\)y
(I-C)X2., tienen dlstrlbuclén 1ndepend1ente. Como M22.1 es -inde-
pend:.ente de X, , se obtiene que Mzza es :.ndepend:.ente de.
lxl,(I-C)xz.ll M&s atn, puesto que Mu=X; X, v Mya=X] [(I—C)XQ.j +
Xl En Tial= X; X, se obt:.ene que M. es 1ndependiente de m,.,nu).

b) Utilizando las relaciongs (3.3.3), (3:2.10) y 1a condicién 1320
se obtiene que ’

M22 -sz L= X2(I-C)xz
= (X + Xy I0 EiNI-C) (Xoo1+ X, Eq) B2
= X7 (1-C)Xa,, ‘
a Xz (X3 (X] X,)7 X)X,
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La matriz X, (X: X'.)-'X{ es simétrica, idempotente y de rango m
y como dada X3, X:.1 es una matriz de datos provenientes “de una
distribuc:i_.ﬁn sz (0,X22) cuando S;z=0; del teorema 3,3.3 se sigue
que dada X; fija, Mz2-Ma2za ~ sz(xzz ,P3). PFor el teorema 3.3.1Ca
dada X, fija, las matrices M2,1 y M22-Mzz: son independientes,
ya que C(I-C)=0 y como las distribuciones condicicnales de Mz
Y Mz24M22, no involucran a X, se deduce que Mz2a y M2z - M220 son in
depend:l.entes y.-que la dlstrlbuC:Lﬁn de (Mzza , l!u -!l:z.l) es inde
pendlente de X; y por tanto de M), de donde las tres natra.ces
!lzz =M22.a , M2 y Mx=.a Son 1ndepend1entes.

3.3.10. 1A, msmmucxéu DEL DETERMINANTE DE UNA vnnum.e msmnrm
' ‘ PRODUCTO ne VARIABLES x* .

: El 51gu1ente teorema describe la d:_strxbucxﬁn de |l!| cuando M
t:.ene d:.str1buc16n w:Lshart. -

TEOREMA 3.3.12, 54. M~W (2 n oy n>p entoneo.a !nk uenc dutubu-‘
- cibn igual a La de |E| veces el producto de p variables independien
tes conm distaibucifm x? con grados de Libeatad n,n-1,...,n-p¥l.

. DEMOSTRACION. La’ demostracidn  se har& por mdm:clon schre Pe Por
el corolar;o 3.3.7 si mn ~Wi(0d ,n) se obtiene o

m ""!fl x: ‘B3.3.11)

Supongamos que el teorema es vilido para p-l; es decir, sea
Mn ~ W, _, (Zy ,n) donde |[Mn] puede ser expresado como

CEYERT M NNt 2

son independientes y ¥, "'Xz

donde las variables Yi,... 3

Lt
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Sea M~ wp(z,n) donde

My Mu Zu Iy
M=
My Mz |Y Z= Zan Z»n

. por el teoz-ema 3.3, Jla My tiene distribucibn :.ndepend:.ente de Mzz.1 =
Mz-Ma ML Mu‘- w. (Z2a ,n-p+l). Del teorema A.2e 'y (3.3,11) se ob-
. tiene ’ '

Anl= nu] e l= 1Zuly,, ey (1B Yy

- |7:_:‘|21, ceer ¥

donde Y'.....Y son vndependxentes y Xy~ x? .

P n-i+1

COROLARIO 3.3.12. [(Democstracifn alternativa del teonema 3.3.1). Si

'n~n (Z,n) yno>p , La matriz M es definida positiva con probabili-
dad 1. )

DEMOSTRACION. De la definicifn 3.3.1 M puede escpribirse como X'X de
donde se sigue que aMa=2'Z > 0 con 2= Xa . Para demostrar que
a’Ma=0 implica que a=0 basta demostrar que |M|+ 0. Para esto obte-
nemos que si n>p P(|M]| >0)=N P (Y;>0/¥; ~ xn 1e17=1 de donde se
sigue que M esdefinida positiva con probabilidad 1.

3.3.11. DISTRIBUCION DEL COCIENTE DE DETERMINANTES DE VARIABLES WISHART

TEOREMA 3.3.13. Si M, ~W_(E,m) y M2 ~W_(Z,i) son independientes,
cuando m>p yn » p entonces
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= M2 M|

P - .
tiene distribucifn proporciconal a ta de Il 2z, dondezl,...,zp aon

gndependx.en-teb y tales que Z,~F ., . =it

i=1,..,p.
,IDBHVOSTR_ACIO‘_N. Por el teorema 3.3.12 podemos escribir

IH:I -1z & i=l,...,p

v
i
o

1-1 i

l"zl = lzll“ S ; T xzn"i;’" ‘-i..zl':,..’.'rp ‘4‘

donae x;,...,x son’ :mdepend:.entes, Yl.....! soﬁ':ihdépendientéé v .
, ‘por- ser M.. :mdependle-n:e de M: se. obtlene que x, v l’j son - xndepen-\
: d:.entes para :.,j-—-l,..-.P.‘ Por el teorema 3.2, ub 1a. va!‘).ab].e

n—it1 e ‘ '
(n el 71‘ Fim-i+1, n-i+n

'de donde se deduce que

m-i+l -
“-:k n Zi, k:in ——

T S ST I .

3 3,12, DISTRIBUCION DE LA lNVERSA DE~ TRANSFORHACIONES LINEALES- DE
LA MATRIZ INVERSA DE LA DISTRIBUCION. H!SHART-

'TEOREMAB.B.IL’ S H~HP(2,n) Y Apyy, ¢4 una matriz de aango k en-
tonces ' '

AMT AT~ W HAZT AN T, ntk-p)



_DEMOSTRACION, Sea C p=(B',A') ' donde B es cualquier matriz

px (p-k)xp ) .
tal que C es de rango completo. Por el teorema 3,3.6 se obtiene’

que
w=(c*)"' M CcTr ~ w (e 2T n)
La ma'triz w! puede escribir.se como

BM'B' BMT'A'] [ wd w2

wTleeMT! 2] . , = B
s awree awttad| | wRown

" Por. e"l teéorema ‘A.3d, la matriz W¥ puede es}cribii;sé e
‘las submatrices.de W como o

DW= AN AYs (W22 -WaaWTD Wiz) Tl

Ly del teorema 3.3.11a se deduce que.

CAMTI A TN Wa SWa WL Wiz T W, ((ATTT AN, nvkep )

tr
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3.4. LA DISTRIBUCION T2 DE HOTELLING.,
'3.4.1, INTRODUCCION,

En esta seccibn se discute la distribucidn de funciones de la
forma X'M 'X donde X tiene distribucifn Normal y M tiene distribu-

cibn Wishart independiente de X. La sipuiente definicidn caracte-
riza esta distribucibn.

3.4. 2 DEFENICION DE LA DENSIDAD T> DE HOTELLING.

DEFINICION 3.4.1. Si fa uan¢ab£e Z puede cacribirnse come mXt M X

donde X y M t.{.cnen di{stnibuciones independientes N_(0,I) yﬂ (X,m) .
nabpec£¢uamaute, se dice que Z tiene una distribucién T? dcl«unccum
.econ pan.&metno; pym. Pana Ampli_sical; se abrevia z~T? (p,in).

3.4.3. RELACION ENTRE LA]BB]DADT IEI-DTEU.INGYLAIBQSIDAD msmm‘

TEORBMA-3 4.1. S;, x N (n,8) ¢ M~ H (Z m). tienen d.c.a&l:.buc;én utde'
'pendl.erta_ e,n.tonceé .

m(X- @) "M} (X— i) ~ T {p,m}. . .,

E L -2 .
DEMOSTRACICN. Por el corolario 2.'3/.1 ¥Y= I (X- p) ~ N (0,I) y del .
teorema 3.3'6 se obtiene que W= E > M E~ ~w {(z,m} z.ndeper'dvente
“de Y. "De la” ‘definicibn-3 . 4.1 se sigue que. ...

mY®' Wly= m(X- u)* M (X- i) ~ T2 (p,m)}

COROLARIO 3.4.1: .Si X.4 S son el vector de medias gy Ea matriz de co-
varifanzas obtenidos de una muesira aleatoria de tamaic n de una dias-
trlbucibn N, (B,2) 4 Su= ;Ll_‘—!- S entonces
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(n-1) (X-p) * 5™ (K ~it) =n(X - 1) S (X -#)~T% (p,n-1)

DEMOSTRACION. Del teorema 2.2.2 se obtiene que X~N (#.%2) y del co-

rolario 3.3.3.1 se obtiene que la distribucidn de nS es W_(Z,n-1)
La independencia entre X y § se sigue del corolario 2.3.1., Substi-

tuyendo M=nS, m=n-1 y X-pg por nV%(i5-#) en el teorema 3.4.1 se ob-
tiene el resultado.

3.4.4. RELACldN ENTRE LA DENS1DAD TzDE'HOTELLlNGYIJ\DENSIDAD,F.

La dxstr;buc;on T2 de Hotelling es proporcional a la dlStPlbu-
c10n F Su relacidn la establece el s;gu;ente teorema.

_TEOREMA.3.4.2. S{ Z. -T (p,m), entoncu La du.t:ubucx.tin de Z es

Lgual a La dLAtlLbucLJﬂ dernp/(m—p+l)Y donde Y tiene d&btﬂLbuCLGn
F de pan&mectu P Y m-p+1. : ‘

DEMOSTRACION. Seayz una variable con distribucibén T? de Hotelling
" con parametros pym . Por la definieién 3.4.1 2 puede escribirse
como

Z=mX'M"} X ' I ¢ I O B

donde x-n 0,1) y M~ w (I,m) 1ndepend1ente de X. Més afin, la varia
ble Z buede escribirse como '

X'M”'x

Z=m ( _W) X*'X ’ (3.4.2)

Por el teorema 3.3.1%, haciendo A=X{ se deduce que para un vector X

fijo,
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(XM X)WL X X) T3, mep+l)

de donde por el teorema 3.,3,7 dado X fijo

(X'M 2x)™? 2

Vs (x*x) 2 Xm-p+1

Como la dlstrlbuc16n de v no depende de X-se deduce que V es’ 1ndepen'-
diente de X y por tanto 1la dlstrlbuc16n raralnal ‘dé V es prec;samen—
. te xm_b+1 . Utilizando la ecuacibn (3.%.2), el valor de 2 puede es-
{}crlblrse comc Z=m V" }X'X, apado gque X~ Ny {0,1), por el corolario _
“3,2.3 se obtiene que X'X= E Xz"x y del teorema 3.2.4b se sxgue
'que ‘

. - . . S

¥= [m—LP+l'] %’.‘_.= ‘Lgil .x"‘n’ ‘x-f-Fp'__‘-P“

'.Laqu?iable Z con distribucidn T?{p,m) definida en (3,4.1) puede es-
cribirse en términos de ¥ como 2= _EEZT'Y de donde se obtiene que
en ‘una extensidn de la notacidn TZ(p,m)=

m-o+1 Fp,m-p+1

COROLARIO 3.4.2.1. Si xX~N (u,x) y M~ w (E,m) tienenm d&ét&;buu;dn
.c.ndcpand.«,en.te ento nces

E’“-f;—*—’z (X - p) "M (X - i) ~

Fp.n—p+1 -

DEMOSTRACION. Por el teorema 3.4.1 se tiene gue

m{X-p)*'M P {X-p)}~ T2 (p,m)
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y del teorema 3.4,2 se sigue el resultado.

COROLARIO 3.4.2.2. S{ X y S son el vecton de medias y La matriz
de covarnianzas obtenidasd de una muestra aleatoria de tamaiic n de
una poblacibn Np(n,E) entonces

.

R (R-misTHE-u) ~
5 #) { ®) Fp,n-p
- DEMOSTRACION.  Del sorolario 3,i.l se deduce que

_ (n-l) X-u)'s”' (Xep) ~T?(p,n-1)

.,’y del teorema 3.4.2 se sigue el resultado.
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3.5. LA DISTRIBUCION A DE WILKS,
3,5.1. INTRODUCCION.

L.a distribucifn A de Wilks representa la extensiSn multivariada de la distri
bucifn Beta. Su aplicacifn se encuentra principalmente en t&cnicas de andlisis
de Varianza Multivariado, especificamente en el contexto de pruebas de hipStesis
de igualdad de medias de distribuciones Normales Moltivariadas. En esta seccidn
se analizan algunas de las propiedades de esta Jistrilucifn y sus relaciones con
conlas distribuciones Zeta, F y %3 »

3.5.2. DEFINICION DE LA DENSIDAD LAMEDA DE WILKS.,

i)EFINICION 3.5.1. Sean 'h Y W2 matrices eloatorias con d.umbuwm dnde-
p:nd,«.cwtu W (I.m) ¥y w (I,n) nupemwuente con ->p. Si La veriable Xpucdc.
escnibinse cono

x=_ 1" 1

: I:|:+wIl "zl-.
E‘Iﬁ‘w zl

 se dice que tiene diatnibucitn A de Wilks con panfmefros p,m yn. Para simp2i
ficanrn. se u.t:.tau.za. Lta notacibn X ~A(p,m,n). .

La variable X puede escm.b:rsecounkn,(l-rl.)"dordel .....l son los va
lores popiocs (no negatlm) dew; W2 de donde ==~ sigue que xtcmavelc:ms entre
ceroy uno. S:. m>p, por el tecrema 3.3.1 la matriz Wi es def;.mdaposztxvacon

probabilidad 1, por lo que es de rango campleto y existe Wi con probabilidad 1,

justificando de esta manera la representacifin X= II-ﬁ.-'l_l 217
3.5.3. UNA PROPIEDAD DE IGUALDAD EN LA DISTRIBUCION LAMBDA DE WILKS.
TEOREMA 3.5.1. Las disiribuciones A (p,m,n) ¢ A(n,min-p,p) son igualca.

DEMOSTRACION. Sea % ~A (a,b,c) con c<a. Lla variable T puede escribirse conc

-1 a -2
=TI+ Wy W2l =1 (1+2))
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donde W, y W, son independientes con distribucicnes W, (I,b)y W, (I,c) respecti
vamemte ¥y A,,...,A3 50N los valores propios de Wi'W.. Camo Wi’ existe
con probabilidad 1, el nlmero de valores propios diferentes de cer»s

es igual al rango de W: vy 2 puedsz 2scribirse como

<
Z= I (1+A 171 {3.5.1)
i=1 i

Como W; ~ Wal(Il,c) podemos escribir W.= X'X donde X

tiene rango c
con probabilidad 1 y por tanto existe A=(X X')” V2

xa
X con probabilidad

1.. La matriz A satisface las condiciones AA'=I, y X=XA'A de don-
_de se deduce que 1la matriz

W W2 WIUX'X= WIlA'TAX'X A'A
tiene los mismos valores propios que 1la matriz
BT lc=(a Wi'Aa") (aX'XAr)

) Pop'el teorema 3.3,1% se obtiene que para una matriz ‘X fija,

B=(AWI'A*") "}~ W_(I_,b+c - a)

Como la distribucidn de B no depende de X se deduce la independencia
de las matrices By X y por tanto la independencia de las matrices
B y C. Para demostrar que C tiene distribucidn Wishart observamos

que C=A X'XA'2XX' y como

todes 1o6s np elementos de X tienen dis-
tribuciones independientes

N{0,1) se sigue que C~wn(1,Pl. De

(3.5.,1) y pueste que W;'W: tiene . los mismos valores propios que
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B~!c se sigu= que z~A(b,b+c-a,a) y por tanto Ala,b,c)= Alc,btc-a,a) si
c <a. Para demostrar él teorema observamcs gque si n<p entonces
A(p,m n)= A(n,m+n-p,p):; mientras que si n>p se deduce que

Aln, m+n—p pl= Alp, m,n) finaliza la prueba,

3.5.4. MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION LAMBDA DE WILKS Y ALGUNAS RELA-
CIONES COM LA DlSTR[BUC!ON BETA.

La densw_dad A de w:.lks admite diversas rePresentac:Lones con base

.en’ prodgc;c-s de dena:.d&es Beta. !..a s:l.gulente de.. 1n1c1on Vi los teore

" mas 3.5.'2‘;& 3.5.5. establecen 1as relac:.ones.

DEFINICION 3.5.2. S4 X ed ‘una variable aleaton-«.a ‘con dutm«.buc.«.o’n

. Beta de. pardmetros a y B8, su Suncu’n de denALdad eatd da.da pan.

Cf e, pr= DB ety BT 6 850, o<kl
T F@T) e e T T

donde.
riv) = [ Cutt expl-u) du; t>0
“es La funcibn Gamma. evaluada en t. Pon conveniencia se utiliza ta

notac&b’n X~ B(c.B) -

'_I‘EOREMA‘3.5‘.72. S< X ~Bla,B) ‘ef valor espernado de _xh estd dado pon

£(xPpe TlasB)T(a+h)
F{a)T (a+hsB)

h= 1,2,.0.0 ° . 7 (3.5.2)

DEMOSTRACION. El valor esperado de xP estd dade por
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. ‘
£ (x™ =f Tlasf) =+h-1 1 0f-1 ax

“® T(a)T(8)

x - = . ) .
- T{a+f)I (a+h) I'(a+h+8) @hhat Lo g n ‘
T TFla)r@+n+d} L Tlet TPy x (I-x)}" clx

- (o) T (aanef)

‘“,puesto que el :mtegranda resulta la den31dad de una var:.able con
"dlstrlbuc:LQn . Bla+h, B) . Como X toma. valopres entre cerg.y uno, del;
‘teorema 1.2.3c se: sigue que los momentos defmld.c»s en (3 S Zl deter
. :'m:Lnan de maner‘a tnica. la dlstrlbucxﬁn de x .

TEOREMA 3.5.3. S.{ X~B(m,n)

N I
2= 5 i - FGZn,zn)‘ .

) DEHOSTRACION. De la- defunclﬁn 3. S 2 y el teorema‘. de’ cambmn cla va.-—-f’"

.;r:l.able se; s:n.gue que ]La densxdad de’ z est& dada por-

¢ T_=m T ; nm ' R
h,(z)= fx [n zemi . (nzem)* o
_Pam =v 1 nm
o (m) n z+mf o zem | (o zhmIf
g oo . ned
_ Fin+m} (e = __ 250 5 oAl 2, o oen

CiniFTmr (3452}
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de donde se sigue ﬁor la definicibn 3.2.2 el resultade deseada.

. TEOREMA 3.5.4. Sea Y~A(p,m,n) y kim,p} degindidz por

-  ans . - P
X lim,p)s 2%P/2 «PPNA 0 £l maen )

'EL vator esperado de Y® eatd dade por | BRI

R

why_ kK(m,p) K{min+2h,p) nz '(m»’zmr‘-{) n' (mene X=i )
L EYN) = ﬂ—tg———m———*” h,p)K(min. D ll.,

Pl G+ -x)l n%(mzuzn&.l-” LI

: bzuos;rRACIQﬁ. Cpxr;o ,x‘v~A(p',-A.n). puéde’es;éribi:se

!“1’*“1!

‘donde w;-wp(x.-), Wz"-ll (I,n) v 1as matrm:ee Wy y Wy tlemem d!nstrn
Vbnc16n :.ndepend;ente.
‘mo’

E(YP)= I I TP L TO IV £, tndg, Goldw dwx

con f‘“ (wi) ¥ g"z (w2) las densidades de las wvariables W@((I.mm v

wp {I,n) evaluadas en wr y wzr respectivamente.

Es Immediatae chser—
var que jwil®

f (w1} es gropcmcxaaa_t a la densidad B, ((W'u)) die uma :
variable H {x, n+2 h} evaluada en wi. MEs espacr_fz;camemte,,

El valor esperadn de ™ puede caleul R



Y

h Sy kim,p)
fury | f‘“(wl)— k(30 5) hw;(w‘)

En consecuencic, |
h k t =-h . ) .
E€Y 1= k_(:!rr :\.P [ [ fwitwz| ,hw;(v"“) ng(Wz_)éwx dvnl

f,j"'l:..ra.mente el pmducto h, (w;) g, (wz) representa. la dens:.dad conjun

ta de Jdos variables 1ndepend1entes con dens:.dades w (I m+2h) 'y W (I n)

respect:vamente, evaluadas en w1 y Wae. De Ebta maner‘a si se’ deflne

w=uW) + W2 se obtiené que

CoEate BERL edw™M

T

"Bel‘ teqﬁé@é’3.3.8 se sigue que w-wl“,-(:,mmz"ﬁj _y:-entoné:és a

h 'kl(m‘ ‘) . -h !
E(! ,'m‘%mjlw‘ .hw(W) dw

- donde t(u) representa la dens:.dad Wishart- con matr:.z de escala 1 y”
‘htmt2 h  girados Qe h.bertad. Observando que !wl =h k, (w) es propor-‘
cional a la dens;ciad w (I,m+n) se- s:l.gue que

. S B, _ kim,p): k (m+n+2h,p)
: ‘ AL ) k(m+2h,p) k {m+n,p) [ !"'(Y') dw

dande & ¢w) ‘es~ la densidad wp(I,m+n) por lo que se deduce que
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hy, k(m,p)k(m+n+2h,p) _ : ’
E(Y )= k(miZh,p)k(m+ﬁ:p) » h=1,2,... ‘ {(3.5.3)

Como Y toma valores entre cero y uno, el teorema 1.2.3c¢c garantiza
que los momentos de Y deFlnldos en (3. 5 3) determinan su distribu
cifn de manera fnica.

,’TEOREMA 3.5.5. Sea ! -Alp,m,n). . La valu.able Y se dutm_bu.je como
i-‘l_l1,iz, ~donde z;,-..,zp son vardiabtes: LndupeudLentu g

. Z, ~BUm1-i1/2,0/2) i=1,2,..00ps

¢ P

’DEMOSTEACION Por el teorema 3 5 u el valor gsperado de'Yb pueag

o escrlblrse como : T

BTN I'lz(m+1—:.)+h]l‘[2 (mtnvd-i) |
: i Fil(me1-1)] l‘l-»(m-kni-l—:.)-t-hl

Dé} teoremé‘3,5.2 se obtieﬁebque el valor espérado,de Z? est§ dado

ST 1
CgzMe TIZ1-3)+h 1T (7 (mtn+l-i)]
L RS mel-iN TS (mensl-i)+h]

de donde se deduce que si W= Z1%2...3,

Como ¥ y W tienen los mismos momentos y son variables acotadar
deduce que tienen la misma distribucidn. .



100

TEOREMA 3.5.6. Sea Y~A(p,m,n) y Z:,...,%__, variables con distadi

a+1
buc;dn Lindependiente donde Z2; ~Blm+l-2i,n) i=1l,...,a ¥y 3 , ~
— - - 2 - 2 .
B( {m+l-pl.n/2). De54n¢endo u 12121 y Vv za+1ii=\‘zi se obiiene
que

a) S{ p=2a, Las variables Y y U tienen La misma distribucibn,
bl Si p=2a+l, Las vaniables ¥ y V tiemen La misma distribucdién,
DEMOSTRACION. .

fal El valor esperado de U puede calcularse utlllzando el teorema
T3 5 2 como ~ : S

‘ c&
E@" = 0, €™

ﬁ l‘(m+n-21+1)l‘(m+2h-21+1)
.»i=1-P(m-21+l)r(m+n+2h—21fl)

fy‘del,tebrema A.20 Se sigue'que

E (U )= a l‘[ 2(m0n—21) +1}) l"l 2 (mtrr21.+1)il“[2 (m*?h—-Zx.Hll l‘{ 2 (ml 2.h-2:x.+l) 1

) i-=1 l‘[ 2(m-2:l)+1] ry 2 (m-21+1)] Tz 2 (mln+2h—21) +3Tf 2(,m-ln+2h—21+1”

x"x r{ z(m+n+1-:.)ll‘l 2(m!-1—1)+h] P I‘[ 2(m+n+l-—i)]l‘(2(m|-1—1)+hl
’ 1
1—1,3...Plz(m1-1)ll‘l 2(mna-1.1)+hl 2 4...Pl2(m1-:.)ll‘l 2(m+m-1-1.)+hl

de donde se deduce que

1
EwP = g Pl2(m+n+l-1)l[‘[2 (m+1-i)+h

(3.5.4)
1=1 l‘[z m1l-DIr(Z 2 (mtml-:.)-i-h] ' B
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-del Tteorema 3.5.5 se ob_ti_ene que E(Yh)= E(Uh) de donde se sigue
por el teorema l1l.2.3c que YyU tienen la misma distribucidn.

b} S1i p—-ia«t-l. del teorema 3.5.2 se deduce que

H “h a
£(v§)= E(ZT*".igi E(ziZf',

_ I 2(-+n+1—p)l r z (n+1—p)+h] . Eéuh',’”
r t 2 (-u-pn rz (mén+1-p)+h ) ’

. De (3.5.4) y el teorema A.20 se tiene que. .

E('h)nn I‘( 2 (m+n+1—1)ll‘l 2 (-+1-:.)+hl

1
Ci=1 l‘ [ 2 (m+1—1) 1 l‘ lz (nm+1—-:.)+h 1

L

de donde se concluye por - el teorema 3.5.5 que !yV t:.enen los
.. mismos mmentos y del teorema 1.2.3¢ ‘se s:.gue el resultado.

3‘-'“5";5" RELAC :-smummmmmumumm msmmuc:én Fo

Algunos casos particulares de la d15tr1buc1on A de Wilks. pueden - B

ser expresa.dos en términos de la distribucidn F. ELl teorema. s:x.gu:.en
. te ‘establece la equivalencia entre las distribucionés. .

TEOREMA 3.5.7. Laa duou.buwnu A de Witks y F aatusaccn Las si-
gueuea relaciones

al 1—1\(2,-,'_1)_ -~ __P_ F o B (3.5.5)
A (p,m,1) mpsl  PARRL
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p) - l=AQmm) . n F (3.5.6)
A(l,m,n) ©om | :
C) 1-v A (PI“‘:Z) ~ P F ) ’
2p, 2 (m-p+1) . {(3.5.7)
VA {p,m, ) m-p+1 .
1-YA(Z,m,n) ~ n : : ‘ .
d) ——t F2n,2(m—1) ’ . . {3.5.8)
VA2, m,n) m-1 . :

' DEMOSTRACION. -

a) Sea X~ A(p,m,l).,, Del teorema 3 5. l se s:.gue que x~A(1,p-pl>l,p) v
: “por el teorema 3.5, 5 1a variable x t:Lene d:.strlbucz.on'
"j 'B{(m+1-p)/2, p/2}. i

© Pel teorema 3.5.3,‘se deduce que .
E {l X} - :
p.m-p+1.
b)) Sea X~ All,m,n). Del teorema 3. 5.1 se: s:.gue queX"'A(n.nl-n-l 1) ¥ -
- por el inc¢iso a) se obtiene que :
m ik e
Y= g )~ Fom
¢) Sea X~ A(p,m,2).- Del teorema 3 'S.1 se obtiene que X"A(z.ml-?.-p.p) v

por el teorema 3.5.6a se s:.gue que X ~B (l!tl-l—p,p)- Utriltizando, .
el teorema 3.5. 3 se concluye que '
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_ m+l-p 1-/X . -
=" ( X ) Flap,2 (m+l-p))

de donde se sigue el resultado.

d] Del teorema 3.5.6 se deduce que vX ~ B (m-1,;n) y utilizando
el teorema 3.5.3 se sigue que

‘m=l , 1-v¥ . _ -
Y= S5 () Fl2n,2m-1)1

lo cual demuestra el teorema. .
» ’3.5.6. APROXIMAC!ONES ASINTO'I’ICAS DE LA DISTRIBUCION LAMBDA DE NIUG.

La dxstrlbuc16n Ap,m, n), en los- casos en que- n>2 s p>2 , 51 ‘m
es’ grande, puede ap“oxa_marse med:.antelas:.gu:.enterelac;én(Baxftlett 1947).

'{'m-% (p-n+1)} £ A (p,m,n) ~ xz,"p ' (3.5.9)
: 'cuando m-mRao. Ce R. -propone una aprox1mac16n alternat:.va que puede

consultarse en Rao(1973, pig.556),

e 1V B A
Re (%2=28, 1-A. (pmm . ¢ ' (3.5.10)
’ Bn Y] ©ymn) pPn,2r-28.

donde

a = m—‘% {p-n+l)

B =% tpn-2)

~
~
il

(p*n?=4) / (p%2+n3=5)

La aprox:.mac:.&n ‘est§ definida por
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4.1 PRUEBAS SOBRE UNA POBLACION,
4.1.1,INTRODUCCION,

En esta seccibn se presenta el desarrollo del contraste de algu-
nas hipétesis relativas a los par@metros de una poblacién Normal Mul
tivariada.  Los contrastes de hipdtesis que se presentan en esta sec
' cibn para una poblacifm Ny(#,Z) corresponden a los siguientes: = '

H.o: Cr=m,y 3 X conocida
Hy 2 cﬁ =My 3 & Vdesqo‘nocida
Hc§ E = ;g B conoéida
Hd:,x,'a i..; u .desconocida
:‘He; cll=’ﬂo %V2==:oi
El T Exz= 0 ';‘ " c'l"esg;m'ocid;i‘

El contraste de hlpéteSLS tales.como Ha y Hec es raro en la pr&ctxca,
¥a que sSOnh poco frecuentes las situaciones en que se conoce con ab-
soluta certeza un ‘parSmetro de la d1str1buc;on. Sin embargo, los
“¢antrastes han sido desarrollados-por.que revisten-aspectos. de’inte-
rés desde un punto de vista tefricdo. ' La hipbtesis’ alternat;va elegiy
‘da en todos los casos corresponde a la neggcién de la nula correspon
diente y la técnica empleada en el contraste de las hipftesis es la’
del cociente de vercsimilitudes generalizado. '

En diversas ocasicones resulta dificil determinar la distribucidn
asociada al cociente de verosimilitudes generalizado. En estos ca-
sos es conveniente utilizar un resultado asintStico general. Este
resultadae se establece en el siguients
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TEOREMA 4.1.1, Sea X un vector aleaforio de dimemsifm p cuya dis-

trnibucibn depende de un pandmetro 0 contenido en un ecspacio paname
tral Sy X,,s..,X, una muestre afeatonia de esia distnibucifn.
Sean Las hipbtesis Ho: 0 €8T, vs Hy: 0€ Q,, donde B, de dimensisn x

es una subnegidn de ICRY y Q,=00-8 . S{ A reprecaenta e co -

ciente de verosimifitudes generalizade asociado al contraste de

Las hip6tesis Ho vs Hy, bajo cientas condicioncs de aegu&alu‘.dmd pa

‘n.a cada 0 € §,-2 Ln A tiene distribucibn asintbtica x* cor g-r gra
dos de tibentad cuando n t.«.ende a infirnito.

DEMOSTRACION. Ver Silvey (1970,pag.113).
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4.1.2 PRUEBAS SOBRE LA MEDIA DE LA DISfR!BUCXﬁN'NORMAL.

El primer par de ﬁip&tesis corresponde a

Hayt Cu=Mo ; £ conocida

vs .
Ha: CH %My ; T conocida

donde c p es uha matr:.z ‘de constantes "de r-ango q y Mo €5, un vectovlr k
- de constantes.~ La :mformacx&n en este caso cons:.ste en observac*o-
‘nes x,,....x extraidas en forrna J.ndepend:.ente de una poblacxén )
ipnl . Defmlendo X -(xl,....x ) como -la matr:.z de datos, se ob- o
* tiene .deX tearema 2 5 1 que : :

' vi=_(x...'. .-'.Yn)g' (cgg‘,..‘.'. . C xﬁ) "

fes una matr:.z de datos de-.una- d:.str:.buc:.én Nq(H,V) dcnde n==cu y -
v=C EC' ‘Las h:.pﬁtes;s en térnunos de ¥ equ:v.valen a’ :

Ha: M = Ma 3 V_conocida
_ Hll= M * Ms ; Y conocida .
yla funcifn de verosimilitud de M esti dada:.por -
. _ - ‘ n _ _ .
LMY= 22)" Py V2 aypi- 1 E v ml L 4D

Bajo H,, el estimador miximo verosimil.de M es ﬁa- Mo... Bajo HM!p ,
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el estimador de m&xima verosimilitud del vector de medias, por el

teorema 1.3.1, corresponde a M = ¥. E1 cociente de verosimilitu-
des generalizado resulta de esta manera

5B 1o4,¥; X)

_‘;“,a¢-'_‘ = = exp{ L 5 12:,!0: - v (r -?:-u-—n..)-v m-u.uE
H \il Lm V: X» h

)

= eap{- -2- n(!-lh) " (! —n.ﬁ

' La reglon de rechazo es e1 con]unto ‘de valores muestralns que sat:.s
facen A, <K& eq_u.lva.lentemente L E

. W= n(Y¥ —Mad"* v (_Y——Ho)> ‘_ o . ;

: "Baﬁo Ho',Y. H (HQ,V) y por el teonema 2.2.2 1~lquh..-— 'I-.'Wtili-
zando- el corola.x-lo 3.2.3 se cbtiene que la :ixstrlbucxﬁm de ]la; esta- o
. distica de prucba W es x .

‘E1 segundo par de hipStesis a. contrastar es.

Hyo: Cu=Mg ; I des&ogocida

Hp: Ca#Mg ;- T desconaocida.
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donde C qxp es una matriz de rango g y Mo un vector de constantes.
Si X es 1la matrlz de informacibén de la distribucién Np(u ,Z), por el
teorema 2.5.1 se obtiene que Y= XC' es una matriz de datos de la
distribucién Nq(M.V) donde M=Cp y V=CZC'. Las hipdtesis en tér-
minos de Y equivalen a

H, : M~ Mo 7 V desconocida.

Hp: M#¥ M, ; V desconocida

"y la funcibn de verosimilitud de los i)ar&metbos'!! V estd dada por -

- 1a relacibn (4.1.1). Los estimadores méximo. verosimlles de los pa-

r&metros corresponden en este caso a

1 (Y - Mo) (¥, -Mo) '

V _resulta deflnlda pos::.t:.va con probab111dad 1 si n» p+l, Este he
cha puede’ demostrarse definiendo Z'= ¥ n (Y,~Ho,....Y Mg ) donde z
“es una matriz de datos de una distr1buc16n R_(0,n2), por lo que. uti.
lizando la definicidn 3. 3. 1, bajo H, V =2'Z ~w _(nV,n) y del teore
ma 3.3.1 se sigue que P(V sea deflnlda posztrlva|ﬂb)=1 Puede de-
mostrarse que las estimaciones anteriores maximizan el logaritmo de
la funcifén (4.1.1) observando que el finico posible valor de M bajo

Ha es Me y por tanto

L(Mg,V; Y)> L(M,V; Y)¥ MER,
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Para demostrar gue L(Mo.Vb;Y)> L(Mo,V;Y)¥ V obtenemos 1a diferen-
cia de sus logaritmos

A= £ (Mo, V,sY) -2 (Mo, V5 Y)

n o n i °-1 12 -3 .
=~ Zenj22V |+ 3 m2e V|- 5 jE M) TV DT (Y~ M)+ 5 B (Y -Mo) 'V (Y, -Mo)

n g np, n Tyl S
=-Senjvit v |- 2R+D ke v Vo

- = - 1/p

R T A A L0 A A

e

G:ma ‘ya se ver:l.f:Lco la matr-lz ¥, es definida positiva y dado que
V>0 , se obt;ene que v >o y. del teorema A,7c.se deduce que

V > 0. Utlllzandc el teorema A.15 se s:.gue que los valores pro
pios pos:.t1vos de ¥~ V son los mismos que 1os’ correspondlentes a
N= ‘il'l/z Vb‘ \I"‘/2 ..’ Puede verificarse que N> 0, por lo que los valo-

res propics de Y~ qb son no negativos, de donde utilizande el teore
ma A,21 . N ‘

a= 2R {3 1517‘1 '1“'“‘1517‘1’ } -
> L B oo L1t Eang
2 'pi=l i pi=t &

y de (1.3.8) se obtiene A®> 0. BRajo H un no existen restricciones

impuestas a los estimadores y por el teorema 1 3,1 &stos correspon—-
den a )

- £
i
]

<}

[

®
.
n4a

o= 333 Y- (-
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De esta manera, ¢l cociente Je verosimilitudes generalizado corres
ponde a

A lil n/z2

bﬂ- -~
i1
£l valor de Vs puede escribirse como

-

- 1
Vor n ik

b (Y, -Mo) (yi-uo)"=sy+_ (Y- Mo) (Y;—M.'o‘) ’

" por lo que la regifn de rechazo corresponde al conjunto de muestras
que satisfacen

b= |Su_l- = 11 _+ -%Twl" < K
v n o
!Vbl ]Su‘? a-—_-—,—s,_,w‘

donde We S:‘(?-Mg)(f;ﬂo)' v S,= J%— S, La matriz W tiene rango 1
~elyaoque T '
rIW )= ri(T-Mo) (¥ -Mo) ")

= r{¥-Mgl

Por el teorema A.13 existe una mattizvortogonal T tal que T'WT=A
donde A es diagonal de los valores propios de W y de rango 1. utili
zando esta propiedad se deduce que ' '
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n
Iz, + 52y Wl= 11,4325 rrwr)
n
= I +qg Al
n
oo+ Ry

o

1+(E%T)k|

1+ G295, Ay

i

PR
14’n-1 tr W

1 f;'_‘—,-(?-uo)" s;' (¥ - Mo)

‘La regifn de rechazo puede escribirse entonces como el con]unto de -
. muestras que satisfacen o o o e

T= n(Y-Mo) 'S (T -Mo)> &

- donde bajo R, la estadistica T, por el coféiéfib‘5lﬁyi’fiéhe'dis;"
tribucidn 'r2 de Hotelling con parfmetros ¢ y n-l. Utilizando el
teorema 3.4,2 se puede comprobar que '

o~ In-llq
¥ n=q F(q.n-q)

de donde

= {n-qin T -~
T'= acivg (Y ~Me) 'S, (Y-Mo) Fla.n-a)

puede utilizarse como estadistica de prucba para =1 contraste.
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4.1.3_ PRUEBAS SOBRE LA HATRIZ DE COVARIANZAS DE LA DISTR IBUCION
NORMAL..,

' La afirmacifin scobre la marriz <de covarianzas cuando la media de
la cb_strlbuuam es canocida cotresponde al tercer juego de ‘hipbte-
SI.S i

o ¥ _: £ =Fs ; p conocida

mc;.a 7_73,#} Ta ;3 B conocida

o : La:veteslnrilitud de T est§ dada por

r@meer “mm , ap{—— LI o ) BRIt

' Ea]a lig,, el estunadqr mﬁx.xm verosml de E es 2 = Eo por ser el
ﬁn:.co» posible valor de p ba]o la hxpétes:.s nula. Bajo HcUHC-.no
ex:.sta restrlccx&m en la matriz ¥ y por tanto :

-~ T = :
Be 2 E, 0~ M)XK -p)

Para demostrar que LM, i;xu- Li{n,E;X) para cualquier matriz I ob- .
Servamos que Kk es comocida v 1a demostraci8n es anfloga a la del ca
so de la hipStesis Hp, - E? cociente de verosimilitudes generaliza
do resulta de esta manerma k )

A=t B oerezi £)40R
= % E|  expl-37 gr( o E)+ 51



Por el teorema Y.1l.1l, la variable w definida como
W_=-2tnAcen {tr(X? E1-tn|E7t Ej-pl-

= np(3,~£&n 8§2-1)

-donde 51 v 6z son la med*a ar:.tmétxca ¥ gecmetm.ca de las val@m
prop:os de £ ! E tiene ‘distribucin asintStica 2% com tantos gradas
dei Yibertad como Daranetr-os tetalmente detem_zrra.das bhay am “La Eup&-
) T.tes:.s nula, es.decir, p(p+1) - .La reg*cm. de wechazo de E es ‘de
la forma {w_ > K}

; 'C;i'a.ndo la médi.é de la ciis'ti_:-ib&ci&rf es desconocida el juega de hd
pbtesisiHg se traduce em . . -7 . : TR

Bi: =30 : B desconocida

Hp: £+ 2, : R descanacida.
La verosimilitﬁd de B ¥ I estd dada por . L ERE
L, EX) =(230) "2 |5 Y2 expf- 1 cx ~u)"E" 0, 3] @.1.3y.

Bajo H; los estmadores de m3xima verosmlz;mct @e. Jas pardmetras
son nd= Xy Ed- Zs. Como Ea es el Gnice posible valar de I bajo
.1la hipBtesis nula, se obtiena que L. Zoz X)> L, s Xr bajo Da hi-
pStesis nula. Para demostrar que (X, Za s Xy > L., Xq5 X) basta obser
var que la desigualdad es un Caso partlmxlar de €¢%L.3.7)» cuanda Z:Zg..
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Bajo HdUBD no existen restricciones en los parimetros y nueva-
mente por el teorema 1l.3.1, los estimadores méiximo verosimiles son

*
i
»|

M
[

i = = -
TR - - "
sS=2 I, X=X, -5

El coc1ente de verosimilitudes generalizado asociado a este contras
te estd def:.nldo COmo

- s ; i _
123} si exp{-3 trz;! s+529-}

i Pqp'el téoz_\ena 4.1.1, la variable W4 definida por

LW = S2tn Ay =n{tr =3 s- en {237 Sl—p}

snp {8i1- £n 8:-1}

donde 83 y §: son ahora las medias aritmética y geométrica de los
valéres propios de its , tiene distribuci8n asintética X? con
'7 p(p'!-l) grados de libertad. La regidn de rechazo de Hyg es de 1la
forma {wa>xK} .
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4.1.4, PRUEBA SOBRE LA MEDIA Y MATRIZ DE COVARIANZAS DE LA
DISTRIBUCION NORMAL.

Este contraste se establece en el juego de hipdtesis

S:. X xp es la matriz de datos de la d:.strlbucxon NP(u zy, la fun-

) c:.on de vercs:.m:.l:.'tud de r-lyz se def:.ne como en (3.1.3). - Bajo

H, los parémetros quedan determinados de manera Gnica y por tanto

.los estimadores maxmo verosim:.les de &stos son prec:.samente- =K,y
= Zgy. Bajo H UH_ no ex:.sten restr:.cc:u:nes en syZ y por. el

teorema 1.3.1 1os estn.madores ‘son =X y E S. El cociente de verp_

- similitudes generalizado queda definido por

n/2
-1 =1 m
A 155 51 ety B, 0w 5 e B
Utilizando el teorema 4.1.1 se obtiene que la variable

n _
We-2UA = Z (K -u0) * 25X, ~s0)-n tn |25 S}-np

tiene distribucién asintdtica x? con 2 p(p+3) grados de libertad v 1
regidn de rechazo de H. es de la forma fw,>x} .
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4.1.5. PRUEBA DE INDEPENDENCIA.

La independencia entre dos conjuntos de variables Hormales pue-
de ser caracterizada contrastando el siguiente juego de hipbtesis

(Bgs Z12= 0 ; M desconocida

Hyt Ti2# 0 3 u.desconocida

Sea el vector X'=(X},Xx3) donde X1 y X2 tienen dimensiéhes Py Y P2
‘respectivamente.  Definamos las par‘l‘xcxones correspondlentes en 1os
parfmetros de la distribucibn como

[ LY  211' E32°

B =1 e To= | ‘ ¢ ‘Eiz= I
B2 4 Za B

La ecua.cn.on (a.1.1) deflne la veros:.mllltud de los parfimetros ¥ y

8. Por ‘el teorema ‘T7433, la funcibn de. verosm\:.l:.tud de u y 2 ba-
jo H, puede escribirse como

n

Lip,E;X)= M fx‘;(XI .n..—u)ig,fx (Xzi. #z,Z22)

= Lal{#1,Z113X) Laipz,Z2;X)

Maximizar la funcidn L(k,Z;X) es entonces equivalente a maximizar

vor separado L; ¥ L: . Aplicando el teorema 1.3.1 los estimadores
que se obtienen son
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n2 = X2 Exn= Sn

donde S:1; ¥ S22 Son las matrices de covarianzas muestrales abteni-

das de los componentes de Xi: y X2 respectivamente. De .,esta manera
bajo He >

s = zu Su
S22

Bajo He UH ‘el espacio parametral no incluye restrlcclones v por
el teorema 1 3.1 los estimadores correspondxentes son una wez mas

-

i=Xy Z =s. El cociente de verosimilitudes generalizado para es-
te caso resulta :

ey Bz n g § n
A= IZ0's] T exp{- T tr Z_ s+ BP}
. .
La traza de Lz S es p ya que

-1 . —x
Sn 0 fisxx Sz I, Spz Spx |
-__ g ’ i
25 s = - =l _; ;
0 S2:H 1S S22 Sz Sz Xz |

De esta manera, la regidn de rechazo puede escribirse come el con-
junto de valores muestrales tales gue.
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"—l
w.= IEf = A8l <k

[snllsza]

Utilizando el teorema A.2e, el valor de W puede escribirse como
_wf‘ [S22~52 STx1 Siz l/lSul (4.1.4)

Por el corolario 3.3, 9,1 la matriz nS~ w (2,n-1) y utilizando.

_el teorema 3.3.11la se obt:.ene que bajo H

nSxa=nsSx-ns2 SI;l Si2 ;'sz (222 ,n-1-p;)

Del teorema 3.3.11b, bajo la hip8tesis nula se deduce que n(sa -Szz.;) :
L es :mdepend:.ente de n S2.: y ademis. :

niS2-S:z:a)=nSn S31812~ "ipz (B2,p1)

Del teorena 3.3.6 v la definicién 3.5, 1 se tiene- que la- varzable

w, definida en (8.1, .4), es tal que cuando n» p+1,

-2 -3/

- L < | .

w, = 1S22-821 STy Su' InZ" " S22 f l ~AP2ar1-pup:
ISz221 . 2 1/2 -1/2 V2 .
. In T Snu +nX (Sz=S221)Z '

En los casos en que p3=1,2 § p:=1,2 la prueba puede realizarse utilji
zando las relaciones (3,5.5) a (3.,5.8), Para otros valores de p1 y
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p2 puede utilizarse la aproximacidn de Bartlett definida en la
ecuacibn (3.5.9) que en este caso conduce a

‘

1 -1 -1 P
- - + Z S» S ~
{n > (p+3)] &n|XI-S22 Su Sp Skl xp‘pz

cuando. n—=* =
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4.2. PRUEBAS SOBRE VARIAS POBLACIONES,

§.2.1. INTRODUCCION.

Asociados a la comparacibdn de varias poblaciones se presentan
los desarrcllos correspondientes a las siguientes hipdtesis

ﬁg: Ry =y =, = “g Yy '21-_22-7-'..-2‘;

nh:,q.:-uz =By

dado que I;w= Sz-.‘.’.in}:g

B2 Ei= Zp wim I,

En estos casos, la h:.p6tes:.s alternat;wa corresponde a-la negac16n'
‘m&s general de la hipStesis nula coz'respondlente vy el método de: con-
traste empleado es el cociente de verosxm;l;tudes general:.zado.

En el contmste de las. h1p6tes:.s H. 'Hh v H . Que comparan pobla-

ciones, se reguiere de informacibn muestral extrafda de cada una

de las gablac:mnes a comparar. la informacidn extrafda en forma
1ndepeno‘;1ente de cada poblac16n se denotari por

L]
xi’ ixi seeoaXy nl} 1-1.---,9
donde le -~ va“i'xi) j‘l.--.ni: 1-1'-00'9

b ]
por conveniencia se define n ‘{31 n,
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4.2.2. 1GUALDAD DE MEDIAS Y MATRICES DE COVARIANIZAS.

El primer juego de hipdtesis entre grupos es el siguiente

: = S ee= = Z=...=%
ﬁg B1= Pz Fg y X z g

CHBgz myFp. 8 E #E. i+3 i,3=1,....9

Bajo H, las n observaciones siguen la misma distribucidn Npts,Ep y
por el teorema 1.3,1 los estimadores correspondientes son 4

3 ij
x; -%) (x, -%p

Bajo Hg\JH no existen restriccicnes 1mpuestas a los par&mgtras ¥
el miximo de 1a verosimilitud se obtiene maximizando las funcianes
de verosimilitud de los par@metros asociadeas a cada pablacilm, por

- lo.que de nuevo utlllzan.da el teoremz 1.3.1 los estimadares de m&xz
ma ver051m111tud estEn dados por

x. . i=lyeeer§

¥ P § x X X ) -;
Ei-r s.= =—.U=F (xii- xi) (xij- xi) TS P 3
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[

De esta manera, el mfiximo de la verosimilitud bajo la hipdtesis nu-
la resulta ser

LK, P X, X )= (27) ""P/2 || T2 exp (-np/2)

Bajo H, UH, el mliximo de la verosimilitud coincide con

-np/,

L(;l F RN 'Egyfl Fess '£g 3xl A RN ,Xg)=(21r) eJP("nP/z)lzl‘ Bj_'_n"/z

"~ Por tanto, el cociente de verosimilitudes.generalizado correspon-
‘diente. es’

-n/2

Del teorema 4,1.1 se obtiene que ' : L ST

. ~ e §= -2 Zn!\ = n,i’_anl,,—igT n;enjsyl -

tiene una distribucidn asint8tica x?. Los grados de libertad pue-".
den obtenerse como el niimero de restricciones imbuestas a los parﬂi
metros bajo la hipBtesis nula., Respecto a los vectores de medias,

el nlmero de restricciones es p(g-l) y como el nfimero de parametros
distintos en cada matriz de covarianzeses 2 p(p+l) ex1sten-—(qup@x1)

stricciones adicionales, por tanto el nimero de grados de libertad
de Wg se reduce a

plg-1)+ 3 (g-1)p(p+l)= F (g-1)p(p+3)



4.2.3.
COVARITANZAS,

El siguiente contraste comparativo entre grupos

las siguientes hipdtesis

H : B,= B,=...= ay dado que Z = I, =..,=E

H .

wi HiFHy i#+3

La funcidn de vercsimilitud de los pardmetros

v

- "n/z 1 i
L(u,,..‘..ug,-:xl,...,xg)=|2nzl expl-3

12132177043

i,3j=1,.¢.,9 dado que % = E =.,.=
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IGUALDAD DE MEDIAS CONDICIONADA A IGUALDAD DE MATRICES DE

esti dado por

es la siguiente

f P T & -m @.2.1)
iyry = ij i e

Bajo H , la informacidn muestral proviene de una poblacidn Np(x,Z)

¥ nuevamente por el teorema 1.3.1 los estimadores correspondientes

Tson e

- .1 2 ;‘.'i

Hp= %= 7 521421 %43

E 1 ?‘ 2‘1 X X)) ¢
T T=F 121 3 (K5~ X (Kiy-%)

Bajo H, VH, los estimadores miximo verosimiles de los

t&n dados por las siguientes ecuaciones

- 1 nj
' = X == X = -
Bi= X, nL 551 xij i=l,...,9
& 1 g 1 2 2 =
E=yi= = = . X208 - -
W= 5Tt S 58 g% Bam X)) 6 -K)

-
parametyros eg

(4.2.2)
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Para demostrar que estos estimadores maximizan la funcién de vero-
similitud observamos que de la ecuacidn (1,3.7) se obtiene
B;(X;5,2: X)) 2L; 1, B;X;)¥ @ y por tanto se deduce que

. g
L(xl. o-tvxgr zix‘. ) "xg) =ig1 L(Ri ,E;X,_)

i=

>.ﬁ L(ni,z:xi]
-L“lvnuﬂnugrs;'xl:--uxg)

Para demostm que 2-!1 max::.mxza la verosimilitud tomemos la d:.fe-‘
rencla entre el logar1tmo de la verosimilitud evaluada 'en W y el
lagax-xtmo de la vez-osun:.l;.tnd evaluada‘en 24 observando que

a=4L (xl' an "ig;"xl re .‘. .xg)"l (-x-l gesee ng,zixl peea ,xg)

=-§- 'S jE"'iiI—nplz « Fer T w

=P i% er Ew -a- e jEWMR) T

La matriz W es semidefinida positiva,

Este hecho puede verifiéarée
abservando gque

9
a'Wa== E n; a' S; a> 0

ya que de (1.3.10) se deduce que 5.2 0,

Como £>0 se obtiene 'que
="'>0 y por el tearema A.7¢ T 'W 3> O.

Utilizando el teorema A.15
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. - s -1
se sigue que los valores propios positivos de £ "W

son los mismos
- -1 -3
que los asociadeos a M= Z /z' ™Mz |

Como M> 0, los valores pro-
pios de Z™'w son no negativos de donde por el teorema A.2Y se in-
fiere que

-y . por (l.3.8) se obtiene que A>0,1lo cual demuestra que loé estims-
. dores (4,2.2) maximizan la verosimilitud bajo H,UHy . Puede ven—
fipése que el coclente Ge verosmlltudes resulta de esta manera

/2
fwi

An= 171

por lo gue la reglon de rechazo equvale al con;pwmto de muzestras - ta'
les que A= A */n gg. La distribucidn de A se puede estahlecer reexs
presando la matriz ¥ como ’

1 i S
T= 5 35, 520 ¢ ij—i' +X. -i‘) =x. j-xia»xi—i')-

=13 = %14 2 3 5 3 OF
= 550 50 Ry XD OG0 2 2 e XD E D
=w+B

donde la matriz. B se define comno

g
m=1

=|H

1 i( i—x) (x -X) *

E———
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Wy B coineciden respectivamente con las matrices usuales de sumas
de cuadrardos y productos cruzados dentro y entre grupos. A puede

escribirse zomo

el

1 I—I
I'rl '

lT+w 'B

“La informaci8n muestral puéde expresarse en términos matriciales
_como X'= (X} ,...,X ), donde X es la matriz de dimensibn n, i¥Xp co-
'rrespondlente a la muestra proven;ente de la i-&sima poblac;&n.
.Sea 1; un vector de dimensibn n con la unidad en’ las entradas co=- -
rresponqiéntes a la i-&sima muestra y cero en otro lado. y .sea -
I diag(1;). De estas definiciones se obtiene‘que, 3

-.La matriz nW es una forma cuadr&tlca de las observaciones poi? lo
que puede expresarse como nw-X' My X . La forma de la'matriz M
puede encontrarse observando que la matriz nw corresponde a la su-
ma de las matrices de covarianzas de los g grupos de observaciones,
de manera que si se define ' “

1'

1
Bi= Ii- 5, L1 4

se tiene aque

n;S;= X' Hy X
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de donde la matriz M:; esti dada por

w
e
4]

La matriz de la forma cuadrftica asociada a la matriz nB correspon
de a la2 suma de g matrices en las que el i-Bsimo término correspon-
de a la matriz n; (X;-¥) (X;-X)'. Si se define la matriz C, comeo

c.= X 1.1! -1 11
b 8 ni 1 g

se.tiene que

de donde

-nX X*= ;‘ M2 E

y. M2 resulta definida coto $z=i§]Ci. Las matrices M: y Mz Son
idempotentes; para verificar el casoc de Mi bastz comprobar gue

Bi A=

A

0 i+# 3

de donde se deduce que



129

g
MiMe= B W, 4,2 H By =M

Para demostrar gque M; es idempotente obsérvese qgue

1 _ 1 . 1 .
[ agz 1 1'- QLA 22 i=y

73 1 N ¢ . R
dgr L 1'- gplagrter 13
y en ceonsecuencia, -

Mz X2 s‘iElcici +i§j Cs c:i ) B » ' ' SRS

=Z {.--2 11! - —(1 1'e1 1')+— 1 11} ;

+i§j {;-9—211" —(1 l'+11 )}

i g
=L gy 2 33048 L g
g ng i=Y ng "4i71

o S cyg o B R S A
+ 25;11- (1 11)1' Z, 1G-1))"

ng i-! ng i=1
g1 1 = | 2
=i§1 n—i-,lili- ;;5 11' % ng 1 1"7- ?5 (gl—l)l'
A § 1 3
=5, By 11 pglilt'= 32y C3= M:

As%, puesto que Mi ¥y M: son matrices idempotentes, su rango coincide
~on la traza. Para M: se tiene .



Las matrices M; y M; tienen ademis 12 propiedad de’ que éﬁSEieﬁgla;f
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1
3y eriTy- 51,100

s 1 L 1 :
tr{-;—i 13- 50 1t}

nes suman al vector cero. . Este hecho puede verificarse como sigue

s .
[ 1 . .
M; 1= i}=:.‘ (I; "n‘ilili),l

=0
1= g {i 1.1 - L 11;}1
i=1" 3z T TLCE '
g
= 1
=5 -3 D
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Bajo la hipbtesis nula, X es una matriz de dates de una distribu-
cidn N,(m,E), por 1o que utilizando el teorema 3.3.3 se obtiene

nw=X'M X ~ WP(E',n-g)

nB= X'M X ~ Wy(Z,g-1}

" ER prquicto de: las matrices M1 y M2 puede _c,alculars‘e como - - 2

3 1 g 2 1
= - — M —— Y -
=t-E, 5 LD GE, g5 41 51 1)

1 R & - 101 S
j§|‘!-l; 1jlj a l_ 1 ‘ig'l j§1 ni N3 111;. 1:.' 15:‘:.-
P , ,

+ % — 1.1' 11"
ci=l nin Ti
3 2 1 1
=Eiay LY TRV o Ay gy
~ = 0.

Utxl:.zando este resultado ¥y el teorema 3 3,10a se deduce que las '
' matrices nW v nB tienen d:n.str:.buc16n independiente. De la defi=- .
nicidn 3.5.1 se tiene que si n> ptg, entonces bajo l-lh '

A= nwl

; lz+w's|™" ~ A(p,n-g,g-1)
'n W+nB
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€i p=1,2 & g=2,3, diversas funciones de A tienen distribucifn FP.
Estas funciones corresponden a las expresiones (3.5.5) a (3.5.8).

Para otros valores de p y g puede  utilizarse la aproximacibn de

" Bartlett (3.5.3) que en este caso resulta

' B ! } -1 ~ : :
{n-3 7(p+g+2)} LnlL+w B_l x;(n_g, : S

i cuando n-w

4.2.4. IGUALDAD DE MATRICES DE COVARIANZAS. S e

“1 C\lt*mo con‘traste anallzado en esta seccx&n c:or‘tesgcnde a Ia

h1p0t951s de .Lcrualdad ‘de matrices’ de’ covarxanzas. E.as hlp&tes:.s
Dueden escrlblrse como

i
M
X
4
[
*
e
ﬁ:

=1. enn .9 B T «;T‘ 7‘.,'—'TA_;NH.'WH:" o

El cociente de verosimilitudes geneéralizada paraz este contraste es-
t& dado por

Ai'= . s:p L(u!....,u 253 Xl,...,xg)
sup Lk, ,eecalty «2:X .....x 3
B, unl
san(p,,,...ng,f?.:X‘.;...xg) supL. (u, Ey "(,_,-...Xg;))
= Blseeglg = - - B
: - S“P'L(’atfy xz s .--lxq) Sup L'«“L---m AX»—--r-' Axu.---ux )
»E S

"y ,...,,ligl,‘"x,--.., oy
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-3

= Ay A
_ s
1wl

: ks -n/s2
T . -ni/2
! A A

wi~ns /3§ -nj/
EIREVA NN

n

‘donde Wy S; se definen como

= 1 3
W= 335 ™8
1 -1 - R s
S;= H 4I (x..-—x )(x -x ) —1';"""9]

Utilizando el teorema H.l.1.,.1a distribucibn de la variable W=
-2 lnA puede aproximarse mediante la distribucidn x2. Los grados
. de lz.bertad pueden calcularse como el nGmero de restricciones im-

puestas a 1os par&metros -bajo. 1la hipbtesis nula. Este niimero co-

rreSponde a g-1 restricciones de igualdad en ‘1as natrxces “de cova= T e

'rlanzas n‘ultlpl:.cado por el nlimero de pardmetros libres en cada ma
triz que es Tp(pt-l) de donde se deduce gue

g
w =-2fn A, =nin jwi- l_lnilnist*Xz .
: + plp+1) (g=1)

cuvando n—+=® .
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APERDICE

§

Zn esta seccidn se presentan algunas definiciones y resultados

L
-

Ldsicos del dlgebra ce matrices y tieng el oropdsito de servir de
a

referencia a los resultados utilizados en este trabajo. Las demos-
traciones de los teoremas no incluidas aqui puedenencontrarse en

textos como }ardia1972), Zeber{1S8u4), SrayEill(1276)8 Rao(1373). La
demostracidn de los teoremas A.22 y A.23 puede cncontrarse en

Deemex & Olkin{1951).

DEFINICION A.l. Una matriz Anxp es un arnezlo de ndmenos en n ren-
gloned y p columnas cono sfgue

an au..‘.axp'}

(a..) = azn Qp....02D

Rnxp=(; 5
a a [ 3
n; n2 np
S4 n=p se dice que fa matriz es cuadrada. Si A es una matriz

con aii=1 i=}l,...,n ¥y aij=0 i#3j se dice que A ¢4 La mataiz didenti-

dad y se denota pon I.

Los renglones de Za matriz A se denoiam poxn Al,...-,A; 7 las co-

Lunnas vox A(x)"""h(p) de manexa cuc A puede escaibirse como

>
"
>

g
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Fau 0 ... .0 1
1
aQ a2 - - « - 0
Diag (A)= 2 :
L o . . . . a .

,bEPItIICION A.5. Unc matriz A . =(a..) es diagonal
i i ‘ nxn ij) -

s a, =0 cuando -
i 5.

‘DEFINICIOR A.6. Gna matriz A es sdmétrica 8L A=A"

DEEINICION A.7. La traza de una mataniz se denota. por tr(n) y sc de
: n x : v . : £

L » == ’
‘&Lue como (A} hzyaii.“

DEFINICION A.8. Unc matriz A . se denomina particionada cuando se

escribe e t@amines de submatricess es decin

»
L]

_ S Ly

| .
An .
! {naxpy) Aa(nzxpi)

dunde n=myp 4 mzg PE DBz .

DEFINICION R.%. Loas vectores Xi....,X son Lincalmente dependien-

tes s ex.isten wdnexca 6,,...;8; no todos ceno tales que
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SL L£os vectones X,, ceosX  no son Linealimente dependienics s¢ dice
que son Linealmente independientes.

DEFINICION z—x..lo. EL nango de una matriz Am‘ s demola por weA) 4
se define como el mdx.ime némeng de rerglones Linecleexte fudepewdicrtes
6 el mixono r.ﬁmqueco?.umnaé Linealmente independicutes.  S& ¢f  range .
codincide conn 6 p . se dice gue fax matrniz é«} de rawge complete.

Si n=p ¢ r(A)=n 4e dice que £a matriz ¢& no Simguian.

-,

DEFINICION A.ll. Lla {nversa de wea mataiz ? . de mmuﬁgcv complete
se denota por A~ Yy satisface Eas mmpi¢dmdc4:hn’L=aT“nﬁ=n.

DEFINICION A.12. Se dice gue ukna matrniz B s idempotemte &&
AdA=A. ' '

' DEFINICION A.13. La matréz A__ & ontogowsf sd AR =E.

DEFINICION A.l4. Lla matniz A s degimide positiva sd
X'AX >0 ¥X*0 y sc denotta per A>0.

DEFINICION A.15. Lla matuiz A ¢ semide findda posdtdiva 84
X'AX>» 0 ¥X+0 y se denola gorn m»: Q.

DEFINICION A.16. E& deteamimante de wra matrniz cuadiadae & de eudon
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n sc dencta por |[A}l ¢y se define como

A= E o
IAl=Z D" a0, .ccay,

donde B 28 ¢l confjunte de fodas Las posibles permutaciones
(i J,---,p) de (Xs2,.c..n) ¢ =184 La veamutacibén es imvar g 8()=2
AL Ea pewmutacifn es par. S4& [Aj#+ 0 se dice que A ¢4 no singufaxr.

 DEFINICION' A.17. Para uka mainiz cuadrada A nxn (a4. ), el ccfacton
‘ a5 se demota pon A, 3 4y ae define por (- 1% veces el menon de a,
donde e¢f mencr de a,.j ¢4 el deteaminante ob enddo eliminando el
aenglbn i y La columna j de 22 matriz A. ' ’

ij’

. DEEINICION A-l;&_..' Sea Am?n cualeufer matrliz. E& p'o!.i.mpu.éo g
P(A)=|A-AX| tieue n raices l;,....,)\n derominados valores prROPLOS
. de La mainir B. Loa ue.cto&ﬂ?;.....‘rn que aatiaﬁdgen A'rfli'yi
i=l, ..,n 8¢ destomdttn yeciones propicd de La maltniz A.

DEFINICIONi - A 1%. - EE producte Kromecker de Anxn v Boxg ¢ F‘".‘,‘?f-t‘,‘ por

A ® 5B y se define come La matriz de np xnq siguiente

@2 B o o o . C]pB

2B . - « « G2pB
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TEOREMA A.l. Sca A una maithiz cuadrade de crden n con wvalores pro

prica x;,...,kn Y x;.xz,....xp vectornes de dimenasibr m. Las sié-
guientes relaciones se¢ vealfican

' n
a)‘ tr (A)=.Z, A,
b) tr(A £B)=tr(A):tr(B)

c) tr(ad)=a tr (A)

. 2 .
d) _trl}g1 AX}:U[A (5, ."ixi’},

"TEOREMA A.2. Sean Ay B mairices csadradas de ondew m, C wea cors-
T Zante y k;,...,?\n Leca valoxes ,:r':a'm.cra de A, La funcéfn determdran
te ,satusace Las siguicntes ptosuecimdea Co i

I
a) lAi=iI=l1 L%

b) leM= c™lal

;.ic_-_) AaT M = 1Al si Il f_Q_r

d) !aB|= |a} [m}

e) Definiende A comc ew A'.ll se mbt.immg cﬁiwcl

T .
[at= |Aul !Az A Az A |

—x
Azl (P A 222 Ax |

-3. u tndces {Tach le uamge :
TEOREMA A 3 Sean Ben ¥ Bln matndces cuadrades de tange moy o

una contante. Las sigulentes propiedades se wverdfioar
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d}: Sea A definida como.en A.1 , La matriz A~} en térmi-; -
nos de Las submatrices de A cornesponde a

Axi Al
A—lz ) ‘ :
’ A2l . AR R
donde

Al= (Ay-Ap AL A

- l.
A= Ay A A%

e A= AR A A

. -1 L =1
A= {As-An An] Ap) .

B . B R a |
TEOREMA A.4. Scan Anxp, Bpxq y wpxq matrices y sea W el veetor de

dimenaibn pq definido poa

N Wi
who= |2
w

(q)
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Las sdigudientes propiedades se satisfacen

al e(A3B)= @A)®@B = A @ (aB)

b}

e)

d)

e)

§)

gl

h):

A8 (BBC)= (A8 B) ®C

(A8B)*=A'®B"

(A8 B) (F8G)=(AF) @ (BG) o
-1 -1 Zx . S o o

(A& B) =A @& B - 8&L I(A)‘rgn =p yrr(B):P?q:;

(A+B) @C= (AQC) +B@BC

A@(B+C)= AGB+ABC

(aum® = (B'ea) w?

TEOREMA A.5. S«& A oL 2E cxtogonal ~en1;once;£

al

b)

c)

d}

e)

A—l=' A

AA'=A'A=IX

Ial= =1
a'a,. = a’ = i #*j

1“’3 a.(i)am 0 i+

1] —_ ’ _ 3 —
ai a; = a(n_a(i) =1 i=l,....,n
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TEOREMA A.6. Secan Anxp'anp'cnxn y D;:xp matrices tales gue.

r(c)=n y r(D)=p. Lla funcibn nango satisface L{as siguientes propie
dadca.

a) 0= r{A) <min(n,p)

b} x(a)=r(A')

¢) r(A+B)=1rx(A) +1r(B)

s o .
d} r(A*A)= r(AA')=1x(A)
- !

el r(CAD)= r(A)
§) S< n=p, x(A)=p == |Aj#* 0.
TEOREMA A.7. S{ A___ >0 y B___>0 entonces

nxn

-1 ; \
b A" >0

c) A”' B3>0

TEOREMA A.8, Secan >0 y A mairnices simétricas de oaden p. La
mataiz W= -2t A ca definida positiva eh una vecindad de t.

DEMOSTRACION. ©Sean los conjuntos P,C y N definidys por
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{xem"/x'a x > 0}

P=
c= {xemr"/X*'A x=0 }
N= (xemR"/X'Ax< 0}

Séa f(X) definida por
fon= 1 [XE2X
XA X

para todo vector X tal que X'AX es diferente de cero. SiPCON
. son vacfos no existen restricciones impuestas a los valores de .t
por el respectivo conjunto para que X'WX >0. Para cada conjunto
no vacio definase lo siguiente.

Si X€ P se obtiene que X'WX>0 si y s6lo si t<f(X). Definien
do 3= m’iin f(X) >0 se obtiene que X'WX>0 ¥XEP si t<¢g;.

Si XE C se obtiene que X'WX>0 WtER.

Si X€N se obtiene que X'WX >0 si y sdlo si t>f(X). Definien
do €2= max f(X) <0 se obtiene que XWX >O0¥XEN si t>e;.
2 .

Haciendo e= min{e:,|e:|} >0 se obtiecne que X'WX >0 wXeR® si
el <e.
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Pp= {Xe€R"/X'A X > 0}

Q
1]

{xemr"/x'A x=0 }

N= {XeRP/X'AX < 0}

Séa f(x)}) definida por
L
£1x) = _% X'ET X 2: X
XA X

- para todo vector X tal que X'AX es diferente de cero. Si‘P‘,C"é'.N
“-son.vacfos no existen restricciones impuestas a los valores de‘.t

'por el I‘eSPGC't:LVO con;unto para que x'wx>o.. '_Paia cada conjunto .7’
no vacfo deffnase lo siguiente. ' . :

Si X€P se obtiene que X*WX>0 si vy s8lo si t<f(X). Definien
do e,= m:’i.‘n f(X) > 0 se obtiene que X*WX>0 ¥X€P si t<eg,.

Si XE€C se obtiene que X'WX >0 ¥YtER. T

Si X€N se obtiene que X'WX >0 si y s8lo si > f({X).

Definien
do €2= max f(X) <0 se obtiene que X'WX >O0V¥XEN si t>e;.
xX : "

Haciendo €= min{ci,}c2|} >0 se obtiene que X'WX >0 wXeR® si
le] <e.
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TEOREMA A.9. A__  c4 idempolenie de nango r 44 y 8880 84
L= eenasd =1 ¥ Rz+1= ?\r+z,...,7\n=0 donde Rl,hz,...,hn son Los
valeaesd prepies e £a matriz A )

TEOREMA A.10. Todea £03 valores propdos de una matrdz sdimétrndica
ser reales.

 TROREMA A.11l. S4i A es una maiaiz cuadrada de on.den ny A‘,...,)\

.. n
: 'los valores propdied de A entonced

@) A>0 *= A, >0 i=l,....in

b} A>0Q v~ A >0 iml,vseern

‘TEOREMA A.l2. EE zango de una ma-tlu'.# Aﬁxﬁ es fgual. al ndmeno de va
feres propies diatintos de ceno. - ‘ '

TEOREMA 1.13. fQescompodicibn u.pt.c.tll.au. Cualquier matniz Simé€- g
txica A, . sacde escribirse como T T A T

@

I=UAU=S l U (“

dowde A=Aiag@ s-aced do X peece,d S0n Los valores propios de £La
meindiz A0 @& wae malalz oaxtogomal cuyas columnas ason Los vectores
sropics ealawdandizades de A.
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TEOREMA A.l4. S< A - > 0, exsste ung natrisz simdtaiea y posditiva

dedindida A2 tag que A= AY= pV?

TEOREMA A.15. S{ A__ >0 y B___>0, {es valores propics de B A,

nxmn nxn
AB 'y B™™ ABT'2 aon 2os mismos.

TEOREMA A.16, Sdi A o 28 ura matriz de rargeo ¥, exdiste umx cowm ca—
Lumnas ortonoamales U  tal que U'AU= A, donde A=diag Rie.-s2 2.
Los uatoaea;l,,...,lr cerrespenden a 2os valones propics de A dige-

nentes de cero y £as columnas de U sor £o8 veciorcs puopiosds conues-—
pondientes.

TEOREMA A.17. [(Tesconpesicifn en valoxes singulaues). S& amxp s
una mairiz de kang¢ r, zntd-;;:e:a A puede st escrita come A=UIWV"

donde !Jm”_,vpxr son matrices con coluntzs cxtomerwnales; ¢s decdt,

U'U= V'Vv=I ¢y X &8 una matriz diagoral cen efementes posffivos.

TEOREMA A.18. ([Descompoaicibn de Cheleaky). S& Apxp ca degiedda
positiva entonces exisie una fnica matadiz Trimmguicn swperion T com
elementos positives en {a diagomal Tal que A=T T e

B R

TEOREMA A.19., Si A ca positéva defimida w BMKB 24 2im@trieca oa -
tonces exdiste une matmiz wnxp de xamge complefo tal que

£} W'AW= I
iL) w*BW=D

1

donde D es una matriz diagonal de Zos vafornes propios de B X
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TEOREMA A.20. La funcién Gamna definida pon

r (&= ] ut'1exp(—u)du i e>0
o

satisface La relacibn

DEMOSTRACION. La funcién I'(t) satisface las

4 V4 . oo
r(y+1)=‘3—-—]r[¥i;_2-] r [X;_lj =yl 5 y=0,1,2,0.0.
T S S

relaciones
P(%)= &

F(t+l)= tT (8) ; teER

Utilizando estas relaciones se obtiene que

Tlk+3) =(2k-1) (2k-3) ... .5°3 .EE s k=0,1,2,e000
2 a

'y es un nimero impar positivo se deduce gque

r[l‘;—l-] gDy e (i) @) 2=FNZ y=1,3,5,..00
] =y v-am @ a2z ¥=1,3,5,....
y es un némero par no negativo se deduce que

r{El] e pn3 ... A& 2772 ¥y=0,2,4,....

r [T—;?-] =yly=-2)....(4) (2) 27¥/2 : y=0,2,8, ...

donde se obtiene que si y es un nfimeroc enteroc no negativo

Fo(y+1)= % r{g2)rp] = v



© El valor de f(a) es p~
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TEOREMA A.21l. Sean x,,xz,...,kp valores no negatives. La meddia

geoméinica de 7\‘,7\2,...‘,7«9 es menor o {guaf a L& meddia arnitmética

de Xl,lz,...,lp.

DEMOSTRACION. Sea X= (x! e ..,XP) y sea f(X) definida por
Flx)= (I x.)°2
. (X})= (1=1_’~‘;’

El maximo de f(X) sujeto a 1Xx1=1 puede-cbtenex‘rse‘utilizaﬁdo mﬁlti
plicadores de Lagrange y se alcanza en 1los vectores e de la forma

at= (ép"‘é tp_llz)

seesey

P, por lo gue se sigue que para todo vector

unitario

o equivalentemente para valores li= x;) o
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A< & a3
G S piE A
lo cual demuestra el teorenc.
TEOREMA A.22. Sea X una matriz siméinica, Wi=(wi,.ce,w_ ) y ma-
thices de consiantes A Y a e, Los siguientes nesultados se
verigican v '
Va)a__a"_w‘= .
AW
I
b)ahAw:m
B_W
| ®is oi=3
(3] ?_L,Sl__—— = . o
9 x. . '
13 2X,. i*j
ij

donde xij es el codacton i,j de X.

dy 230Xl _ 5 x-'lpiag x7!

3 X

TEOREMA A.23. Sean X y Y matrices simftricas. EL jacobdano
pPxp pxD

de Ba transformacidn Y=T(X)= AXA' es |A"1]"“

TEOREMA A.24. Sca xoxp una mairiz sdméirndica y T una matadlz .tn';.i.angy‘
. P . . , . : =i
Lan superion, EL jacobdano ce la thandgoamacLbn T'T= X c4é 2"151 !
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CONCLUSIONES

La distribuci®n Normal Multivariada juega un papel fundamental
en el desarrollo de-los distintos procedimientos del Andlisis Mul-
tivariado, teniendo un papel de especial importancia en 4reas como:
Analisis de Yariania Multivariado, Andlisis Discfiminante y Andli-
sis de Regreéién; entre otras. Algunas distribuciones de uso co--
min-en Estadistica pueden generarse a partir de esta diétripuciéﬁ;
entre las incluidas en este trabajo se pueden mencionar la x2,F, "
Beta, Wishart, T2 de Hotelling y A de Wilks. De esta manera, el
‘modelo Hormal Multivariado constituye parte esencial en. la Estadis
tica, pdr lo que es imprescindiﬁle un conocimientO'adecuado'&e los®
srincipales resultados que sobre éste existen, pues prdporciona _
jas bases para un mejor maﬁejb de las variadas técnicas estadfsti--

cas y on especial de las correspondientes al &rea multivariada.

En relacidn al propSsito de esta tesis, y de avuerdo con 10 an—_f‘
terior, ‘en este trabajo se ha tratado de reunir y'ﬁresentar de
manera organizada los principales resultados reportados en la lite
“ratufg sobre el modelo Normal Multivariado, con &nfasis en‘lés'fo-

sultados referentes a estimacibn 'y pruebas de hip&tesin. ~

En mi opinidn, el trabajo reune material que puede ser utiliza-
do con dos propésitos: E1 primero es servir como texto de apoyo o
base en cursos del &rea de AnSlisis Multivariado a nivel Licencia-
tura o Posgrado y el segundo, como referencia en algunos de los
cursos en las &reas de Probabilidad y Estadfstica que se imparten
en la Facultad de Ciencias, tales como Probabilidad Ii, AnSlisis
de Regresibn y Disefio de Experiméntos, entre otros.
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Considero que la aportacidn principal, aparte de haber reunido

16s resultados mis importantes sobre la Distribucidn Normal Multi-
variada y presentarlos de una manera consistente, es la de dar de-
mostraciones mAs generales e inclusc diferentes, a las reportadas
comfinmente. Por otro lado se encontrd que varios resultados,en la

literatura revisada, no son satisfactorios 3 en estos casos, se in-

cluyeron las hip8tesis necesarias para desarrollar una demostracién
adecuada, y en algunos teoremas se dieron extensiones..

En lo personal, ia realizacidn de este trabajo, aparte de haber-
me brindado una mayor compenetracién en el tema, represcnta para'mi'
‘una adicidn a la literatura en el &rea,disponible actualmente en el
pais. ' ' | ' .
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