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RESUMEN

Partiendo del sistema de ecuaciones diferenciales parciales de la electro-
dinfmica, trabajando en el daninio de la frecuencia y usando la aproxima-
cifn de la Sptica geqnétm’.ca, se ha obtenido una ecuacidn simple que des-
cribe la distribucidn de la energia electromagndtica. Su aplicabilidad a
problemag reales es discutida, sujeto'a las restricciones de la aproxima-
cibn, el procedimiento provee de una manera limitada perc réipida de inter—
pretar o modelar estructuras complejas que es mis barata que los métodos
tridimensionales actuales. Una regla para el rango de aplicacibn es dada,
y comparaciones numéricas fueron hechas para tres casos: una fuente aldm-
brica en un espacio conductor para la polarizacién transversal el&ctrica
contra la solucifn analitica dada por Wait ‘(1952),‘ con buenos resultados;
~un perfil de falla para la polarizacidn transversal magné€tica contra la so
Jueifn analitica dada por d'Erceville y Kunetz (1962), y también contra el
programa de modelado independiente escrito por Stodt y modificado por Ben--
nett (1982), con buencs resultados; y un prisma tridimensional enterrado
en un semiespacio conductor contra las soluciones numéricas dadas por Ting

y Hohmann (1981), con resultados alentadores pero no oonclusivos.
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pyx Resistividad aparente en la polarizacin transversal eléctrica

o Conductividad eléctrica
[4 Eikonal ' -

v Operador diferencial Nabla

El sistema de Unidades Flectromagnéticas es el MKSA Racionalizado



Capftulo 1
INTRODUCCION

Tradicionalmente las ecuaciones del electromagnetismo, conocidas camo e--
cuaciones de Maxwell, han resultado dificiles de resolver en medios que -
no sean idealizados. En particular, en medios conductores s8lo se han en-
contrado unas cuantas soluciones analiticas. En cuanto a las soluciones -

ruméricas &stas han probado ser extremadamente laboriosas y costosas de —

obtener.

En una amplia clase de problemas, particularmente aquellos que se encuen—
tran en el campo de la Bptica, el comportamiento de los vectores de campo
electramagnético es de pequefio interds; 10 que uno desea fundamentalmente

conocer es el promedio, o el flujo pramedio, de la energia electromagnéti

ca.

Existen aplicaciones pricticas camo las de los métodos geofisicos en las
que uno esta interesado en encontrar la distribugiﬁ_')n de conductividad e--
1léctrica en un medio. Es claro del teorema de Poynting:

Y - (Re(E x HD) = —40E - E 1)
que la disipacifn de energia esta directamente relacionada con la distribu
cidn de conductividad a través de la cual viaja. Sin embargo, no se ha in-
vertido una gran cantidad de esfuerzo en l1a aplicacién de los métodos y re
sultados .de la Sptica a estas aplicaciones pricticas. Esto es debido prin-
cipalmente a el hecho de que la propagacifn de la energfia electromagnética
se parece mis a un proceso de difusifn que a unc de radiacién.

Es el propbsito de este trabajo el aplicar los métodos del daminio de la
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6ptica para encontrar un modelo matemdtico de la energia electromagnética

que resulte adecuado y facil de analizar nurericamente.



Capitulo 2
TEORTIA
“Tamando una dependencia del tiempo de la forma e %% (y = frecuencia angu-
lar, p; = carga libre, & = pgs kp = permeabilidad magnética del vacio), las
- ecuaciones de Maxwell tienen la siguiente forma:

VeE=pq (2)
Voo Quo) = 0 , (3
Vx E = juugh ' Cu4)-
VxH=(o-iweE s

Partiendo de estas ecuaciones y siguiendo de cerca a Born y Wolf (1965),
hago la suposicifn de Sommerfeld-Runge. FEsto es, asumo que los ca:ﬁpos pue

den’ ser representados de la forma.

E = am)eike™ €6)

H = h(p)etke(r ' C7)

- Donde z(r) (la Eikcnal) es una funcifn real de la posicifn, e(r) y h(r) -
son funciones vectoriales c&nplejas‘de la posicién, y k (la magnitud del

- vector de onda) satisface la relaci@n.

2 2 -,

K =wuoe + lwuoo i c8)
De ( 6 ) y ( 7) se puede mostrar que

VXxE= (Wxe + ikvg x e)ekt ) C9)

vxH=(Vxh + ikvz x he™™* €10)
De donde ( % ) y { 5 ) se trnansforman a

Vxe + ikVz x e = iwpoh (11)
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Vxh + ik x h= (g - iucde . (12)

4 Despues de rearreglar téminos, resulta

Vg x e —‘wuoh-'—:l Vxe (13)
k ik .
Vtxh - g~luce=-1 vxh . 14)

51 los t&minos del lado derecho de las ecuaciones (13 ) y ( 1% ) son des

preciados las ecuaciones se reducen a:

Vex e ~ w0 h=0 . (15)
K ‘

Vexh - o-dwece=0 ¢ 18)
ik

Que multiplicadas escalarmente por Vg dan:

<17

Vg - h=0

Vi ~e=0 . ¢ 18)
De(‘15)hes

h= k Vixe T 19y

wu0 v
Y asi ( 16 ) se convierte en
. 2 .
(Vg - e) (kx vg) - k (V) e - og—iwec@=0_ (20)
ey Wiy ik :

wHO whg

El primer témino desaparece al tomar en cuenta a {( 18 ), y con la ayuda

de la relacidn ( 8 ) la ecuacidn se reduce a




2
(vg) =1 (21)

Que es entonces la ecuacidn Eikonal en este caso.

Si estamos interesados en el comportamiento espacial de las formas hermi-
tianas EBE o HH (donde el tilde significa complejo conjugado fmnspuesto)
en medios conductores, y podemos representar a cualquiera de estos campos
escalares como correspondiendo a la concentracidn de un soluto ¢ en un sol
vente, entonces lo que queremos medir es el "amontonamiento" de ¢ en cual-
quier punto. Esta medida estaré dada por el laplaciano de ¢ , V2¢ (Morse
y Feshbach, 1953): ' )

2
Vig=2% + 2% + 3% : (22)
ax? ay2 az?

Que espaﬁms al menos, sea funcifn de las propiedades conductoras -del -me-

dio.

Busquemos [ues, una ecuacidn que involucre Vv2EE o a V2HH. Teniendo la op-

cifn de traebajar con cualquiera de EE o l:)I-I, notamos que de ( 18 ):

h - h* = Kk (v x el - (Vg xe") (23)
Cong)?

Sk 1) .
Expandiendo y multiplicando por el factor el(k K )r,’ esto se convierte

en
h e Wl RDE L g ((ro)2(e » o) - (Vg e®) (e-vr)elUekIT (20
(wngd?

Que con la substitucidn de (8), (7), (18) y (21) resulta:



B = K EE . ' T 25)
Cupg)? : ‘

~ Un resultado equivalente se puede encontrar en Stratton (19u1), pigina 227.
Escogiendo trabajar con I:IH por sus propiedades de continuidad, procedo co

mo sigue:

Primero, la ecuacidén (1) es expresada en términos dé l:lH . Calculando el veg'

tor de ?oﬁnting (8S) con campos de la forma (6) y (7) tengo:

S=ExH”==eeikcxh*e_.*;.' (26 )
" Substituyendo e de (16),
1 -l
S= (V0 » h - (h» WIvE) ik Gz C27)

o — iwe

El primer término desaparece tomando en cuenta (17) y S se reduce a

§= -ik_ (h - h¥) LUK o
g - iwe
= ik (HDV (28)

o - iwe

Substituyendo (25) y (28) en (1) hallamos que

VoerRel ik ve) = oCesg)®  FH . (29)
; 2(c - iuwe) 2Kk

Seguidamente, busco encontrar una expresidn de S en téminos de V(H). To

mando la ecuacidn (3) y substituyendo (7) obtenemos:



vV+-h + ikVz - h=0 . ¢ 30

Como el segundo término desaparece al tomar en cuenta (17),

ve h=0 . (31)

En cualquier superficie z= constante, las condiciones Vg + h=0,9 « h=0
(ecuaciones (17) y (31)), s6lo pueden Ser satisfechas si | h | = constante.

BEsto a su vez implica que I:H-I también es constante en esa superficie, y que
Vg = KUGED . €32)
Donde X, = constante de proporcionaiidad. Definiendo X, tal que
X = Re ik G K (33k)'
2(c - 1we) ‘

La ecuacidn (28) se convierte en

L e 2 . .
V. (K Vv BH)) = olung) HH . : -1
S
Camo la ecuacidn (34) es una aproximacidn para cualquier tipo de HH en el
cual H es de la forma (7), ¥, puede ser obtenida por medio de una simple -
evaluacifn de (34) para una orida plana propagdndose a lo largo del eje z

con amplitud unitaria, digamos una onda de la forma:

H=:€eikz. ¢ 35 ).
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_Aqui i es un vector unitarioc paralelo al eje x en un medio isotrdpico libre

de fuentes. Esto revela que ¥; si es una constante con el valor:

.

X, = o(umo)u.";.. ¢ 36 )

2¢iCk - K#))  Kick

Substitucifn de K, en (34) finalmente da:

2 - .2

v (H) = (G - x¥)) BH (37)
Similarmente para EE, ecuaciones (37) y (253 dan:

2.~ - 2 -

vV (EB) = (i(k - k%)) EE (38

Usando la representacién asociada con la definicidn (22), las ecuaciones

(37) y (38) pueden ser interpretadas diciendd que la concentracidn de HH y
EE es proporcional a (i(k - k*)” . :
Una observacién importante es que las ecuacicnes (28) y (32) tomadas en -

conjunto afimman que el flujo de energia electro magnética es pfoporcional
al gradiente de la densidad de energia electramagnética. Esto es, bajo es-—
ta aproximacifn la propagacifn de la energia electro magnética es estricta—

mernte un prbceso de difusién.



Capitulo 3

DISCUSION

.-1a pregunta relevante a contestar es:

‘ Bajo que condiciones pueden los férminos

) 1 vxe, _1 v=xh (39)

del lado derecho de las ecuaciones (13) y (i4) ser despreciados?

Calculemos primero k. Siguiendo a Stratton (1941) podemos decir que si
k= + iB ' ' L)
entonces las constantes o y 8 pueden ser calculadas elevando al C\;\admdo
(40) e igualando las partes reales e imaginarias a los t&minos reales e
imaginarios en (8): '

a? - g2 = w?lnge, aB = wugo , (w1

de esto resulta

] E .
a =i | ue 1+ a2 + 1 u2°)
2 w2e2 y
E .4
8=uw | uge 1+ o2 -1 S (u3)
2 w?e?

con oy B reales.

Substitucifn de estos resultados en las ecuaciones (13) y (i4) muestran
que, si las otras cantidades permanecen finitas cuando w + =,

- \¥
Vo xe - g | h=0 : Cuy )

€



1 .
vixh - | e |[e=0 : Cus)
vo '
¥ que, cuando w + 0,
Devxe ' T
=vxh. o : Cu7)

las ﬁlt:unas cuatm ecuaciones implican que los témminos (39) s:.anpre pue-~
den ser despreciados a altas frecuencias, y que también es posible que --
exista un rango de frecuencias, tal que la condicifn arriba mencionada --
" sea satisfecha. Por ejemplo, las soluciones para los campos Ey H en un -
semi-espacio homogéneo, isotrdpico y conductor son tales que (Stratton, -
19%1; Jackson, 1975) h = constante, e = constante y

Vxh = Vxe = 0 (us )

'y los términos (39) tienen valor cero independientemente de la frecuencia

para w # 0.

También es posible que los términos (39) en un problema dado tengan una
distribucibn tal‘ que, puedan ser despreciados en algunas regiones. Por -
ejemplo, las soluciones para los campos E y H para un dipolo eléctrico -~
con un mcmento dJ.polar unitario p en un espacio hamogéneo, isotrSpico y

conducfor son tales que (Stratton, 1941; Jackson, 1975):

h=uk? |2 _ 1 (m x p) S Cus)
r ikr?
=k2mxp)xm + (Gmm-p) -p) {1 _ ik (502
r ) ) rd b :

'Aqui m es un vector unitario dirigido del dipolo hacia el observado_r yr
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es la distancia de observacién. Digamos que estamos interesados en los ——
campos ecuatoriales, esto es, campos tales quem * p = 0. 8i usamos un -
sistema de coordenadas ci]indrico (p, 8, z) en'el cual p pasa a través --

del origen y es paralelo a z entonces

h=-uk? (4 _ 1 |8 ' 4 ¢ 51)
P ikp?

e= |1, ik _ 3 |z. (52)
P e2 .08

A A
donde 6 y z son vectores unitarios paralelos a los ejes 8 y z respectiva-

mente. Para este caso

_ 1 9xh = _ waz - ©(83)
ik p3

_ L vvxe =|_ x _2 , 3 | (54) -
ik ip2

p3 ikp"
si camo.se acostumbra, se definen tres zoras_'espaciales de interés:

Ia zona cercana: p<<§6

la zona intermedia: p = &
la zona lejana: p>>8

donde 6 es la profundidad de piel (Jackson, 1975):

13
6 = 2 (m) . ( 55)
wu oy : ..
Entonces los témminos (53) y (54) pueden ser siempre despreciados en la
zona lejana y las zonas intermedias en las que p/é > > 1. Los tismos re—-—
sultados se mantienen para un dipolo magnético con un momento dipolar uni

tario ¢ en un espacio hamogéneo, isotrfpico y conductor, con los cambios




12
deE+>B,B>-E, p+q (Jackson, 1875). Pensando que una fuente electro-
magnética o la dispersifn de un blanco puede ser representada cano hecha
por una coleccidn de dipolos eléctricos o magnéticos inducidos, podemos -
esperar en general la existencia de regiones cercanas a lejanas en las —-

cuales la aproximacidn va de mala a buena.

Asi es claro que las descripciones y resultados obtenidos usando las ecug
ciones (37) o (38) junto con las condiciones de frontera adecuadas, van a
tener todas las ventajas y desventajas de la aproximacién de la &ptica --
geom@trica (para una revisibn de estas, ver por ejemplo, Born y Wolf, —--
1965; Kline y Kay, 1965). La ventaja es que, en este caso, la energfa ——-
electraomagnética puede ser descrita camo propagéndose a lo largo de una -
tryectoria de rayo, debido a un proceso de difusién pura. La desventaja -
es que, cuando los términos (39) no puedan ser despreciados, esto es, ——-
cuando las magnitudes de los cambios en @ y h no son pequefios camparados

con las magnitudes de e y h en dominios cuyas dimensiones lineales son del -
orden de la longitud de onda, entonces las ecuaciones (37) y (38) no puede
esperarse describan correctamente el camportamiento de B o EE en estosvdg
minios (llamados regiones cafisticas). Sin embargo, trabajar con conducto—-
res nos d8 una ventaja inésper\ada: siempre se esti en la superficie de la

muestra 'esrtudiada y casi nunca tendremos que preocuparnos de las regiones

calisticas.

Una observaci®én importante acerca del desarrollo tedrico es que los resul-
tados principales (ecuaciones (21); (281, (29), (37) y (38)) no se alteran
si las corrientes de desplazamiento (el té&mino iweE de la ecuacidn (5))

son desiareciadas. En tal caso:
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3
k2 = iwwpga, k= fwuge | @ +1)=1+4d ( 56 )
2 §

significa que, en este caso, el término longitud de onda usado en Sptica

. e traduce al familiar t&rmino profundidad de piel usado en electricidad.




Capitulo 4
RANGO DE APLICACION

Hechos muy bien conocidos son, que en la aproximacién de campos iejanoé.,

las ondas electromagnéticas son exactamente de la forma (6) y (7) (Stza.»;
tton, 1941; Jackson, 1975), y tambin que en general, los campos Se COM-~
portan localmente como ondas planas (Born y Wolf, 1965). Asi que para ——-
nuésms propdsitos normalmente deberiamos esperar buenos resultados en —
alglin rango de frecuencias excepto cerca de una fuente o dispersor. La -
pregunta es: Cual es el rango espacial de aplicacifn? O mis precisamente:
A cuantas profundidades de piel de una fuente o dispersor es la aproxima-

cidn confiable, digamos dentro de un diez por ciento de error?

No existe una respuesta directa a esta pregunta. Lo que esta disponible
son algunas respuestas para algunos casos especiales de los cuales reglas

razonables pueden ser derivadas.

Goldstein y Strangway (1575). en su trabajo del método audiomagnetoteliri-
co con ﬁente controlada muestran que, mientras que la distancia del pun-
to de observacidn a una fuente dipolar eléctrica aterrizada sea tres pro-
fundidades de piel o mis (relativa a la ms grande resistividad en una —
seccibn bidimensional), la aproximacifn de fuente de onda plapa es vélida.
Sus resultados modelados fueron hechos para serni—eépaéios con diferentes

resistividades y checaron bien contra datos de campo.

-¥Xan y Clay (1979), trabajando con su aproximacidn de rayos-hibrida, mues-
. tran soluciones para los campos dentro de conductores usando un transmi--

sor dipolar el&ctrico y concluyen que la aproximacidn de fuente de onda -
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piaﬁa es vélida mas alld de seis profundidades de piel. Sus resultados —-
son basados en las fases de los campos dentro de los conductores. Sus mo-
cielos tebricos consisten en capas de entre 18 a 23 kn de grueso con una -
conductividad de 1.67 x 107" S/m sobre un semi-espacioc con una conductivi

dad de 1.67 x 1072 S/m.

Sandberg y Hohmann (1982) en sus cllculos para el método audicmagnetotelf
rico con fuente controlada en un semi-espacio muestran que la éuposioién

de onda plana es v&lida cuando un ‘ransmisor aldnbrico esta a mis de tres
_pmfimdidades de piel de distancia en la configuracién lateral y a mds de
cinco profundidades de piel de distancia en la configuracidén colineal. -~
Las soluciones fuercn calculadas sobre una malla de 5.23 x 5.23 km para -
un transmisor de 609.6 m en un semi-espacio con un valor de profundidad -

de piel igual a 883.61 m.

" Mundy, Roux y Smith (1874), en un trabajo postericrmente corregido por —-
Ch$lek (:1977),. muestran resultados para dispersifn electramagnética por -
esfena_é inmersas en un medio absoir-ben-te, en los cuales la aproximacifn de
campos lejanes fue satisfecha para una distancia en el medio igual al ra-
dio de la esfera y valores de la profundidad de piel menores o iguales a

. un quinto de €1, lo que da una distancia de cinco profundidades de piel o
mis, Sus resultados fueron hechos para varias cambinaciones de findices -
camplejos de refraccibn de esfera y medio.

Asumir pues, que en general a distancias mis grandes que cinco profundida-
des de piel de una fuente o dispersor la aproximacidn es confiable, es en

tonces una regla razonable.



Capitulo 5
COMPARACIONES NUMERICAS

El propbsito de esta seccibn es mostrar ejemplos de camparaciones numri-
cas entre las soluciones exactas dadas por las ecuaciones de Maxwell (4)°
y (5) despreciando las corrientes de desplazamiento para EE y fm, .contxra

la aproximacibn dada por las ecuaciones (38) y (37) respectivamente.
a) Caso 1

Principalmente-de interés tedrico es el caso de una fuente alimbrica em--
bebida en un espacio homogéneo cénductor, para la polarizacién donde E es
‘paralelo al alambre. Comparaciones fueron hechas conira la bien conocida
solucién analitica dada por (ver por ejemplo Wait, 1952)

E= _ K2 KoGr) (57
’ 2o | -

donde T es la corriente eh el alambre y Ko(}cb) es la funcién Bessel de -

tercer tipo modificada de orden cero.

La ecuacidn (38) no se resuclve directamente. Fn su lugar, EE es calcula-
- do usando las ecuaciones (25) y (28) en 1o que realmente es usar la ley
de intensidad de la Sptica geamdtrica (Born y Wolf, 1965) en medios con--
ductores. Substitucion de HH de (25) en (28) da:
s='_"_i_1g_',g*_ EE vt (58)
o (wug)?

Usando (56}, 8 se reduce a

s EE vr. ( 59)

wyg

Si recordamos que en un medic homogéneo conductor 1a velocidad de fase de
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una onda plana electromagnética es (Stratton, 1941);

c=]a_ = Re | 'k ( 860}
2w whg,
vy dindose cuenta que debido a la ecuacidn (21} el valor absoluto de Vi es
uno, entonces podemos identificar irmediatamente el t&rmino (EE) con la -
densidad de energia electromagnética y el valor absoluto de $§ con la in-—-—
tensidad de la "uz" en cualquier punto fuera de la fuente alimbrica. La
inica diferencia con medios no-conductores es que, en nuestro caso, la in
itk - K*)g

tensidad estd atenuada por el factor e presente implicitamente

en la ecuacidn (59).

Soluciones numéricas fueron obtenidas para la fuente alénbrica conducien—
*do un ampere de corriente en un conductor con una resistividad de 10 o-m

a una frecuencia de 10 hertz, que da una profundidad de piel de 500 m. la
canputadora usada fue una Vax 11/780. Una gréfica dél error porcentual de
la solucidn aproximada de fz, camparada con la solucifn exacta para una -
corriente unitaria, como una funcidn de la distancia de la fuente se mues.
tra en la Figura 1. La solucidn exacta tamb 3.87 segundos de tiempo de la
Unidad del Procesador Central, mientras que la solucién aproximada tamd -~
2.29 segundos. la grifica muestra las regiones esperadas que aparecen en

el error porcentual; errores muy grandes cerca de la fuente, con un répi-
do y suave decaimiento a valores menores al 10% a 1.3 pmfundidades de pi
el, y errores despreciables a distancias mayores a cinco profundidades de’

piel.

b) Caso 2




Error porcentual

Y T T T T 1

5 6 7 8 9 10
Profundidades de piel

a la fuente (500 m)

‘Figura 1. Error porcentual contra profundidades de piel a la fuente além-

brica.
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De inter&s mAs préctico es el caso de una falla vertical de longitud y --
pmfm@idé.d infinitas, separando dos cuarto-espacios de diferente resisti
~vidad, para la polarizacifn donde R estd a lo largo del rumbo de la falla.
. Este es uno, de 10s pocos casos pricticos (casos en que la distribucidn de
la resistividad ocupa un semi-espacio) donde soluciones aprmc;ﬁadas pue--
den ser canparadas con analiticas (d'Erceville y Kunetz, 1962; Weaver, --
1963; Jones y Price, 1970).

Adiciona]n}ente, camparaciones fuerﬁn hechas contra el programa independi-
ente de modelaje electramagnético VMI2D, escrito per Stodt y- modifiéado -
- por Bermnett (1982), que calcpla resistividades y fases (entre otras cosas)
en la superficie de estructuras conductoras bidimensionales usando el mé~

todo de elemento finito.

La solucibn de la ecuacibn éproximada (37). es obtenida usando la misma --
computadora del easo 1 y un programa que sigue el dado por James, Smith y
Wolford (1977) en sub seccidn: Ecuaciones Diferenciales Parciales E:Lipti—-
cas. E1 pmcedimiénto seguido consiste en reemplazar la ecuacién (37) por

. una corrvespondiente ecuacifn de diferencias finitas, que luego es resuelta ‘
en cada punto de una malla rectangular por medio del método Gauss-Seidel
iterativo. Las condiciones de frontera en la malla, junto con los valores
iniciales, son determinados de RS k*)z, .donde z es la profundidad de
cualqua.e.r‘ punto de 1a malla. Dos valores diferentes de k son usados, depen -

diendo de en que cuarto-espacio el punto de la malla se encuenira.

Una vez que B es calculado, una resistividad aparente se define como si--

gue (Ap&ndice A):
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LI = ! ABn2f - Q - m) (61)
107 (E-Qn(E)))2
Soluciones muméricas fueron cbtenidas para el caso de cuarto-espacios con
valores de resistividad de 10 y 90 @-m y una frecuencia de 19 hertz, que
dan valores de profundidades de'piel de 500 y 1500 m respectivamente. Am-
bas soluciones fueron obtenidas usando varias mallas rectangulares (para
asegurar la convergencias de soluciones) en las cuales cada cua.rto—éspa——
cio ocupd una malla cuadrada con 50 m de separacifn entre nodos en todos
los casos. Un error porcentual tipico de 1a solucidn p_, camparado con lo
" caloulado por el programa VMTI2D, camo una funcidn de la distancia de la -
falla es exhibido en la Figura 2. Este resultado es para una malla de 80
x 80 nodos, con la formacién de menor resistividad a la izquierda. Le to-
nﬁ a la solucibén VMI2D cerca de tres minutos de tiempo de la Unidad de —-
Procesamiento Central, y menos de medio minuto para la solucidn aproxima-
da y muestra-el comportamiento consistentemente seguido por el error por-
centual. Esto es, un pico asimétrico con su valor més alto obtenido en la
discontinuidad de resistividad, con decaimientos ripidos y suaves, el de-
caimiento mis r&pido oeurriendo en larformacién de mis baja resistividad,

"y valores menores &l 10% a una profundidad de piel © menos en ambos lados.

La Figura 3 muestra la solucién analitica del m&dulo Qe la razén Ex/Hy .
desplegada por d'Erceville y Kunetz (1962) para una razbn de resistivida-
des de nueve (misma que en este caso) junto con la misma cantidad obteni--
da por VMI?D, y lo que seria él equivalente para nuestra apraximacitn uéaﬂ
do la definicién de resistividad aparente dada en la ecuacidn (611, La Fi-
gura muestra qué la solucién de VMT2D es buenz (menos del 10% de error) en

todo su daominio, y que la solucidn apraximada es buena mis @llf de una dis
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Figura 2. Error porce;
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ntual para la resistividad éparen‘te contra distancia

to-espacios.
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- Figura 3. Camparacidn de la razﬁn"%l para diferentes soluciones’ contra

distancia en dos cuarto-espacios.
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tancia de una profundidad de piel de la discontinuidad de resistividad.

c) Caso 3

De gran interds es el caso de un prisma tridimensional conductor enterra-
do en un semi-espacio conductor. Canparaciones numéricas fueron hechas —-
contra los resultados presentados por Ting y Hohmann (1981) calculados —-

por el método de ecuacicnes integrales.

La solucif’:n de la ecuaci&n (37). es obtenida usando una versifn tridimen—-
sional del programz usado paxa el caso 2, en la misma camputadora, Las --
condiciones de frontevra y valores iniciales en la malla son otra vez de-—-
terminados de 2% = ¥")2 4onge 2 es la profundidad de cualquier nodo en
» 1a malla. Es dmportante notar que estas son condiclones de frontera ad --
hoc. Una vez que i:]H es calculado, una resistividad aparente es otya vez -
calculada por medio de la f&rmula (61). Soluciocnes numéricas han sido ob-
tenidas para el caso mostrado en la Figura 4, que es un prisma rect -
lar enterrvado en un semni-espacio con valores de resistividad de 5 y 100 -
9-m respectivamente. A una frecuencia de 10 hexrtz, esto da valores de pro
fundidades de piel de 356 y 1583 m respectivamente. La solucibn fué obte-
nida para una malla cdn 49 x 57 x 22 nodos en las direcciones X, y, 2 res
pectivamente, y una separacifn de 250 m entre nodos. Debido a que el mode
1o tiene dos planos de simetria verticales, el resultado y las camparacio -

nes son mostradas para el cuadrante inferior derecho solamente.

El mismo modelo a una frecuencia de 0.1 hertz resuelto por Ting y Hohmann

(1381) no se resolvid aqui. Esto es debido a que el gran valar de profundi



VISTA DE PLANTA

100 Q~m

(Los resultados son mostredos

en este cuadrante)

aire

S o X

semi-espacio conductor

" YISTA DE SECCION

100 ft-m

z
“"Figura 4. Modelo tridimensional usado para calcular las resistividades apa-

rentes en todas las figuras posteriores.
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dad de piel alcanzado por el semi-espacio huééped igual a 15805 m y el me
todo de diferenéi_e_l_s finitas usado, ponen el requerimiento de memoria dis-
ponible de la canputadora fuera de alcance. Ting y Hobmann son capaces de
resolver el problema en una camputadora mis pequefia (una Prime-400) debi-
do a que ellos solo necesitan discretizar la distribucibn de conductivi--

dad anfmala, caracteristica fundamental del método de ecuaciones integra-
les.

La solucidn para Py junto con p vx y Py (Qas resistividades para las dos
diferentes polarizaciones} de Ting y Hohmann (1981) son mostredas en la -

Figu_.n:a 5. los errores porcentuales con cada una de pyx'; pxy son presenta
dos en la Figura 6. TanS cerca de 16 minutos de tiempo de 1a Unidad del -
Procesador Central para obtener los vaiores de p_. Las caracteristicas —-
exhibidas por p_ ‘son, camo era de esperarse, un comportamiento suave. y mo
nStono camo f\;mcién de 1a pdsioién dando su valor minimo, que es muy cer-
ca (5.964 @-m) a 5.0 @-m en el centro de 1a malla, ¥ un buen acuerdo con

pyx pero mejor alin con Pay? siendo el error porcentual menor al 10% a dis
tancias menores a una profundidad de piel de las discontinuidades de con-

ductividad en el (ltimo caso.

Camo el prisma estd alargado en la direccibn y, el mejor ajuste entre p,
=Y Py puede ser explicado si pensamos en la direccidn y came la direccidn
del rumbo y recordamos que, cuando se calcula Pary? H es paralelo al rumbo

(cano en el caso 2) y debe ser modelado mejor por la aproximacién de HH:

Similarmente p g debe ser modelada mejor calculando p a con la aproxima-——

cién de EE.



1.8 0.9 0.3 s X 4.5 L4 x
2.0 0.5 0.4 z.; V 1.1
12.1 a.2 0.7 0.6 3.7 2o oz 13
0.9 2.1 11 0.8 ois .06 0.5
1.5 1.4 11 0.9 0.8 08 0.1 0.8
l .

Figura 6. Error porcentual para la resistividad aparvente en el sistema coordenado origiral.



53.8 85.0 ——100.0—+ X 99,7 R 88.9 — X
2.9 96.4 100.2 89.8 99.1
86.8 83.6 99.2 100.% 9.9 20.2 86.5 95.0 99.4
99.2 99.7 300.4 100.7 8.4 98,6 99.3 29.9 98.7 89.2 99.6 99.8
xuois lfP-B Dgil 99.2 9.6 29.9 xooiu 100.0 100.0 93.9
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Figura 5. Resistividades aparentes (9 - m) en el sistema coordenado original.
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Lo ‘que hace estos Gltimos resultados no conclusivos, es por supuesto, las

condiciones de frontera ad hoc.




Capitulo 6
CONCLUSIONES

Un nuevo modelo matemitico se ha obtenido. Usando la aproximacifn de la -
&ptica geanétrica en medics conductores, describe la distribucifn de la -
energia electramagnética en conductores. Provee de un eslabdn entre los -
campos de la Sptica y 1a electricidad. Con &1, otro punto de vista del —-
~cual un mejor entendimiento de los campos electranfgneticos y su energia
en conductores puede ser ganado. Ejemplos numéricos muestran que tiene a-
plicaciones tebricas y précticas. Areas de futura investigacién que se ——
pueden proponer sén: Ejemplos y preblemas tridimensionales numéricos, re— .
derdvacidn de los resultados principales (ecuaciones (21), (28), (29), —
(37) y (38)), de otras maneras o en el dominio del tiempo, extraccidn de
. informacibn acerca de las fases de los cémpos y, finaimente, uso de las -

apraximaciones en esquemas de inversidn.
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APENDICE A

Una definicidn de resistividad aparvente
los parfmetros p (resistividad) y p a (resistividad aparente) estin rela--
cionados, pero son dos conceptos diferentes. Mientras que p es una propie
dad- im:rvinsecé del medio, p g s la resistividad de un medio virtual que -

diera la misma respuesta que la medida.

Para los propdsitos de las camparaciones mméricas, es necesario tener --
una resistividad aparente definida como. una funcidn de HH o EE, esto pue-

de ser hecho de la siguiente manera:

En un espacio infinito, isotrépice, conductor y libre de cargas, HH satis
face aproximadamente la ecuacidn hanogénea de Helmholtz:
- . P
VZ(HH) - Gk - k ))2HH = 0. CAL)D

Para una onda propagindose a 1o largo del eje z, la ecuacidn (A1) tiene -

‘

la solucidn: i

fir = (Enyetlc - Kz CA2 )
donde ({iH).n es el valor de HH en z = 0. En este casc las ecuaciones de --
Maxwell dan el mismo resultado (A2) para HH. Tomando la dexivada con res-
pecto a z, da

3 (HED) = ik - X . ( A3 )

9z

Despreciando las corrientes de desplazemiento

itk - K = ~Quugod? o )
, .
p=1= " " 2uip . . CAs)
a V .

5 L
{5z(1n () 112
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Tamando w = 2rf da

p = T ABNZE - (2 - mk

- Cas)
107 G(IncE 2

doﬁde H se mide en nanoteslas.

‘Este filtimo resultado puede ser extrapolado y definir una resistividad a-
parente en términos del EH observado o modelado y su derivada vertical. -
Una f&rmula similar involucrando H y su derivada vertical en la superfi—
cie de un semi-espacio con una estructura conductora unidimensional (que

~ solo varia con la profundidad), puede ser hallada en Schmucker y Weidelt
(1975).

Otra definicifn de resistividad aparente similar es obtenida substituyen-
“do EE por HH en 1a férmula (AB).
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