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INTROOUCCION 

B. v:. Gnedenko V N •. A •. Kol111e>goro~ Mencionan en su .libro de 19,9 

<d>istribuciones lí.ite 'para sumas de variables aleatorias 
independientes» que: 

« En la construcción f'ormal de un curso sobre la teor.(a 

de probabilidad. los teoremas lí•ite aparecen como una 
especie de ·superestructura sobre los cap.(t.ulos elementa
les. en los cuales todos los problemas tienen un carácter 

f'inito puramente aritmét.ico. No obstante, en realidad, el 
valor epist.e.Dlógico de la teoría de probabilidad es 
revelado sol-nte por los teoret!Nts límite. Todavía •ás. 
sin los teoremas.lí•ite es i•posible entender el contenido 
real del concep~o prii.ario de t.odas nuestras ciencias - el 
concepto de probabilidad ••• ». 

E8t.e. t.ipo de aÍ"irmacion- exPresan .las inquietudes que s:e 

· · IÍMlnif'~n pront.o y . 'í:on.t.ant.e.8nt.~ ·en la \evolución d~ la 

· t..Gría de probabilidad ·con lo. t.rabajoÍll de Bernoulli. De. 

Noivre', l.8place. Po.t-ó~ TchebylÍic:hev. tlarkov; Lvapunov;. · Borel 
. V ~ohÍoCÓrov par ~lo· -ncionar a.Íc1an0. de l~ liÍá• . i..,ort.an.;.. ·· . 

~.- surciendo ,.conc;;~pt.os ~ue pr~ie~den 1-ef'lejar la idea de 
<dí•it.e» en la teori'a d~ probiabÚ.Í.dad. cOllO por ejellplo, • .. <út.i

lizando la acepÍ:ión· .. moderna) converce.ncia en probabilidad,· 

ca•i segura. en·dt.t.ribución~ en r-.edia. et.e. 

En· ~t.e contexto. el pre.ent.e t.rabajo . analiza· algunos 

resultados de lo que conócemos como convergencia en dist.ribu
·ción. a saber: 

Sean <O.A,P> un espacio de probabilidad. <Xn>n:'~ una sucesión 
de variables aleatorias 80bre dicho espacio V para t.odo número 
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nat.ural n. en una f'uncidn real de variable l'k-clime-ional que 

t.ran.ro.._ el vect.or al-~rio ex ... X
2 
••••• Xn) en una vari,a

ble aleat.oria enCXt., X
2

, ~ ••• Xn) con f'unción de dist.ribución 
Gn. La pregunt.a general -ría: ¿ bajo qu4§ condi.cione8 80bre la 

sucesión <Xn> n:' ... en converge en dist.ribucicSn. v 'qué f'o
.Squiere la _f'unción de di8t.ribuci6n lí•it.e previa <._t.andari

zación» de la suce8i6n t.ran8f'o...ada <en> f},"':... ? - decir. dado 
una sucesión de t.ranst'ormacion- <gn} n=t.. con f'uncion- de 

düst.ribucidn <Gn>n': .. • - d_. -ber: 

43 t.c::uáles .an las f'unciones de dúit.ribución lí•ite G ? 

Cde la asuc:esión de f'uncion- <Gn>n"':. .. evaluad- en 108 punt.os 

-(an + bn:.t.,;: .. >. 

w J,qu4 ~icion- 90bre la f'unci6n Gn• carant..isan la 

ex:Ustencia de sucesion- de t.érmino.s no aleat..orios «"'n>n"':.t. y 

<bn>n:'t. para la. cual- la suce.ión :{G(an + bn...)>n"':.a converja? 

........ el -to. isola.íente - ha ..t.'lldiaclo a f'ando e9t.e 

...Gbl- - ..-uoe caeo..· para los cual- la f'unc:lcSD e t.iene . n_ 
i.a. recia. ele . co..-ponclencia: 

Ea e.t.e t.raba,jo. nOIS ocu.,.._ prec:1-nte de este dlt.i
_, punto. 

t. ParG un anAli.•i.• · •Lallado del 
t10n i.MpOrt"""-,. corwultar a.o.ve, 
lUy, capC lul.o_ vz. 

por qu' -L- ti-.. 
11. , The tM<>ry of 

pregun~ 

pPO'bobL-



~.- La convergencia en dist.ribución de la. suma de varia

bles aleat.orias fue el pri•er proble•a que se at.acó. Est.e 
problema se empezó a est.udiar para suma de variables aleat.o

rias independient.es e ident.icament.e dist.ribuídas. Su est.udio 

sist.e.át.ico se re•ont.a al siglo XVIII. con los t.rabajos 
Caunque plant.eados en ot.ro «lenguaje») de Moivre C1.730) v La
place C~B~:I), quienes cont.inuaron los t.rabajos de Bernoull{ v 

Poisson. Mat.emát.icos como Tchebvschev, Markov y Lyapunov ent.re 

ot.ros, genera~i.Zaron la idea de t.eorema líntit.e y buscaron con

diciones necesarias y suficient.es. El result.ado más conocido 
para la convergencia en dist.ribución de variables aleat.orias 
Cy uno de los Más i•port.ant.es que se ha obt.enido para la t.eo

ría de probabilidad) es el conjunt.o de result.ados conocidos 

con el nombre de Teorema del Lí•it.e Cent.ral2
, uno de cuyos 

enunciado sería: 

Teor- del Lílli.i.e C.ai.ru.- Sean <Xt>t'.:'1. una sucesión d.

'UGZ'iabt•s aleatorias intl.-pendi•nt•• • identicament• distribui

das y FY ta función d.- distrib.:.Ctón de una variabt• at•atoria 

nor1111at ••tandar, •ntonc•• 

li• P(i~1.X1. ~ n ECXn) .+ [ n Var(X1.>l .. .....,,,.) 
.n.m . 

""' 
. -J (:lrr)-1./Z •'."YZ/ZdJI • F Coc> y. 

-ID 

si y sólo.si 

V Var(X ) < ai • 
n 

C~ pod~-- apreciar; est.e t.eorema responde a las pregun-

2 Para. un ••ludio profundo deL probLema. ele conver9encta. en 
di.•lri.buci.cS n de ta. •uma. de va.ri.a.blea a.lea.lori.Q.8 i.ndependi.•n-
lea, eon11ullar Onedenko •·v. y IColmogorov A. N., Li.mi.t. Dietri~· 

but.i.on• tor Sum• . of Independent. aa.ndom Va.ri.a.bl•• o Pet.rov, 
Sume of Zndependenl aa.ndom Va.ria.blea. 
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t.as' D, iD y UD; proporciona criterios para que la suc-ión 

(,f.xJn':ll converja (para °t.odo .número nat.ural n, la exist.eni:i.a 
de los primeros dos moment.os de la variable aleatoria X > a 

. . . . n 

una variable.aleat.oria nor-1 estándar y !la explicit.allient.e las 
sucesiones de t.érminos de no1'91alización: 

observ~ que 
independient.es 
b los podet908 

n 

V n e IN 

V 

C09!0 las variables aleatorias x.. Xn 
e identica•ente distribuidas, los·térMinos 

reescribir cOMO: 

a •nE(X) 
n n 

y .b 
n 

[ n Var(X. )] vz 
• 

·son 
a y 

n 

Est.e tipo ~e resultados son la continuación natural de .los 
trabajos de Bernóúlli y Poi-on, que hoy son conocidos con el 

n09bre de Ley- Débiles de los Grand- Ndmeros y que corres
ponden al concept.o de convergencia en probabilidad <ver capí

t.ulo I, 99CCión 8> •. 

,., .. . __ '·,_ . 
z.- El. t.e.a del pre.ent.e: t.raba,jo, - la cionvercencia. en 

di.9toribución . del •x.t.0 V. el •íll~ de· una suc-ión · de ~.varia
bleis al-t.oria9. Sin .e.berCC>• debldo a la relación .que éxiait.e 

ent.re el úx.Uio y, el. •íni.a: 

•inOC· •. x·,: ••• , X): • 
. ll . a. . n 

18 t.eoría -int;ót.ica que.- pueda d-rrollar para la sucesión 

de. •íni- - eqlÍivalen~ a · la corl'MIJ>C)lldient.e para la suc
•ión de máximo9, por lo cual, nos li•it.are.08 a hablar el•. ést.a 
lllt.i.Ma. 

Al igual que para el probl-. ref'erent.e a la convergencia 
en distribución de la suma de variables aleatorias, el estudio 

de la convergencia en distribución. del máximo, se inició para 

sucesiones <XL>L':ll de variabl- aleatorias independientes e 



i.dent.ica-nt.e dist.r.ibuídas con f'unción de dist.ribución F. 

Observemos· que en est.e cas.o. si: 

z --xcx.x ..... X) 
n t. z n 

1a f'unción de dist.ribución H ·del •áxi•o Z la podemos expre-
' n n 

sar en t.érminos de la f'unción F como: 

H ex> 
n 

PCZ ~ x) • F"ex> • 
n 

En est.as condiciones. las pregunt.as i>. U) v i.ü>_ las podemos 

t.raducir de la siguiente manera: ¿ bajo qué condiciones sobre 

la f'unción de dist.ribución F y para qué sucesiones de t.érminos 

de nú-ros reales <c\>t:'• y {bt>t:'•· se sat.isf'ace que: 

li• F"Ca 
n 

+ b x) • Hex:> 
n 

v cuáles serían, en t.al caso, las f'unciones de 

lí•it.e ? 

di.it.ribución 

El·. t.rabajo -'¡. cotai>let.o ~f'erent.e. a e.t.e probl-. f'ue 
l)ubli-;:ado 'por 'cmedenko .. en i943Í en é~,-no -6io detÍtu-t;ra. que 

lu únicas f.'Únc.i.on- ·de di&t.ribución lí•it.e son f'unciones del 
·•i..o t.ipo' que lu ·f'uncione•: 

para un número y poslt.ivo 

H ex> ,,r 

8 
ex> _ ·{.si x < o 

z,r Si X;?! 0 

o 

t. se di.ce é¡ue una. Cunci.6n. o 
ci.6n H, ai.. exi.et.en númeroa realoi;: 
n" mero rea.t x: 

•• ct.t mi•mo t.i.po que La. 
A y B \QlcHI que pCll"~ 

OCA+•w> Hho 

5 
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V 

V x e IR H (x) .- exp(-..,.-"') 
'"·º 

sino que t.a.bi~n proporciona un conjunt.o de condiciones nece

sar ias v suricient.es para que la f'unción F sat.israga el lí•it.e 

j .1 para las !'unciones H._,y• Hz.y Y Ha.o 

Así, COlllO vere•os en el t.ranscurso de est.e t.rabajo, el 

problema de la convergencia en dist.ribución para el máximo de 

una sucesión de variables aleat.orias independient.es e ident.i

ca-nt.e dist.ribuídas est.á t.ot.ai..ent.e resuelt.o, debido a que: 

i'> se iisabe que la runción de dist.ribución lí•it.e H para e.l 

19áximo t.iene que ser una f'unción del •1- t.ipo que una de 1-

f'unciones H._,y•' Hz,y o Ha,o' 

U'> se t.iene un conjunt.o de condiciones neceseria9 y suf'i

cient.es .obre la f'unci6n F. para que Ht.a -t.:Urraca ~l lí•it.e 

.t.•.t. Cdondet la f'unción H. - una f'unción . del •1- t.ipo que 

H._;r• ilz,y o e • ...,>• 

·w.') y - t.ienen .. reclá. para c::omst.ruil' 1-
. Wrmi09 de ....t.andarización <a >. 00· y (b ). ~ • 

n n~s n n=a 

Ahora bien. 81 8e .omit.e la hi.,ót.e.ili: de inde1>9~de~C::ia; el 

. probl- de la convergencia en dt.t.ribución del úximo, - en
cuent.ra parcia1-nt.e .....uelt.o~ Por ejelmplo, en el. caso en el 

que la suce.ión d~ ,.;ariábl- .a1-t.or1.. <X > · 00 
- e.t.a~iona• 

. n n=t. · 
ria, bajo ciert.as condicion- Cuna de la9 cual-. es que las 

variables aleat.oria9 sean a•int.ot.ica.ent.e independient.e.>. se 

cuent.• sol-nt.e con criterios suf'icient.es para que la suce-. 

•ión de úxi- converja en di.9t.ribuci6n. Sin -bargo. -
precisa-nt.e para est.e t.ipo de sucesiones. para las cuales se 

han encont.rado nuevas f'unciones de dist.ribución lí•it.e. a par-

t.e de · 1as f'uncion- H • H y H• ~. . · 1,y z,y ,,.. 

6 



El c;tbjet.ivo principal de est.e t.rabajo, es realizar una 

exposición global d~l probleima de convergencia en dist.ribución 
del illáxúio de· una.suc-i~n de variables.aléat.orias iridepen
dien~s e ident.icamént.e dist.ribuídas, part.iendo del plant.ea...:· 

•ient.o original· de Gnedenko C19&3>. y ut.ilizando lllét.odos iaás 
recient.es cOllÍó l.os que. aparecen en Gala•bos. <1978), con el 
~ro.,.S..it.o de , lograr una exposición. cOlllplet.a, moderna V con una 

not.ación unif'orme que sól.o requiriera de ciert.a f'antiliaridad 
con conoci•ient.os element.ales de la t.eoría de probabilidad v 
que llegara hast.a result.ados recient.es sobre variables aleat.o
rias, no necesariai.ent.e independient.es <ver capít.ulo IV>, que 
per.it.ieran « vislumbrar » el f'ut.uro desarrollo de est.e t.e-. 

Con est.e prop6sit.o, el present.e t.rabajo est.á dividido en 
cuat.ro capít.ulos. 

En el. capít.ulo I, enunciar-os l.os concept.o. básicos de 

·1a t.eoría de probabilidad relacionados con los result.ados 

que dellOllt.rare.ios, reviaareMOll algunos t.ipos de convergencia 

.de variabl- ·aleet.ori- <convergencia en probebil.idad, conver

pncia ~i ·. -cura v ~ñvergencia en di.t.ribución >. los 
prin~lpales: re&ult.adCJi9 que ceneran y pre-nt.are90tJ . dos. .c4.0. 
.part.icularee .d.,. eonverce~Cia· e~ di.t.ribución: ·la. convergenéia 

de la medianá v la dttl ·-'x.ille) v .el •ínimo • 

. ,· 
El capít.ulo Í:I. -W t.ot.á.i.ent.e d19d.i.cádo al. -t.udio de· lii 

. conv'.er~tt'ncia en. dút.ribución dei llMixi.O en el ca.o inde.,éñ
dient.e ·e ident.icament.e di.t.ribuído. Aquí re8olver..O. los plló
t.o. ¿'>, ¿¿>) V f,;,f.,),. 

En el. cap.H.ulo iII, ilu.t.ra~ con 
ej-plos la··· t.eoría d-.rrollada en el 

·.ayuda de 

capÍt.ulo 
algunos 

11. E8t.e 
capít.ulo -t.á dividido en t.res secci.ónes; En la primera de las 
cuales, analizare•os el comport.a•ient.o líntit.e.de suéesiones de 

máximos corresporidient.ea a algunos ·de los 1110delos de variables 

aleat.órias más conoéidos, que sí convergen en dist.ribución. En 

7 



la segunda sección, veremos ejemplos de sucesiones de iaáximos 
que no convergen en ditst.ribución ven la últ.i.91a sección .de 
est.e capít.ulo exa•inaremos algunos de los probleiilas que se 
podrían present.ar en la práct.ica, referent.es a la ~onvergencia 

en dist.ribución del iaáximo v el mínimo. · 

Fina1-nt.e, en el capít.ulo IV, analizaremos brev-nt.e la 
convergencia en dist.ribuci6n del máx.iMo de dos el-es de suce

siones est.acionarias <XL >l:'a; las sucesion- miezclant.es V un 
caso part.icular de ~st.as, las sucesiones m.-dependient.es, las 

cuales present.aremo8 en la pri-ra sección· v las suc-ion
gaussianas est.acionarias, que est.udiaretll!09 en la segunda sec
ción de est.e últ..iMo capít.ulo. En a•bos casos, enunciaremos un 
conjunt.o de condiciones suficient.es para que el máximo de las 
sucesiones -ncionadas converja.en di&t.ribuci6n. 

8 



CAPITULO 1 

~NERALIDADES 

En est.e·pri-r cap.it.ulo, pre-nt.a- algunos de los concept.os 
básicos de la t.eoria de probabilidad relacionados con el· pre
sent.e t.rabajo, los principales t.ipo• de convergencia de varia
bles aleat.orias v enunciamos las relaciones v los résult.ados 
lllás i.mlport.ant.es de los dif'erent.es t.ipos de convergencia. ·Por 
últ.ilmo analiza11e>• la convergencia en dist.ribución de la media
na v del. Mximo v el •inilmo _de una sucesión de variabl
aleat.orias. 

Del'.taiaióa 1.1 

co-1•t.e de: . 

1. COllCEPTOll GERDALEIJ 

Ei9pecio de. probebilidad 

Un.••pac_to • probabtldad - una t.er- que 

1> Un é:Onjunt.o Od~int.o_del .vacío • 

. :D Una .f'aíiiilia A de. •ubconJunt.o• de n t.al que: 
.un • .11 

• 
CD 

U A, •A .. 
•=• 

La f'-ilia Á de. subc:OnJunt.o.' de n que c:utPle con 1- pró
piedadn ant.eriores. recibe el. na.bre de o-álcebra o o-campo 

de subconjunt.os de n. 
8) Una f'unción de probabilidad P, es decir, una f'unción 

det'inida del o-caapo A al conjunt.o de los nú-ros reales .IR que 
sat.isf'ace los sicÚient.es axioimas: 

U PCO> • 1 

9 



iD .., A E "'· P<A> ::!: o 
<.U> Si A ... A.

2
, A

3
, ••• e A V 

ent.onces 

Sea CO~A. P> un espacio de probabilidad, en est.as 

ciones t.enet110s las siguient.es derinicionas: 

Variable aleat.oria 

0 

condi-· 

Detiaicióa 1.Z La tunción X es una variable aleatoria real 

sobre el espacio de probabilidad C0,4.P> si: 
DX 0-+ASIR 

v·si: 
W Y x e IR, (c., e O 1 XCc.>> :S :><> e A. 

Co•o t.rat.are111os sola111ent.e con variables aleat.orias reales, 
omit.i~e.os en lo suce.ivo la palabra rea¡. y en general ident.i

ricare- una variable. aleat.oria con las let.r- U, v •.. v. X,· Y 

v Z a -n08 que -pec.i,f'iquemos ot.ra c:osa. 

Vect.or aleat.orio 

htiaiaióia 1.9 Sea X' una f'unci6n definida del conJunt.o O 
al conjunt.o IRn. Dec1- qu~ X' e9 un v.ctor al.ator(o a dt-.n

~ión ·n, lliobre CO,A,P), •i cada una de. las n-coordenad- - . una 
v*riable aleat.or~a sobre CO,A,P>. V lo representAllos por: 

X' • ex .. , X
2

, •• :. Xn>. 

Sucesión de variables aleat.orias 

Deti.aiaióa 1.4 Una •uc-ión < Xn > n':s es una sucesión eü> 

U<Írtabl•s aleatorias •obre CO,A,P> si para t.odo nlf111ero nat.ural 

n, Xn es una variable aleat.oria sobre CO,A,P>. 

Función medible v runción de Borel 

Detiaicióa 1.6 Sean ~ la clase de t.odos los int.ervalos 



eiert.os del eje real, !8'(1R> el •ínhlo o-campo que cont.iene a 

la cla- ~. A el o-ca91PO de 8Ubconjunt.o• del conjunt.o n v· f' 
una f'unción def'inida del conjunt.o n al conjunt.o IR. Deciiiios que 
la· f'unción f'.e. una /un.c:tón A-m.d.tbl• o u~a func::tón ..,.dibl• 

con. res pe to a A •i: 

"I B e !BCIR), 

Si t.o.uK>ai el conjunt.o n como el conjunt.o IR v •i la f'un
ción f' ·es !8'<1R>-.edible, ent.onces a la f'unción f' se le 11._ 
:functón ü Bor•l. 

Propiedades de variable• aleat.orias 

Propo9iaióa 1.6 Sea < xn >n':1. 'Un.a ~••iÓn a. uar(Clbl•• 

al ... tortas •obr• CO, A. P>, •nton.c•• las •td'\lt•nt•• funct"ones 

tc:Ílllbi9n •on. vartabl•• al•ator.: ... sobr• CO,A,P) 

4> St l'l • IR, x •• ,.. 
e• U<:tr, - fun.c:tón.·constante. E:•ta" uariClble aleatorta rf>et

be •l nOMbr• de uaz-table aleatortq. •pn.erado. 

w"l:n. .... 

¿u)"" n: .... 

w> V n~ • 11, 

u> V. :n. ..¡ 11, 

X 
-"-

X 
lli 

V . •in·ª•> 
l.< L.< n 

En. ••neral, •t tenemo• n· uar(Clbl•• al ... tortas )1 para cada 
•l-nto w •t con.junto n. tas or•naino• en. orden crect'.•n.t•. 

obt•nemo• n n.u.ua.s funcione• xi.: n •.• tal :forlll<l q1.19: 

en.ton.e•• para. todo n.,;-ro natural i •n. •l con.Junto <1,:1, ••• n> 
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= •in <'Jl.. > 
1.<l<n:; L 

/! 

._.,~) S•!;; {X ) 
n n 

V X • -X <X.). 
· n:n· t.<L<n L. 

V inf' <X > 
n n 

st •l límtt• •xtst•. 

E:n. º.r•n.ral, ., la fv:n.ctón r •• . 'Una f~tón. Bor•l. •n-. 
tone•• la functón rcx.> •• vartabl• al•atorta. 

Función de di8~ribqción 

ºhf'iaiaióa 1. '1 Sea X -a variable aleat.o:ria y Jr - · vec:t.or 
aleat.orio .ob~ CO,A,P). La. fun.cion.• d. distrt.bUctón da·: la 

·vartabl• al..,.torta X y d.l u.c:tor al~torto Jr, qqe reproeen
..._ po:r F x v Pi: re9pect.iv ... nt.e, -un dad- por i.. =i

cui-t.e. rec1-_de CO:l'relSpoDdencia: 

pocr- •xP.-...r~- t;amb'i4n • CQl!IO: 

P-Cx> ¡¡. PC<w •·o 1- X Cw 5. :ic ; :x C~ :S -~.,:; ••• e X Cc.i> $ lll:n.>.) x · .. & ·.a a · • . · " · 

P:ropiedade• de la runci6n de dt.t.:ribqción 

Pi'opc19iaióa 1.8 s.a X 'Una vartabl• al.atortá con fvru:tón 

~ dt$trtb"UCtón Fx' •ntonc•• la fvnción Fx satisfac• qu•: 
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ü.> lm Fx<x> •o 
x .. -ao 

'"' F x •• con.t tn.\.14 por La @recha.: 

¿.;)· .Fx •• monót.on.a n.o de:crecien.te. 

ú> Para toda par•Jd·c19 n.,.,,._ros r&al•• Ca,b) • IR2 ca·<" b) 

P«w <E O 1 a < XCw) ::S b}) F Cb> 
X 

Variables aleatorias independientes 

Dttriaicióa J.•9 'Sean xl. xz·· ••• xn variables aleat.oria• 
sobre (Q,A,P>. Dec1- que las variabl.•• aL.atorias X&, X

2
, 

..•• xn son. tnct.pendt•n.t•• (o •utu-ente independientes> si 
para todo subconjulitO de .índices <tl~ .: 2 , ••• ,t.,.> del conjunto 

de .índices U,2,. ••• n> - t.iene que: 

Un ndmero inf'init.o de variabl- aleat.orte. - independien
t.é, si-~Í:-• t.odo ~onjunt.o f'ini~de vari.bl~ aleat.criu -

: V~riebl .. aleaf.or'iu·idenf..f.<=:a-nt.e d~ribu.í~ . 

~f'.i~f1.l.6a J.~J.tt Se- X V <XL>Lt una::~~~~-· ~lea~.;ia .V 

una ·iiruc-idn de variabl- aleat.criüi.90bl'é.CO""'.P> .l'e9P9Ctiva~ 

. -nt.e v F v <F > !» 1- f'unci~nellJ de · d~ribucidn corl'e8POn-
. · . . X . . XL L:t. _.. CD 

dientes.· Dec~ que la sucesión' <XL>L::t es una sue•stón. d9 _ 

vartab.l••· al..atort~ td9n.ttc..._n.t• dtst.rtbu{da9 si: 

V t • " V V "' • R F ·ex> • -Fx CO.> 
x.. L 

v deciMOs que la ,,variables 'aleatoria XL es una copia_ de· la va-
riable aleatoria X. 

13 



Def'iai.aióa 1.11 Sea X una variable aleat.oria aobre CC'l,A,P> 
con f'Üncidn de di.t.rlbucidn F x· · Def'ini.-. la ••ptjro.n:.a. et. la 

"U<Zrtabl.; al.C:Ztorta· X como la int.egral .de Ri-n..:St.ieljels de 

la variable aleat.oria X con re8pect.o a .u f'unci6n de di.t.ri

bucidn F x • es decir: 
CD 

ECX> • I "' dF (,.) 
-00 X 

A part.ir de e.t.a def'inicidn, •e puede deducir que •i la 

f'uncidn e· - una .f'uncidn de la variable aleat.oria X. la e•pe
ranza de dicha runcidn emt.ará dada por: 

CD 

ECgCX>> - I gCx> dFXCx> • 
-CD 

Funcidn ceract.eriet.ica 

·Deriaiaióa l.~iz Sea X una· variable aleat.oria mobr.e en.AJ>) 
con f'Qnc:idn et. dimt.ribuci6n F • Derinúla. la f'tDtlt:t6n. carac t•-

~ . .. . . X . . .·. 
rí•ttc:a tia la VCZl'tabl• ateatorta ·x ·como: 

donde. t • r-r .· 

Teon- de convercenc~ de>11inada 

Teo- 1 •. l.8 s.an (4' ).CD y G.fvn.ctone• r-l••· u vCÚ-tabl• 
. ·, n.n•& 

r-l. ~po"4JGlllO• ·que la /VN:t6n G .. •• tnt•pabl• •n todo. •l •j• 
r•al · )1 qu. i.- •t,ut•nt•• coMtcton.• •• ci"""'Pl•n: 

f tr Cu f :S G(#) ,n 

V 

40 li• trnC,e} • ~(%) 
n•CD 

u. 

_·, .-'-



en.tonces· 
Cll m'· 

u. I 
n•CIJ -GD 

11 c:ié> d:ic ~· 
n 

J 11<,,.) d:i . _.., 

Teorema de conv~rgencia dominada de Lebesgue 

Teo._ 1.14 Sean <Xn>n":s. "1\a suc:estón. tüt uartabl•s a.Z.-.a
tortati· Y X y Y do• uartabl•s a.l..atorta.s sobr• CO,A.P>. St la 

••~ra.ruaa. • _la vartabl• a.Z...atorta Y extste y st •• ctD!tPZ.•n. 

las •itJUi•nt••. do• condicio,,.;•: 

i>Yn.elN YVi.>eO IXn Ce.>> 1 ~ Y<c.>> 

(ver derinición z.2.1> U> X ~X 
n 

li• ECX > • ECX> n- n 

•• üctr:_ 

üi. 
.. .. 

I ,,. dF Cd -I "' dFx<d . n.- -· xn -· ---· 
.. . . : . 

o:...t.ribuc:icSnd• l•- de variaí>ln.aleat.oriatl indepe~di~n~ 
ho~icii'• .s.~'ts .s.On x y Y c1o• :.H:írtdbi•• a.leat:or't~ ;o6r•· 

.1. ..•• pé..:¡;,. . .- ,,r~"t-z.t~- co . .;-.1».:nd.;P9ncit9nt•;.cc.n 1~"i.o-:
·. _.,...,. d't•trtbuct6n Fx y Fy·re•,,.ctt-u-nt• y •-.x.·Z·• ](.+,y; 

en.tone••: 

A la in~egral .1.16 • .1 •e le conoce con el nombre de Con-uo
luctón de las runcione• Fx y FY y •e represen~a como: 
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2. COllVEaGEJICIA DE VAltlAllLE8 ALEA'l'OUAs 

En la sección ant.erior, enúnciUICNJ que si el. u:.it.e ~e - -
cesión de variable• aleat.oriu exi.st.8, ··chst.e a 9U ves. w..bic§n 

es variable aleat.oria. A cont.inuaci6n anali.lia.o. que •icnif'ica 

v en que -nt.ido una .uc-ión de variabl-. al-t.oria9 ·. conver
ge. Recordando la def'inición clúica del li•it.e punt.ual .de una 

-cesión de .!'unciones 
t.ualment.e a X si: 

<X > "" t.endri~ que X converce pun-
n n=& _ n. ·· 

Ve>O 3HelN • Vn;!:H 

Eviden~nt.e. e9t.a def'inición no t.iene -nt.ido en. nuest.ro ·· 

· cont.ext.o. debido a qqe •i co-ider._ que 1- t'wlciones .On 
vviabl.- aleat.oi-1-. no t.enemoa la -curidad de que "9t.a• t.&

- un valor det.el'tmi.nado, S>Or l.o cual no pod- e9t.ar 94tC~ 
· de que a: .,u.t.ir de un . cierto ndlilell'O n, l.a variable aleat.c>r te. 
·''X ~ ua' valor cercano a.la variable al-t.oria i:. :.Sin " . 
~. ·eo.o ·el con,juftt.o: . 

4- • ~. f J · X:,_Cw>_ ,.. XCw> 1 < cf 

:_. ua event.o~ .,od~·~~·c1e la P1'oaMibilicl8d de que dicho · 
evn~ ~r-~ De ..... 'f'o~. el coa~t.o· i ¡,a¡..; . ei c:uel~. IN!r~ 
t.odo eÍHent.o (1) de e.t.e: coDJub~. X <W> converse a: X<W> •. Héi~ .... ·. ft - .. . .. 

be el DOllbre de c:on.fur\tó et.e .c:on,,.r.-nc:.:a v lo l>Odell09 exo...-.Ar 
COl90: 

v por lo tAnt.o, el conjunt.o 

Ac • tw • n 1 · X,.<c.o> t+ X<w>• 

-r& el conjunto et.e dt,,.r••ncta, Bit ·-i. · COl90 •urgen 109 t.iPc>s 
de con~ercencia de .variables aleat.ori .. que premsent.a.o. a con-. 
t.inuación •. 

i.6 



2.i.. coa-:rpac1a •• p:robüi1idad 

Deriaiaióa 2.i..i. Sea <O.A.;P) un espacio de ·próbabilidad v, -•n 
<Xn> n':s una sucesión de var:ú.bles aleat.óri- ~· x·~na variable 
aleat.oria sobre CO.A,P) • .J>eciao• que ta s-ucestón ~ uariables 

aleatoria. <X } CD con. uer11e en probabilidad. a la "Uariable a-
n n=t. 

leatorta X •i: 

"' & >o 

o equivalent.ement.e •i: 

V lo denot.ataos como : Xn ~ X. 

Int.uit.iv-nt.e. ·-1.e. t.ipc) de convergenciá •ignif'ica que 
para · n 9Uf'icien-.-nt.e crande. la probabilidad de. que la dif'-

. rene~ ent.re 1- vái-iebln aleat.ori.Ú. X y X -a. pequeh •. -
· .... · .· ·.· .. ·. .· .. · n .. 

gz'Qcle, iiin !Hlbareo ·~o sipif'iceo que . piara t.odo .el..eat.o co. del 
conJunt.o o. la dif'erencia X <co> - x<co> ·•ea . .,...ea.. éle bedió 
Pu~•· -r muy crande. adn· ~a n· 8Uf'icien~nt.e c;encle~ 

El ··icuient.é 1- práPC>i'c:iona un conjunt.o de· ·· eondicionn 
n9c:ftieri- y .uri~ient.e. ,,....; que. una· ... ee.i.61( de val'i•bl
aleatoOri.- converJa ..a. prábel»ilidad •. 

..... 2.l..2. s.c:i {J[ .} CD Una •t.ic••iÓn M 'Uczriczbl•• al.át~ 
n n=t. 

ri~ ·Y para. todo· n,..,,.ro nat-ural n. •-.:i Yn • Xn - X. •ntonc•• 

cuando n tten.ct. a tn/tntto: 

X ~X 
n .. E [~yn-]~o. 

l. + y 
n 
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Exist.e un ét.odo Ás •encillo. pera d--.rar que una suce

sión de. vaJ:-iabl- aleat.ori- <X.,> n":a converge, en probabilidad 
a una variable aleat.oria X, sin eíllbargo ést.e sólo no8 propor

ciolia una condición suf.'icien~ para que X --.!:..+ X • É.t.e Ñt.odo. . . n . 

consist.e en dar . una -t..i.Mción. de la probabilidad 

PC<1.1> • n 1 1 x., - x 1 l!: &>> 

de t.al. t'or9a que esa est.imaci6n dependa del. nd9ero n· v t.ienda 

a cero cuando n t.iende a int'init.o. Est.a ~i9aci6n la da. la 

d-igualdad de Tchebyschev, que ai'irma que; 

De•ipa1dad de Tolaebysalaev 2.1.s · Si Y •• -una uari.abl• · 

al•atori.a con r-••t...o mo,,..nto ftn.tto Ces ~tr, st E<Yr) exts

te), entonces 

.-,._ -. 

lo C:U.l .. puede d-i.rar raci~~ t.o.endo en·. la . d-~-1-
dad z._1•8 a la variabl.e ~leat.os"ia Y C01M> Y - x · ~ x • . n. 

_ A ~~iD--ci6n - en-c.iuloiis a~ Pl"OPiecÍád- de conver
cenc1* en probabil.idad; ' 

._ 

..Opi. .. ~- •• ao•-•p-la •• p.Oba..lli.d .. 

bo~ai6il 2~1.B Seca CO,A.P.> un ••pacto et. probab~HdGd, 
sean. -<X ·) CID y <Y .) CD do• •...::••tone• et. -tabl•• aleatortas 

n n=t. n n=I. 
y X y Y dos ~artables al•atortc:a. sobr• C(1,J#,P.>, tal•• .,...., 

X ~X y --.!:..+ y 
n n 

1.8. 

·.-_; 



aX 1.. ax 
n 

X. + y 1.. X+ y 
n n 

,x y ~ X·Y 
n n 

w> si V n e IN, P<Y O> P<Y • O> -o 
n 

X X __ n_ 1.. 
y y 

n 

u) si f' •• una función continua f'CX > 1.. f'<X>. 
n 

_,ada la·def'inición de convergencia en probabil.idad - e•t.á 
C:on•iderando un l.í•it.e de n'1-l'09 ent.re cero v uno,. v va v~ 
qul!t no c•rant.isa qqe pára t.odo el.-nt.o w del. · con,junt.o Q v n . 
... ricient.eiiienw grande, X cw>. -W cerca de X<c.o>~ ent.once. a 

. .· .· . '.-.... n .- ... -- . .· .. - ·.··. , · .. ·._ :., ·· .. - .·. -·. > 
· • cont.inUl!ICidn. damos una .det'inicion de convergencia. en donde -

. <<r~» que X <w>. dlt'iera iNC:bo de X<c.>>, 9. d~ir~ ;;n donde 
. .-,., ··.· ·- n-. - :: . -:' - . . : . - . . ~. 

-'--· ca.i ~ de que Xn <w> no dit'erir~ mucho de X<c.» .• 
' ' : -~ ... . -

Sea c~;.,,.P> u'~ .-pacio de Pl'O~il.idad v -•n .<X "> · co v · x · 
una suc~idn de 'variabl- a1-t;Ol-ia9 v una ~ariable~· ~=l~~t.ol-.ia 
Nt8pect.iv..ent.e sobre CQ,A,P>. EÍl e9t.a. condicionn t.enemo• l.a 
_IÍiguient.e det'inicidn: 

~l'i•iaióa .z.-2.i:• ~U.O• que la •uc••tó~ <X > co d. uarta-
- - n n=& · 

bl•• al•ato.rt- con,,.r.. ccist ••6W'-nt• a la ua.rtabl• al9G-

to.rta X si existe un ·conjunt.o A en el o-álgebrá A t.al 'que: 

l> P<Aº> • O 
V ü> V c.> e A, X <w> - X<w>. n 
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o equivalent.ement.e t.eneM091 que: 

Del'iaiaióa 2.2.2 La sw:estón <Xn> n':s. die vari~_l.•• aleato

rias :co~ve'rt1• casi ••(l'Ul:'~nt• a .la vartabt.• ahté:l.t_orta X si: 

PC<w_ e OIV r l!: l, 3 .Ne IN 3 V n. l!:. H_ IXn(c.>) -- X<w>I < ~}) • 1 

o'bien 
CID 00 00 

< !. » PC n u n< (J) E o 1 X Cc.>> - X<c.>> - 1 n r 
r:I. N=t. n=N 

V lo designa.as por X c .• X o X a. •• X. 
n n 

Observell<>S que en general. si la probabilidad PCA> es 

i.gual a uno, decii.os que el event..o A - casi -curo, no deci
mo• seguro, va· que el _único event.o -curo -- el event.o O. Así, 
convergencia ca•i •egura nOll perwi~ af'U..r, que la sucesión 
de variables aleat.orias <Xn>n':s. converge a la variable aleat.o
t.oria X. -lvo en un conjunt;o de probabilidad cero. Ad-ás 
no~ qqe •i modif'i~ la def'inici6n 2.2.z de la .siguient.e 

-nera: 
X c .• X 

n 

P(<c.>-· 0:-:1 V & > o.a H ._IN -::r n _l!:. N IXn(c.)) -)j;Cw>I < d) - .1. 
··~ ·.: : 

o .Hi-..iV,,_lent.e.ent.e -Íllli 

-- - PC~~ ¡l _ ~ ~•o 1 IX"<¿ __ X f<c.~> •L 
·"··.e>o N=•~ nsN. 

- - -
no_ nos -rvirá, debido a que la int.ersección no · numerable de 

event4. no neee-riuiént.e -w en la o-álcebra A v en conse
cuencia la p~babÚiclad cie dldlii¡) event.o podría no e.t..lr def'_i.;. 
nida. 

Ant.- de _.ver alguno• . crit.erios _de convergencia· para· con-_ 
vergencia ce•i -cura, ve- que dif'el'encia• exist.en ent.re 
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i; 

lo. do• ~ipos de convergencia vist.os hast.a ahora. 

Primero not.e.os que t.écnicamient.e la convergencia en proba

bilidad, es una convergencia de nd-ros ent.re cero v ... uno, 
. •ient.ras que lá convergencia casi -cura es una <<lc:onvergencia 
de event.os» y se calcula' la probabilidad sobre el event.o. lí•i
t.e~ · Ahora bien, ini.uit.iv-nt.e ·la convergencia. en probabilidad 
no asegura que la ·.uce.ión de vartabl- al~ai.ot.ri- <X>""' 

- · n n=t. 
converja a la variable aleat.oria X, y la· convergencia casi 
segura, como su nombre lo indica, casi asegura que la sucesión 

de variables aleat.orias <Xn>n':a converja a la variable aleat.o-
ria X. 

Cri~erio. de aoavergeaaia 

El siguient.e lema nos.brinda una condición •uricient.e para 
que una sucesión de variabl.. aleat.orias converja casi segura

-nt.e. 

Le- 2.2.s Sean <Xn>n':a y X una suc:•.stón a uariabl•• 
·czl•atortas )1 "UnC&· 'UCU"tClbl• al.atorta r••~tt-nt• sobr• 

· .é::o..,,~P>. s.:. ¡xu-a .todo n,mWro natural r la ••rt• 

.X _ _.c .... •=--+ 
n. 

X. 

Propi.edede.••• aoaverpaaia a-i ~pra 

Propa.ial.óa 2.2 •. .& s.o <O,A,P> 1.1n ••pacto d. probabtttctad 

Y ••an <Xn>n:'a V <Yn>n':a do•.•'UC•stones d. 1.1a.ri:abl••·al•ato;_. 
ri.<16 y. X y Y do• 1.1artabl•• at•atortas sobr• CO,A •. P>~ tal•• 
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-~ X.~ n 

¿) .,, a 

w 

....., 

X y Y ~ Y , •ntonc•s t•~mo• qu.: 
n 

e.IR aX ~ aX 
n 

X + y ~ X + y 
n .. n 

X y ~- X y 
n n 

w> Si .,, n .. IN. P<Y - O> - P<Y - O> - o 
n 

X X 
--"- -.2..:....!..+ 

y y 
n 

2.a. Coaver .. aai• •• diet.ribaaióa 

·i.o. do. t.iPQIJ de convergencia que hewo91 vi.8t.o h .. t.a ahora, 
illvoi~é:ran d~n~ a.la •uC..ión de vvHbl.- eleet.oria•; 

-pero exi9t.en ot.ro. t.ipa. de convergen~ia ele variabl- ·ale~~ 
. :í-iU, ºen .donde· no acede .. 1. ea.o· el. que expon- a . Coót.i-. 
nuáciÓ~. q1Íe ell lueU: de t.rat.ár· exPlicitAMnt.e eon iá suc:eSión 
• vU:~.le. .1-t.0J:.1 ... t.ret.a COD

0 

le -i:iet;idn de f'uftc:i~ de 
·. di.t.ribución . cor~ient.e., lo cual C.Uere.o. ..t.údier,. ya 

·. clue na. int.é~ i.aber el ~rt.a.ient.o d~ ;las l>ro.,;..,Úidadn 

para n grande. 

Def'iaiaióa a.s.1 sean <X> CD y X una -idn de. varia-
n n=I. . - . .. , .. 

bl- . aleat.or_i .. v una variable al-t.oria -pect.ivwnt.e · 90bre 
el -pacio de probabilidad cn.A.P> y ··- <F > CD . y. Fx la• 

Xn n=I 
runciones de dt.t.ribución corre8pondien.._. Deci.Mos que la 

•uc••tón "- uartabl•• al•at~.rta. <X ) m con\Hl'.rlJ• •n dt•t.ri:
n n=•. 

buc.tón a la ua.rtabl• a'l.ato.rta X. •i para t.odo punt.o ,. de 
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cont.inuidad de la t'unci6n Fx .e ~iene que: 

li• F Coc> xn n .. m 
F Cx> 

X 

v lo repre.en"remo• por: 

,·x~x 
n 

o bien por: 

F Coc> - F Coc> Xn X 

donde ~CFx> es el conjunt.o de punt.os de con~inuidad de la 

f'unci6n F x· 

Ol>servell09 que e9t.e t.ipo de convergencia, se ref'iere si~ 
ple.ent.e a la convergencia de·f'unciones. 

Ahora bien, la.convergencia en dist.ribuci6n ~iene una gran 

i•port.ancia, ·debido a que le t'unci6n de d.i9~ribución . F x va a 
.P9N1it.ir apr'oxt.ar· probabilidad- que deber.ían de .er ·calcu
l.ada9 ·.·a· part.ir de ia. · hncioneÍll F ·. v- - . ¡,reC:~nt.e ..t.e 
t.i~-d~ epnveJ;pnC:ia de var'i.;bln .i:at.Gria9, el que cs." lqgax
·~1 .T.0~ del LÍlii~ ~nt.ral .. cOl90 veremo8 ..isadelant.e~ ·· . 

. . 

Por .10 .. i>ront.o,· v•-·•lcun.,. 
~!Cuna. .. propittdacl-· 

erit.eri08 de co~v~rge~ciav 

Crit.eri-.d• aoave:r~aai• 

'or_.,•.~~ 2•9.2 s.O · <F > .., 'Una •1.1e••t6n. .t. Functon.e• e» 
Xn n=t. 

.... c:ftistrÚ>uc.:6n )l •ea <• > m la -..C:••ión. c»juncton.e• earac:t•-· 
xn n=s 

rí•ttca.s corre•pondten.t••· En.ton.ces: 

V x e l!ICF>, f.xn Cx> ~ FC:.;) · .. V t e IR, 
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de:md• la .functón 1 •s conttnua •n •l punto t 

ctón caract•rÍstica da la .functón F. 
O y •• la .fun-

La i•POrt.ancia de est.e t.eor9918 radica en que el probleMa 
'de encont.rar la f'unci6n de diat.ribuci6n lí•it.e de una suc-i6n. 
de variábles aleat.oria•. lo pode110• resolver a t.ravl§9 de la 

f'unción de dist.ribuci6n lí•it.e de las f'unciones caract.eríst.i
cas correspondient.-. debido a que conoc- la f'unci6n de 
dist.ribución lí•it.e de una variable• aleat.oria si v sólo si 

conoce908 •u f'unción caract.eríst.ica. 

eo.o va viMos. la clase de variabl- aleatori- - cerrada 
bajo operaciones arit.Mét.icaai de lí•it.e. en probabilidad v casi 

RCUl'OB. Bueno. pu- t.ambi4fn r-lt.a ser cerrada bajo lí•it.es 
en dist.ribución en el ca110 part.icular en el que una de las 

variablo aleat.ori- - decenerada. dicho -• d.e ot.ra f'ol'98: 

r-;.o.10.lóa 2. a. 8 Si <X"> n:'• , v <Y;,> n': • son doa -cé.i~ , 
- de variabl- aleat.oria8 110bre el espacio de probabiltd~d 

· ,CO.A.P>. tal- que para alcdn ndmero real e: 

·r ~e 
n V x~x ,n 

o X +r -!!.....+x+c 
n n 

X y -!!......+de: 
n n 

·¿¿o •i PCY • O> - o V e .. o 
n 

X X 
-"- -!!....... 
r e 

n 

2& 



s. ltELACIOR ER'l'RE LOS DIFEJtERTES TIPOS DE CORVERGERCIA 

s • .1.. Releaióa eat.re aoaverpaaia ea probabil.idad y aoavercea

aia Cl-i ...... 

Habíamos dicho que convergencia en probabilidad no aseguraba 
que una •ucesión de variables alea~orias <Xn>n':a convergiera a 
la variable alea~ria X y que convergencia casi segura asegu
raba que una sucesión de variables alea~orias <Xn>n~i conver
giera a una variable alea~oria X en un conjun~ de probabili
dad uno, en~onces in~ui~iva-n~e deberíamos ~ener que conver
gencia ca•i segura i•Plique convergencia en probabilidad. Es~o 

en ef'ec~o se cu•ple en vir~ud del siguien~e ~eor_.: 

St X ~ X entonces X ~ X. 
n n 

A pesar de que el 'inverso no.-. cier~o. -·decir, que .si 
.. una suc~ión de v..,.iab1- alea~rlaÍI éonverce en probabilidad~ 
.. no· iMplica que dicha . .U~ión convel"ja casi .-cur-n~e, si·. 

Í>odemiptÍ et'~ que . el -n09 existA una •ubsU!=nión que. con.;. .· 
vei-P callSi -cUZ.a-nt.e. ·· 

X ~X 
n 

•ntonc•• extsi.e una -..b•W:esión <X~>k~ ·c1e lcz s..C:••tón de va-
riable• czleet. tort<ZS <X } 00 tal ~'""• · -i 

n n=i ... -. 

c .... x. 

C090 convergencia caíii •egura nos dice cual es el compor-' · 
~a•ien~o de la sucesión de variables alea~orias <X > 00 y 

n n=t. 
convergencia en probabilidad nos dice cual es el .c09por~a•ien-

~o de la ·sucesión de runciones de dist.ribución <F > 00
, dado 

Xn n=t. 
el ~ore.a s • .1. • .1., in~ui~iva.en~e ~eneMOs que si la •ucesión 
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<Xn>n':a se co.port.a bien. en el -nt.ido de. que la· sucesión. 
con ver ja. ent.onces la sucesión <F xn > n':a t.a•bién convergerá; 

sin embargo• si la sucesión <F xn> n':a converge. no hav garant.ía 

de que la sucesión <Xn>n':a t.a•bién converja. 

9.2. Relaaióa eat.re aoaverceaaia ea probabilidad y aoavercea

aia ea di.t.rib9aióa 

Teor- s.2 • .t s.a <Xn>n':a una ·.suc•st'.ón da vczriabt•s ai"•ato

rtas. En ••tas condicion.s, si 

X ~X 
n 

X ~X. 
n 

.. 
Obvi-nt.e. e9t.e t.eorema implica que convergencia en d.is

t.ribución e• llá8 difbil que convergencia en probabilidad Cv. por 
lo t.ant.o. t.a.bién que convergencia ca.i -cura>. •in -barco, 
en el e990en el que la· variattlé aleat.oria.X -a. degenel'ada, 
los doe t.iPo. d~ c:Onvercencia l.on eéauivalent.etíi. 

X ~X· 
n ~ .. .Ú• F Cd 

ft~ .Xn . 
·{. •i :ic. <e 

•i ilc i'!: c. 

o 
1 

EÍa :'Pflel'al• •.1· hec:hc:> de que .úna. 8Uceei6n de variabl
' aleaté>rtu · cónverJa en di8t.ribuci6n no n09 .,;inda -vol:- inf'oi'-. 
-cidn acerca.del 'c:O..,or~•ient.O U•it.e de la. 9uc-i~de va
riabln. aleat.oriú~ •ill emberce> ........ ef'ec:t:o. de -toe t.rabaJo~ 
'é9t.o ~º n~ arect:a. cleb.id~ a ciue a n080t.r.o. lo que 
nos va a int.e~r - el compoi-t.a.ient.o U•it.cÍt .de 1-

PC<l.I) ""' o .1 X" <w :S :o:>> 
•• que el c011POrt.a.ient.o lí•it.e de 1- recl- de COl'l'e9PC>n
dencia de la• variabl- aleat.ori.. X . 

n 
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4. PUICIPALE8 RElllLTAD08 DE LOS DIFEREllJTES TIPOS DE COIVER

· GEICIA 

Se~n. <X· ) ati una sucesión d.e variables aleat.orias V (a. > "' v 
n n=I. n n=t. 

(bn>n::• ·dos &Ucesiones·~e nú•eros reales. Defina•os una nueva 
sucesión de variables aleat.orias <Yn>n:'a de tal rorma que: 

V n e IN y 
n. b 

n 

a. 
n 

Los result.ados que veremos a cont.inuación se rerieren a la 
convergencia de est.a nueva sucesión de variables 

En general. nos·int.ere91a saber plira qué sucesiones 

aleat.orias. 

<a.n>n:'a V 

(bn}n:'a v qué condiciones debe cu•plir la sucesión <Yn>n':a pa

ra que ót.a converja. Est.a. re911lt.ados los pod- c1-iricar 

en t.res grupos. dei>endienc:lo bajo que t.ipo de convergencia. la 
1S11cesión <Y > 00 converja. Así. si dicha sucesión converge· a 

·. n· n=t. . · ·.. · 
cera en p:l'Obabilidad o c.s~ -Curwnt.e, obt.enetiio9 respect.iva-
.éni.e 1- •Ícuient.e. ra111:i.Üat11 ci11 ~1t.ac1o9: .. · · 

·--· --·-···~-~-~ 
la~ i.•:;,; DCff>n--0: C;Mo.~ ~º.~~oi-mÜ:lAt.P ~~ro• 

v la '-·~·Fwrt• d. .109 orcznd.•·.~ro• 
. ··. .. .. ' . . 

v. illi al t.ipo de c:Onverpncia ~l ~e ~08 ref'eru.o9, - la. c:on
vergencha ·, ea· ci~r~ci6n, en .1 c:Uo part.i~l..r en 91 q¡¡'_, i,a 
~~i6n el~ vuiabl~ aleaf.oriu {'y. j. ~ C:Onv•rée • una -varia-

- .. -· ·:~ . . .. n n-& . __ . " 
ble .aleat.oria no .... 1 est.andar,. obt.en- uno de 109 result.ad09 · 
-'e U.port.ant.e. de la. teoría de pr0babilidad, ~l T.a.r.ma ct.1 
Li,.\tt• C•ntrat; 

Si. la •ucesidn de vartabl-.. aleat.ori- <Y n) n::a converge e~. 
dist.ribucidn a una variable aleat.oria que no •ea una normal 

estándar, ent.onces obt.enemos el .conJunt.o de . re1S11lt.ados 11 .. a
dos problemas ·del . LCrn.i. t• No c .. ntra.L Sin· e•bargo, por el· 

mo-nt.o, nosot.r09· n09 ocuparemos única-nt.e del T.ar•111a ct.l 
Lúro.i.t• C••Üra.l. 
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4.1. La·1ey débil. de l.- e-•-••--
Détiaicióa 4 .. 1~ 1 Sea <X > "° una euce•ión de variables· al•a-

t t.=I. -
t.orias. Deci- que la •uc••ión. <X¡_>,:'~ sati.s/ac• ta L•y · Dffbi.l 

de tos Graru::t.s Húmeros Gen.erat izada. si ·exist.en dos suc-iones 

de números reales <a1.>1.':1. v {b1.>1.':1. t.ales que cuando el número 
n. t.iende a intinit.o: 

n 
1: . x1. 

i.= t ~o. 

Sin embargo, nosot.ros solaMent.e analizaremt0s e1 caso par.;.. 

t.icu1ar en el que: 

a • 
n 

n 

1: ECXL> 
t=t.· 

V b - n. • n 

líef'ildai.óa·.4.1.2 La •ue••i.6n. 
0

<lf> co ~ uari.abl•• al.ato.,. 
-. - ··-"' ·-· ·. ,- - . - i. i=t.. ." 

rt09··•att•fac• ta L•Y ·Dlib·.: l ·• tos Gran.dcts: Húme.ro,,. si cuando ·n: 
~i.~d• ~ tt.ri11i~: 

-
1i• P(<co. o n-

n 
E 

. i.st. 
X: 
·~ 

~ n 1 
n 1: x.cco> - ñ 

i.•& 

n 

1: 
La& 

ECXL>, 1 > e)) • O 

A. cont.inuación, ver- algun09 re.u1t.ad09 que n09 dicen' 

bajo que condiciones una suc-ión de variable• aleat..orias 
-t.istace la L•y Dftbi. l a lo• Graru:t.• ~ro•. 

Teor- de lliat.alliae 4.1.2 S.a <X¡,>1,':'.. una •'tic••ión. 
a uariabl•• at.atorias tru:t.1>9ndt•n.t•• • i.de>n.ti.camen.t• di•trt..,. 
bu(das con. ••1>9ra~a ftn.tta, •ntonc•• 
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scit isfac• ta L•Y ~i t de· tos Grczndt>s Húmeros. 

Vale.la pena recordai- que·si dos variables aleat.orias .t.ie

nen ·1a .~ .. dt.t.ribución, .•us· -nt.os. ser'n iguales.. Ent.on
ces; .en est.e ca90 t.enemos que: 

V n e IN ECX ) • e < co 
n 

por lo que la. sucesión <X1.>1.':i: sat.isf'acerá la Ley 1'9btt de tos 

Grandes ,.,..,,,..ros si: 

li• P({t4 E 0 1 k E XI. Cw) - e 1 ) &}) • 0 
n•GO i.=t. 

Ahora bien¡ si quit.a- la hipót.esis de que 1- variables 

áleat.ori- se dt.t.ribuvan ident.icament.e, pero 1- ped1- que 
sean de varianza unif'Or9e9eDt.e acot.ada, obt.en- el t.eor
que enunciamo11 a cont.inuación y que recibe el nombre de L•Y 

D9b.t. t de tos Grandes >n-ros de Tclwbyscheu • 

. Teo- 4.t .• 4 St. <X1.>1.C:a •• una suc••t.Ón de · vart.abt•• 
czt~tortm i'lidepoóndt•n:es y ·a 1.1czrtaN!la untfor:-..,,_t9 acotada, 

- decir, •i exist.e un ndmiero real H. t.al que: 

' ' ' 

~tone•• t'cz suc•9t.ón °<X ) • ~ · •cztt•fac.• 
Gr~·. ~ro•.· · l i.••.: 

ta L•y Dlbú tlit tos. 

LO• · •J.cuient.es · dos result.ad09 son C-0. par-.iculares del 

t.eoz-ema 4.t.4 

Corolario 4.t.8 <Ley D<libU. •• 1- Gr_d_ 11'-r- de .. .-. 
ao•ll.i) Sea n •t n,:¡;,_rode ociw-r•~ia. d. un ~nto A •n n A . . 

r•ali•aciones tndep.ndt•nt•• de un experimanto, •ntonces cuan-

do n tiende a infintto: 

n --·-n PCA> ~O. 
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Def'.iai.aióa .t.1.6 .Def'in~ la variable aleat.oria x, COllO; 

X _; { .... 
i. -o 

ei. el evenlo A ocurri.6 en· lea L-4ai..ma. r9citi.2_aci.dn: 
•i. el evento A no ocurri.6 en lo i.-4•i.ma.· recsli.sa.cl6n 

v consideremos que si O S P;, S 1 

PCX;, • 1) • P;, V PCX;, • 0) • 1 - P;, 

ent.onces decimos que x, es una 'Uariabl• al•atorta S.rnoul l.: 

con parámet.ro P;, • 

Dada la def'inición .t.1.6 t.endremos que: 

n 

E X. n. 
i.=I. • A -n. n. 

v ·de. e8t.a f'o:rma, pod~ expre9al" est.e corol!ll"io t.a.b.i~n de 
la •iCUient.e f'orma: 

5-GI a:¡~.:-•. ..ma.-••t6n. • .vcU-tabl•• cal-tortas tnm,,.n
c:ft.n.t•9 'e'. tclAmttc:aiWnt• Cf(•tr~bu(dí:UI C:OMO u1i<z tiaz'tabl• Gl-to-' 

r.:a Bernoullt ·c:on.·~.tro p. 9ntonc•• 

·n., 

E x, 
••• .;.p~O 

n» 

- decir, cPie ia 1Ncesión <X,>,:'. -t.blf'ace le · l.9)1 Olibtt · d9 

lo• Grande• .. "'-rt>•· 

El •ieuient.e result.ado ea un paco •• general que e1.: . ant.e
rior. 

Corolario .t.1.'1 CLey D<ibil •e 1- Or_d_ 111Í_r_ de Poi

-a> s.a PL la probdbi ltdad. • q1.19 ocurra . un 9'U•nto A. •n. la 

t-••t111a r-l(•ac:i6n. et. n •n.sa~o• tnd91»ndt•nt••· •nton.c:•• •t n 
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1\ 
A 

1\. 
--.-!.._ o· 

dorui. n,. •stá da/inicia. c~mo en el Corolario 4.1.6 • 

Realizando el •i..o razona•ient.o que en el result..ado ant.e
rior. es~e corolario t.a•bi"n lo podellOS expresar como sigue: 

S.a <XL}L':& una s1JCesi6n. de uariables aleatorias tndepen

di•n.tes tal que para todO n.W...ro natural t, la variabf;,. al•a

toria XL es una uariabt• at•atoria Bern.oulli con. paráinatro pl, 

en.ton.ces e~ n. t i•nct. a 'tn.fini to: 

n 

E 
t:t. 

- ~ecir. que la .uc-i6n 
to•Gr ........ -~ros: 

o 
n. 

. .a.· 

. Si dffe.-,_ t.ulbi..Sn ·. qqitAr le hip6t.e9t. d9. que lÜ varia-
. bl- aleat.óri.U ... n indeP.ndient.es. la· C::o~dictcSI\ .uf'ici.ent.e 

que neeesibmo. para que la suc-i6n .Sat.isf'aca .la L•.; Nbtl dA. ··· 
lo• GrGnct.• MMwro•, - la da el siguient.e t.eo~:· 

T.0...-.· 4.1~.8 Una. ·-. ••tó~ ~ UCl.Í'iabl•• al-to.rt-. • <X> CID . L. i.:& 

•at i•fac•' la L•Y o.ibt t clA. lo• Granct.• . ~ro• · .•i cuan.do n. 

i t•n..a.. a tnftn.t to: 

Est.a condición recibe el nombre de Condición de Karkov. 
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Por·· •Ut.i.io, pr .. s•!mt.11- .. 1 t.eoreMa de Kol111ogorov que nos 

da •ma condición n"".ce•ari" ·11 11n11'icient.e para que uraa sucesión 
de variables· aleat.oria• arbit.raria •at.isf'aca la L<~y Dfibi. t de 

tos Gran.d•s .'HúmnroS. 

Teorm 4,t.9 La .1.1e ... .:6n de 1'art:abl•• al.~tor.:cui <X,.>1.':. 
so:it i•fa.c• la L•Y ~b.: l "- lo• Grandes Húmeros._ :si y sota.111APnte 

sl cuando n. t1:•nd• a Ln./íntto: 

Derialáióa .¡.2 • .i. Sea . <X > 00 una ~éeeiCsn de ya~iable9 ~1.;~ 
~ .. ~_.~ .~!liiO..q~· _1~---~;;:ón. ª•>1.":.- •a,i.•T<x.., l(ll i,•~-- F-~r.-c · 
&•·.d.; to• · OrGnci.9. HÚM9ro• ·~ralt.itada '. •1' exut.en da. ~ 
--i~e~ de ndllia~.--~eale• <a;.>1.:'a V (~i. >1.:'t t:iaín que c:Uando el.· 
n\illero n t.iende • é~nrinito: • .. 

- a L 
o 

b 
n 

Al igual que en' ta eec:ción an_t.erior, pi-esent.e.-- sola
lllent.e el caso en.el que: 

"In e IN·· a 
n 

32 

ECX.> 
L 

V b. • n 
n 



Detiaiaióa 4.2.2 .La suc•sión <JCi)i~a da uariObl•s al•ato

rias satis/ar.:• la Ley F-u..rt• da los Grand.s ~rf:?S si cuando 
n t.iende. a int'init.o: 

n n 

E x, 
i. = t 

E 
i.=t. 

E<X.>. 
L 

o 
n 

n X1.«.o> ECX. > 1 
P(<w e Cll3r ~ 1 • VN e IN, 3n. ~ H f !:--=-----·-•=-. f ~ r» • O 

i.=• n 

V•-: ahora. bajo que condicion- una -ceai6n de varia
bl- aleat.ori- -t.i8race -t.. Ley. 

Teo- •• IColmoprov 4.2.8 Una condtctón ...c•.•arta y 

· 8'&/tctent• para q'- una 8'.!Ce•tón da vartabl•• aleatort- tnct.:.. 

~rwtt~nt•• • :·tdenttc-nt•. dt•trtbuídd. •att•/qa la L•y · F;_rt• dii. l;;~:Grcír\de•~r¡,•·-. la ;..~t•t.ncta • 1C..••1»r~~ 
C~l'demoiS que.como las :variables aleat.oi-ias. se dist.r.ibuven 
id~t.ic:Ment.e~ ent.on~ t.oda9 t.endró la •i..a · 89Pel'•->. -

.. cl~ir. que ii.1 cv .. :-... una .--.i6n .de .. vu.Ü.bl- •.1-t.oria. 
·t..a1 ..... 

ECX.> •e <. 
L 

1 n 
E X. - e ...E..:....!..: O • 

n i.cl. ·" 

Teo-- 4.2.4 Seoa·<Xl.>i':a una suc•sión.d• uartabl•s .alÓ.a
torta. tNt.,,,.ndtent•• y de uartc:znsa /tnt ta. E'•t.a .UCe•tón 
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•CÍt tsfax::e la L•'ll F,_rt• da lo• Granct.• Númaro•. . .: la stpt•n-

t• ••rte: 
CIO 1 
E ,.z 

VarCX.> 
n=• • 

Corol.-io o1.2.B s.a · <X1.>1.'.:'a una SÚC••ión. et. uartabl•• 

aleatorta.s tnct.pendt•n.tes y a. uartanacz untfor--nt• ax::otada, 

- decir.· que exi.t.e. un nllmero :real H t.al que para t.odo n.i.ero 
t: VarCXI.> :$ H • •n.tonc•• la •uc••tón <X.>.«> •at tsfae• la Ley 

'- L=A 
F,_rt• a. lo• Grandes ~ro•. 

ne• 
con 

E8t.e '1lt.i110 re8Ult.ado n08 perwit.e af'i:rmiar que la• .uce•io-
de variabl- aleat.oria• independient.e. <XI.·>.«> v <Y >1.ao . 

' L: A l : A 
di8t.ribucion- Bernoul l t con par'9et.:ro p v Ber1IO\Al l t con 

par"-et.:ro Pi ~iv-nt.e, <ver corolari09· 4 • .t.B v 4 • .t.6> 
t.uabitfn· -t.i8f'acen la L•y F,_rt• da lo• Grande• NÚ/fwro•. 

Teolte9a 4.2.6 Una· -••i6n. a. vctrtabl•• · al-tort- arbt- .. · 

tr~.:.Z sa.tt~F~• ta L9y FwZ.ce.• lo• o~ NúMro•~ .st para 

tOdo .. núiwro "!Zt'W'ctl r. lct .'•eit•: ... 

Evident.ellíent.e, .•i una 8UCfflidn de vartable. •1-t.ori•• -
t.iarace la L•ll .,: • .:,. ·~ l~• Grcincr.• Ht-r~;.. t..i.bitfn -t.i8f'a
ce. la L•y Doibtr. ü lo• Grand.• Húitwro• • . dado ·que convercencia 
ca•i •ecura i•Plica convercencia en p:rób8bildad <ver t.eorema 
s • .t • .t>~ 



'•ª• Teo- de1 l..íai.t.e aeat.lr'a1 

Deriaiaióa 4.3.1 Decimos que · ta suc•sión de variables 

aLl!PQtorids <Xi.>i.:'a t !•ne ta propiedad del L (mi te C&ntrat. si 
exiist.en dos ISUc-iones die númerO.!ii. reales <ai. >i.:'a V {bi..>i.:'a t.a
les que si: 

Y n e IN y 
n b 

n 

ent.onces cuando n t.iende a inrinit.o: 

F <x> 
Yn ( 2 

(2n)-&/Z .-y /Z d}f 

_.,., 
e9 decir. que: 

y~ y 
n 

donde Y e9·una. variable aleat.oria normal con lledia cel'O v va
zii.- anit.arta·C:-a variable aleat.oria normal . ..t.andar>. ·Aqu1 
pl"elilen..._ . 9610 el ca90 part.i~1ar en el que !U .Uce8io
de nd'llleros reales. <a·>.• · v (b > .• ·t.ienen le s,icuient.e t'o...a: 

L ··1.=& i- i.~S 

y"· .. ·.a 
" 

" •;J: 
i.. = •· 

E<X.>-• ( 
¡., . - ·1&/Z. 

b,. • ·. J: Var<X;.>. 
. -t.=•· .> 

lo cual parece ·.,...,ut.e ~at.ural.. en .virt.ud_ de que: 
. ,.- . . 

Y :n ·•IN. E<Y) •O n . V Var<Y > • 1 
n 

v de e•t.aronia.t.endr- que.cuando n.t.iende a ilirinit.o: 

" . . ' 
· J: cx1r - E<X1r» 
le=• .. D y 

donde Y es una valr'iable aleat.oria normal est.andar. 
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De l'toiv:r-e v Laplece z-esolvieron el ceso en el que la •uce
si6n <X.>."° es una auce•idn de variablee eleet.oriás indepen~ 

- '. . .. .. \. \.=A ' 
···dient.es e idenUca11ent.e d~ribu.Cd- con diat.ribuc;ión Bernou-

lli con perámet.ro p. 6-t.e i'ue el. pruiei.- re.ult.ado. el que - le 
dió el nO.bre de Teor•lll<X c.t.t L ún.i te Cen.trat. 

ve- ahore. bajo que crit.erios une auce.ión de variebl
aleat.ori.. cu.ple con la propiedad del Lí•it.e Cent.ral. 

El primer ~re.a que enunciUK>S. n09 brindar4 un c:Onjunt.o 
de condiciones necesarias v sut"icient.ea pera que una sucesión 
de veJ-iabl- eleat.ori.. independient.- toenga la propiedad -n
cionede. 

Teor- ·~ Liade .. :R-s-Fell.ell' 4.9.2 La •uc••tón <X,>,~.. de 

uariabl•• a.leatortas tndependi•n.t•• con ••peranso. µn y uarian-' 

- ,,z respectt'.'UaMnt•. tt'.•ne la proptedod ct.1 Líat'.t• C•ntral. y n . . . 

~: 

.donde 

Sin embareo. e9t.e t.eo..- no·- -ncillo de aplicar. poi' 
lo cual a cont.inuación •illpl911ent.e dal"e909 aicun.. condicion-
8'it"iciente.í. 

Teo:r- · •• Li. ... liov <1.s.s · s.a · <X,>,:' a una •uc:••t'.ón de

úariObl•• al-tort'.- tnct.pendi•n.t••· tal q._ paro. todo n'ÚIÍWro 



natural .n. existe un n\ím.eoro r positivo para el_citat: 

ECIX - ¡i 12 •r> 
. k k 

existe. En estas condiciones si: 

z 
ª· L )

-C:I. + y/z) n 

I EC 
k=t. 

Teore.a 4.9.4 s.a <X1.>1.':1. una •"UCe.stón da variables alea
toria. i~pendient•• e identic....,.nte di•tribu~das con fv:ru:ión 

c:te·dts.trib'UCión Fx y •ea: 

ECX> • µ 

entone•• la SUC:e•ión 

céfttZ:at. 

Vn • .. 

y 

y .• 
n 

O < Var<X> • ~ < ao 

n 

·E XL.- "" ·L•Á. 

D. y 

·dondé Y - una ·variiible aleat.oria norilal -t.andar~ 

ií ... it• 

''· .J, 



. . . 

s. O'l'R08 E.JEMIL08 _ DE COllVEREllcIA Ell Dill'l'ltJ:8•CIOll _,·,i 

Hast.a el llO.ent.o s6lo het909 analizado el caso en el que la 

sucesión de variabletJ aleat.orias <Yn>n~• definida ca.o: 

Y n e IN 

converge en d~ribuci6n. 

y -n b 
n 

a 
n 

Sin embargo, exis~n •ucha• ot.ras .Ucesiones de variabl

alea~rias ·para 1- cuales no .ol-nt.e t.iene -nt.ido,· •ino 
una gran iaport.ancia el saber a. donde convergen en d~ribu

ci6n. Vea.o• Un per de ejemplos.· 

s • .1.. Co•..,.!'C!•aia de l.• ..édi.-
.... ,,.. . :· 

~ , eo-id~....;.: i.,. n vari.t>i- ale.i~'"i• XL'" d9r,mi..U en ·· 
.el_ .. párraf'o .t.6. .,), que reciben el nOllbre de E•tGdíisÜca.. et. 

·_;orct.n,. 

hl'.iáiaióa .... s.f la f'Úncidn y . éleftftida dei eonJU"t.o n 
- . .. . .. . . -~ ~-

al ·conjunw· de la. ndmera. real- IR. - t.al ciue: . 

"' w • n. "' .: • tt. 2.- •••• c¡.it v 

"' .J • u¡.i +. 1, c¡.i + :a ••••• nt 

Xt:nCi.>> !S Yn<•> !S Xj:nCw> 

e• decir, que el valor Y Cw> es aquel valor para el cual exis-. n . . . . 

t.en t.ant.os. valore• -'• chico• ca.o a&s grande• que él de lo& n 

valores Xt:nCw> C Y"Cc,:,) - el valor in"l'lledio), ent.once• la 
función Yn'· que a •U V- ~bi-'n - variable al-t.oria,. recibe 
el n011bre de. IMdtana. 
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Sea. <Y > 00 una .uce•ión de vai:-iables aleat.orias donde n n=s · 
J)ai:-a t.odo nú.iei:-o·nat.ui:-al n, la f'unción Y" i:-epresent.e la Media-
na. ent.onces si Y ~ Y, t.endríalilos que: n 

'11 » 4! ~Fv' 
· Ú• PC<w '5 O· 1 Y"<<.>> ·f. y)) • PC<w e O 1 Y<w> ~ v» • F v<v> 

n .. CID 

y así, pai:-a n su~icient.e•ent.e gi:-ande podi:-íamos conocer con que 
probabilidad ia •it.ad de los valores <X•:n>n':._ son •enores que 
un ciei:-t.o valor i:-eal v . 

Sea <Xn>n:'a una sucesión de variables aleat.oi:-ias. Ahora. con
.· sidei:-emos la sucesión de.vai:-iables. aleat.orias <2n>n:a donde: 

'11 w e O. '11 n e IH 

ent.onces si 2~· --.!!...-. 2 • podr.í- conocer con que probabili
. dad t.odotS 1«>9 .valore• xn (w) •on -nores que un ciei:-t.o nd-ro 
.reel ~e n .Uf'icient.e.ent.e cr-de. 

A· cont.inueción. expond..- porque noe puede int.ereser 
..t>er •i la. Ác:esión de v ... iül- al-t.ori- <2 > • converse 

· n n=& 
. , en diSt.ribué:ión o no. 

Exiiiit.en una eren C.nt.idad de pi:-o~¡~s. en donde al i:-eeli-
zar una se~ie de obllervecion- (o medicion .. >. le isolución de 
dichos pi:-obl-• quede dáda en t.lfrminos de lOtlli valores ext.r
- .obsei:-vados; expre•ado de ot.ra f'orMa~ •i 

represent.an ·la• ob8ervacion-. ent.onces la 
ble•a est.ai:-á dada en t.ér•inos de 2 o de W 

n n 

'11 ne IN 

solución del 
donde: 

pro-



" 

VeallOS alcunos ejemplos. 

s.2.~. Iace•i••ía Civil 

Deseamos saber a que alt.ura - debe const.ruir un dique 
para evit.ar que •e d-bOrde el agua de un det.erminado río. Po
dríamos medir el nivel del agua diariament.e durant.e un ciert.o. 
periodo. •in embargo. no pode908 saber ca.o se va a comPort.ar 
el nivel del agua en el f'ut.uro, ent.onc- para nosot.ros est.e 
coiaport.a.ient.o _r, aleat.orio. A9í, •i Por ejemplo. X¡ .- la . 

·variable aleatoria que represent.a el nivel del agua el t-cf9imo 
día de 109 pr6xU.O. cinmaent.a alios, ent.onc- la alt.ura del di
que deber' -r .-vor al Axilto nivel que alcance el río en los 
pr6ximo9 cincuent.a· alio.. De -U f'o..a. nos pregunt.aríamos, 
Por la probabilidad 

P(Z ~ ca) 
n .. · 

donde ·e1 ndmero ca -ría la alt.ura .del dique y 

. . :· .... . .. -
- . . ) . 

Ahora. 8UPonc..0. que que-- ut.ilimár elrío como f'uent.e 
· de energía. ED ~ caeo, ..t.arí- int.e....adO. en ..t>er que 

t.ant.o · baJar' el nivel· .del río,· -í. no9 t.endríe.c,. que pregun
. t.ar por la p~babÚidad. · 

P(Vn > a.) 
donde 

V habría que -pecif'icar el valor del nd-ro cz, que repr-en-

&O 



t.aría el. ni.vel del río •ínitmo requerido. 

Si t.uviér.- un -t.ftrial absolut.aMent.e b090geneo. ést.e se 
rampería bajo pre8i.ón según una lev det.el'!Biníst.ica. Sin ei.bar-" 

go. no exist.e un -t.erial abllolut.a.ent.e h090geneo. De hecho. 
la experiencia·en ingeniería de.uest.ra que 11tat.eriales produci
dos. bajo los •is.os procedimient.os se rompen de -nera di8t.in

t.a. E.t.o se debe a que cada punt.o o al menos cada área pequelia 
t.iene una ·resist.encia aleat.oria v de est.a rorma, la ruel:'Za que 

- nece•it.a para r09per el -t.erial, variará de punt.o a punt.o. 
Evident.eiient.e, el punt.o llá9 débil det.el'l9inará la re8ist.encia 

de t.odo el -t.erial. 

Por eje91plo. -PonC..0. que t.eDao. -• ho.ja de -t.al Hc:
t.enculai.' v que :::..a··dividillO. en n.z part.es .ic-1-. dividiencio 
cada · tado ·en n. .,.¡.tA,. ·· tcu;.1-. Sea XJ la f'uerza de -.i.8t,encia 
de la j-491- peJ't.e. C- la ho.ja' 9e ro.peri en el -nt.o en 

ei que lie ~- una de ...., ~· ·1a "'9 dAil. la f'uel'Sa de 
reeilld.encia

0

de t.oda. la hoja ....... ,_dada por: 

V .. ;. •iri<X • X • ·~ •• , X »~ ·· 
;n . &: z n 

. . 

Ob9ervftl<J9 que·ent.re mú crande •ea el ndmero de part.es en 

1- que di.vid- cada lado,·pOd~_ localizar con -vor. ~.Pre
cisión el punt.o · o· el área M8 dcfbil. 

6.2.s. Falla de eq•ipo 

Supongamos que quere909 det.erMinar el período de garant.ía 
de una •áquina que talla en el IM>llent.o en el cual, alguna de 
las piezas que la cOMpone~ talla. Si nos pregunt.amos por el 
t.i-po que t.aa-da en tallar· ia lláquina, e• decir, el t.ie•po que 
t.arda en ra11 ... una de'· lAa · n. pi-• que co-t.it.uven la !Niqui-

•t 



na .• el probl- se_ reduce a pregunt.arnos por el t.i-po que 
t.arda en rallar_. la pieüi 9's doibil. Represent.e.oa el . t.iwpo 
que t.al'da en t'allar la ·t-.étS.illla piema con .. XL, ent.Onc- para 
r-esolver el proble-, .ba•t.aría con con0cer cotiio· - comport.a la 
probabilidad 

P(V > a) 
n 

donde 

Ahora. -pone- que la -5quina recauiei-9 'de' -nt.eni9i-t.o 
cada det.eniin~do período de t.iempo y que t.ocl- - pi .... pue
den ·recibir -rvicio •imult.ene-nt.e. Si no• PJ'eC'lllt.allos . por 
el t.iMIPO en cpae -la Ñquina recibe -t.enillient.o. ,,..... ciueda 

· c1et.eftiinado ~ por aquell~ i>ieA qqe réqui9rá el 9ervicio -. • 
. iar~;; De fft,e r~. •i XL repre:Sent.a el t.~ ~· ilervicio 

: dlt' la · t11ima pi..a~ el ca.Port.elit:lent.o del t.i-PO ele ii.nt;eni
.Íllientoo d. lá ..... iba ..t..r1a declO por ia probabilidad · 

:-·,,. 

..... X > • n 

Si el n .... i-o ':', - .. y pende. t.e....r..o. una ~ina. corá
t.it.ufda por - eran ndliero' de pi-.. 

Muchos product.08 agrícol- sólo pueden •er producido• bajo 
. ciert.a• caract.eríst.icas cli .. t.olcScica•. J>Or ejellplo.~ requie~en 

de .una t..MIP8J'•t.ura y de. una cant.idad de lluvia •fnillas. Ll...-" 



·.·: 

:··· 

.... -· 

aos a X. la t.emperatura Ccant.idad- de· lluvia> del t-ésillo dfa 
. L . 

en una det.er.inada zona, ent.onces X. serf·a· una variable alea-
. . L 

· t.ol"ia, debido ·a.~ue• no. satMt.os con exact.it.ud que valor· t;omará . 
... f. para decidir ·•i •e puede cult.ivar una 'nueva plant.a. en 

dicha zona, necesit.arfa- conocer el valor de la probabilidad· 

PCV > a) 
n 

donde 

De igual f'onia, como nec::esit.allOS conocer las caract.erfst.i'
cas clil.at.o.ldglc:as ain~. t.aabi4'n· nos_ int.ere- conocer las 

· cara~erfst.icas cli198t.ol6gic::as úxiaa•. en virt.ud de que si la 

t.emperat.ura au.ent.a •ucho o •i llueve ci-siado, la cos8cha se 
echará .a perder. Por lo t.ant.o. t.aabi4'n nece•it.aao• conocer la 

· probabilidad 

P<Z,. ·~-a) 

donde 
. . 

· Z • liax<X , X , •· •• , X ·> • 
" . . . ·& ..... z " 

El n~:..O a ~o ~dri~ Cl1Ht.·d•t...;.¡1nar. n_,t.-. ciepftdiendo 
·de Ía pla~t.a ~ue H vaya a·~1i1var. 

L.a cont.a•inacidn en el aire - expr- en Wl'ÍÍ.U.0. de la 
proporción de un cont.a•inant.e eispecff'ico en el aire y general

-nt.e est.a proporción - .•ide en int.ervalos de t.ieapo igual
Cpor ejemplo cada cinco •inut.os>. Obvia-nt.e, d-eeaos que 
la proporción· de cont.a•inant.e no sobrepase un ciert.o. l.f•it.e b, 

que podría llegar a ser aort.al. 

&9 



Así. si llama- a X la proporción de cont.-inante en el 
L· 

i:-ésimo int.ervalo de tie.po, ent.onces -rá suf'icient.e con que .. 
analice90S·CO.O .se comporta 

Zn • max<Xa• X
2 
••••• Xn> 

e• decir. la probabilidad 

PCZ ~ b). 
n 

s.2.6. Eaoao.:ía 

SUpé>nc..,_ que un individuo t.rabaja •iempre ocho hor-
- ,; di•l"i- y dependiendo de l• cant.idad de t.rebaJo que baya. t.re-

. baja un ciert.o ndmero de· hor- ext.r-. Si sol-nt.e trabajare 
ocho hor-. su sueldo .. nsual ..t.ar.(e t.ot.elaent.e det.erminedo, 
pero dedo que trebeja bor- ext.r- y en no sabe cu-tes traba
jará en un.-. 41. co-idere. que isa sueldo .ensuel - COlllM)r~ _ 
eleet.orieÍllenf.e. v ..U int.e.....ado · en · Rber •i Í>or lo -009 
óbt.e~ · - c:MticMid s _ de diiloero __ ......._i-.n:._. <-yoJ.. q-
1e cenÚdact que Nc:ib9 ..Slo por C>C:bo hor->~ 

' . 

Sl_ .. ~lerrtl9:a, X\ ~l ndrel'O ~ ~r- que trabaja el -indivi
• ; duo ei: , .... ilmo.'CÍfa'del --~ ent.oDceti lá 'cánt.i~ s de dinero. 

i-. :.M>vá ~ni:b.er a par~~¡; d• : lt.V,:_ • donde ei ndrero 1t. - el 
irp0rt.e de lo que recibe por.cada'bore de t.rabeJo v 

l>or lo .._t.o, iH de9ee conocer coro - -porte le probabili
dad 

suponiendo que el - tiene treinta dí••· 

· .. · .. 



Supongall<>B que en un banco se ~iene una línea de espera v 
r ca.ja9de Servicio; En.el ~n~o.en el que se desocupa una 
_e:;aja, .>a-. un clienf.e. Sabe.os que se pueden a~ender ).. núHro 

· de clientes por hora, pe:D!o como el nú-ro de clien~ que 11-
gan a la cola en cada hora no es rijo, deseamos averiguar si 
el nlbtero de ca.ja9 que se ~ienen en servicio son suricien~es o 

no. · Llame9K>s a· Xi el nli-ro de clien~es que lleCan al banco 
en~re la .ct-1>.;.&i.ma v la t-&ima hora. En~onces, para saber 

si las r cájas que se ~ienen en servicio son suricien~es • 

. necesi~aría110s es~udiar si•pl-n~e como se coiapor~ la proba

bilidad 

donde 

o bien si quere909 sa1>er si pode11DS prescindir d~ una o varia. 

de las r caj8., habría que conocer 

donde_ 

u.z.e. ..._.. .... 

En 11\1-~reo. - realisan una: •erie •uv grande de oa.erva~ 
ciones v por fo general, i!Ís lllpor~nt.e saber que t.an pequella o -

grande será la -cni~ud de _dichas observacion-. es decir,. 9i 
x, es la -cni~ud de la t-481- observación, se d-ea conocer: 

W • •in<X , X , ••• , X > 
n . t. z n· 

'V 
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Z • •ax<X • X •...• X> . 
n t. z n 

Despu~ de que t.-· 1a •u-t.ra. é•t.a la ut.ili.saMD9. para 
calcular est.i•adores de la• caract.eri•t.icas de aquello que 
hayamos observado v quel'elllÍos que ést.os isean lo iaá• exact.o• PQ-. 

•ibl-. de aquí que nos int.ere9e analizar el -t.imador •ini.'90 
V el iaáxi.o • 

. son variabl- aleat.ori-. ent.onces Zn y Vn t...bién -rlin 
variabl .. aleat.oria8 Cver propiedad.. de variabl.. aleat.orta. 
1•6•<>· > y por lo t.ant.o. pod-- hablar de que 1- variabl .. 

· Zn v Vn t.omen un ciert.o con.junt.o de valore9 sólo en t.érminos 
probabili.t.icos. Así. en .t.odos los probl- plant.eada.. e:st.á
.,__,. int.eresadOl!ll en .co-r. !U probabiU.dad-

EDt.on-. clect.. ~ coadlCioDe9 0 lo qué - p9t.aria encoft-

. t.2-U' . o ep..ÓXmar •. .o. 1- runc:.Í.0De9 de d.úst;rib~C:i6n H · ,, ' 'L 
corMSÍ>Ondi•d ... • · i- vari.1>1 .. •l-tOK-:1:- Zn y v,. . ~i: .. 

·. ,;..-.at.e • .- ciecir: 

B C=c> • P(Z S ·~ 
n ·n 

y 

pare lo cual~ .en principio. t.endri- clue encont.rer 1- run
ci~nH de di9t.ribuci6n de 1- variabl- a1.at.ol-ta. 

x&. x •••••• xn 

y a part.i.l' de ~. encont.r•r l.. f'uncion.. de di.t.ribución de 
1- variabl .. aleat.ori- Zn v Vn. Pero. not.e.os que en t.odo• 
los e.je91plos. el ndmlero de o~rvacion•• .. •uv crande. por 
lo cual el probl- de encont.rar l.. t'uncion.. H y L puede 

· n n 



dif'icult;aree .. Sin -barco, si las sucesiones de variables 
aleat.ori'.s <2 > '"' y <W > '"' convergen en dist.ribución a las 

, · . n n=• n n=t. ·· 
variable8 aleat.ori .. Z y W con runciones de dist.ribución H v L 
re91péctiv-1Ít.e, a part.ir de ést... podl'.íaaos aproxi•ar las 

Pl'Obabilidadn 

y PCW ~x). 
n 

Hagamos un pequefto parént.esis. 

Por lo general, el comport.a•ient.o de cualquier sucesión de 

variables aleat.ol'i- <X >'"' es •~V inest.able. Si recorda•o• 
n n=t. 

las t.res f'a•ilia• de result.ados que enunciamos en la :sección 4 
Cla - L•y Nbtl d9 lo• Grande• ~ro• , la L•y F~rt• cJ. lo• 

Gr<ZJ'.>des NÍJrnsros y el T•orema ~t Lím.tte Central), corr-pon

dient.es a los t.r... t.ipos de convergencia que def'inimos en la 

-cción 2 Cconvel'gencia en probabilidad, casi segura v en di

t.rib11ci6n ~iv-nt.e>, veremo111 que .en lugar -de anali-r 
•i11Pl-ntA :éomo converge la'.Uee8iónde variebl- alieat.orias 
<X ) oo - , ..t.ud1- . la convereencla de la .Uce9idn , de- . VaJ:"ia• 

n n=& . · 
"ble8 -aleat.orias 

n.-

Lla XL - a,. 

b 
n 

que .On_ t.rlÍnsror..cion- de las pr~r-. E9t.o - debe a.que 
como los Wrmino• a. v b _ son no• al.atorto•, el c:omport.a•ient.o 

. · . - n n :_ · 
de · e8t.á n11eva · sucesión e8 -. est.able que 'el de la 9\lce•ión 

~riginal" Cclaro, dependiendo de la elec~ión de 1- sucesione8 

de Wrmtno• <a;..>,.C:.. v · (bn>nC:a> y por lo t.ant.o, puede •er -'• 
< .. encillo» encont.rar condiciones sobre est.a nueva sucesión pa
ra que converja ya sea en probabilidad, casi -cura-nt.e o en 
dist.ribucidn. -

Volviendo a nuest.ro proble•a, si hacemos una anaioc.ía con 
el probl ... de la sección 4,-lo que quere.os es encont.rar dos 



sucesiones de números reales <an>n':a 
condiciones la sucesión de variables 
nida como: 

V {b n > n':a V ver bajo 
aleat.orias <Y > .., 

n n=t. 

Z - a 
V n E IN y n n 

n b 
n 

converge en dimt.ribución. 

que 
de"f'i-

Así, si logr-·encont.rar números real- a V 
n 

b t.al-
n 

que conrol'!Mt -'9 grande sea el número n. la variable aleat.oria 
derinida como: 

Z - a 
y n n 

" b 
n 

Cque es une t.ran&rol'tMlción de la variable aleat.oria z,.> depen
da cada v- -nos del número n, lo cual pod- exPre9ar de la 
•icUient.e ror11a: 

pa:ra un iu11911•ro 1 ri.Jo, ent.On~ el Pl'Obl- ~ria ahora -c:on
t.rar dic:bU-1one. de númerollt real- v Do. olvldart__, .de 
1-. i'uneióa-. de duSt.l"ibuci61Í de .e.da ·.u-. dé !U .. vuiabl-. 

aleat.Oriu Xc Est.e i>robl- ~o t.iene ~~. -r .u -ncillo 
que el Pl"i-l"O (aunque la nueva -cesidn <Yn>n=& t.enca un _.. 
pol"t.ulient.o .U ..t.able>. •in embaJ"so _lo MI"' •i d-rroll-

. ·una t.eol"ta -int.óf.lca apl"Opiada para Bn. 

Analog-nt.e, para det.el"lliDer el COl9pol"t.a.ient.o de la f'un
cidn de di9t.l"ibucidn L" de la variable aleat.oria Vn• si · 11•-

•os: 

', :, 

u • 
n 

V - e n n 

d 
n 



quere.o. saber para que •ucesiones de nú•eros reales {cn>n':• y 
{d > °" y baJo que condicion- la sucesión de variables alea-

~ n .. n~t. . ·m .· · 
t.oriaa {Un>n=• conv~rge en d.ist.ribución. 

Por últ.iao. ob9ervetM>S.que a cada uno de los eje•plos ex
pue9t.os. e9t.á asociado · uil proble•a de llN!iximo v uno de •ini.90. 
l.o. cual en general se puede realizar, es decir. a t.odo probl

- de •áximo le pod- asociar uno de •ini.90 v vicever... y 
Má• aún, t.eneM08 que la t.eoria que - puede d-rrollar para 
la variable aleat.ori.a Z es idént.ica a la de la variabl.e alea-

n 
t.oria vn. dado que; 

o bien 



.. CAPITULO 11 · 

CONVEROENC 1 A EN O 1STR1BUC1 ON DE_L MAX 1 HO V_ EL H INIHO DE UNA 

SUCESION DE VARIABLES ALEATORIAS 

1NDEPEND1 ENTES E 1OENT1 CAHENTE. D 1STR1BU1 DAS 

1. Ill'l'ROD•CCIOll 

En es~e capítulo va•os a analizar la convergencia en dist.ribu
ción del Méxi-.o v el •íni-.o de una sucesión dé variables alea
~orias independien~ e iden~icamen~e.dis~ribuídas~ A lo largo 
del cual, u~ilimaremos la no~ación in~roducida en es~a 
a menos que se especif'ique o~ra cosa. 

Sean en. A, P> un espacio de probabilidad v . <Xi._>1.:'1. una . 
. 8Q~ión_: de_ var;iable. • alea~ri- 90bi-e dicho e.pacio . indepen
dien~ e iden~ica..n~ dils~rilluídas:· con f'uncitSn de. di.t.ribu..., 

· ci.ón F •. Co-~r:uvai.o. do• ~uevas .Ucesione. d~ variablff :. alea
. t:ori .. _ • <Z, > •. "°=· •. v <V.>."° de la f.'orma 8ieuien~e: ·. . ~- ~=· . . 

V 
n 

X I-n. 

... 
v •ean {H > "° v <L· > "° las f.'uncione• .de ~J..~ribución .corres-

··. n n=t. n n=t. 
pondien~••· Eviden~e.en~e ~ene11C>s que: 

VnelN y V:icelR 

Hn Cx> • P(Zn ~ x) • PCX• 

V 
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y dado que· las' variables aleatorias x .... X
2 
••••• Xn son 

pendientes e identicaMente distribuidas tenemos que: 

in de.;.. 

y 

entonces 

H <><> F"<x:> 
n 

l - L (x) • (l - F<x))" 
n 

L (x) • l - (1-. FCx))n • 
n 

1.2 

El probleMa que est.udiaremos en este capitulo. consiste en 

enconLrar. condiciones sobre la f.'unción de dist.ribución F. que 
garanticen la exist.encia de sucesiones de núMeros reales 

.. <an>n':t• {bn>n':;,. {cn>n':f. V {dn>n':t• donde para todo número 

nátural n los números b y dn sean 1>9sit.ivos, los líMit.es: 

Íi• e·cc:i + b x) • H<x> 
n.•to ,.. n, n 

i..s 

'li• L Ce + el x) • L<x> 
n .. ao n .n n 

l..4· 

. exiSt.an p~ira t.odo. punt.o de cont.inuidad :>< de las f'unciones H y . 

. L V doradé ~tas isean f.'unci~nes de distribución no dece.neradas; 
·en ot.ras palabras~ lo· que quere909 es· encont.rar 

.llÍob.-e la f.'unción F, bajo lás cuáles · 1as sucesiones 

<V.n> n':t. puedan· ser -t.andarizadas P<>r · .t.ér.ino" no 

<an>n00=t' {b ·> 00
, <e } 00 v .{d } .., de t.al f.'or- que 

n n=t. n n=I. n n=t. . 

siones de variables aleat.orias estandarizadas 

condiciones 

<Zn>n':t. V 
aleat.orios . 

{ 

\/ - e } .oo 
· -~ converjan en distribución a una variable alea-

n n= t 

toria no degenerada. Obs.erveMos que dadas las relaciones 1.1 v 

51. 



J.. Z ias . expresiones J.. 3 v i.. 4 son equivalen.t.es ·a: 

: V x e 'e(ff) lim Fn(a + 
n 

bx) 
n -ff(:x) 

n .. OD 

V x e 'eCL) lilll (1 - F(a + b .x)i n -1 ,.. LC:x) . 
n n n .. to 

Sea {X > '"' una sucesión de variables aleat.orias co.o la 
n n=t 

descrit.a al principio de est.a sección V sean g.una función 

real ·del vect.or aleat.orio ex,. X
2

, •••• Xn> y G uria función de 

dist.ribución no degenerada. En est.as condiciones, int.roduzca

MC>s la siguient.e definición: 

Detiaiaióa i..i. DeciMOs que ta función F •s atraída por ta 

función 

reales 

nat.uraf 

d• d{stribución G , si exist.en sucesiones de nú111eros 

{a n > n:'t. V {b n > n:'t. , con b n 111.avor que cero para t.odo 
n, t.ales que: 

V "" e 'eCG) 

' . ' 

para t.Odac~nción iiiedible g. 

:S a 
n 

• GCx> .• 

Al c0n,junt.o cie t'uncion-. de du;t.~ibuCión que . •ón at.raíd- por 
la funcidn G - l~ 11a.a c:lominto 13. ;,.tráccttSn y lo repre-a\t.a-

- por: 

·A: n09ot.ros no. int.ere•a e•t.udiar los ca- part.iculare•. en 

los qqe la .funcidn e e•t.á dada por: 

y 

de est.a t'o.-.a si: 

V x e 'e(ff) li111 Fn(2 
n+to n 

:S a 
n 

. . • .. X • n. 

+ b x] 
n 

• H<x> 

direMOS que la t'unción F e•t.á en el dominio de at.racción de la 
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f'uncióri H;.adeMásdiremos que la f'unción F est.á en el domt:nio . . 

de atracción. de La /1.1.nción de d(strlt>1.1.ci:ón. L. si exist.en suce
siones de. nú111eros reales {e· > 00 y {d > 00 

• donde : para Lodo 
. ridlltero' nat.ural n el nú..;ero dn ~~._ posit.i;o,n=~ales que 

V X E "eCL> lim [ 1 - F(a + b x)J n • 1 - LCx> J..8 
n n 

y lo represerit.amos como: 
F E .:ll(ff) y F e .:ll(L) 

respect.iva111ent.e. 

Como veremos en el t.ranscurso de est.e capít.ulo, las únicas 
f'unciones de dist.ribución límit.e posibles para la sucesión de 
f'unciones <Hn>n~ .. evaluadas en los punt.os ªn + bnx respect.iva
ment.e, (donde ªn v b n son .const.ant.es conven.ient.e111ent.e .escogi
das> .• son las siguient.es': 

si y es una const.ant.e posit.iva 

~ . La. nola.clés·n que Ui.li~~. ·_ . pera. lÜ · ·:·· '· ~u_nc~~IÍ, 
éi.61', tC müe ªs.,J'' ªz,y y .~~,o •• debe · a:· :qutl! eon 

:-c;_:;Lo.rea c1e .. : La ···ru'.nci.dn _dé- -: .di.•lri.bUci.6n de von Mi-• 
· ·c1e CO_rr••Po~~\m· •al&-··~ ~r:_,,, 

... 
·_c~•-

~~~a 

•i. T ... o .,,. >< E IR, · ·a <~> = exp(-Ca + ):.:.;,.,:) . T _ . . TM : · 

ai T o .,, .,¡ E IR, H-r~x> = ~:: HTCx> •. 

A> pa.rli..r de ealé:..· funci.6n -podemom obtener La.e 
. . . 
. "ffz,y y H310 ·~rana~~ lomondo:-

dl.elri.bU-' 
Fü-
~J..: 

r = j&/T I • T poai.li.vo, T nega.li.vo y T o reap•cl l va.mente, ... decir: 

"' T ) o Hl/YOc> .: Hl.,¡.'(t. + X) 

aL T r. o H (X) = H <l + >e> -•/r z,y 

y ai. T o 
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V 

V x e IR H (x) ·• exp(,-e -"') • 
a.o 

t..t.o 

Y las únicas runciones de dist.ribución líait.e posibles 
para la sucesión de runciones <Ln>n':a evaluadas en los punt.os 

·en + dn" respect.iv-nt.e. 80n la• siguient.es: 

si r es una const.ant.e posit.iva 

V·" • IR 

L Cx) 
•.r 

- { -~ " < o 
S:I. X~ 0 

- { -~ ":!O o 
S:I. X > 0 

.t • .12 

o 

1. - •xl>C.-x Y) 

.t • .14 

.\qui vale ·la pena 'qb9e.-var. que el· ril"Obl- ·Que que.-
,; ··' -.-..olver ... ·c1eC:1r-. el ·~·-··ba·~.·. qullf condiC~~e'.- ·ilaobre l•. .uce

sidn de VU'iabÍ- •l-t.ó~t-. :<Zn>n=-• V P...a 'qu.f ~i.Oll- .de 

ndmer~• reales · (a » C!D v <b > CD . la ~ucesi~ ~ <Z > ciD con-
>· .-. · . . n n:sa n· n•& ·.: . ·. n n•& 

... ve.-ce·en cii.9t.ribucidn a una val"iable aleet.o.-ia cuya f'unción de 

dist.l-lbucidn -• 'ª•.r • Hz.y o R-.o • dada la det'inicidn .t • .t. 
lo pod8- t.raduciJ. ·como: ve.- baJo qutf condicion- la f'uncidn 
de dist.ribuci6n F est.á en el dominio de at.racci6n de alcuna de 

las 0·f'uncion- ª•.r• Hz,y o "•,o • v• que: 

li• PC2 !; 
n 

a n + b x) 
n 

+ b x) • H<x>. 
n 

donde la runci6n H puede -r ·e•.r' Hz,y o "•,o" 
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. Ant.es de cont.inuar con la exposición de .nuest.ro problema, 

vea1110s brevement.e c6Mo se resolvió ést.e a t.ravés del t.iempo v 
quienes f'ueron los principales aut.ores. En 1927, M. Fréchet., 

encont.ró que las f'unciones H v H eran f'unciones de dis-. . . . •.r· z,y 
t.ribución · lí•it.e f'act.ibles para la sucesión {Fn(bn°">•n':• En 

· 1928, R. A. Fisher v L. .H. Tippet. est.ablecieron que las únicas 
f'unciones de dist.ribución lí•it.e posibles para la sucesión 

{F (a + bn°"»n. ao __ • eran precisa-nt.e las f'unciones H H 
nn • ~ ~ 

v H
3

,
0 

Un poco más t.arde, en 1936, von Mises a t.ravés de un 

est.udio sist.e.it.ico de las f'unciones de dist.ribución li•it.e 

correspond.ient.es a la sucesión .de ·Máximos <Zn> n':•. logró dedu
cir algunas condiciones suf'icient.es para que las f'unciones de 

dist.ribución li•it.e de la expresión 1. B f'ueran H._
7 

, Hz,y V 
H ; pero .no f'ue •ino hast.a 19,3, cuando Gnedenko publica el 

•,o . 
pri-r t.rabajo c09lplet.o acerca del problema plant.eado~ En tfl, 

no .sólo demuest.ra que las únicas f'unciones de dist.ribución lí-
•it.e son las ·f'uncione8 H , H y H , •ino que ade.is da · •.r . z,y a,o 
un.con,junt.o de condicion- necesari- v suf'icient.- para que 
la f'unción F ~ .. en el dominio de · at.racción de 1- f'uncion-
e · · ·• H v H_ •. Sin e.barco en el ca8o de la f'unci6n H • ' •.r.. ' z.r J,0 ' . . ' : ' . •,o 

.. Gnedenko siMplellient.e carant.ima que la exist..encia de una f'un-
ción. h, con ci.ert.a9 caract.erí1St.ica8, Cque -t.Waca el líMit.e. 

6.8•1?>. - una condición neceÁl"ia y .Uf'icient.iit para que la 
runC:ión F aw· en ·el dominio de at.racción de B • La ... lcui_;~-- · ' ' '·.·· ' ' '' '' . . ' . ·.' ,· -•.o ' 
t.e 'cont.ribuci6n úiport.ant.e .f'ue, haSt.a 1970. o 19r1. cuando 'de 
Haan encont.r6 . la f'unció~ h en f'oNa ex.;líciia '(aquí e9 la ... f'un

ción R dada. en la . expre•ión e.s.2>. De cualquier f'or9a, d98Cle 
el •t.rab~Jo publicado por Gnedenko. -chO. -t.e.át.icos COMO J. 
Gal-bos, Nejzler, Feller, Povla, GuMbel, . PiCkand8, Crúier. 

Marcu• • et.e~ 'han · t.rabajad~ 80bi:-e -t.e probl- encont.rando 
ot.ras condición- para que F • .!>CH), han est.udiado la veloci
dad de convergencia, la convergencia unif'o.-.e, la convergencia 
de t.ransf'ormaciones de la sucesión de Máxi1110s, et.e. Todos es

t.os últ.imos result.ados, que no present.aMOs en est.e t.rabajo, 

est.án incluidos en el libro de J. Gala•bos, <<l'eoría Asint.ót.ica 
_de 'Est.adíst.ica·s de Orden Ext.remas»~ 
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Nosot..ros seguir- el plant..ea•ient..o de Gnedenko v lo re- · 
solvereNos con las .t..écnicas v procedi•ient..os de un t..rabajo Más 

recient..e de .J. Gala•bo• de 1978. Cel libro cit..ado en: el párraf.'o 
ant..erior). 

ASí., el objet..ivo de e•t..e capít..ulo, es dell09t.rar que Ha.y' 

Hz,y , H•,o , La.y , Lz,y v L11,o son la• únicas f.'unciolie• de 
di•t..ribución lí•it..e de las •ucesiones de variabl~• aleat..orias 

<Zn>n:'a v <Vn>n:', l'etlpect.iv-nt..e v daremos ·condiciones nece
rias v suf.'icient..es para que la f.'unción de di.9t.ribución F e.t.é 

en el dominio de atracción de las t'uncion- Ha,y Hz,y' H
11
.o' 

L , L .¡ L . Ade91ás dare.os crit..erios· para const.ruir . las 
1.,y z,r •,o m CD m 

suc-ion- de t..ér11inos no aleat..orios <an}n=a' {bn}n=a' <cn>n=a 
V <dn>n:'a· Todo ést..o lo realillar- en las seccion- 8 v 6. 

Pero pri-ro, en 1- secciones 2, 9 v 4, est..udial'tNIOS una 
9erie de re8Ult..ados, que ad9Ms de t'acilit.arn08 1- d-t.ra
cion- de las seccion- 8 y 6, no• ayudarán a anali-r la es

t..ruct..ura de lu suc-ion- de nú-ros <an>n:',• '<bn}n~t..<cn>n':a 
v {d > .., v de l..;. f'uncion- de distribución lí•.it..e H v L. En 
. . .. ·n· ns&_ · · . 

el •ie~ient..e . capit.ulo, enalbaremos ·un• -rie ele .e.jetlpl°lll . _de 
--ion- d• variabl- aleat..ori-. .Í.ndependi9n-.- e ident.lca.,. 
-nt.e di8t.l:'ibuídu P.rá · apÜ.cár los ·ruult..ados -~udiadoaÍ a · 10 .. 
1arco de.•~ capit.ulo. 

· .. , .... : .- ·' . ; 

. Para ~nc:l~J ...._ prU.~a ~icSn, queJ'ellOS · ~lcar · que 

• t.odo probl ... ci~ · ~-~. -~-· iii.óciaclo Üno cie. liínhlo v que 
~i-,1;; t..eD-·resueit..o ·~z.. ~l pr&ero. lo t.enm-e- resuelt..o 

'para el -cundo, debido a que: 

•in{X;.1-:a '!"• .¡.. iaax{-Xt•:a 

En el t.ransc:u~ de e.t.9 capít.ulo• reso1ve~ si-pre el 
problélla plant..eado para la suc-ión <Zn>n-:a·de llMliximos V en 
general, si•plement..e enunciaremtos los result..ados para la suce-

sión de •íniMos <V n> ,.':.. • ya que a · part..ir de la t'unc:ión de 
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dist.ribuci6n lí•it.e H~ del •áximo z- donde 

D 

D 

podemos encont.rar la runci6n de dist.ribuci6n lí•i~e L del •í
nimo W de la siguient.e ror•a: eviden~emen~e la siguien~e cade

na de igualdades se cu•ple: 

• C l - PCX. < -x)J n 
• 

por· la ecuación 1.2 

·v considerando las ecuaciones 1.8 .V 1.6 : 

por lo t.ant.o: 

L C:ic> .... ,, -1 H •.r c-:ic> 

L. ·c:ic> 
z,y .. -1 H c-:ic> z.r 

L (,.) 
•,O 1 H c-ii<> • ··º 

Así, si logramos demost.rar que la únicas runciones 

t.ribuci6n líMit.e para la sucesión de •áximos son H •.r 
de.ost.rado que las runciones L · H , habre•os 

3,0 

L son las única91 
3,0 

para la sucesión de 

•.r 
runciones de dis~ribuci6n lí•it.e 

•ínimos. 
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2. ·. COllDICIOllES S•FICIEllTE8 

.En. est.a. sección .•.. da.a• algunOIJ resul.t.ado•. preli•inare• que no• 
·servirán para e8t.ablecer un conjunt.o de condicion- suf'icien

t.e• sobre·la f'unci6n de dist.ribuci6n F para que la. lí•it.es 

.1 0 8 y .t.6 exist.an, - decir, para que: 

F .. 3>CH) V F .. .2><L>. 

Coiaencemos con un le.a que nos ayudará a dar dos aproxima

cion- para la• funcione• Hn V Ln en los t.eoretaa91 2.2 y 2.3 v 
a part.ir de 108 cuales obt.endre- los primerOIJ dOIJ r-ul.t.ados 

i•port.an-.- de e8t.e capít.ulo <corolario• 2.4 v 2.B>. que .an 

los que DOIJ proporcionan el conjunt.o de condicion- •uf'icien
t.e• para que: 

F • .!)(8) V F • .f)(L). 

..... z • .t Para. todo n~:ro :r.a.l a •n •l tnt•:rvalo CO,. i"> y 
paro. todo n..-.:ro'no.tural n•• tt- ~= 

.-na - et·...; i>" C•zni' - t.> < c1 ..;. a>" :S .-~. 

,l.o. últ tMo. ct.•t.,-ldo.d •• c-.pl• Po.ro. toao n,:a.:ro :r-l 1 •n. •l · 
tnt•rvcálo (00 U. 

DetilO.t.r.aióa.- Pri-ro demOIJt.rare- que - CUllPle ·la d- .. 
•icualdad: 

Cl - a)" :S .-na · z.1.1 

para lo cual considerar- la •icuient.e d-icualdad: 

V a e co. 1> -..-=1=--- :S 1. 
1 a 

Int.ecre•os.·a•bas part.e• de la de•tcualdad: 

v a • co, 1> 



•ult.iplicando por un nllmlero na~ural n: 

"' :1 .. cu. 1) n lo6(1 - a> ~ -na 

y rinal-n~e aplicando la runción exponencial ob~ene.os: 

"' :1 .. cu. 1) <~ - a>" ~ e-na 

El caso en el que a t.oma el valor de uno. la desigualdad 2.1.1 

eviden~e•en~e se cu•ple. dado que la runción exponencial sieia

pre -· posi~iva. por lo ~an~o est.a relación se cu.Ple para 
~odo valor de a en el in~rvalo CU. 11. 

Para demos~rar que se cu•ple la desigualdad: 

"':1 • cu. i> z 
.-na - <1 - 1>" (e2 "1 - 1) < C1 

u~ilizeremos las •iguien~e• dos desigualdades: 

D "' 1 • <u. ~> 

. U) " , ~ .(U. ~) 
. . . . ·. 

que a-cont.inuación pro.,._. 

. ·.V·• e (U • .l.> •. . z. 
1 < 1 + 21 1 

",1 ... cu. ~> 

e• decir: 

't 1 E (U, ~) lo6<1 - a> > -a<1 - 11> 

mul~ipliquel90s es~a desigualdad por <1 - a> : 

V a e <o. ~> Cl - :1> lo6<1 - j) > -a(1 - ¡>2 
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v como: 

V /1 E (0, i.) 
. ent.onces: . 

" " • co. i> <1 - :1> lotrC1 - i' > -:1 • 

Ahora •ult.ipliquet90• por un nú-ro nat.ural n V apliqu- la 

runci6n exponencial: 

" " • co. i> 
v por '1lt.illo, re•t.- C1 - j)n de -bo9 lados de -t.a d-i

cualdad: 

V :1 e CO, ~) 

por lo .t.ant.o la d-icualdad del incUlo <.> - eu11ple. 

t.. ( 2. l , 
- - . 

si int.ecr- a.a.o. lad09 ele ...... d-icualdad. t.eneiliO. que: . 

v •i •ult.iplic:a- por n1 v aplicuio9 la f'unci6n exponencial, 

obt.en- 18 d-ieualdad que ~eri- d--.rar. - decir:. 

ti 1 • <O. ~> 

Ahora, c1--.;ar..o• que - CU11Ple la d-J.cualdad 2.1.2. 
Por el incilSO ID t.enemo• que: 

'11 1 e CO, i'> · 

Mult.ipliquet909 aabot9 lad09 de .. t.a d .. icualdad por <1 - j)n v 
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. . 
'ttl a e co. i> 

. '8""' ~ 1 I 

V u~ilizando la desigualdad del inciso i) llega•os a que: 

v a e co, ~> 
:z 

.-na - C1 - a>" (e2":i - 1) < C1 - a>" 

.con lo cual el 1- 2.1.queda de-~rad.o. 

Los siguien~es dos ~eoreiaas nos dan es~i•aciones de 
runciones de di.s~ribución de la• variables alea~orias Z v 

n 

• 
las 
V • 

n 

Teore- 2.2 S•a <Xi. >1.:'. ~ sucesión a. uartabl•• ateato

.rias ind•po>ndient•"' • ia.ntic..,,..nt• distribuidas con fwu::ión 

da distribución F y s.a " un nW...ro reat tat qu.- para at6'An 

n~ro natural n: 

1 
z.z.s. 

f"{lé) - 'n. t1 - PC:IC>Jª F"<d < P(Z ~ ~· < rcoc:>. - . . :· . n -

red .•• -N&-FC•>l. 

a • 1 - FC:o:> 

ObservetlOS que en vir~ud de la relación 2.2.1, el núwiero a 
es~á en el int.ervalo CO, ;> v que: 

C1 - a)n • F"Coc:> 
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· y_ recordando que: Fn<:><:> • P(2n ~ :><:> , t.endret110s ·que: 

por lo t.ant.o, Por el 1- 2.1 se cu•ple 1a desigualdad: 

Fina!Ment."e cOllO: 

V"' e <O, i> 

~ x) < .-na-roc11 

que es lo que queríamos demost.rar. • 
Teo~ z.s s.Q. <X.>.c» una sw:•stón tt. ,,cirtabl•• al-to-.' .. . ._ ... "ªª . ·, 

rt- tndep.r\<~lL•nte~ · e. td9nt.:c...-nt• dt•trtbuídas co""- ivniitón 
·. - doí> dt•Í~teNCl',ón F y .-.a· ··..: ~ núnero r-r. ~ •~tt9/ •. q... 

,,ara éai.,.m n~i-o ncitwcal n: 

1 
FC:oc>.< 

·2··~-

. . 

UCd - .&n C1 F<:oc>J" F2<..:> < P(V > ~ < U<d. 
n 

UC:d • .---~ 

Delloet.r11aióa.- La dell09t.ración de _..t.e t."eol'e981 •• análoea 
a la del t.eore.a 2•2 t.01M1ndo ahora el nthlero I C0!90 F<x> y 
recordaniio que: 

C1 - F<x>J" • P(V > ,.) 
n • 

A cont.inuación vere110• lo. col'Olariot1 2.4 v z.s de los 
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t.eor-e._.Z•Zv z.s. que no• proporcionan un conjunt.o dé condi
cion- .uf'icient.- para que los lí•it.es 1 •. 0 v ·1.6 'exist.an. 

Co:ro1-:lo z.4 S.C. <X > 00
· ·~ s'Uc•sión di>. "az,t'.abl•s at•a:... · 

n n::1 · 
tortas corno la .:t.scrtta •n •l t•orema. z.z y sean {a} 00 y 
{b } 00 <ID•· •uc•sio~• cJ.. n.-W-ros reates y de nÚlru!l!~o~ n r":'!t ... 

n n=:t 
positivos r•sP.ctivament•; suponiendo que para todo n.mu..ro 

li• C,1 - F(an + bn11)] n • uCv) 
n .. oo 

li• PCZ ~·a + b11) • .. -u<v>. 
n n n 

n•CIO 

h-t.:r-:lóa .- Sea u<v> • o:o y •ea • • 1 - F(an + 
Como. el ml-ro ~ ~ en el int.ervalo lO, 11, dado el 1-

- . Cu.s>le la deiid.cu~ldad: 

.. -.. F"Ca + b ¡,¡) ~ •><'P[ ~1-.n n .. _:. ·· - -

n decir: 
P(2 ~ a + b ») ~ ;.xPC -nei 

n ·· n· ~ . --
P(a + b ¡,¡))Í • 

n n 

. Si ~ider.- 1* expi-.sidn Z.4.1 .al t.oíMr ei lí•i~ ~UdÓ. n 
t.ieDde • int'ipit.o en ~- d-ic-ldad, obt.e--- que:. 

li• PCZ ~ a~ + b nv> • o • 9-uC¡¡). 
n.a) ".' 

Ahora .uponc.a- que el .valor u<v> - t'init.o. Sa~. que: 

V n e IM 

por lo que: 
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v. dada la relación 2.4.1 el •iembro derecho de est.e desigual
dad converge a cero cuando n. t.iende a i.nf'init.o, ent.once•: 

De la condición 2.4.1 •e deduce que cuando el n1&1ero n. es .u
ricient.ement.e grande: 

1. 

-i. por el t.eore- 2.2 se cu•ple que: 

•xp[-n(1 - F(an + bnv))l - 4.n.[ 1. - F(an· + bnv>l z F"Can +bnv) 

< P(Zn :S "'n + bnv) :S exp[-n.(1. - FCan + bnv))] 

ent.once91 al t.o.ar el lí•it.e cuando'n. t.iende a inf'inif.o en ..t.a 
dlt.ima da.igualdad, con.iderando l .. eXPresiones Z.4.1 y Z.4•Z 
.obt.e- que: 

li• P(2n :S ªn + bnv) • O • ~-:u<»> • 
. n~ 

' . ' 

' ... 
. Co-ÍUiO Z.8 ~ (]( ) CID ~- _.;.tón efe WGl"(.~le• Gl--

. . n n•& 
· tort- ·e- la ••é:rtta en •l t.o~..a · z.z Y •- (c~>n':a ·Y 
{d ) CID dO• _ .. tone~ M ~--ro• J-eale9 Y .cf9• n.-.r'o• real .. 

po",,;;:_,. r .. ,,.CuvaM9~tc>; ISUPOn.t•ndo qu._ para todo n'W..:.ro 
r.al v el líatt•: 

li• nF(c + d v> • w<V> . . n . n 
nwt>(I) . ·. . 

li• ~Vn :!i en+ dnv) • 1 
n•CD 

'-•<»> . . 

z.,.1 

De.a~raaióa.- La de909t.ración_de e.t.e corolario se •igue 
del corolario Z.4 y de la relación 1.14. • 



s. 'TEJUllll08 DE E8TAllDARIZACIOll 

En esta sección. est.ablece1110s dos result.ados f'undament.ales 

para el desarrollo de la, t.eoria asint.ót.ica que est.a.os est.u

diando. El pri-ro de ellos. el le•a s.1. n:os. da inf'o~ación 

acerca de la est.ruct.ura de la• sucesiones de nú•eros reales 

que· nos sirven para est.andarizar una sucesión de variables 

aleat.ori- <Yn>n:'• <cualquiera> para que ést.a converja en dis
t.ribución. Lo Más i•port.ant.e que nos dice e•t.e le.a. es que 

e9t.as sucesiones de nú-ros no son -úntcas v ad-ás est.ablece 

la relación que debe haber ent.re ellas. 

El -cundo de -t.os ~ult.ados. el le- s.2. nos habla 
acerca de las f'uncione• de di8t.ribuci6n lí•it.e.de una .ucfHlión 

de f'unciones. de di.8t.ribuci6n <F > "°. A•i. vere9IOS que 98t.a 
.· .uc:e.ión <F ),"° no Ú•u una ~t;":iª fvnci.Ó'IL • dt•tri.bw:.tón 

-.- :_· . . -~ n=I. , - .. : . . . . . . . ·.. . . , .·.-
l(iatt•. oe e8t.a t'orea. &;uponi.elído que. las f'uncion- a y T .90D 

Nnci~n-- de di.t.riÍ>uciésn . li•iie de la -cnlón ·· <F > m (que .: . . - . ._ . . . .... · . .·- . -· .. . . ·. " n=1. . -
obvÜllent.e dependerán de .ccSllo - hayan fHICoCido ia. · -c:eeion-. 

. · d;.Coh.t.ant.e. ·de eat.andar1-ci6n. que .. c:omO va :v.li.o.is. · ~· 
· ·90~ .~icá.> ......... Ísat.i8f'acen. üna ~laCión · f'uncional; qué -

la que ÍI09 brindar4i t.od8 1* inro ..... ción necesaria . pár ... det.er

•i-r ~plet.alllent.e el 'c:onjunt.o de t'uncion- .de diet.ribución 
li•it.e de la .uce.ión <F j e.o • 

n n•t. _: 

En la •iguient.e •eccidn Cla 2.4>. --..blecer- el· caeo 

part.icular en el que la .UCfHlión de t'uncioneas de dist.ribución 

es <Hn>n:'•• que es la que nos int.eresa. Sin eMbargo. aqui 
enuncia11<>s el e-o iaá• general. debido a que ést.e, nos será de 

gran ut.ilidad para de11<>st.rar en el t.eoret11a 6.9., que exist.e un 

conjunt.o de condicione• nece•arias para que: 

F • 1lCH > a,o 

Cverdef'inición 1.1>~ 
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<D.> cíD •uc••io~• • n~ros r.ale.s 
n n=• 

para todo n,._ro natural n. •l n"-ro Dn •s po•itivo;. tale• qué 

..,, .. E ~CG> li• PCY 
n .. .., n 

:S C + D oc:) • GCoc:> • 
n n 

S.an <e:> n":1. y <D~> n':1. suc•sion9s • n:W-ros. reales don.da 
para todo n~ro natural n •l n-wi..ro o:: •• positivo. tal••·~ 

en.tone:•• 

li• 
n•CD D 

n 

D 
li• "•1· 
n-7 n 

o 

li• P(Yn S e: + Dnx) • GC::oc> 
"-· . 

..._.,._1óa.- Primero d~,.._ q11e pod- ~it.uir 

·e por. e•. s.-
. n n 

Y - e• 
u - .--"----"- V 
" D 

n 

u +y -n n 

Y - e• 
n n 

D 
n 

e 
y .. " n 

. . - e 
n 

D 

" 



Por hipót..esis sabe91os que: 

donde U es la variable aleat.oria con función de dist..ribución G 

y cOltO la condición 3.1.2 se cu•ple, ent..onces: 

li• V • O 
n 

en part..icular 

V • o 
n 

ent..onces por la propiedad 2.3.3 O de convergencia en diat.ri
bución Ccapit..ulo I> .• que nos dice que si· cu-do n t..iende a in

finit.o: 

u 
n 

_.._· ... u..__ U V V 
n 

p • o 

U +V D u 
n ·" 

li• P(Un .+ Vn S x) 
n•OO · 

• li• P(Yn S C~ + Onx) • OC:lr:>. 
n•OO 

Ahora, para pl'Oba:r que pod- .ubst..it..uU-. o po:r o• esc:ri-
n n 

ba-: 
Y - e Y - e Y - e 

't n E IN n n 

o• - n n ·+ n n 

o D 
n n n 

ent..onces para t..odo ndmero nat..ural n sean 

u -n 

Y - e 
n n 

o 
n 

y y -n 
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Como por hip6t.e•i• Un converge en dist.ribuci6n a· u. •i. ·· de
llOSt.ra•os que Vn converge en probábilidad a cero. de nuevo por 
la propiedad 2.s.s D del capít.ulo I, habrMK>tl pro~do que: 

"X .. -~CG) lia P(Y 
n 

:S e 
n 

Sean & un nú-ro posit..ivo v H un nú-ro nat.ural -vor que 
uno. t.al- que los punt.os ±&H sean punt.os de cont..inuidad de la 
f'unción G . Ahora, dada la condición· s.i..s. exist.e un nú-ro 
nat.ural n

0
CH> t.al que: 

D 11 < 
1 

'I n ;?: n --"- -o o• H n 

ent.onc-: 

IVnl • I 
y 

- e [:: -1JI lyn - e 
'I n ;?: n n n :S n 

o D ,, 
n n ·n 

de donde - deduce que: 

Y n ;?; n o O ~ PCIV .. nl ;?; e) :S P(l 1 (Y - e >I i?; clf) ~ .. n. n· 

" 

s. 
H 

_V t.oi.ando el 'U•it..e cu.ndo n t.iende a inf'init.o. el •i._.,i-o d""'.' 
· Nc:ho .de ..t.a cle8.icualdad converge a S. - COccm ~ ~-cH>,l ... v 

con.iderando que: 

obten- que: 

li• (1 
·11 .... 

coccH> - oc-cH>l) • o 

por lo t.ant.o. V n converse en probabilidad a cero como quería
ao• d-t..rar. 

Ob•erv-. que coao en e•t.a dlt..iaa d~ración pod..,. 
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e por 
n 

e• sin alt.erar el result.ado. ent.onces: 
n 

li• PCY 
n 

con lo cual el lema s.~ queda demost.rado. • 

Sea <F > '"' '\.tn<Z sucesión da /unciones d8 distri
n n=t. 

bución y sean{C> 00
, <D}a>, <a>.., 

n n=t. n n=t. n n=t. 
sucesi.ones 

~ n.'Úlneros .reales, tales q'Ue para todo nWn.ro natural n los 

n.W...ros D" y ~n son positivos, y para los cuales: 

.., " ... g((J) 

,•:, ' 

li• F (C + D x) • GCx> 
n n n 

li• F n(o.n + ~n") • l"<x> 
".' .. CD 

_.,.,.r~: •ntonc:•• •t los líatt•s 

que: 

~n ----o· 
n 

8)0 
a 

s.2.s y li• ·n 

n,..., 

l"'Cx) • GCA + Bx>. 

s.2.~ 

s.2.2 

- c. 
n -A 

D 
n 

s.2.e 

Como las f'unciones I"' y G son f'unciones de dist.ribución. .Sst.as 

t. ICti:La.moa •uponi.•ndo que el 'tt mi.le A de una. •uce•i.dn d9 nll-

meroe real•• {an>n':s. ex\.•t.e·; .•i. 4•t.• •• n.ni.lo, m o -ao. 
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.son funcion- 1110nótonas no deCl"ecient.es v dadas 1- condiciio
. neis s.2 • .1 y s.z.2. t.en- que pa:r-a .n 111uficient.e.ent.e grande 

- -t..u.r.;.e:e la •ic~ient.e de-igualdadi 

· s.z.6 

ahora. re.t.e.o. los t.lsrminos int.e:l'lledios v loe t.érwin09 ext.E-
M091 de e.t.a de8igualdad: 

f) (% 
n z 

s.z • ., 

f) 

v ca.o lo. nd991.'08 %a• %:a'. v._ v 112 son f'ijos. el cocient.e ~ 

pel'!Mlftece acot.edo para n suf'lcient.eMnt.e p-de. Si int.erc.a
b~'· 10. . papel- de las hnciion- O V r en el arc-nt.o que 
Do. llevó • i.; ~ipaldád 8~2~6. obt.enclremo9 que ...U.a ·n: auf'i.-
c:íei-t.ellent.e pÚd~. tAmblCfa el cocient.e-}... -U. •~do •. pol' 

io .t.ant.o. - .Cll90 •cie exl9t.h el lí•it.e:· 

li•. "" .. . n.._ I> . 
n 

.. 

· . ._.... · •r' · tintt'.o v adeÍlú .e.,¡· POl9it.ivo. dado.· que l.... '.ná~i~ 
nn <¡! > • y <D > • ._ ·~•ion .. de· adme:..0. l)09it.1vos . v. ..1 

. . : "· n=.& - ~ n~t. . . . . . . l> . ·.· 
U•it.e no POdr' valer ceró. va que el rec:ipl'OCO -¡f:- perilanece .. 

Ahora, pe:r-a prober- que el u:.u.e s.z.4 e8 f'init.o •. en c:a•o 
•de exi.t.u-. eo-ide1'e9I09 lo. dos p:r-imeros •ietab:l'OS .de la deei

cualdád s.z~s de donde se desprende que para n iauf'icient.9.ent.e 
gll"ande: 

a - e 
n " o 

n 
~ ~ .. - v. (+) 

n 
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·c0!90 ::.: .. y .v. son ·nd-ros .t'ijos v COl90 se cu•ple .la desi.gqalcMd 
s. 2~ 7, t.enelÍllOS que para. n sut'icient.ement.e grande el cocienie· 
a··- e · 

n· j¡ n permanece acot.ado int'eriorwient.e (para n :l!l\lt'icient.e-
n 

-nt.e grande>, por io t.ant.o, en caso de exist.ir el lí•it.e: 

ést.~será t'init.o. 

a - e 
li• -"'-"'-'---"~ 
n•CX> D 

n 

Ahora de•ost.raremos la ident.idad s.2.6. Sea <n.t>t':s. una 
9Ubsucesi6n de la suc-i6n {n} n':t. para la cual las exPresiones 

3.2~3 v s.2.4 se cu•plen v sean & un nd-ro real posit.ivo v nl 

un ndmero .ut'icient.e.ent.e grande para los cuales: 

V 

. Sea x· un ndmero: real no · negat.ivo. Kult.ipliquetl09 la :. cte.i

guald8d s.z.9 Í>or ::.:. y •i la......_ a la d-icúaldad s.2.a ob

t-1'.l-- ·que: 

"'~ !: o e ·+ o [A + Bs - &(::.: + 1)) ~ a + p :>:: 
"L "l "l. "l 

V 

"' :.: !: o Cll + fJ :.: se + D CA + 8'c +eC:ii: + UJ 
"l "l "l "l 

ent.oncet1: 

'11 :.: !: O F fe + O CA + B,C - &C:ii: + t>l) ~ 
nt.lnl "t. 

y 

por lo t.ant.o, si los ndmeros ::.: v & son t.al- que los punt.os 
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A + 8x - e<x + 1> y A + 8% + e<x + 1>· sean punt.os de cont.i

nuidad de la f'unción de · dist.ribución G, ent.onces por la hip6-

t.esiili s.2.1 t.endremos que: 

GCA + 8x - &(% + 1)) :S li• F Ía + (i %) 
-- nt. \: "t "t. 

:S 11• F Ía + (l %) ~ GCA + 8% + e<x + 1)1. 
ntt"t. "t. 

Finahlent.e, si el punt.o "" es punt.o de cont.inuidad de la 

f'unción de dist.ribución r y el punt.o 

ción G, al considerar el lí•it.e cuando 

últ.i98 d-icualdad, obt.enemos que: 

A + 8x lo es de la f'un

& t.iende a cero en la 

re%) - GCA + 8,,.) 

COMO quería- de.<>9t.rar. 

El caao en el que el n.i.el'O "" es negat.ivo, - an1'1oeo al 
que· d-rl'Ollailo9 aq~i,; •iMl>l~~t.e en donde aparezca e:o:, ha

. bria: que Pc>ner -&% y de tcual f'o-. - •icue el ..e.ult.ado .. s.z••~ 



4. RELACIOR.FIRCIORAL DE LAS FIRCIORES DE DISTRIBICION Lltll1'E 

En est;a 99cción, en el . t.eoi-e•a . 4. i, enuncia•os el caso part.i
cular del 1- s.2 . en el que la sucesión de'f'unciones de 
dist.ribución. es <H > "" ':. es decir, est.udiare•os de que f'or•a 

n n=I. 

deben de ser las sucesiones de números {an}n~s V {bn}n~s para 
que el li•it.e: 

li• H (a + b x) • H<x> 
n .. oo n n n 

exist.a.v ade•ás vere•os la relación f'uncional que deben sat.is
f'acer las f'unciones de dist.ribución lí111it.e, que result.a f'unda-

11entAl para est.e est.udio, debido a que las soluciones de dicha 
ecuación f'uncional., serán precisa-nt.e las f'unciones de dis
t.ribución li•it.e posibles< en est.e caso, lo serán.las f'uncio

nes de dist.ribución Hs.r , Hz.y v H:a,o> como veremos en la 
sección 8. 

Ta•bHn "nunci- el re8ult.ado análogo para· el •inlllo en 

el t.eor- 4.2. el_ cual - puede deducir f'acii.esi't.e • part.ir 
. del t.eorftia 4.i .v de la relacicSn-i.iB: 

l.Cx>·• 1 - H-C::ii:> • 

~nclui- e.u.· .eé:ción, reálizando qna -rie de ob.érva
ci.one~ acerce de' 1.a.:relaciÓn t't.ancional va. ;,ncio~acla •. 

. Teor- 4 0 1 S•an {a > 00 y {b > 00 do• •'Ué•9 i.oYW• et. nÚIW-
. n n:sl n n=t. 

ros r•al•s y de n.Jnwro• r.Cl•• posttt'UO• r••,,.ctt~cznwnt•, 

tal•• q..Í•: 

.li• H (a + b x) • HC:>cl 
" .... n. n n 

a - a 
li111 nm n A 4.1.s. 
" .... b m 

n 
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... 
b 

lilll ~ -B >o 
n .. oo b m 

n 

éstos extstenL¡ •n.tonc•s 

sa.tt•f~•· ta ecuación: 

son. ftnttos :y además ta /1.1.nctón H 

., 

Dell09iracióa.- Sea F una runción de dis~ribución ~al que: 

li• FºCa 
n 

+ b ::ic) • H<..:> 
n 

v sea ~un número na~ural <rijo>; en~onces: 

+ b ::ic) • HC:.:> nm 

ºbien: 

li• Fn(a + b ::ic) • HL""'c;..,. 
nM nM .. -

Dadu .iu .exp-ion- ·.&.1~4 .Y 4.1.8 .. t.ene.o. que se eullP,left: 1-
hiP6tAl.i8. del :1.-.; .z. s. donde: 

F 
n 

y 

• F" 1 e 
n 

GC::ic> • HC:ic> 

,· º" 

y 

- b n 
Cl 

n 
• a nm 

Por lo t.an~o las expresiones 4.1.1, 4.1.2 y 4.1.3 tSOn cier~. 
E.te teorema es un corolario del 1.-a .s.z. • 

L 
Suponemo9 qu• el l( m\le de te. -.a~eal&n 

r•4l•• exlat.e; ai.: 
l\m 4 = A 
n .. oo n 

donde A pu- _,. un ""'-'"º .--1, GI> o -oo 
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.·. 
A cont.inuación. enunciaMOS la cont.raprat.e del. t.eore.a 4.1 

para el •íni.tmo. 

Teor.-· 4.2 Sean·<e > ·co y {d > 00 ·dos sucesiones de n.:U....-
n n=I. n n=• 

ro• reates )1 de n1Íml!PrOS reales posi t i'VOS respec t ('Uatnante,·. 

tal•• que: 

li• L:;,Ccn + d",,,;) • L(or:) 
n .. OD 

es. decir. t.ales que: 

Sea además m. un n-úmero natur-al Carbt trario.>, para •l cual. los 

tínu:tes: 

e - e 
""' n 

d 
n 

d. 
~

d 
n 

•e 
m 

o ) o ... 

Lb:> • [ 1 - Lec.,. + l>.,.:ic:)] ''\ 

Aht.e. de -cont.inuar;,. vale la pena enf'at.iaar. que dad09 la. 

t.eoJ."9.as· ... 1 y '·ª· pod- arirtMr que la clúe de f'unciones 
' . -''.' . , 

de dist.ribución Ü•it.e' H y L corfflJpondien~ al· •áxiMo v al 
•íni.o reSpect.ivei-nt.e, -·el conjunt.o de soluciones de la• 
ecuaciones 4.1.8 y 4•2.1. 

En el lelllNI s.2 est.ableci•os que si las sucesiones de 

ros reales <a n> n":a y <b n> n':t. (donde V n e IN, b,. > O>. son 



les que: 

li• PC2! :!O a + b x) • ff(x) 
n n n 

n+ao 

v si las sucesiones <A,..>n':& .V <Bn>n':& (donde V n .,;, IN, 
s'on t.ales que: : 

B >0), 
n 

li• P(2! 
n n+ao 

ent.onces exist.en const.ant.es A y B >.O, t.ales que: 

H•cx>.• HCA + Bx> 

por lo t.ant.o, no pode910s hablar de una única runción de dis

t.ribución lí•it.e, sino de t.oda una ra•ilia de l'unciones de 
dist.ribución· lí•it.e relacionadas por est.a ecuación f'uncional. 

· ·., De aquí surce. la nec-idad de int.roducir la sicuient.e del'ini;.. 

ción: 

Def'iaiaióa '•ª · ·0ecu.os que tas fv:n1:ton..• de dtstrib1.<Ción 

H y H• son c:t.t ... .: ...... ttpo si exist.en dos númer09 realetii ·A .Y ·e 
CB >·O> t.ales que: 

H•c~ • HCA + Bd~ ' 

Obtser~.- que est.a ,relación cenera una cü- de equiva

lencia. ve que la relación .- rel'lexiva. t.o.aftdo A • O y B: • .1 

HC:d • .RCA .+ Bd, 

- si.Mt.riea •. debido a que si exist.en dos nlflliel'o. reales A v 
CB > O> t.ales que: 

haciendo el ca•bio de variable y • A + Bx, encont.ramos que: 
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v por lllt.imo. t.enetM>s que la relaci6n t.aMbién es t.l"ansit.iva, 

- .decil", si. la f'unci6n H es del 111iSMo t.ipo que la f'unción u• 
v si ést.a· es del MiSMO t.ipo que la f'unción G. ent.onces: 

. iil .A; B, e V D E Di! CB, D )' 0) a ' 

V 

ent.onces: 

GCx) - ff[A + B(C + Dx)) - HCCA + BC) + BDxJ 

poi"_ lo t.ant.o, las f'unciones G v H son del •iSMo t.ipo. 

Ade .. ás, not.e•os que si subst.it.uí111os el núMel"o x poi" el nll-
A + Bx CD > 0) en cualquiera de las expl"esiones i.7 o 

i.8, obt.eneMos que si: 

F e .f>CH> • 
dónde la función a• es cualquier f'unción del MiSMO'tipo que la 

f'unción H. · .. Analoga-nt.e •i: 

·p e .f>CL>. • .F e 1>CL•> 

donde'la-f'ünción ·L··n·una 1'unci6n del •i.-o t.ipo que la· f'un
ci6n L. En ot.ra• palabr- t.en._ ·que: 

-PJ!>Opo9,i,aióa· 4.4" EL. do11u:nió d. atr<:u:eión d• dos funcion.• 

•• ;.L mi•mo ir.: y •olament~ si las dos funéion.s son c:t.L' w.i•mo 
tipo. 

Dado que la l"elación <<del •iSMO t.ip0» - una l"elación de 
equivalencia, tf•t.a .induce una part.ición del ·conjunto 9' de f'un
cione•. de dist.ribución 'lí•iie Cno degeneradas>; es decir, ilri 
consideramos t.oda• las clase• de f'unciones de dist.ribución 
lí•it.e · del 111is1110 t.is>O. est.as clases f'or11an una part.ición del 
coriJunt.o 3". 
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B. DISTRJ:BUCIONES LltlITE 

Est.a sección est.á t.ot.alment.e dedicada a demost.rar que las üni
cas f'unciolles de dist.ribución limit.epara la sucesión: 

<F Ca + b x>• 00 
n n n n=a 

son las f'unciones del mismo t.ipo que H,,y , Hz.y V Ha,o Cver 
reglas de correspondencia 1.9. 1.10 v 1.11 respectiva-nte>. 

Est.a demost.ración, consiste en encontrar las soluciones de la 

ecuación funcional que establecimos en el teorema 4.1: 

donde las •ucesiones de nú-ros reales {A >' '"' v (8 > 00 son 
m m=• • m:& 

1- sucesione• dada• en 1- expre•iones 4.1.1 y 4 • .t..a, como va 
-ncion89!0• en la sección anterior. 

El resultado análogo correspondiente al •íniM<>, si•Pl-n
t.e lo enuncia.os al f'inal de esta.sección • 

. lult.e.· de -=-n-r, q'uere.io. int.roducir la lllÍiguient.e not.a

cidn que ut.il.i.Sa~"cont.inua-nt.e a.lo largo de fft.a v de la 
•i.Cuient.e iiec:cidn: 

09~1- que aCF> - •l. f>unto cr../tmo <'- ta· /'unet6n <'- dts
trtbuctón F ~i: 

aCF> • inf'<x 1 FCx> > O> 

·.Deci- que c.>CF> es •l. punto supr•mt0 <'- la /unción <'- dis
trÚ>\ICión: F .ii: 

wCF> • •upC"" FCx> < 1>. 

·observe.os que el número aCF> puede tomar un valor finito 

o -oo y que el nú-ro c.>CF> puede tOMar un valor finito o +a>. 
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Teor ... 6.1 Supon~amos que ta /uncíón de dístribución F 

•stá 9,\ •l· dorru:nio de atracción. de ta función. de distribución 

H Cno dese~•rada>. entonces la función F pertenece a ateun.a de 

tczs tros clases de equivalencia 6eneradas.por las sieuientes 

/11.nc.(011.es: 

\ 

<> H 
ª·º 

ü) H o 
z,y 

<U> H •.y 

Cver re~Las de correspondencia 1.9. 1.10 y 1.11>. 

Demost.racióa.- Por hipót.esis la f'unción de dist.ribución F 

est.á en el d<>Minio de at.racción de la f'unción H. es decir. 

·exist.en sucesiones de nú•eros reales <a > "° v {b > "° t.ales 
n n=& n n=• 

que: 

li• H (a + b 0<) 
· n n n n .. m 

HC..> 0.1.1 

En el t.eoreÍla 4.t. est.ablecimos que •i la t'unción de dist.ribu

ción_ H e• no degenerada y sat.isf'ace la exPra.ión o.i..1. ent.on

Ce9 .. t.i•race la ecuaci6n: 

H"'(A + B x). • HC..> 
"' m 

.donde la• sucesione• de ndmero8 reales (An>n'.:& Y (Bn>n~& : Ccon 

Bn >.O> •on suce•ionesdendmero• reala. convenient.e.ent.e e.
cocidas. 

A cont.inuación det.el'9inaremo8 la• •oluciona. de la ecua

ción_ 6. t.. Z en t.re• .,._ v como veremos. dichas soluciones· son 

f'unciones del •islllO t.ipo que las f'unciones Ha,y' H
2
,r V H

3
,
0

• 

c.> Pri•ero det.el'9inare•os las soluciones de la ecuación 

s.1.z. en el caso en el que: 

VrnelN B • 1. 
m 

En est.as condicione•; t.enemos que para alguna sucesión de nú-
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•eros reales <Am>m~a se cu•pe la siguient.e ecuación: 

"' "' ~ 1, "' "" E ~CH> 

en part.icular si "' • 1: 

V oc: e ~CH> H(Aa +oc:) • HC:ic:> 

de donde deducimos que A• • O. Ade•ás observeimos que: 

V "' e IN H(Am) • Hmu(Am+a + Am) ~ Hm(Am+a+ Am) • H(A-•) 

v como la t'unción H es monót.ona no decrecient.e, ent.onées: 

O•A ~A ~A~ ••• • z ll 

Át'irtmamté>e que exist.e al menos un número nat.ural "' para el cual 

Am - J)08it.ivo, debido a que de lo cont.rario la ecuación s.1.2 
se reducirá a: 

"I "" ~ 1, "I oc: e YtCH> 

y ent.onc:e.: 

"I :oc: e 1tCH> HC..> • O 

o 
V•x·e,SC:H> ec:i.:).• 1. 

lo cual' cont.radirfa el' hecho de que la runcidn 'de dliri.ri~~ciÓD 
H es no decenerad~. 

Ahora veamlOIS que: 

li• A • w<H> 
"'~-"' 

y que: 

V ,.; • YtCH> o. < HCoc> < 1 s.1·.s 

Probe9os la ident.idad. B.1. 4 por .r.educción al . ab•urdo.. Suponga-
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111<>s que .exist.e un número nat.ural H t.al que: 

c.><H> < "w. 
en t.al caso, exist.e un número real "" t.al que: 

""' < w<H> < "w + "" 

pero por la definición de w<H> v por la relación s.1.s obt.ene-

111<>s. que: 

por lo t.ant.o: 

"11 m e IN A ~ w<H> 
m 

v de hecho, a cont.inuación probar-os que: 

3HelN .. 'l/lm.~H .A • wCH> 
m 

"1 . 

con lo cual quedará dell08t.rada .la expresión B.1.4. Para veri
ficar l§st.o, suponga- que: 

A < wCH>. 
m 

Ya viMOs que la suceisión <A > °" ·es una suc-ión 11e>nót.ona no 
decrec'ie~t.e, no negat.iva y q;;en~~i.8t_;e un núi.er0 nat.u~ill H 't.al. 

· :: ·. que:.· 

Á >o 
m 

ent.onces; por la relación B,;1.9: 

"I "'~ H H(A ) 
m -HCO> 

pero COllO; 

"11 "'e IN Á < w<H> 
m 

ent.onces: 

V"' ;i: H H(A) - o m 
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De nuevo, u~ilizando la relación 6.1.3: 

O • H(A ) • Hm(2A ) 
m m 

.. H(2A ) • O 
m. 

v así. aplicando la re.laci6n 6.1.3 sucesiva•en~e~ ~endr-os 
que: 

H(.lul) 
m 

o 

v considerando el l.ími~e cuando k ~iende a inrini~o: 

li• H(ft.4 ) 
lc .. a> 

m 
li• o • o 
lc .. a> 

porque H es una runci6n de dis~ribuci6n, por lo ~an~o: 

A • c..>CH> • 
m 

Ahora del90~rare.ios que para ~odo ndmero real x 

O < HC..> < 1 

HC:ic> • O>, en~onces: 

por lo t.an:t.o. t:Mar•: 

oí: • A • • H(or;) . o ... 
• "' '·' & 

sea ,,¿,z 

.. 
así, por inducción podeMo• probar que: 

"" • M + ,.•·;?: ,.• 
le m 
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de.· donde conclub1os que: 

H<:c:> = O Q . 
va que la tunción H, es una .runción de disLribución no degene

rada, por lo LanLo; · 

H<x> > o 

Ahora supongaM<>s que exist.e un número real :e:• tal que: 

entonces; 

• ·sea "'"s • x A ~ x• ("I "' e IN A ;i:: 0), ent.onces por la re la-

ción e.1.s: 

sea: x
2 

• "' 

m m 

. - . -

8(%) • IÍm(A . + oc:.)_ .: 8.,;(:c:• A ) Hm( ) ·1 
. .z . .... z - ,;. - "'• . - . 

-.e por inducción poc1e.c,.; probar que: 

•i"' - ..,• . . k 

de donde conclui..o8 que: 

por ló t.ant.o: 

· ... 
HCx> e 1 Q . 
BC:d < 1 

Como para Lodo nú111ero nat.ural :e:, H<oc> < 1, ent.onces t.ene-

mos que ~<H> • ~ , v como t.ambién para t.odo_ número 

HCoc> > O, podento• aplicar la tunción logarit.llO en la 
real x, 

ident.idad 



s.1.s. así: 

V X E IR, V "'~ 1 

donde 

O•A :SA :S .. z y li111 A • .., • 
m 

De las expresiones S.1.6 V S.1.7 deducire1110s que. la f'unción: 

donde GCx> • lo6f1Cx) 
GCO> 

sat.israce la ecuación: 

.,.,.,, 11 .. IR 

Para ~.t.o. con8ider- un ndmero 1 posit.ivo •. Dada la expre
•ión 8.l..7, pod- encont.rar un dnico n'19ero nat.ural ift. t.al 
que: 

· v c:o.o la función O - monót.ona. no d8Crec:ien~ •. ent.on~: 

....... º 
a part.ir de -t.a d-igualdad t.o.ando %·.• O obt.en- que: 

1 l. 1 
:S ·---- :S 

0(.Am+t) GC1> 0(.A ) 
m 

-i con•iderando est.a de8igualdad, la d-igualdad s.1.10 v el 

hecho de que la f'unción O - negat.iva, obt.en- que: 

G(Am+ t. + x) :S 

G(~m) 

GC1 + x> 

oc 6 > 

ª' 

G(A + :>:) 
m 



y por la ident.idad B.1.6: 

"' OC:ie> -------- ~ ·e,,.+ 1 l OCO> 

'8..,.t tu.t.. I I 

GCa + :ie) 
------~ 

G<a> 

Cm + 1 l- G(x) 

"' 0(0) 

y como al t.o-r el límit.e cuando a t.iende a inf'init.o, "' t.a•
bi~n t.iende a inf'init.o: 

li• - GCO> 

Sean x v 11 números .arbit.rarios, ent.onces según la últ.i111a iden

t.idad: 

•ult.ipl_icando por -uno: 

o•c:ie + v> :- li• ,_ 

G<a + x> 

<::<1> 

oc., + " + v> 
oc¡:+;,,,> 

oc., + %) 

GC;> 

bacieJldo ,un ca•bio de variable en_ el primes; t'ac:t.or de -t.a 
_oicualdadc Cu O. .p +. :Íi:>; 

GCu + v> GC.p + %) 

o•c" + v> - lim li• ~------~ -·o•cv> o•c"' 
u•m GCu> .p.m OC.1> 

Ob8erve- que· c0'90 la t'unci6n G e• necat.iva, ent.once• · la 
f'unci6n G• es PQ9it.iva v adeÑ• t.ambién -es mon6t.ona ·no decr __ 

cient.e v dado que sat.isf'ace la ecuación B.1.9, sabeMos que 
para un número a posit.ivo v 

B.1.11 

v que para t.odo ndúro x no necat.ivo, exi•t.e un nú-ro b POtlli-
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t.ivó .t.al que: 

·Ahora veaÍllos que a • b. Tome.os x 

B.1.9: 

O V V • O en la ·écuación 

como la runción o• es posit.iva, ent.onces: 

ahora, si t.01Mt•os "" • ~v de nuevo en la ecuación B.1.9: 

V por la. ident.idade8 8.1.11 y B.1.12: 

1 .-ytb-a> 

aplieando· la f'uncicSn · 1ogarit..O: 

O• v(b - a) 

.b •a. 

'+I ""•IR· 
v. •i .expr-..0. el nti.ero GCO> cO.O GCO> •"-•-e v aplicamo• la 
tuncicSn 9JCPODencial: 

que evident.e.ent.e es una runcicSn del. •i .. o t.ipo que la runción 
"•.o Cver detinicicSn 4.s>. 
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ID Ahora buscareaos las soluciones de la ecuación s.1.2 
en el caso en el que exi•t.e un núlllero nat.ural H. t.al que el 
número Bm que sat.isf'ace la ecuación s.1.2. es menor que uno. 

Primero de-t.rareaos que w<H> es f'init.o v de hecho de..Ós
t.rarewt0111 que vale: 

t.>CH> • 
1 

A .. 
B .. 5.1.19 

Sea oc un nú111ero real 111avor o igual que Aw / (1 - 8
11
). Dado que 

B < 1 .. .. 1 - B ) O .. 

COlllO la función H e• .anó~ona no decrecient.e: 

HCA + B %) S HC:oc> .. .. ..... 

·POr la ecuació~. a.1.2. v co-ider~ndo que: 

a•.C: 
A .. 

1 - B .. HCoc> • 1 • 

CNot.emos que para t.odo número oc aavor o igual que .11
11

/(1 - 8
11
). 

la f'.unción H .evaluada en el punt.o ..:. no puede t.o-r el valor 
cero. va que en t.al caso; 

·He..:> 11 O • 

Wl 



y sólo est.a•os analizando los casos en los que la runción H es 
no degenerada>. Para cottplet.ar la demost.ración de la ident.idad 
6.1.13 hay que probar que; 

y :X < 
A .. 

1 - B .. H(xl < 1 

lo cual probare.os por cont.radicci6n. Así pues, suponga1110s que 

es decir que: 

w(ff) < 
1 B .. 

wCH> < y < A .. + s .. :x < A .. + s .. w<H> s.1.1& 

considerando la ecuación s.1.2, la 11c>not.onía de la runción de 
di•t.ribución H v la detinici6n de wCHl: 

po:a- lo t.ant.o: 

HC:o:l • H11t(A + B oi:) <!: H<v> • 1 .. .. 
HCd • 1 9 

• 
va que ísegdn la desicUaldad B.-1;.18: 

ent.once• la f'uncidn H evaluada en el'punf;o ~.debe .9r 
que uno. COu.cuent.e.ent.e. la titxPresicSn &/1~18 .e ~pe~ 

Ahora deducil'e90S que IMljo la condici~n de que: 

-~· .. 

3H~1 •. ª ... < 1, a(ff) • -oo .• s.1.16 

ea.o· la runción H .. 11c>nót.ona no decrecient.e: 

aCHl < wCHl • 

.88 
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es decir. 

a<H> < AN + B.,a<H> 

Si supone.os que aCH> > -ao ent.onces exist.irá Ún número real 
x t.al que;. 

v as.í: 

:.: < a(ff) 

x < a(ff) < A + B x 
M M 

v por la derinición de a<H> v por la ecuación 6.1.2 t.endremos 
que: 

por lo t.ant.o: 

9 . 
va que dada la desigualdad 8.1.~7 V la derinición de a<H>: 

por lo t.ant.o: 

<it<H> • -co .• 

Ahora probare9C>• que •i ext.t.e un ndMero nat.ural H t..;,1 . que, : 

el número . B rn . · -a, -nor que uno. ent.once9 pera t.odo: número 
. na.t.u:r.-al H • . el n.i-ro s;.. •· -r•.-nol' que .uno. Par• pll'Obar é•t.o. 
· an4tliza.--. priíMtl'O el ca.a en el· q\Je: .. B ) 1 • 
v cOllO vere9C>IS. en t.al caJSO aCH> e• rinit.o v <o>CH> e• inrinit.o. 
lo c\ial cont.radtce la• ·expre•ion- 6.1.13 V 8.1.1'1 V por lo 
t.ant.o, podreMOs concluir que: 

VH~1 



Probemos ent.onces que si: 

3 s. E IN 

Si: 

B ) 1. .. 

A .. 
1 B • 

.. a<H> • 
A 

" > -(1) 

1 B 
• 

x~A +Bx • • 

s.1.1e 

va que el núniero 1 - B es negat.ivo. Coi.o la tunci6n H es .a-
•· -· nót.ona no decrecient.e: 

H(A + B x) ~ HCx). .. . 
v ent.onc- t.endremos que para t.odo nú•ero "' -nor o igual que' 
A.

1
/'(1 B

8
) •e CUMple la desiguald~d 6.1.14. luego: 

A • 
1 B • 

. . v en -t;e ca90 t.endr-oe que: 

A 
"' "'· ,s. _.,....._, .. __ _ HC::ic> • O 

B • 
de .·lo cont.rario. e• deci~. •i: 

A • 
1 - B • 

V "'• IR ff(:>c) • 1 

v quereniOS que la runci6n de dist.ribución H sea no degenerada. 
Para t.erminar con la de•ost.raci6n de la expresión s.1.1a •. no• 
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f'alt.a -t.rar que: 

A 

V "" > • ff(x) ) O • 
1 B 

• 
Suponga•os que: 

A .. < a<H> o> a(ff) < A + B aCH> 
1 - B 

.. .. .. 
ent.onces podemos encontrar dos números reales x V y tales que: 

x ( a(ff) ( y < A• + B" x 5.1.19 

por -la ecuación 6.1.2, la desigualdad 6.J..J.9 v la def'inición 

de aCH>: 

HCx> • H11(A• + B
9
x) ;;?; H"C¡¡) > O <:/ 

porque de la def'inición de aCH>: 

ff(x) - o 

por lo t..n~o la exPresión 8.J..J.8 se cu•ple. 

Ahora. baJo la condición de que: 

-il • e IN B ) 1 • 

...CH> • "" • 6.J..20. 

C090 la f'unción H es .anót.ona no decreciente; 

A 
aCH> • • < i.>CH> 

1 - B .. 
entonces: 

A + B i.>CH> > w<H> • • • 
91 



Si supone111os que wCH> es f'init.o, ent.onces podemos encont.rar un 
nú•ero real x t.al que: 

x < wCH> < A + B x < A. + B wCH> < oo • • • • 
fijándonos en la pri•era desigualdad de la expre•ión 8.1.21 V 
Por la ecuación e.1.2 y por la definición de (l)(H>: 

ent.onces: 

pero: 

HªCA. + B x) • HCx> < 1 . . . 
HCA. +Bx)<1 • • 

wCH> < A. + B::.: . . . 
v ~e nuevo por la def'inición de wCH>: 

V . 
por lo t.ent.o: 

wCH> ;. ao • 

aH• 11 • • V H I!:: 1 

: . . ·, 

.veaaóS ah.ora, que· .. t...póco - J>09ible que ex~. u~· ·ndmei'o .· 
·nat.ural • t.al que . s. • 1 -. v• caue 'en t.al ce90 por la.· ecuaci6n 
8.1.2: 

V ,.,; < WC:H> 

de donde .. deduce fáciblent.e que el número A
8 

e• IJ09it.ivo, 
ent.once• podrí..,. encont.rar un mi-ro real ::.:.t.al que: 

::.: < .wCH> < A. + oc • 
v por la def'inición de wCH>: 



l.o cual cont.radice -la expresión B.i..22. 

Así he11e>s probado que si: 

.. B < 1 

" 
.. V m;?: 1 8 ~ 1. • 

m 

por lo-t.ant.o, la igualdad B.1-.1-3 es válida pa~a todo número 
nat.ural m, es decir que: 

A 
m • wCH> • 

1 8 
m 

A cont.inuación deriniremos una runción G que nos permit.irá 
reducir la ecuación B.•.2 en la ecuación 5.1.3. Sea 

OC.?) HCwCH> - •-"> 

diCha t.rarud'orMación. Sea 

y m. .¡ IN 

ent.orice•: 

- ' ·- .. -·- .. 

-· l.ub.t.it.uvendo e · mº 

· o"'cc,,. + 1> • H"'CwCH> _ - -s.,..-"> 

por_ la igualdad 8.1-.29: 

A 
Y m E IN A + B wCH> A + B ~~~m""-~ • w(ff) 

'" m m m 1 B 1 B 
m m 

subst.it.uvendo en la ecuación 6.1..26: 

Y m·e IN 



por la ecuación 6.1.2: 

Y m e IN Gm(c m + a> • H(<A>CH> - ,,;.-'1) • GCa> 

que precisa•ent.e es la ecuación s.1.s v vi111os que-la solución 
de est.a ecuación es: 

Y i1 e IR, a ) O 

ent.onces, realizando el . siguient.e ca•bio de variable en la 
ecuación &.1.24: 

1 .. 
<A>(ff) - u 

obt.enemos que: 

'+1 1 < (A)(ff) , a > O 

HCp • o(toar tA>CH/- .I] • •xp( -•-c("1CH> - 1)
4

) 

. - 90lución de la ecuación e.1;2 v t.-ndo: 

A_ • ---~m(A)(H) y 

obt.eneilo9 ciue: 

. HCp •'H .. (A+ Bj) _z,r . : 

por. lo t.ant.o, la• t'unéione•. il v H •on del •i.-c> t.ipo. z,y 

¿¿¿) Sola-nt.e nos t'alt.a encont.rar l~ solucion- de la 
ecuación en.el cesiO en el que exi.t.e un nd-ro nat.ural H t.al 
que el núllÍero 8

11 
- -vor que uno. En -t.e caso, como analiza

.o• en el t.ra09CUl'90 de la de.ost.ración M.> <ver el párrat'o 
ent.re las expresiones 8.1.18 v 8.1.20>: 

aCH> • 
A 

11 ) ::-CD y (A)(ff) - .., 
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v t.a•bién de11<>st.ra•os que si exist.ía un número nat.ural m t.al 
que el número B"' f'uera menor que uno, ent.onces: 

A 
wCH> m (CD V aCH) • -oo 

1 - B 
m 

por lo t.ant.o si: 

3 He IN "' B > 1 .. .. Y me IN B ;i: 1 . 
m 

Ahora, veamos que no es .. posible que exist.a un núMero nat.ural s 

t.al que el nú111ero Bª sea. igual a uno, va que si f'uera así, co
•o aCH) es f'init.o, ent.onces podríamos encont.rar un nú•ero real. 
"' para el cual: 

si A > o x < aCH> < X + .A 
• • 

•i A < o :x +A. < a CH) < X • • 
V por la ecuación B.t..2 V la def'inición de 0tCH>: 

•i A > o .o -HCx> -e•cx + A) > o .., 
• • • 

s.i A < o O < HCx> -e•cx + .A) > o .., . .. 
" • 

El ceso ..4
8 

• O, t.uipoco - posible, debido a que Por la 
c:16n . s~ i.. 2: 

ent.onces la f'unci6n H •ería una f'unción de di•t.ribución 
nerada. Por lo t.ant.O:. 

si 3 .HE IN· 

V de est.a f'orma, 
nat.ural, es decir 

Vm.elN 

• B > 1 .. 'I m E IN B ... "' 
la ecuación B.t..18 se cu•ple para 
.que: 

. aCH> • 
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Ahora al igual que en el inciso U> Cver ecuación s.1.24> 
def.' inire111os una f.'unción G que nos periait.a t.rarisf.'orMar la ecua- . 

ción s.1.2 en la ecuación 6.1.s. Sean 

GCa> • HCa<H> + e3> 

V 

e • - lo6B 
m m 

ent.onces, al igual que en el inciso W, pero ahora 

la relación 6.1.26 ob~eneiaos que: 

V me IN H(aCH> + .a_, • GCp 

ut.ilizando 

· que precisament.e es la ecuación B.1.s y cuya _solución es: 

Aa.C, ·realizando el •iguient.e ca•bio de variable en la ecuación 

B.1.27: 

otiit.en- que: 

V · t.o.ando: 

l' • ª· 
encont.rlUIOS que: 

• 1 • lOlfU - a(IJ) 

y 

H CA + 8%) • HCx> a,y 

e• decir. que la• f'uncione• H y H •on del •1-o t.ipa. &,y 

En los incisos U • Ú> y <U> de90st.ra•o• que la ecuación 

B.1.2 sólo t.iene t.res t.ipas de soluciones. a decir las f'uncio

nes del •i..a t.ipo que Ha,y' Hz,r v H•,o" Por lo t.ant.o, •i la 
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f'unci6n F est.á en el do.inio de at.racci6n de la f'unción H, 

ent.onces és~ pert.enece a alguna de las t.res clases de 

lenciia generadas por las f'unciones H t. , r, H
2 

, r Y H
3 

, 
0 

• 

equiva-

• 

El siguient.e corolario es el result.ado present.ado por Gne

denko: 

Coro1ario 6.2 Solamente existen tres tipos de funciones de 

distribución t(miLe Cno deeenerculas> de la sucesión <Hn>n':t. y 

•stas son las /unciones del mismo tipo que. Ht.,y' Hz,y Y H,.,
0

• 

Demo•t.ración.- Dado el t.eorema B.1 las únicas f'unciones de 

dist.ribución li•it.e, son las f'unciones del •iSlllO t.ipo que H t.,y 
H y H , por lo cual, lo único que nos f'alt.a comprobar, z,y _3,D . . 

es 

que ést.es sean f'unciones de dist.ribuci6n li•it.e posibles, pero 

en los t.eor-as 6.1, 6.2 y 6.S vere•os que est.o ef'ect.iva-nt.e 

e. ciert.0, con lo cual el corolario 6.2 queda detM>St.rado. • 

Para concluir con e•t.a 111ecci6n, enuncia.os el re•ult.ado 

cornHJPc>ndient.e al •ínia.o •. 

Teo_. __ B.S 'Sólo •xist•n tr•• ti.pos el._ fuf!"!i.on•s da di•

tribuei6n túnit• cno •••,..radaS> a ·ta •'-IC•sión <L > 00 ·v 
" · · ., . , . . n .. n=I 

9stcu son. las /úncton.s del 11>i•1110 Í.i.po ~ · L , L .. ·. y L . 
Cu•r r••las_d• e~rr• .. ~n.d.n.cta 1a2, 1.1s y 1 ... il>. 2 

,y •,o 
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6. CRITERIOS DE PERTEllEllCIA 

CoRI~ su nombre lo indica, est.a sección est.á dedicada a dar 
un conjunt.o de condiciones o crit.erios necesarios V · suf'icien~ 

t.es para que la f'unción de dist.ribución F Ccorrespondient.e a 

la sucesión <X1_>~'"'=• de variables aleat.orias independient.es e 
ident.ica.9nt.e dist.ribuidas> pert.enezca al d011tinio de at.racción 

de las f'unciones de dist.ribución limit.e H , H y H en t.,y z,y 3,o 
los t.eoreR1as 6.1, 6.2 v 6.3 respect.iva•ent.e. 

·Para de•ost.rar que el conjunt.o de condiciones que daremos 

son suf'icient.es; nos basaremos principalment.e en los result.a
dos obt.enidos en la sección 2 <Condiciones Suf'icient.es). Ade

•ás dáre•os sucesiones de números reales <an>n':• y <bn>n':• 
especif'icas y ut.ilizaremos ést.as, simplement.e porque son rela

t.iva-nt.e f'áciles de -nejar. 

Para.d-t.rar que el conjunt.o .de condicionés·que. enuncia
.Os son necesarias, ut.ilizal'4HI09 Í>ásicament.e ·los result.ados 
obt.~nidoti en i.a 9eccione.i sv 4. <Términos de e.t.andarizilCión 

v Relación f'uncional de .las i'uncione• de dis~ribución U•it.e>. 

Para·.i'inalisar e9t.a sección."-nciona- ·•Í•Pl-nt.e . loti 
~or~·C::orrespc)ndien~ a lasuc~ión de •ini•o• ·<v > "° y 

" · · · ·: ·.- ·. · ·. · . . ._ ··"" n .n:& 
no incluí- 1- · de-t.raciones! pero ést.oe ae deducen a· par-

. t.ir de los t.eor-• 6.1. 6.2 v 6.9 y de la relación 1.14 ·: 

HC-:U • 1 - LC:ic>. 
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Teor ... 6.1 La función de distribución F está en el domi

nio de atracción de la función de distribución H,,y , cuya 

r•IJla de corr•spondencia •stá dada por: 

si y es un número real posittvo. 

-·' {si. x ~ O 
H Cx> 

'·Y si x > O 

si y solamente si 

wCF> • CD 

y para todo nWn.ero real x positivo: 

1 FC tx> 
li• 

FCt) 

o 

• ,.-r . 

En.ot.I-as palabI-as, exist.en sucesiones de nú-I-o• I-eales 

{an>n':1. V (bn}n~t. t.ales que: 

li• P(Z 
n .. CD 

n 
~a 

n 
+ bx) 

n 
H e,,.> t,y 

.si v ·s6lo. si las condiciones 6.lt.1 v 6.1.2 - cu111plen1 .. v la• 
-c••ione• (a > CD . v : (b > :ao. - pueden e lec. ir de. la:. •icuient.e 

n n•I , n n=& 
f'or1111: 

a -·o 
n V 

Dell09t.raaióa.- PI-i111ero d~rare111os que las condicione• 
6.1.1 v 6.1.2 son suf'icient. .. pa!'a que: 

li• PCZ ~ a + b. x) • H Cx> 
n•cio n n ~ 1.,y 

PaI-a lo cual ut.ilimaI-emos el coI-olaI-io 2.4 escogiendo la• 
sucesiones {an)n~l V {bn)n~l de la siguient.e f'o1'91a: 

Y n e IN a •O 
n V 
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y de•ost.rare•os que; 

liiw n(1 FCb 0 • uCx> • { si oc > O 
_n si oc~ O CID 

Así,. si lograMOS probar la expresión 6.1.s. por el corolario 

2.4 t.endreMOs que; 

li• P(Z 
n 
~ b oc) 

n 
H Coc> • .-uCx> • •.r 

Dado que wCF> • CID , t.enemos que: 

li• b 
n .. oo n 

1 FC0 ~ !_} - n 

li• inf{oc 1 1 - ~ ~- FCoc>} • CID 
n .. .., 

ent.onces, para t.odo nWlero "'negat.ivo: 

y-como: 

ent.once•: 

por lo t.ent.o: 

V oc ~-IR-

liMbx•-CID 
n 

liÍI F.<v> • O 
y•~QD· 

1.i• 1 - F(b ":ic) - 1 "- -

li• ri [ 1 - F(b~:oc:)] • .., • 
n .. .., 

Ahora, -a oc un ndmero PQ9it.ivo. Ut.ilillando la condición 
6.1.1 con t • b y recol:'dando que: 

" 

obt.enemos que: 

li• .b"' - CI) 
n 

n•OO 

1 F(b :oc:) 
~~~~~"--- • oc-r 



ent.onces.: 
1 F(b :.:) 

·n li• n [1 - F(b :.:)] 
n 

liM n [ 1 ·- F(bn)] 
n-+OD 1 F(b ) 

n 

x-r lim n [ 1 - F{b )] 
n 

así, si 

lim n [ 1 - F{b )] • 1 
n 

habremos demost.rado la. suriciencia de las condiciones 6.1.1 v 
6.1.2. Para demost.rar que erect.ivament.e est.e lí•it.e se cu•pe, 
record-os que: 

V n e IN b • inr(x l 1 - F<x> ~ !. • n n 

ent.onces: 

V"" e CO, 11 b ""~ b n n 

par l,o que: 

de aquí que: 
n [ 1 -' F(b )] :!O 1 

n 

V 

1 
~~~~~~--~-1 

1 - F(bnx) 

v de es~a• desigualdade• obt.enetM>S que: 

1 ·- F(bn) 

1 F(bnx) 
:5 n [ 1 - F(b x)] ~ 1 

n 

V por la expresión 6.1.2 al t.omar el lí•it.e cuando n t.iende a 
inrinit.o, en est.a últ.i•a desigualdad encont.ramos que: 

[ 1 - F(b )] ~ 1 
n 
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v como x e CO, 11 es arbit.rario, concluí111os que: 

lim n [ 1 - F(b )] n - 1. 

Ahora, de111ost.rare111os que las condiciones 6.1.1 v 6.1.2 son 
necesarias. Así pues, supongamos que F e .fl(H•.r>. es decir que 

exist.en sucesiones de números reales <an>n:• V 

que: 
{b > CD t.ales 

n n=t 

r >o 

A part.ir de est.a relación, deduciremos que wCF> • CD v que la 
condición 6.1.2 se cu111ple. Así, dada la condición 6.1.6 pode-
111<>• aplicar el t.eor- 4.J. con 11\ •. 2, ent.onc- lo. n'lilllei-os A

2 
v B

2 
sat.isf'acen la siguient.e ident.idad: 

H 2 (A + B x) • H . (::ic) •,r z z •.r 
- decir que: 

V 

v a part.ir de l~ relacion- 6.1.6, 4.1.J. v 4.1~2 sabetmo8 que: 

a G· 
li•-~•ª~"--~_.n.._·. O 

·n.ao b 
.n 

V 
b 

li• -.!.!L • ;¡¡•--r. 
·n...., b 

n 

Sea PU-a t.odo nll-ro nat.ural k, n(k) • 2lc , ent.Onces -t.os 
lí•it.- los ~-- e.cribir de la •icuient.e f'or111a: 

li• 
n~OO 

·.c:z - a 
n<lc+&> ·n<k> 

b~ 
n<lc>· 

- o V li• 
n .. CD 

A cont.inuaci6n de111est.rare11<>• que: 

li• 
lc .. CD 

a 
-""":..:<..:;k'"'l'-- - o . 

b 
nck> 
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Suponiendo que ªn•O> • O , podelllOs expresar la dif'erencia 
a - a cOMO una su•a t.elescópica, así: 

ndc> neo> 

-:..;.n;..;<..;;lc'"'>"- • ~ 
n<k> L 

\ j:O 

r 
j:O 

ªn<j+t> ªn<j> 

bn<j> 

b 
n<Jc> 

b 

a . 
n< J > 

ne j > 

b 
n< le> 

de est.a f'orima, para de•ost.rar que el cocient.e ªnc1c/bn•lc> 

converge· a cero cuando lt t.iende a inf'init.o, bast.a most.rar que 

la suma Sic converge a cero. 

Sea H un número nat.ural t.al que para t.odo número & posit.i

vo V para t.odo número nat.ural J •avor que el número H 

a - a 
n<k+t> n<lc> 

Obse~ve•os que. el número H lo pod~s escoger de ellit.a f'or11a, 
... dado que el primer ü:.it.e de la. expresión 6.1 .• 6 es cero. 

Por ot.ra part.e. como el .ecundo lí11it.e de la expresión 

6.t.6 es 2•-'r Cque - -vor que uno>. t.enMtOs que P.ra lt •uf'i

. cient.e.ent.e crande: 

b n«k+&> > b nclcl 

ent.onces: 

!!: b nclr> • oo 

v ad-ás: 
b 

r > o __ n_< _le_> __ • 2-l/2 ( J. • 
b . 

n<k+t.> 
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Sea q • + (1 + 2-•"'2 ) Cq < 1>. ent.onces exist.e un 

nat.ural N t.al que: 
b 

n< k > < q 
b 

n< k+.t.> 

número 

6.1.10 

y como el cocient.e b n<j> / b n<k> Ck. ?::.JY. lo podeMOs expresar 

co•o el product.o de ~ J ract.ores: 

b b b b .,, ,._ ?::. J n< j> n C J > ne J+ t.> n<k-s.> 

b" b b b 
n<lc> n< j+t. > n< j+Z > n<lc > 

considerando la desigual.dad 6.1.10 est.e cocient.e est.ará acot.a-
do de la siguient.e ror•a: 

b . 
ne J > 

b 
n<k> 

< k-j q • 

Hechas est.as consideraciones, observe- que la SU•a Sk de 

la expresión 6.1.7 la podemos separar en dos su•as s .. v S
2 

de 

la siguient.e -nerai ... 
-sk -L ªnC j+a > 4 nc j ,. 

b 
n<k> J=O 

·a a 
nlJ+t.> ·n<J> 

b· 
ne j > 

b 
n<k> 

b 
" ( j > 

donde .el nllmero H' • -x<H,H> v H v .H son 109 mi-ros de
crit.os en las expresion- 6.1.8 v 6 • .t.11." Probemos que cuando 

~ t.iénde a inrinit.o la• •u-• s .. v S
2 

convergen a cero. E•pe
cet1os analisando la su- S

2 
• Dadas las expresiones 6.1.8 v 

6.1.11: 

a a 
n<k+t.> n<k> bn<j> 

b 
n<k> 

k-& 

:!> ¿ ,;•.,k-j 

j=M• +a 



V como: 

V i..f "" IN 

por lo t.ant.o: 

.sz ~ 
" 

1 q 

Ahora analice•os la su1111a S, que es una su•a t.elescópica • 
...,nt.onces: 

s -.. 
a 

ne .. ~> 

b 
n< k > 

a 
n< t.> 

e ... 
b 

n<k> 

donde c ... es una const.ant.e que depende del número H' v con•i
derando el límit.e 6.1.P obt.ene.os que: 

e 
liiíis -u. ... • o 
k•ao: t. k•Cll b 

n.tk> 

por lo t.ant.o: 

a 
nck> li• -o . 

11::.ao b 
nck> 

En ....... condicionett pode.oís aplicar el lema a.1 a la ex
presión 6.1~6 para la •ubsuc-i6n <n<1t»1i::' .. • <2k)~';'¡ t.ol.ando: 

así: 

e •a 
n n 

e• •O V D • b· 
n n n 

li•. F"'1i:1(b ::a:) • H C::a:> 
ntk> s,.y 
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v recordando que: 

y.,._ e IN, bndc> ) O V "/X) 0, O < H Cx> < 1 •.r 6. s..s.s 

concluílllOS que ~<F>. • ~ • va que de lo cont.rario podríamos en
cont.rar un número x posit.ivo t.al que: 

b n<k>"" > ~<F> 

v ent.onces: 

lo cual cont.radice las expresiones 6.1•.12 v 6.1 • .13, por lo 
t.ant.o la condici6n 6.1 • .1 se cu•ple. 

Ahora, para probar que la condici6n 6 • .1.2 •e sat.i•f'ace, 
conside~ la expresi6n 6 • .1.9; así. dado un número t suf'i
cient.e.ent.e grande, podemos encont.rar un nd•ero nat.ural ,._ · "l 
que: 

V· COllO · la f'unci6n F es mon6t.one no · decrecient.e: 

"'"'>o 

sabetlíOí.. que: 

"I "'•·IR F<~.·· <O. 1>. 

ent.onc:es pod- aplicar la f'unci6n 
dad 6.·t..14 t.omando __ ;ic· > O, "' • .1 y 

"'"'>o 

loearit..o en la d-igúal
t •uf'icient.e.ent.e grande: 

y recordando que .-ra t.odo ndmero real "' , loirf'<x> es negat.ivo 

1 1 1 
si "'• 1 ~ ~ 
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v de es~as dos últ.imas cadenas de desigualdades obt.enemos que: 

to6F(bn<lc>X) 
~~~~~~~~ ~ 

to6F(b ) 
n<k> 

totJFC tx) 

to6FCt) 

\ 

toiJF(bnclc+t.>"'>' 

toeF(bn<1<+t.>) 

Áhora si aplicamos la runción logarit.mo en la expresión 6.1.12 
t.endremos que: 

en part.icular si x • 1, 

ent.once•: 

"':ir;> o 

·.por lo t.ant.o. al t.o.ar 'el· U:mit.e C\lando k t.iende a inf'init.o en 
'la ;expl'e9ión cs.:i.ie~ 4'ncont.r..O. que: 

"' " > o 

que es equivalent.e a la. condición 6.1.2 e.O.O vel'eMO• a 'cont.i~' 
nuación: 

toiJFCt"> • tod(1 - C1 - FCt:ic>J). 

Sea 11 • 1 - FC tx> v ut.ilicetM>s el desarrollo de Tavlor de· la 
runción: 

. f'<v> • toiJ[1 ;.. C1 - 11>J 
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alrededor del cero, entonces: 

lo6FCtx> • - C1 - FCtx>J -
C1 FCtx>J 2 

· (1 - FCtx)J" 

2 ·n 

dividiendo en~re 1 - FCtx>: 

lo6FCtx) C1 - FCtx)J. 
------- - 1 + 6. 1. 17 

1 - FCtx) 2 

considerando que: 

li• FCtx> • 1 
t+a> 

v t.o.ando el lí•i~e cuando t tiende a in~inito en la identidad 
6.1.17 ob~neMO• que: 

- lo6FCtx) 
Vx>O 

t .. CID 1 - FC tx) 

ent.once.", •i x • 1:· 

- lojff'Ct) 
li• - 1 
t+GD 1 - FC t> 

rinalllen~ conside~ando la expre.ión 6.1.16 v e•~os do. ~l~i~ 

110• .lí•i~. obt.e- que: 

lojff'C t:.::) 

lojJf'(t) 

1 - . FC t:ii:> 

lojJf'C tx) 

li• 
t ..... 

1 - FCtx> 

1 - FCt> 
• ,,.-r 

co•o querÍaMOS de.ostrar. 
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Teor ... 6.2 La función de distribución F está en et domi

nio de atracción "- ta /unción de distribución Hz.y' cuya 

retrta 'de correspondencia está dada por: 

sL r es- un n'Úmero real positiuo: 

• 
{ 

~i "' < o 
H <x> 

z,r s.: "' ~ o 1 

si y solamente si 

y si para todo nW....ro reat x positi1Jo, ta función de distribu

ción p• ,dada por: 

•a.ti.s/ac• lcz condición 6.i..2. es ct.cir, •i: 

Y x.) O 
1 - p•ctx> 

1 - p•co 
- x-r. 

Las const..ant.- de -t.andarización se P,ueden eiscoger. cOllO: 

Íif.n. E IN ·a 
n wCF> v b n • c.>CF> - inr•x 1 1 - F<x> :S ~-

..._.~racio•~- Priiiiero de908t.ra.....a. la aurtciencia de la• 

c0ndiciones 6.2.l. v. 6.2.2. para lo cual, -pez.Ílret909 aplicando 
e1t.e(;reua 6.l. a var.iab1~•aleat.oria• indePendient.e• e ident.i
ca-nt.e dist.ribuidu~ con runción de di•t.ri.bución p•, la cual 
e•t.' derinida para todo nWlero "' PoSit.ivo. Observ~ que dada 
·la derinición de la condición 6.2.2. •ecún el t.eor-a 6.l. t.-
ne•o• que: 
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donde 

Vn.elN. int"{oc 1 1 - FCro<F> - ~ ~ ~ 

- decir que: 

"' n. E IN. 

v si realizamos el siguien~e cambio de variable: 

V • c.>CF> !.. 
oc .. oc -

1 

t.endremos que: 

."In.e IN 

por lo t.ant.o 

"In 911 

.., " > o· 

o bien: 

1 - F<v) :!'; ~} 

b~ • { ...,CF> - int"b : 1 - F<v> ~ ~·} 

a . • WC:F> 
n 

y 

H <oc:> •.r 

li• Fn(a + b ~ • H (--1 -) 
n.._ n n s,y ::ic 

pero observelM>8 que: 
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Ahora, para el caso en el que el ml•ero x es posit.ivo, ob
servemos. que como: 

V n e IN ªn • wCF> • supCx 1 FCx> < 1> 

ent.onces para t.odo número y •avor que wCF>. la función de dis
t.ribución F evaluada en y valdrá uno, y así, dado que: 

V n e IN 

t.enemt0s que: 

por lo t.ant.o: 

V x > O 

b >o 
n V "'>o 

F"Ca + b x) !! 1 
n n 

li• F"Ca 
n 

+bx)•l•H Cx> 
n z.r 

cotiio queríamos demost.rar. 

Ahora demost.raremos que las condiciones 6.2.1. y 6.2.2 son 
necesarias. Así pu-. supone- que la función de dist.ribu
ción F est.á en el dominio de at.raccidn de la función 

... decir; exiet.en· ne-ion- de números 
·. t:.a1es: , qÜe: 

real- {a }m 
n n=t. 

n.-
li• F"Ca + b :ic> • H C..:>. 

n , n a,y V%)0 

. ' . 
. Pri-ro prot>..._ q\a~ wCF> - f'init.o. Recurruios de 

al_ t.eorema 4.1 v considerando el caso_ en el que ~ 9 2, 
ce9: 

- decir: 

.., " < o, r > o •xp(-2(-A - B x>Y) • •xp(-(-x)l') z z -. 

111 
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de donde deduci.ios que: A
2 

• O v B
2 

• 2-vr. En es t. as 

condiciones los lí•it.es 4 • .l • .l v 4 • .t •. 2 serán: 

a a b· 
si r > o li• 

n .. a> 

zn n 

b 
n 

- o V li• ~ • 2:-'-'Y • 
n .. CI) b 

n 

Para t.odo número nat.ural k sea n(k> • 2k. De e9t.a ror.a, t.ene

MOs para la subsucesi6n <n(k)>k':t. que: si r > O 

b CI - CI n<k+t.> n<lc> •O V li• 
k .. .., 

--'n~< "'k-'+-'t."-'-> - • 2 -t./r 

b 
ni k > 

b 
n<k> 

A part.i.r de la expr-i6n 6. 2. 4 si logra11<>s de-t.rar que para 

algdn n1Dlero real a: 

li• 
CI - Cl ____ ._.n.._l..__k_.>_ • O 

pódre.o9 aplicar él lelMl 9•.l t.o.ando: 

,,, .n. ... e • a 
· n n<k> 

e•• a 
. .-n 

v -.C:obt.ener que: 

ent.onces: 

lill· F.r.a.•ca + b ~ • 
k..-·:~ . · .. ' n<k> 

B e~> z,y. 

< l 

li• b - o nlk> 
k .. a> 
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' .. ~ .. 

'8..,..t 4;u,h 1 1 

es decir. dado un ndmero & posit.ivo -nor que uno, 

1 .. > 1. 

\ 

Además como el pri11er lí•it.e de la expresión 6.2.4 es cero, 

dado 

& >o 3 H E IN z 

a - a nl k+t.> nck> 

a - a 
nclc+~> n<k> 

ªnc1c>· - o 

d~i.Z' •. exblt.e, un n'11..ro >real a. pera .el cual: 

< & 

A J>ert.ir de 4-t.o v dado.que el 
6.Z.4 e.S ·cero. dedué:i- que: 

primer lí•it.e de .la. expr.ui6n. 
··:1._;:,._. 

a a 
~~~-'""-'~le-•.._ - o 

b 
nlk> 
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ent.onces, CODO ya habiallios vist.o, por el lema 3.1: 

li• F"11',Ca + b oc:) 
lc•GD n<k> 

H Cx>. z.r 

Ahora bien; en vist.a de que: 

ent.onces: 

li• F"dc'<a> • H CO> • 1 z,r 

. FCa> • 1 

v por la derinición de oo<F> ·t.eneMOS que: 

ooCF> ~ a • 

Probe91os que en realidad 

oo<F> • a . 

6~2~.8 

Observe909 que secdn la regla de correspondencia de la run~ 

ción H . Z.J' 

"' ." < o 

V V (a 

por lo t.an~o 

H- Coc:> < 1 • 
z,y 

F<v> <.1 

oo<F> • a < ao • 

Ahora, para demost.rar que ·la condición 6.2.2 se· icUlliple, 

·reduzcamos la exp%'e9ión 6.2.8 a la 6.1.12 de la siguient.e 

11' 



manera, .•abemos que: 

b. 
ntkl b 

nck> 

Observemos que en est.as condiciones: 

v .que: 

00 (b --+ O cuando ,._ - ao). 
n<lc> 

Sea v • ~ , ent.onces por la ident.idad 6.2.8: 

· li• Fntk1Ca + b ntk>v> • 
k .. ao 

y por ot.ra part.e: 

H Cv> z.r 

pntk>(a + -b v) • Fntk> Í a -
. ntk> l 

H (--L) • 
z.r "" 

H C..> •.r 

que preci.,._nt.e - la expresi6n 6 • .t..12 v ca.o ya d-t.ruio9 
en el t.eo~ 6.1 • •i la f'unci6n p• sat.i•f'ace la condición 
6.2.11, ent.onc- p• ·sat.isf'ace qi.ae:. 

co•o quería•o.s probar. 

1 - p•c toe:> 

1 - p•ct> 
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Teo~ema 6~3 La función da distribución F •stá •n •t domi-

n{o de atracctón. de ta /unción da distribución H . cuya· 
3,0 

reiirta de correspondencta está dada por: 

.., ,. e IR. H •,o 
C.,,> "' ~xp(-•-"'> 

31 a e CaCF), wCF>J 9 

(&)( .. , 

I u. FCv>] d.11 < CD 

C1 

:Y sl'. dafi.nimos ta /unción R como: 

V t , aCF> < t < wCF> ' 

1 (&)( 11") 

RCt> ----- I. u. - FC11>J d11 
1 - FC t> L 

6.s.2 

. li• 
·.-1- FCt + :dt(t)J 

------------------ -.-~-1 - FCÜ · 

· - La9 co-t.ant.- de e8t.andarisáci6n : - pueden elecir de la 

•icuient;e ro~? 

a • inr{..:· .1 1 - FCd ··-~ ~ n n. 
y b • R<a > • · .. · 

n n · 

.._..._1óa.• Al icual que en. lo9 t.eo...-.. 6.1 v 6.Z,._ 
prilléro Cle.o.t.rar:-o- que: 1- cóndicionN 6.s.1. v .6.s.2 .on 
•nlf'icient.- para-'c:iue la f'uncidn F -w en el dominio de· at.rac

cidn de la f'unción ª•.o. para lo cual, -cu:U..-0. el illta.o 
procedi•ient.o que en.la d..,.._racidn del t.eor ... 6.1 que a .u 
vez, se redujo al corolario 2.4. Observ- que: 

V n e IN ªn • inf'{x 1 1 - FCx> :S ~ • inf'{x 1 Fc"x> i!: 1 - ~ 
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ent.once•: 

li• o. • wCF>. 
n n•OO 

As.(, ut.ili-ndo la condición 6.3.3 con o. • t y b 

t.en9.o• que: 

V"" e IR 
1 - F(a + b ,,,;) 

n n •e-X 

n•oo 1 - FCa ) 
n 

entonces: 

V ""e IR li• n (1 - FCa + b :d) 
n•OO n n 

1 FCa + b x) 

Rea >. 
n 

Fea)] n n - .,.-::ic li• n [ 1 - FC.a. )] 
n .n 1 - F(an) n•OO 

As.e, si deMOSt.ralllOs que: 

li• n. [ 1 - F(an)] • 1 
n•OO 

6.s.s 

t.endremos que: 

• .-x • 111C..> 

. por lo tant.o, .por el corolario ·z •. 4: 

V ;. •e IR li• PCZ 
n 

COllO -tablece el t.eore.a 6.8. 

Probe1110s la ex.presión. 6.8.8. Dado que: 

Vne IN 

t.ene.os que: 

1 - F(a ) ~ - 1 - ~ 1 - F(a + b &) 
n n n n 
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ent.onces: 

V 

1 
Ve<O ~n 

1 - FCa + b e) n n 

de est.as dos desigualdades se desprende que: 

1 
---------~ n (1 - F(an)) ~ 1 

1 ..,. FCa + b .e) 
n n 

V. considerando la expresión 6.9.4 al t.omtar el líMit.e cuando n 
t.iende a inrinit.o en est.a últ.i.a desigualdad obt.eneMOS que: 

•"' ~ li• n C 1 - FCan)J ~ 1 
n .. GD 

pero COMO el nd-ro .e e• arbit.rario, ent.onces: 

li• n [ 1 - FCan)J • 1 
n .. GD 

COMO querialM>l9 de!IOSt.rar. 

AhoH,Wpondrellios queexi~~ •ucesionu de ndlliero9.real .. 
<A > CD .y '(B >'CD '(con B > O) t.al ... que: 

n n•I... . · " n:& .. .n 

Vx •.IR li• F"CA 
" 

a.a.6 

. y de aqui .• deducil'9Ílo9 que la• condicione. 6. s.1 . y 6~ s. 9 - . 
. cu•plen. Dado_ que.la d-t.ración - ún Poco larga, ·la ·dividi'
re.os en · cinco .,._, a lo largo de 109 . cuale• ut.ilisa-
cont.inua11ent.e la •iguient.e runción: 

V X. co, 1) .6.8 • ., 

y las siguient.e• •ucesion-: 

V n e IN V 6.s.a 
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'6..p(~ 11 

Los cinco pasos consist.en en lo sicuient.e: suponiendo que la 

f'unción . F est.á en el d09tinio de at.racción de la f'unción Ha.o. 
en -el primero verel90• que en el lí•it.e 6.S.6 pod-os int.erca-

biar l .. .ucesiones de nú11eros <An>n':a 
•ion- <an} n':a y <b n} n':&. A part.ir 
paso •. probaremos que -si:, 

y <Bn>n':i. por 
de ést.o. en 

hCt> •o•( 1 -eFCt> ) - t 

ent.onces: 

li• 
l. .. Cl>CFl 

1 - FCt + :diCt>l 

1 - FCt> 

las 
el 

suc
seg u ndo 

En el. t.ercer p-o. demost.rare•os que si <an>n':a es una suce
•ión de números reales posit.ivos que converge a cero cuando n 
t.iende a inf'init.o, ent.onces: 

Vu>O 
o•ca u) - o•ca ) 
~~~n~~~~~~n~~-• -lo6U • 
o•ca /•) - o•ca > n · n 

En el cuart.o paso, con ayuda de los pri-ro. · t.res re8Ulkda., 
-t.r~ que si· la f'unción de. diat.ribución F - est.~i~t,a_; 

. ~nte crecient.é. eont.inua y P.~ece al dominio de . at'.rai:ción 
. de. l.a r-ción. H,. • ent.onc- lu condicion- 6•9."1 y 6.9.2 .. 
e-ple!'· Y por d~illio. en el q\a1~t.o ~º• ve....,_ que e~i.t.e 
una f'Uncióh de di•t.ribución p• C:on la• car8ct.erílltica• de . ·1a 
t'uncióft.de diÍllt.ribuciésn desc:ritAs en ~i PUo c:Q.t.ro y qu~ ad~ 
-'• -t'.isf'ace:que: 

1 - FCt> 
~~~~~~- - 1 
1 - F•cn 

de dond~ deducir- tinalment.e que la• c:Ondiciones 6.1.1 y 
6.1.S•e cu•Plen para lat'urición de dist.ribución F. 
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P .. o 1.- Dado que se cu•ple la expretJión 6.9.6-para algu

nas .ucesione• de nd9eros reales <An>n':, V <B">"';:,. veremos 
que ést.a t.a•bién se CU91ple para la• .uce•ione• <an>n':, V 

{bn>n':, def'inid- en la expresión cs.s.a. Pa.ra ést.o, -gún el 
leM& s.1 t.enctre.o. que demost.rar que: 

a - A B 
li• n n 

- o V li• -"- - 1 • es.s.v 
n .. oo B n~ b 

n n 

Ant.es de de.o.t.rar est.os lí•it.es, .ediant.e un argw.ent.o 
int.uit.ivo, t.rat.ar- de ju•t.if'icar porque las suc-ion- de 
nú-~ <a> 00 v <b > 00 la• -cogimos de esa f'or•a: si en la n n=~ n n=a 
expresión es.a.es t.oiaa.os oc: • O, ent.onces para un nú.ero n suf'i-
cient.e.ent.e grande t.endreMOs que: 

de donde deduci.Mo9 que para un nd9ero n 1111Uf'icient.e.ent.e gran~ 

de, el n\lmero F(A") - aproxima a 1 - ~ • Analnc-nt.e, t.oman
do en la •xPre.ión 6.8.6 oc:• 1, obt.en- que: 

.. decir • .,..... - n-.ro ~-. .uf'J.cient.e.ent.e cr-de, el número 
F(A . + B ) - aproxilla a 1 - i;'n.. ·EíSt.a. dOll aprox1-cion ... 
.1io1t'1- .';.- nO. ftcieren que 1- 1111UC..ion.. <a > 00 v . °<b > 00 

· elecidas ~n -~ e"x.»retJión · a.s~a~ deben -t.1-f';c;;.• el u';.i~ 
6.8.6. 

Para d....,.._rar los lí•it.99 6.8.D, ob.ervetmo9que de la• 

ident.idad .. a.s.T v es.a.e t.enemos que: 

F(an) • FC.uPiv 1 FCv> ~ 1. - ~) 

PCX < a") ~ 1 - ..!.._ < F(a ) • PCX ~ . a ) • n n - n n n 

no 



'6..,.t....,,, 11 

Por ot.ra part.e. de 1a expresión 6.9.6. t.-ndo or: • O, t.ena.os 

que: 

V .,, 'Y > º· 

V 

de donde deducimos que: 

F"CA 
n 

V 

3 H e IN .. ... 'I/ n '?:. H .. 

6.s.11 

Ahora• -a ú:n> n':t. una sucesión de nú-r08 reales posit.i
vos que converja á cero cuando n t.ienda a inf'init.o. ent.onces 

C:O.O cero es un punt.o de cont.inuidad de la f'unci6n H
3
..,: 

de aquí éiue:. 

( - 1 )" -lilli 1 - n . ~ li• H Cor: ) • 
n•GD n·-t>CD ~'~· n. ·. 

• V n. l!: H 
·Z 

V 

de donde - •icue que: 

H e-e> + r < (1 - .....!__)" < H Ce> + r •,o n. a,.o 

así. de las d-igualdades 6.S.11 V 6 0 9.12 t.enemos que: 
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Y e > O . si N • ~N& • Hz> .. Y n. l!: N 

Fn(An - Eine> ( (s. - +r < FnCAn + Bne). 6.s.s.s 

Sea 1 un ndllierÓ real t.al que: 

evident.e-nt.e el nú-ro 1 depende del nd-ro n v -betmos que: 

· ent.onces, sub•t.it.uvendo la función 8
3
.o evaluada en I• obt.ene

- que: 

li• •xPC-·-~ • .-11. n-
v aplicando la función loearit.mo: 

de donde co~luJ:IM)9 que: 

l.i• .-1 - i. n-
l.i• 1 - o ... n-

. En ...... eondicion-• .,_. un nd-l'O ri.jo 

·isuficien.._nt.e Cl'•nde: 

-& < 1 < & • 

.. n. .. 

Coito la función ª•.o - . est.rict.allient.e c:recient.e. pod- · esco
cer en la d-iéualdad 6.8.U. el ndliier0 y de t.al tor.a que: 

1' < ª•,o C.s:> - ª•,o Cp 

v de est.a f'onia, se •at.israce la de•icualdad 6.s.i.s pa~a n 

i.22 



suticient.e11ent.e grande: 

Fn(A - B &) < (1 - ..L) n • H Ca> < Fn(A + B e) 
n n n _a,o n n 

est.o. aunado a que d~ la desigualdad· 6.3 • .tO t.ene.os que: 

nos da el siguient.e result.ado: 

dado e > O :IH•"ln~H 

A Be~a ~A +s,. 
n n n n n 

- decir: 
a - A 

1 
n n < & 

b 
n 

a - A .·. lillÍ n •n 
- o . 

n•OO b 
n 

Para dei.o.t.rár que el -cundo U:•i~ de la exPre•ión 6~s.g 
- uno,hay.que'realizar un.ra901l-ient.oan,l()Coal que· hicl
Ílos Par• dé.O.t.rar qu'e el prillier U:llÍit.e de dicha expr.esión .. 
ce~. pe~ ahora hav que~.· ,..-1. en el li•it.e a.s.a. 
eÍitonce" h~ciendo .el .;.~ proceclilllient.o. pocie.o. Cl9ducir. que: 

·"' & >o ilN •·"ln~N 
& & 

v que: 

P"CA - B Cl + e)) < (1 - ~) n < Fn(A + B Cl + &)) 
n n n.. n n 

Cque son las desigualdades equivalent.es a la 6.3 • .tO v 6.3 • .14> 
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v de estas de.igualdades se deduce que: 

V .e > O 

A - B C1 + e) :S a + b :S A + B (1 + e) 
n n n n n n 

o equivalent.emente: 
a ..t b 
-~n~_ ....... n_.+ _._n __ 1 ( e 

B B 
n n 

pero en virt.ud de que el primer límit.e de la expresi6n 
- cero, -bemo• que dado un número & posit.ivo: 

'!:IN a Vn.?.N z z 

-e < 
a 

n 

B 

Á 
n < & 

n 

ent.onc-, considerando la d-igualdad 6.9.16 y ~a '1lt.iaa, 
t.en- que: 

dado e' > O 

·,.-·decir que: 

& • V 

b __ n_;., 1 

B 
n 

U• "-
b. 

-· _n_ .• 1 
B 

" 
B 

li• .--n-· • 1 

·".- b 
n 

COIK>. querí.-- dell09t.rer. Poi' lo t.ant.o, Poi' el 1- s.1, el 
l.CllÍit.e 6.S.6 • c:umple para .1- 9\ICe•iones de ndiileros <an>':=a 

V {bn)':=a: 

a 



P~ 2~~ Suponga- que F e :.OCH
3

,
0
), es decir que la .fun

ción F -t.ist'ace la expJ:'esión 6.3.6, ent.onces de•ost.rare910s 

que •i: 

6.3 • .16 

ent.onces: 
1 F(t + ::.:hCt)) 
~~~--~---~ - .-% 6.3 • .1'1 

1 - .FCt> 

pero ant.es de de•ost.rarlo, observemos que est.e lí•it.e es simi
lar al lí•it.e fi.3.3, sólo que hCt> .. RCt), Sin -bargo, •ás 

adelant.e det90st.raremos que: 
h(t) 

li• ---- - 1 
L .. IA>IFI R(t) 

v -í, podremos · int.erca•biar la función R por la función h en 

la expr-ión 6.9.17 sin alt.erar el result.ado. 

Trat.emo9 ·.·de· relacionar la función h con 

·ndiieróíis ·<b > .., def'inida en la expre.ión a.s.a. 
, .• v,.·.:· .. -. -~. - . · .n n:& · ·__ · · · .. • 
· ~:- . ...,._ ..Un dad- en Wrtain09 de la función G 
. :: ron.M: . 

la .uc-ión de 

Ot>serv- que 

de la· •icuient.e 

F<vl ~ 1 - :U) . 

al eval~la en "" • 
"' • 1. obt.en- hCt>: 

v al evaluarla en 

V .JC1 - F<t)) • hCt>. 

Para demo8~rar la ident.idad 6.3.1'1, hav que probar que éls

t.a - cu.ple para ~oda •Uc-ión <tn>n':& de nú•eros realés, que 
converJa a 11>CF> cuando n t.iende a int'init.o. Primero considere
mos la sucesión part.icular t • a , donde el número a se de-

n n n 
t'inió en la expre.ión a.s.e, la cual evident.-ent.e converge a 
11>CF> cuando n ~iende a int'ini~. Para t.al et'ect.o, consideremo• 
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la ident.idad 6.3.6; c0!90 para t.odo nlfmero real :ic:, el •i-bro 

derecho de ést.a es posit.ivo, para n. sut'icient.ement.e grande 

pode.as aplicar la t'unción logarit.lllO a a•bos •ieMb~os de dicha 

ident.idad, así: 

ademé•: 

lotrF(a. + b :ic:) • -·-x· 
n n 

6.3.18 

li• lo6f'(a. + b -;e) -
n 

li• n. loiJF(a. 
n 

+ b :ic:) li• __!_ • O • lo61 
n n. n 

n+a> n+GO 

v aplicando la t'unción exponencial: 

li• F(a. 
n+GO 

n 
+ b x) • 1. 

n 

n+GO 

Con•ideremo. el.de88S'rollo de Tavlor de la t'unción: 

t'<v> • toiJ<1 - v> 

t.otMÚldo V • 1 - F(an +bn:ic:) : 

lo~(ªn.+ bn2f} • lo1J(1 - [1 - F(an + bn20J) 

[ 1 - F(an + bn:c)) z 

.2 

lo.rf'(lzn + bn:ic:) 
~~~~ ...... :....~-"'--~ - 1 

1 - F(a + b :ic:) n n 

+ 
[ 1 - F(an + bn:c)) z. 

2 

En virt.ud de que: 

li• a. 
n 

n+m 
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V 

li• b 
n .. a> 

t.ene11e>s que: 

V ""e IR 

n 

li• FC"' 
n 

"' - o n 

+ bnx) • 1 

ent.onces, al ~omiar el li•i~e cuando n. ~iende a inf'ini~o en la 
iden~idad 6.3.20 ·ob~enemos que: 

li• 
lotrFC"' + b x) 

~~~~--'"n'--~-"-n'--~ • 1 
" .. "' 1 - FC"' + b x) n n 

V 

li• 
1 - FC"' + b x) 

~·~~~--n'--~-'-n'--~ • _ 1 
n .. a> lo6n F(<l< + b x) 

n n 

en~once1J •ul~iplicando etrl.e li•i~e v el 6.S.18 encon~ramios que 

li• n. [1 -F(an + bn~] . •• -x 
n .. CD 

v. en 'el cal90 .,.r.;icular en el que ::io • O, obt.en- que: 

li• n. l 1 - FCCltn>l • 1 
n•OD , 

1 ·- FCa + b ::io) 

~~~~--"--~ ...... "--~ -.-~ . 
1 - F(a ) 

n· 

Es~e resul~ado •er' •uf'icien~e para deMos~rar que la condición 
6.S.17 •e sa~i•f'ace para cualquier sucesión <tn>n':s que con
verja a w<F> cuando n. ~iende a inf'ini~o. Sea pues <tn>n~s una 
sucesión de nún1eros reales arbi~raria ~al que: 

li• t • ..,cF> 
n 

n .. CD 
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v sea "' • m(t ) un número entero tal que: 
n 

m. [ 1 - F(tn)) ~ 1 < Cm. + 1> [ 1 

entonces, por un lado tene.as que: 

li• m. (1. - F(tn)) • 1 
n .. oo 

debido a que según la desigualdad 6.3.26: 

FCt )) 
n 

6.3.26 

,.. [ 1 - F(t )) ~ 1 < "' [ 1 - F(t )) + 1 - F(t ) 
n · n n 

v al t.o .. r el li•ite cuando n tiende a ~nfinit.o en esta desi
gualdad, por el li•it.e 6.3.24 v de la definición de w<F>: 

F(t ) • O 
n 

entonces: 

li• no. [ 1 - F(tn)) ~ 1 ( li• m. [ 1 - F(tn)J 
n.._ n~ 

por lo tanto, el li•ite 6.S.26 -- uno. 

Por ot.ro lado. a part.ir· de las definicion- 6.S.7 v 6.S.;8: 

.,, .•• 11 6.S.Zl 

porque: 

m [ 1 - F(t )] ~ 1 ( ,.. [ 1 - F(a )] 
n m • 

v couo la función F es mon6t.ona no dl!tcJ:-eciente: 

... ~ t 
m n 

1:18 



'8""' tu,l,, 11 

y el hecho de que el número tn sea •enor o igual que ªm+•' se 
sigue iDMedia~amen~e de la desigualdad del lado derecho de 
la expresión 6.S.26 y de la def'inici6n de ªmu (am+• 

sup<y 1 1'.S (m+1) [1 - F<y>J > ) por lo ~an~o. la desigualdad 
6.S.27 se c1111ple. Adellás ~enet11os que: 

V de la desigualdad 6.3.26 

1 
<t 1 

m. 

luego: 

1 1 
1 - '.S 1 -..... 

ent.onces: 

se sigue 

- F(t ) 
n 

> 

- FCt > 
n 

• 

que: 

1 

m. + 

~ 1 

1 

- 1 

a 
m 

(m: + 1)• 

v l'eCOl'Clando quien era la túnci6n o•: 

t :!O_. º .. • .. [. 1 ·1 --: n (·a + ... f_)• 

COb9erveM09 que la runci6n o• e8 .on6~ono no crecient.e> •ul~i
plicando --. la .d-igualdad 6.S.2'l por -n09 uno ·v ·euundola - a 

-~ª \ll~iMa obt.en--que: 

) - a 
111 

su•ando v res~ando a
111 

y ªm+• en los Mie•broe ex~ret110s de es~ 
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desigualdad obt.ene.os que: 

v recordando quienes eran bn v h(tn) <ver ident.idades 6.3.B v 
6.3.16> obt.ene908 la desigualdad 6.3.28. 

Ahora. como el lí•it.e 6.3.23 exist.e v vale .-x para la su-

celiión {n} CD • en part.icular para la BUb8uCe&iÓR im( t )• CD • 
n:& n n:t. 

<->"~"' el lí•it.e 6.3.23 t.ambicfn exi.t.e v vale .-x - decir 
que: 

li• 
1 - P(a + b x) 

~~~~~"'""--~-""''--~ - .-x 

v dados los: lí•it.es G.s.22 v ·6.3.26 teneiBOS que: 

1 F(a + b :ir:) 1 -P(a,,..+ b :ir:)· llL [1 F'ca.,>J 
li• '· .. .... -li• 

.. . 

n•CD i.- F(t ) n·- 1 - F(a,n) a u: F<t.,> 111·;· 

- .-':le. 

C>Herv- que_... re9Ult.ado. - un t.eo- de dt.t.ribuctón 

lí•it.e • ..t.o e·~ •i: 

la suce•ión 

PnC~ -{ -~ 
8:1. 

1 - 1 
o 

<P > CD e• una •uc-ión de f"uncion- de 
n n•t. 
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ción1 v .la expresión 6.3.29 es una f'orNa lí111it.e de la sucesión 

iFn(am + ·brn~n":1'. 

Recordando el le•a 3.1, t.endre•os que la expresión 6.3.29 
i•Plica·.la 6.3.J.7 (que es lo que quere90s de•ost.rar.,en est.e 

paso>, si para m • m( t ): · 

J.i• 
n .. a:> b 

n 

m 

t 
n 

- o V 
h( t ) 
---"~- - 1 

b 
m 

v not.e•os que en t.al caso, la expresión 6.3.J.7 t.allbién será 

una f'orMa lí•it.e de la sucesión iFn[ tn + h(tn)x] •n:'a· Para 
de.ost.rar que los lí111it.es 6.3.3J. valen cero v uno respect.iva-

111ent.e, a part.ir de la desigualdad 6.3.27 observemos que si 

rest.a.os a v dividi..Os ent.re b (b > 0) obt.enemos que: 
m m rn . 

1 + 
Cl 

"' 
b 

o~ 

Cl ..... 
' "' 

t 
n 

b 

"' 

a 
m 

1 verillq.:.•- ,..... ·1ea ru..Ci.6n 

recorclaftdo q;.. lea {unci.d n r lo·, -
~ ll111 r.ca>··= a - o .... 

n .. CD 
n 

¿¡, llrn res>••-•=• n n•-oo 

a 
rn+ • 

b 

'" 

t 
n 

b 

~·~· b 

'" 

a 
rn+t 

r 
n - runci.dn 

b 

"' 

a 
"' 

di.•lribucl6n 

«ú Lea runcri.6n r - conllnuea por Lea darechca, enloncea lea 
runcl6n 1-r •• conllnua por lea lsqui.erdct, aa< colllO Lo runci.6n 

ª -r , éntonce• lo ru.nct.&n r •• ~onti.nua pO.~ lo derecho. a-rcln> n 

W> LG runci.6n r •• 
mon6tona. 

•-r 
mon&lona. no c:t.erecienle, entone•• 

runci.dn 1-r •• no creciente y como l-F<ln> 

li.vo, La funci.dn 
1.-r< Ln> 

La111bi.4n •• mon6tona. no 
por lo tanto, la. funci.dn JI' n •• mon6lona no crecí.ente. 
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por lo t.ant.o, para de•ost.rar la expresión 6.3o31 bast.a •ost.rar 
que; 

a 
m 

-a 
m+t. 

b 
m 

-o y 
b . . 

___!!tt.!._ - 1 
b 

m 

v est.os lí•it.es los podeMOS deducir 
resul.t.ado del paso 1, de la ident.idad 
141 si.guient.e rorima, según el. paso 1: 

racil.Ment.e a part.ir del 
6.9.iP y del le.e 9.2 de 

li• F"'Ca 
m 

V considerando la ident.idad 6.9.19 t.eneMOS que: 

por lo. t.ant.o: 

li• F'"Ca + b ~ "... .. .. 

li• .. - b .. 

eftt.onc-, · evideni.-nt.e 
mollt.rár. Poi' lo t.aftt.o~ 

•A V 
b 

li•~-· 
..... b .. 

1 - FC t + xbC t)) 

1 - F<t> 
•• -% • 
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P .. o 3.- Suponga1110s que la función de dist.ribución F est.á 

en el dot1tinio de at.racción de la función H
3

,
0

• Sea <an> n':t. una 
sucesión de números reales. posit.ivos, t.al que converja a cero 

cuando n t.ienda a infinit.o, ent.onces la función G• dada en la 

expresión 6.9.7 sat.isface que: 

V u> O 6.9.33 

Primero demost.raretltOs est.e result.ado para la sucesión: 

V n e IN 

Sea • un nú.-ero real iaavor que uno v sea % - v lo6s , ent.onces 

según el paso 1 t.enemios que: 

li• F"[ ªn + (bnlo6s)] • •xp(-•-tog") • •xp(-s-Y) 
n .. CID 

Ahora, si. definimos dos nuevas sucesiones de números rea

les (a~•n':t. V (b;•n':t. COllO: 

V ne IN V 

. al igual que en el paso 1, pod- d~rar que: 

a 
n 

en~onces, dados los li•it.es 6.3.34 v 6.9.SB por el 1- 3.2 
t.ene.os que: 

li• 
b. 

---"-·-- - 1 

es decir que: 

lim 
n .. CID 

.. 
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que precisa11ent.e es el lí•it.e 6.3.99 en el caso en el que: 

u - _ .. _ < 1 .. V 1 - _ .. _ 
n n 

.. . (1) 

pero si el lí•it.e 6.s.ss se cu•ple para la sucesión_ {~n=l' 

se cumple t.a•bién para cualquier subsucesión {~n~l donde 
n 

la sucesión·<mn>n~& es cualquier sucesión arbit.raria de núme-

r08 nat.urales. Consecuen~nt.e, ·si <1n>n':a es una 8Ucesión 
arbit.raria de números posit.ivos que converge a cero, si •ubs
t.it.uí- para cada número nat.ural n., _ ... _ por ·a , donde el nú-

"' n n 
-ro "'n sea la part.e ent.era del número ~n., V •i el número u 

est.á ent.re cero v uno, ent.onces la expresión 6.3.33 lfft cumple. 

Ahora, el hecho de que podamos considerar la propia suce"".' 

sión <1n>n':l <e.n lugar de la suce•ión {¿-tn':a >_ - sigue de· 
n 

una desigualdad slllilar a la 6.3.28, t.o.ando "'• "" v o•ú u) 
- o•ca) en lugar de h(t ); ef'ect.iv-ent.e. dado que la f'unc.i'ón 
a• es "monót.ona no creci;nt.e. t.enemos que si: 

1 1 
~ 1,,, ~ V o < u < 1 .... 1 .... 

ent.oncetll: 
o•c....!!.,,..> -~ o•ú u) 

m n 
~ o•c-u--) ...... 

V .·. 
a. -o•c_!...> ~ o•ú > ~ o•c--ª-> -a ... . . "' n 111+& -.. 

IMllt.iplic:ando e.t.a desicualdad por men09 uno v su.Mind098la a 
la primera obt.enellOS que: 

o bien: 



e ident.iricando los nú11eros b• v a , est.a desigualdad la pode-
n n 

mos reescribir como: 

a :!: G•c., "U) - G•(a ·> ~ b • + a - a 
rn+t. n n rn+t. m m+t. 

dividiendo ent.re bm y ~amando el lí11it.e cuando n t.iende a in

f'init.o, recordando 1011 lí11it.es 6.9.32 v 6.9.96 .obt.ene111os que: 

G•canu) - G•can> 
li• - tOl!fS 
n•ao b 

n 

en part.icular, si u -
_ .. _ 
• 
G•ca ,..,.> G•can> 

li• n 
- 1 n....., b n 

entonces: 

b 
li• n 

- 1 . . G•C ) n•ao G Ca;.,/•) - an 

v como el product.o de los lí11it.e. Cel 6.9.S'l v ~.S'l'> - el 
lí11it.e del product.o~ obt.enemo8 f'ina.lilent.e que. si: 

li• 
,n ... CD 

li• a. - o 
.n~ n 

y 

Aún nos ·f'alt.. d-t.rar el lílÍlit.e 6.9.99, en el ca&o en el que 

el nú-ro u es -vor o igual a uno. Sin e11bargo, el caso en el 

que el nú-ro u - igual a uno, es inmediat.o. Supongamos 
ent.onces, que el nú11ero u ·es •avor que uno y const.ruvaaos 

una sucesión <a~> n':s de nú-ros reales posit.ivos de la f'ornia 
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siguient.e: 

V n e IN donde li• a • o 
n .. m .n 

ent.onces: 

v •ult.iplicando v dividiendo por G*Ca'> - G•Ca'/e): 

G•ca~/u.) - G•ca~"'u> 

G•Ca') - GªCa'/•) 
n n 

•i •- v r-"- o•ca~> en el nu.erador del segundo t.ér
•ino del •i-bro derecho de e9t.a igualdad. al t.o.ar el lí•it.e 
cuando n t.iende a inf'init.o, COMO lo• nllmeros -•-y --•- e.Un. 

u . ue 
ent.re cero y uno, pod- ut.ili11ar el resul.t.ado 6;.S.39, -í: 

<- to.,u - 1 + to.,u) • -tod'U 

COD lo.cual t.erM~ la d--.raci6n del t.ercer.paso. 
.. e 
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Pa8o 4.- Sea x
0 

un nú-ro real •enor que wCF>. Suponga.as 

que la función F es uná función de dist.ribución cont.inua v es

t.rict.a-nt.e crecient.e para t.odo nú111ero real x en el int.ervalo 

Cx
0

, wCF>J v que además pert.enece al do111inio de at.racción de 

l.a función. de dist.ribución Ha.o· En est.as condiciones, las ex
presiones 6.1.1 V 6.1.2\Se CUlllplen COlllO de111ost.rare111os a cont.i~ 
nuación. Sea 

Probaremos que: 

VO<x<1 6.9.40 

de donde se desprende que la runción G• es int.egrable en el 

int.ervalo CO, x> v por J.o t.ant.o, J.a función: 

1 IX • • 
KCxl • -- G Cp d1 - G Cxl 

X O 

est.' bien definida en el int.ervalo CD, 1>. Ob8ervemo8 que •i: 

x • 1 - FCt). .. ICCxl ,¡,_ RC t> 

Verifiquetmos que efect.iv-nt;e ..t.a ident.idad se 

ent.onc ... nece•it.a.oS probar que: 

1 a-r·(l> ----- J o•c1) d1 - o•u - F<t> 
1 - FCt> 

-
o 

---
1
--- ·J"'' r, C1 - Fc¡p d11 • 

1 - FCt) o 

CWÍlple, 

Ahol'a, ob-rve- que como la función F es est.rict.a-nt.e 
cl'ecient.e v cont.inua: 

G•c¡> • sup{x 1 FCx> S 1 - íl> • sup<x 1 FCx> • 1 - a> 
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ent.onces: 

v separando la int.egral del lado derecho de la 
6•3.42 v resolviéildola, obt.enemos. que, probar la 

6.S.4.l es equivalent.e a .Probar que: 

1 r:r> FCy) dv) 
1 FCt> 

1. - FC t> 

o bien que: 

&-FCL> WCF> J a•cj) d1 + J l FCv> dv - wCF> - tFCt> 
o 

Re.olva.os la primera int.egral de est.e ecuación. Sea 

6 • 1. - ·FCy> 

v como: 

O C 1 < .l - FCt> .. wCF> < V< t 

por lo t.ent.o: 

&-r<l> l w<r> J o•c,> d 1 • J v dCt - Fcy>J • J l v dFCy> 
.o w<r> 

expresión 

ident.idad 

Subst.it.uvendo la int.egral 6.S.44 en la expresión 6.S.43 obt.e

ne•os que: 

Jw< r > v dFCy> + Jw' r > FCy) dv • i.>CF> - tFC t > 
l 
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y est.a igualdad se sigue inllediat.aiaent.e a part.ir del «t.eore•a 
de int.egraci6n por part.es» para la int.egral de Riemann-St.iel
jes, que nos dice que si r y e son dos runciones t.ales que r 
sea g-int.egrable v e sea r-int.egrable, ent.onces: 

l r<x> dgCx> ;._ l gCx> drCx> • r<x> gCx> r 
Q a. a. 

ent.onces t.omando: 

r<v> • v V c<v> • F<v> 

collO las runciones r v e son cont.inuas v est.rict.anient.e cre
cient.es, r es g-int.egrable y g es r-int.egrable, por lo t.ant.o: 

como queríamos demost.rar. Ent.onces la int.egral 6.3.1 es rinit.a 
va que ~ex> lo·-· 

Probe- pues. qqe la int.egral 6.s • .&o exist.e v es rinit.a. 
Sea .. dt • -..,-z 

así: 
CI) 

" J c<t> dt 
o 

-J ce-;-> ... -z du • 
f./>C 

.Sea 

ent.onces, dado el lí•it.e 6.3.33 t.en-os que para t.odo nú111ero 'U 

posit.ivo: 

c<1-u> G•Ca\.I/~) - G•<a> + a•ca> - G•cau> 
li• -li• 
., .. o r;<a> ., .. o a•c.,,,,.~> G• <a> 
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así, 

ent.onces: 

g,C4v) 

s,Cv) 

'U 

-toB~- + toBU • 1 ... 

,..,-z g(&v-•) 

..,-z g(v) 

1 

16 

es decir, dado un nú-ro & posit.ivo, exist.e un nú-ro "o· t.al 

que para t.odo núiaero 'U •avor o igual a "o= 

sea & • 1/16, ent.onces: V .., ;?; u
0 

1 

16 

«, C4.v) < -j- «,Cu> • 

ea.o la runci6n «, es cont.inua cva que la runci6n F t. ... bi6n es 
cont.inua> v t.a.a valores en los reale. para t.odo int.ervalo 
Ca. b) cont.enido en lo. real-. para probar que la int.egral 

·a.-s.40. - rinit.a, ba9t.a -i.rar que dado un ndmero nat.ural m 

riJo: 

du ( CD ª··ª·'ª 

d'U - o 

Analic-os el k-6simo Wrtmino de ..t.a suc-ión. Haciendo el 

ca•bio de variable .., • 4.6 v considerando la desigualdad 6.S.49 
t.ene- que si: 

"o ~ 4.m (uo ~ 4.m < u) 

14.0 



r·.k+& 

e e"> ... 
"k 

1 

2 

así. realizando recur•iva11en~e es~e procedimien~o. es decir. 
realizando el ca•bio de' variable v aplicando la desiguaided 
6.3.46. llega111os a que para un número na~ural m. f"ijo. si: 

v al ~a.ar el lí•i~e cuando ~ ~iende a inf"ini~o: 

k+ .. 

li• r gt.C") d" • O 
k .. 00 " .. 

por lo ~an~o. la serie 6.3.46 converge. lo cual prueba que la 
in~egral 6.9.40 es f"ini~a v que la condición 6.3.1 se cu•ple 
como va habíamos .encionado. 

Ahora. para ca.probar que la condición 6.3.3 •e cu.ple, 
prcibáre.oílo que dada• las f"uncion- R v h def"inida• en lallil ex
presiones CS.-9.2 V 6.3.16, c§st.as sa~isf'acen que:. 

RCt> 

v c09l0 va vimos en el pa•o 2 que la expresión 6.3.1'1 es una 
1"ort9a .lí111it.e de la sucesión de f'unciones de dis~ribución 

<Fn>n;:t. definidas en la exPresión 6.3.30 evaluadas en los pun
.~o• t + hCt),., dado el lí•i~e· 6.3.4'1. es~areimos en condicio
nes de aplicar el le111a 3 0 1 a dicha sucesión de f"unciones de 
dis~ribución v así obt.ener ca.o resul~ado la condición 6.3.3, 
es decir que; 

1 - FCt + RCt>xl 
li• 

t. .. (A)('F) 1 - FC t> 

1"1 



Para probar que el límit.e 6.3.47 es uno. observe.os que si: 

;¡ • 1 - FCt) 

• <:1•( 1 -,,_F<t> ) - sup{y 1 F<v> ~ 1 - Cl - FCt>J> 

co•o la f'unción F es cont.inua: 

c<a> - o•( 1 F<t> 
• ) - t - h(t) 

v en virt.ud de la ident.idad 6.3.4S.. bast.a most.rar que: 

K<1> 
li• - 1 
" .. º c<ao> 

Realicemos en la •iguient.e int.egral el c .. bio de variable 

11•119: 

K<a> • ~ ? o•cv> dv - o•ca> • J~ o•c119> d• - o•c¡> 
1 jo o 

dividamos ent.re c<i> Cobservell!09 que le f'unción.s nunca •e 
anula. poi-que c090 la f'unción F - -t.rict.a.ent.e.crecient.e. 
f"unclón o• .. -t.rict.a-nt.e dec:rec:ient.e, entonee8 de bécho V 
gCi) > O>: 

( 
o 

o•c1•> - o•c1> 
o•c1-'•> - o•c1> 

d• 

la 

1 

el int.egrando - una f'unción de • est.ricf.a-nt.e decrecient.e v 
dado el lí•it.e 6.S.93. es decir. dado que: 

por el t.eoreiaa de Convergencia Dominada Cver t.eorema 1.13 

1'2 
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capit.ul0 I> t.enemos que: 

KCa> 
li• 

e int.egrando por part.es:' 

KCa> 
li• ---- -

como queríamos demost.rar. 

t. J -loes ds 

O 

-x toex + x j ' • 1 
o 

e 

Pa91o s.- Est.e es el últ.imo paso de est.a de•ost.ración v por 
f'in. probarewios que si la f'unción de dist.ribución F 
al dominio de at.racción de la f'unción H • ent.onces 

. 3,0 . 

diciones 6.s.1 v 6.s.s se cu•plen. 

pert.enece 
las con-

Para t.al propósit.o. demost.rare- pri•ero que exist.e una 
f'unción p• e.t.rict.a-nt.e crecient.ev cont.inua t..1 que pert.ene
ce al· dominio. de at.racción de la f'unción de di8t.ribución Ha.o 
v para la cual, el •iguient.e lí•it.e se cu•ple: 

li• 
x•COCW> 

1 ... FCor:> 
------ - 1 

1 - F•Cx> 

v a part:ir de la exi•t.encia de dicha f'unción, concluireMOs que 
las condicion- 6.s.1 v·6.s.s se cumplen. 

Probemos ent.onces que exist.e una runción F• con las carac
t.er i•t.icas descrit.a•.previament.e. La f'unción F, es una f'unción 
de di•t.ribucion, ent.onc- a lo má• t.iene. un nú-ro nu-rable 
de punt.os de . di.cont.inuidad. Suponcamo• que t t., t z. t 

3
• t 

6 
, ••• 

son dichos punt.os Csin pérdida de generalidad, supongamos que 
t < t < t < .•• >. Para cada punt.o t .• const.ruva•os un i.nt.er-

t. z . ll J 
valo e t j" s} . donde el punt.o sj est.á dado en t.ériminos de la 
f'unci.ón h dada en la e~presión 6.S.16 de la siguient.e f'or•a: 

U3 



sea b:.•J'"' • {:.:;.(t.))-.'"' una sucesión de nú-ros reales posi-
J =t. J J J=t. 

t.i vos Cque dependen de t·? que converja a cero cuando t J con-

verja a wCF> Csi wCF> • .., • podetM>s escoger· V j • _IN "'J • 1/t J 
v si (A)(f') < oo , Pode.Os escoger "'J • (.o)(f') tJ'• ent.~nce• sea: 

s • t + "'hCt > • .. .. .. .. 
Una vez def'inido el número st., t.enetit0s dos ca90S para el nú-

ro t
2

: 

t<t:Ss .. z .. 
o 

t < • < t .. .. z 

Si ocurre el ~ri-r caso, def'inimos •
2 

• tz v de lo cont.rario 

def.'ini- •z • t.z + :.:;
2
h(tz) v -í •uc-iva-nt.e def.'inilloa cada 

t.~-ino de la sucesión <•?J':•• es decir, una v- def.'inidos 

los Pri-ros j 1 W-inos • ... •z• •,;-t. •i: 

• • 
y de lo cont.rario. - decll- lliili; 

'11 lt.. • IN • 
. Ahora~ -pri..- todos los puntos para los .e11•l- t.J • •J v 
f'i,jé90no• 9610 en aquell091, pera los eual- ·t.. < •.a ren-1'4-

. . . .. . . • J .· J ... 
-los de t.al f.'or9a, que 109 ext...- t. J queden· ordenados en 

ro_. Cl'eCient.e · v cormecut.iva, •sí coft9idera~ dni~nt.e 

el c:onJunt.o de punt.oe: 

Tt. • ttJ 1 V j t.j < •J V t.J < 'J+•)- • 

Sea j un nú11ero nat.ural t.al que: 
. o 

1H 



'eCf\! 4:td" 11 

v omit.a1110s ahora del conjunt.o T L. t.odos. aquellos punt.os t.ales 
que: 

.t. < t. 
J Jo 

V considereilloS la sucesión de int.ervalos correspondient.es a 

dichos. punt.os: 

Vm.elN 

ent.onces. si el punt.o t. es un punt.o de discont.inuidad de la 
J le 

f'unción de dist.r ibución F. -vor que t. : 
Jo 

Sea p• una f'unción de dist.ribución cont.inua con las •i
L 

guient.es caract.eríst.icas; 

l.) V t • t < t .la. la función F: e• e.t..rict.ament.e 

en e~ int.ervalo . [ t. t,¡
0
). 

2> Vm. •IN y V t fll (\,;·.'\..l 

crecient.e 

S> V m. e N y V .t • [t jm. •,¡J. ia runcifsn F; es una f'un

ción lineal <ver crát'ica 1). 

Sea 

ent.onces para t.odo punt.o t que no pert.enezca al conjunt.o T, la 
función F• es cont.inua Cpor definición) v por el inciso 2); 

L 

1 - FCt> • 1 
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t. 

t "' t "' 2 
t -· t. t. z 

IE.n lG grd. f i.ca., 

L) 'I L < Lt.' 

Grátic:ia 1. 

lenemo• j=t. y obeervemoe 

• .. t. •• eet.ri.cta.menle creci.9nl• e 

Li.) 'I LE [Ljm' •jm] 

i.U.) V t. • Ct. Jm• • jm) 

• r t. - li.nea.l • 

• r t. (L) r Ci>. 
t. 

Adellás, •i t. ~ t ~ •. : 
J,,, J.., 

que: 

1Nlt.iplicando e9t.a d-ieualdad por -n09I uno, 81Hlándóle uno _y 
de nuevo por -el inciAN> 2> obt.enemoe cru•: 

v con8iderando 1~ lnver808: 

Por ot.ro lado, en •- •islao int.ervalo [ t. , •·J, la 
J,,, J 

U6 



'8Cl(W. tuh 1 1 

f'unción .F es no decrecient.e, por lo t.ant.o: 

6.3.60 

de las desigualdades 60 ~049 y 6.3.BO se sigue que: 

1 - F ( t . + X J h( t . >) 1 FCt> 
Jm m Jm 

~ 

1 - F(t. ) 1 - p•(t) 
Jm a 

1 - F(t. 
Jm 

v al t.a.ar el lí•it.e cuando J t.iende a int'init.o, tj converge a 
wCF> y ""J converge a cero, ent.once• por la expresión 6.3.1'1: 

1 FCt> 
li• - l . l 

Ob•ervemos que la t'1ulci6n p• - cont.inua. pero no riece9aria-. . . . a 
llent.~ ct'ecient.e (en - callO, no lo -ría en alg\ln int.ervalo 

de la rorma (•.i,,.·'J_J· en donde F;co • FCt)). Si la · runción 

F; no e• e.t.ri~nt.e crecient.e. di.ca.os que exbt.en dos 
n\1-ros r y t (con t _ < • < r. < .t) t.ales que: 

lo Jo 

FCt> • F<r> 

entone-. de -nera análoea a ·co.o construí- la f'unción 
pod-9 .construir. una runción F:. pero ahora el papel 

de•-pefia el punt.o t . • lo d-pefiará el punt.o • . y la -c-. 'o · 'm 
sión de intervalos. que no• .ervirá para con•t.ruir la f'unción 

F:, será la sucesión de intervalos de la f'orma [s. • t ] , 
Jm Jm+s 

en donde la runción F: sea const.ant.e. Si la f'unción F: no e• 
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aún est.rict.a-nt.e crecient.e, analoga•ent.e co119t.ruí110s una f'un
ción p• v así nos segulllos hast.a que para algún número nat.ural 

a • 
k. la f'unción Fk CUMPlll con las caract.eríst.icas req~eridas. 

De,est.a_f'oriaa, podemos const.ruir una f'unción p• que sea 
cont.inua, -t.rict.a.ent.e crecient.e v que -t.itlf'aga el lí•it.e 
6.S.48. Solament.e nos f'alt.a co•probar que dicha f'unción pert.e
nece al dominio de at.racción de la f'unción Ha.o· Ut.ilicemos 
las expresion- 6.S.17 v 6.s.48 t.omando: 

"' n e IN h -h(tn) 
n 

1 F•ct + :di > 
li• n n 

L .. ti>< .. > 1 F•(t ) n 

1 F(t n + :din) 1 F(tn) 1 F•ct 
li• 

l•(A)<r> 

por. lo tAnt.o: 

1 - FCtn) 

li• 
l,...,<r> 

1 F•ct > n 1 F(t 

- .-% • 1 • 1 

V si el n.i.ero: t ," - un nd-ro t.ál que el ndllero: 

1 
lft. -

- un nd9ero ent.ero, t.o.ando; 

Y n e IN t •a 
n m V h - b n m 

el lí•it.e 6.9.81 se conviert.e.en: 

1'8 

n 

n 
+ :dl.,) 

+ :><h > n 
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y :apJ.i«;ando el corolario 2.4, concluíl90s que la f'unci6n p• 

l>ert.enece al dominio de atracción de la f'unci6n H
3

_
0

, es decir 

·que: 

Ahora sí estal90s en condiciones de de1110strar que si la 

·runci6n F está en .el do•inio de atracción de la f'unci6n H
3
,o' 

la• condiciones 6.3.J. y 6.3.3 se cu•plen. 

CO.o la f'unci6n F•, con las característ.icas -ncionadas 
exist.e, por el paso 4, sabe•os que la f'unci6n F• satisf'ace las 

córadiciones 6.3.J. y 6.3.3, es decir: 

v.csue: 

u ... 
L-of.l)(r ) 

il .:c(.r:) . . o 

r..>cr•> 

J C1. - p•c¡p) dv < CD 

l 

1 - F•c t.+ RCÚx) 

1 - p•(t) 

• 

- .-x. 

integrando la de.igualdad superior de e•ta desigualdad, obt.e
·iie- la condición 6.8 • .1.: 

w<r> 

J l (1 

w<r> 
FC..,)) d:c < <1 + .r:> J L C1 - p•cx>) doc < CD • 

Ahora bien, si integraimos a•bas desigualdades tenet90• que 
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el siguient.e lí•it.e existe v vele uno: 

(&)(S') 

I c1 
CA>CF > 

I t e 1 
- 1 li• 

t .. wCr> 

Del lí•it.e 6.3.48 se deduce racilment.e que: 

v recordando que: 

RCt, .F> 
1 w<r> ----- I L (1. - FCy)) dy 

1 - FCt> 

<ver expretsión 6.3.3> el lí•it.e 6.3.B.2 lo pode!M>9 :ree.c:ribir 
e~: 

R(t, F) 

R(t, F•) - 1 

v reeli-ndo el •i..o :razona•ient.o que en el p-o '· en út.e 
vU.0.·que la expre.ión: 

1 - p•ct • R<t, p•>x> ----.,.....-------- -.--i - F"<t> 
li• 

.· t-"o<r> 

. - una fol'ÍIMI lí•it.e de.le .uc:e.idn {Fn[ t + R(t, p•pnn~& Úa 

Í'íliicfcSia F . -· dió en la exp~ión 6.8.80), -í• dado el lí•it.e 
G.8.88, .;lic:ando una.v- ... el 1- 8 • .t. obt.ene.o. que:. 

lim 
L .. w(r) 

1 F(t + RCt):11;) 

----------···•~x 
1 - F<t> 

con lo cual, concluí- la demoet.racicSn del t.eoreme 6.8. 

A cont.inuecicSn enuncialM>tl si•ple.ent.e 109 re.ult.adoa 
pondient.e8 al •ínt.o. 
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Teor ... 6.4 La función de distribución F está en et domi

nio de atracctón de ta /unción de· dtstribución Ls.,y• cuya 

reirta de correspondencia está dad.a por: 

si r · .•• un n.W...ro real positivo, 

L Cx> s.,r 

si y sotcvn.n.te si 

• { s~ 
. s~ 

li• 

""< o 

aCF) • -co 

FCtx) 

L- sucesion- de nú-ros reales <cn>n":s. V {dn>n':s.· se pue
den elecir de la •iguient.e forme: 

·.V n .. IN' e .. • O 
.n 

V 

Teo- ·cs.8:· La fv.nción. <:» distribución F ·•stci •n •l dolai

nto <:» atracctón <:». la /v.nción · d9 cÚstri~uctón Lz,Y' c.'UllG 

r••la el.' corr••Po~ncia está dada.por: 

st .,. ~. un n~ro real post t ivo: 

L (,.) 
z,7 -{ si :ll: < o 

a<F> es fin.tto 

o 

•xP<-:J) 

6.9.l. 

y si para todo número real x positivo, la /'1.1.7\ción de distribu-
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sa.tisfa.ce la. condición. 6.4.2, es dllcir, si: 

V x >O u .. 
L •-oo 

Las const.an~es de est.andarizaci6n se pueden e8Coger como: 

V n. E IN c • aCF> 
n 

V d • sup{x 1 FCx> ~ !.t ~ aCF). n . n 

Teor ... 6.6 La. función. ~ distribuci6n. F ••tá •n •l domi

nio ~ atracción. ~ la. ./1..mCiÓn. ~ distribución. L•.o cuya r••la. 

cJ. corr••pon.d9n.cia. ••tá dada. por: 

L e~ 
•.o 1 - •xP<-•"> , 

a el • CótCF>, w<F> J • 

V • t>aCF> 

a. 
f F<v> dv .< ao •.. 

cur1 

1 
r<t> • --- f F<v> et.,,· 

,.. C:wnpl•· qu9: 

FCt> acr> 

li• 
t. .. caer> 

FCt + xrCt>J 

FCt> 
- .:e • 

La• con•~t.e. de est.andarilllación •e pu~en elecir de la 
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siguient.e f'or-: 

V n. E IN en • sup{x 1 FCx) V d 
n 

r(c ) 
n 

Para concluir cop el present.e capít.ulo, querelllOS sefialar 
unica-nt.e que a part.ir de la t.eoría aquí desarrollada para el 

•áxiMO v el •íni•o, podeMOS encont.rar f'acilment.e las f'unciones 
de dist.ribución lí•it.e para ot.ras variables aleat.orias, por 
eje111plo. para la sucesión de la .lot-ésima est.adíst.ica de orden 

{Xk:n•n:'a o bien para sucesiones de variabl- aleat.orias que 
sean t.ransf'orniaciones del •ínimo v del •áxilllO, las cuales sue

len t.ener t.a111bién 111uchas aplicaciones, co•o la .sucesión de 

rangos {Rn•n=a, donde: 

V n e IN 2 - z w 
n n n 

v la sucesión {Kn•n=a de valores int.er-dios •. donde: 

Z . V 

" -n 
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CAPITULO lll 

EJEMPLOS DEL CASO INDEPENOIEN1E E IDENTICAHENTE DISTRIBUIDO 

1. UITROD•CCIOll 

El objet.ivo del pre-nt.e capit.ulo. - ._rat.ar de ilust.rar con 
ayuda de algunos ejemplos. los alcances y las li•it.aciones de 
la t.eoria de-rrollada en el capit.ulo II. Por ejemplo. vere
que los i.odelos de variables aleat.orias cont.inua91 t.radiciona-
1- -t.i.llf'acen alguno de 109 t.eor- 6.1. 6.2 o 6.S; dar
ejemplo• de variables aleat.ori- que no los cu•plen y t'inal
-nt.e expondre.oe algun- aplic:acion-. hi, · consideraremos 
una suce11i6n de variables aleat.orias independient.es e ident.i~ 
cament.e dist.ribuid- con t'unción de dt.t.ribución F. la cual -
eepecif'icar' - cada eje9plo y t.rat.aret.os de etlt.ablecer a qu..S 
doilinio d,e at.racción -pert.enece dicha t'Wlción, •i al de la t'un~ 
ción _ft · • B,.., o B -_ ·º_ al de la f'unción L ~ L o L o a,y _ •.o - - _ _ a,y a,y ·- • o 
•i no pert.enece . a-nincwlo, - decir. si no -ist.en --ion-
de t.f-inO. no aleat.oriOS {a )-CD Y {b) OD t.al ___ que la 8UC-
. . . · n n=& n n•S 
•i6n (F.,Ca., + bn::ic>•.,':a converje a una t'unción de dist.ribución 
no degenerada. 

En la 98C:Ci6n 2, _anau-- algunos de 109 llOdeloe de 
la• variables aleat.or1- · -. conocid- que •i t.ienen t'unción 
de dist.ribuci6n li•it.e; ent.re o~l'09 llOdel<NJ ve..- el de la 
variable al-t.oria normal, el cual .ut.ili9aretmos en el . capit.ulo 
IV. En est.a sección aplicaremos los re11ult.ados obt.enidos en 
la 9eeción 6 del capit.ulo II. El procedi•ient.o que seguiremos, 

con•ist.e en calculrar Prhlero los valor- aCF> y wCF> Cver 
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expresiones 6 0 1 V 5.2 del capít.ulo ant.erior) V dependiendo de 

si est.os valores son rinit.os o no. eligirent0s alguno de los 

t.eore.as 6 0 J. o 6.2 v el 6.3, o alguno de los t.eor·emas 6.4 o 

6 0 6 y el 6 0 6 para el máximo y el mínimo respect.ivament.e Y t.ra

t.arelllOs de ver, cuáles_d~ las hipót.esis rest.ant.es se cumplen. 

Las 
{b ) 00 

n n=t 
reglas 

sucesiones de t.érminos de est.andarización {an)n~•' 
, {cn>n';'• V {dn>n';'• las const.ruireMos a part.ir de las 
de correspondencia que di.as al f'inal de. cada uno 

de los t.eoremas previament.e mencionados • Recordemos que las 

sucesiones de t.érminos de est.andarización no son dnicas Cver 

le•a 3~J. del capít.ulo 11>. A part.ir de las sucesiones que 

aquí present.amos, pode.as const.ruir ot.ras sucesiones, por 

ejemplo, consideremos las sucesiones {a•) 00 v {b•) 
00 

, de t.al 
· n n=t. n n=t. 

f'or111a que la sucesión {F ca•+b•x» 00 t.a111bién converja, ut.ili
n n n n=i 

zando las relaciones s • .1..2 v 3.1.3 del capít.ulo 11. 

En la tercera sección present.are•os algunos 

variables aleat.orias que no t.ienen f'unción de 
límit.e. 

lllOde los de 

dist.ribución 

Final~nte, los. ejemplos de la cuart.a isección t.ienen t.a.
bién-. coi.o objet.ivor9-lt.ar aJ.cunos probl_. silaples relacio

nados co11 el uxt.0 v el 111.ínii.o, que. se pueden present.ar en ·la 

práct.icé• 

155 



z. tlODELOB DE VARIABLES ALEA'l'ORIAS COlf DIBTRIB•CIOlfEB LIMITE 

Ejemplo 2.1 - C..o ••i~or .. 

Sea F una función de dist.ribución con regla de correspondencia 
dada por: 

{

si 

FCoc> • -~ 
. SI. 

o 

1 

Calculemos aCF> v wCF>: 

a<F> • infCx 1 FCx> > O> • O 
V 

~F> • •up<x 1 FC:o:> < 1> • 1 • 

Analic- primero eóMo - comport.a la suc-ión de máxi
<Zn>n~a· Dado que el valor wCF> es finit.o. la función F ..Slo 
podrá · pert.enecer al dO.inio de at.racción de las funcion- Hz.y 

o ª•.o •i . t.a.bi4'n - cumplen 1- condicion- ·a.2.z o a.a.a 
Cdel capitulo 11> 1'991pt!JCt.iva..ent.e._Veril'iquetl09 •i se cu.plen 
est.a ~lt.imll condición: 

1 Ct + :icRCt>J :icRCt> __________ ...,...._____ - 1 -

1 - t 1 - t. 

donde: 

1 
RCt> • ~---------

1 - F<t.> 
f1>cr; 1 - FCJl)J dv • 

l 

1 & ---Jc1 - »> dv 
1 t. l 

- 1 

2 
t + 

2 

Sub•t.it.uyendo RCt> en la ecuación z.1.1 y t.0.ando el 
cuando ~ t.iende a uno: 

li• (1 - % 

l .. & 1 -
[ : - t + ::1 ]l ... -% 

156 

liait.e 



por lo t.ant.o: 

F~~H ). 
"·º 

Ent.onces. si la sucesión <Hn>n':, de !'unciones· de dist.ribu
ción del máxiMO converg~. Lendrá que converger a la f'unción 

H
2
.r. Probentos que se sat.isf'ace la condición 6.2.9 del capíLu

lo II, es decir. probe111<>s que la f'unción F* dada por: 

sat.isf'ace que para algún nú•ero r posit.ivo: 

1 - F•c toe:) 

pero: 

li• 
t .. OD 

li• 
t .. ao 

~~~~~~~ - %-y 
1 - F*<t> 

1. -· F*<t::ic::> 

1 - p•(t) 

enLonc- por el t.eor- 6.2 Cdel capít.ulo II>: 

lim H Ca . + b :><) • lilil PCZ 
n·••·· n. n n n4GO n 

Sa n 

donde: . 

. ·"In •.IN 

por lo t;ant.o: 

11• P(2 
n•OO. 

n 

a • (O(F) • 1 
n 

inf'i:ir: 1 1 - F<:c> S --;;--+ 

s 1 + -ª- ,.:) - { •i "' < o 
n •i "' ~ O 

• H <:e> z.r . 

1 
- -n-

1 
.. 

Ahora. consideremo• la •ucesión de •íni111<>s <W > '"' • 
n n=t. 

que: 

a<F> • O 

Dado 

s6lo pode909 aplicar uno de los t.eore•as 6.6 o 6.6. De hecho. 
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el t.eore•a 6.6 es el que se cumple. Analicemos la condición 
fi.B.2; t.enemos que si le función p• es t.al que; 

V "" < O ....L 
"" 

ent.onces; 
t 

li• 

poi' lo t.ant.o: 

FEJ)(L ). z,1. 

Y ut.ilizando las reglas de col'respondencia pal'a const.l'uir las 

sucesion- de números <e > e11 v (d > e11 dadas en el t.eore•a 
n n=s n n=s 

PQI' 

d • sup{:ic: 
n 

lo. t.ent.o: 

119 P(V .. · ~ _1._ :ii:) -n.- n " 

1 

e • a<F> • O 
n 

FC:ic:> ~ ~ caCF> n 

·,,; < o 
{ •i 

l.a.,1.<:ic:> - •i lle ~.o 

-...L 
n 

1 -

EJ.-p1o 2.2.- C-.0 Expo .. aalal· 

o 
~ . 

exp<-s> 

Sea. F. una f'unción de dlst.ribución con l'eCla de COl'l'e8PGR~ 

dencia dáda por; 

. ., lle > o. ). > o F<s> • 1 - ¡.-).,,;• 

t.>CF> • 9upb: 1 FCd < 1> • e11 • 

Ent.onces, la función F est.al'á en el dOMinio de at.racción de la 

runción H . o H dependiendo de cual de 1- dos condicio-. . . t.,y .,o : . 
nes, le 6.1.Z o la 6.8.8 de lo. t.eor-• 6.1 v 6.8 1'98peCt.ive-
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111ttn~e ·~ cu•pla. Analicemos la condición 6.1.2: 

1 - FCtx> 

1 - FC t> 

en~onces: 

li111 exp[ -t>..(x - 1)] • O 
l .. CD 

Ahora vea1110s si podemos aplicar el ~eorema 6.9: 

RCt) • 

asi: 

---
1
---- J(I)' .. ' e 1 

1 - FCt> 
FCy>J dy 

__ 1-,.-- .. ->..y ]~ -
>..·->..t • 

1 CD 

--~- J .->..y dy .->..i 

1 

>.. 

l 

1· - FCt + :i<RCt)J 

1 - t - .->..i-:ic 

.-lú -.-."' 

~r lo ~ant.o. la condición 6.3.3 i;;e cumple: 

li• 
1 - [t + lO:R(t)] --------- -.-"" 

EJt111plo 2.s.- c..o Nor..i 

Sea F una runci6n de dis~ribución con regla de correspon
dencia dada por: 

F<x> 
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CalculelllOS primero a<F> V w<F>: 

aCF> • int'{oc FCXl > O> • · -oo 

V 

w<F> • sup<oc 1 F<oc> < 1> • oo •. 

Ent.onces. la sucesión de lláximios <Zn>n:'a sat.ist'ace alguno de 
los t.eoremes 6.1 o 6.9. Aquí demo•t.ra:rel90s que se .at.i•t'ace el 
t.eore.a 6.9 para las sucesiones de nlhleros reale9: 

V 

·.V"" > O 

+ e loirlop + loir,n> 

C2lop)&/Z 

[~-~1 <1-FC:ic>< " ... 
•_""z"ª 

(2n).....a 

Y al ~ el li•,it.e · c:u-do "" t.iende a inf'init.o: 

a 
li• ocC1 - F<x>>-~ "ª • (2n)-&/Z • -

Hacal809 un parént.esi• para verif'icar. que dado el 
2.s • .c. el t.eor- 6.1 no se cu•ple. En vi:rt.ud de que el 

2.9.1 

2.9.2 

a.a.8 

2.a.4 

li•it.e 

lí•it.e 
A 

Ver l"•ll•r, v., 1nt.roducci.6n 
•u• apli.caci.one•, pog:. t.8'. 

ca lea leor( C1 de probcabi.li.dad 
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'84(K~ 111 

6.1.2 n~ es f'init.o; 
1 - F<tx) 

li• 
l .. oo 1 - F< t> 

toc:(1 1 
- 00 

l .. 00 t(1 

por lo t.ant.o, .la i'unción F sólo podría est.ar en el dOMinio de 

at.racción de la i'unción H Comprobemos ent.onces que las 
31,0 

hipót.esis del t.eorema 6.9 se sat.isf'acen. ObservellOs que por la 

desigualdad 2.9.9, la int.egral 6.9.1 es i'init.a, por ejeMplo, 

para a • 1: 

f><F> ( 1 - FCy)] dv < CD • 
(1 

No• i'alt.a verii'icar que la hipót.esis 6.9.9 se cu•ple, para 

lo cual necesit.aremos de90st.rar que los siguient.es li•it.es pa

ra la i'unción R dei'inida en la expre•ión 6.9.2 son verdadera.: 

li• 
l ..... 

RCt> 

t· 
• U.• RCt> • O 

l ..... 

y li• t2Ct) • 1 
l ..... 

· · Tene910s que para n • -1. o. 1 

• 

t"R<t> • 
t n. CID ----- ·J e 1 - F<v>J dv 

1 - F(t> l 

(an)a/z tn+a .i 2 /z 

(2n).&/Z t •xp(t2 "2) (1 - F<t>) 

... J U - F<v>l dv 
l 

pero en virt.ud del li•it.e 2>9.4: 

z 
li• t(1 - F<t>)s>l /z (2n)ª" 2 • 1 
L,.GD 

ent.onces para llOS~rar que lots li•it.es 2.9.B se cu•plen, bast.a 
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probar que: 
Q) 

li• tn+s.,.tz/z (2n)l./Z J [1 - F<11>J d¡,. 
t~co L 

-1. o • { s~ n • 

si n • 1 

rn~egre.os la de•icualdad 2.s.s. Co.o: 

Ja> ..,,_-a.,.-:>:
2
/z d"" • t-z.,.-l

2
"'z 

l 

o 
1 

., t ) o 
... z sJ ,,,-•.-"" _/z d"" 

l 

... 
S (2rr)l./Z J [ 1 - FC¡i)] dv S cz.,.-tª/z 

(11 z 
2 I "'-··-"' "'ª d-.e 

l l . 

. -lt.iplicando poi' ,~1.·tª"'z obt.en- la •icuient.e cedena de 

de.>.cueid.ad-: 
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COllO; 

{
si n • -1, O 

li• tn-1. • 
l .. <» si n • 1 

o 

1 

al t.oiaar el lí•it.e cuando t.iende a inrinit.o .en la desigual-
. . \ 

dad z. s. 7, obt.ene•os los lí•it.es z. s. 6 v en ese caso, COlllO va 
dijiMOs, los lí•it.es z.s.s se cumplen. 

Probe111<>s ent.onces que erect.ivament.e el lí•it.e z.s.e es 
cero. Est.o lo podemos deducir a part.ir de las siguient.es desi
gualdades: 

"" O < tn••.l z/z J "-•.-xz/zdx :S tn••el z/z 

l 

COllO; 

y t > o 
"" 2 z J .-" /z dx • t-• .-l /z 

l 

v dado que la intecral del lado derecho de est.a tcualdad es 
posit.iva, t.en- que: 

Y t >O.· 

·z · ·"" z z z 
0 < tn+t.9 l /z I .x-••-" "'z dx. :S. t"-Z•l "'z [t-•.-l "'ª] ~ tn-z 

( . 

v al t.omar el li•it.e cuando t t.iende a inrinit.o en est.a desi
gualdad, obt.enie.os que: 

co•o queria111<>s demost.rar. 
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Entonces, el hecho de que la hipótesis 6.3.3 se cu•pla se 

deduce de los lí•it.es 2.·s.4 v 2.s.6 de la siguiente f'or-: 
observemos que, 

1 - F[ t + :dtC t)] 

FCt) 

C t + xRC t>] [ 1 - F C t + :dtC t >] •xp[ -i-< t + "2Ct>) 2
] 

li• 
t .. ao t[l - FCt>] •xp(t 2 ,.,2) 

• li• 
L .. CD 

t •XP( t 2 .... 2) 
~~~~~- -~~~~'---~~~· 

[ t + xRCt)] e-xp[(t + ."'2Ct)) 2 /:iil] 

Dado el lí•it.e 2.s.4, el pri-r lí•it.e del lado derecho de. 

esta expresión es uno v si•plif'icando en el segundo lí•it.e, 

t.eneMOS que: 

1 - FC t + :dtCt>J 
li• 

li• 
1 

------- •xp[-:dtct>C t + + :dtCt>J] 
t- 1 + ocRC t>,;t 

V como 10. lí•it.eí. 2.8.8 se CUMPien; 

por lo t.ant.o: 

1 - F[ t + ocRCt>J 

1 ..,;; F<t> 

F • j)(H•.o> 

-.-"' 

v sabemos por el t.eor- 6.3. que las sucesiones de w ... in09 no 

aleat.oriu. se pueden escoger.c0l90: 

ªn es tal que 

V 

F(a) • 1 
n -n:-



l!IQ.f'W. tu.h 1 11 

Ahora, para probar que t.a111bién pode•os escoger las suce
siones {a•> 00 y {b•} "" def'inidas en las expresiones 2.3.i. y 

n n=t. .n n=t. 
2.s.2. en virt.ud del le111a S.i. del capít.uo 11, bast.a det110st.rar 
que: 

li• 
n+GD 

a. a.•· 
_.:.;n:,..__-'n~' • l' 

b 
n 

y li• __ n_ • 1 • 

Para t.al ef'ect.o, consideremos la desigualdad 2.s.s con x • 

y apliquemos la f'unción logarit.MO, ent.onces: 

1 

az 
n 

) < 
ª2 

_n_ 

2 
+ losa 

n 
+ 

lOiJ.!n 

2 
< tosn • 

a 
n 

Trat.e.as de exPresar el ntl-ro a COMO la 19\1- de t.érminos cu
ya -gnit.ud sea cada vez •ás peq~efia. TOMellOs a (toirn)vz COMO 

el prUler .t.érmino de dicha su•a v represent.e.os con K. la su

de los ot.ros t.érminos, ent.onc-: 

loj(.ln 
----<o. z.s • .to 

Evident.e.ent.e. -t.a d-icualdad se cu111ple si K. es negat.ivo v 

•i - la - de Wr•inos de -cnit.ud -nor que (2lop)...,2
• 

E9t.o va na. pe-it.e int.ercallbiar la •uc-ión {b "> n':t. por · la 
sucnión <b•> m. Olllserv- que: 

n n=t. 

lit' n e IN 

Y COMO: 

a 
n 
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por el t.ercer lí•it.e de la expresión 2.9.6: 

Ade.és: 

li• a R(a ) • 1 • 
n n n .. m 

v al t.o•ar el J.:í•it.e cuando n t.iende a inf'init.o. COl90 K - la 
su.a de t.érminos de·Magnit.ud.menor que (2lo!Jn)&/Z: 

li• an(2loiJn)-f./Z • 1 • 
n .. .., 

Ent.onces. considerando 109 lí•it.es 2.s.11 v 2.s.12: 

b. (2 lojf2~)- t./Z 

l.i• --"- • li• 
ªn (2lo-3'n)-&/Z 

a R(a ) RCa ) 
n n n 

por lo t.ant.o, por el 1- s.1 Ccapít.ulo II>: 

11111 H (a + b•.,.) • H C:ic> 
·ft•OD n n n .•P 

- 1 

Para poder taMt~iu' la. e8Uc:e.i6n <cin>n=f. por la 8Uce
. •idn. <.a•> • n.ce.iu...-.. ...... ·· 

. " ns& .. - •. 

· ca· ca• 

-~"-~-"--- - o b. 

" 
ent.onc:e.. nee_i.._ que 109. t.4-in09 que f'ortMn part.e de la 

.u- de ca • •- de -cnit.ud -nor que (2Lop)-vª<v de -cni.n 
't.ud MYOr que . (2lojfn.)&/Z para que la de•icualdad z.s.10 -
•ica cu.pliendo> de t.al. ro-a que al dividirl09 ent.re b• con

n 
verjan a cero. por lo t.ant.o: 
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Ej1t9Plo 2.4.- Cái.o 1ogaor.al. 

Sea <X > "" una sucesión de variables aleatorias 
n n=a 

dien~• Po8itiva• t.alem que: 

V n e IN. 

indepen-

tenga distribución nor-1 · estandar; en estas condiciones deci
mos que la variable aleatoria Xn es una variables aleatoria 

logno~l v: 

"" 
PClo6X ~ lo6x) • (2n)- e · d~ • J •/Z -u

2 /z 

-CID 

CollO veremos a partir del ejelÍiplo anterior, pod-os encon• 

trar f'acil.mente sucemionem de nú-ros <an>n':a V <bn>n':• <con 
b > O> tales que la sucesión de variables aleatorias: 

n 

Z - a 
V n• IN n n 

conv~rja en di.t.:ribucidn~ 

Seán <ca•) "" v <bit> ciD ia. 
n n=• n ".e& 

·derinid- en lu exprHiollem 

ejemplo 2.8: 

o bien: 

con9t.antem de estandariiiecidn 
2.s.i v· 2.s.2. entonen por el 

Realizando el de.arrollo de Tavlor de la f'unción exp(a• + 
n 

obtene•os que: 

.z • 
b •xp(a ) 

--"""--'----'"-'-- xz + ••• 
2! 
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luego: 

b••xp(a.•)ie 
[ 1 

-xb. 
&Xp(a.• +b.0<) exp(a•) + + __ n_ 

n n n n n . 2! 

.z • 

. .. ] b •xp(a) 
.. z + n n + 

2! 

ent.onces: 

-xb. 
__ n_ 

2!• 
+ • • • ]] • •xp(-•-"'> 

v como: 

+ ••• ] - 1 

v Por el i- s.2 .del capit.ulo 11: 

Por lo t.ant.o, t.o.ando: 

encont.re1110• que: 

li• PCZ 
n 
~ a 

n 
+ b oc) 

n 
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'e~tuü 111 

EJe111>lo z.s.s.- Caso Ca•chy 

Sea F una runción de dist.ribución con regla de correspon

dencia: 

.., "' e IR FGx> l _1_ 
~ + n a.retan. % • 

Calculemos aCF> v wCF>: 

aCF> inr<x 1 FCx> > O> • -ao 

V 

wCF> • sup<"' 1 FCx> < l} • ao 

ent.onces, la sucesión de 111áximos <Zn>n~~ sat.israce el t.eoret11a 
6.1 o 6.3; pero la condición 6.3 • .l no se cu111ple, debido a que 

si int.egramos por part.es la runción 1 - F: 

t.omando; 

1 
u •· 1 - FCx> du • d:ic· 

V 

.du • d:ic • 

(el - FC0J dx • ,.. e 1 - FC,..)J 1: + J: -n-C-1-:-·-,.-2->- dllC • ·.ao • 

Analicemos ent.once• si la condición 6 • .t..2 del t.eor- 6.1 
se cu111ple1 por ia regla de L'~it.al: 

1 - FCtx) 1 + t 2 1/t 2 + 1 
X• ,..-t.. li111 "' - li111 

l .. OD 1 - FCt) l~oo l/t 2 + x 2 
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_En est.as condiciones, podeMOs aplicar el t.eore.a 6.1. con r • 1 

ent.onces: 

V oc> O li• PCZ 
n n .. ao 

donde los t.ér•inos (b "> n':•. según la regla dada en est.e 
111a, se pueden escoger co1110: 

V n e IN b es t.al que: n 
1. _1_ are tan b -_.!_ 

2"" - n n n 

o bien: 

V n E IN b -t~n(+ : :> n 

t.eore-

En vist.a de que la función de dist.ribución F es •Ulét.rica, 

podemos ev.it.ar el hecho de t.ener que e.t.udiazo la auc-i6n de 

•ínHlos <Vn>n~• con det.alle, dado que: 

"'">º 
ent.once•: 

donde: 

V n e IN 

li• P(Vn. ::S d."%; •· 1. - •xp("_.) n-
b 

n 

i.70 

d. 
n 



3. l'IDDELOS DE VARIABLES ALEATORIAS. Sill DISTRIBUCIOll LIMITE 

Ejemplos 3.1 

" Sea F una runción de dis~ribuci6n con re~la de correspondencia 
dada por: 

FC.U • 1 - 3 • .t • .1 
lotf x 

A con~inuación de111<>s~raremos que no exis~en sucesiones de 

~érMinos no alea~orios {an>n':t. v {bn>n':t. ~ales que la sucesión 

{ 
Zn ªn} m converja en dis~ribuci6n. En vis~ de que: 

bn n=t. 

w<F> • sup{x 1 FC.U < 1> • m 

las única. 

v H <ver 
ª·º 

funcione8 de dis~ribución lí•i~e pomible• son Ha.r 
t.eor-ás 6.1 v 6.3, capít.ulo ID. Sin -bargo, la 

condi_ción 6.:3.3 .no se cu•ple, va que la función (1/lo~ no_. .,. 

in~egrable en el int.9rvalo <•. m) y la condición 6. s.. 2 t.ulpoco 
se CUlple Porque: 

.,, "'') o 

1 - FCtx) lollft 
li• li• - 1 

,. ,.,-r ,.., y >O>. 
t .. 00 1 - F<t> t .. a> "' lotJt 

A pesar de que la función· F no es~á en el dOMinio de 

a~racción de alguna de las t:unciones Ha,y' Hz.y Y H:a,o' el 
~eorema 2.2 del capí~ulo an~erior, nos perMi~irá dar una buena 

es~imaci6n de la «cola» de la función de dis~ribuci6n H • 
. n 

2.2. 
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observa•os que: 

donde 

ent.onces. si desea•os que el error sea menor a O.OS. bast.a 

4.n[ 1 - F(x)) 2 • 16(lotf x)-z < O. 05 • 

Así, el ná•ero x debe sat.is~acer est.a desigualdad v sorpren

dent.e.ent.e encont.ra•os que: 

"" ) 58 734. 861 

Est.iM&MOs H (60 x 10"). En virt.ud de que para est.e valor de "" 
n 

la condición 2.2.1 Ccapít.ulo II> se sat.isf'ace. por el t.eorema 
2.2 t.ene9IOS que para n • 4 

rcx> • 0.1998 V 4n[ 1 - F(x)) 2 Fn(:ic) • O. 0396 

ent.onces: 

O. 7602 < H <:U < o. 7098 
" 

de donde deducU.O. que: 

· P(Zn ) oc) ) O. 2002 

e. decir que. ent.re cuat.ro ob9ervacion- independient.e.. en . -'• · 

del 20'C de la.~. el. lláximo Ch ot.ervación • cr-de> 
-rá · -vor • ._nt.a •illone.. 

Realilllando el •1-ó procedi•ient.o para n • 6 y n. • 10, ob

t.en- que en .má• del 24.5" y del 90'C de 108 ca.o.. el máximo 
excede 3.2 x to" v 1.9 x 10ª2 re•pect.iv ... nt.e. Por lo t.ant.o. 
podetllOll concluir, que no e• •orprendent.e que la variable alea

t.oria Zn no - est.abilice conf'or- n crece, en el .. nt.ido de. 
que exist.a una f'unción de .dist.ribución lí•it.e. 
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4~ ALGllAS APLICACIOIES 

Ejemplo 4.J. 

Sea <X > 00 una sucesión,de variablés aleat.orias, independién-
n n=t. 

t.es e ident.ica•ent.e dist.ribuídas con :runción de dist.ribución F 
cuya regla de correspondencia es la dada,en la expresión 3.J.. 

Sean: 

y 

.,, j - 1." •••• n. 

V n. e IN y,. 
n 

A. cont.inuación -t.rare11os que· la sucesión tz•t- "' t.iene 
n n:::t. 

una :t'unción de dist.ribución liinit.e. en el sent.ido de la , expre-
sión 1.B <capít.ulo II>. 

Encont.re9IOS la :runción de dist.ribución de la variable 
aleat.oria Y • 

. ., j 

1 
v."';!: 1 Fy.<x> • PCX. :S •""> • 1 -

J J ' 

Veri:rique110s que· las c:Ondicione9 6.1.1 y 6.1.2 <capitulo II> 
- CU11pl.en~ ea.o; 

'~Yf • sup(or: I Fylx> < 1> • "' 

la prillera condición .. sat.is:t'ace y dado que: 

li• 
L•CD 

la condición 6.1.2 

Vn.elN 

1 - Fy.Ctor:) 
li• --- "-t.. 

1 - FyJ(t) L•CD tor:· 

se cu11ple para r • 1.. ent.onces 

• in:t'{or: 1 + • ~ • n. • 
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por el t.eore.a 6.•: 

V X> 0. 

Sin embargo, es~ result.ado no t.iene una aplicación prác
t.ica para la sucesión de aáxi•os <Z > m (donde para t.~o nú

n n=t. 
-ro nat.ural n, zn - {Xª. xz ••..• Xn•> debido a que C0'90: 

V n e IN 

por· la expresión •·•·•· t.ene90s que para un número n suf'.icien
t.ement.e grande, si x, 11 e IR+: 

v por ejemplo, •i: 

11 - V :ic - 15 

1- cot.- de la .variable aleat.ciria e9tÁD d_..iado aleJad .. 

para t.ener aJ.cún uso práct.ico, dicamos éiue n •· 10, ent.onces: 

P(1'8 < Z&O < 1.99& X i.~ - 0.80 , 

. Eviden-.-lat.e, ..t.a aproximación no nos da -vor inf'o~

ción 90bre la variable aleat.ciria Zn; por lo. t.ant.ci, pode
af'i~r que •i el logarit..o de· la• ob9ervacion- oricinal

(X&. X
2

, ••• J<n) - comport.an bien, en el .ent.ido de que ext.
t.a una f'unci6n de ,di9t.ribuci6n lí•it.e, no t.iene porque aport.ar 

in~ol'IAción 11t.il .obre 1- ob9ervacion- o~icinale•. 

E,jempl.o 4.2 

El objet.ivo del present.e ejetltplo, es resalt.ar el hecho de 

que el Máximo Zn se comport.a de Manera dist.int.a para dist.ribu

ciones dif'erent.-, por •uv «Parecida•» que nt.as •ean, por lo. 
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que hay que t.ener •ucho cuidado al decidir como se distribuye 

la cantidad aleatoria que queramos estudiar, debido a que. 
co90 veremos a continuación. dependiendo de la f'unción de dis
tribución que elijamos, ésta nos puede conducir a un resultado 

sust.ancia.h.ente diferente del que podría111os obtener al consi

derar otra función de distribución. 

Un individuo to1111a una •uestra aleatoria de alguna cant.idad 

aleatoria X. El· individuo supone que la variable aleatoria X 
tiene dist.ribución nor111al estandar y realiza una «prueba de 
hipótesis» para ver si su suposición es.válida o no. Suponga
mos ·que dicha prueba sostiene su hipótesis, a pesar de que la 

verdadera distribución de la variable aleatoria X es la de la 
variable aleatoria: 

a e IR+ 
a 

donde la variable aleatoria y tiene dist.ribución lognor111al. es 

decir: 
\ny . 

F C¡¡) • J C2n)-vz .,--uz/z du 
y . 

-CD 

V ·.upongaÍlloll que el ndmero a - t.an pequefio que la prueba de. 
'hipót.e•i9 no. puede det.ect.ar la diferencia e.e puede probar que 

.cuando " tiende a cero: 

1 
X• D z 

a 

donde 2 es una variable aleatoria normal est.andar>. 

Considerel90& 

donde <Xn>:::,., es la 111uestra a.leatoria y a • 0.10, y coMpare
el c0111porta•iento del máxi1110 Z"° bajo la conclusión de dicho 

175 



individuo v la si~uación real. 

Co•o el individuo supone que la variable alea~oria X tiene 
distribución no~al estandar <ver ejelllplo 2.s> calcula los 
nu•eros ª~o v b~0 con las reglas dadas en las expresiones 
2.s.i: v. 2.s.2 v obtiene que: 

a • 2.1009 
~o 

v por lo t.anto concluye que: 

V b 
~ 

0.3575 

PC2~0 ~ 2.1009 + 0.3575x) ~ exp(-e-"'} • 

Ahora obtengamos la aproxiiaación correcta. Por hipótesis 
tena.os que: 

Yn.•1, ••• ,50 X 
n 

entonce9; 

1 

a 

ª· 
dempeJando z• · so• 

[e 

1 

C1 

.ax 
l.<n<!ID 

-X iY > •. 
&<n<llO n 

4.2.2 

Por un lado, como el conjunto de variabl- aieatoria• 
iYn>:& tienen d.i8t.ribucic5n logno~l. por el eJe-plo. 2., 
_.,._,. que: 

donde 
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ent.onces; 

PCz,,•
0 

5 a.1735 + 2.9220) ~ H <x> 
3,0 

y por ot.ro lado, considerando la igualdad 4.2.Z: 

P{ z_~ ~ 10(8.1735 +:a. 9220x)º" • - 10] ~ H Cx> 
.,_ 3,0 

4.z.s 

Co•pare111os los dos result.ados obt.enidos Clas expresiones 4.2.1 
y 4.2.Z>. Suponga•os que quere.os calcular la probabilidad; 

Para .la expresión 4.2.1, encont.rallOS que: 

"' - 1.3961 

por lo t.ant.ó: 

•ient.raa que ut.il:izendo la expre•ión correct.a 4.2•9. calcula-

::w; - 0.65'4. 

PCZ ~ 2.6) - •xp(-•-o.«14'> • 0.59&7 
!SO 

C09IO pod- ob-rval', la dil'erencia ent.l'e ambos result.a
dos real-nt.e es con•iderable. Eat.e errol' lo Pode- at.ribuir 
a que el lllét.odo ut.ilizado por el individuo para vel' si su 
suposición era válida o no, es decir, la Pl'ueba de hipót.esia, 
diricil•ent.e puede dist.inguir ent.re dos runciones de dist.ribu
ciÓn que. se encuent.ren <<cercanas» de •anera uniror-. 
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entonces; 

Pcz,,•
0 

~ B.1735 + 2.9220) ~ H Cx> 
3,0 

v por ot.ro lado. considerando la igualdad 4.2.2: 

t.o•ando o • 0.10. : 

P[ z_~ ~ 10(8.1735 +2. 9220x)0
• 

1 
- 10) ~ H Cx> 

.,.._ 3,0 
4.2.3 

Co•pare.os los dos result.ados obt.enidos Clas expresiones 4.2.1 

v 4.2.2>. Suponga•os que queremos calcular la probabilidad: 

Para la expresión 4.2.1, encont.ra.os que: 

"' - 1.3961 

por lo t.ant.o: 

•ient.ras que ut.ilizando la expre•ión correct.a 4.2.3, calcula-
mio&. que; 

" - 0.65ü 

COl90 podemos observar. la dif'erencia ent.re a111bo9 result.a

dos real.ent.e es con•iderable. Est.e error lo pode.as at.ribuir 

a que el llét.odo ut.ilisado po~ el individuo para ver si su 

supo•ición era válida o no. - decir; la prueba ·de hipót.esis. 

dif'icilÍllent.e puede dist.inguir ent.re dos f'uncione• de dist.ribu

ción que se encuent.ren <<cercanas» de manera unif'or.e. 
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EJe11PlO 4.9 

Sea X una variable aleatoria que represen~ el tie•po que 

<<Vive» .:, funciona un cierto artículo. Evidentemente~ la varia
ble aleat.oria X tiene que ser continua y no negativa. por lo 

~an~. debe sa~isf'acer que: 

'I X< 0 FCx> • PCX ~ x> • O 4.3 • .1 

Sean Xa. X
2

, ••• , Xn n observaciones independientes de la 
variable alea~oria X. Una de la• prlllera. pregunt.a• que nos 
podríamos plantear acerca de estas observacion-, &ería el 

comporta•iento de 

Wn •in ~Xa. X2 ••••• Xn> 

Cver eje91plo 6~2. capítulo I>. 

Analicemos la suce•i6n de •ín~ ~Wn•n':s· Si exi111t.en .u-:
ce•iones de nllmeros <en> n':a Y <dn>n':a t.ale8 que la variable 
aleat.oria: 

W e n n 

d .. 
t.enga· una f'unción de di9t.ribuci6n lí•it.e. dada la C:ondici6n •.a . .t.:. 

aCF> •O 

y en con8eCUencia, por la. t.eo~• 6. 6 y 6. 6 1- f'uncion- d\lt 

cii1Jtrlbuci6n Ü•i~ po8~l- · •on L
2
.r. y L~,o. Ahora. para ••

riguar cuál de ..ta. da. f'uncion- - la f'unción lí•it.e. nec
•it•.;.i_o. ..túdiar el compor~i.ent.o de .l~ f'uncid~ F evaluada 

en.un .. punto x, cu-do é.t.e t.ieftde a cel'O, - deciir, habl'íá que 
ver cual de 1- condicion- -tt.f'ace la f'unción F Ccondici0-

ne8 6.B.2 o 6.6.8>: 

.., x > o, r > o 
FCtx) 

FCt> 
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't:Q.{Ú rule 111 

o 

y"' E IR 
FCt + xr(t)) 
~~~~~~~~•e"' 

(la runción r se det'inió en la expresión 6.6.2>. ent.onces: 

o F e :D(L ) 
"·º 

En general, la experiencia ha de910st.rado que la runción de 

dist.ribución lí•it.e iaás adecuada, en el sent.ido de que ret'leja 

mejor el comport.a•ient.o de la vida de un art.ículo, es la run
ción L • no sólo porque exist.en •uchas runciones de dist.ri-z,y 
bución que sat.ist'acen la condición 4.3.2. 

Es por ésLD; ent.re ot.ras razon-. que la t'a•ilia de run

cion- de dist.ribución L
2
,y( "" ~ ª ) que reciben el nombr~ de 

Weibull, se ut.ilizan con •ucha rrecuencia en ingeniería • 

. OblServ- que' la runción; 

v· .¿ > o. r > o. L (..,> • 1 - •XP[ (-:.:)Y] z;r 

··· con r • 1. - prec~nt.e l~ runción de dlllt.ribución eXl)Onen

cial eón pará-t.z:o .. >.: • 1 Cv!r ejellplO Z.1>~ E8t.e llOdelo ~ele 
rei'leJ-r •uv bien 18 duracicSn de vida de. mucb~ art.ículoS::y · • e- vera.O. a C:ont.inuación. si , X , X , ••• , X . ·imon .variable. 

· · · · . . · . ·. · . l z · · ·n · 
aleat.ories indea)endient.es con runción de di9t.ribución exponen~ 

cial F, ent.onc-. para t.odo nd-ro nat.ural n, el •ínhlo V" 

.~••bién t.iene· fun~ión de dist.ribución. exponencia{l ~ "e:nc :o--} 
00 

cuencia ia runción de di9t.ribué::iisn lí•it.e de ¡:;: 

n=t 
(donde las sucesiones (cn>n':, v (d.n>n':, -rán sucesiones de 
nú•eros convenient.e111ent.e escogidas> t.a•bién t.endrá dist.ribu
ción exponencial. 
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Mostremos que e~ectivamente la variable aleatoria Vn tiene 
distribución exponencial.- Por la relación 1.16 del capítulo · 11 

v el ejemplo 2.1 <ver regla de correspondencia de la runción 
de distribución exponencial): 

P(W ~ :><) • 1 - [ 1 - FCx>] n • 1 - .->...:..,. 
n 

entonces, la variable aleatoria Wn tiene runción de distribu
ción exponencial con parámetro Xn. 

Sin a.bargo, exi•ten otra• •u<:esiones de variables aleato-. 
rías tales que su runción de dist.ribución F (que no es expo
nencial> per~nece al d<>111inio de at.racción de la runción L • z,y 
Por eje•plo, la runción: 

donde la runción • .. la runción de d~ribución norM&l e•t.an
dar. Aplicando la regla de L'H~i~l. la condición 4.9.2 ae 

CU•ple para y • 1 ; 

F<t:io•> 
li• 
i-- F< t> 

F'C to<> 
lim·----
i-- F'Ct> 

o< •xp[-(t:><)2 /2] (2n)-&/Z 

•xl>C -C t 2 )/2J C2n)-a_,.z 

V por el tAOrÍliÍle 6.8 del cáp.ít.ulo 11, i.-ndo: 

\1 n •IN en • a<F> •.O 

V 

[ dn - t.al que F(dn) • + ] , tenemo• que: 

li• PCV 
n 
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CAPITULO IV 

CONVEROENCl.A EN DISTRIBVCION DEL MAXIMO V EL MINIMO DE UNA 

suCESION DE VARIABLES ALEATORIAS 

DEPEND 1 ENTES E 1DENT1 CAMENTE O 1STR1BU1 DAS 

1. INTRODVCCION 

Sea CO,A,P> un espacio de probabilidad y <Xn>n=• una 
de variables aleatorias. En los capítulos anteriores, 

sucesión 
estudia-

111<>s la convergencia en distribución del llláxi•o Y el 111íni1110 de 

una sucesión de variables aleatorias <Xn>n:,. en el caso par

ticular, en el que dicha •ucesión es de variables aleatorias 

independientes e ident.ica-nt.e distribuidas y como vill!Os, est.e 

problema está tot.al•ente resuelt.o. 

El siguiente pa90 nat.ural, - t.ratar d.e encontrar condi
ciones bajo las cual- la suc-ión de úxi- y de •ín1-
converja en distribuciésn, pero ahora debilit.ando · alcuna de 1-

hipót.ésis del . .odelo, - ·decir, a11it.ir la hipót.e&:i,s de ind
pendencia o bien,: la de que las variabies aleatoria• -an 
identiccmente distribuidas.· 

.· En ~l présenie- capít.ulo, nos ocu.,.r_ ..Slo de. un caso un 

paco· •á• general que el del capítulo II. O.it.'irel908 la hipót.e

•i• ·de independencia v t.rabajaremos con una sucesió~ «< -tric

t.allénte e•t.acionaria » <Xn> nC:, de variabl- aleat.or.ias, -
decir, con una •uce•ión de variables aleatorias ident.ica .. nt.e 

dist.ribuídas y cuya est.ruct.ura la pod- describir.de la •i

guient.e t'orwta Cen la sección 2 daremos la def'inición exáct.a>: 
supongamos que va- a observar n variables aleatorias cons
cut.ivas en la sucesión; ent.onces, sin i11portar cual sea la 

primera variable aleatoria que observe11os, las n variable• 
aleat.orias tendrán la •iBINI estructura probabilística; Más 
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precisament.e, t.endrán la •i- f'unción de dist.ribución conjun

t.a. 

Ade•ás, solament.e analizaremos dos clases de. sucesiones 

est.acionarias. En la sección 2, veremos· las sué-iones <-
clant.es», cuva est.ruct.ura de dependencia la podet10S describir 
co•o el hecho de que las variables aleat.orias sean asint.ot.ica

-nt.e independient.es; más especif'icame~t.e. ent.re más lejos se 
encuent.ren las váriables aleat.orias en la sucesión, unas. de 
ot.ras, 111enos dependient.es serán. Y en la sección 9, analizare

..,. aquellas sucesionel!ll est.acionarias que t.ienen dist.ribuci6n 

f'init.a normal o gaussiana. 

Así, deseamos encont.rar condiciones para que el .aximoª de 

de 1- sucesio.nes ·est.acionarias que acabamos de -ncionar con

verja en d1-t.ribuci6n v averiguar cuale91 serían 1- f'uncione. 
de dist.ribución lí•it.e. Aquí .urge la pregunt.a:· 

¿ siquen siendo 1- f'uncione• del •i..o t.ipo que ª•.r' 
v ª•.o las dnicas f'unciones de dist.ribución li•it.e 9 

H z,r 

En el ca.a en .;1 que la S\lcesión <Xn>;..':. - ~lant.e. y CWÍlple 
una -rie de condicion- <ver t.eo.-- 2~8>, la respuest;a a -
t.a prépt.a ... af'irmat.iva; sin ..d,.rco en el c-'o · · lt8t.acionario 

ca-iano no. lo -· de .hecho, como ve..-. en la 8eCCicSn 8, 
para el .axmo de dichas -c.9iciin.. - esié:ont.r6 t.odo .un con
Junt.o •. de nuevas r-1119 de f'uftcion- de di9t.ribuci6n UIÍlit.e~ 

Como el objet.j,vo cie -t.e capit.ulo, - simpl-nt.e' uUt;i-ar 
brev-nt.e Ces.o - ha de-rrollad~ el ..t.u~io de la convercen
cia del iliiximo en el c:a80 ..t.acionario, no iricluillios la• 
d--.racion- de los re.ult.ados que enuncia..-. 901-nt.e 

proporciona..- lu rererenci-·'en donde - 111u9den con.ult.ar. 

No a.Ml.i.•c:ar•mo• lG convergenci.ca Ml m( ni.rno, 
l•orC a. que •• pueda. · deea.rrollor para. el md.xi.mo •• 
a. lo del m( ni.mo en vi.rlud de la relaci.6n: 

m1.n<x1.>1.:a = -max<-xL>~& 
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2 •. CASO ESTACIONARIO 

Usare.os la •i- not.ación que en el capít.ulo 11; así 

es un espacie;; de probabilidad, . <X > 00 una sucesión de 
n n=t 

bles aleat.orias sobre dicho espacio, 

V n e IN 2 • Máx4X , X , ••• , X > 
n • Z n 

Cl."l,A,P> 

varia-

v H y H representarán las t'unciones de dist.ribución de 2 y n n 
la t'unción de dist.ribución lí•it.e respect.ivament.e. Ade•ás, si 

los nú-ros ent.eros <ik>k:'a son t.ales que: 

represent.are•os la runción de dist.ribución del vect.or aleat.o-

rio (Xia' Xiz' Xik) de la siguient.e t'orma: 

V 

.'v··~i· para·.t.odo ndmero nat.ural.•, "'• • oc , ent.Once•. abreviare
.a•: 

Finalment.e, considera~ que: 
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Int.roduzca..os la def'inición de sucesiones est.acionarias de 

variables aleatorias, que son las que analizareiiios a lo largo 
de est.e.capít.ulo. 

Detinicióa 2.~ Decimos que la sucesión de variables alea

torias <X ). CD es estacionaria Cen et sentido •stricto.> •i: n n=• 

Observemos que si 

entonces <X > "" será 
n n=I. 

la sucesión <X') CD es e.t.acionaria, 
n n=I. · 

una sucesión de variabl- aleatorias 

ident.icament.e di9t.ribuíd ... 

Nos ref'erillos a la est.acionariedad est.rict.a, porque exilrt.e 

ot.ro concepto de -t.acionariedad que es el siguiente: dec~ 

que la •UCe•iÓn de variables aleatorias <Xn> n":a - ••taciona

·ria •i: 

v •• . t eovex •• x,> - ECX. x,>. - ECX.> ECX,> - f-ct-•> z.z 

- decir, que la c:ovariansa nUi en f'uncicSD de t - •· Sin -
barco~ t.rabaJar- uni~nt.e c:on la primera def'inici6n, por 
lo cual, no nece•i~ .hacer t.al distinción • 

. A eont.inuac:ión,· veretl08·una el-e pa~icular.•cle · SUC99ion

-taciona¡.i_ de variabl- aleat.ori ... que reciben el nombre. 
' . 

de <-.ezclant.e.>>. Para tal ef'ect.o, eoll9id•~ e.l conjunt.o de 

índice. -parada. 4.:, • .:
2 
••••• i ... .J,J

2
, ••• J,• donde: 

1 :S .:, < iz < ••• < ik,ik- :S .J, < jz < • •• < .J, 

v la f'unción T con las siguient.- caract.erí.t.ica•: 

¿) T: IR2 - IR 

· W T<• ,u) - no crecient.e en • 
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Ué.) para al Menos una sucesión (un> n':• de números reales. 
que.converja á wCF> <ver derinición 5.1. capít.ulo II> cuando n 

t.i_enda a inrinit.o, exist.e una sucesión (sn>n:'• que converge a 
inrinit.o t.al que: 

li• T(S , U ) • 0 • n n 

En est.as condiciones t.ene111os la siguient.e derinición: 

Deriaicióa 2.3 Decimos que la sucesión es~cionaria de 
variables aleat.orias <X } CD es mezctante (en ta cota 

n n=t 
"- F>, si exist.e uná runción T como la descrit.a en el 

superior 

párraro 
ant.erior t.al que: 

2.s.1 

para cuales quiera i. ck> V i,u separados. 

A la condición z.s.1- .. le lla8a condición de meisclado. 

&t.e concept.0 na. dice qu~ la• variabies aleat.Ori- de 
. 8Uce8idn <X ) CD .On . cada YeS -ne. dependient.e., conf'orme · n n=• · · , .· ·· . - . 
lejo8 .. encuent.ren en la.Uc-idn un- de ot.r-. Un 

la --
part.iéular de i.. .uce.ión.,. mezclant.89 •on la8 .Uce8ion .. 
m-dependient.es def'inidas por: 

Deriaiaióa z.• Sean <Yn>n':• una •ucesidn de variabl .. 
aleat.oria• .Obre CO,A,P) . independient.es e ident.ica-nt.e di
t.ribuída• v e una f'unción def'inida del conjunt.O R" en el 
conjunt.o de lo• · número8 · real- IR • .-dible. Con•t.ruva.ae una 

nueva •ucesión de variábl- aleat.oriae <Xn>n:'• de t.al f'ortaa. 
que: 
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y consideremos el conjunt.o de índices separados 

con: 

it. + "' :S jl 

ent.onces • deci•os que la sucesión <Xn> n':s. es una 
•stacionaria m-de,,..ndi•nt•, si los vect.ores: 

V (X .is.. X Jz' ••. , X Jt.) 

son independient.88. 

sucesión 

En ot.ras palabras. la sucesión <Xn>n:'l es ....-dependient.e. 
•i dados dos vect.orem seperados por al -nos m índices, ést.o8. 

son independient.es. 

Por ejemplo. una suc-ión de variabl- aleat.ori

dient.es e ident.ica-nt.e dist.ribuídas e• una sucesión 
dient.e. 

indepen-
1-depen:... 

Eviden~nt.e. t.oda 8uce9ión de variables aleat.ori- ...

dependient.e. e. -.c:lant.e. debido a que: 

y por lo t.ant.o. 1- .uc-ion- da variabl- aleat.orias inde"'.". 

penc:lient.- e ident.ic-nt.e di.t.ribuíd-. t.ambitfn -r"n -

clant.es <V • ~ 1. T<••u> • O>. 

Va- ahora para 1- suc-ion- ..SC:lant.-. un 

condicionett que garant.izan que la su~ión de IM!iximoe 
con.júnt.o 

(Z) CD 
" n=I 

t.iene ~unción de dist.ribución lí•it.e del •U..O t.ipo que las 
obt.enidas en el caso independient.e e ident.icament.e di.t.ribuí
do. 

Suponga- que (X)CDes 
n n=t. 

una sucesión e•t.acionaria 
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variables alea~orias con función de dis~ribución F. {an>n':• Y 
{b ·} 

00 son sucesiones de números reales y T una función ~al 
n n=t. 

que si: 

en~onces: 

u 
n 

a 
n 

+ b X 
n 

y s 

lim T(S ,u ) • 0 • 
n n 

s 
eZ lim 

__ n_ 
n 

En es~as condiciones ~ene.as el siguien~e resul~do: 

- o 

Teore.S 2.B Si. ta sucesión estacionaria <X } 00 es 
n n=t. 

tat 

que: 

V X E IR li• n [ F(a + b x)) • u<oc> • 2. s.1 
n n 

•• mezctante 2.s.2 

doT.t:J. ta condi.ci.ón d• meac:tados• cumpl• para ta función T q1H> 

ct.scri.bimo• pr•vi.-nt•, y cuc:indO H ti.•nde- a i.nfi.ni.to: 

X > u ) . • o(_L;_)• 
.. j nM. M 

li• P(Z .n 

Haga.as algun.. obmrervacione.. 

Si la suc-ión de variabl- alea~oria• ·<X > 00 es 
n n=t. 

t. Una. funci6n f ea o<h> al: 

li.m ~=o 
n-+OO 

z.s.s 

2.B.4 

indepen-

•• deci.r, 
qu .. h. 

•• una. funci.6n o<hl ai. converge a. cero md.11 r&pido 
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dient.e e.· ident.icament.e dist.ribuída, ent.onces s6lo se nece8it.a 

la hip6t.esis 2.6.1, debido a que en t.al caso, el t.eór- 2.6 
se reduce.al corolario 2.4 del capít.ulo II. Est.o.lllplica que 

·1a f'unci6n de dist.ribución lí•it.e H, es una f'unción. del •i-.c> 

t.ipo que H H o H • 
•·)'." z,r •,o 

Si la sucesi6n de variables aleat.orias <X } '"' - · llL-depen
n n=I. 

dient.e, erit.onces es mezclant.e 

t.ant.o en t.al caso, la• únicas 

2.0.1 v la 2.0.a. 

como ya -nciona-. por lo 
hipót.esi• necesaria• serían la 

A•í, la hipót.esis 2.e.1 la conoceMO• del cap.Ct.ulo II, la 
2.B.2 pide que l .. variables aleat.orias sean .. int.ot.icament.e 

independient.es y f'inal-nt.e, la hipót.e.is 2.e.s, - IÑ8 bien· 
una condición t.écnica, la cual pide que l .. col .. de_ 1- d.úJ
t.ribuciones conjunt.as indicadas, ·converjan· rapid-nt.e a cero • 

. Aquí .. - hlpor~t.e enf'at.izar, que l .. dniCUJ hncion- de 
di.t.-:ibución . lí•it.e P8l"a l.. -ce8ione. me11e1-t..., •ieuen 

. 9ie1Ído ·las hncion- del. •Üllme> t.iPo clue. B B y B • '·· , . . , , ..,,. z.r •.o 
,_ .· . ' .. 

. . · Para c0nclulr ·~ .eccidn, ~er..,. coment.ar brnftient.e, 
0

CIOl90 evoluc~d él ..tudio de·~··.C:la- de .Üceeion- de va-. 
riablelÍI , aleat.ori ... 

El· ..t.udio lo CGIMDSd O. S. Vat..on C196&>, quien d-t.ró 

un -~ parUcular del t.eorema_ 2.B. El mo.t.ró que •i 19 -c:e
•idn <Xn>r::, - ...-dependient.e v l.. condicion- a.s.i. v una· 
equivalent.e a la 2. B. 9 - cumplen._ ent.onces la. -ce9i6n ·de 
9'x1- converge en di.t.ribucidn c .. decir, la exPrtt9idn 2.B.4 
8e cumple>. Lá necesidad de est... condicione• f'ue demost.rada 
por O •. O'Brien Ci.9'7&>. R. ti •. LoVn- <1965>, f'ue el primero 

en realizar un e.t.udio a f'ondo de l.. •uc-ion- 11911Clant.es. 

Fue lfl, quien encont.r6 la f'orma de la hipót...i• 2•8.9, aunque 
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no exac~aiaen~e bajo 
f'orma del t.eore.a 
de.OS~ró en 197,. 

las •is.as condiciones del ~eorema 2.B. 

2.B se debe a M. R. LeadbeU.er, quien 
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3. CASO EaTA.CIONARIO GA.•88IAlfO 

Int.roduzca•os las siguientes def'iriiciones: 

Sean ·X .. , X
2 
•••• , Xn variables aleatorias sobre el espacio 

de probabilidad CO.A,P), 

R una Mat.riz de n x n positiva def'inida, cuya 

entrada está dada por: 

:rCt .i> • Cov(X .• X.) • ECX.X.) - ECX.) E(X.) 
\. J L J • \. J 

R_. la -t:riz inversa de la -t:riz R 

1R1 el dete.:rminant.e de la -t.:riz R 

V 

V 

x' .el vect.o:r t.:ran9pu-t.o del vect.o:r x. 

hf'iaiaióa 3.1 Dec1- que la• .va:riabl- aleat.o:ri- X.:.X
2

• 

-~ •• .X t.ienen. dta.trtbuct6n •aus•tana o norMCtt <'.n-uartczda..) .si n . . . 

•u f'-ci6n d• de-idád.conJunt.a e8t.á dack.po:r: 

Def'iaiaióa a.~· sea ex ) 00 una •uc:ffidn de váriabl- alea-'_· n n=t. . · · 
t.o:ri-. Dec1- q.ae la sue••t:Ón <X ) 00 

•• tJGU.•tana o normal, · · . n n=t. · 
•i cualquier· .ubéx>nJunto f'init.o de variabl- aleat.ori- x •• 
X

2 
•••• ,Xk t.iene di9t.:ribucidn saU-iana o no:r.al lt-variada. 

Sin pérdida de generalidad, trabajare- unica-nt.e con 
sucesiones sau-ianas, para las euale9: 

Y n e IN V 



debirto' a, que -si la variable aleat..oria Y,, t..iene f'unción de dis

t.r·i.bur:ion raor111al r:on parámet..ros µ y o 2 • la variable aleat.oria 

X 
n 

es una variable aleat.oria normal est..andar, es decíl' que: 

y Var(X ) • 1 
n 

y ad-ás. COllO est.a•os int.eresados en el cOW1port.a111ient.o de la 

sucesión de Máximos v •abemos que: 

111axtXJ·. n • 111ax{-Y_l~--µ-} " 
"t.=l a 

i. =. C1 

si conoce•os el co.port.amient.o de la sucesión de iaáximos co

rrespondiente a la sucesión iXi.}i.'::l' conocereMOs el ca.port.a
•ient.o de la sucesión de .-áxi110s correspondient.e a la sucesión 

tYi.•1.C:.· 

A. lo 1.argo de est.e capit..ulo, t.rat..are•os ·con sucesiones. gau
.. ian_as _eat.acionarias, por lo cual, a cont.inúac:ión · hacemos 
algunas ·o~rvaaioa-·a cerca de dichas suc-ion-. 

1. Dada .l.• •iguient..e.proPo-ición, 

hoPQ9iciÓll 3.3 L_a. suc:•sión dOUSsl:ana tXl.ti.';:'o es 
· n<U""ta Cen •1 ••ntido ••t.rtcto,;>, ;...: y •Ólo •t: 

Ylh.,n.elN Cov(X ~X ) • Cov(X. ,X ) • 
m n · "'-n· o 

•stacio-

las. d09 definiciones que di•o•'de est.acionariedad <est..aciona
riedad en el sent.ido est.rict.o v est..acionariedad, ve:r- defini
ciones 2,1 v 2.2 respect.ivament.e) son equivalent..es para una 
suc99ión gaussiana. 
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2. Observetm<>S que la .at.riz R Cver definición 3.1) que re

cibe el n<>111bre de. matriz· de couarianzas, adquiere la siguieilt.e 

f'oriwa: 

rC i ;J> • CovCX. , X.) 
' J 

r 
m 

donde m • 1 i-.il ~ 1 

y dado que: .,, i. ECX) •o y VarCX.) 1 
L 

.,, j Cov(X .• X.) 
J J 

1 

Es import.ant.e hacer not.ar, que la dist.ribución de x... x2.~ ... 
X queda t.ot.alment.e det.e.-.inada por la •at.riz de covarianzas, 

n 
por lo t.ant.o, la dist.ribución de la sucesión -(Xi.•i.~o est.á 
t.ot.al-nt.e det.e.-.inada por la sucesión de covar_ianzas -(r n> n~t.. 

3. Por últ.ilmo, recordewos que si X. y X. son variabl- a-
• J 

leat.orias normales. ent.onces serán independient.- si y sólo si 

su covarianza es nula Cen general, el reciproco no - ciert.o>• 

En el capit.ulo III, ejMlplo z.s. anali.semc>9 la convercen

cia de ia .UC1t9i6n de .NixUiom .<Z > ~ • en el caso en el que . la. .. . ., _· . . ·. ·.·. • ·. ~ n-• . . ·: 
-ce9ién s•-i•na· 4X¡,>i.=t.. - .una. ~celSión de variabl- alea-
t.oria9 indei>endient.e. e ident.i~nt.e di.t.ribuid .. y encont.ra-

- que •i: 

"'n. ... 
Lo.C:Lo• n.) + l06,&n 

. (2l06 n.)t../Z 

V 

li• P(Zn ~ ªn + bnoe) • •xp(-•-""> • H•.O(,.) • 
n-+GD 
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variables de la su~esión de •áxii.os <2n>n':t de una sucesión de 
aleat.orias <X > 00 gaussiana estacionaria. En virtud de que 
distribución "dr;,=•la sucesión <X > 00 está t.ot.alment.e 

la 

determi-
n n=1. 

riada J>Qr la sucesión de covarianzas <r n> n':t Cve.r observación 

2>. los criterios que se dan para que la sucesión de 

converja en dist.ribución;- est.án dados en t.ér•inos de la 

Máximos 
su ce-

;.·i6n <r n> n':s 1 •áa eapecif'ica-nte, dichos crit.erios se ref'ie
ren a la velocidad de convergencia de dicha sucesión al cero. 

Aquí vale la pena hacer not.ar, que si la sucesión est.acionaria 

<Xn> n':t. es •ezclant.e, entonces, co1110 habíamos mencionado, las 
variables aleat.orias serán asint.oticament.e independient.es (en 

el sentido de que entre llllás alejadas esté una variable aleato

ria de otra en la sucesión, éstas ser.án 111enos dependientes), 

lo cual iMplica que la sucesión de covarianzas converge a cero 

Cen general, el inverso no es cierto, es decir, si la sucesión 

de covarianzas converge a cero, la sucesión est.acionaria .de 

variables aleat.orias no t.iene J>Qrque ser 111ezclante). Sin 

e•bargo, en el caso part.icular en el que la sucesión est.acio
naria <X > .., es gau-iana, la sucesión de. covarianzas <r > .., 
· n n::t. n n=s 
converge a cero •i y •ólo •i la sucesión <X · > .., - aezclant.e 

_ . . n n=t · 
Cver observación 3>• En virtud de lo anterior, .no - 90rpren- · 
dent.e< encont.rar' que 1- C::óndié:ion- 80bre· la. sucesión de 

covarianzaa· <r ) "".• sean ·u-ci- condicione• d.: .emcl.;do. n n=1 

El primer r~lt.ado· UtpÓrt.ante para suce.ion- gau-ian
-t.acional'iu, lo obt.uvo Beirtilan C1PU>~ .. ~1' cual enun.cialllOl!I a 

. cont.inuacidn; 

li• r lod' n •O s.s • .t 
n•CI> 

n 

o 

~ rz 
n < ... s.s.2 

n=a 
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entonces: 

~a n + b ,,.) • H (,,.) 
n 3.o 

BerNan af'ir.aa que la sucesión de i.áximos <Z ) 00 converge 

·en dist.ribuci6n. si la sucesión de covarianzas l;. )=to conver-
.. : · · · n n=~ 

ge súf'icient.eíllent.e rápido a cero. Est.e result.ado seguía f'ort.a-

leciendo la hipótesis de que las únicas.f'unciones de dist.ribu

ci6n lí•it.e para el máxiMO eran f'unciones del •is.o t.ipo que 

H • H v H • No f'ue sino hast.a el afio de 1965, cuando se ._.y z,y a,o 
encuent.ra. por primera vez. la posibilidad de que la f'unci6n de 

dist.ribución lí•it.e no f'uera ninguna de las obt.enidas en el 

caso independient.e e ident.icament.e dist.ribuído. El t.rabajo en 

cuest.ión es de Pickands <1965). en el cual est.ablece los 

siguient.es dos result.ados i•port.ant.emo: 

El pr-i-ro ·de ellos, - ref'iere a la velocidad de convergencia 

de la· suc-i6n <rnJ.n:'il· Dado el t.eor- de Ser•an. surge la 
siguient.e pregunt.a: ¿ es la condición 

li•r •O 
n 

n•<lD 

<•iri incluir .. nincuna bip6t.esis .abre la velocidad de con"e_..;;. 

se:ncia> -• condición .uf'icient.e ·par-a que la 8Uc:e.i6n de· 

. Mx1- cónverJa 7 Pidcand9 d..U..t.ra que no .. a•í. con lo 

cual ..t.ab1ece qué el n.ult.ado d.,.. e.;.n..n •• .-nciai.ent.;8 
. inmejorable. 

El : isegundo · l'Hult.ado de Pickands Cel cual podría •er con

•iderado COMO una de 1- cont.ribué:i0n- Ñ9 i•p(>rt.an...._ a la' 

t.eoría aaint.ót.iea del úxt.o d...,u& _del t.ra•Jo d., Gnedenko>: 

C:on•ist.e en la exhibición de una •uc-icSn caüa.iana ..t.aciona
ria <X·> "" que -t..t.race la_ condición: , n n=• · 

li• r •O 
n _n•ao 



v para .la cual, exist.e una subsucesión de números nat.urales 

<N1/k:'s C• <N<.i.»k:',> t.al que: 

donde § es la runción de dist.ribución normal est.andar; es 
decir, Pickands exhibe una sucesión gaussianas est.acionaria de 

de variables aleat.orias para la cual exist.e una subsucesión de 
máxiMOS <2 > 00 que converge en dist.ribución a una variable 

NClcl n=t 
aleat.oria nor•al est.andar, por lo cual, es evident.e, que si la 
sucesión de máximos <Z > 00 converge en dist.:r,ibución, no lo 

n n=t. 
hará a la runción Ha,o, como se hubiera podido esperar. 

Así, a pesar de que la expresión 3.6, ta.poco i•plique que 

la runción • sea una runción de dist.ribución lí•it.e para la 
sucesión de •áxi111<>s, debido a que el result.ado es para una 
subsucesión, por lo. pront.o, ést.a se conviert.e en un «serio» 

candidat.o a serlo.v precisá.ent.e en est.o radica la import.ancia 
del t.rabaljo de Pickands, debido a que hast.a _ ant.e. de ést.e, 
t.ocl~• los e8ruel'909 por e.t.udiar .el compori-.iento -int.ót.i~o 
dela·sucesión·de •xi.Os <en·el ca.O dependient.e> 

conC.:nt.rado.v lU.it.ado_a enco¡;;t.ra~ condiciona para 
suce•ión convergiera a H R o a H • 

~.r· z.r. •,o 

se habían. 
que didta 

·Aftt.ff de cont.inúar con ·10. result.ados .obt.enido• en est.a 

nueva dirección, vale la pena observar, que .el re.ult.ado · 3.6 

no - una pnerali-ción del caso independient.e e ident.ica-n-' 
t.e dist.ribuído, porque: 

r 
n 

ECX>ECX)•O . o n 

V por lo t.ant.o, el cocient.e _!._ ni siquiera est.á derinido. r 
n 
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Finalm~nt.e, mencionaremos dos result.ados import.ant.es obt.e

nidos por Kit.t.al v Ylvisaker (1975), que se podrían consid
rar como una cont.inuación del t.rabajo de Pickands. 

En .el primero de ellos, encuent.ran condiciones (sobre: 
sucesión de. covarianzas {r } CJ) ) para que el úxi;., de una 

n n=I. 

la 

su-
cesión gaussiana est.acionaria de variables aleat.orias converja 
a una variable aleat.oria normal est.andar. El result.ado es el 

siguient.e: 

Teor•- s. 7 S.a {r } 00 ta sucesión. de covarian.zas de una 
n n=I. 

sucesión ea\.ISsian.a estacionaria de,. vart'czbtes aleatorias. Su-

poneam.os que: 

i) c'Uando' n. t i•nd.e a in.fin.i to 
-,. 

r " O n 

w r = 0(1)1 

n 

r toen 
n 

•• ~tona y 0(1). e• "-cir: 

Y s.a:. 

V.n •IN· 

t una runCi.6n 
lo.l que: 

1 
li• -------...-o.-

c 
" 

.. --· r n 
lo6" 

. (2 lo6f\)i/Z 

•• O<g> •i ••lmt.• 
1+1 "A· 

lo.C&n lo6f') 

(2 lop)l/Z 

Uft. 

Si. r •• O<t.>, ••Lamo• pi.di.endo qu• La. funci.6n r aea. a.colada.. 
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entonces: 

li• P(zn ~ (1 - rn)•/Zcn + ~ x) • ~Cx) 
n-+oo 

donde ~ es !.a función df' distribución de 1.lna variable aleato

ria normal. 

Por lo t.ant.o, la runción de dist.ribución normal es ot.ra 

runción de dist.ribución lí111it.e para la sucesión est.andarizada 

de 1Wáxi111os. 

En el segundo result.ado, Hit.t.al v Ylvisaker encuent.ran 

t.oda una nueva ramilia de runciones de dist.ribución límit.e: 

Teor- 3.8 SupoR60JnDS que l.a suc•sión de covarian2as 

{r } "" •s tal. q1.le: 
n n=t 

ºb. 
n 

entonces para y e IR 

li• r lotp>. 
n 

n .. CD 

CD 

0(1> 

a 
n 

b 
n 

. l.o6C•n' lotp>.) 

2(21.otp>.)•/Z 

lilii P(Zn :S ªn·+ bnx) • C2r)'"vzJ H Cx - 1>~'( '2+ry) d1. 
n•CI> . -(1') •,o 

Dicho sea en ot.ras palabras, la sucesión de máximos con

verge a la convolución de las runciones Ha,o v ~ , v coMo ést.a 

depende del pará-t.ro r, obt.ene111os t.odo un conjunt.o de nuevas 

ra111ilias de runciones de di•t.ribución límit.e para el llláxilllO. 
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