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RESUMEN

Se preeent,an las definic;ones bAsicas de la teoria de graficas que,

‘_son necesarias para el resto del trabaJo

. ‘. Se 'describe . el problema - del Arbol de . Expansién  Minima,  a:

«'continuacién se obtienen los resultados que Justifican la existenciaf

‘de la. soluciéon al problema. asi como los métodos de PRIM y 'I»'ARJ_A_N;V

. ~también se' descr ibe el problema del Apareamients  MAaximo y. 1 o‘sl
correspondientes teoremas basicos Y métodos de sol uci én. Se .
desarhollan los conceptos y resultados mas importantes de Matroi dée

que permiten comprender claramente las siguientes secciones en las

que. se muestra la relacién de matroides y graficas, asi como. una .
solucidn ‘al probl ema del Arbol de expansién minima por medio dé : eskta}i
" teors a. Por Ultimo se plantea el problema de apareamiento como uno. de

-b',}:intérseccién de matroides y sé resuel ve en este contexto.
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I NTRODUCCI ON

Una  de las 4&reas de la investigacidédn de operaciones mas
elegantemente desarrolladas es la relacionada con la ‘tedria de
graAficas. La razén de este desarrollo se debe a la simplicidad con que |

 puéden establecerse los problemas de este campo y su solucidén.

La optihizacién en graficas simples surgié como una de las ramas
‘de la programacidén matematica. Inovaciones en la decada de: los

setentas condujo a la teoria de graficas como una herramienta de gran

importancia en la planeaciédn y solucidn a una amplia variedad def
pfoblemas en la administracién y en la industria. Muchas de las
iaplicaciones son los problemas de distribucidn, transporte, planeacidn

financierh. sistemas de inventarios, etc..

Los probl emas en graficas de tamafio moderado - pueden sef_

'freéueltos cien veces mas rapido con algoritmos especializados enf
.graficas que con los algoritmos mas sofisticados de la programacidén:

" lineal.

Por. otro lado existe una v;riedad de problemas que«5urgén.en laf

‘tomavde decisjiones y que tienen soluciones factibles de tipo discreto, 

Desde el punto de vista conceptual, manejar una regidn factibleydetu

T_,tipc disereto proporciona la ventaja de wver con facilidad“éoluciqnes

. ‘concretas al problema. Con fre;uencia, el usc de graficas elementalés
:  pérmite intuir el significado de una solucidén particular. Eéte hech§;
“sin embarge no garantiza que se pueda resolver triyialménte cgalQu?éh

problema de. tipo.  discreto, pues cuandc el ‘ndmero de ' objetos




" involucrados aumenta, resol ver satisfactoriamente Tel ‘probleméjy

‘representa manipul ar b evaluar un nmero explosivo de casbs}f 

. posibilidades y combinaciocnes.

"Un- caso especifico de anilisis de problemas di scretos seiff
‘encuentra en el AnAlisis Combinatorio, gque se  considera como ;eléf'
lvféstudio‘matemético del arreglo, agrupamiento, ordenamiento o selecdiéﬁf

» defobjetdé.'

En 1935 Hassler Whitney fundamentd la Teorfia de Matrcides‘coﬁd‘

resultado de sus investigaciones de la dependencia lineal en la teoria:

Jiélgebraica. Esta teoria tiene extensiones en cristalografia, geometrié:rk
._p}oyectiVa. .redes eléctricas y progfamacién lineal. En partiqulanif
J#ck Edmbnds fué el resﬁonséble de dirigir la teoria de matroides
‘ﬂé¢i? l¢s‘p;oblemas de optimizacidédn combinatoria y demostré vahiqs dé'

ﬁfiééfrésultados basicos.

‘ﬁEl'propésito de este trabajo es  analizar algunos_problemasﬂde

. Optimizacidén Combinatoria, que aparecen con mucha  frecuencia = eéen

‘algﬁnés éfeas de la Investigacién de Operaciones, Ingenieria{

féoiuciéﬁ por computadora en términos de graficas 'y nmtroidés[_

“este  fin se desarrolla un capitulo ﬁue permite al

:?familiarizarse'con la téoria de matroides.



En el priher capitulo se presentan los conceptos bisicos de lé‘;
‘Teoria dé Graficas; en el segundo y tercer capitulo se plantean 105  
‘problemas. del Arb@l de Expansidén Minima y . Apareamiénto Maxi@$  J
respectivamente; en el pendl timo capitulo se desarrcllaﬁf 153  
reéultados mas imporpantes sobre Matroides que conducen a obtener una
.solucidn al problema planteado en el capitulo dos; por ultimo se
 muestra lé realacidn del problema de apareamiento . en gréfica;ffi
jbipartitas eVFinterseccién' de matroides, asi como los principales z 7

resultados en este tépico. Al final se agregan los listados de algunos ’

“algoritmos y un anexo sobre programacidén lineal.

Cidvis




NOTACTIOMN

‘KA =B .A esta contenido en B
 A <. B A esta contenido propiamente en B
- AuB A unidn B
~ A nB A‘intefseceibn B
ffA — B mencs B
A B = CA%BD U CB-A) Suma simétrica de A y B.
4iu Ai Unidén finita de‘conjunﬁos
# A °  Cardinalidad de A
S a e A“ ‘ .  a pertenece a A
 § = A,.>' o a no pertenece a A
v N . Cﬁnjunto de vértices

Conjunto de aristas o arcos
Grafica Finita

Nodos o vértices

TCQ&CGD'~ o Arcos o aristas
'Efe; ' l EE *EArcos o aristas :
iiiFi’ = R Traygétorias v Cadenés‘.

'56,; Sl Cirﬁﬂipos o Ciclos |

AFC#E) » ) Conjunto de sucesores

‘,F%CQiS“ G ~ Conjunto de predecesores

. FCAd = U FCv)D

  deV15' e "~ ‘Grado del nodo v,
. - Grafica Parcilal
Sﬁpgréfica
'-Arboles

Sistema de subcénjuntos

! '—l\’ii-—‘




Familia de subconjuntos

Matroide

Elementos de la familia I en una ma

Cirtuitos de la matroidelﬂ

troide.::
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CAPITULO 1

- CONCEFRTOS BASICOS DE GRAFICAS

Una variedad de problemas reales puede plantearse .y analizarsé#

“usando el concepto de grafica. Las propiedades amnaliticas gue presenta

esta estructura son muy simples e interesantes. Uno de los aspectos qgue-

”}ha detenido la populérixaCién de los resultados del andlisis dé

graficas es la Ffalta de unificacidn de la  nomenclatura usada. E1l "

prbposito de este capitlo es describir las definiciones de gréfiéas

empleadas en este trabajo -asi caomo resumir algunos resultados”

matematicos que permiten hacer mas fluido elmaterial que se presenta.

LEl capitulo se desarrolla como sigue:
‘ .
describen e ilustran las definiciones basicas de

En las dos primeras secciones se
graficas vy algunos.
conceptos asociados con las mismas. En la tercera seccidn se introduce.

el concepto de subgrafica, gratica parcial Y grafica campletaQ

Firalmente en la cuarta seccion se trata el aspecto de ,repregentaCién;

matricial de una grafica y las eguivalencias de: un arbol.




,1-1 Definiciones.

;. Definicion 1.1 Unavgrafi&a dirigida finita G=(V,E) esta fnrmada‘

por un conjunto V={WVa aVmyus s 3Vad Y [1s} subconjunto . E del producto‘“"
cartesiano VxV. Los elementos del conjunto V se denominan nodos o

véertices y los elementos del conjunto E se llaman arcos y se denotan

cpor (vi,v ).

1: En una grafica G=(V,E) el nodo v, del arco (Vo 4yvy) se 1llama ‘nodo_t

~J@ihicial y ‘el nodo vs; nodo final. Una arafica dirigida se puede o

‘.reproducir en el plano por medio de circulos que representan a los ¢

"rModos .y lineas dirigidas, del nodo v. al nodo vy, gque simbolizan 108"

arcos. viste otro tipo de graficas en las cuales (Va gV d=C(vy,vydy,

" estas se llaman gr&ficas no dirigidas, los elementos del conjunto E sel

denominan aristas para estas graficas y se representan por medio de

§ .
segmentos de linea sin direccidn.

EJEMFLO 1.
Sea B=(V,E) una gré&fica, dornde V={Vi,Va,Vm,Va,Vsl Yy Ei{(vi;v%

CUvem s vi) s (Vmyves) . (Vm,va), (Vasvam), (Ve,vm), (Va,ve), (Va,va)D

Grafica dirigida S Grafica no dirigida

fig. 1.1 Cfig. 1.2



Una forma alternativa de describir una grafica dirigida es por médfof

del conjunto V Yy la funcion F - defipida de V en V vy la regla de .

correspondencia es el conjunto F(va)={vs,-.. Vi de nodos terminales"

ccuyo nodo inicial es vi. Esto es, Fiva)={Vi,.u.sV} si existen los.

Arcos (Ve ,Via) 5.0 5 (Ve V) Yy Filvi)=0 si no xisten. La funcien F
establece una relacidn de nodos vy la grafica esta definida " ahora como

VY.

CEJEMPLO 2.

. Se considera la grafica dirigida del ejémplo anterior.

V={V1 ,Vz,Vrz,‘/4,\/53'

CF (v ={vad g : Fiva)={val Five)={va yV=3

Fva)={vx,Vsl ) Fiva)={vm V=

" Bi la grafica es no dirigida cada arista se sustituye por dos  arcos
7 'en direcciones opuestas y se aplica la definiciéon de  F a esta’ nueva:

. grafica dirigida. S S

- EJEMFLO 3.
:,Cdnsidérase 14 grafica no dirigida del ejemplo 1.

: V= {{V‘; sV Ve s Va , Vo= 3

AV =4vy y VoD ) F V) ={VzyVay Vol F(ves) ={Va1yVmyVxysVal

Fiva)={va ,Vz,Vq,Vs} F_(Vq.):{‘/z;\/?_'-svﬂ}.

Como F ecsta bien definida es matural pensar en. la existencia-de .

“ que -asocia a cada nodo vi los nodas para los cuales wvi. es’ el nodo

“rterminal.




EJEMFLO 4.

raminese la grdafica no dirigida del ejemplo 1.

CM={V1 g Vs Vs Va VD

For(vaid={vad Fm2(ve) ={vVa, Vel Fm2 (ves) ={Vm,val
FT* (va)={Vvi,Val F=t (va)={0{vxl

For medio de la relacidn F y su inversa F—* =e definen
: mteri0r e interior de un vértice v.EBY como CF (v YoLFT (v ) Y

respectivamente.

Se observa que se puede definir FA()= uF(vy) para- & cualqﬁiéf'

subconjunto de V.

1.2 Cademas, trayectorias, circuitos y ciclos.

. - R
Defnicion 1.2. Una cadena P de un rodo vi a un nodo v, (va#Vvy) . es
una sucesién de nodos y arceos, sin repeticidn, en donde e1 nodo final
de un arco es el nodo inicial del siguiente, y se representa por:
.

'={Vi 5 (V-,1_ .,Vg_-o.;_) s Vi1, (Vi w2 5\/;1_-0-2) I} (VJ—:L-,VJ) ,V_-x}.

Sim embargo, es posible determinar una cadena por medio de nodos iy
. sefalando que la grafica en cuestidn es dirigida, es decirs
F"={\/, ,V4_+1,---,V_,3'

‘repréSEnta la misma cadena del nodo vy al nodo vy




EJEMPLO 5.

Si se observa laysiguiente grafica:

fig. 1.3

‘Entonces las cadenas existentes en la grafica son:

CEL=AVam, (V2 aVem) g Ve (Vs Wa) yVa, (Wa Vi) g Vi, (Vm,Ve) yVad

Fao=4{viy (Vi,Vm) yVoy (Va, Vo) ;Voy (Ve Va)d) sVay (VayVas) Vil

Cuando los arcos tienen un nodo terminal  en comdn se denominan

. . .
adyacentes, asl (ve,va) , (Vm,Ve) , {(Va,ve) ¥ (Vi,ve) mon arcos adyacentes

por tener al nodo terminal ve en comin. Se dice que un arco (Vy,vs) es

“inpcidente en un nodo u si (Ve , V3)EF(WUF~* (uw) . ‘Ahora dos nodos 500 

adyacentes si son incididos por el mismo arco.

Definiciodon 1.3. Una trayectoria entre los nodos va y vy (VaFvy).
‘una”gra¥ica no dirigida es una sucesion de nodos y' aristas, -

 répetici6n, de la forma:

F=lve 3 (Ve gVawa) 3 Vaaa s (Vawa gVaam) sVaemg o= oy (Vaoa yVad ,Val

ya que es una sucesiédn de aristas es posible identificar. -una

traQectoria a partir de la sucesidn de nodos:

F={Vi sViw1 3VarmygenayVir




EJEMFLO 6.

Consideérese la grafica del  ejemplo 5 sin  direcciones, entonces - :i

‘eriste una trayectoria entre cada par de vértices.

Definicion 1.4. Una cadena F del nodo va al nodo v, se denomina @

circuito si Vi=WVgy, es decir, un circuito es una cadena cerrada. .
“Anadlogamente una travectoria cerrada es un ciclo y un arco de la  forma

' (vs sVva) se llama rizo.

EJEMFLO 7

En la figura 1.3 se tiemen los circuitos:

Ci={{(va,val)s (Va,v=), (vm,v=)3i

Ca={({va,Vvem) 3y (Vsy,Va), (Va,v=), (Viz,v=)3l

o : ' :
1.% Tipos de graficas y Subgraficas.

.Definicion 1.5. Una grafica se llama simple si no contiene rizos.

Definicion 1.&. Dada una grafica G=(V;E) una grafica Parcial Gp de‘G
L es la grafica (V,En) con ELcE, es decir, una grafca parcial confiehe.ei.
- mismo numero de vértices pero con solo un subconjunto de los  arcos dé?

hllé»gréfica original.

‘ Definicion 1.7. Dada una grafica G(V,F) una subgré?ica G es“,ré

"Qréfca (VuyFuw) con VucV y para cualquier v.iBV. Fulva)=sVunFlvy). Eétob

s, una subgrafica contiene solo un subconjunto de vertices .dév‘la

grafica original, pero contiene todos los arcos cuyos vértices inicial

estan contenides en el subconjunto V.




Al combinar las dos definiciones anteriores se  obtienen las -

EUbgréFicas_parciéles.

EJEMFLO 8.

' Grafica - Grafica Parcial - Subgrafica .
“fig. 1.4 fig. 1.5 = : o figao 1.6

Definicion 1.8. Una grafica G=(V,E) es llamada completa si - para:
cualguier par de vértices v.,Vv,EV existe una arista que los une en _réj

< grafica ne dirigida, esto es, hay al menos un arco uniendo cualquie

par de veértices.

'EJEHPLD F.

Gréafica Completa

fig. 1.7




Definicion 1.9. Una grafica G=(V,E)

es 1llamada. bipartita, si el

conjunto V de sus vértices puede ser particionado en dos. subconjuntos’

Vi ¥ V=, y ademd todos los arcos tiepen sus nodeos inicial y Ffinal en

uno vy otro conjunto respectivamente. Esto.significa que la gréfica: 5 

sin direcciones es bipartita.

EJEMFLO @

Un taller mecdnico posee cinco diferentes - taladros. Cierto dia

“ 11egancuaxp'trabaj0s que necesitan ser taladrados. El namero de  horas

fhdmbre.requeridas para ejecutar cada trabajo en cada

una. - de  las:
maquinas no es el mismo. Si cada mAquina se representa POr un neodo. vy y©lli
“cada trabajo por uno u,, se desea asignar. a cada nodo Vi uno  uy para

obtener el mejor provecho.

. Definicion 1.10. Una grafica bipartita B=(VilW=,E) es ' 1lamada
 cDmpleta Si para cualquier par de vértices vitev;'y.v,zevg_ eiistey una

Jarista i (veis,vi=).




Teorema 1.1. Una grafica es bipartita si y solo .-si no contiene

circuitos (ciclos) de cardinalidad impar.

Demostracion
Supdngase que la grafica es bipartitia, entonces V=ViUV= Vv,0 v;mg.'
‘ﬁSea ={(Vea1sVam) g {VamaVaim) gnonr g (Veig—a1 4Vl un circuito (ciclo) de

‘cardinalidad impar, sin peérdida de . generalidad sea vi‘ev;,. de IIa

dgfinicién de grafica bipartita vizBV=i en general v.uEV:i si k es imparﬁ

’.:‘yVV“cEVz si k es par, entonces vigEVi 1o cual implica que v, 168V, "Esto‘

‘”éignifica gue viaiBVa: Voo

Ahora. supongase que no hay circuitos de cardinalidad impar. Sea wva

'CQalquier vértice, al gue se le asigna la eﬁiqueta Y+ v los elementde"

‘del conjunto F{vy) se etiquetén con Wt Esta operacidn se efectua.

L B ] .
~hasta que una de las tres condiciones siguientes se satisfaga:s

'éY:Todos los vértices estéan etiquetados en tal forma -que Cal ‘arcb

Avi,vs) se le asigna "+" a vi y "—" & vs.

b)) Fara algun vertice viw. etiguetado con. algun . signo . ‘se. . le  pueda

etiquetar con algun otro signo desde otro vértice.

qf Fara cualquier vértice v. el conjunto Fivi) es étiquetadn ‘pero

existen otros vértices neo etiguetados.

..-8i sucede a) todos los vértices etiquetados con "+ Estarén!enﬁvg

/los etiquetados con “"-" en V=. Entonces todas las aristas eristen:

'nédqétdé etiqueta difefente Yy por tanto G es bipartita.




En el caso b),supéngase que el nodo Vi obtuvo primero una etiqueta
cén "+" a lo largo de una trayectoria F. y obtuvo después 1la etigueta
"—" a traves de una trayectoria P=z. Sea v’ el ultimo vértice en »comﬁn:
de ambas trayecéorias; si v’ es etiquetado con "t (M=) 1a'10ngitudvdéf
la trayectoria sobre Fi ode v’ a Vaw es par (impar) y la longitud ae lé

.

trayectoria sobre Pz de v’ a viwn s impar (par), entonces se forma - un
ciclo de longitud impar que consiste de la trayectoria de v~ a. Vi’

- sobre FPa y de Vi & V' sobre Fz. Lo que contradice la hipotesis.
Al considerar el caso c), se observa gue no isten trayectorias
entre los nodes etiquetados, entonces G es desconexa _eh dos o© mas: .

partes. Es decir, este caso no es factible.

For tanto solo el caso a) puede existir.
. .

7{ }Dé¥inicibn 111,

—“Una grafica se llama fuertemente conexa si. para . cualquier  par .de

vdrtices Vi ,ViEV existe al menos una cadena de vy, a V. :

— Una grafica es conexa o suavemente conexa si existe al  menos una

irayectoria entre cualquier par de vértices.




EJEMFLO 10

Gradfica Fuertemente conexa Grafica conexa

fig. 1.9 ’ fig. 1.10

v’i 4 Representac1bn de una gré+1ca, érboles Y Equlvalenclas.

Una grafica dirigida se puede representar por medlo de una matrlk de 

incidencia en la forma siguiente:

Defimicion 1.12.. Dada una grafica dirigida G de n vértices 'y m

. [ ) - : .

arcos, se define la matriz de incidencia nodos—arcos E=(bis) de orden:
nem i como:s

1 si el nmodo inicial es Vva

—1 =i el nodo final es Vi

bas=

0O en otreo . caso

*EJEMFLO 11




Fuésto gue una

de incidencia, es

EJEMFILO 12

(=Y (=P [=F"
-
WV -1 1
v -1
v 1 -1
Vi 1
L.

Ya que existe

) ; B} -
preguntar cual

'indebendientes v

gsta pregurta se

grafica se puede representar por medio de una ‘matriz

claro que dicha matriz reproduce una grafica. -

(=N oy (=P
1
1 -1
-1 1
-1

una équivalencia entre graficas vy matrices, cabe

es la relacidn . entre los vectores . linealmente

arcos, o bien, entre bases vy - arcos, para contesﬁar

hace necesaria la siguiente definicidn..

U pefinicion 1.1

Z. Un arbol es una grafica conexa y sin ciclos.




. Teorema  1.2.Si G=(V,E) es una Qgrafica simple, entonces las -

siguientes proposiciones son equivalentes.

&) Ges un arbol

‘b)) B es conexa y deja de serlo si alguna aristé es eliminada

<) Entre cada par de vértices u,vg&Y existe una dnica trayectnrié
) G‘eé aciclica y tieme n—1 aristas A : o ";M

e) G es conexa y tiene n—1 aristas

“Demostracidn

“(a) implica (b)
For definicién G es conexa. Suhéngase que la arista (u;y)”'es

eliminada de G y que B permanece conexa, entonces  existe wuna

trayectoria F={u,Vi,...,Vu,v} de u a v, por lo qgue la trayectoria P

'
g{(u,v)3 es un ciclo en G.

(b) impica (e)

S Por ser B conexa existe al menos una trayectoria entre cada  par . de:-

wvertices. Sean . u,u’  tales que wisten Fa={ul,llaye-estlimgt’ > vl
Fam{U,ta ' yeaayty ", ) trayectorias distintas. Sea k el minimo enterpV

tal'qqe Wi’y k existe ya gque Fu.#P=, al eliminar la arista (u&_l;ug)

‘tenemos que tlie—a g e siguen ) ‘unidos L pof

F={Uis yUmem g ev » gUa jUgtla’ 5o ae yUp+a s>, 1o cual contradice (b). .




(C)‘implica ca)

G es  conexa. Supdngase que existe un ciclo C= {u,ul,...,uu,u,, ‘

entonces para cualquier par de nodos en. C existen al menos . sts"

trayectorias diferentes que los unen.

Fara demostrar que (d) y (e) son eguivalentes a (a) , (b)) y

“mecesita el siguiente lema.

Lema 1.1. Si G es una grafica flnlta sin c1c105 y con al ,mehos. dos”

'vértlres entonces existe un vért1c9 adyacente a un solo vért:ce.

Demostracidn

Gi el numero de nodos es k=2 entonces vi es adyacente dnicamente ~a

N me 81 kF=R osea WSWV: un veéertice arbitrario vy sea wv= un . vértice

t

cadyacente a elgj corstruyase una sucesion de vértices {Vuliu>= tales que’

v 25 solo adyacente A Ve—1 O & un vértice que no se encuentre en la:

iSUCEﬁlén, como G es finita el proceso debe terminar en un namero f1n1to‘

 dejpaSD5, por 1o que el ultlmo elemento ‘satisface la cond1c1¢n.

(a) implica ey

{por hlpét951= 6 no cont1ene ElClDS.

por ser ac1c11ca el numerc de arcos es unD.

.Sﬁbéngaée vélidn para kdi=n—1

SEa G una gréfica con 1 nodos vy aciclica, sea Vv~ un_ noeodo éxpuesto, Y

7denom1nese vn~1 a su vértlce ddyacente, se eliminan'el, nDdQ-”Va sY
‘drlsta (Vh,Vn—i), la graf1ca restdnte contlene n— 1 nodos Yy

'por Io,queucontlene n—-2 aristas. Y asi contlene n—1 arlstasr




id) implica (e)
La proposicibn es valida para n=2.

Supéngase'vélida para n<=k. For demostrar para nék+1.'

Sea G con k+1 nodos 9 53 aristas, sea vi un nodo terminél de  G5. 'éea
’B;=E—{v1}, Gi tiene k vértices y k—1 aristas por lo que Gi HD ‘tiené:
;ﬁi¢ios, esto a su vez implica gque G=6BiU{vail no tiene ciclos.

#

" Definicion 1.14.  Un . bosque es una grafica sin - ciclos '(hﬁ
netesariamenfe ¢Dnema), un S bol generador es uné subgrafica generadora
1a‘cual ‘es arbpl y un bosque generador de 6 es la unién de - érbéleé

generadores de sus componentes conexas.
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coUna red de television - desea ordenar  canales de video @ a @ wvarias'

iuwdades, cada canal (i,j) tienen un costo cis éCOmo .construir lared a. -

“un costo total mirnimo?




Se dee observar que la solucién de este problema es un arbol y' qué:
la matri=z asociadé al arbol tiene nueve vectores columna linealmeﬁté:
indepéndientes, vy si se afade alguno de los vectores canénitos  55‘
,ébmpleta wna base‘para R, En general un arbol con n - nodos 'tiené'

asociada una matriz de n—1 vectores columna linealmente independientes

“ 'y al ‘afadir un vector candnico se completa 1la

base para R™, en: Ya-

Lgré&fica se representa por un arco unido a la misma en un solo nodo.:

’;Esta,nﬁeva.arista se llama raiz y el arbol se denomina arbol enraigadd;




CAPI TULO II

EL. ARBOL DE EXPANSION MINIMA

}Unor de los problemas de graficas que se considerav totalmente o
.rlf}'efsuelto es el denominado Arbol de Expansién Minima, y consiste en la.
.lgeg;ex;;ﬁiﬁacién de una subgrafica que conecte a ﬂodos' los nodos de la } S
g}afica eriginal y cuya suma de "pesos” asociados con los arcos: séa : :,'f' i
.‘ ’Vri;i‘nima..' ‘EI :problema resulta en una variedad de problemas de i ngenieria
v :.d'e ‘comunicacidn y, quizAs, es mas popular como subpr;obl ema de otros

'.,;Sroblemas de graficas, la eficiencia con que se resuelve:>est‘,e

problema lo hace atractivo. En este capitulo se motiva, analiza Y
 describen los métodos de solucidén del A&rbol de expansién minima y.

- algunas de sus extensiones.

El capitulo se. desarrolla come sigue: En la primera sei:cién se

. define el problema mientras que los métodos de solucidn, PRIM: y

‘_TAEJAN. Y extensicnes se tratan en la éegundal y tercera secciones.

Az



“U’exﬁansibn minima de 6, 1 cuwal tiene por objeto

B 2}1_DesCripcién del Froblema del Arbol de Expansidn  MIinima (AEM) .

Sea G=(V,E) una gréfica no dirigida, simple y conectada y sea € una

- funcion que asocia a cada elemento de E un numere real [~ (costo,

o distancia, tiempo, etc.). El problema consiste en determinar el arbol

‘T=(V,E') con E'cE, y tal que la funcidn de costo

C(T)Y= ECA.J

{va ,vi)IEBE"’

sea minima.

‘.. Es conveniente mencionar que el problema planteado resulta en una

L dnidad de problemas reales. Un ejemplo se tiene a continuacioén.

EJEMPLO 1
.L“EL PRDELEMQ DE L8 TELEFONOS.
'Cqﬁsidérese una grafica simple Y Nno dirigiﬁa, en la qué cada‘véfﬁiﬁg
éﬁrésenta}una persona -y cada arista (vi,vs) indica gue V; 'aeﬁé
 cbﬁunicéFse éan vy Yy viceversa. Se ﬁeqhiere gue un meﬁsaje’confidéhﬁiél
T sea circulado entre las n

personas  de tal manera  qgque minimize l1a

probabilidad de gque una persona ajena al . grupo se entere. Fara cada

‘transmisién de un mensaje desde Vi a vy existe una probabilidad paa 'ge”
cquer el mensaje sea interceptado por wna persona fuera de la red.‘xDeédé‘

luego las trayectofias de la transmisidn del mensaje forman Qn érbdlﬂdé'

minimizar la funcidn

S ga= 1- (i~ps+3), daonde el producto

se considera sobre @ todas las

aristas de BG. Esta funcion es simultaneamente creciente y  simétrica

‘respecto a pis, entonces el  arbol de expansion se  determina al

cansiderar pis COMO C4 g.-
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Se considera que la grafica representa la problem&tica para n=5.

fig. 2.1

Se desea determinar el arbol  de expahsién minima. Una  forma - de

hééerlb es definir todos los A&rboles ‘y seleccionar alguno . de costo.

~minimo.




=2t el nUmero de personas aumenta, el numero de posibles ligas crece
y entonces distinguir todos los arboles es complicado, una alterpativa
para resolver el problema es por medio de algoritmos generales de

gréficas, sin embargo se han desarrollado algoritmos especializados en

 1§ teoria de graficas que prmiten obtener la sclucién m&s rdapido. El

‘resultado en el que se basan dichos algoritmos es el siguiente.

Teoréﬁa 2.1. Sea {(U;,T;),(Ungm)a-u-q(UHsTm)} el bosque genefadDE:f.
de 'V, y sea. (u,v) la arista mas corta de todas las que contiernen  un
isoiﬁ_ﬁqdo ta . Entonces; entre todos los arbeoles generadores antehiendo
':él_conjunto de aristasrT¥UTJ, existe uno que es Dptimb Yy contiene - a
 (u3Q). o

Demostracion

_Se»supone‘que existe un a&rbol generador (V,F) tal que TcF vy v(u,vSéé_:
el euai eé magkcorto que todos los érpDIES generadores que cant}éneﬁ ai’
lf¢w81 5é aﬁéde (uy,v) a F se forma un Gnico ciclo que contiene nodos qué

Tno- pertenecen a Ua pues al menos existe vEBU,. Comb consecuencia eniste

una -arista (W, Vv IEF tal gue w'BV=Us y vBU.. For hipétesis 1la aristél.
SR TPV S es menor que (W' yv ) v ademds (U ,v IET. Asi se  forma . un nuevo

Arbol (Q,F') con F‘U{(Q,v)}—{(u‘,v')} que contiene a T y- a (uyv) 'con(

costo menor o© igual que el costo de (VyF) lo cual  contradice  .la.

'suposicién inicial. For leo tanto si (V,F)‘es optimo debe contgnef'a Sla.

Jarista (u,vy.o




Métodos de solucidn para el prDblEma del AEM.
' 2.2.1 Método FRIM

Fropbdsito

?"'Determinar el arbol de expansion minima para una grafica G=(V,E).

Es necesario partir del conjunto V, y para cada vBV  es hecesarib‘j

Tconocer . el conjunto de aristas que inciden en el, asi ‘como'_dét
i jbérémetro d;,‘asignadm a cada arista (vai,vs). En uﬁ principio se define .
fei éonjuntoru={vi},y en forma recursiva se afade el vértice de 13 
:arista mas corta unida a un veértice interior de U hasta que U=V. Esﬁpfx

permite obtener el arbol de expansion minima.

Descripcién del Algoritmo FRIM.
EEGIN

{vaX, T:=0j

FOR ALL vBY={va} DO closest(v)i=vaj

"WHILE U=V DO

BEGIN

minz=eo;

FOR ALL vEV-U DO
IF  d(v,closest (v))<min  THEN. min:=d(v,closest(v)), .
Ur=Uuinextl, Ti=Tu{(next,closest (next)) s

FOR ALL vEv—U DO

IF d(v,closést(v))}d(v,heﬁt)ﬂTHENilesesf(vj




Teorema 2.2. El algoritmo FRIM resuelve correctamente el prdbléaé

del arbol de expansion minima en un esfuerzo computacional del orden de‘

D(#V=) .

Demostracidn
l.a convergencia del algoritmo se demuestra por induccidn  sobre  la“
‘cardinalidad del conjunto U, se hace notar gue siempre existe un arbol -

_de éxpansién minima de 6 que contiene a T=UT,.

‘81 U=<{1} T=0 se cumple el teorema. éUpDngaSE' gue el teoreha ‘es-

’valido para algun valor j de 1la cardinalidad de V (1<=j<=#V).

.Si (U, T) es el arbol gque contiene al bosqgue {(Ui,Tl),..;,(UM,fM)} Y
‘tal que U.=U.y :=#V—#U;1 Y T==T==...=Tw=@, por el teorema 1.1 ehtré f
fpdos 1os‘érboles que contienen a T existe uno que contiene a 1a ari5té;
3 més‘corta que empieza en U.=U y es exactamente la gue se uﬂe é T en' éi

préximo estado a j, @s decir cuando la cardinalidad de U es j+1.

L El nmumero de estados por los que pasa el algoritﬁo es #V—-1 Y una-
arista se agrega en cada esfadm, por lo que el algoritmo‘con?erQe en:uhi

nuamero finito de pasos.

El iﬁicio se lleva a cabo en un  esfuerzo del -orden 'D(#V)  y-- 1
vbusqueda del arreélo next requiere del mismo esfuefzo; Finalméhté f1
.élmatena el arrégln gldsest con un esfuerzo del _Drdeﬁ D(#V;.' Pp}u;
:itéhtp ei esfuerzo .0 (#Y=2) =e realiza al encontrar:-la splucioh;ﬂ




EJEMPLO 3.

Se desea obtener el AEM.

;SiQQieth el élgofitmoi'
SL1,2,T,8,5,6,7,8,9,10,113
iteracion 1. ‘
Sea Ua=11> y T=0@

Fara toda vEV—1

® (v)=1, U#Y entonces

Fara toda vEV-U
div,1)=2<o entonces min=2, préx=2~ e " ";'= 
L U=€1,23 y T=(1,2)3

,Féfa.todé vEv-U

a
~
i
8]

d(3,i)>d13,2 entonces ¥

(s, 1) d (5,2) o 2 A5) =2
Crde 1) (6,2 wo 3 (H) =2

para el resto dti,1)=d¢i,=2)
iitera:ién 2
o U={1,2;8} T=4(1,2), (8,1

2T
preaph:]




iteracién 10

Us{1,2,3,...,113  T=€(1,2), (8,1), (9,8, (5,9, (6,20, (7,6), .
(Z,7), C4,3), (11,7, (10,11)3. '

de donde C(T)=R26 .

. En algunas. situaciones practicas aplicar este algoritmo - resulta

ineficiehte va que si el numero de arcos es mayor gque Cm el nﬁmerD'Ade_T
~operaciongs para determinar la solucidn optima es del orden de o(H#y=) [

“Para ello TARJAN desarrolld un algoritmo cuyo esfuerzo computacional es

Todell orden de O(#Elog#V) vy se cbserva gue #V(#V—l)/z*lcg#v_dé» dondév_ée;

deduce que el esfuerzo es menor.
202.2 Método TARJAM.
CFPropoésito

 Determinér el AEM de una gr&fica E=(V,E).

Se:requiere del conjunto de vertices vy aristas, y para cadé -(u,V)EE“

'ei paréﬁetrd dlu,v). La idea Ffundamental del algotitmob TARJAN  é$£a

basada en el teorema 2.1, esto se debe a que en- cada diteracidn se
forman componenteés conectadas Si,8=,...,5« ;Y en . el siguienteyﬁestadb
las une por medio de las aristas mas cortas, hatiendo_ que’’ 5} 'érb'

~erezca- en todas direcciones.




Descripcidon del algoritmo TARJAN.

 BEGIN
| T$=m, Cr=L(va),unn,(vad s
iiQH;LE‘#C #1 DO |
| - BEGIN

_FDR'ALL (U, vIBE DO

| BEGIN | : -
Cosean Si;SJ conjuntos conteniendo a Uy v respectivameﬁté;

- IF. i#j THENS

BEGIN
IF d(u,v)<min(i) THEN min{i):=d(u,v), shortest(i):=(u;v);£
IF d(u,v)<min{(3j) THEN min{(j):=d(u,v), shortmst(j):=(u,v);‘_.ﬁ:

END '

END
" FDR ALL S,EBC DO T:=TU{shartest(j)};
“END

" END

La convergencia del algoritmo se establece en el siguiente teorema




Teorema 2.3%. El algoritmo TARJAN erncuentra correctamente el AEM paré;b

una grafica G6=(V,E) en un esfuerzo computacional del orden  de

O(#E1 og#V) .

Demostraci dn:

La convergencia del algoritmo se sigue del teorema 2.1, - va: que . al-
afadir a T la arista mas corta con - un ., nodo de (V,T) se .garantiza
obterner un arbel de expansidan minima. Se afirma que no se crean ciclos,’
o y ‘ vt B

ya que al unir dos componentes aciclicas S.,5s por medio de una arista-

(u,v) se forma una componente S. aciclica.

Si cada ejecucion del ciclo WHILE denota un estado, que consiste del”
‘calcul o del arreglo shortest y de las componentes conenctadas de (V,T).ﬂ
vl C 1 T
L FPara los nodos se produce un arreglo component, en un esfuerzo O0#HY. ),

. ‘gue contiene el nombre de la compenente a la cual pertenece . y. con “la

fayuda de este arreglo se puede determinar el arreglo ‘shortest en. un

Cesfuerzo O(#V) .

For otro lado si K es el ndmero de estados, el numero de‘cbmpdnentes
fconectadas de (V,T) esta dividido por al menos dos en cada estado;'tya

queﬁcada componente esta formada por  dos  componentes del estédd

‘H‘anterinr, que fueron unidas via una arista del arreglo‘shortest.rEn: el
p?imer estado k=#V y k es dividido por dos o mas en cada  estado  hasta
Jqueiﬂ es urno. Entonces puede haber a 1o mas ;Dg#v estados en e

algoritmo. For lo tante el ndmero de operaciones es del’ ord

O(#E1og#V) .
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Con 1a misma Qréfica del ejemplo anterior encontrar = el AEM  por

medio del algoritmo TARJAN.

T=0 C={1,2,...113 S,={i3 di=1,...11
iteracion 1

TT=LAVa Vi) 3 (Va g Ve) 3 Vi, Va) 3 (Ve , V) , (Va,Va 1) s (Vg V) 3 (Va,Vr) 5 (Vaoyviadd o

B1F{ViyVa,Val Sz={Vo,Vel S=={VmysVa,VayVrsVioysVaiil

. C={Sj ,S=,5=7

Jiteracidn 2
T=Tu {(Va ,Ve) 3 (V:a_,Vé.)}

S=84LU{(Va,ve) IUS1U{(Ve,Ve) 3 US




2.3 Extensiones
2.%3.1 El Froblema del Arbol de Feso Maximo (AFPM).
la

En la seccidn anterior se desarrollan técnicas para determinar

solucidon del problema del AEM. A continuacidn se plantea,un‘ pfoblemé

Calternativo llamado arbol de peso méaximao.

Dada una grafica G=(V,E) y un pardametro de peso w.,»=0 asociado a
“cada arista (Vi 4 V3)BE e desea encontrar un arbol T tal gque el pesd>-

w(T) asociado al arbol sea mauimo.

Flesulta interesante verificar que la determinacion del AEﬁ "y odel

AFM tienen una estrecha relacidn. Considérese una graficé G=(V,E) vy ﬂ"
un peso w>=0 asociado a cada arista (Vi ,va)BE; si se define la
distancia d(vi,vs)=bl-wiy, dande W=maudw, 2, al aplicar el algoritmo

: ' - . SRR
FRIM se selecciona en cada iteracion la arista de distancia minima,’

. que es equivalente a seleccicnar la arista de peso maximo. . en el

vproblemé del AFM. For tanto si T es el arbol asociado a G es ,pnsibléf

- Felacionar directamente w(T) Y d (T mediante la 3ﬁF95i°n;

w(T)=(#V—1fw~d(T). Esto conduce a enunciar los siguientes resultaddé.

‘Proposicion 2.1. El arbol de peso maximo de 6 bajo el peso  w,  es;H

“launidn de lbsvérboles.de expansidn minima bajo d, donde d eéy{lé’

distancia definida anteriormente.




Teorema 2.4. Sea {(Uai,Ta) ..., (U,T)I un bosque generador de V 'y

sea (uyv) un arco que sale de U, y que tierme peso mé&ximo. Entonces de

entre todos los arboles que estin contenidos en T=UT, existe uno qué'

es dptimo yv que contiene a (u,v).

Demostracion

Es anéioga a la demostracion del teorema 2.1.

4:.372 El Froblema de Steiner
Un problema intimameﬁte relacionadé con el problema’ﬁel‘AEM; "Eéfﬁ_”
‘mucho mas dificil es el de Steiner en graficas. En  este ﬁroblémabiéij
érbol T debe generar un éubconjunto F de V. Los otres verticen en V—F
pueden ser generados o no por T. El praoblema  en una gréficé consiste
"én dete;minar el Arbol de enpgnsidn minima de éua]qgier 5ngfé¥ica.

L Ba={(Vu,E) de B con FcVwcV.

E1 problema de Steiner fue propuesto oridinalmente en"geométria:'"
:asig dado un conjunto F de puntos sobre el ' plano Euclidianb*

';ohEctados por lineas,se desea encontrar la coneccidn entre fodos ldszri
- Lpuntos ae tal manera que la longitud total de las lineas sea miﬁima;
) No'sé pérmite qué dos lineas se encuentren donde Quiera'excepto eh}»é1~;i
conjunto P .de puntos, enténces el problema es enconfrar el AEM de”Qna_f

agrafica equivalente de #F vértices, y el pardmetro asociado a cada

arco.-son las distancias entre los puntos del conjunto F. Sin ,ehbafépiu
cuando otros vertices artificiales son afadidos (Pf),.llamadés’pﬁnﬁosf
de Steiner, la longitud del AEM (ékbol de Steinér)’ aénqiaqé'fél

conjunto resultante F'cP es de longitud menor gue el original:. .




El problema de Steiner sobre el plano Euclidiano fue estudiado vy
. muchas propiedades del arbol de Steiner son bastante conocidas,

algunas de ellas son:

>a) Fara un punto de steiner el grado es tres. Esto se demuestra al
<Ednsiderér que el angulo entre las aristas incidentes en los puﬁtns
j&ebén de‘ser de 120 vy entonces exactamente tres aristas inciden. en
‘,ius1puntos de Steiner. Estos puntos son ademds los circuncentros de
it?ianguios imaginarios formados por ios tres Vértices'de las aristas
';bqge £nciden, se observa que estos puntos pueden sér a su - ves puntoé

vde Steiner.

b) Fara un vértice p.EF el d(p.)<=3. 8i d(p.)=F entonces el éngulo
2ntre cualesquier par de aristas dé Ps @5 1207, si dipds)=2 el angulo

‘
es mayor de 1209,
T‘b{=k{=n—2, donde n es el mamero de puntos en el plano.
’A pesar de la atencidn de que fue objeto este pfcblema, solo para.-

:aquellos donde el namero de puntos es muy peguefo (alrededor de 10‘;

puntos?) se ha resuelto en forma dptima, pof medio de los algoritmqgf

mencionados en las secciones anteriores. Fara problemas en donde = #F’
es muy grandes no funcionan por lo gue se considera no  resuelto el

‘prbb;éma de Steiner.

—Z0-

€) El numero .de puntos de Steiner en el 4rbol ascciado es o




2.3.% Ejemplo de Aplicacion.

Considere el problema de los telefonos con 12 personas - Yy la red

asociada como sigue:

fig. 2.6

Se_desea obtener la solucion mediante los programas basados‘éh‘lds-i

AIQDfitmos Frim y Tarjan.




arbol de expansion minima es ¢
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CAPFPITULO I11°

EL FROELEMA DEL AFAREAMIENTO MAXIMO

>‘Un problema basico de la optimizacion discreta es el denominado;‘
:pﬁoblema de apareamiento maximo cuya estructura conceptggl es seﬁcilla,i{
ipefb determinar su solucidn es complicado. Un aspecto e;encial de 'eéte
_pfdblema es que siendo un problema  combinatorio se puede reSolver:
thiliiéndo métodos de graficas. Esta observacién hace chjeturar"qué
'gmisten propiedades en este problema que son geheralizables &Dmai

veremos en el capitulo cinco, dicho problema tiene relacidn con algunos

faapectos de matroides. En este capitlo se describe este problema, sin

enbargo se analiza el caso de graficas bipartitas y su correpondiente

T solucidn.
o \

Este capito se desarrolla como sigue: En la primera sececidn se

"@n la seqgqunda seccidn, y en las otras dos secciones se analiza el . caso
de grafias bipartitas y su  correspondiente solucidn. Se - incluyen
‘ejemplos que se resuelven con los programas de computadora descritos en

' 91:apéndice.

T

RO PRt

 desCribe,e1 problema de apareamiento en cualquier grafica, su analisis -




‘,3.1 Descripcion del Froblema

Definicion =.1. Dada una grafica simple G=(V,E), se dice que elb

conjunto EccE es un apareamiento en 6 si no existen dos aristas de  Ee-

i adyacentes entre si.

-Se. observa que si Eo es un apareamiento Yy EaCEm, entonces " Ei es..wan

‘apareamiento.

i - Definicion E.2. Un vértice v es saturado por un apareamiento Eo @ si

‘alguna arista de Eo es unida a v , vy S(Eo) denota el conjunto de’
“vértices saturados. Los nodos que no son incididos por © ninguna arisﬁa
 de Eo. se llaman expuestos. Un apareamiento gue satura todos los

vértices de G es llamado perfecto.

. .
EJEMFLO 1

Cohsidéreée la grafica de 1la fig. .1 cuyo apareamiento: es.

Eo={{(va,vm) , {Va, V), (Ve,Va) , (Ve ,via) ¥

del

- Definicion  F.3. Dada uma gratica G=(V,E)' el prcblema
T;apéfeamiento ma&ximo (FAM) consiste en determinar - un apéreamiéhtdihdé

makima cardinalidad. Es claro que un apareamiento perfecto es maximo.
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EL FROBLEMA DEL AJEDREZ TRUNCADO

Considérese un tablero de ajedrer que tiene truncados los extremos
derecho inferior e izquierdo superior (fig. T.2.a). -Se tienen 31
“fichas, cada wna cubriendo dos cuadros adyacentes del tablero. & Es

ﬂpdsible cubrir 62 cuadros con 31 fichas?. Este problema es equivalente

a. encontrar el apareamiento maximo en una grafica cuyos vértices

yicorresponden a los cuadros del tablero (fig. ZI.2.b), y se dice que dos

~nNodos 'son adyacentes si representan cuadros adyacentes.

- : 7H~;

fig. Z.Z.a fig. 3.2.b

 ~F6E‘ia forma en que se han  eliminado los cuadros deil fabiéfD fé1
;hﬁmEFD,de cuadros neqgros vy blancos no es el mismo, difieren,‘eh, a0§;
-idébiéo a esto no existe un apareamienﬁo perfecto,sih  emﬁargoy ééqé:
Larfeglo de fichas cubre el mismo numero de cuadrés‘negrbs y blancos, Se't:

‘observa que en el tablero completo se tienen el mismo numero de cuadros

nmegros vy blancos por lo que el numero de fichas necesarias para: cubfiﬁ

“"los. cuadros no es. facil de calcular. Esto se debe a que. se consideran

todas las posibles combipaciones de aparear los cuadros. @ En . problemas

‘de este tipo es mecesario recurrir a‘'la teoria de. apareamiento 'y ‘los

ralgoritmos desarrollados =2n este marco.




3.2 Analisis del problema de apareamiento maximo.

En esta seccidn se analizan los resultados bisicos de la teoria en

cuestiodn.

Definicion 3.4. Una cadena F={V,y,Va,...,vw) cuyas aristas pertenecen

'aiternétiyamente a Eeo v E—Eo se llama cadena' alternante. Una cadena

‘alterrmante entre un par de vértices expuestos se denomina aumentante.

EJEMFLO 3

CDnsiaéresé 1a-gré+ica del‘ejemplo 1‘(fig. L1y

F=EVa ,Vm, Vs Va Vo Ve s Ve Ve Viold 5 una cadena aumentante.

lLema Z.1. Sea GE(V,E) una grafica simple y no dirigida, sean E¢‘y Ex
dos'apareémientos de G. Considérese la grafica parcial .G‘=(V,E¢6E;5,
:éntaneé'cada‘componente conectada de G’ es de alguno de estos tipos:

a) Un vértice aislado.

b) Ciclos elementales de longitud par cﬁyas aristas estéh‘
élternativamente én Eo ¥ Ex.

"c) Cadenas alternantes cuyas aristas estan alternativamente enanl Y:

';E}’ ioé nqdos inicial vy final devla cadena son aﬁbos no saﬁurédos 1én:,

S uno de los apareamientos.




Demostracion

 8pa vBV entonces:

Casp 1. 8i VEBS(Eo—E.) y VBS(Ei—-Es), Vv &5 un nodo aislado.

fCasa 2. 81 VES(Eo—E.) y VES(Es~-Es), entorces v es el stremo de

Lralguna arista en Eo~Ea y ninguna otra arista de Eg-E, es unida a v,

Tque Eo e un apareamiento: y ninguna arista de Ei.—Fe s unida a V. Se

ﬂia¥irma que VvES(E,), pues si vES(E,) alguna arista de E., es unida a v y

Y entonces VES(E.~Ex?), 10 cual es falso. De donde VES(E.) y  por tanto

Clexiste uha Yinica arista en Eo—E. unida a v.

Caso Z. Si VvES(Ei—Ea) y VES(Es—E.) por el caso 2. existe una Jdnica

arista de (Ei-Eg) ¥y una Gnica arista de (Eo—Ei) unida a v.
‘

Fuesto gue los tres casos son exhaustivos el maximo grado de la

"Qréfi:a parcial 6’ es dos. For 1o gue las cumpﬁentes conenctadas de. &'

- debe ser de alguno de los tipos descritos.

T Como  consecuencia del lema  anterior es posible establecer el
resultado bi&sico gue caracteriza & un apareamiento maximo vy  sirve -de .

‘base para establecer los métodos de solucidn.




Teorema 3I.1. Un apareamiento Eo €5 mawimo si v so0lo =i no existen

T cadenas aumentantes.

Demostraci on
i Eo es un apareamiento maximo para el cual wiste una cadena

Jaumentante, al intercambiar las aristas de Ee por las gue estan en

"f(E_Eo)-se obtiene un . nuevo apareamiento Ei tal gue #E,=#Ee+1 por lo.gue

Eo no es maximo.

g:éupdnéase que para el apareamiento - Ego no Histen .cadenas
%aumentantes. Sea Ei un apareamiento maximo, entonces Ei  satisface ia
‘:condicién anterior vy asi #(E¢~El}=#<E1~Emi entonces  las éadeﬁéé
 §1£efnahtes derla grafica parcial B; definida como en el lema, Son dé
;bngitud par y por tanto #Eo=#Ei, de donde el apareamiento éS maximo.

]
#

b

.3 Apareamiento en Graficas Ripartitas

-

»Tedrema Z3.2 (Honing) . Fara una grafica bipartita B=(U;V;E) el mé%ihdb

Tnumero de aristas en un apareamiento es igual a min{H(V-QA)+HFE~L (A) T,

Demcstfacién
Considérese la grafica asociada a un  problema de tﬁanéﬁpftéa_tdﬁz

s vértices UuwV y nodos fuente y sumidero s yl t respéctivameﬁﬁe,:;dégé

elemento w,EU es unido a la fuente s por un arco (s,uy) com  capacidad

‘uno ¥y el vodo sumidero t es unido a cada nodo v38Y por un arco o Avaat)

ode capacidad uwno. For dltimo cada nodo us es unido &l nodo v3_ pof_'

arco (W g Vi) de capacidad-uno si. ViEBF (ua) (fig._olz),f




Fara un conjunto Agu la demanda tdtal de A es #HA. El maximo flujo

que pqede serr enviado a A es igual a #F(A), asi un flujo en la grafica
.define'un apareamiento. Se dice gue uw, esta apareado con v si la
"iﬂhidad de flujo pasa atraves del arco (Ua,vs), inversamente cada

apareamiento define un flujo.

fig. T.3

. ‘ : )
+.Al replantear el FAM como uwuno de flujo, se desea determinar el

>x m§xiijf1QjD entre s y t. For el teorema A.1

Méx #Eo= #U-min (HF (A)—#A

C=mIn {# (U-A) HHF(A) Y

o Definicion 3.5. 8i uma grafica bipartita 6=(UJ,V,E) tieme = un

- apareamiento que satura a todos los vértices de U se dice que U puede
"JSef'apareadD hacia el interior de V. Si este aparéémientof tambieén

“satura todos los nodos de V se dice que U puede ser apareado sobre V.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema 3.2..




Teorema 3.3, En una grafica bipartita 6G=(U,V,E), U puede ser

apareado hacia el interior de V si y solo si #F—®{(A) >=AQ (Ac\)

Demostracidn

For el teorema anterior U pusde ser apareado con Vo =i y solo si

CiHUEmaAR #EoEmE 0 O (U-A) +HE T (A) 3

equivalente a mInd#F—* (A) ~$AI=0
o bien _ » #E—2 (A) ~HA =0
por tanta - HE—1 (0) >=#HA

3.4 Algoritme para determinar el Maximo Apareamiento  en Graficas
 Bipartitas

‘Fropdsito. Determinar el maximo apareamiento.
‘

-

©UEl algoritmo esta basado es  los teoremas .2 0y F.l, es decir, o7

resuelve el problema como uno de  maximo flujo Y determina - cadenas
Caumentantes sobre graficas auxiliares gue construye. £l algoritmo

ﬂ_requiere como datos la grafica bipartita GB=(U,V,E).

| pescripcién del algoritmo

. BEGIN

O FOR ALL vEBVuU DD mate(v):=0
BEGIN
CFOR ALL vEV DD exposed({v) =03

=0

FOR ALL (u,Vv)EE DO
' IF mate(w)=0 THEN exposed(v):i=u ELSE

IF mate (W) #v THEN A:=Aulv,mate u)) s

o—ga=



A: =@ DO
FOR ALL vBV DO IF mate(v)=0 THEN G:=0uivi, label (v):=0;

WHILE G@#@ DO

BEGIN
Sea v un nodo en (3
@limine v de Q3
IF exposed(v)*0 THEN augmeht(v), go tokgtage;

FOR ALL v’ no stiguetado tal que (v,v')EA DO

label (v ):=v, B:=0uiv’d;
END
- END
END
FROCEDURE

~IF label (v)=0 THEN mate(v):=exposed(v), mate( exposed(v)):i=v;

ELSE BEGIN

 VerDSed(label(v)):=mate(v);
mate (v) :=exposed(v) ;
augment (label (v))

- END

'._.;41_




Teorema Z.4. El algoritmo resuelve correctamente el problema de

Capareamiento para graficas bipartitas G=(U,V,E) en un esfuerzo

computacional del orden de O(min (#U,#V)H#E.

Demostracidn
El algoritmo termina cuando no bhay trayectorias en las graficas
rauxiliares de un nodo expuesto de V a un nodo no etiquetado. por la

‘construccidn de las graficas auxiliares no hay trayectorias aumentantes

‘,en‘G respecto al apareamiento y por el teorema 2.1 este es Optimo.

Se observa que el apareamiento en 6 no puede ser mayor que el
min(H#U,#VI, vya que cada trayectoria aumentante agrega en uno el

apareamiento de donde se - tiene oun esfuerzo computacional del orden

de min(#U,#V). La construccidn de la grafica auxiliar y al cdlculo del
L . '

arreglo exposed requiere de un esfuerzo del orden de 0OGHE), esto  se
debe a que tiene #E aristas. Las trayectorias en las graficas .

auxiliares SON dadas en . oun esfuerzo O (RA)=0(HE) , finalmente el i

”gépareamiento requiere de un esfierzo . O0(#HV). For tanto se sigue el

Ttrtapremas

L —gR=




CAFITULDO v

GRAFICAS Y MATROIDES

lLas propiedades matematicas que presentan los conjuntos de vectores
linealmente independientes en  un espacio  son semejantes a las
. propiedades de los drboles y de sus subgrdficas. Este hecho ha 1lamado

la atencidn de algurnos matemdticos y los motivd a construir una teoria

que resumiera tales propiedades y sirviera de base para el estudio vy

solucidn de otros problemas matematicos, esta teoria corresponde a las

matroides. El propopisito de este capituleo es describir la relacidn que

eriste entre graficas y matroides, asi como unificar algunos de los

resultados que existen sobre métodos de solucidn de matroides aplicados

a graficas, especificamente el problema del &rbol de expansidn minima

CAEM) .« !

"'Esté capitulo =€ desarrolla como sigue: En la primera seccion se
“'déacfiben aspectos basicos de matreoides, la relacidn de matroidaé cbﬁk
fgraficas'en laisegunda seccidn. La relacidn del métodb de solucidn déi‘
AEM CDH‘El algorifma GLOTON en matroides se describe éh 1a‘ tercéfa Yo

cuarta seccidn.

aa—




4.1 Aspectos basicos de matroides.

Definicion 4.1 Un sistema de subconjuntos $=(E,I) consiste de

un

conjunto finito E v una familia I de subconjuntos de E cerrada bajo la

inclusidn. A los elementos de I se les llama indeperndientes, y al resto

 dependientes. ) ‘

CEJEMFLO 1
Siea E el conjunto de columnas de la matriz A de orden nxm, y sea I

la coleccidn de columnas linealmente independientes de A. Entonces

=(E,I) es un sistema de subconjuntos.

EJEMFLO 2
Sea G=(V,E) una grafica no dirigida y T={(V+,E+) un subdrbol de 6,

: ‘
entonces S=(E,M) es unsistema de subconjuntos donde M es la coleccidén

devsubérbﬂlea.

ELJEMFLO =

Gea B=(V,E) una grafica como en el ejemplo  anterior, sea M - una

f. cD1ecciéh de wvértices apareados en G entormces S=(E,M) es un sitema de. .

subconjuntos.

A partir de la definicidn anterior es posible establecer el concepto

de matroide que es de suma importancia en el presente trabajo.




Definicion 4.2. Una matroide M=(E,I) es un sistema de subconjurntos

tales que:

a) I#)

)81 Ty Ipnaa pertenecen a la familia I, confeniendo p Y p+1
elemnentos respectivamente, entonces existe un elemento eEIp;l»Iw tal

s gue Ip+e pertenece a I.

EJEMFLO 4

Considere el sistema de subconjuntos S=(E,I) del ejemplo 1, entonces
si Ip,Ip+:s son conjuntos de vectores linealmente independientes con p vy
p+1 elementos (pim) es claro que existe un vector eCGlaws—I, tal que

In+e es wun conjunto de vectores linealmente independientes.

Teorema 4.1. Sea M=(E,I) un sistema de subconjuntos, entorices 1los

'
siguientes postulados son equivalentes:
&) M es matroide

1)y Si A es un subconjunto de E e I,I° son subconjuntos maximales -

‘independientes de A, entonces HI=#I1'.

Demostraci dn

Si M es matroide e 1,1’ son subconjuntos maximales independeientrs

tales que #I<#I', entonces existe un subconjunto I de I tal cue
#I° '=#1-1. Ahora se aplica la definicidn de matroide a los subconjuntos
I°°,15 entonces existe un elemento eEI° '—I tal que I+e€l , lo cque

contradice la condicidn de maximal del conjunto I. For tanto #I=#I1".

—45—




En forma inversa, sean Iy Tmwa subconjuntos de I con p vy  pt+i1

elementos respectivamente; sea A= I,Uls+a1, entonces para AcE wisten

csubconjuntos maximales I,I° de A en I, y ademds existe eBlper—~I, tal

que I.+e pertenece a I, por tanto M es matroide.

El teorema anterior permite identificar una matroide sin recurrir

directamente a la definicion .

De%inicion'4.3. Sea M=(E,I) una matroide y AcE el rangov de A,

‘denotado por R(A), es la cardinalidad de los subconjuntos maximales

contenidos en A.

En el ejemplo 1 el rango de la matriz. A es el maximo numero de’

. ‘ . . .
vectores columna linealmente independientes: y en el ejemplo. 2 los

Arboles para una grafica con n nodos tiemen n—1 arcos. For un lado se

sabe gue el rango de una matris 4 los &rboles tiemen una @ estrecha:

"Eelacién con algunos conceptos como el de base, . dependencia’ e
!inﬁependencia lineal lo que permite intuir que algunos conceptos deil»
a}gebra lineal pueden ser extendidos a la teoria de matroides. For btrdg‘

lado como consecuencia del teorema 4.1 el rango de los subconjuntos de.

:,E,estavbien definido lo que permite definir los conjuntos maximales.

‘independientes como bases.

Asi como en el algebra lineal xvisten teoremas para caracterizar las’

bases, también existe umo con el mismo fin en la Teo. de Matroides.: .




Teorema 4.2. Sea B el conjunto de bases de una matroide entonces

a) B#) y ningun conjunto de B contiene a otro propiamente.
b) 8i EBEi.,EB=GR y e, es cualquier elemento de R,, entonces existe un

elemento e de Ha tal gque Bi-e)texGR.

Demostracidn

£l postulado a) es inmediato. Sea pri=#B,=#R., entonces #(By—e,)=p de

‘la definicidn de matroide existe exE@R. tal que B,—ei+enEE.

En el caso de una grafica con n nodos si Ta y T= =on arholes

diferentes, y &1 s una arista arbitraria en Ti, entonces existe una

arista e=E6T= que al ser afadida a T, forma un unico ciclo ( teo. 1.2)

TCoOn 21, pero al ser eliminsda e. de Ti+e= desaparece el ciclo .
[
~formandose asi un nuevo arbol. Se observa que este teorema establece

los cambios de base lo cual es caomiin en los algoritmos b&sicos deii,

programacidén lineal.

Dabe sefalar gque una matroide M esta completamente definida  por  la
:¢§?eccibn B de sus bases, es decir, dada B la familia I. puede  ser’

'expresada como I={I:IcEB para alguna REBX.

Otro concepto relacionado con el algebra lineal y. graficas es el '

5siguiente:

Definicion 4.4. Sea M=(E,I) un amatroide, si DcE . es tal que D?Iﬁ
-entonces D es llamado dependiente y un conjunto C minimal .dependiente.

“es demnominado circuito.




Un circuito en el ejemplo 1 es un conjunto A de vectores linealmente -
dependiente y tal que al ser eliminado cualquier elemento v de A, el
nuevo conjunto es linealmente independiente; en el ejemplo 2 un

circuito s un ciclo en un grafica.

UIn teorema relacionado con este concepto y muy importante en la teo.

ode matroides es el siguiente.

Teorema 4.%. Sea IGI y eBE. Entonces I+eBl o I+e contiene un  Gnico

eircuito.

Demostracidn

Supdngase que I[+e&l, entonces I es base. Sea C={c: I+e—cEI2,  se

.éfirma que C es un circuito.
‘

S a. C es dependiente. Supdngase que C es independiente entonces CEX,"

‘por lo que C puede s2+ extendidol a una base es decir #C=#I. Asi C=I+e~d"

ixpara alguna dEE (teo. 4.2), pero de la definicidn de £, dEC 1lo cual ‘es.

una contradiccidn .

“b. €C es minimal ya gque Ccl+e y si cBC entonces C-ccl+e—c y como I es

" eerrado bajo la inclusién C-cEI, de donde C es minimal. For tanto C-VES‘;

un cireuwito.

Sea D otro circuito entonces DcC (ya que C es minimal), entonces '

”:existe cEBC-D tal gque Dcl+e-c, pero I+e—-c8l por 1o .gque D "no puede - ser’

L eircuito.

For tanto C es un dnico circuito.’

g




El dltimo concepto que se presenta agui sobire matroides relaciormnado

con algebra lineales el de generador.

Definicion 4.5. Un generador de A {(AcE) es un un conjunto de maxima

7‘jcardinalidad S de A tal que el rango de S es igual al rahgo de A.

En el ejemplo 1 un generador de A es cualqguier subconjunto de maxima’

scardinalidada A'cA que genera el mismo subespacio vectorial gue A.

Teorema 4.4. Cualquier subconjunte A de E tiene un  tnico generador

‘definido como Sp(A)={eEE: R{(A+e)=R(A)>

Demostracidn

' :
Sea £S5 un generador de A, se desea demostrar que S=Sp (A).

Sea 68 y supdngase que R({(A+2)#¥R(A) entonces R(A+e) *R{A)Y; como S .éé
un generador R(S)=R({(A+e) de donde R(S)*R(A), lo cuales falso por lo QUe'

S SeSp(A).

Sea eESp (A) entonces R(a+e)=R({A) asi una hbase de A es una base ,dé"

‘" A+e y por ende del generador de A, Sp(A), por lo tanto R(Sp(AI=R(A).
Fuesto ‘que R{A)=R(5) se tiene que R(Sp(M)I=R(S) y vya que  ScSp(A) =€

:;concluye quevSp(A)=S.

Es claro que si B es una base Sp(R)=E, esto significa . que »uﬁg
'l,matrnide se puede gernerar a partir de una base. Un conjunto A qgue es

rigual a su generador se llama cerrado.

50~




4.2 Relacidn de Matroides y Graficas

"En la seccidn 4.1 para ejemplificar cada uno de los conceptos @ se

oy

1UEilizan basicamente una matriz y una grafica simple (ejemplos 1 y 2

respectivamente) asi mismo para los teoremas. Esto no es casualidad
pues existen dos clases de matroides, llamadas Matric y Graficas, las

‘que estan relacionadas con estos ejemplos. Sin embargo en esta  seccion

‘s0lo se explica la relacidn graficas—matroides en el siguiente teorema.

“Teorema 4.5. Consideérese una grafica simple y no dirigida  G=(V,E).

Sea M=(E,F) un sistema de subconjuntos, donde F es la familia de
subconjuntos de E gue son bosques generadores. Entonces ™M es una

matroide, inversamente una matroide donde [ as un subconjunto de

parejias (Uy,v) y u,v BV v F como se definid anteriormente es la matroide

. 4 £
asociada a una grafica simple no conectada G=(V,E).

Demostracidn

La condicién’é) del tecorema 4.2 es aobvia.

Sea‘A un subconjunto.de E, En la grafica A cohrespénde é una ‘o mas. -
 cbmpDnénte5 conéctadas, para cada una existe una familia de érbbles
‘gqensradores, por lo que existen una familia de’bosqges aeneradores de éf[
que_corre;ponden a las bases, y tienen 1la mismab cardinaiidad ‘Kted. ’f

J'Awl). For tanto M=(E,F) es una matroide.

Ahora si M=(E,F) es una matroide de las caracteristicas_seﬁaladas es:

‘obvio que se genera una grafica simple vy conectada.




-4.3 Matroides y 1 Arbol de Expansidn Minima.
Ahora cabe preguntarse como establecer la realacidn del problema de1 
~AEM en términos de matroides. En IQQar de recurrir directamente ai
'problema se recurre al problema alternativo el &rbol de peso maximo.
‘For el teorema 4.4 se sabe que la grafica 6=(V,E) se puede representarJ
'p&r medio de una matroide M=(E,F), donde F es la familia de  de los
:f505ques generadnres. For un lado un arbol se representa en una matrnideiv
" por medio de una base para el conjunto E. For otro lado el peso maximo.
'dé‘uﬁ'érbol equivale a la asignacidn de un peso y un orden a los

[é]émentoslde E, en consecuencia el problema del AFM equiyale A
:detefmihar una base de maximo peso, elemento a elemento, gque cualquier

. otra base.

Al establecerse lo anterior es deseable encontrar  uwun algoritmo

R i . } o
basado en la teoria de matroides que resuelva correctamente el ~AFM, a .

continuacién se desarrolla la teoria necesaria para esto.

‘,fDe#iniciOn 4.6. Una ponderacidn del ccanHtD E es la asignaciéh .de

hésos-a los elementos de E.

" Cualqguier ponderacidn de los elementos de wun conjunto induce un:
'Qrden lexicografico sobre sus subconjuntos. En particular, si M=(E,I)

. eg una matroide una pornderacién de E  induce un orden lexicografico

sobre los conjuntos independientes de I.




Definicion 4.7. Sean I,={ai1,8=,:2:3am> & Ia={bai,bm,...b~> (m#n), dos
lsubconjuntos independientes, los cuales estan listados en orden
 aecreciente respecto al peso. Entornces I. es mayor lexicogréficamente‘
o que I= si existe alguna k tal que wlag) >=w(b,) para i=1,2,..a, k=1 vy
N(an)>w(bh); en otro caso wlas)=wiby) para i=1,2,.0.0.4M (mrn) . Un
conjunto gque s mayor o igual gque otrd conjunto es 1lamado maximo

-lexicograficamente.
Es claro que un conjunto independiente maximo lexicograficamente es
S una base, y si todos los pesos de los elementos son distintos entre si

esta base es Unica.

Teorema 4.6 (Rado, Edmonds) . Sea I una familia de conjuntos

“independientes de una matroide M=(E,I), entonces
i ‘

a) Para cualguier ponderacidn no negativa de los elementos de E - un
conjunto maximo lexicograficamente tiene peso maximo.

b) 8i M=«(E,I) es un un sistema de subconjuntos para el cual - I#0 ng

que satisface a) es una matroide.

Demostracidn

Supdngase que existe una base B={bi,bmy.. « s> maxima’

“lexicograficamente que no tiene peso maximo. Sea I la familia :de 

Vtonjuntos independientes de una matroide ponderada, Yy sSea

Im{Ra 38z 00 0 3@ otro  comnjunteo independiente cuyos elementos son

‘indexados en orden decreciente respecto al peso (wlas) wlassea)d) , sel

afirma que no existe k tal qgue wibid<wlaw), pues de existir alguna k
esposible definir los siguientesconjuntos independientes
E’kxz{bl,bzz, e - ,b;.:—.:_ >

- ' Tie={@1 18m g nnw s R0
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entonces para alguna i (1<=i<=k) el conjunto
E"={b1 ,b:-_,. - w ,bm—x ,Elsc}

es independiente vy levicograficamente mayor que E, locual es una

cqntradicciéﬁ; Entonces wib.) >=w(a.) para toda ky por tanto B es un

“conjunto maximal independiente de maximo peso.

LU Ahora supongase que M no es matroide, entonces existe AcE y dos

 5chDnjuntb5 méximales I,1° de A en 1 tales que #I<#1'. Fara cada e€E’

sea d>*0 y suficientemente peguefo, entonces se  define el peso - como

sigues

1+d si e€I
Cwle)= 1 si e€pl, -~-1

8] si. eBE—(Iul >

‘ En£6hceé I.eéta‘contenido en un conjunto  maximo lexicdéréficamentE'
%ﬁg;d‘peéo,és-menor'qué el de I'. Es decir, para cualquier pbndéfacibﬁb
”nd  nEgétiva de ‘elementos en E existe un - conjunto ‘ mémihbJ;
:iéxicogréficaménte en I que no tiene peso ﬁANimD. For tanto M ‘es

matroide.

La  demostracién del teorema 4.5 afirma que una base maxima: -
lexicograficamente no solo tiene peso maximo, sino gque la base s mas.

pesada elemento a elemento gue cualquier otro conjunto independiente.

Es decir, si B es una base méxima lexicograficamente e I es qn,conjuntq-

fiﬁdepehdiente el peso del elemento k mas pesado de B es él‘mehcs ‘igugl
a1 elemento k mas pésado de I; esto me cumple. para cualquiér:k;i

T




Ahora se sabe gue para una matroide existe um optimo, en particular
para wuna matroide grafica, y el objetivo es entonces determinario por

medio de un algoritmo basado en la teoria de matroides llamado GLOTON.

4.4 Algoritmo GL.OTON
Fropdsito.
Determinar un conjunto méaximo lexicogrdaficamente en urna matroide

M=(E,I).

El algoritmo selecciona 1los elementos de la matroide en orden
1réspecto al peso, rechazando aguellos gue destruyan la independencia

del conjunto hasta ahora determinado.

Descripcidn del algoritmo GLOTON.

CBEGIN

WHILE E#@ DO
EBEEGIN
Sea . eEE cuyo pesb es maximos

ENTONCES E=E {e}

IF I+e€1 THEN I:=I+e
END

CEND.

Se observa gue el algoritmo FRIM es de este tipo.




EJEMFLO S

“Dada una grafica D=(V,BE)y un peso w(e)¥=0 para cada eBE se puede ﬁ
 en¢ontrar urna base B de A con pesa m wimo, donde E es una base
enen el mismo nodo terminal

eolo si dos arcos de B no ti

Al aplicaf el algoritmo se tiene:

ijteracion 1

E=E-{(4,3)} & 1=L(4,3)3

]

wjiteracién S
a3y, (E,4), (1,2), (2,103 e =£(8,T), (234), (152,

Solucion optima




CAPITULO v
AFAREAMIENTO MAXIMO EN GRAFICAS RIFARTITAS VY MATRDIDES.
En este capitulo se analiza 1a relacidn del problema del
apareamiento maximo con las matroides, este problema se plantea como la
interseccion de dos matroides particidn y los conceptos utilizados en

el FAM se generalizan.

El capitulo contiene dos seccicones unicamente, 'en la primera se

S plantea el FAM y se definen los conceptos necesarios para llegar a los &

‘resultados basicos del apareamiento, estos resultados se  presentan en

la segunda seccidn.

S.1 Grafigas Bipartitas y Matroides

Considérese la grafica bipartita G=(U,V,E) v sea M una familia de

 ;épareamiento5 en G. SI M=(E,M es wna matroide, entonces cualquier

Tl eanjunto maximal independiente es mdximo, =s decir, una base de M es unm

apareamiento de maxima cardinalidad, sin embargo en 1la  fig. S.1  se-

"muestra una grafica bipartita en donde el apareamiento es una base de

una matroide pero no es de cardinalidad maxima. Esto se debe a que una

gré+ica bipartita no es propiamente una  matroide, pérbw es - la

intérseccién de dos matroides particion.

LT

ERPT St




Fara establecer la afirmacion anterior es necesario enunciar |y

demostrar el siguiente teorema.

Teorema S.1. Sea E un conjunto Finito Y P={E;,Ex,.».,:Ex} una

o particién del conjunte E. Un subconjunto I de E es independiente si Y

golo si no existe n dos elementos de I en el mismo conjuntob de P,.'eé
'»‘décir, #(INE4y)<{=1 j=1,...,p. Entonces Me=(EZ,1) es una matroide Ilamadéf

t'A"p:=1r“t:icif:)n.

" Demostracion (se omite)

Considérese una grafica bipartita, simple y nmo dirigida G=(U;V,E$};,k

Sea Fi una particion de E que define uma relacion de incidencia en las .

-nodos de V. Al considerar estas particiones es posible 'establecef‘,el

teorema que relaciona el FAM com la interseccidn de matroides.

nodos de U, analogamente Fo define una relacion de incidentia en los‘hb




=

Teorema 5.2. Sean Mi=(E,Ii) Yy M==(E,I=) las matroides particiop

~determinadaas por las particiones Fi y F= respectivamente, entonces un
subconjuntol de E es un apareamiento en G s1i Yy solo si I es la

interseccidn de Mi y M.

Demostracidn

b '
S5i I s un apareamiento no existen dos aristas de I que compartan el
nodo en U, v tampoco existen dos aristas en I que compartan el

nodo en V. Es obvio que I€6TinI=.

En forma inversa sea IEIinI= y sean F. = {Ei1y.e.yE=] Poa={Ea, yeursBEm,F

entonces #(INE ) <=1 j=1l,...p vy #HIInNEL)<=1 k=1l,...,m; por tanto I define

un. apareamiento.

‘ ‘
EJEMFLO 1

Cnhsidérese la gr&fica bipartita de l1a Ffig. S.1 entonces las -

S particiones son:

={{epsenyet{Cn,8md il {eaemd ylerdd o - Y

., a0,
FPa=m{{ge,es) ,{ec,@x,2a),{ea,8x) ;{1,233

'Definicién S.1. El problemma del masx i mo apareamienfo (FAM) ’conéi;té‘

en determinar un subconjunto I independiente en la interseccion’ Tinl=

cuya cardinalidad sea maxima.

A continuacion se establece en términos de matroides los conceptos
equivalentes a las cadenas alternantes y aumentantes, cuyo_'nombre"e5 

ahora sucesiones.




Sea I cualquier subconjunto independiente en M, y M=, se desea

construir una sucesion aumentante respecto a I como sigue.

El primer elemento ®a de la sucesion es tal que vI+e; es
independiente en Mi; si I+ea independiente en M= la sucesion esta
completa, pero si I+e, es dependiente en Mz Yy entonces i+E1 contiene un
nico ciclo en Mz (teo. 4.73) y entonces existe un elemento exe. en el
circuito tal que I+ei-—e= 25 independiente en My Yy Mz=. Sea e= un.
elemento tal que I+ei—-ewtex es independiente en Mi, mientras que I+e:x
no lo.es, de donde tal elemento esta en el generadaor de I en Ma

(SpacI)) y no esta en el generacdor de I-ex en Ma (Spall—exmd)). Si

I+e,; ~@ates s dependiente en Mz, por el argumento anterior xiste ﬁn
elemento eaex tal que I+e,—entem—ea es independiente en Mi. y Mag este
procedimiento se continua sucesivamente hasta obtener S={ei,0z2,8x,...3"
la sucesién deseada.Se observa que al afadir los elementos €1 ,8x,8my0. «

se preserva independencia en Mi: pero se crea dependencia en M= vy a1l
eliminar los elementos €x,84,Pwy.-. se establece independencia en Ma. vy

Mz simultaneamente. Esta forma de constriur conjuntos indépendiéntes en

My vy Mz es enteramente amidloga a la forma de comstruir la incidencié aé

arcos en &l conjunto U, junto con la incidencia de los mismos arcos  en
‘él conjunto ¥V en la formacidn de cadenas en el FAM. Lo anterior se

puede escribir formalmente como sigue:

Defipicion 5.2. sea I en la interseccidn de dos matroides Mai=(E,X.)

y Mz=(E,Iz), Yy sS2a S={0:,82,8z,...8w) UNa sucesitdn de elementos
diferentes, donde e+4€E-1 para i impar y e181  para i par. Sea .
Sy={€@1,8n,85,...€.F para i<i=s. Se dice gque 5 es una sucesidn alternante -

respecto a I si:




a)l

)

c)

I+e161..
Fara cualquier i par, Sp=(I05.)=Sp=(I1) entonces IS, El.

Fara cualquier i impar, Sp1(I@8.)=6pa (I6ei) entonces [05.6I..

Definicion S5.3%. Una sucesidn 5 es aumentante respecto a I, =i #5 es

SCimpar e I0SEIm. .
CEJEMPLO 2

Considérese la grafica bipartita de la fig. S. 1 Yy el - *
apareamiento - {ez, a1, €9r=L.

I+es={e1,ex,n 8> EI.

é

I+te;—es={e,y 1E4 ,E‘?} EIl- Y I+El“Ez=IeSzBI::

I+tei-ezx tex={01,Rx,84,853€6I1-Ix It+te—exte==I108x6I,

I+é1_Ez +tex—Rga=T2, 3 By esrel an I:-_, I+E;,"‘E:-_+EE;5_94=I®84
e, T+tes—es +em—eatee= LE“:,. 1By Byl linla I+te,—emptem—Batew=I0SwELl.nTxs

lo

L aumentante.

anterior S={e,:,8n,8x,84q,2m

a. se obtiene la condicicn S.2.a)

b. v d. se obtiene I88n, [0SaEIl. condicidn S.2.b)

c. v 2. se obtiene I6Sx, I08%E1, condicidn 5.2.c)

e. se observa que I88=EI= por 1lo que S es una sucésibﬁ




De las definiciones 5.2 y 5.3 se concluye que si una interseccién

admite una sucesidn aumentante esta no es de cardinalidad ma&xima. Esto

es, se tiene uwna parte del teorema 3.1, sin embargo el inverso no es

‘obvio. Fara demostrar el inverso es necesario definir una grafica
frontera, este concepto permite construir una grafica bipartita cuyocs

nodos son los elementos del conjunto I y los arcos del apareamiento en

B=(U,V,E).

Definicion S.4. Dada ura interseccion I, la Grafica Frontera BG(I)

‘@es wna grafica bipartita y dirigida construida enhla siguiente forma:s

a) Fara cada e(EBE-1 tal que e.E8Spa(I) existe un arco (3,04

dirigida o de cada e ECi*-e,., donde Ci*es el dnico circuito de I+e,  en

:Mlg si . @188pa1 (1) entonces es. es una fuente en EBGa. (1) .
‘

b) Fara cada e.EE-I tal que ee;88pon(1) esiste wun arco (e ye243)

dirigido a cada esEC,=-e, donde Ci* es el dnico circuito en I+e,  en
“ = ] .

Mz. Si e.B8p=(1), entonces &; es un sumidero en RG=(I).

Se observa que la subgrafica EG, (1) contiene los arcos dirigidos ‘de

/ f'a‘E~I'y la subgrafica EG=(I) contieme los arcos en direccién'ihVérséygA

EJEMFLO 3
Se desesa determinar las .graficas - frontera de 1a interseccion::

I={ez,ea 05> Hel ejemplo anterior.

-

I1={P1 ;0 ,0m,CaBv,Cmt.

a. Spa(l)={Es ,Ca; R 10n,84 ,8:,82

{eieEfI= 2:1E5P 2 (1) =L@, Bm,B00 5 Bm




I+Ea={8n,0x,R24 ;827
I+ = {Bm, Ba y Oy B

Ites~{ex,84,Rs B0

I+Ea:{92,94,Ea5E?}

{e; EE~I: e; B8Spa(I)>= {e.,ex? (fuentes)

be Sp=(l)={@1 ,0n,Bx,C40,86,8%,8>)
’{eiEE—I: E¢ES m(I)}={El,Em,EQ,E7}
I+e,={e,ex,25,85F

Itex={es,ex,0aq 83

Ite,~{ex,84,80,89F

Ite,={ea,eaq,8»,2sF

ESp=(1) 2= {em,ead (sumideros)

una trayectoria fuente-sumidero en la gréafica frontera, pero el

onoes obvio,z es decir, una grafica frontera no necesariamente
una sucesién aumentante, & menos gue la sucesion en BEG(I) no

L atajos.

Definicion S.5. Se dice que una sucesién S={C1 4Bmyre s s Ewmst

=5-2.

vatajDs si existe un arco (ew,2y) en BG(I), donde 1<

Se hace notar gue cualguier sucesion aumentante se identifica ’coni'

inverso
induce

admita"'

admite




5.2 Resultados Rasicos.
Lema S.1. Sea 5={e, ,8m,-..48w)r una trayectoria fuente—-sumidero en

CBG(IY la cual no admite atajos, entonces S es una sucesion aumentante

respecto a I.

Demostracion

Fusesto que S es una trayectoria fuente—sumidero 2. es una fuente vy

‘asi I+2+E1 con lo gue se obtiene 5.2.a) .

Sea i par. Se desea demostrar que Sp=(I0S.)=8Sp=(1). Fara demostrar
‘msto e procede en orden inversa, es decir, se aladen los elementos
@y—14q Ba—mg-n-q €2 Y S eliminan los elementos @i-ms, C1-a,-- - 182>

Si I+te,—a contiene un Unico circuito Ci-12® en M=, donde e.6Ci -2
] .
entonces Sp2(1+e1_1—e1)=8p3(1). Supdngase gque Sp=(I <*2)=8p=(I), donde

Si SRR R Y= PO cantiene Ln vnico

e = e R el TR =T, . e TRy —1 T -

Ccircuito Cw-== en M= en el cual s —1ECL—=" se sigue que

':sz(1<m~=,=8p=(1). Asi Sp=(I c¢1:)=8Sp=(I) donde Ici,= I®S. (i par), por

fanto S.2.b) se ebtiene.

Fara i impar la demostracion es andloga.

Fuesto gque el objetivo del capitulo es llegar al teorema de
wistencia de un apareamiento maximo en terminos de matroides se hace

hecesario el siguiente lema también debido a Krbgdal.




Lema 5.2 (Krogdal). Sean I,d conjuntos independientes en M, Y M=

"simultaneamente y tales que #J= #I+1. Entonces existe una trayectoria

Y. fuente —sumidero S en BB(I), donde Scled.

Demostracidn
L8581 J contiene un elemento 2. tal qgque e.@E@Sp.(I)USP=(I) entonces e: es

lartrayectoria 5 fuente-sumidero en BG(I), donde ScleJ.

- Considérese la particion de J-1 en J., Jm, J=, donde Ja es el
i cbnjunto de fuentes, J= los sumideros vy J= 165 otros elemeﬁtos en J—I;
Séa,HigBGl(I) la subgrafica inducida <sobhre los nodos en IeJ.  Fara
lﬁuélquier subconjunto J'cd=UJx existen al menos #J° nodos en I—J. céﬁf
ércos dirigidos hacia los nddos en J’', yva gue J’ no puede ser geherado
. ‘
1direcci0nes en Ha. For e1 teorema de Fhilip . Hall (teo. ) se
' gaﬁantiza la existencia de un apareamiento Eo en Hi el cual cubr?~jloé7:

-hodos-en JoalUdie.

Similarmente se puede formar una subgréfica HzgBG=(I) inducida sobrexf
los nodos en 10J para el cual existe un apareamiento Ei en Ha que cubre

- todos ioslhodos en JillJd=.

Ahora considérese la subgrafica HeBG(I) cuyo conjunto de nodos es

1ed y conjunto de arcos es EcUE..

Cada componente conectada de H es siempre una trayectoria dikigida'Q 9
!un‘ciclo dirigido. Fuesto gue #(I;J){#(j~1) al. menos una -Compqqéhﬁér

‘debe conterner uno o mas nodos en #(J-I) que en #(I-J), esta compbhehtér

 :95 la trayectoria fuente-sumidero S deseada en BG(I).

Cen My por menos elementos que #J° en I-J. For el momento se ignoran las &



Teorema S.3%. Sean Is, Iep+: conjuntos independientes en Ma Yy M= con p

y pt+tl elementos respectivamente. Entonces iste una sucesidn

aumentante 8glo®ls+«1 con respecto a Is.

Nemostracidn.

Por el lema S.2 existe una trayectoria fuente sumidero en BGECD y‘

.donde 5gln®@lgsay PO el lema 5.1 8§ s una sucesidn aumentante. respecto

a Tes

Teorema 5.4. Una interseccidn es de m&xima cardinalidad si y solo si

fn? admite sucesiones aumentantes.

: b
Demostracidn.

‘Si I es de maxima cardinalidad en Mai y M= entonces I+es8la -y pof

Ctanto no admite sucesiones aumentantes.

Fara el inverseo si I no es de maxima cardinalidad entonces wiste ©Jd

tal que #I=#J+1, entonces por el teorema anterior anterior existe S una

Sucesion ‘aumentante, lo cual es  falso. For tanto I es de- maxima

cardinalidada;




CONCLUSI ONETS

Se describen los problemas del Arbol de Expansién Minima CAEMD vy

brdelyApareamiento Maximo CPAMD en Gréaficas Bipartitas.

En forma inicial se resuelven los dos problemas a partir de la

 ;§eoria de graficas, la solucidn del AEM se basa en el teorema 2.1 'y la

correspondiente a el PAM en gréficas bipartitas en el teorema 3.1; -

bgpcstefiormente se resuelven los mismos problemas en el contexto de
 matroides obteniendose en el caso del AEM la misma solucidn que - por -
graficas y la soclucidédn se basa en el teocrema 4.5 'y para el

bapareamiento en el tecrema S. 4.

Los 'algoritmos presentados a lo largo. del trabajo se implantan en

una' computadora PC.
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Problema de Flujo Miximo. Dada una grafica simple G=CU,ED con
 caP?¢#dadeS en los arcs u, o el problema consiste en dgternﬂnar el

makimé flujo contihuo de un node fuente.s a un noao sumidero t gue no
wViole las restricciones de capacidad. En este problema se consideréb

vr’i=0 para toda i, y existe un Gnico arco cuyo costo es cero.

Problema de Ruta mas Corta. Dada una grafica G=(V,ED> para la cual
cada arco tiene asociado un parametro de longitud ci.j' el problema
" consiste en encontrar la trayectoria mas corta de un nedo sumidero s a

un nodo arbitrario t.




ANEXO A

Para. wuna grafica simple G=CV,E) sé definen

pariAmetros:

—Pariametros de los arcos.

"xi.'j‘F‘,lu\jc_)' que debe pasar através del arco o arista

’ ‘:Varivabl e de decisidn.

Ci.j Costoe unitario del flujo que  pasa através del

Cv. ., v
i)

) Lli_j Capacidad del arco o arista Cv,.vj).
L

—Par ametros de los nodos.

rL Requerimiento del nodo V.-

"De'scripcién de algunos préblernas de redes.

. en.el que los. requerimientos son +1 o —1.

los siguientes

Cvi, vj)_, es una

arco o arista .

Problema de transporte. Es un problema en una grafica bipartita
. G=CU,V,ED> en el que cualqguier punto es de oferta o de demanda y todos -

. los arcos son dirigidos de los nodos de oferta a los de demanda.

Problema de Asignacién. Caso especial del problema de transporte‘-ﬂ




ANEXO B

LERE - V8
LPROGRAMA . ﬂlIrHD OE FRIM 3

: const ind 7299

masnodos = 408

VT nmdog,i,Jytéyt7,nnint?aeyilyJ1,miharctinteger;
archyimpt bewts

st ¢ integers .
d 3 urraytl;.mmxnadoa,l«.muxnodom] of integer;
1 ¢ arrayll.  maxnodosd of booleant

procedurs
war

stringl?
chard

gotowy(l:10%
Write(/Salida o wideo, impresara. o disco v/1/d 1L
read(dex) .

unltil deg in [/dfy’ i/ y7v"05

rtr*.l‘r:)wv(i, R4

2 dec of

‘g’ begln .
' T uritel(impy ‘noembre de archivo o disco L

N

read (nomdisc)y
ldH(JMUyandJk-)

-

BT 25

+

f meolean? §t booleans
and rnot b2 ap (b2 and not b1 )

e e e e e = P RO GRAMA FPRINCIF AL ===

23
smign{ Loy
‘ resetiarch)t .
R CoAlgoritmo de sqpansion minima 1 nsando el Metodo de Frim

{El algoritmo gloton?d
variables wsadasi

nodos 1 numero de nodos

dvijetéet? 1 area de tvobadjo :
nnintree ¢ numero de nodos qus no sston en el arbol
il sl : extrmmo) del arco gue Vi anexarsa

minarc t longitud del gue o agregarse

st H 10ngltud total del arbol creado

d t malriz de distancias

1 ¢ yector booleano pora los nodos "wardad?®

cuando un nodo este en @l arbol’

readln(archyneodos)y
iF Arodos » maxnodos) then

mrliplnf’El-prag. ha sido dispuesto paro redes Que;t@hgdh a - loomasy
telind l"ltr(jiDS, 51 uad, guisre usar UnNa red ITH.'l‘,"D]“yF'DT‘. : ,k) P
la CnnatulLE maxnodes. en elfP?QQ*"

e e




for 1 i=.1 to nodos do
begin .

for J = 1 to nodos do dLisjl = infs
1= false

rapeat
té (= otd o+ 1
rapent
readlind{archyisdst?)}
if (t7 < Oy the
writelnd/ Lo longidtad
if {1 podos) or (L
writeln{/ Nunero de nodao i
1F L D) or (g o 0Y) thaen
writeln{ Numsro d
until (¢4 im L0, enod
ard (L7
0O ) then

tivagsitraobte de nuevo’ )}

nodo demosiaodo bojostrate de nuevo’ )
4y amnd (J in L0« nodasd) :
=) ) 4

L.

dLd ,jd $= +73
it (L7 <“minarc) then
begin
minarcé=1t7}
b RS- I
B A
end
=3a¥a}

st t= minarc)
nnintree = nodos ~23§
vapaat )
©ominare $= infy

for i =

for j 3

1 +to nodos do
=1 to nodos do

SRS NI
if ((difFCILiT, 00000 and (dfi,J3 <minarc)) then
begin
minarc = dli, 23
i1 HEC I
Ji H o
2ndg

H

10i1d = bLrues
10411 = Lpue )
st = st + minarst

L .
dlid,ydid $= ~dldidl,j13%

: nnintree (= nnintres - 1
until ({mimarc = inf) or (nnintree = 0) )}

’

B

T et o D et et e o e et s 4 e e st e o s cont e o 104 04 et s e s e oo b arn e i e P S0 o o0 oot bt e bt bt S e e S it A 20 S et e e St st 3 B e Sone et o S

FASO 2

it (minarc = infJ) then .
writeln{imp, ' No existe arbol de ewxpaonsion

alse _
hegin
R ‘o




LA et A A
writeln{imp, ' Inicial ;
for i = 1 to nodos do
for J $= 1 +to nodos do

if (dCiyl <= 0) then
writelndimp,itd4,” ‘4,042
writeln{imp, Lo longitud del arbol es ¢ ‘,st)
end s
closeCimp) s
and
end .




ANEXO C
10 CL.S
»20 FRINT Y Frograma parae obtener
21 PRINT i
23 FRINT "

aparsanientos maximos

en Graficos Bipartitas®
20 PRINT
35 INFUT " indigue el numero de nodos Ffuente "3V
40 FIRINT
R 3 TREFUT " indigue &1 numero de nodos sumidero "3 U
50 FRINT
Rels) ITNPUT indique =21 numero de oroos '3 E
X DTE MOURUY, ERVYy VUGE2Dy LAEE (WY, ACE2)Y, (V)

FRINT "poro cado avroo indigue?
FRINT

FOR I=1 TO E

FRINT " arco"§ L5

TNPLUT 1 U YUCT,1d, VUCTLED
FRINT )
NEXT T

K=l

FOR L=1 70 E
FOR K=1 TQ V
FOR I=1 TO E .

TE MLUUCTL,2Y=0 THEM Ll"'(vlhlgj))“' BT .2y GOTO UL
TF MOMVUCT 293 = VUL, 1) THEN ARy ld= SUL(E 1)
WY, 2y IVUCT 208 Ke=X41

NEXT I
Y=
FOR L

crigen destino® G S

=03 a(Ly2)=03 NEXT I
H NEXTIV

A
4]

=1 TO Vi Q=03 REXT L
FOR I=1 TD V
IF MOI)=0 THEN ©(Y)=I1 LABEL(I)=01 Y=Y+l
NEXT I
IF Y+1 60TO 300
Y=y-1
=R Y QYD =0
IF EF(R)=0 GUTD 210
BOSUR 400
GOTO 115
. 7 —;X 1
FOR J=1 TO X '
IF Aatd, 1=K hNn LABEL (A, 2))=0 THFN LAREL kQ(‘yl))=B
QY = @Cd,2) 1 Y=Yhl
NEXT J
X = Xti
GOTO 180
ClL5¢ FOR I=1 TO Y
FRINT: FRINT * parega ("I§h y=Ty MDD
NEXT I :

. =0 THEM M{EY= EF(EI MEF(R) )=E1 RETURN
FF(LMPPL(E))“M(PJ -

MIRI=EF(RY S MCER(R) )=ERI Bl AREL (B)
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