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R E S U M E N 

Se present.an las def"iniciones básicas de la t.eoria de gráf"icas que 

son necesarias para el rest.o del t.rabajo. 

Se describe el problema del Ar bol de Expansión Mínima, 

é6nt.inuaci6n se obt.ien.en los result.ados que just.if"ican la exist.encia· 

de la solución al problema, asi como los mét.odos de PRIM y TARJAN; 

t.ambién se describe el problema del Apareamient.o Máximo y los 

.correspondient.es t.eoremas 

desart-..ollan los concept.os y 

básicos y 

r esul t.ados 

mét.odos de 

mas i mpor t.ant.es 

sol uc; 6n. se 
de M.a. t.r oi de<¡; 

que per mi t.en comprender el ar ament.e las sigui en t. es secci enes en las 

que se muest.ra la relación de mat.roides y gráf"icas, asi como una 

solución 'al problema del árbol de expansión mínima por medio de 

t.eoria. Por últ.imo se plant.ea el problema de apareamient.o 

int.ersección de mat.roides y se resuelve en est.e cont.ext.o. 
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I N T R o D u e e I o N 

Una de las áreas de la invest.igaci6n de operaciones mas 

elegant.ement.e desarrollad as es la relacionada con la t.eori a de 

gráficas. La razón de est.e desarrollo se debe a la simplicidad con que 

pueden est.ablecerse los problemas de est.e campo y su solución. 

La opt.imización en gráficas simples surgió como una de l·as ramas 

. ' 
,de la programación mat.emát..ica. I novaciones en la decada de los 

set.ent..as condujo a la t.eoria de gráficas como una herramient.a de gran 

import.ancia en la planeaci6n y solución a una amplia variedad de 

problemas en la administ.raci6n y en la indust.ria. Muchas de 1 as 

aplicaciones son los problemas de dist.ribución, t.ransport.e, planeaci~n 

financier1a, sist.emas de invent.arios, et-e .. 

Los problemas en gráficas de t.amai"ío moderado pueden ser· 

resuelt.os cien veces mas rápido con algorit.mos especializados en 

gráficas que con los algorit.mos mas sofist-icados de la programación 

lineal. 

Por et.ro lado e::<lst.e una variedad de pr_oblemas que surgen en la 

t.oma de decisiones y que t.ienen soluciones fact.ibles de t..ipo discret..o. 

Desde el punt.o de vist.a concept.ual, manejar una región fact.ible de 

t.ipo disaret.o proporciona la vent.aja de ver con facilidad soluciones 

concret.as al problema. Con frecuencia, el uso de gráficas element.ales 

permit.e int.uir el significado de una solución part.icular. Est.e hecho, 

sin embargo no garant.iza que se pueda resolver t.ri-yialment.e cualquier 

problema de t.ipo discret.o, pues cuando el número dé objet.os 
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involucrados aument.a. resolver satis:factoriamente el problema 

· r epr es en t. a manipular y evaluar un número explosivo de casos, 

posibilidades y combinaciones. 

Un caso especi:fico de análisis de problemas discretos se 

encuentra en el Análisis Combinatorio, que se considera como el 

· est.udio matemático del arreglo, agrupamient.o, ordenamiento o selección 

de obj et.os. 

En 1935 Hassler Whitney :fundamentó la Teoria de Matroides como 

result.ado de sus investigaciones de la dependencia lineal en la 'Leerla 

algebraica. Esta t.eoria t.iene extensiones en crist..alogra:fla, geometría 

proyect.iva. redes eléctricas y programación lineal. En part.i cu! ar~ 

Jack Edmbnds :fué el responsable de dirigir la t.eorla de matroides 

hacia los problemas de opt.imizaci6n combinat.oria y demostr.6 varios de 

1os resul~ados básicos. 

El propósito de este trabajo es analizar algunos problemas 

Opt.i mi zaci 6n Combi na tor i a, que aparecen con mucha :frecuencia 

algunas áreas de la Investigación de Operaciones. Ingenieria, y 

· solucióri por comput..adora en términos de grá:ficas y matroides. 

est.e f'in se desarrolla un capitulo que permit.e al 

:familiarizarse con la teoría de matroides. 
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En el primer capit..ulo se present..an los concept..os básicos de la 

Teoria de Grá:ficas; en el segundo y t..ercer capit..ulo se plant..ean los 

problemas del 

r espect..i vament..e; 

Ar-bol 

en 

de 

el 

Expansión 

penúlt..imo 

Minima y A par e ami en t..o Máximo 

capit..ulo se desarrollan los 

result..ados mas import..ant..es sobre Mat..roides q~e conducen a obt..ener una 

solución al problema plant..eado en el capit..ulo dos; por últ..imo se 

rnues'tra la real ación del problema de a par eami ent,o en grá:ficaS: 

bipar'Lit-as e int..ersección de mat..roides, asi como los principales 

resul'La.dos en es.t-e 'tópico. Al :final se agregan los list..ados de algunos 

algorit-mos y un anexo sobre programación lineal. 
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C A P I T U L O I 

CONCEPTOS BASICOS DE GRAFICAS 

Una var-iedad de p1~obl emas r-eales puede plantear-se y analizar-se 

usando el concepto de gr-áfica. Las pr-opiedades analíticas que pr-esenta 

esta estr-uctur-a son muy simples e inter-esantes. Uno de los aspectos que· 

ha detenido la popula1~ización de los del análisis de 

gráficas es la falta de unificación de la nomenclatur-a Ltsada. El 

práposito de este capitlo es descr-ibir las definiciones de gr-áficas 

empleadas en este tra.bajo asi como resumir algunos r-esultados 

matemáticos que per-miten hacer- mas fluido elmater-ial que se pr-esenta. 

El capitulo se desarr-olla como sigue: En las dos primeras secciones se 

' describen e ilustr-an las definiciones básicas de gráficas y algunos 

conceptos asociados con las mismas. En la ter-cer-a sección se intr-oduce 

el concepto de subgráfica, gr-áfica parcial y gráfica completa. 

FiA~lrnente en la cuarta sección se trata el aspecto de repr-esentaci ón 

matricial de una gráfica y las equivalencias de un ár-bol. 
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1. 1 Definiciones. 

Definicion 1.1 Una gráfica dirigida finita G=<V,E> esta formada 

por Lln conjunto V={v1 ,v2., •.• ,v,.,} y SL1bconj unto . E del producto 

cartesiano VxV. Los elementos del conjunto V se denominan nodos o 

vértices y 1 os elementos del conjunto E se J. 1 aman arcos y se denot<=\n 

En una gráfica G=CV,E> el nodo v •. del arco <v •. ,v.:J) se 11 ama nodo 

inicial y ·el nodo V.:1 nodo final. Una gráfica dirigida se puede 

reproducir en el plano por medio de circulas que representan a los 

nodos y lineas dirigidas, del nodo v~ al nodo v.:J, que simbolizan los 

arcos. Existe otro tipo de gráficas en las cuales 

estas se llaman grMicas no dirigidas, los elementos del conjunto E se 

denominan aristas para estas gráficas y se representan por medio de 

' segmentos de linea sin direcci~n. 

EJEMPLO 1. 

Sea G=CV,E> una g1~áfica, donde y E={ Cv.1 ,v,.,,) 

Gráfica dirigida Gráfica no dirigida 

fig. 1.1 fig. 1.2 
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Una forma alternativa de describir una gráfica dirigida es 

del conjunto V y la función F definida de V en V y la regla 

correspondencia es el conjunto F<v .. >=Cv.:J,••••Vk} de nodos terminales 

cuyo nodo inicial es v._. Esto es, F <v._) ={v.:.1, ••• , v..,} si e>:i sten 1 os 

arcos (v._ ,v.:J), •.• , (v._ ,v..,,) y 1=- <v .. ) =0 si no e:·: i sten. La función F 

establece una relación de nodos y la gráfica esta definida ahora como 

·<V,F>. 

EJEMPLO 2. 

Se considera la gráfica dirigida del ejemplo anterior. 

F<v:1->=Cv2J· F <v,,,.) ={v,..J· F<v.,,,)={v1,v,.,.} 

F <v:z) =Cv,,,,, v.,.} 

1 
Si la gráfica es no dirigida cada arista se sustituye por dos arcos 

en direcciones opuestas y se aplica la definición de F a esta 

9ráfica dirigida. 

EJEMPLO 3. 

Considérese la gráfica no dirigida del ejemplo 1. 

FCv:::r.)={v2,V4.,Vt:1} 

Como F esta bien definida es natural pensar en la existencia de 

que asocia a cada nodo v._ los nodos para los cua·1es v .. es el 
terminal. 



EJEMF'LO 4. 

Examínese la grá-Fica no dirigida del ejemplo 1. 

F- .. <vi) ={v.,,} 

Pbr medio de la relación F y su inversa ~ .. e de-Finen 

•xterior e interior de un vértice v._sv como {F(v._)} y 

respectivamente. 

Se observa que se puede de-Finir F(Q)= u F<v._) para Q cualquier 

subconjunto de V. 

1.2 Cadenas, trayectorias, circuitos y ciclos. 

' De-Fnicion 1.2. Una cadena P de un nodo v 1 a un nodo v_. (V 1 ;év .:l) 

una sucesión de nodos y arcos, sin repetición, en donde el nodo 

de un arco es el nodo inicial del siguiente, y se representa por: 

F'= {V Í , (V._ , V._ -+-1 ) 1 V._ + 1 , (V._ + 1 , V._ -+-:z) 1 • • • , (V .:l - 1 , V .:l ) , V .:l J· • 

Sin embargo, es posible determinar una cadena por medio de nodos 

seHalando que la grá-Fica en cuestión es dirigida, es decir: 

representa la misma cadena del nodo v._ al nodo v_. 
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EJEMPLO 5. 

Si se observa la siguiente gráfica: 

-fig. 1.3 

Entonces las cadenas existentes en la gráfica son: 

Cuando los arcos tienen un nodo terminal en común se denominan 

1 
adyacentes, así <v~,v.> ,<v3,v.> ,<v~,v.> y <vi,v.> son arcos adyacentes 

por tener al nodo terminal V• en común. Se dice que un arco <v&,v~) es 

incidente en un nodo u si Ahora dos nodos son 

adyacentes si son incididos por el mismo arco. 

Definición 1.3. Una trayectoria entre los nodos V& y v~ (V&~V~) en 

una grafica no dirigida es una sucesión de nodos y aristas, sin. 

repetición, de la forma: 

F·={vj,., Cv:1. .,v:1.-1> ,v:1.+1., <v:1. ..... 1,V:1.+2> ,v:1..-~, ... , <v..:1-1 .,v_j) ,v..:1} 

ya que es una sucesión de aristas es posible identificar una 

trayectoria a partir de la sucesión de nodos: 

F'={v:1. ,v:1.+1,'.t1,+2, .•• ,v..J} 

-5-



EJEMPLO 6. 

Considérese la gráfica del ejemplo 5 sin direcciones, entonces 

existe una trayectoria entre cada par de vértices. 

Definicion 1.4. Una cadena P del nodo v~ al nodo V.:J se denomina. 

circuito si v~=v..:1, es decir, un circuito es una cadena cerrada. 

Análogamente una trayectoria cerrada es un ciclo y un arco de la forma 

cv~ ,v~> se llama rizo. 

EJEMPLO 7 

En la figura 1.3 se ~ienen los circuitos: 

j 

1~3 Tipos de gráficas y Subgráficas. 

Definición 1.5. Una gráfica se llama simple si no contiene rizos. 

Definición 1.6. Dada una gráfica G=<V,E> una gráfica Parcial Gp de G 

es la gráfica <V,Ep) con EpcE, es decir, una gráfca parcial contiene el 

mismo número de vértices pero con solo un subconjunto de los arcos de 

la gráfica original. 

Definición 1.7. Dada una gráfica GCV,F> una SLtbgráfica es la 

gráfca <V.,F.> con v.cV y para cualquier V&BV- Esto 

es, una subgráfica contiene solo subconjunto de vértices de la 

gráfica original, pero contiene todos los arcos cuyos vértices 

y final están contenidos en el subconjunto v •• 
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Al combinar 1 as dos definiciones ante1-i ores se obtienen las 

subgráficas parciales. 

EJEMPLO B. 

Gráfica Gráfica Parcial Subgráfica 

fig. 1. 4· ·fig. 1.5 fig. 1.6 

Definicion 1.8. Una gráfica G=<V,E) es llamada completa si para 

cualquier par de vértices V&,v~ev existe una arista que los une en 

gráfica n9 dirigida, esto es, hay al menos un arco uniendo 

par de vértic~s. 

EJEMPLO 9. 

Gráfica Completa 

fig. 1. 7 

'<·{ 
,,·,,l·;':: 

.. /~_/:lf:~ 
¡'~·:.,.,¡. 
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Definicion 1.9. Una gráfica G=<V,E> es llamada bipartita, si el. 

conjun~o V de sus vértices puede ser particionado en dos subconjuntos 

V1 y V2, .Y ademá todos los arcos tienen sus nodos inicial y final en 

uno y otro conjunto respectivamente. Esto significa que la gráfica G 

sin direcciones es bipartita. 

EJEMPLO 9 

Un taller mecánico cinco di fer entes taladros. Cierto dia 

llegan cuatro· trabajos que necesitan ser taladrados. El nt.'.1mero de horas 

hombre requeridas para ejecutar cada trabajo en cada una de las 

máquinas no es el mismo. Si cada máquina se representa por un nodo v._ y 

cada trabajo por uno u~, se desea asignar a cada nodo v .. 

obtene~ el mejor provecho. 

-fig. 1.8 

Definición 1. 1 o. Una gráfica bipartita 

completa si para cualquier par de vértices v .... BV 1 

.-8~ 

uno Ll_j para 

es 11 amada· 

e~:i ste una·<·<·.· 

_:-¿;'-) 
. . .. ~'.~ 

. ·:.~:~~:ry 

.. -;~ ;:,; 

; .•:(.~~;;i~ 



Teorema 1.1. Una grafica es bipartita si y solo si no contiene 

circuitos <ciclos> de cardinalidad impar. 

Demostración 

Supóngase que la gráfica es bipartitia, entonces V=V:1.UV 2 

Sea C={ Cv,,_ 1,v .. 2>, <v .. .,,v .. ,,,,>, ••. , Cv1c,-1 ,v .. "">} un circuito <ciclo> de 

cardinalidad impar, sin pérdida de generalidad sea de la 

definición de gráfica bipartita V:1.~SV2; en general V:1.kSV 1 si k es impar 

Esto 

Ahora supongase que no hay circuitos de cardinalidad impar. Sea y,._ 

CL1alquier vértice, al que se le asigna la etiqueta "+" y los elementos 

del conjunto F<v .. > se etiquetan con .. _ .. Esta operación se efectua 
1 

hasta que una de las tres condiciones siguientes se satisfaga: 

a) Todos los vértices están etiquetados en tal forma que al 

<v .. ,v~ > se le asigna "+" a v .. y a v_,. 

b) Para algun vértice Yo.k etiquetado con algún signo se le pL\edá 

con algun otro signo desde otro vértice. 

c> Para cualquier vértice v .. el conjunto F<v:i.) es etiquetado 

existen otros vértices no etiquetadas. 

Si sucede a) todos los vértices etiquetados con "+'' estarán en V~ 

:/ .. los etiquetados con 11
-

11 en V2- Entonces todas 1 as aristas ei: i sten entre. ·:·;t;: 

~odas dé etiqueta diferente y por tanto G es bipartita. 

t: ·. ·< .~ 
._-::;. 

~.' .'~·:,, .· .. · . ·. : 

~I&~,,k"2f,;¡;" ·:.e,. ., , -9- . ,·: 

1 ~ ¡ . _-, ,;( -:.:· ,'. "/ 

=:.}~~;1: 
' '. ·~'.-,~: 



En el caso b) supóngase que el nodo v._,. obtuvo primero una eti qL1eta 

con "+" a lo largo de una trayectoria F':1. y obtuvo después la etiqueta 

11_11 a través de una trayectoria P2. Sea v' el Llltimo vértice en común 

de ambas trayectorias; si v' es etiquetado con "+" ("-") la 'longitud de 

la trayectoria so~re F':1. de v' a v._k es par (impar) y la longitud de la 

trayectoria sobre P2 de v' a v~k es impar (par), entonces se forma un 

ciclo de longitud impar que consiste de la trayectoria de v' a v._,. 

sobre P:1. y de v._k a v' sobre P2. Lo que contradice la hipótesis. 

Al considerar el caso c), se observa que no eNisten trayectorias 

entre los nodos etiquetados, entonces G es descone:·: a en dos o mas 

partes. Es decir, este caso no es factible. 

Por tanto solo el caso a) puede existir. 

Definición 1.11. 

-Una gráfica se llama ~uertemente conexa si para cL1al quier 

vértices v._,v"'ev e:1iste alrnenos una cadena de v._ a v"'. 

- Una gráfica es conexa o suavemente conexa si e:·: i ste al menos 

trayectoria entre cualquier par de vértices. 
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EJEMPLO 10 

Gráfica Fuertemente conexa Gráfica cone:·:a 

fig. 1.9 fig. 1. 10 

1.4 Representación de una gráfica, árboles y equivalencias. 

Una gráfica dirigida se puede representar por medio de una matriz de 

incidencia en la forma siguiente: 

Definicion 1.12. Dada una gráfica dirigida G de n vértices Y m 

' arcos, se define la matriz de incidencia nodos-arcos B=Cb~~) de orden 

· n:{m como: 

EJEMPLO 11 

{ 

1 c:i el nodo inicial es 

-1 s: el nodo final es v~ 
O en otro caso 

e:1. e"" e::s e..,. e,.. 

V:1. 1 1 

V:;;: -1 1 1 -1 

V:s -1 

v .... -1 1 

v,.. 

v,,,. 

-:-1 l.'.""" 

e.., e.,. e.,, e9 

1 1 

-1 



Puesto que una grá-fica se puede representar por medio de una 

de incidencia, .es claro que dicha matriz reproduce una grá-fica. 

EJEMF'LO 12 

e,. e,.. e""' e,.. e,,,, e6 

. './ 2. -:-1 1 

v,.,. -1 1 

V::s 1 -1 1 -1 

·V4 -1 1 

v,,. 1 -1 

-fig. 1.12 

Ya que ~xiste una equivalencia entre grá-ficas y matrices, cabe 
. 1 
pregL1ntar cuál es la relación entre los vectores 

independientes y arcos, o bien, entre bases y arcos, para 

~sta pregunta se hace necesaria la siguiente definición. 

De-finicion 1.13. Un árbol es una gráfica conexa y sin ~iclos. 

'· 



Teorema 1. 2. Si G=<V,E> es L1na grafica simple, entonces 

siguientes proposiciones son equivalentes. 

a) Ges un árbol 

b) G es conexa y deja de serlo si alguna arista es eliminada 

c> Entre cada par de vértices u,vBV existe una dnica trayectoria 

d) Ges acíclica y tiene n-1 aristas 

e) G es conexa y tiene n-1 aristas 

Demostración 

<a> i mp l· i ca < b > 

Por definición G es cone:·:a. Supóngase que 

eliminada de G y que G permanece con e>: a, 

trayectoria P=<u,v .. , .•• ,vk,v} de u a v, por lo 

1 
UC<u,v>> es un ciclo en G. 

<b> impica <c> 

la arista ( LI ,v) 

entonces e:·:iste 

qL1e la 'trayectoria 

Por ser G conexa existe al menos una trayectoria entre cada par 

vértices. Sean LI, U' tales que e:-:isten p :1. = {L\ , Ll 1 , ••• , L\ '-r., U 
1 

} 

de 

y 

p 2 =C0,u1·, ••• ,u~ ·,u"} trayectorias distintas. Sea k el mínimo entero' 

'.tenemos que Ut<-1, L\K siguen unidos por 

P={u"_ 1 ,Ll•-.-:z, •.•• ,L1:i.,u,u.1 ' , ••• ,u.,,.,. 1 ,Li.-.>, lo cual contradice (b). 

··: .. /. 



< c > i rnp 1 i ca < a> 

Ges cene>: a. Supóngase que un ciclo C= {u , LI .. ' ••• ' u k ' u} ' 

entonces para cualquier par de nodos en. e e:·: i sten al menos dos 

trayectorias diferentes que los unen. 

Para demostrar que Cd) y Ce> son equivalentes a Ca), Cb> y Cc > ., . ··'Se 

necesita el siguiente lema. 

Lema 1.1. Si Ges una grafica finita sin ciclos y con al menos 

vértices entonces existe un vé~tice adyacente a un solo vértice. 

Demostración 

Si el nómero de nodos es k=2 entonces Ya es adyacente l.'.tni camente a 

u=v1 un vértice arbitrario y sea v,.,, un vértice 

1 
adyacente a él; constrúyase una sucesión de vértices {v,...},...>2 tales que 

v ... es solo adyacente a V>r.-1 o a un vértice que no se encuentre en la 

sucesión, como G es finita el proceso debe terminar en un número .finito 

de pasos, por lo que el óltimo elemento satisface la condición. 

Ca> implica Cd> 

por hipótesis G nb contiene ciclos. 

Para k=2, por ser aciclica el número de arcos ~s ~no. 

Supóngase válido para k<=n-1 

sea G una gráfica con n nodos y aciclica, sea Vn un nodo e~puesto, 

denomínese Vn-1 a su vértice adyacente, se eliminan el nodo ·v.-. y 

<v.-.,v.-.-1>, la gráfica restante contiene n-1 hados y .es 

que contiene n-2 aristas. Y asi contiene n-1 aristas~ 

-14-



<d> implica <e> 

La proposición es válida para n=2. 

Supóngase válida para n<=k. Por demostrar para n~k+1. 

Sea G con k+l nodos y k aristas, sea v~ un nodo terminal de G. sea 

G1=G-Cv1>, G1 tiene k vértices y k-1 aristas por lo que no ti ene 

ci~los, esto a su vez implica que G=G1U<v1} no tiene ciclos. 

# 

Definición 1. 14. Un bosque es Llna gráfica sin ciclos <no 

necesariamente con e:·: a> , Lln á-bol generador es una sL1bgráfi ca generadora 

la cual e~ árbol y un bosque generador de G es la unión de 

generadores de sus componentes conexas. 

EJEMPLO 13 

1 
Una red de televisión desea 01rdenar canales de video a varias 

cada canal (i ,j) tienen Lln costo c .. ..i lCómo .construir la red ·a 

minimo? 

Gráfica con Costos 

Solución Optima 

-15-



Se pude observar que la solución de este problema es un árbol y que 

la matriz asociada al árbol tiene nueve vectores col L1mna linealmente 

independientes, y si se añade alguno de los vectores canónicos se 

completa una base para R~ª. En general un árbol con 

asociada una matriz de n-1 vectores columna linealmente 

y al añadir un vector canónico se completa la base 

gráfica se representa por un arco unido a la misma en 

n nodos tiene· 

independiente~ .. 

para R", en la 

solo nodo. 

E~ta nueva arista se llama raiz y el árbol se denomina árbol enraizadri. 

-16-



C A P I T U L O II 

EL ARBOL DE EXPANSION MINIMA 

Uno de los problemas de grá:ficas que se considera t.ot-alment.e 

resuelt.o es el denominado Ar-bol de Expansión Minima, y consist-e en la 

det-erminación de una subgrá:fica que conect-e a t-odos los nodos de la 

grá:fica original y cuya suma de "pesos" asociados con los arcos sea 

minima. El problema resulta en una variedad de problemas de ingenieria 

y de comunicación y, quizás, 

problemas de grá:ficas, l·a 

problema lo hace at.ract.ivo. 

es mas popular como subproblema de ot.ros 

e:fi ciencia con que se resuelve est-e 

En est.e capit.ulo se motiva, analiza y 

_describen los mét.odos de solución del árbol de expansión minima y 

algunas de sus ext.ensiones. 

El capi t.ul o se desarrolla como sigue: En la primera. sección se 

define el problema mientras que los mét.odos de sol uci 6n, PRIM y 

TARJAN, y ext.ensiones se tratan en la segunda y t.ercera secciones. 

-17-
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·2.1 Descripción del Problema del Ar bol de M:i'. ni ma <AEM>. 

Sea G=<V,E> una gráfica no dirigida, simple y conectada y sea e una 

función que asocia a cada elemento de E L\n nl'.tmero real (costo, 

distancia, tiempo, etc.). El problema consiste en determinar el árbol 

T=<V,E'> con E'cE, y tal que la función de costo 

CCT)= ~ .. ..:1 

(v •.• , V .:i) SE' 

-sea mínima. 

Es conveniente mencionar que el problema planteado resulta en una 

unidad de problemas reales. Un ejemplo se tiene a continuación. 

EJEMPLO 1 

EL PROBLEMA DE LOS TELEFONOS. 
1 

Considérese una gráfica simple y no dirigida, en la que cada vértice 

representa una persona y cada arista <vs. ,v_,) indica que debe 

comunicarse con v..:1 y viceversa. Se requiere que un mensaje confidencial 

sea circulada entre las n personas de tal manera qL\e minimize la 

~robabilidad de que una persona ajena al grupo se entere. Para cada 

transmisión de un mensaje desde v._ a v.:i existe una probabilidad p.__, de 

que el mensaje sea interceptado por una persona fuera de la red. Desdé 

luego las trayectorias de la transmisión del mensaje forman un árbol de· 

expansión mínima de G, el cual tiene por objeto minimizar la función 

<1-ps..:i>, donde el producto se considera sobre todas las 
. . 

de G. Esta función es si mL1i taneamente creciente y simétrica 

respecto a p .. .J • entonces el árbol de e>:pansi ón se determina al 

.considerar p._~ coma c._~. 

· ... :, 
:-:·· 
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EJEMPLO 2 

Se considera que la gráfica representa la problemática para n=5. 

·fig. 2. 1 

Se d~sea determina~ el árbol de expansión mfnima. Una forma de 

ha2erlo es definir todos los árboles ·y seleccionar alguno de costo 

minimo. 

. - .~ ..... 

. . ·.:1~ 
' ., 

:··:' .; 

·~./· -~ ·,. 
·~ :;_, .,, .. 
f-~{.:;<>:':· 
1 ' ·, '~~ 
;~:,.<:~·;· __ ,.-, ... · ~19-
_, .. 



Si el'nómero de personas aumenta. el n~mero de posibles ligas crece 

y entonces distinguir todos los árboles es complicado, una alternativa 

para resolver el problema es _por medio de algoritmos generales de 

gráficas, sin embargo se han desarrollado algoritmos especializados en 

la teoria de gráficas que prmiten obtener la solución más rápido. El 

resultado en el que se basan dichos algoritmos es el siguiente. 

bosque generador 

de V, y sea Cu,v) la arista más corta de todas las qL1e contienen un 

solo nodo U1. Entonces, entre todos los árboles generadores conteniendo 

el conjunto de aristas T=UT~, existe uno que es ópti.mo y contiene a 

<u,v>. 

Demostración 

Se supone que existe un árbol generador CV,Fl tal que TcF y (LI, V) li3F 

1 
el cual es más corto que todos los árboles generadores que contiene~ a 

T. Si se aRade Cu,v> a F se forma un ónice ciclo que contiene nodos que 

pertenecen a U1 pues al menos existe vSU 1 • Como consecuencia e:-:i ste 

una arista Cu",v'JBF tal que u'BV-U1 y vGU1. Por hipótesis la arista 

Cu,vJ es menor que Cu',v') y además cu·,v·1eT. Así se forma un nL1evo 

árbol CV,F') con F'U{Cu,v)}-{Cu',v')} que contiene a T y a ( L\, V) con 

costo menor o igual que el costo de CV, F> lo cual contradice la 

~upasición inicial. Por lo tanto si CV,F> es óptimo debe contener a 

arista Cu,v>. 

# 

~·,. ,:<·~ ·r\{!~:S 

"-'."20-
': . ~·:;·: -.: •·. : ·;;:;.~ 
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2.2 Métodos de solución para el problema del AEM. 

2.2.1 Método PRIM 

Propósito 

Determinar el árbol de expansión mínima para una gráfica G=CV,E). 

Es necesario partir del conjunto V, y para cada v6V es necesario 

conocer el conjunto de aristas que inciden en el, asi como del 

parámetro d~~ asignado a cada arista Cv1,v~>- En un principio se define 

·el conjunto U=:Cv1} y en forma recursiva se añade el vértice de la 

arista más corta unida a un vértice interior de U hasta que U=V. Esto 

permite obtener el árbol de expansión mínima. 

1 
Descripción del Algoritmo PRIM. 

BEG.IN 

FOR ALL v6V-<v1} DO closest<v>:=v1i 

.WHILE U=V DO 

BEGIN 

mín:=CD; 

FDR ALL v8V-U DO 

IF dCv,closest<v>><min THEN min:=d<v,closest<v>>, 

U:=Uu<next}, T:=Tu{lriext,closest<next)J}; 

FOR ALL vBV-U DO 

IF dlv,closest<v>>>d<v,next> 

END 



Teorema 2.2. El algoritmo PRIM resuelve correctamente el problema-

del árbol de expansión minima en un esfuerzo computacional del orden de 

D<#V""'>. 

Demostración 

La convergencia del algoritmo se demuestra por inducción sobre la 

cardinalidad del conjunto U, se hace notar que siempre existe un árbol 

de expansión mínima de G que contiene a T=UT4 • 

Si U={l} T=0 se cumple el teorema. Supongase qLle el teorema es 

válido para algun valor j de la cardinalidad de V Cl<=J<=#V). 

Si CU,T> es el árbol qL1e contiene al bosque CCU1,T 1 ) , ••• , <U.,,,T.,,)} y 

el teorema 1 • 1 entre 

' todos los árboles que contienen a T existe uno que contiene a la arista. 

més corta que empieza en U1 =U y es exactamente la que se une a T en 

próximo estado aj, es decir cuando la cardinalidad de U es j+l. 

El número de estados por los que pasa el algoritmo es #V-1 y 

arista se agrega en cada estado, por lo que el ~lgoritmo converge 

n6mero finito de pasos. 

El inicio se lleva a cabo en Lln esfL1erzo del orden O C#V) y 

busqueda del <=1rregl o next reqLIÍ ere del mismo esfuerzo, finalmente 

al macen a el arreglo el osest con un esfuerzo del orden OC #V>. Por 

tanto el esfuerzo OC#V 2 ) se realiza al encontrar la solución. 

# 



EJEMPLO 3. 

Se desea obtener el AEM. 

)_· ' 

fig. 2.2 

Siguiendo el algoritmo: 

V=C1,2,3,4,5,6,7,B,9,10,11} 

iteración 1. 

Sea U:a.={1} y T=l2l 

Para toda vSV-1 

x<v~=l, U~V entonces 

F'ara toda vSV-U 

ci(v,1)=2<CD entonces min=2, prox=2 

U={l,2} y T={<l,2)} 

F'ara toda vSV-U 

d<3,1)>d<3,2J entonces x (3)=2 

d<5,1J>d(5,2) :-:(5)=2 

d(6,1J>dC6,2) :-:(6)=2 

para el resto d<i,1J<dCi,2) 

U=Cl,2,B} T={(1,2J, <B,1)} ··-::· 
.-,.,·_,_._, 

. .. _,·: 
.-23....: 



iteración 10 

U={1,2,3, .•. ,11} T= { < 1 , 2 > , (8,1), <9,8), (5,9)' (6,2), <7,6>, 

( 3 ' 7 ) , ( 4 ' 3 ) , ( .1 1 , 7 ) ' ( 1 o ' 1 1 ) } • 

de donde C<T>=26 • 

2 

4 
3 5 

3 2 

Solución óptima 

fig. 2.3 

En. algunas situ~ciones prácticas aplicar este algoritmo resulta 

ineficiente ya que si el número de arcos es mayor que C2 el nümero de 

operacionFs para determinar la solución óptima es del orden de O C#V""'>. 

Para ello TARJAN desarrolló un algoritmo cuyo esfuerzo computacional es 

del orden de OC#Elog#V) y se observa que #VC#V-1>12•log#V de donde se· 

deduce que el esfuerzo es menor. 

2.2.2 Método TARJAN. 

F'ropósi to 

Determinar el AEM de una gráfica G=CV,E). 

Se requiere del conjunto de vértices y aristas, y para cada (L1,v)6E 

el parámetro d(u,v>. La idea fundamental del algoritmo TARJAN esta. 

basada en el teorema 2.1, esto se debe a que en cada iteración 
' ',', 

forman componentes conectadas S1,S2, .•• ,sk ,y en el 
.·~.:\:,; 

siguien~e est~dd 
}:::;;; 

las une por medio de las aristas más cortas, haciendo que el á~bcl1.j/~ 

crezca en todas direcciones. 

:_.;:{! 

-24.,.-

-~:¡, 

· .· ·· .. • :>}\·?·V~,f:; .}i~Ó~,;;';,.~j~.fj,ij~{¡~w~~ 



'-•" ..... 

:\L::,· 

Descripción del algoritmo TARJAN. 

BEGIN 

T:=0, C:={(V:i.) , ••• '(V.,)}; 

l>JHILE #C #1 DO 

BEGIN 

FOR ALL <u,v)6E DO 

.BEGIN 

conjuntos conteniendo a u y v respectivamente; 

IF i;éj THENS 

BEGIN 

IF dCu,v)<min(~) THEN min(i):=d(u,v) shortest(i):=Cu,v); 

IF d<Lt,v><min(j) THEN min<J>:=d<u,v), short•·Ust(j) :=<u,v>; 

END 

END 

FbR ALL S~BC DO T:=TU{shortest<J>J-; 

END 

La convergencia del algoritmo se establece en el siguiente teorem~~ 

·r>., ~.:'.,... ··. 
~tj~1~\\~j~:~f iA~~~:- .:·~:;>.i~ :~{~,i~.-:; .,;.~. ~:.·;·~·> · ·. · ·:: ·,'~·.::·{·:··_ --~: , -., · ,- ... =;._,:· .... ·· 



Teorema 2.3. El algoritmo TARJAN encuentra correctamente el AEM para 

una gráfica G=<V,E> en un es-fL1erzo compL1taci onal del orden de 

O<:tlElog#V). 

Demostración: 

La convergencia del algoritmo se sigue del teorema 2.1, ya 

aRadir a T la arista más corta con un nodo de <V, T) se 

obtener un árbol de expansión mínima~ Se afirma que no se crean ciclos, 
I 

ya que al unir dos componentes acíclicas s~,s~ por medio de una arista 

Cu,v> se forma una componente Sk aciclica. 

Si cada ejecución del ciclo WHILE denota un estado, que consiste del 

cálculo del arreglo shortest y de las componentes conenctadas de <V,T>. 
1 

Para los nodos se produce un arreglo component, en un esfuerzo OC#V >, 

que contiene el nombre de la compenente a la cual pertenece y con 1 a: 

ayuda de este arreglo se pµede determinar el arreglo shortest en un 

esfuerzo O (#V). 

Por otro lado si K es el ndmero de estados, el número de componentes 

conectadas de IV,T> .esta dividido por al menos dos en cada estado, 

que cada componen.te esta formada dos c omp cm entes del 

anterior, que fueron unidas via una arista del arreglo ~hortest. En 

primer estado k=#V y k es dividido por dos o mas en cada estado 

que K es uno. Entonces puede haber a lo más log#V estados en 

algoritmo. F'or lo tanto el nLtmero de operaciones es del 

O C#El ogj*V). 

# 

.. -267 



EJEMPLO 4. 

Con la misma gráfica del ejemplo anterior encontrar el AEM por 

medio del algoritmo TARJAN. 

T=121 C={1,2, ••• 11} 8:1. ={i .} i=1, .•• 11 

iteración 1 

C={S:í., 82, S::s} 

l i--~~-----1 2 3 \-----'----{ 4 

3 
2 

3 
8 (m"l-------<11 

fig. 2.4 

iteración 2 

1 
2 2 3 

1 
4 

4 
3 3 2 

3 

3 @ 3 
9 

"• 

11 

Solución óptima 

·fi g. 2.5 
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2.3 E:-:tensiones 

2.3.1 El Problema del Arbol de Peso Máximo CAPM>. 

En la sección anterior se desarrollan técnicas para determinar la 

solución del problema del AEM. A continuación se plantea un problema 

alternativo llamado árbol de peso máximo. 

Dada una gráfica G=<V,E> y un parámetro de peso w .. ~>=O asociado a 

cada arista <v&,v.:1>GE se desea encontrar un árbol T tal que el peso 

w<T> asociado al árbol sea máximo. 

Resulta interesante verificar que la determinación del AEM y del 

APM tienen una estrecha relación. Considérese una gráfica G==<V,E> y 

un peso w>==O asociado a cada arista <v .. ,v.:1) GE; si se define la 

distancia d<v&,v.:1>=W-w .. .:1, donde W=rnax{w._~}, al aplicar el algoritmo 
1 

PRIM se selecciona en cada iteración la arista de distan~ia mínima, 

que es equivalente a seleccionar la arista de peso máximo en el 

problema del APM. Por tanto si T es el árbol asociado a G es posible 

relacionar- dir-ectamente w <T> y d<T> mediante la e:·:pr-esión 

w<T>==C#V-1)W-d<T>. Esto conduce a enunciar los siguientes r-esultados. 

Pr-oposición 2.1. El árbol de peso máximo de G bajo el peso w, es 

la unión de los árboles de expansión mínima bajo d, 

distancia definida anter-ior-rnente. 

-;-28-
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Teorema 2.4. Sea C<U1,T1>, ... ,CUw,Twl} un bosque generador de V y 

sea Cu,vl un arco que sale de U1 y que tiene peso máximo. Entonces de 

entre todos los árboles q~e están contenidos en T=UT 1 existe uno que 

es óptimo y que contiene a lu,vl. 

Demostración 

Es análoga a la demostración del teorema 2.1. 

# 

2.3.2 El Problema de Steiner 

Un problema intimamente relacionado con el problema del AEM, pero 

mucho más difícil es el de Steiner en gráficas. En este problema el 

árbol T debe generar un subconjunto P de V. Los otros vérticen en V-P 

pueden ser generados o no por T. El problema en una gráfica consiste 

1 
en determinar el árbol de expansión mínima de cualquier subgráfica 

G.=<V-,E> de G con PcV.cV. 

El problema de Steiner fue propuesto originalmente en geometría 
·.~ .. 

asi; dado L\n conj Ltnto F' de puntos sobre el plano Euclidiano 

conectados por lÍneas,se desea encontrar la conección entre todos los 

puntos de tal manera que la longitud total de las lineas sea mínima. 

No se permite que dos lineas se encuentren donde quiera excepto en el 

conjunto P de puntos, entonces el problema es encontrar el AEM de una 

gráfica equivalente de #P vértices, y el parámetro asociado a cada 

arco-son las distancias entre los puntos del conjunto P. Sin embarg_o 

cuando otros vértices artificiales son aRadidos CP'I, llamados pun~os 

de Steiner, la longitud del AEM (árbol de Steinerl asociado al 

conjunto resultante ~·cp es de longitud menor que el original~ 

-29-
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El problema de Steiner sobre el plano Euclidiano fue estudiado y 

muchas propiedades del árbol de Steiner son bastante conocidas, 

algunas de ellas s6n: 

al Para un punto de steiner el grado es tres. Esto se demuestra al 

considerar que el ángulo entre las aristas incidentes en los puntos 

_deben de ser de 120º y entonces exactamente tres aristas inciden_ en 

los puntos de Steiner. Estos puntos son además los circuncentros de 

triangules imaginarios formados por los tres vértices de las aristas 

que inciden, se observa que estos puntos pueden ser a su vez puntos 

de Stei ner. 

bl Para un vértice P&SP el d<p&l<=3. Si d<p&)=3 entonces el ángulo 

entre cualesquier par de aristas de P& es 120°, si dCp&l=2 el 
1 

angulo 

es mayor de 120°. 

c> El nt'.tmero de puntos de Steiner en el árbol asocfado es 

b<=k<=n-2, donde n es el mt'.tmero de puntos en el plano. 

A pesar de la atención de que fue objeto este problema, solo para 

~quellos donde el número de puntos es muy peque~o (alrededor de 1 o 

puntos> se ha resuelto en forma óptima, por medio de los algoritmos 

mencionados en las secciones anteriores. Para problemas en donde #F' 

es muy grandes no funcionan por lo que se considera no resuelto el 

problema de Steiner. 



2.3.3 Ejemplo de Aplicación. 

Considere el problema de los teléfonos con 12 personas y la red 

asociada como sigue: 

fig. 2.6 

Se desea obtener la solución mediante los programas basados eri lcis 

algoritTos Prim y Tarjan. 

tr:····· 
" ·~ .. 
-:·-·· ., - . ··: ... 
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El arbol de expansion minima es 
Nodo Nodo 
In:i.ci11l Fi r-..:i.l 

1 2 
1 9 
3 4 
4 11 
5 6 
6 7 
6 12 
7 8 
9 11 

lO l :!. 
11 12 

La longitud del arbol es 63 

32 
J¡ 
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C A P I T U L O III 

EL PROBLEMA DEL APAREAMIENTO MAXIMO 

Un problema básico de la optimización discreta es el denominado 

problema de apareamiento máximo cuya estructura conceptual es sencilla, 

pero determinar su solución es complicado. Un aspecto esencial de este 

problema es que siendo un problema combinatorio se puede resolver 

utilizando métodos de gráficas. Esta observación hace conjeturar qL1e 

existen propiedades en este problema que son generalizables como 

veremos en el capitulo cinco, dicho problema tiene relación con algunos 

aspectos de matroides. En este capitlo se describe este problema, sin 

embargo se analiza el caso de gráficas bipartitas y SLI co1~repondi ente 

solución. 

Este capíto se desarrolla corno sigue: En la primera sección se 

describe el problema de apareamiento en cualquier gráfica, su análisis 

en la segunda sección, y en las otras dos secciones se analiza el caso 

de gráfias bipartitas y SU correspondiente solLtción. Se incluyen 

ejemplos que se resuelven con los p~ogramas de computadora descritos en 

el apéndice. 
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3.1 Descripción del Problema 

Definición 3.1. Dada una gráfica simple G= <V,E), se dice que el 

.conjunto EocE es un apareamiento en G si no existen dos aristas de Eo 

adyacentes entre si. 

Se observa que si Ea es un apareamiento y entonces 

apareamiento. 

Definición 3.2. Un vértice v es saturado por un apareamiento si 

alguna arista de Eo es unida a V y S<Eo> denota e1 conjunto de· 

vértices saturados. Los nodos que no son incididos por ninguna arista. 

_de E.:. se 11 .:-.man expuestos. Un apareamiento que 

vértices de G es llamado perfecto. 

1 
EJEMPLO 1 

Consi déres-e 

Definición 

la 

3. 3. 

gráfica de 

Dada una 

la f i g. 3.1 cuyo 

fig. 3.1 

gráfica G=<V,E) 

apareamiento máximo <PAM> consiste en determinar 

satura todos 

apareamiento 

el problema 

un apareamiento 

má~ima cardinalidad. Es claro que un apareamiento perfecto es máximo~ 

los 

de. 

~.......;;c.:_~.;....;...;.;...;..~...;-. .. ,¡.,¡-.3 

.. 
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EJEMPLO 2 

EL PROBLEMA DEL AJEDREZ TRUNCADO 

Considérese un tablero de ajedrez que tiene truncados los e>:tremos 

derecho inferior e izquierclo superior (f i g. 3.2.a). Se tienen 31 

fichas, cada una cubriendo dos cuadr-os adyacentes del tablero·. ¿ Es 

posible cubrir 62 cuadros con 31 fichas?. Este problema es equivalente 

a encr.Jntrar el apareamiento má:< i mo en una gráfica cuyos vértices 

corresponden a las cuadras del tablero (fig. 3.2.b), y se dice que dos 

n·ados son adyacentes si repres:-entan cuadros adyacentes. 

J ., 
... 

1 

·fig. 3.2.a fig. 3.2.b 

Por la forma en que se han eliminada 1 as cuadros del tablero 

~úm~ro de cuadros negros y blancas no es el mismo, difieren en dos, 

debido a esto no e:·: i ste un apareamiento perfecto, sin embargo cada 

arreglo de fichas cubre el mismo número de cuadros negros y blanco~. Se 

observa que en el tablero completa se tienen el mismo número de cuadras .. 

negras y blancos par la que el número de fichas necesarias para cubrir 

los cuadros no es fácil de calcular. Esto se debe a que se consideran 

todas las posibles combinaciones de aparear las c~adros. En 

de este tipo es necesario recurrir a la teoria de apareamiento y 

algoritmos desarrollados en este marco. 
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3.2 Análisis del problema de apareamiento máximo. 

En esta sección ~e anal~zan los resultados básicos ~e la teoria en 

cuestión. 

DefiniciOn 3.4. Una cadena P={v 1 ,v 2 , ••• ,vk} cuyas aristas pertenecen 

alternativamente a E 0 y E-Ea se llama cadena al ter nante. Una cadena 

~alternante entre un par de vértices expuestos se denomina aumentante. 

EJEMPLO 3 

Considérese la gráfica del ejemplo 1 (fig. 3.1>. 

Lema 3.1. Sea G=<V,EJ una gráfica simple y no dirigida, sean E0 y E 1 

1 
dos apareamientos de G. Considérese la gráfica parcial G ' = <V , E,::.E&E 1 > , 

entonces cada componente conectada de G' es de alguno de estos tipos: 

a> Un vértice aislado~ 

b) Cielos elementales de longitüd par cuyas aristas están 

alternativamente en Eo y Ei. 

e> Cadenas alternantes cuyas aristas están alternativamente en E6 y 

E 1 , los nodos inicial y final de la cadena son ambos no saturados en 

uno d~ los apareamientos. 
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Demostr-ación 

Sea v8V entonces: 

V es el e:-: tremo de 

alguna arista en Eo-E1 y ninguna otra arista de Ea-E1 es unida a v, ya 

que Ea es un apareamiento; y ninguna arista de E 1-E 0 es unida a v. Se 

a~irma que v6S<E1>, pues si vBS<E1> alguna ar-ista de E 1 es unida a v y 

entonces v8SCE1-E~>, lo cual es falso. De donde y por tanto 

existe uMa única arista en Eo-E 1 unida a v. 

2. existe una l'.1n i ca 

arista de <E1-Eo> Y una única arista de <Eo-E 1 ) unida a v. 

Puesto que los tres casos son e>:hausti vos el grado de la 

gráfica ~arcial G' es dos. Por lo que las compnentes conenctadas de G' 

debe ser de alguno de los tipos descritos. 

# 

Como consecuencia del lema anterior es posible establecer el 

resultado básico que caracteriza a un apareamiento máximo Y. sirve de 

base para establecer los métodos de solución. 
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Teorema 3.1. Un apareamiento Eo es rnaximo si y solo si no e>:isten 

cadenas aumentantes. 

Si Eo es un apareamiento máximo para el CL\al e:·:i ste una cadena 

aurnentante, al intercambiar las aristas de Eo por 1 as que están en 

<E-Eo> se obtiene un nuevo apareamiento E 1 tal que #E 1 =#E0 +1 por lo.que 

Eo no es máximo. 

Supóngase que para el apareamiento E.:. no e:-:isten cadenas 

aumentantes. Sea E1 un apareamiento máximo, entonces satisface la 

condición anterior y así entonces las cadenas 

alternantes de la gráfica parcial G' definida corno en el lema, son de 

longitud par y por tanto #E0 =#E1, de donde el apareamiento es máximo. 

# 

3.3 Apareamiento en Gráficas Bipartitas 

Teorema 3.2 <K6ning>. Para una gráfica bipartita G=<U,V,E> el máximo 

nl.'.lmero de aristas en un apareamiento es igual a min{,¡t(V-A>+#F- 1 <A>}. 

Demostración 

Considérese la gráfica asociada a un problema de tr;:ansporte 

vértices UuV y nodos fuente y sumidero s y t respectivamente, cada 

elemento u18U es unido a la fuente s por un arco <s,u1> con capacidad .. · 

uno y el vado sumidero t es unido a cada nado v_,ev por un arco (v_,,t) 

de capacidad uno. Por óltimo cada nodo u 1 es unido al nodo por 
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Para un conj Ltnto A~U 1 a demanda tótal de A es #A. El flujo 

que puede ser enviado a A es igual a #FCA), asi un flujo en la gráfica 

define un apareamiento. Se dice que u~ esta apareado con si la 

unidad de flujo pasa a través del arco <u •. ,v.:J>, i nVE'rsamente cada 

apareamiento define un flujo. 

-fig. 3.3 

1 
Al replantear el PAM como uno de flujo, se desea determinar el 

máximo flujo entres y t. Por el teorema A.1 

Máx #Eo= #U-min {#FIA>-#A} 

=min {#(LJ-A)+#FCA>> 

# 

Definicion 3. 5. Si una gráfica bipartita G=<U,V,E> tiene 

apareamiento que satura a todos los vértices de U se dice que U 

·ser apareado hacia el interior de v. Si este apareamiento 

satura todos los nodos de V se dice que U puede ser apareado sobre V. 

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del. teorema 3.2. 
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Teorema 3.3. En una grZlfica bipartita G=<U,V,E>, u 

apareado hacia el interior de V si y solo si #F- 1 <A>>=A <A~V> 

Demostración 

Por el teorema anterior U puede 

#U=máx#Eo=min {#(LJ-A)+#F- 1 <A>> 

equivalente a 

o bien 

por tanto 

ser- apar-eado con 

min{#F- 1 <A>-#A}=O 

#F- 1 <A) -#A >=O 

#F- 1 <A> >=41'A 

V si 

# 

puede SE!r 

y solo si 

3.4 Algar-itmo 

Bipartitas 

para determinar el Má;-:i mo Apareamiento en Gr-áfi cas 

Propósito. Determinar el máximo apareamiento. 

El algoritmo esta basado es los teoremas 3.2 

resuelve el problema como uno de máximo flujo 

y 

y 

3. 1, es 

deter-mina 

decir, 

cadenas 

aumentantes sobre gráficas au:-: i 1 i ares que constr-uye. El algoritmo 

requiere como datos la gráfica bipartita G=<U,V,E>. 

Descripción del algor-itmo 

BEGIN 

FOR ALL v6VuU DO mate<v>:=O 

BEGIN 

FOR ALL vBV DO exposed(v):=O; 

A: =Ql 

FOR ALL lu,v>BE DO 

IF matelu>=O THEN exposedlv>:=u ELSE 

IF mate<u>~v THEN A:=Au<v,matelu>>; 
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·'": 

Q:=0 DO 

FOR ALL v6V DO IF matelv)=O THEN Q:=Qu{v}, label lv):=O; 

WHILE Q;60 DO 

BE::GI N 

Sea v un nodo en Q; 

elimine v de Q; 

IF exposed(v)~O THEN augmentlvl, go to,_~tage; 
,, 

FOR ALL v' no etiquetado tal que <v,v•)SA DO 

labellv'l:=v, Q:=Qu{v'}; 

END 

END 

END 

¡ 
PROCEDURE 

.IF label lv)=O THEN matelv) :=e:-:posedlv), mate( e:-:posedlv)) :=v; 

ELSE BEGIN 

e:-:posed ( 1 abel lv)): =mate (y); 

matelvl:=exposedlv) 

21ugment llabel (v)) 

END 
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Teorema 3.4. El algoritmo resuelve correctamente el problema de 

apareamiento gráficas bipartitas G=<U,V,E) en un esfL1erzo 

computacional del orden de D<min(#LJ,#V)#E. 

Demostración 

El algoritmo termina cuando no hay trayectorias en las 

auxiliares de un nodo expuesto de V a un nodo no etiquetado. por la 

construcción de las gráficas auxiliares no hay trayectorias aumentantes 

en G respecto al apareamiento y por el teorema 3.1 este es óptimo. 

Se observa que el apareamiento en G no puede ser mayor que el 

min(#LJ,#V), ya que cada trayectoria aumentan te agrega en uno el 

apareamiento de donde se tiene un esfuerzo computacional del orden 

de mfn(#U,#V). La construcción de la gráfica auxiliar y al cálculo del 

arreglo eJposed requiere de un esfuerzo del orden de O (#E) , esto se 

debe a que tiene #E aristas. Las trayectorias en las gráficas 

son d¿,das en Lln esfuerzo O(#A)=O(#E), finalmente el 

apareamiento requiere de un esfierzo O <#V>. Por tanto se sigue el 

teorema. 

# 
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C A P I T U L O IV 

GRAFICAS Y MATROIDES 

Las propiedades matemáticas que presentan los conjuntos de 

linealmente independientes en un espacio son semejantes 

propiedades de los árboles y de sus subgráficas. Este hecho ha 

la atención de algunos matemáticos y los motivó a construir una 

ve•ctores 

a las 

llamado 

teorJ a 

que resumiera tales propiedades y sirviera de base para el estudio y 

solución de otros problemas matemáticos, esta teoría corresponde a las 

matroides. El propópisito de este capftulo es describir la relación que 

existe entre gráficas y matroides, asi como unificar algunos de los 

resultados que existen sobre métodos de solución de matroides aplicados 

a gráficas, especfficamente el problema del árbol de e:::pansi ón mfnima 

tAEM>. 

Este capitulo se desarrolla como sigue: En la primera sección se 

describen aspectos básicos de matroides, la relación de matroides con 

gráficas en la segunda sección. La relación del método de solución del 

AEM con el algoritmo GLOTON en matroides se describe en 

cuarta sección. 
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4.1 Aspectos básicos de matroides. 

Definicion 4.1 Un sistema de subconjuntos S=<E,I) consiste de un 

conjunto finito E y una familia I de subconjuntos de E cerrada bajo la 

inclusión. A los elementos de I se les llama indepe~dientes, y al resto 

dependientes. 

EJEMPLO 1 

Sea E el conjunto de columnas de la matriz A de orden nxm, y sea 1 

la colección de columnas linealmente independientes de A. Entonces 

S=<E,I) es un sistema de subconjuntos. 

EJEMPLO 2 

Sea G=<V,El una gráfica no dirigida y T=<VT,ET> un subárbol de G, 

' entonces S=<E,M) es unsistema de subconjuntos donde Mes la colección 

de subárboles. 

ELJEMF'LD 3 

Sea G=<V,E> una gráfica como en el ejemplo anterior, sea M una 

colección de vértices apareados en G entonces S=<E,Ml es un si terna de 

subconjuntos. 

A partir de la definición anterior es posible establ~cer el concepto 

de matroide que es de suma importancia en el presente trabajo. 
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Definicion 4.2. Una matroide M=CE,I> es un sistema de subconjuntos 

tal es que: 

a) 1-.r-r¡.1 

pertenecen a la familia I ' conteniendo p y p+1 

elementos respectivamente, entonces existe un elemento tal 

que lp+e pertenece a I. 

EJEMPLO 4 

Considere el sistema de subconjuntos S=CE,I> del ejemplo 1, entonces 

si lp,Ip-1 son conjuntos de vectores linealmente independientes con p y 

p+1 elementos Cp<m> es claro que existe un vector tal 

!p+e es un conjunto de vectores linealmente independientes. 

Teor~ma 4..:..1...:_ Se.:1 M=-:. <E ,I) un sistema de 
1 

siguientes postulados sen equivalentes: 

a) M es matroi de 

subconjuntos, entonces 

que 

1 os 

b) Si A es un subconjunto de E e I , I ' son subconjuntos ma:·: i mal es 

independientes de A, entonces #I=#I'. 

Demostración 

Si M es matroi de e I, I' son sL1bconj Llntos independeientrs 

tales qu~ #I<#I', entonces existe un subconjunto I' ' de I tal que 

#I '=#I-1. Ahora se aplica la definición de matroide a ios subconjuntos 

I · , I; entonces e:·: i ste un elemento e6I' '-I tal que I+e6I, lo que 

contradice la condición de maximal del conjunto I. Por tanto #I=#I 

-46-
~·.~ :, ,•' 

:· .;·,: , ... _. ;,:;., ... ,:. :;_,'.~~·s~~ 



En forma inversa, sean I.,,,I.,, ... 1 subconj Ltntos de I con p y p+l 

elementos respectivamente; sea A= I.,,UI.,, ... ,., entonces para AcE e:·: i sten 

subconjuntos maximales I,I de A en I, y además e:·:i ste e8I ., ... 1 -1.,, tal 

que !p+e pertenece a I, por tanto M es matroide. 

# 

El teorema anterior permite identificar una matroide sin recurrir 

directamente a la definición 

ºefinición 4.3. Sea M=CE,I> una rnatroide y AcE el rango de A, 

denotado por RCAl, es la cardinalidad de los SLtbconj untos ma:·: i mal. es 

cont.eni dos en A. 

En el ejemplo 1 el rango de la matriz A es el má:< i mo nt.'.1mer-o de 
1 

~ectores columna linealmente independientes; y en el ejemplo 2 los 

árboles para una gráfica con n nodos tienen n-1 arcos. Por un 1 ado 

sabe que el rango de una matriz y los árboles tienen una estrecha 

relación con algunos conceptos como el de base, dependencia e 

independencia lineal lo que permite intuir que algunos conceptos del 

algebra lineal pueden ser extendidos a la teoria de matroides. Por otro 

lado como consecuencia del teorema 4.1 el rango de los subconjuntos de 

E esta bien definido lo que permite definir los conjuntos rna:·: i mal es 

independientes como bases. 

Asi como en el algebra lineal existen teoremas para car-acterizar las 

bases, también existe uno con el mismo fin en la Teo. de Matroides. 
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Teorema 4.2. Sea B el conjunto de bases de una matroide entonces 

a) B~~ y ningun conjunto de B contiene a otro propiamente. 

b) Si B1,B2GB y ei ~s cualquier elemento de B 1 , entonces e:·:i ste un 

Demostrac:i. ón 

El postulado a) es inmediato. Sea p+1=#Bi=#B2 entonces #CB 1 -e 1 )=p de 

# 

En el caso de una gráfica con n nodos si y T 2 son árbol es 

diferentes, y e 1 es una arista arbitraria en Ta, entonces e:·: i ste una 

arista e:;z8T2 que al ser a~adida a T 1 forma un unico ciclo teo. 1. 2) 

pero al ser eliminada ele Ti+e2 desaparece el ciclo 

formandose asi un nuevo árbol. Se observa que este teorema establece 

los cambios de base lo cual es común en 1 os algoritmos básicos de 

programación lineal. 

Cabe seRalar que una matroide M esta completamente definida por 

colección B de sus bases, es decir, dada B la familia I pL1ede 

e:·:presada como I={I: IcB para alguna BBB:.l·. 

Otro concepto relacionado con el algebra lineal y ·gráficas es ei 

siguiente: 

Definición 4.4. Sea M=CE,I> Lln amatroide, si DcE es tal que oet 

entonces D es llamado dependiente y un conjunto C mini mal dependiente· 

es denominado circuito. 

.. 
~i;~· ::;: .. ~<.' 
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Un circuito en el ejemplo 1 es un conjunto A de vectores linealmente 

dependiente y tal que al ser eliminado cualquier elemento v de A, el 

nuevo conjunto es linealmente independiente; en el ejemplo 2 un 

circuito es un ciclo en un gráfica. 

Un teorema relacionado con este concepto y muy importante en la teo. 

de matroides es el siguiente. 

Teorema 4.3. Sea IGI y eGE. Entonces I+eeI o I+e contiene 

circuito. 

Demostración 

un dnico 

Supóngase que I+eEI, entonces I es 

afirma que C es un circuito. 

base. Sea C={c: I+e-c6l}, se 

a. C es dependiente. Supóngase que C es independiente entonces CBI, 

por lo que C puede ser extendid~ a una base es decir #C=#I. Asi C=I+e-d 

para alguna dSE Cteo. 4.2), pero de la definición 

una contradicción • 

de e, dSC lo cual es 

b. C es minimal ya que CcI+e y si cBC entonces C-ccI+e-c y como 1 es 

cerrado bajo la inclusión C-cSI, de donde Ces minimal. Por tanto C es 

un circuito. 

Sea D otro circuito entonces DcC Cya que e es mini mal) 

existe cBC-D tal que DcI+e-c, pero I+e-cGI por lo que D 

circuito. 

Por tanto C es un dnico circuito. 
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I< 

El ~ltimo concepto que se presenta aqui sobre matroides relacionado 

con algebra lineales el de generador. 

Definicion 4.5. Un generador de A (AcE) es un un conjunto de m;h: ima 

cardinalidad S de A tal que el rango de S es igual al rango de A. 

En el ejemplo 1 un generador de A es cualquier subconjunto de máxima 

cardinalidada A'cA que genera el mismo subespacio vectorial que A. 

Teorema 4.4. Cualquier subconjunto A de. E tiene un ~tni CD generador 

definido como SpCA)={eBE: RCA+el=R<A>> 

Demostr21ci ón 
1 

Sea e6S un generador de A, se desea demostrar que S=Sp(A). 

Sea eBS y supóngase que RCA+e)~RCA) entonces RCA+e>>R<A>; como S es 

un generador RCSl=RCA+e) de donde R<S>>RCA), lo cuales falso por lo que 

ScSp<A>. 

Sea eSSp<A> entonces RCa+e)=RCAI asi una base de A es una base de 

A+e y por ende del generador de A, SpCA), por lo tanto RCSp<A>>=R<A>. 

Puesto que RCA>=RCS> se tiene que R<SpCA>>=RCS> y ya qLte ScSp CA) se 

concluye que SpCAl=S. 

# 

Es claro que si B es una base Sp<B>=E, esto significa 

matroide se puede generar a partir de una base. Un conjuntp A 

igual a su generador se llama cerrado. 
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4.2 Relación de Matroides y Gráficas 

En la sección 4.1 para ejemplificar cada uno de 1 os conceptos se 

utilizan basicamente una matriz y una gráfica simple (ejemplos 1 y 2 

respectivamente) asi mismo para los teoremas. Esto no es casualidad 

pues existen dos clases de matroides, llamadas Matric y Gráficas, las 

que están relacionadas con estos ejemplos. Sin embargo en esta seccion 

solo se explica la relación gráficas-matroides en el siguiente teorema. 

Teorema 4.5. Considarese una gráfica simple y no dirigida G= <V, El • 

Sea M=<E,Fl un sistema de subconjuntos, donde F es la familia de 

subconjuntos de E que !:',on bosques generadores. Entonces M es una 

matroide, inversamente una matroide donde E es Lln subconjunto de 

parejas <u,v> y u,v SV y F como se definió anteriormente es la matroide 

1 f 
asoci ,=ida a una gráfica simple no conectada G=<V,El. 

Demostración 

La condición al del teorema 4.2 es obvia. 

Sea A un subconjunto de E, En la gráfica A correspende a una o más 

componentes conectadas, para cada una existe Ltna fami 1 i a de árboles 

generadores, por lo que existen una familia de bosques generadores de A 

que corresponden a las bases, y tienen la misma cardinalidad <teo. 

·.4.ll. Por tanto M=<E,F> es Ltna matroide. 

Ahora si M=<E,F> es una matroide de las características sefialadas es 

obvio que se genera una gráfica simple y conectada. 

.~ ~' 
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4.3 Matroides y el Arbol de Expansión Mínima. 

Ahora cabe preguntarse como establecer la realación del problema del 

AEM en términos de matroides. En lugar de recurrir directamente al 

problema se recurre al problema alternativo el árbol de peso má>:imo. 

Par el teorema 4.4 se sabe que la gráfica G=<V,El se puede representar 

por medio de una matroide M=<E,Fl, donde F es la familia de de los 

bosques generadores. Por un 1 ado un árbol se rep1~es.enta en una matroi de 

por medio de una base para el conjunto E. Por otro lado el peso má:-:imo 

de uri árbol equivale a la asignación de peso y un orden a los 

elementos de E, en consecuencia el prciblema del AF'M equivale a 

dete~minar una base de máximo peso, elemento a elemento, que cualquier 

otra base. 

Al establecerse lo anterior es deseable encontrar un algoritmo 

' basado en la teoria de matroides que resuelva correctamente el APM, a 

continuación se desarrolla la teoria necesaria para esto. 

Definicion 4.6. Una ponderación del conjunto E es la asignación de 

~esos a los elementos de E. 

Cualquier ponderación de los elementos de un conjunto induce Ltn 

orden lexicográfico sobre sus subconjuntos. En particular, si M=<E,I l 

es una matroide una ponderación de E induce un orden 1 e:-: i cográf i co 

sobre los conjuntos independientes de r. 
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subconjuntos independientes, los cuales están 1 i stados en orden 

decreciente respecto al peso. Entonces r~ es mayor lexicográ-ficamente 

que I2 si existe alguna k tal que w (.:\._) >=w (b._) para i=l ,2, .• . ' k-1 y 

"''<a ... > }¡..¡ Cb ,.,) ; en otro caso w (a"- > =w < b "· > para i=1,2, ... ,n <m>n>. Un 

conjunto que es mayor o igual que otro conjunto es 11 amado máximo 

lexicográ-ficamente. 

E~ claro que un conjunto independiente máximo lexicográficamente es 

una base, y si todos los pesos de los elementos son distintos entre si 

esta base es ónica. 

T eo1- e ma. __ 4_. _6 ___ <_R_' a_d_o__.,'--_E ___ d_m_o_n_d_s_>_. Sea I una -familia de conjuntos 

independientes de una matroide .M=<E,I), entonces 

1 
a> Para cualquier ponderación no negativa de los elementos de E un 

conjunto máximo lexicográ-ficamente tiene peso máximo. 

b) Si M=CE,I> es un un sistema de subconjuntos para el cual I#(Z) y 

q~e satis-face a) es una matroide. 

Demostración 

Supóngase que una base má:·: i ma 

lexicográ-ficamente que no tiene peso má:·:imo. Sea I la f.:omilia de 

·conjuntos independientes de una matroide ponderada, y sea 

I={a:1.., a:z, ... , an} cJtro conjunto independiente cuyos elementos son 

indexados en orden decreciente resp~cto al peso <w<a .. >>w<a ....... >>, se· 

afirma que no existe k tal que w(bk)(w(ak), pues de existir alguna 

esposible definir los siguientesconjuntos independientes 

B1-c:1={b1,b:;?, .•. ,b~o:-1} 
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entonces para alguna i C1<==i<=k) el conjLmto 

es independiente y lexicográficamente mayor que B, 1 OCLtal es una 

contradiccióri. Entonces w<bk>>=w(ak) para toda k, por 

conjunto maximal independiente de máximo peso. 

tanto B es un 

Ahora supóngase que M no es matroide, entonces e:-:i ste 

subconjuntos maximales I,I' de A en l tales que#!(#!'. Para 

~ea d>O y suficientemente pequeRo, entonces 

sigue: 

1+d si e8I 

1 si eGpI.-I 

se 

>de>~ { 

o si eGE-CiuI .) 

define el 

AcE y 

cada 

peso 

dos 

e BE 

como 

Entonces I esta contenido en un conjunto má:-: imo lexicográficamente 

cuyo peso es menor ~ue el de ! 1 Es decir, para cualquier ponderación 

·no negativa de elementos en E e>: i ste un conjunto má:·: i mo 

le~icográficamente en I que no 

matroide. 

tiene peso má:·: i mo. Por tanto M es 

La demostración del teorema 4.5 afirma que una base máxima 

lexicográficamente no solo tiene peso máximo, sino que la base es mas 

pesada elemento a elemento que cualquier otro conjunto independiente. 

Es decir, si Bes una base máxima lexicográficamente e I es un conjunto 

indeperidiente el peso del elemento k mas pesadd de B es al menos 

elemento k mas pasado de I; esto se cumple para cualquier k. 
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Ahora se sabe que para una matroide existe un óptimo, en particular 

para una matroide gráfica, y el objetivo es entonces determinarlo por 

medio de un algoritmo basado en la teoria de matroides llamado GLOTON. 

4.4 Algoritmo GLDTON 

F'r·opósi to. 

Determinar un conjunto máximo lexicográficamente en una matroide 

M.= <E, I) • 

El algoritmo selecciona 1 os elementos de la matroide en orden 

respecto al peso, rechazando aquellos que destrL1yan la independencia 

del conjunto hasta ahora determiriado. 

Descripción del algoritmo GLOTDN. 

BEGIN 

I: =IZl 

l>.IH I LE Eif-0 DO 

BEGIN 

Sea eBE cuyo peso es máximo; 

ENTONCES E=E fe} 

IF I+eS] THEN I:=I+e 

END 

END 

Se observa que el algoritmo PRIM es de este tipo. 
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E.JEMPLO 5 

Dada una gráfica D=<V,E>y un peso w<el>=O para 
cada e GE se pL1ede 

encontrar Llna base B de A con peso máximo, donde B es una 

solo si dos arcos de B na tienen el mismo nodo terminal 

fig •. 5.1 

Al aplicar el algoritmo se tiene: 

ite1~ación 1 

E=E-CC4,3)} e I=C<4,3)} 

iteración 5 

E=E-{ C4,3), 12,4), 11,2>, 
<3,5), <2,1>} 

(3,5)' (2,1)} 

7 

SolLlción óptima 

.,.-56-
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C A P I T U L O V 

.. 
~ 

APAREAMIENTO MAXIMO EN GRAFICAS BIPARTITAS Y MATROIDES ' 
En este capitulo se analiza la relación del problema del 

apareamiento máximo con las matroides, este problema se plantea como la 

intersección de dos matroides partición y los conceptos utilizados en 

el PAM se generalizan. 

El capítulo contiene dos secciones unicamente, en la primera se 

plantea el PAM y se definen los conceptos necesarios para llegar a los 

resultados básicos del apareamiento, estos resultados se presentan 

la segunda sección. 

5.1 Gráfifas Bipartitas y Matroides 

Considérese la gráfica bipartita G=CU,V,E> y sea M una familia de 

apareamientos en G. SI M=CE,M> es una matroide, entonces cual qui e~ 

conjunto maximal independiente es máximo, es decir, una base de M es un 

apareamiento de máxima cardinalidad, sin embargo en la fig. 5.1 se 

muestra una gráfica bipartita en donde el apareamiento es una base de 

una matroid~ pero no es de cardinalidad máxima. Esto se debe a que una 

gráfica bipartita no es propiamente una matroide~ pero es la 

intersección de dos matroides partición. 

' ·~ .· ::~:;~ 
. ··.·: 

·····:; 

' 
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fig. 5.1 

Para establecer la afirmación anterior es necesario enL1nci ar . y 

demostrar el siguiente teorema. 

Teorem.¡3. 5. 1. Sea E un conj Ltnto finito una 

partición del conjunto E. Un subconjunto I de E es independiente si y 

solo si no existe n dos elementos de I en el mismo conjunto de P, es 

decir, #CinE~><=1 j=1, .•• ,p. Entonces MP=IE,I> es una matroide llamada 

partición. 

Demostración (se omite) 

Considérese una gráfica bipartita, simple y no diri~ida G=CU,V,E>. 

Sea P1 una partición de E que define una relación de incidencia en 1 os 

nodos de U, análogamente P2 define una relación de incidencia en 1 os 

nodos de V. Al considerar estas particiones es posible establecer el 

teorema que relaciona el PAM con la intersección de matroides. 

·':.-;; 

,, . 

:;~;/ :,:1.if:,:." ·: ~<:.:-"<: •", 
·,:.;~ . . ~·:: :;: ":, : .... · _:·.·~~-.:f.·.·~_:-:./:: .. ··. 



Teorema 5.2. Sean Mi=<E,11> y M""'=<E,I2> las matroides particie>n 

determinadaas por las particiones P1 y P2 respectivamente, entonces un 

subconjunto! de E es un apareamiento en G si y sol D· si I es la 

intersección de Mi y M3. 

Demostración 

Si I es un apareamiento no existen dos aristas de I que compartan el 

mismo nodo en U, y tampoco existen dos aristas en I que campar-tan el 

mismo nodo en V. Es obvio que IBI1nl2. 

entonces #(InE~><=1 j=l, .•• p y #(InEk><=1 k=1, ... ,m; por- tanto I define 

un apareamiento. 

EJEMPLO 1 

Considérese la gráfica bipartita de la -fi g. 5. 1 entonces 1 as 

par-ticiones son: 

y 

Definición 5.1. El problemma del máximo apareamiento <PAM) consiste 

en determinar un subconjunto I independiente en la intersección· I:i. n .12 

cuya cardinalidad sea máxima. 

A continuación se establece en términos de matroides los conceptos 

equivalentes a las cadenas alternantes y aumentantes, cuyo nombre es 

ahor-a sucesiones. 

,::.;. 
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Sea I cualquier subconjunto independiente en y se desea 

construir una sucesión aumentante respecto a I como sigue. 

El primer elemento de la sucesión es tal que I+e1 es 

independiente en Mi; si I+ei independiente en la sucesión esta 

completa, pero si I+ei es dependiente en M2 y entonces I+e1 contiene un 

único ciclo en Mz Cteo. 4.3) y entonces existe un elemento e 2 -ei en el 

circuito tal que I+ei-ez es i nclependi ente en y M:z. Sea e:s 

CjL!e I+e::.: 

no lo es, de donde tal elemento esta en el generador de I en 

<Sp1(!)) y no esta en el generador el e Si 

anterior e:·: i ste un 

elE?mento e,...-e:;,,: tal c¡L1e I+e 1 -e:;;,+e;:z-e 4 es independiente en Mi y M:.;,,; este 

procedimiento se continua sucesivamente hasta obtener S=<ei,e:z,e3, •.. > 
1 

la sucesión deseada.Se observa que al aRadir los elementos ei,e~,e~, ••• 

se preserva independencia en Mi pero se crea dependencia en y al 

eliminar los elementos e2,e4 ,e6 , ••• se establece independencia en M1 y 

M2 simultaneamente. Esta forma de constriur conjuntos independientes en 

M 1 y M2 es enteramente análoga a la forma de construir la incidencia de 

arcos en el conjunto U, junto con la incidencia de los mismos arcos en 

el conjunto V en la formación de cadenas en el F'AM. Lo anterior se 

puede escribir formalmente como sigue: 

Definición 5.2. sea I en la intersección de dos matroides 

y M:z=<E,I:z>, y sea Llna sucesión de elementos 

diferentes, donde e._BE-I para i impar y e._er para i par. Sea 

S1=<e1,e2,e~, •.. e._} para i<~s. Se dice que Ses una sucesión alternante 

respecto a I si : 
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De-finición ::¡.:::::. Una sucesión Ses c;1urnentante respecto a I, si #S es 

~:::\:"· .. ::; 

impar e rmser,.,,. 

EJEMPLO 2 · 

Considérese la gráfica 

a. I+e1={e1,e2 ,e,..,e.,,,} BI1 
1 

bipartita de la 

b. I+e1-e2={e1,e4,e9} SI2 y I+e1-e2=IGlS2 BI2 

De a. se obtiene la condición 5.2.a) 

De b. y d. se obtiene IeS2 , res .... er,,,, condición 

De c. y e. se obtiene res~_,. , IeS,,,GI1 condición 

De e. se observa que IeS,,,Bl2 por lo qLte 

aurnentante. 

\•,,.:.'.·~> "' ·:~', ' 

-f i g. 5. 1 y el 

5.2.b) 

5.2.c) 

s es una sucesi óri 



De las definiciones 5.2 y 5.3 se concluye que si una intersección 

admite una sucesión aumentante esta no es de cardinalidad máxima. Esto 

es, se tiene una parte del teorema 3.1, sin embargo el inverso no es 

obvio. Para demostrar el inverso es necesario definir L1na gráfica 

frontera, este concepto permite construir una gráfica bipartita cuyos 

nodos son los elementos del conjunto I y los arcos del ap~reamiento en 

G=<U,V,E). 

De~inicion 5.4. Dada una intersección I, la Gráfica Frontera BG < I > 
es una gráfica bipartita y dirigida construida en la siguiente forma: 

a) Para cada Eh8E-I tal qL\e e:1. f3Sp 1 ( I) e:1 i ste un arco <e..:1,e._) 

dirigida o de cada e..:18C._ 1 -e._, donde c._ 1 es el único circuito de I+e._ en 

b) Para ce-ida e._8E-I tal que e._6Sp 2 C I) esiste un arco 

dirigido a cada e..:18C._ 2 -e:1., donde C:1. 2 es el dnico circuito en I+e:1. 

Se observa que la súbgráfica BG 1 (1) contiene los arcos dirigidos 

I a E-I y la subgráfica BG 2 (1) contiene los arcos en dirección inversa. 

EJEMPLO 3 

Se desesa determinar las gráficas frontera de la i nt ersecc i ón 

-:.1·;:-
., '.·, 
. ,",':' < ; . . _, ' «· ... ~ ·~ . 

ii 
'· .. -·~~· ::_?.;.(~¡~;v;.~;~~ -62-



1 
{e1 .BE-I: e 1 ICSp,..(l)}= {e,,,,,e.,.} <sumicler-os) 

Se hace notar que cualquier sucesión aumentante se identifica con 

una trayectoria fuente-sumidero en la gráfica fr-ontera, pero el inver-so 

no es obvio,; es decir, una ~ráfica fr-onter-a no necesariamente induce 

una sucesión aumentante, a menos que la sucesión en BG < I > no ad mi ta 

atajos. 

Definición 5.5. Se dice que una sL1cesi ón ad mi te 

atajos si existe 0n arco (ek,e~ en BGCI>, donde 1<=k<=J-2<=s-2. 

-63.- :: "/í·\·'. 
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5.2 Resultados Básicos. 

Lema 5.1. Sea S={e 1 ,e2 , ... ,e .. } una trayectoria fuente-sumidero en 

BG<I> la cual no admite atajos, entonces S es una sucesión aumentante 

respecto a r. 

Demostración 

Puesto que S es una trayectoria fuente-sumidero e1 es una fuente y 

asi I+e1Sl con lo que se obtiene 5.2.a). 

Sea i par. Se desea demostrar que Sp2Cres~>=Sp2<I>. F'ara demostrar 

esto se procede en orden inverso, es decir, se a:aden los elementos 

Si I+e&- 1 contiene un único circuito C&-1 2 en M::z, donde e '· BC •· - 1 ::.~ , 

1 
entonces Sp2<I+e~-1-e~>=Sp2CI>. Supóngase que Sp2 < I <"' > l =Sp2 C I) , donde 

Si r<k>+ek-2 contiene un l.'.lnico 

.circuito en en el cual se sigue que 

Sp
2

<Ic1<:-
2

,=Sp,.,,<I>. Asi Sp2<I<1>>=Sp 2 CI> donde l<i>= res~ (i par>., por 

tanto 5.2.b) se obtiene. 

Para i impar la demostración es análoga. 

# 

F'uesto que el objetivo del capitulo es llegar_ al teorema de 

existencia de un apareamiento máximo en terminas de rnatroides se hace 

hecesario el siguiente lema también debido a Kr6gdal. 

-:-64- ·/~.; . 
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Lema 5.2 <KrogdalJ. Sean I,J conjuntos independientes en y 

simultaneamente y tales que #J= #I+1. Entonces existe una trayectoria 

fuente -sumidero S en BGCIJ, donde S~I©J. 

Demostración 

Si J contiene un elemento E:t tal que ei0Sp1<IJUSp 2 CIJ entonces e:L es 

:.• la trayectoria S fuente-sumidero en BGCIJ, donde Si;:;_I<DJ. 

Considérese la partición de J-I en J :l. J::.:. donde es el 

conjunto de fuentes, J 2 los sumideros y J3 los otros elementos en J-I .• 

Sea H:t~BG:t<IJ la subgráfica inducida sobre los nodos en I<DJ. Para 

cualquier subconjunto J'cJ 2 LJJ3 existen al menos #J' nodos en I-J con 

arcos dirigidos hacia los nodos en J', ya que J' no puede ser generado 

en M1 por menos elementos que #J' en I-J. Por el 
¡ 

momento se ignoran las 

direcciones en H:t. Por el teorema de Philip Hall ( teo. se 

garantiza la existencia de un apareamiento Eo en H1 el cual cubre los 

nodos en J""'UJ::s. 

SimÍlarmente se puede formar una subgráfica H=~BG2<IJ inducida sobre 

16s nodos en I©J para el cual existe un apareamiento E:t en H2 que ~ubre 

Ahora considérese la subgráfica H~BG<I> cuyo conjunto de nodos es 

IaJ y conjunto de arcos es E 0 UE1. 

Cada componente conectada de H es siempre una trayectoria dirigida o 

un ciclo dirigido. Puesto que #<I-J)(#(j-I) al menos una cornpoí)ente 

debe contener uno o mas nodos en #(J-I) que en #(!-J) esta - cornponent~ 

es la trayector-ia fuente--sumider-o S deseada en BGCI). 
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Teorema 5.3. Sean lp, lp+1 conjuntos independientes en Mi y Mz con p 

y p+1 el E·mentos respectivamente. Entonces eHi ste Llna sucesión 

aumentante S~IP©Ip+1 con respecto a IP. 

Demostración. 

Por el lema 5.2 eHiste una trayectoria fuente sumidero en BG < I > y 

donde S~!p©lp- 1 , por el lema 5.1 Ses una sucesión aumentante respecto 

# 

Teorema 5.4. Una intersección es de máHima cardinalidad si y solo si 

no admite sucesiones aumentantes. 
1 

1 
Demostración. 

Si I es de máHima cardinalidad en Mi y M2 

tanto no admite sL1cesiones aumentantes. 

entonces y por 

Para el inverso si I no es de máHirna cardinalidad entonces eHiste ~ 

tal que #I=#J+1, entonces por el teorema anterior anterior eHiste S una 

s~cesión aL1mentante, lo cual es falso. Por tanto I es de má>: ima 

cardinalidad .• 

--:·.-.. 
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CONCLUSIONES 

Se describen los problemas del Arbol de Expansión Minima CAEM) y 

del Apareamient..o Máximo CPAM:> en Gráf'icas Bipart..it..as. 

En f'orma inicial se resuelven los dos problemas a part..ir de la 

·t.:eoria de gráficas, la solución del AEM se basa en el t..eor.ema a.1 y la 

correspondient..e a el PAM en gráf'icas bipart..it..as en el t..eorema 3.1; 

post..er i or ment..e se res u el ven los mismos problemas en el cont.:ext.o de 

mat..roides obt..eni endose en el caso del 

gráficas y la solución se basa en 

apareamient..o en el t..eorema 5.4. 

AEM la misma solución 

el t..eorema 4.5 y 

que 

para 

por. 

el 

Los 1algorit..mos present..ados a lo largo del t..rabajo se implant..an en 

una comput..adora PC. 
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Problema de Flujo Máximo. Dada una gráf'ica simple G=CU,E) con 

capacidades en los ares u ..• 
l.J 

el problema consi st..e en det..er minar el 

má.x.imo flujo cont..inuo de un nodo fuent..e.s a un nodo sumidero t que no. 

viole las rest..ricciones de capacidad. En esl,e problema se considera 

rl=O para t..oda i, y ex.ist..e un único arco cuyo cost..o es cero. 

Problema de Ruta mas Corta. Dada una gráf'ica G=CV,E) para la cual 

cada arco t..iene asociado un parámet..ro de longit.ud c .... 
l.J 

el problema 

consist..e en encOnt..rar la l-rayect..oria mas cort.a de .un nodo sumidero s a 

un nodo arbit..rario t. 



A N E X O A 

Para una gráf'ica simple G=CV, E) se def' i nen 1 os siguient..es 

par ámet.. ros: 

-Paráme~ros de los arcos. 

x .. Flujo que debe pasar at..ravés del arco o arist..a Cv .• v.), es una 
LJ L J 

variable de decisión. 

C .. Cost..o unit..ario del f'lujo que pasa at..ravés del 
LJ 

Cv., v.). 
L J 

u .. Capacidad del arco o arist..a Cv .• v.). 
LJ L J 

-Parámet..ros de los nodos . 

. r i Requer i mi ent..o del nodo v .. 
L 

Descripción de algunos problemas de redes. 

arco o arist..a 

Problema de transporte. Es un problema en una gráf'ica bipart..it..a 

. G=CU,V,E) en el que cualquier punt..o es de of'ert..a o de demanda y t..odos 

los arcos son dirigidos de los nodos de of'ert..a a los de demanda. 

Problema de Asignación. Caso especial del problema de t..ransporte 

en el que los requerimient..os son +1 o -1. 



,, 
·~· : . 

ANEXO B 

<SR+ sv+ sw+ sK+> 
~PROGRAMA ALGORITMO DE PRIM > 

ccnst inf = 9999; 
mo:·~nodos ::.: ·:10; 
var nodcs,i,J,t6,t7,nnintree,i1,J1,rninarc:integer; 
i::i re h 'I i nip : ti:·:~>~t .. ; 
st :i.ntegf2r; 

d .;i 1' ro. y [ 1. , • r;, •:1l·:1 .. , o el os , J. • , ni ü l·: n o el o!:; :1 o f' :i. n -!:, e g t'; T' ; 

1 arroy[J.,,müxnodosJ of boolean? 
procedure decide; 
V(l P 

í1 O IT1 el i ~¡ C: 

dt~C 

be<;¡ :i.n 
clr-::.5.cr; 
rep €:"!11t. 

,:;trino:;¡[:::)O]; 
eh •:iT" t 

qcd .. Dl<Y ( 1. "1)? 
write('So.lida o video, impresora o disco v/i/d '>; 
re•1d (ch": e) ; 

until dec in ['d'~'i','v~:i; 
'J ·-:it.a>~Y ( 1,. 2) ; 
e ·~A se el c·)C o+~ 

.· d, 

I i; 
I \11 

end;' 

b (::~i:;J in 
writeCimp,'nombre de archivo a disco 
reüd(nomdisc); 
assign<imp,nomdisc) 

end t. 
üS.si.r,;¡n ( i111p, 'l...ST: '); 
o.ssign ( imp ~ /CONt ') 

l~i t i.t, (·::.· l n; 
r•~~.;et ( :i. mp) 

.;~·nd; 
f'unction dif~Cb1,b2 boclean) baolean; 
begin diff' := ((bl ond not b2) or Cb2 and not bl)) 

f ) ; 

~.-, d; 
C -----------------------PROGRAMA PRINCIPAL-------------------------~ 

·beg i.·n 
d"'<:' :i. de; 

~ss:i.gn(arch,'a:datK.dat'>; 
¡·e-se:t.. <o r-c h) ; 

< Algoritmo de expansion rninima 
<El ~lgoritmo gloton) 
variables ~sado.s: 

usando el Metodo de Pr:i.rn 

n(Jdos n•.!111ero de nodos 
i • . j • t. 6 • t ;; 
nnin+,r('°e 
i:I. , .j 1 
minare 
st 
d 
1 

readln<arch,nodos>; 

a reo:1 de t r.::d:; a.jo 
numero de nodos que no eston eri el arbol 
extremos del arco que vo anexarse 
longitud del que a agregarse 
longitud total del arbol c~eado 
matriz de distancias 
vector booleano para los nodos "verdad" 
cuando un nodo esta en el orbol 

i~ Criado~ > moxnbdos) then 
begj.n 

wr:i.telnC'El prog. ha sido dispuesto para redes que tengdn a lo. mas'~1 
writelnC'nodos, si ud. quiere usar una red moyor,por •); 
wr:i.teln('fo.vor cambie la constante maxnodes en el prog.'>; 
writeln; 



.· .. 

fo r i . ·­. -
begin 

·tOT' ,j 

Hi J 
E.'n el ; 

t. .. ., ::::: o; 

1 to nodos :Jo 

·-. -·· . -... ~ 1 to nodos do d[i,JJ 
·f,:ils0· 

m:i.nCLrc: !=::: j.n·rr. 
repe•:it 

t6 : ::: té> + :l. ; 
ro;.,,peo:1 t 
readlnCarch,i,J,t7>; 
i·f (t,7 < 0) thE•n 

. -. -· inf; 

writeln('La longitud debe ser pcsitiva,trate de nuevo'); 
if <Ci >nodos) cr J>nodos)) then 

writeln('Numero de nodo demasiado alto, trate de nuevo'>; 
i ·f < C i < O) (;:. r ( .j < O) ) th E• n 

writeln<'Numero de nodo demosiado baJo,trate de nuevo'); 
u n t i 1 < ( i :i. n [ O , • n o d o s. J ;. o:in d < ,j i n [ O , • n o d e; s J ) 

ünd <tí' >==O>>t. 
if (i <>O then 
bE~c;¡ in 

d[:i.,.j] :=:. t.7; 
if Ct7 <minare) then 
bc-:;·g in 

mino;i.rc : 0=t7; 
i :l. ! :::: :i. ; 
.j 1 : ::: ,j 

encl 
fi!nd 

lj n t ;i. J. ( Í =: (_) ) ; 

{-· --------------------------------------------------------------------
Pi\80 O 

-----------------------------------------------~------------------------
l[i1J !== true; 
1 [ ,j 1 J ! := t. I' U e ; 
dU:L,.jlJ !== ···lt. 
·:.t : = mino. T"C; 

nnintree := nodos -2; 
'~~peoJ.t 

min•:irc !'"' inf; 
for i := 1 to nodos do 
for .j !== 1 to nodos do 

<-----------------------------------------------------~-----------------~ 
F'1'1SO 1 

----------------------------------------------------------------------~ 
i~ ((di~f(l[iJ,l[JJ)) 

b€·~gin 
minare := dl:i,JJ; 
i1 := :L; 
,j :J. 

l[i1J 
11:.j 1 J 

~ :::: .j 

. ·-. -· . ·-. -- tPue; 
t.ruc~·; 

o n d ( d [ i r .j J < m i n •:l l' e ) ) t h en 

st 
d [ :i. :i. ~ ,j 1 ] ' -­+ ··~ 

~,t ..f·· minCi; .. i:; 
·-d [ i 1 ',_¡ 1 J; 

nnintree := nnintree - 1 
until <<minare= inf) or Cnnintree == 0)); 

< ------------ ----------------------------------------------------------~ 
PASO 2 

i~ CmiMarc = in~) then 
writeln(imp,'No existe arbol de expansion ') 

el se 
bégin . . .. 

,._ - ,,,;,,; ~< .. ..:...:_~: _,..,, .. .! -"- 1 . 



(;n el 
end. 

writeln(imp,'Jnicial Final'>; 
fer i := 1 to nodos do 
for J != 1 to nodos do 

i -f' ( d [ Í r ,j J < 0 ) t h E• 11 

W T' i te J. 11 ( i 111 p ' Í : 4 9 
1 1 

y ,j : 4 ) ~ 
writeln(in1p,.'L.o lon9it1.1cl del orbol es 

en el; 
clo.,;;.z;(imp); 

Ir St) 



ANEXO C 

1.0 CL.S 20 PRINT Prcg~ama para obtener opareamjentos max1mos 

21 PFUNT 25 PRINT en Graficas Bipartitas" 

30 ¡::•¡:;;INT 
35 INPUT • indique el numere de necios fuente •; V 
40 pf:;;H·H 
45 INPUT " indique el numero de nodos sumidero•; U 
~50 PFUNT 
55 INPUT • indique el numere de orcos •; E 
66 DIM M<U+V>, EPCV), VU<Er2>, LABEL CV), A<E,2>, Q(V) 
70 PRINT "para cada arco indique: origen destino" 
7~:i PF~INT 
80 FOR I=l TO E 
8~S Pt=;INT " o.r'Cü"; I; 
90 INPUT • : ·; vuc1,1>, VUCI,2) 
<;·5 t=·F~INT 

:U.O NEXT I 
115 X•::1 
120 FOR L=1 TO E!ACL,1)=0! A<L,2)=0: NEXT L 
125 FOR K=1 TO v: EPCK)=O: NEXT K 
130 FOR 1=1 TO E 

IF MCVUCI,2>>=0 THEN EPCVUCI,1>>= VU<I,2>: GOTO 155 
IF M<VU<Ir2>>< > VUCI,1) THEN ACX,l)=VUCI,1> 
ACX,2>=MCVU<I,2>>: X=X+l 
NEXT I 

160 FOR L=l TO v: QCL>=O: NEXT L 

n~; 

j40 
14~.'.i 
150 
:t.5~j Y=l 

165 FOR I=l TO V 
170 If M<I>=O THEN Q(Y)=I! LABELCI)=O: Y=Y+l 
175 NEXT I 
180 
1B5. 
:t.90 
195 

IF Y+1 GClTO 300 
Y=-Y-:t. 
B=,,QCY>: Q(Y)o:() 

IF EP<B>=O GOTO 210 
200 GOSUB 400 
205 GOTO 1:L5 
210 X<==X-1 
215 FOR J=l TO X 
220 IF A(J,l>=B AND LABELCACJ,2))=0 THEN LABEL CACJ,1>>=B 
225 QCY>= A<J.2>: Y=Yt1 
230 NEXT J 
.,-r r:.-
.::..·-' ._1 

240 
300 
310 
320 
325 
400 
•i10 
420 
430 

X = Xt1 
GOTO 180 
CLS: FOR I=l TO V 
P R I 1'l T : F' Fn N T • p ü re ,j o. C • I ; " ) "~' ª ; M C I ) 
NEXT I 
END 
IF LABELCB)=O THEN MCB>= EP<B>: MCEPCB))=Bt RETURN 
EPCLABEL<B>>=M<B> 
MCB>=EPCB)! MCEPCB))=BI B=LABELCB) 
GOTO 400 
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