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OBJETIVOS

En las referencias actuariales generales se estudian ' las
leyes de. Gompertz vy déiMakeham, como una funcidn continua que
pre£enden 'resolverbel problema de los ajustes qué reduierehv las
‘tabias de mortalidad, asi como el problema de prediccidn’ por
medio de proyecciones. El objetivo del presente trabajo es dar un
modelo alternativo que satisfaga las necesidades de explicacién y
de ajuste a los datos emﬁiricos de supervivencia, dados en 1las
tabias de mortalidad.

Es decir 1la busqueda de una ecuacién que tenga las
caracteristicas de las léyés» de mortalidad y v cuyo
comportamiento satisfaga los datos expresados mediantevunak tabla
deﬁgmortalidéd,_ és.lo'qué,motiva la presentacion‘de'este trabajo
vEésié,'én'bfimérrinstanﬁia.éelbfrecé'uhéiexpreéidﬁ‘matemética que
1 £;a£a‘ de;égmplir Ldslrequepi@ienﬁos due demaﬁdg'los ajpstés déA
‘légi"tébiéé: de mprtaiidad; yEsfos ajustes sé qfeéﬁﬁan>fﬁédﬁan£é
mecanismos - de intgrﬁoiaéiéh  y .de .extrapolécién;> céhb’ una
'correlacién,entre ié tabla y modelo, bastante aceptablef 
k Ei modelo matemético qde aqui'se'presentaiparé su eéEﬁdio y
'aﬁélisis, es labdelvekﬁonente fraccionado, el cual ha fénido un

correlato tedrico en la teoria de las distribuciones estables de

Levy y en la teoria estaditica de Weibull.




INTRODUCCION

El »comportamienté -de 1é‘ mortalidad es éstudiédo por la
actuaria, ya que Qn individuo que demandé bfoteccién a uné
compania de seguros estd sujeto a una serie de riesgos que
necesariamente tienen que ser calculados, para que en el momento
de 1las reclahaciones se tengan las resérvas que deméndan' los
casos de los asegurados que fallecieron.

Asimismb es necesario hacer mas reales los cdculos de las
pfimas por una parte, y el cédlculo de las reservas por el otro,
asi como otros valores conmutados que tlenen su fundamento en las
vtablas de mortalldad

El trabajo se enfocara ponlendo enf381s en. el parametro TASA

DE. ‘MORTALIDAD en v1sta de que por medlo de el se calculan lgs:

datos que construyen una tabla de mortalldad
En la pratlca a la tasa. de mortalldad se le asocia una ‘léy
embirica y‘mediante_este procedimiento ‘es como sek“permite dar
continuidad a wuna serie de détoé obtenidos directamente de 'las {
bbservaciones estadisticas, asi como también se tiene el criterio
para la eliminacidn de los datos discordantes.
Hasta la fecha 'no ha sido posible encontrar‘una exﬁresién

matematica —que descrlba en Forma prec1sa el comportamlento real

del Fenomeno de la mortalldad.




Las ~mejores aproximaciones han sido dadas por Gompertz vy

Makeham, en 1la actualidad losvajustes son todavia mas precisos
pero tienen la desventaja de ser una serie de polinomios que no

permiten éncarar el problema con sencillez y fdécil manipulacién,

ya. que para encontrar las constantes y las wvariables que

cohforman la. expresidén  es necesario trabajo arduo 'y complejo,

ademas la dificultad de .encontrar un significado claro a cada una

de las constantes, ya sea aétuarial, dehogréfico, etc., lo hace

sentir mds alejado de los propdsitos préacticos.

En este trabajo se presentara 1la ley del exponente
fraccionado como una alternativa en la resolucidn dei problema de
la descripcidn de las tablas de mortalidad, asi como solucidn al
problema de rectificacidn qué demanda una tabla de mortélidad, en
un afan por eliminar 1as: discontinuidades. Ademads se daran
criterios - para que'los ajuétes-efectuados representen soluciones 
{aceptables deéde un punto de vista teOPlCO, 1e§ter criterio sé_ 
 ad0pta de acuerdo con la teorla de Paul Levy | |

El plan de la te51s consta de cinco CapltUlDS‘ en el-primerol"

':ée~‘menc1onan algunas' generalldades relatlvas a uﬁa- fébla'7de7$
imbrfalidaﬂ;' en él ségﬁndo se dan las condiciones_de‘ estébilidad
:propuesta§ ,pof.Levy'y,sevtranscfibeh uhosmejemplos que‘filustran
el manejovdel ériteri03 » | |

En el cépitulq tfes se retoman las leyes de mortalidad y se
presenta ;a Ley del Eiponenta Fréccioqg#o okFraccionario.

En los capitulos Cuatro y Cinco sehbresentan los resultados.
Wy“pruebas a los que fue sometlda la Ley del Exponente Frac01onado

»a51 como sus anallsls.




CAPITULO 1

GENERALIDADES ‘SOBRE LA MDRTALIDAD 

1.1.-INTRODUCCION

En. este capituldlanalizaremos laé.tablas de.mortaiidad .ppr'
dos razones muy importantes: 7

a).- La aplicacién de 1la tabla de mortalidad como un
instrumento‘para calcular las primas en el seguro de vida, da la
base para el célculo de anualidades y otras operaciones dentro
del. célculofactuarial.» ‘ |

b) - NecesitamoSfACOnocer -los - bomportamientos"biométricos

;como son las tasas de mortalldad, ‘ya que son estas las que dan la'uﬁ

':pauta para la formac10n de las tablas de mortalldad y esta;~a,$u

'vez ellge la meJor ley que la descrlbe, porque de esta manera 1as,/:*t'

pob1801ones:' que' sean sometldagb a reglmeneS"_de segurldad
 gsperarem0s qUe 13':"egpefi§nﬁié“.jfecabada eni lés tablas,,se’
reproduzca con lo estipdladb‘én las mismas.

El objetivo de esté capituld es'mostrar‘de una manera somera
lo que es una tabla de mortalidad: sﬁs tipos, su construccidn vy
la bﬁéqueda‘ de: uha'Funcién-de‘ sﬁpervivencia que cumpla con

ciertos requisitos; ‘como. de sencillez de expresidén y la facil

manlpu1301on, mismés que ya son material del capitulo 3 ,pero quer_.7"'

‘se 1n1c1a en este]apartado su 1ntroduc01on,

primefémente'desde el




punto de vista del cdlculo actuarial y posferiormente‘ desde el

punto de vista de las probabilidades,debido a 'la gran cantidad de

elementos tedricos que apoyan el enfoque.




1.2.-TIPOS DE TABLAS DE MORTAL IDAD

Hay <'varios tipos de tablas de mortalidad que las ’compaﬁias
de seguros aplican en sus cdlculos actuariales ,como- son las
tablas de mortalidad "SELECTAS" y "ULTIMAS",

- Se llaman tablas de morﬁalidad selectas porque la"poblacién
" que la integra fue 'seleécidnada mediante 1a 'aplicaci6n de
exdmenes médicos o sometida a un cuestionario exhaustivo hasta
cubrir los requisitos que las companias de seguros consideran
viables.

Dependiendo del periodo en que las personas participan o no
en su seleccidn, las tablas se clasifican en TABLAS SELECTAS,
FINALES Y AGREGADAS: |

1.- Sele;tés, cuando la poblacidén esta dentro del periodo de_> 

seleccién..

  2,;’Finales; chandb_Iaf6§b1a¢i§h esté fqéfé3del,heriddov.dép:?»

 seleccién.

"‘;3~'-A9f39?dasqfc,Cuéhdo)'fla pdblacién] asegurada ha siqb”_4~i

“recibida sin distincién alguna.
Las_tablas debmdrfalidad Gltima; también se las coho§e,coma
‘tablas de MURTALIDAD‘DRDINARIAS,'a este grLupo pertenecen la tabla:

Experiencia Americana, de los Hombres Americanos, las Tablas

CS0-58, Experiencia Mexicana, etc.




1.3.-CONSTRUCCION DE LA TABLA DE MORTAL IDAD

La tabla de mortalidad'es una tabla compuesta de varias
columnas, ‘correspondiendo a ios elementos -que tiénen mayor
. aplicacién. v ' o

La primera columna estd encabezada por una "x" o sea la
colﬁmna llamada de las edades, mismas que yén apareciendo de
manera progresiva en lévforma creciente,‘ esta»céiumna es la que
da el orden a los demas elementos.

Seguidamente, dependiendo de las necesidades e intereses de
la compania que manda construir la tabla , pueden aparecer la
columna "NUMERO DE VIVOS" cuyo encabezado estéd denotado por
"lx",esta columna da informacidén del numero de sobrevivientes al
iniciar el periodo bajo estudio. Al valor inicial de "1lx" se le
conoce como: RADIX, qué se expresa por;"lo“ e indica el ndmero de
; peps0nas que inician el estudio .

La columna denotada por'"dxﬁ:éé cbn0ciqa cdmb.el "NUMERO 0? 
“'jiMUERTOS"' que’ ‘éA prodUJeron ia 1d léfgo'dél;éﬁb xo .aéfioddffdéffﬂf

.0bservac1on de que se - Lrate.

Una columna ‘muy 1mportante es la de. la tasa de mortalldad,téﬁjl'

1a pual estd sujeta la poblac1on durante el ano_en estudio, esta»ﬁw

‘columna esta ehngeiadé por "gx".
| Hay otra cbiumna’ éncabezadé,por //}x’ qdé cbrresponde'é";ak‘
fuerza de mortalidad del periodo corréépondienté.

Otras columnas e€stadan reservadas a los ~'valores conmutados

para cada una de las edades: Dx, Nx, Sx, Cx,Mx y Rx.

‘Hay tablas qué agregan_ la esperénza'de»vida; que‘se‘dgfinev'




Tédmo,'eli tiempo ‘promédio” de yida ide éadav uno. de ‘iOS"qUé‘
sobrevivieron a la edad "x“ky estd denotada por " ex".
| La forma en que se cunstruye una tabla de mortalidad es
procediendo a conocer primero las tasas de mortalidad.

La tasa de mortalidad se define como la razdén entre el

nimero de muertos. y los expuestos al riesgo, esto es:

‘ﬁx = nimero deupersonas‘que Falleéen ehtfe_x y x:l /.rieégo de
‘muerte para cada edad . . . . . 0 e e e e e e e e e e e (D)
Dado que gqx es obtenida directamente de las investigaciones que
sobre la mortalidad se efectdan, pueden ocurrir desviaciones
accidentales y discontinuidades que no se desean, por lo que es
necesario efectuar ciertos ajustes, haciendo importante el
suponer ‘una expresidn algebraica que permita las determinaciones
de los parametros qﬁe rectifiquen, "alisen" y den "continuidad" a

+la Funcién qx. Las expr851ones algebralcas mas conocidas son las

'tgleyes de Gompertz y las de Makeham,;»mlsmas_que;sefén,trétadaé én:u

” el capltulo 3

Una Vez, detérmihadaé»»laé' taééé de_~,m6fﬁalidhdf,fuéerénj

iapllcadas ,al radix obtenlendo el prlmer dato sobre el numero  déf **

vmuertos (dx), as;;,.m

do =lo , qo _;{.}.;....;..:.,:.;.:{t.;;...,?f::......;.;.(Z)”'

Donde “1lo es- el radix vy qd es la tasa de”mortalidad>con la

que se inicia el proceso.




" ‘Posteriormente se

nimero de muertos.

11

éféétdaﬁunéiréStaféntfa'Elz3rédi§f yf»ei 7

10 = d0 eevieeeninenieee e (3)

Donde 11 es el nﬁmer0 de s0brevivientes que llegan al ano 1..

Para combletar el

rengldén 1 es necesario calcular dl, el

cual se obtiene de multiplicar ql con 11 yasi:

dl - 11.gx -

BRI e e ()

y nuevamente la diferencia entre dl y 11 nos da el nidmero

de 'sobrevivientes que llega al a?o 2, asi:

12= 11-d1 . .

‘1fii=lb-d0

S 12=11-d1
13=12-d2

Ix+1=1x-dx

‘"Los restantes renglones pueden obtenerse de la‘ misma manera:

. GENERALIZANDO EL PROCESO SE PUEDE VER:

N &)

~do=lo qo.

dl:ll ql.

- d2=12 q2}

dx=1x gx. «.......(6)

- Como puede apreciarse ‘la construccién de una tabla de

i ‘.‘14‘,‘ -




»hdrtalidad depende de .las'xtésas ,dé; mortalidad . que fse -van

" obteniendo de 1a‘gfan gantidéd‘de estudios e invesfigaéionés que
se hacen ~de una poblacidén 'de la que se desea conocer el
comportamiento de su mortalidad, es ﬁpr esto que la base de una
tabla de mortalidad és empirica, auﬁque se hacen intentos por
conocer el comportamiento de la mortalidad humana. Las tasas vy
funciones que se le asocien son de inmediato reemplazados por los
cambios de las esperaniasvde_ vida, por lé que lhs polinomios que
pretenden describir esté proceso no satisfacen totalmente las
necesidades que exige el comportamiento real.

La bidsqueda de un modelo que llene los requisitos, serd una
expresidn matematica sencilla que facilite los cdlculos
actuariales vy  ademds que tenga una élta correlacidén con el
comportamiento real, ld cual no ha sido una labor facil.

Otro enfoque\que ayuda bastante en la blsqueda de funciones
que . se acercan al comportamiehto real, es el de considerar é‘qx

‘;Cdmo una razéh de probgbilidéd de’mgerté (l—qx),k-seria‘lé':fazén}
‘qe~‘pfqbabiliaéd' dé"Qiaa,“"s§ Tpuedq'”¢¢nstpuir' la taslg_ de’

‘mortalidad partiendo de (l-go):

11 = io.(i;q65....§}Q;.;.......,.QL......;I.(7)

'Si a (l-qx-1), la expresamos como _}x..—l,”feéjifdéci?ﬁff”

1 - qlx—l: gx~l

entonces 1lx=1x-1 . E;x-l S D)

"Donde g:x es conocida como funcidn de supervivencia aun 8in

ﬁeMbéfgo’ seguiria existiendo un problemé}‘§CUéJ-éskla & x que

15



meJor  descrlbe el comportamlento real de la mortalidéd?y Darle

una respuesta aceptada a este problema, es darle una base mas
sdlida, o menos empirica a muchos problemas que surgen en el
Seguro- de vida, en el Cédlculo Actuarial, que  tiene como

fundamento las tablas de mortalidad.
~1.4.-FUNCION: DE SUPERVIVENCIA 1x

Ei brinéipio bééi06 de la tébia de mortalidéa eéta.déda  por
la ley de los grandes nGmeros en vista de que al hacer un radix
grande, la probabilidadb de que el numero de sobrevivientes
promedio se desvie a P. eh mas de cualquier > 0 , asignada
previamente, tiende a cero.

Si lo ——-=-- >oo entonces P { 1x>lo (P+e ) } —=-=-- > 0.

V'La ley de loé grandes nﬁmeros dice: que entre mayor sea‘el
nﬁmefo de casos considerados més’hoé aproximamos a la‘Funciéﬁ de
'dlstrlbu01on de probabllldad verdadera.. | |

. .Hay que notar que por el hecho de qué un grupo de ‘péféoﬁaé»f
déi: rédlx ‘sobrev1vanj'a los 99 anos y. que era de esperaréé;vsui;
‘Fallec1m1ento dentro de ‘ese lapso ‘de- tlempo,‘ se debe a queu éada
persona,vse ‘le 1nterpreta ‘como un. evento 1ndependlente y que Hla-
esperanza de vida de cualqu1er ser elegldo al azar no tlene nadé 
que ver con la- esperanza de vida del grupo en un momento dadq;

.Aceptar esta aclaracién permite la posibilidad optimista de
crear'para el_Futupo ﬁablas que excedan los 99 anos, de hecho la

Standar annuity de 1937 tiene una w=109 anos, westo por dar un

ejemplo{




De ~acuerdo ‘con los objetivos»dél presente trabajo, 1x es la‘fr

funcidn que mayor interés reQiste de la tabla de mortalidad.

Diremos que 1x es un conjunto de personas con las
caracferisticas'de que todos sus elementos tienen la edad x.

A 1x se le considera cerrado ante el proceso migratorio,  vya
que lo que importa son sus modificaciones con respecto al tiempo,
mismos que serdn llevados en registros estadisticos hasta que
todos sus elementos se destrden por la;accién_de la mortalidad;
observdndose qué el nﬁmer§ de sobréviﬁientes con réspecto él

tiempo es decreciente.
1.5.- PROPIEDADES DE 1x

1x es uha funcidén continua ya que lim,lx:la{..(ll)'

1x es diferenciable en todos sus puntos.

mb;'

= 1x = LIM 1x (te MU= 1x (t) / (A,ﬁ)”.;.;.’.;.;;f.:.-.k...(71*2'{):.—.]

;De las generallzac1ones 1nduct1vas para obtener los valores‘ due”7
HCDmponen la tabla de mortalldad hechas ‘en (8) y (7);"se obtleneni
otras propledades que recordaremos aqu1.

..(13)

Ix +'1 = 1x - dx.f...,.........;...,.;;......;}
"~ Donde dx = 1g;qg;;.,;.;;;...L..L.....L.}.....,;..(14)
 sustituyéhd0 dx en (13); se obtiené 1x +1 : le-lx qx.
Ix 41 2 1x (1ogX)eeenennnnnnnn e (15)

que. es. la expresién (9)

:'Haciendo x zl-gqx Nos queda:

. (18)

1x + 1 = 1Ix x ;........................;;;,}.




andé délbacuéfdo ‘é  1q11ey de lps' grandes’ nimeros '13,

diferencia entre lx-lo (P+€& )=0. Serd valida cuando  x=P y'é';o
Donde P es 1la funcidn de distribucidén de probabilidad que
describe el proceso. k
A continuacidén hablaremos un poco mas acerca de la funcidn
de distribucidn de probabilidad, por que nos puede dar luz en lo
concerniente a la bisqueda de un modelo que interpreta 1la
mortalidad. | |
Si tomamos én cuenfé la brobabilidad de que una persona  de
edad cero sobreviva hasta alcanzar la edad X(xPo), podemos
escribir lx=1o XPo=10 X..eeoeion. e e (17).
Donde x se conoce como funcidn de superviVencia.
Definida asi la funcidn de supervivencia, cumple 1és
siguientes condiciones:
i) ES UNA FUNCION DECRECIENTE
'Ya que g'xzilx/lo es unanuncién decrgciente‘y lo es una
;consfante’por.lo £ah§o‘ (x) es Qha‘Funci6n decféciénte.
i1) Es UNA'VFUNCIGN_CQNTiNUA YiDIFERENciABLE'EN EL ithRVALb 'v
(q’w)? ey SRR Folen o _ v s SRR

valoyes‘ extremos'qué apoyan la'desigualdad,' debido a quercpandd
se_iniéia eliﬁroéesoi:la pr6bébi1idad,dé vida enrél‘iﬁstante 0 es
1.$x =1, cuando x=0. - . |
| Y la probabilidad de supervivencia despues de que se Han

agotado todos los elementos del radix es O.

$(x)=0 CUANDO x=w.

El quehacer actuarial, entre otros aspectos estd encaminado.

iii)- 0<g(x)<l. TPbr'seﬁ'una’ﬁropabilidad, se CDﬁocéh -1@5 *:*'”‘




évdaﬁéfminarbdﬁa-expresién matéméfica'queiéuhpla‘iés cdhdicioﬁes
antés menéionadaé y el éﬁcontraf un combOrtamienEb que’ fefleje
su comportamiento con respecto al comportamiento real de la
mortalidad, hasta la fecha no ha sido cosa fécil.

Las funciones biométricas no se han computado de una manera
cdnstante, ~es decir bajo las mismas condiciones, se obtengan
exactamente los mismos resuitados, por consiguiente, se daniy se
proponeh,’ expresiones 'polinoﬁiales, rbqug en cierta mahera

solucionan el problema, solo que lo hacen de manera parcial.




CAPITULO 2

FUNCIDNES ESTABLES DE LEVY

’ 2.1.—INTRObUCCION , ,
William Feller en su libro "INTRODUCCION A LA- TEORIA DET
PROBABILIDADES Y SUS'APLICACIONES " de 1950 dice: "Aunque la
‘teoria moderna lleQa el sello de los trébajos pioneros de Cauchy
y de Paql Levy, no obstante que muchos autores hah contribuido
con mejoras y nuevos resultados. En el capitulo XVIII se hace un
tratamiento de 1la teoria por los ahora cldasicos métodos de
Fourier, en tanto que en el capitplo IX se presenta la misma
teoria medianfe un enfoque directo, que sigué mas>lavliﬁea de los
métodos modernos en los procesos Markov.'

El espiritu de Feller es la de ataéar al  problema.. por

diferentes ‘enfoques, de esta manera el cdlculo actuarial se veria . .’

bengficiado;énormemente,‘poquei;é,darian.rECursoskmés behéles;
2k‘w’Hay tfes:teofiaésq0e hén'aﬁaéadp".désdé~sq bé§U1iérlpdht§ng£;
vista a_las:fﬁnqidhe;7estables dé:LeyY-.Cadakﬁhatag éiléé 158 'hé  
deSa:folladd 'y aplicado en la fes0iu¢i5n de lﬁs_prqbiemas‘due'léb
atanen. | b ' ‘ ‘ L e | |
Estés tfés.campos de 1la investigééiéﬁcque utilizan.de-élguna
- forma funciones estables de Levy y que son identificadas con

otros nombres en cada uno de esos ,son:

l.- Teoria . de . 1la probabilidad: quey‘éé'ldohde estd B

soportada 'la teoria general de las funciones eétabléé yvlé.teoria=i”"




de lbszrécesbs estocdsticos del tiﬁo devios—quelas'dé'ééhihante'

al azar.

2.-Teoria estadistica matematica que es la que permite
la descripcidn de los modelos Weibull, que de alguna manera estan
relacionadas con las funciones de supervivencia y que es el punto

de vista que mayor aportacidn pueden generar al cdlculo actuarial

3.-Mecdnica estadistica de no-equilibrio donde 1las
propiedades de las funciones estables de Levy fueron estudiadas
por Williams-Watts, quien da una gamé de aplicaciones 'a las

funciones de Weibull.

) 2.~-ANTECEDENTES

Los primeros inténtos por estudiar,laé»Funciones estables,
los de Cauchy,» en el aFo de 1853,\cuahdd"trata de-ééheréliiat la .
teorla de los .errores de loo mlnlmos cuadrados.‘ e R »

Cauchy menc1ona como transformada de Fourler a las Func1ones

:estables 31metrlcas, h301end0 la observac1on de que _dlchaa

'func10nes corresponden a. d15tr1buc1ones de probabllldad.
Posterlormente  G. Polya redujq la generalizabién'dada; p0r
Cauchy a las_fuhciones estéblés'éimétfidas, ‘senalando que :tbdas‘
.corresponden a dlstrlbu01ones de probabllldad. e
A - principios del siglo XX, Holtsmark resolvid un problema
astrondmico sin ‘grandes compliéaciones,, utilizandp, elementos

dados porv‘Cauchy,; ho'obstante, la dlstrlbuc1on 0btenid5 por

Holtsmark no Fue conoc1da por los mathatlcos de ese tlempo,f,por




‘lo que su desarrollo tardo en llegar a,una dlnamlca_ Fructlfera

misma que_ fue dada por Paul Levy en 1924, vqu1en‘ encontro lés
tfansformadas de Ffourier de todas las funciones estrictamente
estables, tal como observé Cauchy, salvo que da el rango de
estabilidad y formula su teoria general de las funciones
estables, lo que permitié iniciar desde entonces una gama de
aplicaciones , como las introducidas en el ano de 1928 por Fisher
y Tippet en su trabajo "EN CONEXION CON VALORES EXTREMOS DE LAS
DISTRiBUCIONES", en. el cual manejan un tipo muy ‘' especial de
funciones estables de Levy, las cuales fuéron retomadas . por
Walloddi Weibull, dédndole un enfoque estadistico a las Fqnciones
encontradas por Fishér and Tippett y que puede permitir un puente
entre la teoria general de las funciones estables y las funciones

estables de supervivencia.

2.3.~ DISTRIBUCIONES DE WEIBULL Y LAS FUNCIONES ESTABLES DE
.’ (4 .

LEVY.
" _E1 presente trabago es una- ap11c3010n de las dlstrlbuc1ones f'demu'
7'¥We;bgll ya que el~problema‘ de la superv1venc1a esta demandando»

V;modélbs1 matematlcos que descrlban su- naturaleza y las_vfun01ones

"56§  WEIbUll: se presentan como una alternatlva en ‘1a busqueda ‘dét'

4»§oluc1ones a- los problemas de la mortalldad.
~Las Func10nes de Weibull son una Famllla de Fun010nes qué se ‘

propus1erdn a partlr de las Fun01ones estables de Levy, teniendo

".las siguientes formas: _

3% (x) = exp (—X’a<”) I (18)

. donde x generalmente es deflnlda por P. t oy P es dado como uh

pardametro de,escala.




Otra - forma  de  presentacién de “una’ funcidén . 'de una

distribuciéh de Weibull es tomar la'derivéda‘de (18).
fix) = «.p.( x ) exp (=x™) . . . . . .. (19)
'Y otro tipo de funciones Weibull és eliminar el Ffactor
exhonencial de la funcidén propuesta en (19).
FOx) =top. (xX70y L oL L2
Las ¢Etres ecuacioneé presentadas 'son reconocidas vﬁomd
dist:ibgciones de Weibull, mismas que ofrecen una gran,Facilidad
en cuanto a su vmanipulacidnl en la“aplicacién‘ de trabajos
empiricos como lo es el comportamiento de la mortalidad.

La funcién de Weibull expresada mediante una exponencial de
la forma (18) describe la presencia de un numero desconocido de
causas que producen el mismo efecto. En el caso de la
supervivencia ,s0n méGltiples 1las causas por las cuales los
individuos de un espacio mqestrai pueden fallecer; MWeibull tiene
una.manera muy espec1al de expllcarlo, mediante el argumehto 'dg
1la cadenaz él dlce gue: una cadena es fan re51stente como lo ‘Sea
el eslabon mas debll, conceptuallzando esta analogla dlremos que»
“Jun ;ndiViduolpuede fallecerfpor cualqu1er causa»de muerte.;fy '
i behalmeﬁte - cada: eslabon es un factor que lleva 1ai'Imlémo
L resuitaaé,, qu vcoﬁsi§u1ente 1a probabllldad de muerte seréa. 5el

'vproductd.dé las,ppobébilidades de cada uno devlos faptpres.

Las relaciones entre lé te0£iakde lé‘ prébébilidad y las
»Funciones de Weibull son tema de:estudio réciente, el doctor:ﬁ;
R. Cox y el doctor D. Oakes, en 1984, hicieron un trabajo en el
que ‘dén una teoria general de la superv1ven01a en termlnos" dei

distribuciones muy generales, como lo son las func1ones Hazard.

.2-3”




2.4.-FUNCION ESTABLE DE LEVY

Daremos ahora buna definicidn de funci6n éstable de Levy -y
establece:emos lo QUe se entiende por estable.

Retomando la funcién ( 18 ) de Weibull y lo expresamos como
definimos la transformada de fqurier, de acuerdo a 1la siguiente

operacidn: o
‘ v ' -izx '
FAF(x )} = FeCz) =\ F (x)e dX veenann. (21)
Entonces la funcidn estable de Levy estarid dada mediante 1la

siguiente identidad:

"
——
®
-
i
o .
U]
a
X

Foe € Z) " N ceeeeen(22)
donde 0 < o« <= 2 -~
Efegtuandb la 1ntegrac1on que se propone en: (22) sobre Z dei.:

.b¥ R e s 1mp11ca que F ( Z ) es" una Fun01on de probabllldad

Elliot . ;Montroll y John T. Bendler ( 1983 ) dlcen que 1a1f“""”

v'lntegral (22) corresponde a-una. Fun01on normallzada'

Lol 4 S o
F(z2) dz = B(x)e - dx =1 L 000(23)
L~ i T T B .
Si en 1la - funcidén .anterior se toma ' " ‘con un ‘valor

particular, por ejemplo 2, se tiene que en efecto la funcidn de

distribucidn obtenida es una Gausiana con media cero y dispersidn

estandard 2. -
L Tizx ex o ’ —1/2 -z_/4"dy R e
Fo(2)= 1/2T) e e ”ndx: <471) e eacaiaa(28)
: ; S SRR Sl S




Lo que Cauchy hacia en 1853 en su intento por,génefalizér la

teoria de 1los minimos cuadrados, era la de asignar valores
arbitrarios a lasbalfaé y estudiar los resultédos que se obtienen
en cada una de las sustituciones. No obstante, Cauchy, al no
hacer descriminacidn en cuanto al valor de las alfas no se enterd
de que al sﬁbge pasaf el valor de 2. EK( z ) no es propiamente
una funcidn _de,probpbilidad, ya que en. éstas condiciones es
posible rque para  algunos valores de Z se :le asocien
probabilidades negativas, lo que carece de sentido y que vino a
ser establecido por G. Polya, tiempo después para el caso de alfa
menor gue uno .

Y fue Paul Levy quien contempla el cardcter de estable
cuando alfa es menor o iguai a dos, que eg'la forma como se
defihe _y que nosotros descriﬁimos en (22).

_.Cuando alfa es 1gual a uno se tlene el 51gu1ente desarrollo
'imatematlco,vpartlendo de la def1n1c1on (22)

': . -lZX v-“X_
P = 1/21\‘5 T

i "‘9 Lo L g
—izx X oo R CRE S B S
). e e dx + e . e - dx=.
T o e , B
o odizx o o=x (P (izel)x
&’e e dx +_Se : S dx o=
@ 9 : .
. ,
0. (iz-1)x T-(iz+1l)x
&,e dx + Se dx =
oo o ’ B
, S o . R - o TR
o : (iz-1)x | s 7220 ) 'S R
21/ iz2-1 e o+ nl/- (iZ +1) e , =

o




17717 -1 4 1/i7 +1 = 1/iz+1 -1/ iZ -1

2
iz -1-(iz +1)/ (iz) -1 =
o 2 2
-2/ -7 -1 = 2/ 1+Z ; dividiendo por
, 2 -1
nos queda F(z)=1/ ( 1+ Z Yo oo .
"Que es conocida como Lorenziana.
' Para. el caso alfa igual-.a un medioy, - que
1937 por Paul Levy, el caso alfa igual' a

encontrado por Zolotarev en 1954 vy publicado

cientifica rusa.

dos tercios fue

e 2.

Fbé‘estudiado ,eh

en wuna revista




CAPITULO 3

LEYES DE MORTALIDAD
3.1.- INTRODUCCION

Bl trabajo actuarial demanda una ley matemdtica simple que
reproduzca la experiencia de la mortalidad generalizada a un
grupo de vida, en cualquier'tiempo, pidiéndole tan solo un grado
suficiente de exactitud y manipulacidn.

Se dice que wuna "Ley de Mortalidad", es una - expresion
matematica tanto ﬁara 1x, -como para //} X - que reppoduzcavel

comportamiénto de un grupo inicial ante el evento muerte.

3.2.~ LEY DE.MOLVRE.

Moivre fue  qu1za el prlmero en; haCer ;estudlosq‘Formales

““acerca del" problemaf,déf_encontrar una ley matematlca ‘de- *Unai,'”

expréSién 51mple que reproduzca la experlenc1a de la mortalldad

Ldada una tabla de mortalldad. o

Fue - por el ano de 1725 cuando salié a la luz su famosa.
. hipétesis de los decrementos. uniformes, es decir, presuponia que

el nuimeroc de vivos (1x), ' decrecia en progresidn aritmética de la

edad (x) hasta (w),  por lo que ' gréficamente. lx se puede




- representar como una linea recta; esto es:’

Ix=K ( wo—- x ) . ...........................(l)

donde y=1x, M:K“y X ==X

y b=0, entonces se tienme una recta pasando por el origen.

Se observa que la probabilidad de que ( x) fallezca entre las
edades’x‘y x+l'(qx),‘es igual a ia fuerza de mortalidad‘(//fx), esto
es: |

qx= //‘ x para toda x
como gx=lo-1x
entonces/¢x=lo—lx

. la expresidn de Moivre se recomendaba para.el uso. préactico
en las edades que fluctdan de 12 a 86 aﬁos.

Pérov la ‘expresidn ‘de Moivre tiene una correlééién nada -
acéptable con respgéto ”a,la experienéia verdadera vy adnque

- facilita los célculos esté muy lejos de tener wuna aplicacién

4

“.. satisfactoria.’

©.3.3.- LEY DE GOMPERTZ

”‘Fgefﬁéh£é eéga?Hééesiagdfﬁﬁéfbdmpeft%;» &§?§1916$‘Haéﬁ;féfdé

 '(1525);7‘ianéé ‘una iey quéjdiée "Las prﬁbabilidadéé de’m@rit, en,
 ihtervaloé; infinifééimales;"sucééiVQQ de.‘tiéﬁpo crépéh en.
‘progresiahvgeométriéa.es decir, qué lé fuerié‘de'mortélidad/f(x):
se incrementa en Forha_geométriéa.

/*x= ’B.Cx e P ¢

Donde ' x es igual a lakedad_en un: momento dado 'y 8C, son

constantes.




‘.Gompertz“décié“v"Es “bdsible"qué.ia mdéfte 'pqedaj séf 18"
consecuencia de kdos causas denerales coexistentes, una la
casualidad sin una inclinacidn previa a la muerte o deteriorécién
y _la otra, una deteriofécién 0 creciente incapacidad - para
resistir la muerte".

Puede apreciarse en la ley dada por Gompertz que el ajuste
dédo por.la primera causa no esté expresado. v
k La Formula de 1x baJo “la’ ley de Gompertz se obtlene medlante

la def1n1c1on de x.

%= =4 (Log 1x/1x)/dx e (3

La cual nos ofrece la expresidn para calcular 1x en términos

dsfa; integrando ténemps:

x 2 X
J~ ydy = -fd/dy log y Lydy = - log Ly
° : le
= Log lx/lo} de,dondé.j‘”"‘
B 4’&{}dy T T TN T P
S olx = lo e 7 L reesesecnente el (6)

hac1endo las sustltu010nes de (2) en:. (4)

*
S , -I “BC” dy
! lxyivlo]e ) ,
N -Bj%bydy ' I ey ax Co '
Ix = lo e o haciendo B dx= B = /a log B
; x

'y v
-B(C / log e )
1x = lo e . : . 0

x -
. -B(C” /log € - €° /1log c)
1x "= lo_e‘~ et 8 e

—B'(C /log C l/log C)

Ix=loe | ‘haciendo q = B/,Lofg'C'




" -log g€ /g

1x = lo g /g9 . ' : haciendo K = lo/ q

K
Ix=Kg®. i ceeeeea (5)

Que es la expresidn de 1x bajo la ley de Gompertz.

Gompertz- ‘demostrd que (5) propofcionai»Vélores 'achtablé$ 
para. edades bomprendidas'entre 20 y 60 anos por lo cual se deben

efectuar ajustes fuera de este rango.
3.4.; LEYES DE MAKEHAM
En »el aﬁﬁ de: 1860, Makeham sugiere modificar la ley - dél

Gompertz agregando la primera causa de muerte o sea al azar, que

el| autor anterior no habia considerado y la expresa:

PR i;:,’U: RIANE  “{ B MR , f:7f e
3_'2/“&J='A + B. C .. »-.....;....}.................,g.;.(G

’:Donde-Aﬂés ei;faﬁtof?dejazar enunciado parfGOmperfz,_

EkpréSatemoé l* en términos de X, bajo}lé}ley de Makehaﬁ;fﬁf3‘

X e _ o
;= | (A + BC") dy
- o G-
o e *y
' ‘ SA dy + ) BC ' dy
- o Jo :

: x Xy
Ay \ + B § C dy
S o .

[+]

SRR
.
<
[}

o ‘ _ y - N




o

S T S
= Ax'+ ( BC /Logwc -BC / Llogec

. X . .
Log ¢ Ax / Log ¢ + BC /Log c - B/ Log c

‘ ‘ X
Log ¢ Ax.+ B (C  =~1) / Log ¢

Haciendo Log S = -A vy log g =B Log ¢

x X -1

X .
];#y‘dyvz‘log's - log g
o X o
~J/Vy dy ‘

como 1lx = Lo e &
x <X
log s + log g~ /9
entonces’ 1x =-1o (e . .

: X
: log s™+ log g% /g
1x = lo (e

log s~ g% /g
1x = lo (e )
x .
) - X (o] .
Ix = 1o S g /g haciendo K = lo/g
. x . :
s o o x c : et .
4\Nds queda ‘: Ix =S g . e el e e e e .‘.(7).‘

‘}due'es*la 1x bajo la léy‘de Makeham.

uﬁﬂLgélé;”ae'Mékehém,ﬁréporcidﬁa_vaiéteé acepfébleﬁ‘ﬁéfa;ﬁdédesiﬁ?
fmé&érés o igua1es a 20. | .

H'Hay'ademés oﬂpaé>i¢yes qﬁe se haﬁmpfOpUESfé como la ‘Ségﬁhdév
ley pé Mékéﬁam,,que‘hace‘un pequeﬁﬁléjuste a la.prihera;‘ '7

X
/M'x =A + Hx + BC . ..ciiiiieeriienennnnnrasananaaaa(8)

donde A. es el  elemento constante, Hx es un elemento con

. s 2 Co IR X : ' o N L L S
progresidn aritmética ~B.C" 'es el 'elemento -con progresiadn

‘geométrica.




Tambien puede ponerse a lx en términos de. - x.

x
- | My dy

Sabemos que lx=lo

e Yo
»
J’ y
- (A+HY + BC )dy
1x = 1lo e o

Resolviendo la integral se tiene: - Co : '
X : g L x
(A + Hy + BC ) dy AY + Y HY /2 +BC" Log C|_

o

1

Haciendo A=-LogC, H=-2LogH, y B=-lLogC.lLogY

= - x log § _x? log H _ ( c™

x log S + x % log H + ¢ -1 log g

haciendo K = 1o g

 f1x:: KS"N:. g e e ;si‘..y';'ii,‘."

‘Esta ley.vidé 'la 1luz en 1889.

'3.5.- OTRAS LEYES DE MORTALIDAD

J_YEh  l93i_'Perks da ‘una generalizacién‘é;la férmu1a'dédé

Makehgm:

o 2 < :
AX + HX /2 + B(C  -1) /Log C

-1) log g

: o X =X X ‘ S _
//‘x=(A 4+ B.C)/(L + KC + 0C )ue v v v v v win o o w (9)




; En 1935 Lazafusvemifé‘éu éXpreéién:' : RIS
‘v X X . ." - A
//b‘ XZA 4 BLC + BaC,oveeananeannnenaaieesneneennasie.(10)
! z 2 - .

y en 1953 Ogbofh sugiere que_/wx se ekpresa pomo: 

//bezA + X /Bo‘+Bx +%x2+%§3...f....................(11)

Como puede apreciarse las leyes que pretenden deécribir ia%
kmortélidad se aproximan al compéptamiento real a travééhdé X Yy se
trata.’en céda caso dé un polinomio, donde el mas simple es el
dado por Moivre, pero gque con el transcurrir del tiempo wvan
perdiendo simpleza matemdtica que es lo que pide el cédlculo
actuarial. Estas complicacidnes se vienen dando en 1la misma
medida que se pfetende dar mayor aproximacidn vy precisidn a los
ajustés reales y que son‘dadas por la gran cantidad de variables
que 'yan introduciendo para deséribir a./Mx. Graciés.a la graﬁ
cantidad de trabajo que hay detras de Gompertz y de Makeham en
cuanto a aJustes y calculos de parametros se reflere, 'eé posible¢

que‘ dlchasv.leyes 81gan tenlendo v1genc1as, aun conoc1endo -sus

1imitantes.

3.6.- LEY DEL EXPONENTE FRACCIONADO

De acuerdo a los ajustes de los datos de las tablas de

mortalidad, basado en Weibull se propone la siguiente expresidn
para/ (x): : -l : T o '
S _ ‘//‘x =m.x T P P O D




Donde m y

significado:

m, es una constante de proporcionalidad de o<y

decir m= /U-¢<

Asi, « es

S T T T T T T (0 I B

y /”'es la

el

mortalidad'en un

son dos pardmetros (constantes),

pardmetro de ajuste,

periodo determinado.

Cuando./p;< ‘igual a 1 entonces

Para ser

consecuentes daremos

una

/u(l)x

expresidn

que tienen

un

es

de

en

términos de/f&.tal y como se efectud en los parrafos anteriores.

klx =
1x =
1x =

1x =

1‘lk‘=

Por lo tanto 1x = lo &

1 =

lo

lo

-16

f/‘vcl\/

iy Tl
(7

L~/
,—m J‘ dy_

e
’ e

e

L ek
—mx/44
‘ : expresando m

,_/*uz % /<=<

;)*x

BROa

R Ahora determlnaremos el valor para ‘/ux, para las cuales el

ndimero de - muertos alcanza el valor mdximo o minimo.

Como  dx =( 1x +l/2)(/Mx+l/2)
y recordando que://dx»z - D1x/1x
d(/’x1x) = /& dlx/dx + lx, q/”/dx _’“

34




2

% 1xd/dx (mx <N S

S -1x
. 7, wz
= —1&42 Ix (mx A ~-1)
= —(mx‘*aw,lx + (¢-1) (mx¢“2)lx
= (mlxx°<2) * (-mxT4(x-1))= O
S =-2 .
como mlxx 30 se sigue que
yaique m$0, 1x40, xfO
—m;%+@<—l) =0
-mx = -(X-1)
mx"(= < -1
x=% = X=1/m

WGA—l/m para toda alfa >=

X

Veremos el criterio de la segunda derivad
‘dicho puntoves médximo o minimo.

’ d9/xix) /dx d'z).(—mx

" sz/& lx)‘/dx ><26‘<‘2

| </”>< 1x) /dx

’ fm(oa 1) [lx_

< (-1

(mlx * x

d( m2 1x

+ mflx_x
2<X~-2

[lx dx /dX»+~X
-2
dx 5

,*'*‘ N

/dx -+ x

<~2

2~

a para observar si

<=1
z‘ d lx/ dx] +

-2
d lx/dx]

d (/Vx lx) e _mZ[lx o 24-2) x2¢<3+ 24+ 3d 1x/dx]+;_4;_:’_
S O m(ml) O ®e2) <% 3+,$;"‘- dix/dx) - b e
_,c‘iz(j‘.x’ 1x) /dx = - m_[,lx (2X-2) xz'a(‘3+ xqu zf’kx lx]+
o m“(,,'(i_._ltﬂ)’tilxb* (%_2) b= x?"l-x' w1
d* (P x 1) /dx = —m% 1x [(2-2) x 2774 (% 0 KN
m( < ~1) 1x [(=<-2) x_°"3+ LT
dz(/'x 1x) /dx = (-m?1 1x * x*7 ) (24 -2+ xTm) +

m(é(—l) 1x x ==

2y (x-2) + X%

m))tv




s‘ﬁé't’it‘uy_endo el pu‘nto critir‘:o‘,'x'd= <=1/
‘ 2 2K- 3 N\ -3
d2(Fx 1x) /dx= -m? 1x « ((2e¢-2) + (K-1)) 4+ m(=<-1) 1x x %)«

((X=2) + (<-3))
d (/" x 1x) /dx = - m? 1x x
g 1x xzd-j (3<-3) + m 2 1x x2‘4-3(2=( —3)‘

243 (34-3) 4 m2 x X1x x X3 (om0 -3)

1

<32
= - m21x xle =<

ahbfa:ée*bUede analizar el resultado:
m >0, 1x>0, x2%°7 5 g
2
Por lo tanto d &ﬁx Ix) /dx <0 entonces

existe un méximo en el punto critico.




" CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1.- INTRODUCCION

 En ééte capitulo se pretendekcomprobar, ﬁue laé Fungionés3dé;
mortalidéd, puédeh ser;descritas‘médiénte las funciones Weibull,
después se pretende bajar el error sin perder las cualidades de
las funciones de Weibull, el objetivd de hacer ésto es hallar el .
mejor dominio que pueda ser descrito por una funcidén Weibull vya
que perderian el cardcter de estable seguin la definicidn dada por

Levy, capitulo 2.

4.2.- CORRELACIONES

WPéré'fei 1éﬁéii§ié,'déffeste apartado ée usaron'16  £éblés7“

jndlsgreadas de mortalldad"‘-,Tabla de v1da Inglesa # 10, tabla def&

tﬂpoﬁiéidhédbs ‘1941 hombres americanos vy tabla. estandar -dé.ﬂ
fanualldades de 1937._

Las cuales presentan Yas 31gu1entes corre1301ones entre los

comportamientos de la misma tabla y una funcidn de welbull.

-amoptalidad"CSO458, _experiencia Mexicana. (62 67),' tabla dei‘Ids 5J




tabla ‘.cdefl de correl. = ‘errbffg 1 - Alfa’

vida inglesa 777952139 .3§145602 1.1052463

C S 0-58 o {862527241 "' .4065122257. 1.71438214

Exp.‘Mex .97110599 . 7213504;59, . 4.0743254

:Cpmisi9ﬁad§s 41 .890564868-_  j;36a33§s538. 1;77003135’

Hombres Amer ‘85536?302" ~ .338;740449 1.37983786

stenser 1317 osanyi | smenne | 2qwwinn
'TABLA_# 1

La cofreiécién:pfdmédid es del ordén’del 88%, con'gn error .
,idé1  }'%;“‘en cuanto a. las s’ se observa que todas estan;;adegfro:f
Ldéi -rango que deflne a las Fun01ones estables de Levy,:!o‘ ééa;"
“<2, excepto en dos tablas que no tlenen este comportamlento-“

e 1).;-Eh"‘lé tabla‘ experlen01a Mex1cana,‘ ya que' le. Falta
con31derar los primeros 15 anos, de ahi 'su alfa tan elevada, y

2).- Eﬁ: el standar de anualldades de 1937,‘ no obstante ﬁde

»ﬁener una alFa no muy elevada sobrepasa el 11m1te"definid6, en.
este caso la experiencia que‘le falta es la de los 5 anos. Se
héce el comentario por . que es /de Vsuponersé que si las
experiencias de las ﬂablasAcitadas estuvieran completas; entonces
podfia esperarse que tﬁviera Untcarééfer‘estable. | |

. Puede tambien observarse que estas dos tablas tienen las mds




altas correlaciones con

errores bajOS‘lO que ~ Sse debe a ddé

razones muy importantes:

Que los autores O companias que publicaron esas tablas:

1) .- Renuncian a considerar 1la parte mas conflictiva 'y

problemética de las tablas, como es la ninez.

2).- Los comportamiéntos, después de superada la ninez,

siguen una distr1buc1on de welbull

De aqui se desprende un resultado que €S muy impor{ante:

La misma distribucién de Weibull puede servir como ajuste

Vparticular para 1la obtencién de una mayorT correlacidn en la tabla

bajo estudio.

A continuacidn se notan las correlaciones Qqueé se efectuaron

a modo'particular, con 1la finalidad de conocer el porcentaje con

que se aproxima una fFuncioén tipo wWeibull (20) a una tabla de

" mortalidad.

TABLA ' fﬁ.-'q!;1 PERIODO < CORRELACION © ERROR STD.

‘Inglesa ’;i"il,;" } L 1- 10 | 99a08a639 | 0b699h3893"
c50-58 -?lf: i: ﬁ{ﬁ ? St 692796915 0183290503
Com131onados' R bn";'; - ” 1 996952495 02513465175k%

2 - ' 898664969 007746665374

TABLA # - 2

. puede pbservarseé, que hay una gran correlacién del 99%

un error minimo de tan solo el 1% de promedio.

. Esto :quiere ‘decir que el comportamlento de 1la mortalidad

;nfantil puede ser dgscrito por una func10n de Weibull (20), con

un 99% de correlacién.

con -




Se tomd un periodo semejante para-observar si la correlacién

era igualmente satisfactoria como 1lo fue en el caso de .la
~infancia, y se.  llegd a los siguientes resultados que son

mostrados en la tabla # 3.

TABLA . PERIODO CORRELACIUN ERRQR EST;,DE CURREL.;
INGLESA - 11-20 ;57846098 .0047li41094
€S0-58 ———- ‘;7.997216695' .0058097587
COMISIUNADOS‘——— .998607165 .003974927
H.AMERICANOS - ; ;990029259 .00739977

Gooe it e esermen | onrisns

 TABLA # 3

Cﬁéﬁdo. 105§7éfrdréé?ﬁbétpados‘en“ia;ﬁébié;#“
cﬁenta iqué Ban'disminuidofhor ia§~fazonés cdmeﬁgadas cuando - se
ﬁraté 1a prdbleméficé de lé‘infancia y su compdpﬁamiehtp eﬁ“las
‘tablas de mortalidad. | | | |

El periodo se,hé incrementado a 20 anos esperando que la
funcidn de Weibull (20), siga teﬁiendo un efecto de

representatividad en cuanto a la descripcidn este efecto se puede-

observar en la téblgr# 4.

"2, nos’ ‘damos . %




TABLA ' PERIODO  CORRELACION  ERROR DE CORRELACION

INGLESA  11-30 -977739817 .0111729955
€s0-58 Cmmeme 996467829 -0110865983
EXP.MEX  16-30 .988747639 vv.o9090070992 
COMISIONADOS 11-30 .896201936 .011279802

H. AMERLCANOS -~ .988902193  .0150484906
E. DE ANUALID SR .999480713 .0064642191
——————————————————————— TABLA # 4

lAUﬁQQe Se'sigue téﬁieﬁdp»hné‘bUeha'éoryglaéiSn;:j¢1 errof“da
Z‘Véofiélééién séfﬁa'iqcrémeﬁfada,Vﬁoldbstaqgéfsigue'éiéndgiséé£éﬁte_
aceﬁ£ébié.*‘ Sel'“puéde‘36bs§fva;f:que el”;érfor léhJﬁiosj aatdé
propQrbibnaddg éh la tébl;ﬁExberienéia Mexiﬁéﬁa, éé éifmaé:'alt¢
de todés; lo 'que se'debefa la falta de‘lbs primeros datos que -
estéh‘dadbs durante la ninez y la adplescendié} 'be;aiguna‘méneré 
estén‘;incidiendo para que 1a'mortalidéd teﬁga'uné tasé mas alta’
que las tablas analizadas en la tabla # 4.

Incfementaremos el periodo, con en mismo espiritu de

consulta que en la tabla anterior; los‘resu1tadps obtenidos se

pueden -ver en labﬁabla:#FS;




TABLA PERIODO CORRELACION ERROR DEACORRELACIDN

INGLESA 11-40 .977942147 .0168548054

Cso§58’ | l;Q-- .995517867 .018?2292

EXP.MEX | | 15;40 'v.973226815 .092490577i
COMISIONADOS 11-40 .991082453 0244431249
H.AMERICANOS ---- © .986430781 .02&4856295
E. DE ANUALID ~--- .9972?8574 .0195722635
"""" T LA s

Las - correlaciones siguen sin variar significativamente no
_pbétante. 1os  errorés se han modificado pero sin-llegar - .a los .
extremos, .la experiencia mexicana llegé al 9% de error, a pesar.

de habepse~'émpliado .el periodo se nota la ausencia de los

primeros datos que no fueron-examinados.




TABLA PERIGDO CORRELACION ERROR DE CORRELACION

'INGLESA #10 11-50 .961547669 .0322917722
CS0-58 11-50 .986555686 o .077112283

EXé.MEX’ | 16—5ﬁ" >'.9818612d8 .084i6453§1
CDNISIONADDS 11-50 .9821?192? .0460199108
H.AMERICANQOS 11-50 -887020282 .0300789536
t. SE ANUALID 11-50 989&96683 .0489782495
""""""""""""""""" TABLA £ 6

~Las correlaCLOnes se mantlenen altas, pero 1os errores -se’

-sigUén ,1ncrementando el desuartamos los datos proporc1onados por

‘;-ZEXP} MEX. _ Aunque ha meJorado notablemente dado la amplltud ’de_jiﬂ

rango afla que Fuevsqmetlda. Observamos que todav1a no llegamos
,31’5%»de error standar'gldbél y-51 al 5 lo flJamos c0m0'11m1te,
Les obvio que el cuadro esta 1legand0 a: extremos,‘ ésto con la
Flnalldad de efectuar aJusteS

Por la tabla # 1,  nos dimos cuenta que la "mortalidad en
general, sigue un comportamiento tipo Weibull, y lo que estamos
analizando Soﬁ vﬁasos particulares de ~cOmportamiéntQ,‘ que nds

" permite  en ciertos periodos a efectuar ajustes para una ‘mayor

correlacidn.




Las correlaciones para periodos de tiempo mucho mas largos
en llegar al periodo global, para los cuales las funciones
Weibull sigan teniendo sentido, buena correlacidn Y un error
aceptable, se analizdg, el periodo 11-88 y las observaciones se

apuntan en la tabla # 7.

TABLA CORRELACION ERROR DE CORRELACION AL?A

INGLESA #10 ~ .874771431 215433452 1.58
£S0-58 .926327032 . 234306745 2.35
EXP.MEX [ B el
COMISIONADOS = .946104559 .162161937" 2090
H.AMERICANOS 920612617  .1924%$092 1.85
©E. DE ANUALID ..962216831 . .190780176 . 2.75
TABLA # 7 |

Aundue ‘ée. Hanvincréméntédq las correlacidnés“y diSminuid0 
los errores, con respecto a la tabla  global, las alFés en
promedio nos advierten que carecen del - comportamiento esfable
definido pbr Levy, por esta arriba de 2, por consiguienterhacen
necesarib réalizar bun nuevo andlisis que nos permita  hacer

_aJustes en ‘las alfas, ahi donde puede ser aceptable, para esto se

elaboro la tabla # B que: comprende el per10do de 11 80 anos.




TABLA ~ CORRELACION ERROR DE CORRELACION ALFA

INGLESA #10 .886928936 .157879197 1.29°
£s0-58 | © .833142037 » ‘ .18614394v’ , (by' 2.00
EXP.MEX - ;;f;___ R ;'_‘_?;f; 7;’7  T;’“;f;
COMISIONADOS '.946104?5? ‘ .162161937 2.00
>H.AMERICANOS. .933992325 .143105878 1.59
€. b ANUALID  .966699645 157336743 2.50
—————————————————— O Trasta s
V¥iéé ha :ﬁéjorédﬁf:lé”‘goypelaciéh, ‘bel‘ er;di' ésfandafg’de 

correlacién se ha reducido en mas de la mitad comparativamente al.

.glﬁbél,'haétaieﬁ,hn IS%,y'IaSAalfasvestanfdentrb‘del rango de 2.
4.3.~ INTERPOLACIONES Y EXTRAPOLACIONES

Un requisito indispensable para cualquier ley de mdrtalidad_
es la de generar la disgregacidn de una tabla agregada.

Supongamos - que conocemos los datos de una tabla abreviada
por‘quinquenios;-cOmo son . las cblgmnas Ix vy qx,’respectivamente.

es decib, X5 a,s - g l.....;.......Q.......;.(l)

X :
29, ’qlo‘




Las gx. que las (m), representan, estdn dadasipor’las

siguienles expresiones:

~1

M= M X

; =<~/
/L(YL' = /"( . X;'ts'

Para deiterminar alfa se efectda la resolucidn del sistema

e (2)

(2) or. cualguisr adtoddn algaehridics, desoe jando =n wwbas
s 9 ) { :

.

nryaviones abtenemos

e e e (03

//( /L/ Xers
;.: ol ~/
ol XL/-J'

s& igualan LaS/ﬁL y s2 abtiene:

fiﬁllaﬁddtalgr
M xe
/ )Qil-jf

aplicando la ley de los exponentes en el segundo miembro de

la ecuacidnr:

//(yd y[ s(_)
v'/,b'xﬁs’-» , : ( )

Xiws™

tomando logaritmos en ambos miembros:




despe jando QlFafhés queda:

(]

i,

\ -+ :
0. /)ﬁt,___)
. ‘7(+S

‘y para obtener el valor d9 (mu), ya conocidd'el valor de

alfa se sustltuye en la primera ecuacidn y se obtlene.

=

Ejemplo de aplicacidn:

) :%(4

[

los anos tomados van del .25-30

X ¢+
¢

X

Lrsr : .
Calculando ALFA y mu,.

Mu
Mu

Mu

s

~‘::;<;1 

25

25
26
27
28

29

- 30

= 0.0020521

b /',{XL'=

'/Vx§f5'=-00213

.00193

1 + ln ( 00193/ 00213) / ln (25/30)
,.00193 / (1 5403135) (25)‘

0.5408136

/,<

0. 0003385
= 0. 0019301

= 0.00197l5 

= 0.0020121.

= 0.0020914

=.0.0021301

.5480135

= 0.0002197

e (6)

para la tabla CS0-58 donde,

mediante (5) y (6) se tieﬁé}""b

1.5408135 0




A continuacién se da una lista de datos extrapolados
obtenidos con’ el mismo metodo comparandolos can valores
correspondientes de la tabla CS0-58:

VALORES CALCULADQS VALORES DE TABLAS CS0-58

M16=0.0015162 PRI ' 'q15=o.00154
M17=0.0015668 ST O  1-qi7:DfOOl62'
M18=0.0016159 | ~ q18-0.00169
M19=0.0016639 . , q19=0.00174
'M20=0.0017107 4 q20=0.00179
M21=0.0017564 o . g21=0.00183
M22=0.0018012 ‘ q22-0.00186
M2320.001845 o 423:0.00189
M24=0.001888 . q24=0.00191

M25=0.0019301 A . .925z0.00193

‘M26=0.0019715 S

.q26=0.00196

M27:0.0020121 °q2720.00199

' M2820.0020521 © 92820.00203

M2920.0020914 42920.00208

vM30=0-002l301 ; ?_:}%:“ ;i;} 1qu30;d}00213
7M31?0-50?1682f ‘“vf‘?ii;;lf,li.. '931:0.00219
M32=0.0022058 ': 1: v?f i'§3é;b}b0225
M33=0.0022428 | . S . 93320.00232
M34=0.0022793 o RN q34=0.00240

M35=0.0023153 1 q35=0.00251"

~ TABLA Iv-1.




CAPITULO 5

' ANALISIS DE LOS RESULTADOS
5.1.- INTRODUCCION

Se ‘buséé una: ley que eXpresevios Criterids:ﬁéré ‘éompréndéf
el comportahiento de .la mortalidad dada mediante tablas de
mortalidad y.decidir mediante estos criterios su aceptacidén. La
ley ofrecid: v osibs btrabado s la ley del exponente fracecionado,
el cual fue inspirado de los trabajos de Weibull, teniendo
criterio de aceptacidén el principio de estabilidad dado por Paul
Levy a ‘las funuiones ds disteibacidng, para cierto tipo -~ de

funciones ‘a las cuales les aplicdé la transformada de fourier. .

 5.2.- PRESENTACION DE RESULTADOS =

*pfoﬁﬁegtévéﬁfei'éapitulb # 3; se : R
//KX T WXL e . e e e weoe (1)

-Con un requisito de:éétabilidéd dado por Paul Levy en que:

0 < X <= 2 .
El. ajuste - dé esta . ecuacién a los datos de las tablas de

mortalidad, se. realizé de la siguiente manera:
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‘Se  buscd representar a los datos en un juego de . variables
tal que se obtenga una linea recta, para lo cual se utilizd una

escala logaritmica.

A continuacidn se obsecvard ¢l comportamiento lineal de 6
tablas de mortalidad maoabvad s =y Yas gréficas.

En la grafica 1 se puede observar el comportamiento de 1la
tabla CS0-58, en lé cual puede observarse que pavae la=. primaras
:edades la pendiente se mantiene constante y crzce con rapidez en
las edadss avanzadas, lo QUE'indiéa un cambio considerable en las
tasas de mortalidad. De acuevdu won la curvatura que presenta
en.la gr4afica Log- ELor., el.ajuste hecho mediante una ecuacidn,
presenta la . conveniencia de utilizar al menos' 2 rectas, para
incrementar su correlacién y reducir el error estandar de
correlacidn.

Por el momento. la ecuacidén que ajusta el comportamiento

global para esta tabla de mortalldad, es la siguiente:

F(x)= -3 4277673 + 1.71438214 x(2) S

ddhdev 1. 71438214 puede ser 1nterpretad0 como la alfa de la Ccual

”ﬁos lhabla Paul Levy, ya que los datOS' fueron. procesadDS'zdelv
'iacuerdo a. las Func1ones Welbull que 31guen un. comportamlento 'déibﬂ
las Func1ones estables de Levy.‘ | S

| La corr613010n con que Fue obtenida la ecuac1on (2>, ;fue‘ae,l
B6.26% con un error del 40. 6 m}"

En‘ la gréfica 2 puede observarse un comportamiénto andlogo
al " visto en la gréfica 1. Esta grdafica representa la tabla de
mortalidad de vida Inglesa # 10, la cual tiene una representacidn
’global dada ‘por: |

F(x)= -2.08503418 + 1. 11052463 x, lo cual, - es igual que 1la

.50




'CSOfSB estan dentro de los‘limites dadbé por Levy.

La correlacidn con que fue obtenida la ecuacién (2) fue de
86.26% y con error de 40.66%. |

En la grédfica 2 puede observarse un comportamiento - andlogo
al visto en la grafica 1. Esta gréficé representa la tabla de
mortalidad de Vida Inglesa # 10, el cual tiene una representaciéh
global dado. por: '
 F(x)= -2.08503418 + 1.1052463 X +.evnnnnnnn. e (3D

Su correlacién es de 77.79% de determinabilidad con un error
del 36.14%, su alfa es igual a 1.1052463, 1o cual; al igual que
la CSQ0-58 estdn dentro de los limites dados por Levy.

La grafica 3 es la que corrésponde a la Experiencia
Mexicana. .

Su anélisis fue un tanto delicado porque siempre hay que
estar recofdandok la'.faltg de‘ l6 détosv'que soﬁ} losk ;que
corregpondenvahla Hiﬁez, a lavadoiéscenéié:yvé quégélgunaﬁmahefai
estéﬁ»éfeétahdé'elicoﬁﬁqrtahiehfd global;, ppes la gféfiéérqpe se -
dibﬁja;*apareée  cdn Qhéj;qurvatu?a édicibnél eﬁ 'iéf pértéfiqUQ
A‘correéﬁéndéiAa‘lés»priﬁéraé_edédégi- por’ consiguiénte, péré su

‘determinacidn.  con un fMiHimo de erfor se requiere para su
.'aesctipcién de al mendSAB;reétés; .puedé“compafarse con ‘lo Visfo
‘en los ddé casos antériores, primero por la'fSrhula dé;la iinéa
recta que la describe: | 7
F(x) = -7.62610509 +‘4.0743647 S )

y lo primero que.se observa es su alfa tan elevada 4.0743647, que

al aﬁlicarle_el’criterio de Ler, nos infdrma‘que ya dejdé de ser




una funcidn eSfable. Lo cual hace resaltar el hechoyprevisto'de

que la falta de datos sacan de proporcidn a la distribuciédn
resultando que no se ajusta a las condicidnes previstas por 1la

teoria.

La correlacidn con que fue determinada esta recta es

97.11% y con un error del 21.85%.

"En la gr4afica 4 se describe‘a la tabla delmortalidad'Hombres
Americanos . teniendo como ajuste larecuacién que la describe = en
forma de linea récta:

F(x) = =2.62760246 + 1.37983786 X +evveesneses e i e (5)
Donde alfa esta dado por 1.37983786 es decir cumple con los
requisitos dados por Paul Levy, anotados en lé parte superior.
La correlacién con que es descrita es: 85.53% y el 33.83%,
de error-estimado.
‘ En . la gréfica # 5 estédn representados los datos de la tabla
o de mortalidad,llamada Standar de Anualidad de 1937, usadas en loé‘
 ﬁ§;ados Unidos por esas.miémas‘épocaé;k | |
| La ecuac1on que la determlna en lo global es: L P
CF(x) ;1-5 .35007752 + 2. 78592342 x‘.;.....ﬁ{J..,.Q;.L;l..(s)P f‘?
kAli 1gual ‘qdéivel anallsls hecﬁo a  la: téﬁla'vExperlen01d

Mexicana el alfa que determina su fun01on de dlstrlbuclon es muy

“alto comparado con- el rango aceptado por Paul Levy, comogestable"‘

ya que_es de 2.78592342, con un error de 1 A.

La 'Qréfiéa #_ 6, es la que describre a  1los datos
proporcionados por la tabla de mortalidad de los Comisionados de
1941, . tiene un comportamieanto similar a las primeras tablas, la
écuacién que. la descfibe es: |

F(x) = =3.36940872 + 1.77003635 X «uvenvernneneivsneeneioenen(?)
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Su alfa es de 1.77003435 la cual esta dentro del rango‘de 2

que fue el dado por Paul Levy.

Su correlacidn es de .890564888 y su error de 36.43% esta
dentro del margen de las funciénes estables.

Recapitulando, se puede decir, que el analisis efectuado a
las 6 tablas de mortalidad pgede me jorarse sustancialmente, si en
lugar de ser analizado mediante uné recta que es la que describe
el comportamiento global, es analizédo por dos rectas, por que de-
esta mangra se obtiene una mayor correlacidén en cuanto a 1la
descripcidn de las tablas se refiere, el error estandar de
correlacidén tambien se ve favorable.

El éxito de este método, indica que puede ser utilizado para
descriminar datos que al elaborarse una tabla fueron tomados en
cuenta de una manera arbitraria.

0 de otras posibles fallas que‘ aparecen cﬁando métodos
rudimentarios fueron utlllzados para supllr la Falta de algunos
‘datos. Siguiendo el método aqu1 1ndlcad0, dlchos datos pueden ser
extrapolados ,éigdiéhdo' la ley del exponente Fra001onado con‘/un 

verror de 1nterpolac1onbastante aceptable.
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 CONCLUSIONES -

En esta trabajo de tesis; se propuso la Ley del Expoaente
Fraccionado como una alternativa en la‘resolUcién del pfoblama de
ajuste y descripcidn de las . tablas ordinafias ae mortalidad.

Esta ley fue revisada siguiendo los criterios a 1los que
- fueron sometidos la ley de Gompertz y la ae Makeham. Se - logrd
expresaf a lx bajo la Ley del Exponehte'Fraccionado.

 'La descripcién gréfica del comportamiento de la 'mortalidad'
demuestrav que tiene un méAximo, por consiguiente la ley del
'exponehte fraccionario fue sometida- - al criterio de 1la segunda
derivada, 1la ‘cual aprueba satisfactoriamente al reconocer que
tiene un mdximo en uno de sus puntos.

Fueron examinadas seis tablas de mortalidad bajo el esquema
de la ley del Exponente Fraccionario, primaramente para observar
si era p031ble apllcarles los pr1n01plos de estabilidad dados por
‘ Paul Levy. ‘

: ASaf apre010 que cuatro deilas tablas Slguen el cfitéfia';da
'festabllldad ‘anunc1ado por .Paul Levy. La tabla de: Mortalldad
', Exper1enc1a Mexlcana y la Tabla de Mortalldad Estandar de 1937 nq
' cumplen,c0n los DEQQlSltOS,de establlldad Porque7 Para'contestar‘
‘a estanvpaeguntav hayidaa_reabrdar a waibull'quevinqsf_d;ce ‘que
exisfa una ‘cantidad hq,precisada de eVentba p0a los;aUa1es :Uha

cadena’ se puede . romper. Anidlogamente, las desviaciones

. ‘[
presentadas por las tablas ‘de mortalidad pueden ser detectadas,

pero jamas mediante este criterio conocerse las causas.
Por ‘con51gu1ente hubo necesidad de examinar ambas tablas Y,

se encontré que las dos estabanalncompletas.

_61 R 5 ?, a a i



Lo que se concluye de estas observa01ones es la- .existencia

‘ae 'uh arlterlo para dlscernlr entre tablas completas y tablas
incompletas, ya que el criterio de Paul Levy es muy tajante;
fuera del rango de estabilidad se corre el riesgd de  estar
manejando funciones de distribucidn irreales.

Otra cuestidn que se palpd muy de cerca, fueron las
.interpolaciones "y extrapolaciones como una aplicacidn de la ley
del Exponente Fraccionarlo. Se hizo un ejemplo.comparativo entre
los datos que Fuaron calculados mediante 1la lay en cuestidn y las
datos observados en la tabla de mortalidad CS0-58. Se observdlo
siguieate: si al comportamiento global se le hace un ajuste por-
cada diez datos , se obtiene una'correlaclén del 99 % con un-
error del 1 %.

Eatas obsérvaclones se fueron dando cuando se examind una
.tabla de. moftalidad £50-58 y los datos presentados por dicha
tabla Fueron procesados de la 51gu1ente manera:

~Pana el eje de las ordenadas se apllco el logarltmo enrbasell”
1o 'é-iy,‘ donde Y es obtenlda medlante la d1ferenc1a' entre el,l“
ilogarltmo natural del radlx y el logarltmo natural de los lx. v

. Lg- Y. vs Lg X ,‘;f;”;’; vl (1) o
'adonde Y = Un lov—~Lnalxb }~;>.'. . (2)

Este' procedimiento se efecfuo tratando: de abaseéuir ﬁna'
lllnea,'recta- que laldescplb;era, el resultado'fué”la sigUienfea
ecuac16nvda primer. grado: ‘

F(x) = -3.4277673 + 1.71438214 x . . . .(3)
obtenida mediante una correlacién del 86.26: % y con:unberror del

40.66 %, 1o cual,,para'los fines QUe prétendemos,'cumpleapan'loa




requisitos de estabilidad, pero nos ‘informa que el error es muy

éito, por lo que se .sugiere, para efectos de ajuste, la
asociaéién de dos rectés que la defina:

1.- Una "~ recta. para el primer ‘periodo que 1nosotros
distinguimos entre el ano 1 y el 55:

F(x) = - 2.49694095 + .86989697 x . . . .(4)
' 2.- Una recta paravél segundo periodo, gue va del ano 56 al

| CF(x)= -11.7630277 + 6.267449622 x . . . .(5)
con un coeficiente de correlacidén del 99.56% y un error estaﬁdar
del 4%.

Para tres periodos se nota también un gran aumento en la

correlacidn:

PERIODO CORRELACION " ERROR DE CORRELACION
- 1-10 Anos i’ 99 % ‘ o . 1.83 %
1 ;ﬁ11_55' ,." B ] :;_f9a_§> RO FRL : S  3;77;%
e | 56‘~99 S 99 :j.%' = EE | 40 .
f~;fASLA“l' 

Las conclusiones a estos resultados nos dicen que es . posible

‘de rehapé: uné tabla de mortalidad desagregada mediante unéjmisma

“ley, con upa aproximacidn deseada.
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