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Resumen 

Se estudia la dinámica de la red cristalina. Las soluciones de las 

ecuaciones de mCJllimiento de los átomos se obtuvieron en forma de 

matrfz (matriz dinámica),a su vez calcularnos la ecOOclOO secular en 

términos de tres vectores de polarizacicil (dos modos trl11lSVersales y 

un modo longitudinal). Se trabajó en la primera zona de Brillouin del 

cristal , ya que a partir de esta zona se puede reproducir el 

comportamiento de todo el cristal. 

A continuación se determinaron las curws ds dispersióñ, mediante 

lo anterior se calculó la Función de distribución de los modos 

'1ibracionales g(1I) ert:re las frecuencIas O y ., en intervalos de ancho 
mIDC 

dv (i. e. "y., + dJJ) en el cristal en cuestioo. 

El método que se utilizó para calcular g(v} es el de Gilat Y 
Raubemeimer [11}. 

Prrliendo de las constantes de Fuerza podemos obtener la matríz 
dináinica en cada purto del espacio rec(proco en la primera zona de 

BrilIouin (en la zona irreducible) para resolverla construimos una red 

con centros qc y la diagonalizamos (la mal;rez) respecto a ellos, 

escogiendo los puntos para diagonalizaci~ lo stlicientemente cercanos; 

podernos &tender este método a otros ptRos permitidos por medio de 

una extrapolaci6n lineal (serie de T aylar) . 

Después se calculó el calor espect'Fico de la red cristalina a presiór 

constants para H (red fce) ,Al (red fce) y U (red bcc), éste se realizó 

obteniendo la energ{a total del sistema (ya que Cv = ( aE\a T ) } en 

funcián de la distribución de Frecuencias,se usó la di .stribución Ba.se-

Einstein. 1 
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TI Fmones 

11.1 Roo cristalina 

Se COf'K)Cff cerno cristaltna a t6J crraglo regular ele sitios o ~ 

en 161 aspado trtdtmsnsloml.En cada sitio pJBds Mbsr In i6n o mi 

• molrfcula del material. 

• 

A los s6Udos que ttsrBl arreglo rsgular perf6dlco se les llama 

trlstalfl5 y al arnJglo se la llama red crlstalioo. 

-Consideramos lJue los ÓfoTnD3--fif1ia J:JKlJstán~_sus~icfone:s d& 

aquilibrio,c:uarm !'J& flnC'UBll"UCFI en su astado base. Esto es lID 

idsalizactoo ya que en In cristal real los 6tomM oscilan alr&dsdcT 

de dichas posicionas. Adamis an un cristal real sa tienen 

imparfecctonss en la sst:ructu-a da la red (sitios vacantBs,dtslocacionss, 
/ 

Frort:sras de grano,etc.) CU1 cuorm ss P' epcII e cuf«bbsarnerte III 

cristal en al lalxratcr.o. La d&scrlpc.&1 amlltlca m lID rsd as Q 

trCNés de 1m con.Jtrbl de wrctares Unsalmsnts frdEJpendiert&s ! ,!! y ~ 

(vectores ba.w o gmeradcres de la rsd) y tras erteros (h,t,O 
relacionados por la BCUaCt6n: 

r=ha+kb+lc - - - - ( 1 ) 

Asl se puede r&prcxiK:fr el cristal si ~ tra.slad:! solre las dfrsccionss 

~ , ~ y ~ medlarte todJ.s 1M combtnaciOflSS posibles de mJltfplM da los 

vectores basa.Los YCJlorss da los ertBros (h,k,l) están limitOOos por si 

tamaño y fcrma clsl cristal. En 18nfP1Je matmntÍt'co,la red reprsserta 
- . el grupo ilBtraslaclM dlrltrDstnM:tlra;;-LTculda ~itaria ~tnz ntgiG, 

.. 
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de F ourier. En dicbo espacio se ertlende más fcfcUmente si compar­

tarnt.erto de las redes cristalinas peri6dtcas. 

Si !! , ~ y ~ son los vectares primitivos de traslaciÓn de Wta red cri!, 

talina real, los vectores primitivos de traslacloo de la red recíproca Sal 

a* ,b* y c* , definidos msdiarte las relaciones : 

a* . a = b* . b = c t • e = 1 ( 2 ) 

Y ot • b = ot • e = bt o C = bt o o = ct • o = ct • b = O (3) 

ya que a* • b = at • c = O el vector at es perpendtcular al plano deter "!! 
nado por b Y e , entoncss es paralelo al vector b x e 

-- -- - --- ----- ~ 

:. at = A ( b xc) - - - (4)-

donde A es una constarte escalar. 

a't'o=A(b xc) ' 0=1 ~ A = 

= 1 (5 ) a o (6xc) 

bxc ( 6 ) a • (b x e) 

similarmsnte para: 

cxa 
o'(bxc) , 

Se puedsn clasificar las redes cristalinas mediante sus propiedades 

eléctricas, mscc!Jicas o por sus caractsr~sticas químicas, sin mnbargo 

se clasiFicarán mediarts el tipo de i~acci6n , que hace que los átomos 

dsl cristal sa martsngan l.IJidos.. 

_ De acusr~on este e~a de clastflcach~l los s6lidos se subdiv.l 

d9n un cuatro categcr(as ;;.;;;is;- 'Óllfcos,covalertBs ,mstdU,:os y - - -
7 
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Los crista.les moleculares son aquellos en los que el enlace se orLIll 
Al sxclusl~srte sn fUflf"Zos dlpolares exfsteJtes ertre los dtomos o las 

moláculas del cristaL • A pesar CÍl que 1II átomo o molflCula no frEne 1I1 

mamerto dtpolar promedio , por lo gemraL teJüd 161 mornsrt:o dLpolar 

sLsctrostáttco QU8 a su W1Z. pueda lTdlcir 111 momento dipolar en otro 

ótomo o moLácula.La lrteraccl&1 qua &Jdsts erI.nl el momerto dlpoLar 

crlgÜ'XlI 'J al lldJcldo as de ctraccLdn y JUK1a SB"Vfr pera 161"" 161 

cristal.Las fuerzas da enlace qua se orlgtnan en bteracclones dipolares 

da esta ooturalsza se C<n>eeJl como fusrzos ciJ van del- Waals. Los 

cristaLes moleculares ss caracterlzan por rnrgfas de enlaca ra<b:ldas, 

por Lo garEral Sal cadJctores eléctricos deftcfsrtBs [ 3 J. 

PotencIales lrtsritt1Lcos metálicos 

Para describir el mOYlmLsrto de los looes sn la red debemos caracts 

ruar Las emrgtas d9 lrteraccfm ertre dlch>s lmes , ~ qtB 

los potenciales dependen solo da las posicIones y ss cmsldsrard la In -teraccfáJ por paras. 

CooUtati~ la Weraccl6n sfacttw del potencia.l ¡ÓrJ - l~ es la 

srma ds la lIteraccl&t directa que es la lTteraccl~ Coolombtana ertre 
,/ " los lorES y la f11teracclon lndfrecta a traves de los slactraES de 

cadJccL&t Los cuaLes cqJ<JfbJllan a cada Lál. 

De la literatura tsnsmos qua Los potencIales puedsn ser calculaclns a 

pcrllr da primeros prlnclplos o ajustados pcr el expar.rntrio.En la 

ftgtra 2 se muestra si comportarnlerto dal potsrJ;laL 1rterL6nico [ 4 ]. 

Las oscUaclcws a Largo alccn:e qt6i SS observm sn los poterx:;laIss 

frtsrrtOOlcos reciban el oombrs CÉ oscUaclaJBS cm Frledsl. 

9 
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(12) 

(13) 

El sublndice cero indica que las derivadas evaluada.! en la corfigu_ 

ractál de equllibrio.En la posici6n de equilibrio el segundo tá-mino del 

lado t:IersdxJ de la ecuaciál (11) se amia. 

En la aproximación armonlca ss desprecian los té-minos que no ssam 
BKpUcltarnerts dados en la ecoocidlt (ll).Los efectos anarm&rlcos SIl in 

cremfrian generalmert& con la energta 1 por lo tarta con la 

temperabra. Las condiciones de ll'MJ1"iancla t.ran'ilac'CIlIlI aplicadas a 

CPij ( 1 ,1' ) nos dan: 

~ ji ( l' ,1) = ~ij ( 1 , l' ) = ~iJ ( 1 - r ) (14) 

y ~ 'tj ( I , r ) = O (15) 

. ck 
Esta última ecuaci6n solo mcpresa el hechO que las fusrzas solre ClM!I 

cualquier átomo son aro, si cada ótomo ss iEsplazado desm sI 

squiHbrio en la misma cartichL 

Porque el sistema 8S cCI1SEn'Utfvo poderno:t ~tUzar la ftn:f~ 

Lagrangic.u y sus BCUlICICJI"BS de mOYlmlsrto: I = T - V ( I ,) 

11 
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tas frecuencias de las ondas descritas por Q se obtienen de la ecuo­q 
ci6n de valores propios para los vectores de polarizaci6n f q. 

(24) 

Los tres vectores propios de D(-q) y las correspondientes 

coordenadas normales ~ ~ denotadas por ~q<T y Qqp (q, p = 1,2,3) 
Los tras W1Ctores propios satisfa.cen la.s relaciones de ortogonalidad Y 

cerradura: 

E · E = t5 -qa -qa' aa' (25) 

"'-" E i o E j = Ó. 
L. -qu -q<T zj (26) 

AdonJ-""emos la convencioo de fase E = E r"" _qa _ -qa 

entonces (27) 

La ecuación í1 O) puede modiFicarse para tomar en cuenta la polari­

zación , este cambio es trivial si tomamos la ecuación : 

ü = ( M N ri 2: Q E e iqol (2B) 1 qu -qu 

Usando las 8CUClCiones (20), (21),{25) Y {26);el hamiltoniano rJfecti'lO 

ca-respondif1f1te a la ecooclones (9) o equivalentemente (13),pueden ser 

14 
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f a. ~ A1a( ) 
Ll •. q 

J JJ-

Vsando las ecuaciones (SO) y (47) obtenemos: 

Ó V. 
(/). JI.} ~ ---L 

q J ó q 
a 1 

1 a 
l! .. (q) 

11 - (52) = 
8 11Z JlD .( q ) 

J -
Ó qa 

: . JI. ( q + !:1 q) = Jloj ( q) + (/). JI.' II q) (53) 
J - - q J 

Aplicando el método de mctrapo/f1c!6r¡ (J la CiC?r.ri6r¡ irreducible de la 

primera lona de Brillouin (PZBj , la cual se divide en una red ctJbiea 

simple de puntos q separados una distancia 2b,cada q es el certro de e e 
un pequeño cubo alrededor del cual se extrapola en un ndmero Finito de 
puntos ( permitidos), se puede extender a todo el espacio por sirnet.r{a~ 

adamas el cubo es pesado dependiendo en que r egi6n se calcUlCi(Ap€.ndlce e ) 

Consideremos un valor propio de la frecuencia liD' (q ) obtenida en 
J c 

qc ' 1m general las frecuencias pertenecen a una superficie de frecuencia 

constante pasando a travJs de q • Al introducir un pequefio cambio dJ, e 
encOftramos una nueva superficie de frecuencia constante a la cual 

110 j ( qc ) + cW pertenece. 
El número de frecuencias que estan en el intervalo vo . (q ) y 

J C 
liD; ( qc ) + dv es proporcional al ~lumen de la capa cminada por esas 

stiPerf te tes. 
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LV. El c.lor sspecffico 

IV. 1 la 8IlBrgfa irtsma y al cala- especfffco 

Desds el purto de vista atánico l610 puede dlstingulr ertre varias 

ccxtribuctcnes al calcr especifico da los sólidos. Tenemos fin primer 

lugar la cortrilxci6n resultarte de las vibraclcnes atOOticas en el 

cristal;(I1 incremerio en la temperatura es asociado con un movtmierto 

mds vigoroso de dtornos. En seguxJo lugar en los melales y en los 

~lconch;tores tenemos a su vez una corrtribuci~ adicional al calor 

específico debida a los electrr:nes. Esta cortrlbuci6J es relatiwmerte 

pequeña ccmpcrada con las vibraciones de la red. 

El calor especifico de LflQ substancia está definida como la cartidnd 

de calor requerida para elevar la temperatura (11 grado , obviamente 

depende de 'as circunstancias bajo las cuales el cuerpo es 

calentado. 

Generalmente se calculan dos caloras espedficos 1 uno es sI calor 

especifico a volumen constarte e ; ( en donde el cuerpo es calentado a y 

volumen COflstarte ) y el calor especifico a presión constarts e se 

calcula cuando" la temperatura del cuerpo se eleva mantsnimlo la 

prgstoo constarte. 

Desde el purto da vista experimnal es muero más convenierta 

calcular el calor especifico a presi6n constante e , aunque a volumen p 
constante se puede obtener inmediatam&rte a partir de la ererg(a irtema 

del sistema. 
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la 
f,.JI :.: < J 111 11 > (118) 

J dEnota el estado que estarnos estudtando y 1 cualquier valor posible. 

La t1Cuación (119) represerla un sistema (gersralmarte Lrflnlto) de 

ecuac1Q{}Sls algebraicas para las cua¡es eH ecuacI6n (114) del desarrollo 

de la fl.ElCtÓfl de onda y para las correcciones óEr Aunque en gere"al no 
es posIble resolYef' exactamente este sIstema (ecuaciones no lineales) 

T omC1!ldo l:;. J por la ecuacl00 (119) queda: 

-
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Extraemos da la slmet.r(a el Mrmlno 1 - J y despejamos eSE, 
./ 

obteniéndose: 

A e 
ó E = A + ¿ Il IL (121) 

J JJ l:t J 1 + CJJ 
Esta expresl6rl muestra los efectos de perturbaclÓll los cuales se 

manifiestan en la emrgla. del sistema dlrectamtne por la modificación 

del fxunUtonlano (U,rml.rn 11 Ji e lndlrectamette a través de la 

modtftcadán de la dlstrlbuclm de parttculas (términos que cartiensn 

CJl).EI efecto dlrecto es de primer orden , mtertras que el efecto 

Indirecto es al menos ds segtnJo ordsn. 

Tomando l -t J en la se.(10) 'j los elementos <SEJ con ayuda de la 

eco (12) obtenemos: 

(cmJ t O 

Este ststsma no LlMal nos ¡s-rnite determinar Los coeftcfertes eH 
para J 1:. l.Para determloor eU edJlmos que 'oJI J este normalizado a la 

t611dad.. 

< "'J I "'J > = < "'J + f eJt 'lit I "'J + ¿ eJP > 
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• t ~ 1 + ~ CJ!, ~Jl' + f CJl tSJI + '6,CJt CJl, 6U' 

* - 1+CJJ+CJJ+fICJlI2 :::: O (123) 

o lo qtIS 8S lo mismo: 

ICJJI'~2R.c1+ ~JICJII'=J 

Conocidas CJl para .#1 esta ecuact6n dstermtna la functch 

(124) 

no hay máS condlctones que satisfacer • por lo que podemos fijar 

arbltrarlamerts el valor 1m CJJ ( o lo tomamos como cero ),9scogemos 

e JJ real ertoocss: 

J + e JJ = I J -JI le JI 1; (J 25] 

La ~lucldn negatIva ss Inaceptable por hipótesis le JJ I es peqtsía 

compar"ada coo la unIdad I e JJ I < 1 • 

Tomando las 8ClJaClones as la 121 - 125 dstsrrnLnamos CH" 

Coo las funcloms ds onda Y con la aytJda de 6E1 los .¡alores propIos de 

la energía qtSdan detsrmfnados. 
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· - -

A~ potencIal l::,. :::)o .x ll. en donde el pardmetro .x (en los ,~esultados 

finales .x = 1) nos sirve para conocer la pequtñaz de un térm 1"0; 
términos proporcionales a 'AA son de prlmer orden, proporcfonales a 

( AA ) Z da segundo orden '1 as! sucesivamente. 

Proponemos que tanto los coeficIentes. eU Gomo las correccIones a la 

energta 6 EJ pueden descomporerse en la suma de conlrlbuclones 

prtmero, segundo orden como sigue: 

en (Z) m 
óE - A Ó A + ).,:~ ó A + Al Ó A + .. . J - J J J 

Los coeficIentes A q nos Sirven para conocer rápidamente el orden de 

pequeñez del término, eventualmente A = 1 en estas expreslO1~s. 
Sust1tuimos la ecuacIón (126) en la (125): 

Cor'l un poco de ólgebra queda: 

z U}. c;n el) (2)* = 1 - i A ¿ le lJ I 2 - i A J ¿ (CJl cJ! + eJ! eJ! ) + . .. 
1= J 1= J (127) 

Igualando cooflclertGs de potercias tguales de A : 

m m 
- ~J ::: ~ - C---w ::: -J.-}:J ~ ~_ _ (12Bl 

-J J-J LIT J' - - - - -

58 



E~tos ,'esultados n!!JesLran que a pr-lmer orden de l~ teor(a 

perturbaciones, la correccf60 eH es rl.lla , el segundo ordert 

fU 
- ; ¿ ¡e)l 12 etc. 

}tI 

LrJ ex.clusIÓn del tJrmino J ::: l en la sumatorta se denotará: 

Para obtener las COITeCclDrES a la emrgfa a los dffereFtes á-denes de 

aproxImación StJStttulmos las ecs. (126) y (128) en (121) obtenIendo: 

deSi1f'roIldndola obtenemos: 

O(AS) (129) 

Comparando coefLclert8s de las diferentes potencias de A temmos: 

(130) 

(2) (1) 

óEJ := ¡~ eJI < J / ~ /1 > (131) 

S9 



( 

y asf slJCt?sivamente , para los órdenes superiores. 

La ecuación (130) es Indudablemente el reSIJ:tado mds importante de 

la teort'a de perturbaciones, su correcct6n a la energía esM dada por el 

valor e:ipBrado del hamlltoniCDlO ds perturbac1ón. 

Sustituimos las ees. (126) y (131) en (122) lo que nos d6: 

(In COl m (1) (1)) ID) lal 

). [~IJ - (A) - Al) eJl ] +)..z [_¿ CJi ~ll- {AJJ - All ) CJl -
1-I,J 

(1) IZ) (¡J (O) (O) (J) 

- - - - U .tt-=-4u-) Cjll± )..3 L~ll~J +t~,5J~f-=J ~J~ul ~ -__ 
(2) (O) m 

(AJJ - All ) CJI - ¿AJl CJ1 ] + .. . -=- O (132) 

Se debe de satIsfacer a todos los orde1leS la te0r{a de perturbaciones, 

por lo que el coeficiente de potenda de las A se arula por separado para 

cada potencia. 

(O) ID) 

LllJ - ( AJJ - All ) eJl = O 

en ' 0) ID) (2) m 
'51l11 CJI - (AJJ -All ) CJI - (AJJ - AU) CJI :: 0(133) 

tlj,l 

(O) (1)) 

SI AJJ - /\ll :: O 1 dada t; es declr,sl el nIvel J no es degererado 

( o bien, sI la drferencla CllterlOl' no es excesIvamente pequeña t. e. st 

no existen parejas de nIveles de energía muy cer-canos ) entonces: 
(\) Llll 

_ _ ___ _ _ _ . ~JL:: ~_ (O) (134) 
~JAn-- -- - -- --



y as( para las correclones superlores.En general se llega Q segurx10 

orden. 

La ecuac100 (133) as incooslsterte s1 edste degenerad&' , puesto 

que entre estadoS" degenerados debera cumplirse < l /!1 / J > = O para 

!1 arbitrarla (no es clerto en general ). 

Las fdrmulas (133) '1 (134) nos permiten calctJlar las funciones de 

onda hasta primero y segundo orden de la t.eor{a de perturbactoms 

corr'sctamente normalizadas. 

Podemos sustLtuir (134) en (131) para obtener una formula exp[{ctta 

para las correcciones a la energta a segundo orderJ: 

m A,} 
SEJ = 2. AJf eJ, = 2. AJ, 10' (1) 

f fFJ AJJ - AU 
(136) 

Tomando en cusrta que Ó. es hermltiano. 
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z 
I All I 

JEt = ¿ ro, ro, 
Jt.t 1\)) - I\H 

:. De ILlS eClJaclones (130) y (136) obtenemos: 

a (1J I:U 
eSE) = eSE) + efE) + ... 

la 
L!.ll 

== AJ) + ¿ rb) ro, [16] 
lt) A)J - Au 
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Apend1ce e 
SGcGfor1es ,ectas y ZB para fce '1 bcc 

" Dl'Yldtmos como dIjImos anteriormerie al cubtJ en dos '1 solo 

tomamos una de las mitades (ya que es sImilar para la otra) como se 

musst,.a en la figura lrl8l~ 1J. 

Las dl5tanclas (w) se toman desde el plano que pasa por el 

certro (con vector normal ~ ::: ('., l2 , 11 ) ) a cada UfXl de las cuatro 

esquinas los cosenos directores los denotamos: 

II :: cas a , l2 = cas fJ , 13 :;:. COS y 

ademas l1 ~ 12 ~ l'J ~ o. 
Para calcular las distancias se toma el pnj(1ucto punto del \lector con 

coordenadas ( X,j,Z ) que localiza a la esquina con el vector u 

, ~ 

--'---~~ 
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La seccfooos rectas se pueden calcular al Ir barriendo un plano sobre 

la mitad del cubo las secciones que se formW1 son las slgulertes: 
I 

En la. flgura 1 S se tiene un paralelogramo ( ademas se muestran las 

coordenadas de los ¡x¡ntos donde corta el plano ). La secd6n recta 58 

obtiene: 

v' 21 -: ~ + ~: -: + I-~ ~ + I ~ -~ 
a 

ab 
s -

P 2 

2 . 
S -- 4b .. -

P 
2 

~ 1b 
S - ~ - -

11 11 
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