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ABSTllACT 

A boundary mcthod is applied in order to study the seismic -

response of axisymmctrical al1uvial valleys on the surface of an -

isotropic, homogeneous and clastic half-space. The excitation is -

given by incidence of planc wnves. 

The method makcs use of the ''completcncss'' of wave function 

faroilies that are solutionG of Navier's cquation. These ftsnctions 

are expressed in ter~& oí sp1}crical BcGscl or Hankcl functions as­

sociatcd with trigonooetric and Lcsendrc íunctions. The reflccted 

and scattercd displncemcnt ficldo ~~~ constructed vich thcse fami­

lics cxprcsscd by linear forros. Cocfficient~l are obtaincd from a 

leaat-squarcs treot~cnt o! boundnry condiciona. 

Axial syr1Mctry of .scatt.crcr nlloiJs an azit:a1th.al dccocpositi.on. 

This rnakes the solution of n chrec-dimcnsional problcm possible 

by mcnna of supcrpoaition of scveral tvo-diacnsionnl problems~ one 

for cacl1 a:iouchnl number. 

Results are pregcnted in boch ticc nnd frccuency dorenins. 
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Se aplica un método da frontera para estudiar la respuesta s!s~ic• de va11ee· 

aluviales a•isimétricoa sobre la superfici~ de un Set:.1Íesp4cio elSsticoa homogéneo 

e isótropo .. L4 ex.citación está dada por la. incidencia de ondas planas .. 

El método h.:icc uso de la cor::pletez: de faoilias de funciones de onda que son 

soluciones de 1a ecu3ci0n de N3víer, las cuales e~eán expres3das ~n tén:i:inoa de 

funcionas es!ériczn de Bcssel o de H .. i.nkcl asoci.'.:idas con funciones trigonoml!tri­

cas y de Leg~ndre4 Los c~~pos de dcspld:aoicncos difractados y refrnc~ados se cons­

truyen con eata5 fa~ilias representad~~ en for~ns linealc~ cuyos coeficientes se 

obtienen de un Dju5tc de ~tnimo~ cuadrados en lnn condiciones de frontera. 

L:a sí~t?trí.a axial de los difr.:ictore5 permite un.:i descomposición 4zimut:al. 

Esto hace posible que el problc~a tridioension3l_ se resuelva mediante una superpo­

uición de varios problema::. bidimensionales. uno para cada número azi?::Utal. 

Se presentan resultados en los docinios del tie:cpo y la frecuencia. 



RESUMEN 2 

Se aplica un método de frontera pnra estudiar la reSpucsta sísmica de valles 

aluviales axisimétricos sobre la superficie de un scmiespacio elástico. homogéneo 

e isót.ropo. La excitncii5n l"St:i. dad.1 por 1:.. incidr.ncin de ondas planns. 

El método hace uso de la complete: de fa~ilias de !unciones de onda que son 

soluciones de la ecuación de Nnvier. las cunles están expresadas en térr.iinos de 

d ... H:\nkPl Jiqor.iadns con fonciones tri~onomér::ri-

cas y de Lcgcndrc. Los ca~pos de dcspln:naicntos difract~dos y refractados se cons­

truyen con estas familias rcprcscntadns en formas lineales cuyos cocficienteo se 

obtienen de un ajuste de mínimos cuadrados en las condiciones de frontera. 

La simetría axial <le log difrjctorcs permite una descomposición azimutal .. 

Esto hace posible que el problema tridiocnsional. se resuelva mediante una supe~po­

sicii5n de varios probler.:i.as bidimensiona.le::i, uno para cada número azimutal .. 

Se presentan resultados en los dominios del tic:r.¡po Y 14 frecuencia .. 



3 

l. lNTRODUCClON 

Es un hecho accpt~do que Ion efectos de sitio pueden generar grandes a~plifi­

caciones y variaciones espaciales rcl~nntcs durante el ~ovímicnto sísmico del te­

rreno. Las heterogeneidades l3terales en 13 superficie. ast como en los suelos es­

c.ratif icadoc, han sido relacionadas con l:i distribución de d;iño~ ocurrida en .:1.lgu­

nos terremotos, (Poccski, 19b9¡ Jackson, 1971; Rial, l98G). El reciente terremoto 

de Michoacán (tt5 ,. B. l) del 19 de tH.:pt.ic=.brc de \985, c::au5Ó d.;:iños $)0 precedente en 

la ciudad de ~xico. Aparte de las cotu.h>-.;..., .. _ .. •-. ~ .. ,..._.,.. ~· loe; •"Íf"ctos producidos por 

la trayect.orin ( Singh, 1986). lits [orr.iaciones tacu5trcs del. va.lle amplificaron gr.:i!!. 

demente el movimiento .. La tn.:J.yorín de los efectos locnlcs en la ciudAd de M~xico pue­

den explicarae mediante modelos unidi~ensionnlc& de l~ rc~pucsti1 de lo$ cstrnt:os s~ 

perficiales de ~uclo bl~ndo. 

Sin crn.bnLgo, la influencia de efectos bídimansion~lcs y tridimensionales as 

poco conocida, pero sin duda su estudio es importan~c desde el punto de vi~t:a de la 

ingeniería aismolOgicn. 

La respuesta sísmica de modelos bidimensionales de v~lles aluviales ha sido 

estudiada por varios autores { 'rrifunac,. 1973; Wong y Tt ifuna.c, ! ')711; Sñnchez.-Sesnia 

y Esquive1. 1979; snrd y Bouchon,. 198U a,. b, 1982; Bravo et ~l. 1986; Sánchc~-Scs-

..... 1986 ) conGidcrando varios tipos de onda incidentes y diferentes confi-

guracioncs topogr5ficas del bnsa~cnto. El uso de modelos bidimcn~ionales ha pcnni­

tido comprender aspectos escnciale~ del prohlcm.'.l. 

Hasta 3hora han sido pocos los trnbnjos que estudian modelos tridimensionnlcs, 

ya que el grado de dificult~d asociudo se incremento considerablemente. Lee (1932) 

y Lee y Langston (1983) utiliz.3ron exp3nsioncs de funciones de onda y teoría de ra­

yos, respectivamente, para estudiar irrcgul~ridadcs ax.isimétricas. Recientemente se 

ha propuesto una solución aproximada de la respuesta sísmica de irrcgularidad~s tri-
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dimensionales superficiales, la cual se hn obtenido por medio de una cxpAnaión 

de funciones de onda y una desconpooici6n a:imutal {S~nchez-Scsoa. 1983; Stnchez­

Scs~a at al. 1984). L4 formulación complct3 fue presentada por SSnchoz-Sasma 

(1983), pero h~sta ahora han sido prcGcntados oólo algunos resultados numéricos 

parn incidencia vertical de ondas P y SV en el dominio de la frecuencia. 

En eatc tra.b~jo se resuelve el problema bajo incidencia oblicua de ondas es-

feroid3les (P, SV y Rayleigh) y toroidales (SH). L:l formulación se presenta 

brevemente y ne describe la estructura ~sencial del tratnmiento numérico. Se 

dan algunos resulta.dos en los dominios del tie.~po 7 ln frecuencia~ 
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2. ONDllS SISHICAS 

Es frecuente en sismología que ln superf icic de In Tierra se considere como un 

semíespacio elástico lineal. homogéneo e isótropo. En este medio continuo la pro-

pagación de ondAs de cuerpo P y S, nsí como superficiales de Rayleigh. puede repre-

sentarse mediante ln teoría de la elasticidad lineal. 

Considcr~ndo que estas ondas son periódicas con dependencia d~l ti..-~~ ~~~~ 

:'O':' .:!. [u. .... t.ur e,-.. ,.,., donde w • frccucnci~ ~nc,ular, .¿ ... r-1' y :t.• cicmpo, el movi-

miento de las pnrtícul.o.n del medio obedece l,;;a ccu."J.ción de Na.vicr (Fune:. 1965) et:.-

ya formn vectorial (sin considerar fuerzns de cuerpo) c~tá dada por: 

(2.1) 

donde Ü • vector de d~spla:amicntos, A y ~ ~ constantes de Lamé. p - dcnsidnd de 

masa y V • operador diferencial v~ctorial. 

Por medio del teorema de t...arné {Aki y Rich.ards • 1980) se pu.?do dcmostra.r que 

la ecuación anterior se satisface si P.1 c~po de dcspl~~umicntos se expresa en tCr-

rninos de potcnci:1les de Helmholtz,. es decir. 

Ü • 'l9 + \7 X °ij'. con t¡.,¡,~o (2.2) 

donde ~ • potencial escalar y ~ - pot~nci~l vectorial. 

Estos potenciales son 1 re~pcctivamentc, soluciones de las ecuaciones de Hel-

mholtz (ecuaciones reducidas de onda): 

(2.3) 

(-2.4) 
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aquI q • w/a, k • w/ B a • /().+2lJ)/p' •velocidad de prop<Jg.ación de las ondaa 

longitudinales (P), a- ¡;;jp • velocidad de prop.agolción de las ondas transversa-

les (SJ. Estas ondas usualmente sP descomponen según planos de ~polarizaci6n 

(ondas SV si están poloriz.:ld.'ls verticalmente en el plano de incidencia y ondas 

SH si C!'Stán polarizadas en el pla.no perpendicular a su trayeccor-ia). 

En la superficie de un medio homogéneo, se producen reflexiones de las on-

das que inciden: e~t~ su~crf icic s~ encuentra libre de tr~ccioncs (con-

dición de superficie libre). Por otro lado, puede aceptarse que lejos de la 

fuente sísr:iica los frentes de ond.:is son :tprc:d::.J.<l.:li:'"•Clltc planos. 

B.'.ljo estas condicione.s. L-. .,,,,.,.--:~-: .L ...;._ .. r- ..... .i...i.Ore, es decir, los despla.z:a-

micntos producidos por las ondas incidentes y refl~jad.1s puede obtOnerse por me-

dio de un análisis si~ilor nl presentado por ;./hite (1965). En el apéndice A se 

encuentran ]as expresiones de los desplazamientos y e&fucrz~s de dicha solución. 

en coordenadas cartesi.Jna.s para fncidene:i.a de onrl.r-ts P 1 .S\' .su y de R.ayleigh. 
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3. FORHULACION DEL PROBLEMA 

Considérese una irregularidad tridimensional sobre la superficie de un acmies-

pacio como se muestra en la fig 1~ La inclusión y el scmiespacio se denotan por 

R y E respectivamente siendo 31E y 31R las fronteras libres de las regiones y 

a1E • a2R la frontera común entre ellas. 

Los campos de despl~zrunicntoa se construyen supcrponi~ndo los campos difr3cta-

dos y rcfract3doo por la imperfección topográfica con la solución de campo libre, 

dada por los campos en ausencia de la irregularid~d. Para la región E ~sto puede 

cscribit'se como: 

donde Ü(o). solución de dcsplaza~icntos de ca.~po libre y Ü(d}. solución de despla-

za.mientas del campo difract~do; para la recién R se tiene: 

(J.2) 

donde Ü(r). solución de dcspl~zrunicntos del c~~~o refractado. 

Para el campo difractado se impone la condición de irr3diación elástica al in-

finito (SommeT"f~ld , 191,9; !:upr.:id.;:o. l!JGJ). 

Los campos totales deben cur.::;.plir con las condiciones de frontera esto se lo-

gru haciendo nulas las trncciones en la superficie libre e imponiendo la conCinui-

dad de los desplazamientos y tracciones en la interfase de las regiú~es. e5 decir, 

<<üE> • O en a,E (J.3) 

t(ÜR) • O en 0 2 R (J.4) 

t(Üf) = tcÜR) en a,E = 32 R (3.5) 

-E -R 
u - u en 32E • a,R (3.6) 



8 

con t - a ñ 

donde e es el vector tracci6n asociado 41 vector normal ñ de la frontera, o es el 

tensor de esfuerzos y Ü el vector de desplaT.amicntos. Lo~ vectores normalea se en-

cucntran dirigidos h-.:cioi la región R. 

3.1 CAMPO LIBRE 

Considéreosc un sistema de coordenadas esférico (r. 8, ip con vectores unitarios 

fig 2 • En e5te sistema de re!P.renei~~ ~1 ~~~i-

espacio ocupa la región z>O, con ln superficie libre en z 11 O. Si el frente do las 

ondas planas incidentes es perpendicular nl plano xz. ln solució~ de despla~a.mien-

tos de campo libre para ond.::w P,S y de R .. "lylcigh puede ~scribirse en l.:J forma: 

(3.7) 

donde Ftz} es una función vectorial que se define de acuerdo con el tipo de onda 

incidente y e es la velocidad de fase aparente de l.a onda en la dirección .:<.. 

El factor de propagación puede dcsarrollar~c en coorden~das esféricas por 

medio de funcionr.s cilinc!r:ic.:l~ t-;.or cjc;:a~lv A'hr.;.mowitz. y Stegun. 1972),, obtenién-

dose la identidad: 

"xp(-.Ul) • ¡; cm(-.tl"' Jm (.Cr·~cn 6)co~m4> (J.8) 
m•o 

donde cm• fnctor de Ncu::ci.:i.nn ( "" l Gi r.r ... O; "" 2 di rn >O ) y Jm(·) • funci6n de 

Beescl cilíndrica de primera especie y orden m; ¿ • w/c • número de onda hori~on-

tal. 

Esta expresión permite mostrar la p~ridad del !actor de propagación con res-

pecto a la coordcnnd3 nzimuta1 •· 



Al referir los deaplazamientos y esfuer:os debidos el e.ampo libre al siste=a 

de coordenadas esférico puede obaervarse que par.a ondas esferoidales (P. SV y de 

Rayleigh) los componentes de despla~amiento ur y u 6 son parea y u~ impar con rea­

pecto al ánsulo 4zimut~l ~. Los esfuerzos ºrr' ªee• a~~ y ºra son también pares y 

ªrt y a
841 

impares con respecto a i:i.. Para el caso de ondas toroidales (SU) se ob­

scrv~ l~ situación opuesta de paridad e imp~ridad. Tales propiedades de los cam-

pos incidentes perr.:iitcn una descomposición en términos del án&ulo azimutal Q. 

En la fi; J :;e ~ucstra l.a incidencia d<? ondas toroidales y esferoidales 

..,. ..... t-1<:uiJicu.t.-ir aJ.. pi.ano X7. .. 

En la f i&. 4 se observan los co:nponcntcs del tensor csfuer::o en un cl~mcn-

to diferencial de volumen, en coordenadas cartenianas y e·sréricas. 

En el apéndice B se exprcs3n los esfuerzos y los dcsplaz~micntos del campo 

libre en coordenadas esférica.s,v~rific:indosc l.:is propit?dadcs de paridarl e imparidad 

descritas anteriormente. 

3. 2 CAMPOS REFRACTADOS Y DIFRACTADOS 

Con objeto de construir loo cnmpos difract~dos y rcfract~dos, se hace uso de 

unu familia completa de funciones de onda que sean soluciones de la ecuación de 

Navier (Takeuchi y Saito, 1972; Aki y Richardn, 1980). 

A través de combinaciones lineales de miembros do esta familia es posible 

aproxÚ?'!.'.lr los campos de Jesplazamientos; da asta forma los campos difractados y 

refractados de las ecs 3. l y 3. 2 pueden expresarse como: 

¡;<d)_ 2 N " A~ o!. ¡; I: ¡; (3.9) 
j•o ""º m•o Jtlnl Jnm 

¡;<r>. 2 N " A~ ¡¡!. ¡; ¡; ¡; (3.10) 

j•o n•o m•o 
pvn Jrtm 
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donde A¡run aon coeficientea indeterminados; Wjnm son elementos vectoriales de 16 

familia completa de soluciones: loa super!ndlcos E y R denotan al semiesp3cio y 

a la inclusión respectivamente¡ n es el !ndice de la expansión radia1 cuyo orden 

es N; m CR el índice de la dcscomposictjn a~imutal; finalmente j es el índice qu~ 

especifica el tipo de onda difractada o refractada: j • O para ondas P; j • l pa-

ra ondas SV¡ i • 2 pa't"a ondas SH). Ln~ expresiones de Wjnm para c:ida tipo de Onda 

(con superíndices p.s y t pan1 ond.:i.s P, $\' y SH. rc~pectiv.:i~cntc) pued<'n represen-

tar&e por! 

P' uPr.,.) ¡¡m (0.4>) +11P(r) -m ce, o) (3.11) - s:: nm -, " 
- .. y"n> ¡¡m (0.i>) +y~(r) s: (8,4>) "' - (3.12) 

""' 1 n 

- t "'.,,,, • y~(r) T"' n 
(0,<j>) (3.13) 

donde las {unciones y(r) son funciones radinlcs. Por otro lado. los armónicos es-

féricos vectoriales pueden expresarse coMo: 

-m 
ce.~> y"' (6,4>) Rn - n ºr (3.14) 

¡¡m ¡¡y~ (8,4>) ·~ (8,4>) 

n 
(0,$)• ae ee + 4en e ª"' e<I> (3.15) 

ce,<1>>· 4"~ e 
avm (8,4') ;¡ym (8,4>) 

T" " n 

" •4> ea ªº e<I> (3.16) 

aqut (3.17) 
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En esta ecuación P:(•) •función asociada de Legendre de primera especie de 

grado n (nümero radi~l) y orden m (número azimutal) con m •0,±1. ±2 ••• ±n. Las ex-

presiones de los componentes de los campos de desplazamientos y esfuerzos refrac­

tados y difractados en términos de 109 elc~cn~os wjnm se encuentran en el apéndice 

c. 

Puede demostrarse que cada uno de los vectoros de desplaza.~icnto ~ttm no s~­

tisfacc por sí mismo 185 condiciones de superficie libre del semiespacio. Es por 

esta rn~On que ~l tratn~iento numérico se extiende a una porci6n de esta re&ión. 

3.3 DESCOMPOSIC!ON AZIMUTAL 

Para difraccorcs axial~cnte simétricos es posible cscableccr una dependencia 

especial con el ángulo azimutal 9, ésto perr.titn una dc5coruposición del problema en 

términos dol número azimutal m. 

Lan 3. 7 y J. 8 r.:iuc!itrnn que lo5 componentes del campo libre, en co-

ordenadas cartc~innas. son pares con re~pccto al ángülo ~ como consccuenc ia sus 

componentes en coordenad~s e~!Cric3~ 3dquicrcn propied3dcs de paridad e imparid~d 

con respecto nl mismo ángulo. 

De acuerdo con el factor de propag3ción ( ec J.8 ) y las cxprcsionea para 

condiciones de (rontcrn para dicho c.:u:.ipo pueden representarse COQO! 

(3.18) 

para las funciones pares: y 

C;J.19) 



para las i mparcs. 

Estas expra•ione• pueden rescribirse. respectivamente, en las !orm..aa 

(ver apindice D) : 

(3.20) 

(3.21) 

Esta propi~d1trf ,... ... ;-"":'.'':"":~.:~ .. ..:. ... ..,<.1.LLóad carnbién puede observarse en los csrnpos di-

f"racr;ados y refr,¡¡ctados. Con base en las ecs 3.9 - 3.17, las soluciones para 

los campos difract.iCo~ y rcfrnccado.s pueden escribirse en forma general como: 

donde f
11

(r) es un~ función r~dial y está düda en tCr~inoa de funciones esféricas de 

Hankel o Besscl para las r~gionQs E o R, respcc~iv~mente (opéndice C) (Sánchc~-Scs-

ma, 1983). F~C0,4>) as Ut13. función vectorial en tét"minos de la 3. 17 y sus 

deriv.adac; esta ecuación tiene dcpcndcnci.:i con el fingulo n:dmue.-,I '!' d.:J.d.;i por tsl fac­

tor e,,:_~, y con t!l tipo de! onda incidente, pues se su:Jtituye por Co.lm·-;: 5 J.e.nm-4>, si 

las ondaG son esfcroid~les o toroidales, t"Cspectivamente. 

De esta manera, en la~ condiciones de fronrcrn los cnmpos difractados y refrac-

tados pueden rcprescntat"se como: 

(3.23) 

para las funciones pares; y 

(3.24) 
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para las impares. 

Para conocer los coeficientes indeterminados A"'" se toma un sistema de ecua­

ciones lineales. expresando en su término independiente la solución de campo li-

brc. obteniendo ecuaciones de la forma: 

" ' { f (j}_ f (j)_ ¡: A.,,,, f n(r) G (O)ª¡: + nm . m• J m-J tt•o j•O 

pera las partes pares. y 

N ' {g(j)_ - g(j)_ ¡: A,"Un f n(r) G
1
tm(e) - ¡; 

""º i•o "" J 
rn- J 

(j) 
para las impares; para cada. m. donde m • 0 1 l, 2... fm!j y 

(J. 25) 

(3.26) 

p(j~ 9on términos co­
ªm:!J 

nacidos y su fonna depende del componente del C<lmpo de esfuerzos dcsplaz:a-

mientes que se con~:;idere en cad.'.l unn de las condiciones de frontera., siendo fun-

c.ionc::: sólo de la• coordenadas r y o~ c~to conduce n rc~olvcr un problem.-i bidimcn-

sional para. cada número .:izimut.;:il. La solución e oc ple t;J se construye supcr:lOnicndo 

las solucioneg obtenidas. 

Para incidencia vertical de onda$ plan~s se roquierQ sólo un número a:irnutal; 

en el caso de ondas P sólo se neccsíta m .. O; n.::ira ondas SV o SH basta tomar m • 1. 

Si los campos incidentes son oblicuos o de ondaa nuperficiales de Raylcigh, la 

solución requiere de varios números azimutales dependiendo de la longitud de on-

da horizontal .. 

La fig 5 obtenida a partir de ln ec 3. 8. muestra el número de tér-

minos de m necesarios para obt~ner un error entre 1% y 10% en la solución 

de campo libre, para diferentes longitudes de onda horizontal. Este resultado pcr-

mitc construir reglas sencillas para estimar los parámetros de cálculo en función 

de la frecuencia adimensionnl n (definida m~s adelante). 
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4. SOLUCION NU!iERICA 

Unn vez obtenid3S las expresiones de los campos difr~ct~dos y rcfract•doa Ceca 

3.9 y J.JO) se obtienen sus coeficientes a partir de las condiciones de frontera 

(ecs 3.3 - 3.6) en cada uno de los K, L y H puntos de las fronteran a,R • d2R y 

31 E. respectivamente (fig 6). Se obtiene .'.1::iÍ un sistcm.J de ecu.'.lcioncs lineales 

cuyos términos independientes están dados en función de l~ solución del campo 

libre. 

ción de las condiciones de frontera sea rn!nioo. Es conveniente para. ello cons-

truir un sistema de ecuaciones sobrcdetcrminado (r:i..ís ecuaciones que incógnitas) 

de In f orm.1 : 

[AJ {:<) • {B) (4.l) 

donde el número de ecuaciones dcpcrnde del nÚ!:'le:ro de puntos en las fronteras y el 

número de incognitas de 109 órdenes de las exp~nsiones. Bajo estas condiciones 

la soluci~n que minimiza el error cundrático medio (Noble y Daniel, 1977) se ob­

tiene i.tl resolver el sistema: 

(4.2) 

nquí el asterisco denota conplcj3 conjugada. 

Así la m~tri~ de coP-ficientes resultñnte es hermitiana y positiva definida. 

Debe recordarse que el tr~tnmi•nto numérico debe extenderse a una porción do 

la superficie libre del scmiespacio; si se toma una distancia de dos a tres veces 

la dimensión horizontal rntixima de la irregul3ridad pueden obtenerse excelentes re-
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aultados (Sánchez-Sesm.a et al., 1984). 

Para problemas con alta frecuencia, irrcgularidadcrn con profundidad 1nuy pequeña 

o bien altos contrastes entre las propiedades elásticas de los medios, el tamaño de 

la mat::riz de coeficientes (A] resulta muy gr.ande, por lo que para un manejo adecuado 

de la misma conviene seccionarla en seis submatriccs que se cor.ihinan separadnrnente 

para formar la matri~ hcnnitiann. E~te procedimiento se renliza par~ cada número a:i­

rnutal. 

Los desplazamientos en los puntos de interés roe pueden representar mediante; 

(4. 3) 

donde [n] ~ matriz de coeficientes ot10 f-!,,.~.,......,,..,.. -~::. 1 ...... .;>v.i.ui .. .:iones adoptad.as, {:(.} -= 

.:..:...:uci.un de la ec 4. 2 y (UL} • '!:>Olución de campo libre (nótese que en la región R 

ésta es nula). Superponiendo al final las noluciones parciales d~ los succsívos vec­

tores de dcsplaz~miento {U} de la ce 4.3. se obtic~e la solución total pnra unn -

frecuencia específica. en acuerdo ccn la descor!Iposicíún nzirnutul. 

Si se procede de esta forna P·'lI"n vnriüs frecuencia, =>e obtichcn trPs f11;;cioncs 

de transferencia paril cndn punto d~ interés sobn.• la !iuperficic del !->cmic::;paC'i.o o 1•1 

irregularidad (unn para cada componente del despalzamicnto). 

Par~ obtener resultados en el dominio del ti~~po, ésto es sis~ogram3s sintéticos 

de los tres componentes del desplaz:ar.iicnto totcd. basta convolucionar l.:is funciones 

de transferencia con el espectro d~ frecuenci~s de una señal en el tiempo. En el pre­

sente trabajo se adopta un pulso de Ricker de la forma: 

f(cl • (A-B) cxp(-A) (4.4) 

donde A• 1T 2 (t-t8 ):/t~ • B :ia n 2 t~/t~ • tp • periodo ''car."lcterístico" del pulso 

{Bard, 1982). Con objeto de controlar la for·m.a. del pulso se ha tomado la relación 

t
8
/tp • 0.1983. La frecuencia de corte utilizada en los cfflculos con el algoritmo 

de trnnsforo.::s.da r~pida de Fourier (Claerbout, 1976) fue !max • 4/tp. 
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5. RESULTADOS 

Se presentan resultados norm~lízados con respecto a la ampli-

tud de la onda incidente en los dominiou de l~ frecuencia y el 

tiempo pnra les cauos de incidencia de ond~s P, SV. SH y de Raylcigh 

en valles aluviales y promontorios. 

La frecuencia de la onda incidente está normalizada con re 9 -

pecto a las dimensiones de la irregularidad mediante: 

" - .: !.;, -,.-

donde a• radio de la irregularidad. A~• longitud de onda de una 

onda S y k • w/8. 

Los p~rSmctro~ de c5lculo se h~n deter~in~do de ncucrdo con re-

gl~s emp!ricns sencillas que dependen de la frecuencia de la onda 

incidente y los contrastt:s de propie~a.das tntrc l.:is rcgionca. 

En los ejemplos que aquí se prcsenran se han obtenido erro-

res menores de 5% en la satisfacción de las condiciones de (roncera. 

Para obLcner rc5ultado~ ~n el do~inio del tiempo se utiliza la 

transformoda rápida de Fouricr. Para ello es necesario contar con 

las soluciones par.1. v::aria~ frecuencias. 

En los casos c3tudiados se ha tomado como frecuencia adim~nsio-

nal inicial n - 0.1; la frecuencia m&ximo escfi determinada por difi-

cultadcs numéricas y por los grandes recursos de cómputo requeridos. 

5.1 RESULTADOS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA 

Se considera incidencia de ondas P vercicalQcnte. con frecuen-
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cia adimensionAl n • 1.5 en un depósito aluvial cuya forma en la 

interfase. ese¡ dada por: 

z • h (1-Jr;'+ 2r;•J oS r; S1 

7). Las propiedades elásticas para 

los módulos de rigidez y dcnsid3des cstSn dad~s. respectivamente. 

por 1-'ff. /lJE• 0.3 y pR/pE- 0.6 .. Las relaciones de Poisson que se 

supusieron son VR• 0.3 y VE• 0.25. Los subíndices E y R simbolizan 

31 scmicspacio y a la incluGión respectivamente .. 

La fig 6 muestra dos secciones del campo de ~espl~zamicnco 

la superficie a lo largo de los ejes X y Y. En ellas se pueden 

ver amplificaciones h.::J.sta de 600% en c~l componente vertical y el 

surgimiento de movimiento~ horizontales importantes en las cerca-

ní~s del centro del valle. 

La distribución cspacia1 del campo de desplazamiento se ilus-

tra en la. fig 9 _ ~ótes.e que l.:is arn.plit:udcs de los dcspl:tzjmit!ntos 

horizontales Ux y ul} !•on PXnct;imcnte igu;1lcs si uno de ellas Sl? gi­

ra 90º: esta distribución es simétrica con respecto a los ejes X 

y Y. La ~cplicud del daspla=Jmi~nto vurticnl es ind~pendiente de 

la coordenada azimutal~. Todo ¡sto se debe a la simetría axial 

del difractar y al hecho de que se tiene incidencia vertical de on-

das P. 

En contraste. se presenta la respuesta del mismo depósito an-

te la incidencia de ondas de Ra.yleigh con n • 1 .. 5. 

Como en el caso anterior. las amplificaciones m5ximas corres-

panden al desplazamiento vertical que presenta 500% de amplifica­

ción, en tanto que el desplazamiento horizoncnl UX alcanza amPli-
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ficacioncs de 300%. Estas amplificacion~s pueden observarse en la 

fig 10, que muestra los contornos de las amplitudes de los dcspl.a-

zarnicntos superficiales U~· Uq y UZ. En esta figura puede npreci~r­

se ln simetría que presentan las amplitudes del desplaznmiento con 

respecto nl eje X. Est.1. distribución resulta mucho más compleja que 

la presentada para el caso de incidencia vertical de ondas P en el 

r.dsmo depósito, aun cuando la frf!'cu~nci.'l cons.idt_~r:1d;1 e.s la ~isn:::a.. 

prc.>sent.'.ln resultados en el dominio del ticopo. 

Ante incidencia vcrtic~l de ond~s SV en un promontorio. con re-

lación de Pois5on V " 0.25 y cuya ~ltur~ es igual a la mitad del se-

miancho en la base (fis 11), rlcst:ican ,1:=1.plificaciones de 400 % ó 

600% en c·l coc:iponcnte U.:i;; del dcsplaz.amicnc.o superficial (fiS 12) • 

En esta figura es notoria la ausencia del desplazamiento horizontal 

U , debido a que. por simetría, este movioicnto &e cancela en los 

ejes X y Y. En cambio. en una sccci6n a 45° de los ejes de refc-

rencia (fig. 13) ¡iue~c o!:>::c=-·~·.¡r-~c qu.a .:!.btc ~01nponcnte alcanza aCl-

líficaciones cercann.5 ,:,. JOO :. 

En la fig 14 es aun más evidente la simetría particul~r que 

presenta el campo de desplazamiento en la superficie; en esta fi-

gura se observa clarnmente el comport~miento del componente UY 

descrito anteriormente. 

Finalmente se Clucstra l~ distribución cspncial de las ampli-

tudes del desplazaCliento producido por una onda P que incide a 20º 

del eje Z en un valle aluvial cuya forma en la base es (fig 15)~ 

.,. 
e on i;; - (X 2 + y 2

) I a. 
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Las propicdaJes físicas cstSn dado& por ~/1JE•O.l y PR/PE • 0.8 

ade-:nás las relaciones de roisson consideradas son VR • 0.4 y "E• O.:l 

La frecuencia .:idirnensional de la onda. es n "' 3.0. 

En la fi& 16 son claras las !·dr:ic:-tri'ns que prcsent.3n los tres 

componentes d~l desplazamiento superficial con respecto al eje X. 

Además puede a.preciarse que par."l c-1 componente U;:. las mayores :1m­

plificncioncs se presentan en el lado Je l<l incidencia, mientras 

que para el cor::ponentc u « ~uc~d~ lo contrario. Obsérvese cómo los 

patronRs del cnopo de dcsplazamicnco hon sido af~ccndos por el Sn-

gulo de incidencia. 

5.2 RESULTADOS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO 

Para promontorio cuy:'I .'.lltu:-a es de 100 m. al igual que el ra-

dio de su base. se hn supuesto incidencia de ondas Sil verticalmente. 

El medio tiene una vclocid~d S = 1000 rn/s y una relación de Poisson 

V - 0.25; la frccuenci4 .:J<lif:1f:"nsion~J m:'ixir:ia fue rJ • 10.0. 

En In fig 17 se indica esta incidencia as[ como los puntos don-

de se evalúan los siumo~r~~~~ ~int~tlcos. 

En las figo 18.a - 18.d se muestran las funciones de transfe-

rencia del componente horizontal u~ del desplaznmiento para los 

puntos sobre la sección OX 

Para el centro del promontorio se obtienen ampl~ficaciones de 

casi 500% en f rccuc11cias adimcnsionalcs cercanas a 1 y 6; no es ns{ 

para frecuenci3s intermedias. 

Los puntos 2 y J muestran lóbulos de aropli!icaciOn con cierta 

periodicid~d a1canzundo ampli(icacion~s entre 300% y 500% par~ al-

gun:is f~ccuencin5. La fig 18.d corresponde 01 un punto fuera del 
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promontorio. por lo que su rea puesta es parecida a la de super-

ficie libre; los pequeñas oscilaciones son producidas por la presen­

cia de esta irregularidad. 

La fig 19 muestra los sismo~rnmas sintéticos de la componente 

Uy en los puntos de la sección OX. Nótese la presencia de dos pul-

sos. uno correspondiente a la incidencia directa de la onda y el 

otro producto de la reflexión de: ésta en el promontorio. Los resul-

tndos para. la sección OX' son ex.'lctara~ntc los mismos. Cabe mencionar 

que debido al tipo de incidencia, los de~pl..1zarnicntos U l:. y U son 

nulos sobre el eje X. 

En la s<!cción OY, lo~ desplazar.'licntos hori::ontall!S U:t se anu­

lan pues este componente cambia de fase según el signo de su coorde-

nada IJ• Lon sismogr.or:i..i.s sintéticos de los component.es UY y U 

ilustran en la fig 20. 

ª" -

En el caso prescnt3do, los desplaxamicncoD vercicales ~efl~ja-

dos son pares con respecto al eje Y; estos desplazamientos se man-

ticneñ en fase en ambos lados de este eje, por lo que sobre él se 

superponen produciendo desplazamientos del tamaño del pulso original. 

La fig 21 corrt!sponde a los si&mograrn.J.s sintéticos de los des-

plnzamientos en los puntos de las secciones OA y OB; obsérvese el 

cambio de fase en el componente Ux así como la simecr ... a de los com-

ponentes U~ y Uz con respecto al eje Y. 

Considérese ahora la incidencia de ondas de Rayleigh en el va-

lle a.luvia! con radio a"'" 5001) m de la fig 7. Parn este caso la 

frecuencia adimensional máxima fue 11 •3.0. Supóngase que la velocidad 

de una onda S que viaja en el semiespacio es BE• 1500 m/s; enton­

ces. de acuerdo con las propiedades elásticas consideradas, lo ve-
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locidad de propog4cí0n rara las ondas P resulta aE • 2600 m/s. Den­

tro del depósito las velocidades de prop.i:q~.ación son aR - 1980 m/a y 

BR • 1060 rn/a para las ondas P y S rcsp~ctivamente. 

La f i g 22 muestra l~G puntog donde se han calculado si&QO-

gr.a.mas sintéticos. El rrúximo movimiento registrado corre$ponde a1 

componente U=. De ente componc11tc se muestra la funci5n d~ transfc-

rencia en los puntos 2 y 4 de las secciones OX (X >O) y OX' (X< O) 

C figs 23 y 24 rcspcctiv."lmentc). Comparando estas figuras scobsc-rv.a 

que. lat> máxim<t::> d~plificacioncs upareccn en la sccri~n OX. N6tese 

qu~ 1-liiC<i .Lo:;. punt.o5 situaoos tucr;. del depósito. l.1.S rcspucst01s son 

completamente diferentes: mientras ouc del lado de l~ incidencia la 

respuesta es casi la de superficie libre ( fig 24) .en la parte opues-

ta la función de trnnsfcrcncia es muy cercjna ~ cero par~ frecuencias 

adimcnsiona.lcs m.ayor1~S que n • 1.5 ( fig 23). 

Considerando el tipo de incidencia en este valle aluvial. los 

desplazamientos LJY son nuloG ~obre el eje X- Los sisrnogramas sint~­

cicos de los componentes u, y U~ obtenidos en los pu~tos de este eje 

se presentan en la& figs. 25 y 26 respcctivarr.enc.c. En ambas figuras 

•s evidente la presencia de dos pulsos que corre~ponctcn ~ los prime-

ros arribos (on¿as que se propagan en direcciSn positiva del eje X) 

y las reflexiones de éstos en la interfase de las regiones (ondas 

que se propagan en dirección opuesta). La velocidad de propagación 

de estos pulsos la velocidad de las ondas S dentro del dcp5sito. N6tcse que 

las máximas ampli t icacioncs ocurren la parte positiva del eje X (scc-

ci5n OX). 

La fig 27 muestra los sismogramas sintéticos de los tres com-

ponentes del desplazamiento en los puntos de la sección OY. En esta 

sgcciSn se hace evidente el dcspta%amicnto UY producido por las ~e-
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flexiones tridimensionales que sufre la onda incidente. Obsérvese 

que la respuesta del punto 4 (fuera del depósito) es 

}3 de superficie libre. 

parecida a 
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6. CONCLUSIONES 

Se ha extendido el alcance de un método de frontera para estu­

diar la respuesta s!smica de irregularidnd~s tridimensionales con 

simetrra axial. El m~todo desarroll5 origin~lmcnte para tratar 

incidencia oblicua de ondas P, SV y de Rayleigh. La extensión se dc­

aarrolló pnra el caso de incidencia de ondas SH. Adicionalmente 

ha introducido el análisis del problema al dominio del tiempo. 

E1 método bnsa en el uso de expansiones de !unciones de onda en 

coordcnadao esféricas así como en una de9cornpo5ición en series de Fou­

ricr con respecto a la coordenAdn ~~imt1tAl. ~~~i~n~~ ,_ ~~~~-!~~~~~= 

rSpida de Fourier se l1an obtenido resultados en el dominio del tiempo. 

Algunos c¡lculos intermedios fueron ejecutados en una supcrcom­

putadora CRAY-1 en 1~ Universidad de Crcnoblc 0 Francia. Gracias aello 0 

ha sido posible obtener parte de los resultados. que sin duda, mues­

cran la factibilidad del método para dcscríbir en forma cuantitativa 

los mecanismos que control~n la rcspuc3ta tridimensional de dep6si­

tos aluviales y otr~s irrcgularidndas tridimensionales. 

Los grandes recursos de cómputo requerido5 imponen restriccio­

nes severas a los cilculo~ p~r~ Altn~ frccuc~ci=~; c~to limit~ ul 

uso del método presentado c~librar otr~s técnicas más versati-

les que no adolecen de osee tipo de restricciones, tales como los 

métodos asintóticos, h~bridos o experimentales. 
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APENDICE A 

EXPRESIONES DE LOS ESFUERZOS Y DESPLAZA.'1IE~70S DE LA SOLUCION DE CAMPO 

LIBRE EN COORDENADAS CARTESI.ANAS 

A.I. ONDAS P, SV Y DE RAYLEICll 

Si se considera que el plano de la incidcnci4 de este tipo de ond3se~ pcrpendi~ 

lar al plano x.z, se puede afirmar que 'ijj.i4Jd .. q.. 

Entoncc5 los potenciales pueden escribirse como: 

donde .t. • w/c., m • .t..Ia • k • .t..r B, w > O 

fa • Cc 2 /a 2-l) V. 

aqu~ e es la velocidad de fase aparente, dada por: 

C.•-ª--.--ª-
óC.llY P .6ettY 

5 

(A.I.l) 

(A.I.2) 

(A.I.3) 

(A.I.4) 

(A.I .5) 

yp y y
8 

son los 5ngu1os de incidencia y reflexión pa~a ondas P y S, respectivamente. 

(figs A.1 y A.2); los coeficientes Ai y 81 son las amplitudes de los potenciales da 

las ondas planas incidentes P y sv. respectivamente; en cambio A¡ y 82 representan 

las amplitudes de las ondas r~flejadas. 
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Una vez establecidas las !uncioncc potenciales, los desplazamientos 7 eaCuer-

&oa de 'campo libre pueden expreoarae cO'ftlO: 

3 (o) u, 
2¡; a¡--

3u (o) 3u (o) 3u {o) 

ºzz(o). ~( --rl- + ---a7-) + 2µ Tz-

;iu (o) au (o) 

ºzx (o). 0x::<º~µ( + + ai'--) 
0 yy(o) • v(oxx + 0 zz) 

u (o) • o (o) • a (o) •O 
IJ !IX yz 

El tensor de esfuerzos queda entonces representado por: 

(A.I.6) 

(A.I.7) 

(A.I.8) 

(A.I.9) 

(A.I.10) 

(A. I.11) 

Sustituyendo las ecuaciones A.I.l y A .. I.2 en las ecs A.I.6 - A .. I.10. se 

obtiene: 

u (o). -.«. et> + .ill ljl 
X 1 > 

(A.I.12) 

(A.r.13) 
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"1:.1t {o). -~<l'+ .,') •1 + 21J(·t.' •1 + kt. "'.J (A. I.14) 

(A. I. lS) 

" (o). u[2ml 4' + a'- ,,., "',] 
u ' 

(A. I.16) 

omitiendo el f4ctor e.iwt. los potenciales ~1. ~z. ~1. ~2 se pueden representar m~-

• • 1 
(A1 c..ünz 

+ "• 
e -..:,,.:J .,-.Ux 

(A.I.17) 

Q • 

' 
(Aa e<rn.: - A, .,-.ünz) e·~ (A. I. 18) 

"' . (81 .. ..:i:z 
1 

+ 8, e-.lla l .,·.lllt 
(A.I.19) 

"' -2 
(81 e.lkz - B: 8·.lkz> .-.uic (A.I.20_)_ 

Considerando incidencia de ondas PCB1• O) y 8 <a< f cf y las condiciones de 

frontera libre (a~~'- a;~>·O). se obtienen l3s relacione& da 4mplitude•: 

(A.I.21) 

(A. I.22) 

para ondas P y SV rcflcj~das en términos do 14 amplitud de la onda P incidenta. 

Si la onda incidente es SV, A1 • 0, se presentan dos casas: 



a) l!<a<lcl 

b)l!<lcl<a 
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En ambos casos, .acept.zndo que I
111

(fa)< O, se obciene: 

Otra condición resulta al considerar: 

cJ fe(< S<a 

(A.I.23) 

(11. r. 2r,) 

donde f 0 y c6 son i~ncinarias, aceptando que Im(fa)< O e I•Cfs)< O y tomando 

A1•B1•0, al imponer condiciones de frontera se llega a la expresión: 

(A. I. 25) 

De esta ~gualdad se obtiene ln ecunci6n: 

(A.I.26) 

conocid4 como la ecuación de Rayleigh, que es cúbica en c 2 y cuya ra!z rea1 ~ es 

la velocidad de prop~s~ción de las ondas de R~yleigh. 

Estas ondas están compuestas por ondas P y SV, qua viajan acopladas con velo-

cid4d CR<S, y se atenúan con la profundidad. t.As partículas en la uuperficie des­

criben trayectorias elípticas retrósradas. En la fig A.3 se esquematiza este movi-

miento. 
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Para resolver el problema. basta conocer la velocidadde fase por medio de las 

ecs A.I.5 6 A.1.26, calculando f
0 

y f
6 

con lao ecn A.I.3 y A.I.4 (con Im(f
0

) <O 

e Im(f 6} < 0) pnra asr obtener las amplitudes correspondientes con las ecs A.I.21 

-A.I.23. finalmente la soluci6n del campo libr~ catnrá dada por las ces A.I.12-A.I.16. 

A.11 ONDAS SH 

Si el plano de incidencia es pc~pendicular al plano XZ resulta que u • w • O; 

U • V (X, y, ~). 

bajo estas condiciones la ecu~ciOn de onda rcsult3 ser escalar del tipo: 

(A. II.1) 

Si considcr.'.lr.!os ondas pcriÓdic3s ccn dependencia del tiempo dada por el factor 

e.iJJJJ:.. los campos incidentes y rcflcjndo:!i (fig. A.4) pueden expresarse en 1a forma: 

(A.II.2) 

f.. ( zc.a4 y +uen y )·l 
ex? l.t.W t: - S J (A.U:.3) 

donde y es el ángulo de incidencia. 

Los desplazamientos del C3mpo libre pueden ser expresados cOlQO: 

(A.II.4) 

con l.. • w/c y e-• volocidad de fase dada por la ec A. I.5 
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Pinalmente los esfuerzos eoo obtenidos Dediante: 

( ) llv ., l ., } -.C:lx. .C:w~ ªyz o - ... rz - 211 B COI> T -•en( B ZCOI> Y) e e (A.11. S) 

ªyx. (o)• 11 ;~ • 211l [-..:co1> ( i zco.a y) ] ~'-;.t.x (A.11.6) 

a (o) • e (o)• a (o)• a (o)• O 
!/!/ .... zz xz 

el tensor de esfuerzos se puede representa't' por: 
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r1C A.I. tncid•ncia de cand¡u I"' on sup•rfici• libre 

FIC A.11. lncidencia de ond•• SV ~n auperfi~ill' libre 

rae A.r11. 

--·-;f\·~· 

flC A. IV. lncidll'ncia de ondaa SH en sup•rficie Jibre 
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AP&NDIC:: a 

EXPRESION DE ESFUERZOS Y DESPLAZJ\HIENTOS DE LA SOLUCION DE CAMPO LIBRE EN 

COORDENADAS ESrERICAS 

L.a.s tran9formacioncn de los C3mpoa de dc~plaza~ientos y esfuerzos en coordcna-

das cartesi~nas. adoptando el sisteQ.3 propuesto en la fis 2 • pueden escribirse 

como: 

para el vector despla:amicnto u,¿; y: 

con 8. ··[:::: ~::: <.J 
-den 11> 

den B den <!> 

c:o.6 6 den + 
cod + 

cOd 6 ] 
-den e 

o 

para el tensor de esfuer:-cs a .lj (Fuog. 1965> ~ 

(B. I) 

(B.2) 

Considttrando ond:is P. SV :1 de Rayleigh, los componentes de dicho21 campos re-

"ultan (a~• O ) : 

G
a +a 

a - (~2 
1 <1en2 B + a cc4 2 B) +(a 4en2B)co.s rr zz xz "'+ 

a -a :::1 ax 
+ (~ 4C1128)CD.62~e- (B.3) 

a• (~4en [i
a +a 

rB 2 0·co4 B- ªzzCCd 0•.&en 6) + 

ªu- ªlfl! J -.UX + (altlco42B)co4 .¡, + C 2 sen B·co.s e)co42~e 
~B.4) 
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(B. 7) 

u -r 
(B.8) 

(8.9) 

(8.10) 

En estaa ecuaciones notorias l.a.s propiedades de paridad e i.mp.a.ridad de los 

componentes del campo libre; co;no puede verse, l4s ces B.J - 8.5. B.8 y B.9 son 

pares con reapecro a1. iingulo 4i mientras f:JUe las cc!J B. 6. B. 7 y B.10 resultan 

imp,area. 

Por el.1o los componentes p.ares· dol ca:upo libre (CJrr' ªre• ªeo• ur• u 9 ) pueden 

escribirse en forma general comen 

(B.11) 

(B.12) 
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(B, 13) 

lB.14) 

Los térm~nos dj son conocidos y depender. de la componente que se considere 

(ecs B. 3-B. 10), 

Para las ondas SH, las componentes del caopo libre cn·coordcnadns csfgricns 

quedan: 

lB.15) 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 

(ll.21) 

(B.22) 

(B.23) 
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Eatas ecuaciones pueden reducirse a la fotlrl4l propuesta en la• ces 

B.14, una vez dctcrmin~dos los correspondientes término•ª¡• 

s.11-
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APENDICE C 

EXPRESIONES o;; LOS ESFUERZOS Y DESPl..AZAMIEtrrOS DIFRACTADOS Y REFRACTAOOS 

EN TERMINOS DE LOS ELEllEITTOS VECTORIALES W jnm 

Sustituyendo las ecs 3.11 - J.l7 en l3s ecs 3.9 y 3.10, 1os desplazamientos 

en coordenadas esféric3s se reprcse:t\tan por: 

I:A !IP(r) 
~ cp;;cca& 0))f~C$) + uo· 

""' J as 
i:s,"" 

& ;¡ .. 6) )fm {$) + + IJ, (r) -¡e ( pn (Co& 

+ i:c.,,,, ler> • óC.~ e p:(C06 e) {&.ig•m)Cm($) 

u4>• I:A.,,,. !f~(r) u.~l 0 ~Ceo& 0) (&.lg•m)g.,(4>) + 

+ i:s,.. !l:(r) &e~ 0 r:(co& 0)(&.ig·m)9mt4>) + 

+ I:C,..(-!f~(r)) ;;º¡¡ (P:(co& 0))9"1(~) 

" .. 

(C. l) 

(C.2) 

(C.J) 

donde ¡: • t t ¡ fm(9) • co&m~, s,.t4>) • A~ y A.ig•l, si las onda.s incidentes 
n•o m•o 

son P, SV y de Rayleigh, ó fm(~) • AC~, 6m($) • co&m$ y A.ig•-1 si las ondas in-

cidcntes son SH. 

Anm• Brtm y Cnm $On los coef icientcs indeterminados para ondas P. SV y SB rca­

pect.ivamente. 

Las [unciones radiales están dadas por: 

(C.4) 
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1J9 (r)• - 1- [-n(n + 1)(
11

(b-)] 
1 r 

!IP(r)• - 1- t; (qr) , r n 

l

j (e)• función de Bessel esférica de primera especie y orden 

n n (para la región R) 

h~ 2 ) ( • )• función de lla.nkcl esférica de se¡;und.:1. especie y or­

den n (para la región EJ 

Los esfuQrzos asociado~ n estas componentes de desplazamientos son: 

l:A (!¡P<rlP'"(co" y~(r) 
d 2 p:(Co.\ 8) 

Jr..,ce> ª4>4>- O) + d e2 + 
nm s n 

d 2 p:(C06 0) 

(C.S) 

(C.6) 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

¡;B ~s (r)P"'(co" ]rm(O) + 8) + !!" (r) 
d 0 2 + (C.11) ,un s n ' ' 

G t 1 
d P~(C04 8) 

~~!2 ~ p:(co" 8)) (-a.ig•m) J r,,.<4>> + rc,un IJ J (r) <_.e.n e 2 o 
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9) -~~~·= p:(c:M 

dp"'n(C:04 
.~ óen e d e 

ºr4>· l:A1vn~~(r)(4~ 0 r:<co4 0))(-4-<'.g·m>]g.,,<4>> + 

..._ fR Ír.18 f.,..) f-1- 'P'"fr.ftA ~)) (-,1,/n•f"'l),tt (lfio) .+-
nrnt_:'1r1 .bc.r& u " - J-m 

[ 

t dPm(C04 O) ] 
+ I:Cnm <-!I, (r)} 

11d e 9m(Q) 

0))(4ig•m)]gm(4>) + 
(C.12) 

9) 
I ( 'JP111

( O) )'l + 4c:n•e -m n c:o¿ j9.,,<4>l 

(C. ll) 

(C.14) 

donde Arun• 8
1
un, C

111
n, fm(c>), grn(cp) y .&.ig se definen igu3l que para loa despla.za.­

tQicntos. 

Las funciones radiales se expresan: 

l (r)• 2 U (llr t,.Cl<r)) • rr 

(C.15) 

(C.16) 
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(C.17) 

(C.18) 

(C.19) 

(C.20) 

y5 (r)• 2u 
[:-n(n+I) [Cn-l)!;n(kr)-"r Cn•I (l<r>J] • ~ 

/° 
(C.21) 

~(r)• 2u [.cn•-1- t "2r 2H;n(l:r)-kr ¡;n+I Ckr>] rz- (C.22) 

!l (r)• 2u Gen+!) [!t l;"Ckr>-kr t;n+I (lzr)] J • ~ (C.23) 

rJ'Cr)• - 2.l!. [-(n+l)t; (t:r)+ h ( 1 Ckr)] , r 7 •T n• (C. 24) 

El cálculo de ~stns funciones oc basa métodos recursivos. Consideremos 

primeromcntc las funciones csféricns de Bessel de primera especie. En este caso 

es necesario mencionar que las fórmulas de rccurrcncia acumulan errores consi-

derablcs cuando se increment~ el orden de las !unciones. Takcuchi y Saito (1972) 

proponen un método donde se supone un orden suf icientemcncc grande con rcsoecto 

al arsumento. para el cual la función es muy ccrc3na a cero~ a partir de ~ste 
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se calculan los órdenes menores. 

El método esencialmente consiota en tom.ar ;~ relación recurrente: 

(C. 25) 

ast pnra rt•l. 2, J •••• n (C. 26) 

tomando la definición: jo(.t) m ~~n.t 

Para calcular l.n!l funcionca de .H:rnkcl esféricas de segunda especie se requie-

re conocer ln!> funcione!l e5fé:-ic.:ts de: Bcsacl de ricgunda especie tytt(x)) , ya que 

las funciones de Hankel ne definen r.s.cdiante 

(C.27) 

Las funciones esférica3 de Bc5sel de segunda especie of reccn mn:yor est3bili-

dad numérica cuando se calculan incrementando el orden. por lo que es posible a-

plicar fónnul~s recurrente~ del tipo (Abr~mowitz y Stcgun. 1972)! 

(211-1) !In-! (X) 
!flt (X) - - !fll-2 (X) n • 2, 3, 4 •• ·" (C.28) 

" 

!/o(X) 
C.0.3:C. 

(C.29) con -- -~-

!11Cx)•- c.°,,~" - ~~nJ( 
(C.JO) ""T-

Por otro lado, el cálculo de las !unciones de Legendre y sus derivadas re­

sulta f5cil si se consideran las relaciones (AbramOW'itz: y Stegun, 1972)! 
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y 
dP~ {0 • nx~(<) - (n'm) P~-l (x) 

dX (X -1) 

con Po(:tl - l 

"=! m 

!xi< l 

(C.31) 

(C.32) 

(C. 33) 

ce. 34> 
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ArENDtCE O 

FACTORES DE LA DESCOHl'OS!CIOll AZillUTAL 

Tomando las: ecs 3.18 y 3.19, los coaponcntes del c.;:i.r.,,po libre pueden ex-

prcsarsc, p3ra las funciones purcs e L~parcs, en la forrn3: 

z 
.! e <-ü'"J <fr ·~e·• e)aj{co, [Cm + jl~] + ca• [<m - j>~J} ! ¡; 2 m _. m 

m•o j•o 
(0.1) 

2 t cm(-.l)mJmel.r·Hll e)aj{•cn (<"' + jHJ - .6Clt (Cm - jl~]l ¡; ¡; 
m•o j•o 

(D. 2) 

Desarrollando ~n egtas ~xprc5ionc~ 1~ su~ con índice j y reagrupando ae ob-

tiene: 

... ¡; 
m•o 

para las funciones pares, y: 

¡; a [2(-.l)m•l,__!!1._e J (.fr•&cn e)l&enm~ + 
m•l il "-r•.6Cn m 'J 

¡; a [ 2 (_.0 m•2 < l 2m<rn-l l 
+ m•l 2 [ 2 -¡.t.c·•Cn 0)' 

+ tr· :;:, a Jm'1 (.tr.&cn 6)- t Jm•l (.Cr ·&Cll e)J4enm~ 

(D. J) 

· (D.4) 
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para l3B impares. 

Eat~s Glti~as expresiones pueden reducirse al se 4grupan los términos apropia-

dos tales que escncioilrncntc lol forma para 1:111 !unciones pares es: 

(D.5) 

y para las impares: 

(D.6) 

por lo que las expresiones del campo libre para las partes pares e impares son. ras-

pectivamente: 

(D. 7) 

(D.8) 

En estas expresiones finalc5, los factores azimutales se han representado en 

fol:'?n.as más simples pnra finca C~ cómputo; para los factores azimutales pares se tiene: 

(D.9) 

(D. ID) 

(O. 11) 
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y p4ra las impares: 

(D.12) 

(D.13) 

para m• l. 2. J ••• y (•} • (lr·.se.n 8) en ambos casos. 

Estos factores se utilizan al rc~olvcr los sistemas de ecuaciones surgidas de 

las condiciones de frontcr;:r.. para cada núr.u::ro az.imut.:11~ de est.'1 forma los términos 

Co&mJ> y &c.1:nifi. tal como .:1parccen en 1.-i.s ccuac:ioncs O. 7 y 0.8, ne eliminan perrnitien-

do que c1 problema quede en t~rrninos de las coordcn~das r y 6 (ces ).20 y 3.21). 

El c51culo de lns funciones de Bcs5cl cilfnJric~s resulta costoso y los algo-

ritmos un tanto comp 1 i ca dos; !>in crr.bar¡.;o si tJc cuenta con los va lores J m+ 
2 

(z) y ---

Jm+ 1 (z) • existen mt'1todos recursivos para el c5'lculo de 6rdcncs oenorcs (Abramowi~:t 

y Stegun. 1972), uno de éstos resulta ~l considerar la rclacion: 

donde mes el orden de la funcion de Bcssel cilíndrica (m • m,m-1,m-2, ••• 2,1,0). 
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ArEND!CE D 

FACTORES DE LA DESCOHl'OSICION AZ~llUTAL 

Tom<mdo las ecs 3.18 y 3.19, los componentes dal cnmpo libre pueden ex-

presarsc, parY las funciones pares e im~.'.lrcs. en la forma: 

r ~ t cm(·-<'.)mJm(.Cr•oell 6)aj{co4 [Cm+ j><t>J + C04 [Cm - j)~j} 
m•o j•o 

(D.1) 

T. ~ t i:-m~-.¿~m}171 (!.:;-·.:.~·• C)'4j{Oc.11 [1,.m..,. jJ$j - ~en (Cm - jli:a)J 
m•o j•o 

(D.2) 

Des<Jrrollando en estas expresiones la su::i.'.1 con índice j y reagrupando se ob-

tiene: 

(D. 3) 

+ ¡; r: e -,m•t[< imcm-1) 1 )J (l 6 ,. 1'r<.~:,',' ú ª2Lc.m --<. '.lr • ..\e.11 O - 2 !"l r•é.e:rt - ... ~ g' 

para l~a funciones pares, y: 

t . m•I m Q ¡; a -2(·-<.) ~ Jm(.(r•ocn 6) oenm<I> + 
m• 1 1 .(.r •6 en e 

· (D.4) 

+ l m-I 
6 

J 
1 

(lr·ocn 6)- -
2
1 J • (lr-oCll e)l4cnm~ 

r· 4C.n m+ m+, ~ 
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para las imparea. 

Est~s Glti=as expresiones pueden reduciroe si se agrupan los t~rminos apropia-

dos tales q.ic csenci~lmcntc 13 forma para las funciones pares es: 

(D.5) 

y para las impares: 

(D.6) 

por lo que las expresiones del campo libre p3ra las partes pares e impares son, roa-

pect ivrunente: 

(D. 7) 

l: ~ {2 (j)_ - g {jl.¡~.,_,~. ~ (a.1AI l + a.2AI2)~e.rm~ 
m•l j•J Jn"J m~J m_.o 

(D.S) 

En escas exprc~iones finales, los f.J.ctorcz azi:?:.Uta.lr.s se han representado en 

formas mñs simplea para fines d~ cómputo; para los factores azimutnles pares se tiene: 

(D.9) 

(D.10) 

(D.11) 
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y pnra las ímpares: 

. m•l [ m ) ( >] AII• -2(--<.) (-) m • co.¡2) 

AI-'• _ 2 (-l)m•t[c _
2
1 _ ~ 1 (•) + m-1 J (•) + l J (•)] 

~ (•)• m (-) m•I 2 m•t (0.13) 

para m• I. 2. J ••• y (•) • (lr·&en 0) en ambos C.'.lGOs. 

Estos factores se utilizan al resolver los ~istemas de ncuacioncs surcídns de 

las condiciones de frontera, para r:i~."" ... :;-:-:-.: ... _¡1 ... ut..ai·, de esta forma los términos 

C06m,P y "3.Cl<m~. tal como ap.1rccen en la.s ccuncionc!l D. 7 y D.8. se eliminan permitien-

do que el problema quede en tér~inos de lüs coordcnudas r y 6 (CC5 J.20 y J.21). 

El cálculo de las funcion.:!s de Bessc! cilíndricas rcsult.::i costoso y los algo-

ritmos un tnnto complic:1dos:: i:::in cr.-barr,o ni se cuent:J con lo~ v~.dorcs Jm+z(Z) y ---

Jm+l(z), existen métodos rccur5ivos pa~a el cálculo de 6rdencs menores (Abrnmowicz 

y Stegun, 1972). uno de 6stos resulta al cont¡idernr ln rclacion: 

donde mes el orden dP 1~ funcio~ J~ Bcsscl cilíndrica (m ~ m.m-1.m-2 •••• 2~1.0). 
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