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ABSTRACT

A boundary method is applied im order to study the aseismic -
response of axisyomettical alluvial valleys on the surface of an -
isotropic, homogeneous and elastic half-space., The excitation is -
given by incidence of plane waves.

The method makes use of the "completencss" of wave funcrtion
fanmilies that are solutions of Kavier's equation. These functions
are expressed in terms of sphericol Besscel or Hankel functioms as-
sociated with trigonometric and Legendre funcrions. The reflected
and scattercd displacement fields ave2 constructed with these fami-
lies expressed by lincar forms, Coefficients are obtained from a
least~-squares treotment of boundary conditions.

Axial symmetry of scatterer allows an azimuthal decomposition.
This makes the solution of a three-dimensional problem possible
by means of superposition of several two-dimensional problems, one
for each azimuthal number.

Results are presenzed in both time and {recuency domains.




RESUMENR 2

Se aplica un m#todo de frontera pars estudiar la respuecsta sismica de valles
aluviales axisim@tricos sobre la superficie de un semiespacio eldistico, homogéneo
e izdStropo. La excitacidn esti dada por la incidencia de ondas planas.

El mftodo hace uso de la completez de familias de funciones de onda que son
soluciones de la ecuacidn de Navier, 3las cuales estin expresadas en términos de
funcionas esfé&ricas de Bessel o de Hankel asociadas con funciones trigonomBtri-
cas y de Legendre. Los campos de desplazanientos difractados y refractados se cons-—
truyen con cstas fomilias representadas en formas lineales cuyos coeficientes se
obtienen de un ajuste de minimoas cuadrados ¢n las condiciones de froantera.

La simetrfa axial de los difractores permite una descomposicidén azimutal.
Esto hace posible que el problema tridimensional se resuelva mediante una superpo-
sicidn de varios problemas bidimensionales, uno para cada niimero azimutal.

Se¢ presentan resultados en los dominios del tiempo y la frecuencia.



RESUMEN 2

Se aplice un mEtodo de frontera para estudiar la respuesta sismica de valles
aluviales axisimétricos sobre laz superficie de un semiespacio elistico, homogﬁneo
e igStropo. La excitnci®n estd dada por la incidencia de ondas planas.

£1 m@todo hace uso de la completez de familias de funcicnes de onda que son
soluciones de la ecuacidn de Navier, las cuales estin expresadas en términos de
funcionas esfiricns de Besamsl o de Hankel asociadns con funciones triconométri-—-

cas y de Legendre. Los campos de desplazanmientos difractados y refractados se cons—

truyen con estas fomilias representadas en formas lineales cuyos coeficientes se

obtianen de un ajuste de nminimos cuadrados ecn lag condiciomes de frontera.
La simetria axial de los difractores permite una descomposicidén azimutal.
Esto hace posible que el problema tridimensional se resuelva mediante una superpo-—

sicidn de varios problemas bidimensionales, uno para cada nimero azimutal.

Se presentan resultados en los dominios del tiempo y la frecuencia.



1. INTRODUGCION

Es un hecho aceptado que los cfectos de sitio pueden gencrar grandes amplifi-
caciones y variaciones espaciales reclevantes durante el movimiento sismico del te-—
rreno. Las heterogeneidades laterales en la superficie, as% come en los suelos es~
cratificados, han sido relacionadas con la distribucidn de dafios ocurrida en algu-
nos terremotos, (Poceski, 1969; Jackson, 1971; Rial, 1984), El reciente terremoto
de Michoacdn (Mg = 8.1) del 19 de sepriesbre de 1985, ¢ausd dafos sin precedente en
la ciudad de Mixico. Aparte de 1las condiciuvaes 2o fun=r v los efectos producidos por
la trayectoria {Singh, 1586), las formaciones lacustres del valle amplificaron gran
demente el movimiento. La mavoria de los efectos locales en la ciudad de México pue-
den explicarse mediante modelos unidimensionales de la respuesta de los estratos su

perficiales de sueleo blando.

Sin embargo, la influcncia de efectos bidimensionales vy tridimensionales as
poco conocida, pero sin duda su estudio es importante desde el punto de vista de la
ingenierfa sismolSgica.

La respuestsa sismica de modelos bidimensionales de valles aluviales ha sido
estudiada por varios autores (Trifunac, 1973; wWongy Trilunac, 19274; SAnchez-Sesma
¥y Esquivel, 1979; Bard y Bouchon, 1980 a, b, 1982; Bravo et 2al. 1986; SAnchez-Ses-
ma, 1986 i considerando varies tipos de onda incidentes y diferentes confi-
guraciones topograficas del basamento. El uso de modelos bidimensionales ha permi-
tido comprender aspectos esenciales del problema.

Hasta ahora han sido pocos los trabajos que estudian modelos tridimensionales,
ya que el grado de dificultad asociado se incrementa considerablemente. Lee (1982)
y Lee y Langston (1983) utilizaron expansiones de funciones de onda y teoria de ra-
yos, respectivamente, para estudiar irregularidades axisimétricas. Recientemente se

ha propuesto una solucifin aproximada de la respuesta sismica de irregularidades tri-
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dimensionales superficiales, la cual se ha obtenido por medio de una axpansion
de funciones de onda y una descomposicién azimutal (S3nchez-Scsma, 1983; S¥nchez-
Sesma et al, [1984). La formulacidn completa fue prescntada por S3nchez-Sesma
(1983), pero hasta ahora han sido presentados s6lo algunos resultados num@ricos
para incidencia vertical de ondas P y SV ¢n el dominio de la frecuencia.

En este trabajo se resuclve el probdlema bajo incidencia oblicua de ondas es=-
feroidales (P, SV y Rayleigh) y toroidales (SH). La formulacidn se presenta
brevemente y sc describe la estructura esencial del tratamiento nunérico. Se

dan algunos resultados ¢n los dominios del tiempo ¥ la frecuencia.



2. ONDAS SISMICAS

Es frecuente en sismpologia que la superficie de la Tierra se considere como un

semiespacio eldstico lincal, homogéneo ¢ isdtropo. En este medio continuo la pro-

pagacidn de ondas de cuerpo P y S, asi como superficiales de Rayleigh, pucde repre-

sentarse mediante la teoria de la elasticidad lineal.

Considerando que estas ondas son periddicas con dependencia del tiempo 2225

Foat R
por ol Jaclur e , donde w = frecuencis anpular, {~ /-1 y & = tiempo, cl movi-

miento de las particulas del medio obedece la ecuacidn de Navier (Fung, 1965) ce~

ya forma vectorial (sin considerar fuerzas dec cuerpo) cst3 dada por:

pO0 +A+u) VT ud+ pwin e o 2.1)

donde u = vector de desplazamientos, X y U = constantes de Lam&, p = densidad de

masa y V = operador diferencial vectorial.
Por medio del teorcma de Lamé (Aki y Richards, !980) se puede demostrar que

la ecuaciBn anterior se satisface si el campo de desplazamientos se expresa en Cér-

minos de potenciales de Helmholtz, es decir,
TV + UV x Y con V¥ =0 €2.2)

donde ¢ = potencial escalar y § = potencial vectorial.

Estos potenciales son, respectivamente, soluciones de las ecuaciones de Hel-

mholtz (ecuaciones reducidas de onda):

Ve + @70 =0 (2.3)

V2P + BEu w0 (2.4)
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aquf @ ww/a, R = w/B a = /(AZ0)/8° = velocidad de propagacifn de las ondas
longitudinales (P), 8~ /67:; = velocidad de propagacidn de las ondas transversa-
les (S). Estas ondas usualmente se¢ descomponen segiin planos de *polarizacifn
(ondas SV si estd3n polarizadas verticalmente en el plano de incidencia y ondas
SH ai ecstd3n polarizadas en el plano perpendicular a su trayectoria),

En la superficie de un medio homog@neo, se producen reflexiones de las on-
das que inciden: esta superficie se encuentra libre de tracciones (con-
dici8n de superficie libre). Por otro lade, puede aceptarse que Ilecjos de 1la
fuente sfsmica los frentes de ondas son aproxizadamente planos.

Bajo estas condiciones., la aalnsIf= 22 o0 oL livre, es decir, los desplaza-
mientos producidos por las ondas incidentes y reflsjadas puede obtenerse por me-
dio de un an3lisis similar al presentado por White (1965). En el apéndice A se
encuentran las expresiones de los desplazamientos ¥ esfucrzos de dicha solucidn,

en coordcnadas cartesianas para incidencia de ondus P,SV,SH y de Rayleigh.



3. FORMULACION DEL PROBLEMA

Considérese una irregularidad tridimensional sobre la superficie de un semies-
pacio como se muestra en la  fig 1. La inclusidn y el semiespacio se denotan por
R y E respectivamente siendo 31 y 3R las Efronteras libres de las regiones y

32E = 3R la frontera comiin entre cllas.

Los campos de desplazamicntos se construyen superponiendo los campos difracta-
dos y refractados por la imperfecciin topogrifica con la solucidn de campo libre,
dada por los campos en ausencia de la irregularidad. Para la regi6n E EBsto puede

escribirse como:

M CO R CY (3.1)

donde E(°)- solucidn de desplazamientos de campo libre y G(d)- solucidn de despla-
zamientos del campo difractade; para la repgidn R se tiene:
GR - 5ir? (3.2)
donde G(”- solucidn de desplaxzamientos del campo refractado.
Para el campo difractado se impone la condicidn de irradiazifn eldstica al in-
finito (Sommerfeld , 1949; Kupradze, 1563).
Los campos totales deben cumplir con las condiciones de frontera esto se lo-

gra haciendo nulas las tracciones en la superficie libre e imponiendo 1la continui-

dad de los desplazamientos y tracciones en la interfase de las regicnes, es decir,

G5 - 0 en 3,E .3)
- R .

t{(u'} = 0 en 3;R {3.4)
T = TED en 82F = 2,8 (3.5

EE- PR en 328 = 3;R (3.6)
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con t= 0" n
donde T e& el vector traccibn asociado 8l vector normal n de la frontera, ; ez el

tensor de esfuerzos y U el vector de desplazamientos. Los vectorcs normales se en-

cuentran dirigidos hacia la regidnR.
3.1 CAMPO LIBRE

Considérese un sistcma de coordenadas esférico (r, B, 9 con vectores unitarios

;r' ;G' ;é) como se muestra en la fig 2 . En este sistema de referencia, »1 =e:
espacio ocupa la regidn z>0, con la superficie libre en I+ 0. Si el frente de las
ondas planas incidentes es perpendicular al plano XZ, la solucifa de desplazamien-

tos de campo libre para ondas P,5 y de Rayleigh puede escribirse en la forma:

0 By exp[am (2-x/e)] 3.7)

donde F(z) es una funcidn vectorial que se define de acuerdo con el tipo de onda
incidente yc¢ es la velocidad de fase aparente do la onda en la direccidn x.
El factor de propagacidn puede desarrollarse en coordenadas esféricas por

medio de funciones cilindriczz {por cjcaplo abramowitz y Sctegun, 1972), obtenién~

dose la jidentidad:

o
exp(-Lx) wx £ -7 I (Lr-sen B)cosmd (3.8)
m=o

donde Cm = factor de Neumann ( = 1 gi m=0; =« 2 8im >0) y Jm(-) = funcidn de
Bassel cili{ndrica de primera especie y orden m; £ = w/c = nlimero de onda horizon—‘
tal.

Esta expresidn permite mostrar la paridad del factor de propagacisq con res-—

pecto a la coordenada azimutal @.
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Al referir los desplazamientos y esfuerzos dcbidos al campo libre al sistema
de coordenadas esférico puede observarse que para ondas esferoidales (P, SV y de
Rayleigh) 1los componentes de desplazamiento u_ Y ug son pares y u¢ impar con res—
pecto al Angulo azimutal ¢. Los esfuerzos O+ Ypg° U°¢ ¥y O_g 80N también pares y
Or¢ y ae¢ impares con respecto a ¢. Para el caso de ondas toroidales (SH) se ob~
serva la situacibn opuesta de paridad e imparidad. Tales propiecdades de los cam-
pos incidentes permiten una descomposiciSn en t€rminos del 3ngulo azimutal ¢.

En la fig 3 sc muesira la incidencia de ondas toroidales y esferoidales
envn fronto 22 cndld e pelpendicdiar al plano X7 .

En la fig 4 sc observan los componentes del rensor esfuerzo en un elemen—
to diferencial de volumen, en coordenadas cartesianas y csféricas.

En el apéndice B se expresan los esfuerzos y los desplazamientos del campo
libre en ecoordenadas esféricas,verificindose las propiedades de paridad e imparidad

descritas anteriormente.
3.2 CAMPOS REFRACTADOS Y DIFRACTADOS

Con objeto de construir los campos difractados y refractados, se hace uso de
un# familia completa de funciones de onda que sean soluciones de la ecuacidn de
Navier (T&keuchi y Saito, 1972; Aki y Richards, 1980).

A través de combinaciones lineales de miembros de esta familia es posible

aproximar los campos de desplazamientos: do esta forma los campos difractados y

refractados de las ecs 3.1 y 3.2 . pueden expresarse como:
N n
. £ Eaf
u R z S Ajmn ' rom (3.9)

OM E r r AR 3 €3.10)
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donde Ajnm son cocficientes indeterminados; a'nm son elementos vectoriales de la

familia completa de soluciones; los superindices £ y g denotan al semiespacio y
2 la inclusidn respectivamente; n es el Indice de la expansidn radial cuyo orden
es N; m as el Indice de la descomposicidn azimutal: finalmente § es el indice que

especifica el tipo de onda difractnda o refractada: ( § = O para ondas P; § = 1 pa~

ra ondas SV; f = 2 para ondas SH). Las expresiones de w'um para cada tipo de onda

(con superindices p,s y t pars ondas P, SV y SH, respectivamente) pueden represen—

tarse por:

P - Py B (.0 +wP(o) §T (8.8) ‘ 3.1
nn "y N 3 by

- =mn -m
w:m - y:\r) Rn (8,9) +y;’(t) S" {8,%) (3.12)
-t -

o ™ 4100) T (8,0 Ga.an

donde 1as funciones #(r) son funciones radiales. Por otro lado, los armdnicos es-

féricos vectoriales pueden expresarse qomo:

- m -
Ry (8,9 = ¥ (8,9) e

¢3.12)
m
AT (8,4) 1 " (8,
- n - " -
SO =5 CH TR 5% :, (3.15)
3" (8,4) ™ (8,8
1 n - n -
T 0 ooy 53— %6 ~ 5 e (3.16)

aqui Y] (8,4) = P (cos 0) explim$) 3.17)
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En esta ecuacidn P:(') = funcidn asociada de legendre de primera especic de
grado n (nGmero radial) y orden m (ninero azimutal) con mwoX1l,*2...%n. Las ex~
presiones de los componentes de los campos de desplazamientos y esfuerzos refrac-
tados y difractados en t&€rminos de log elementos mjnm se encuentran cn el apéndice
c.

Puede demostrarse que cada uno de los vectores de desplazamiento a?nm ne sa-

tisface por s mismo las condicioncs de superficie libre del semiespacia. Es por

esta tazdn que ¢l tratamicnto numérice se extiende a una poreifn de esta regidn.
3.3 DESCOMPOSICION AZIMUTAL

Para difractores axialmente simétricos es posible cstablecer una dependencia
especial con el Angulo azimutal ¢, &sto parmite una descomposiciln del problema en
términos del nimero azimutal m.

Las ecs 3.7 y 3.8 nmuestran que los componentes del campo libre, en co~
ordenadas cartesianas, son pares con respecto al dngulo ¢ como consecuencia sus
conponentes en coordenadas esfCricas adquieren propiedades de paridad e imparidad
¢on respecto al mismo angulo.

De acuerdo con el factor de propagacidn ( ec 3.8 ) ¥ las expresiones para
cafuerzos y desplazamicntos del campo lihbre (apindice 3, 2cs B.ll - B.l4)  las

condiciones de frontera para dicho campo pueden representarse como:

o« 2
I e (-OT (Lrisen B)coém]-[ E a; cozsj@] (3.18)
m m f=o s

m=o

para las funciones pares;

« 2 ) .
[ I :m(.-_,:)mjm([r.éen O)C(mmﬂ -[ I a;senfd (3.19)

meo J=c 4
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para las impares.
Estas expresiones pucden rescribirse, respectivamente, en las formas

(ver apendice D):

- 2 - .

(5 ($2]
I jfo(tm{j + £,0 Jcoams (3.20)
T vf: {g;{;- - S'{'}}.sem (3.21)

Esta propiedad de ~oril2:l | l.parigad tambin puede observarse en los campos di-
fractados y refractadog. Con base en las  ecs 3.9 -~ 3,17, las solutiones pata

los campos difracradosy refractados pueden escribirse en forma general como:
£, () F7 (8,8) (3.22)
n n "’

donde f”(r) es una funcidn radial y estdi dada en t&rminos de funciones esféricas de
Bankel o Besscl para las regiones E o R, respecrivamente (apéndice C) (Sinchez-Ses-
ma, 1983). }"'3(9,@) ¢s una funcion vectorial en términos de la ec 3.17 ¥y sus
derivadas; esta ecuacin tiene dependencia con el Gnguleo azimutal P dada por el fac-

A4
tor ¢ 7

y con el tipo de onda incidente, pues se sustituye por Coimd O senmd, si
las ondas son esferoidales o toroidales, respectivamente.
De egta manera, en las condiciones de frontera Jos campeos difractados y refrac-—

tados pueden representarse como!

ﬁ f"(r) z Anm Gnm(B)COAMQ (3.23)

para las funciones pares; y

IE,(0 LAy, Gp(0)aenmd , 3.24)
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para las impares.
Para conccer los coeficientes indeterminados Anm se toma un sistema de ecua-
ciones lineales, expresando en su t€rmino independiente la solucidn do campo li-

bre., obteniendo ecuaciones de la forma:

N I, D
L Anm fn(r) Gnm(e)-_: (fmﬁj + im-j } {3.25)
n=o !"’D

para lac partes pares, Yy

N 2 ; .
R Gy _ D
I A £ ()G (8) ~E {g % - 8y (3.26)
no im0
p;ru las impares; para cada m, donde m=0, 1, 2... [;i} géé} son términos co-

nocidos y su forma depende del componente del campo de esfuerzos o desplaza—
mientos que se considere en cada una de las condiciones de frontera, siendo fun~-
ciones sSlo de las coordinadas r y 84 €sto conduce a resolver un problema bidimen-
sional para cada niimero azimutal. La solucidn complets se construye superponiendo
las soluciones obtenidas.

Para incidencia vertical de ondas planas se roquiere s5lo un niGmero azimutal;
en el casc de ondas P g8le se necesita m=0; para ondas SV o SH basta tomar m = |,
Si los campos incidentes son oblicuos o de ondas superficiales de Rayleigh, la
solucidn requiere de varios niimeros azimutales dependiendo de 1la longitud de on-
da horizontal.

La fig 5 gbtenida a partir de la ec 3,8, nuestra el nimero de t&r—
minos de m neccesarios para cobtener un error entre 17 v 10X en la solucidn
de campo libre, para diferentes longitudes de onda horizontal. Este resultado per-—
mite corstruir reglas scencillas para estimar los parimetros de cdlculo en funcidn

de la frecuencia adimensional n (definida mas adelante).
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4.  SOLUCION NUMERICA

Una vezr obtenidas las expresiones de los campos difractados y refractados (ecs
3.9 y 3.10) ge obtienen sus coeficientes a partir de las condiciones de frontera
(ecs 3.3 - 3.6) en cada uno de los K, L y M puntos de las fronteras 9;R, 32R y
anE, respectivamente (fig 6). Se obticne 231 un sistema de ecuaciones lineales
cuyos términos independientes estin dados en funcidn de la solucidén del campo

libre.

Este sistema se resuelve de manera aop o) e-vor ooz i lu satisiac—
cidn de las condiciones de frontera sca minimo. Es conveniente para ello cons—
truir un sistema de ecuacjones sobredeterminado (mi3s ecuaciones que incdgnitas)

de 1a forma .

{a] {x} = (B} .1

donde el nimero de ecuaciones depende del niimero de puntos en las fronteras y el
nimero de incognitas de los Grdenes de lag expansiones. Bajo estas condiciones
la solucidn que minimiza el error cuadr3tico medic (Noble y Daniel, 1977) se ob-

ticne al resolver el sistema:
NEARCTNERT %.2)

aqui el asterisco denota compleja conjugada.
Asi la matriz de coeficientes resulrante es hermitiana y positiva definida.
Debe recordarse que el tratamiento num@rico debe extenderse a una porcidn de
la superficie libre del scmiespacio; si se toma una distancia de dos a tres veces

la dimensidn horizontal maxima de la irregularidad pueden obtenerse excelentes re-
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sultados (S3nchez-Sesma et al., 1984).

Para problemas con alta frecuencia, irregularidades con profundidad muy pequeiia
© bien altos contrastes cntre las propiedades eldsticas de los medios, el tamafio de
1a watriz de coeficientes QA] tesulta muy grande, por lo que para un manejo adecuado
de la misma conviene seccionarla en seis submatrices que sc combinan separadamente

para formar la matriz hermitiana. Este procedimiente se realiza para cada nimero axi-

mutal.
Los desplazamientos en los puntos de interés se pueden ropresentar mediante:

{) = [p} {x) + {u !} %.3)

donde [D] = matriz de coeficientes que denendn o 1., suiuciones adoptadas, {x} =

cslucion ce ta ec 4.2 y fUL} = gsolucién de campo libre (ndtese que en la tegiln R
Superponicndo al final las soluciones parciales de los sucesivos vec-

se obtiene la solucidn total para una =~

ésta es nulal.
tores de desplazamiento {U} de la ec 4.3,
frecuencia especifica en acuerdo cen la descomposiciln azimural.

Si se procede de esta forma para varias frecuencia, se¢ obtienen tres funciones
de transferencia para cade punto de inter&s sobre la superficie del semiespacio o la
irregularidad (una para cada componente del despalzamiento).

Para obtener resultados en ¢l dominio del tiempo, €s5to os sismogramas sintfticos
de los tres componentes del desplazamiento teral, basta convelucionar las funciones
de transferencia con el espectro de frecuencias de una sefal en el tiempo. En el pre-

sente trabajo se adopta un pulse de Ricker de la forma:
£(t) = (A-B) exp(~A} (4.4)
donde A = nz(:—:s)zltz , B = nzc;/:; . t_ = periodo "caracterisrico" del pulso
(Bard, 1982). Con objeto de controlar la forma del pulso se ha tomado la relacidn
ts/tp = 0.1983. La. frecuencia de corte utilizada en los cdlculos con el algoritmo

de transformada rapida de Fourier {Claerbout, 1976) fue fmax = alcp.
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5. RESULTADOS

Sc presentan resultados normalizados con respecto a la ampli-
tud de la onda incidente en los dominios de la frecuencia y el
tiempo para los casos de incidencia de ondas P, SV, SH y de Rayleigh
en valles aluvialcs y promontovrios.

La frecuencia de la onda incidente est8 normalizada con res-

pecto a las dimensiones de la irregularidad mediance:

donde 4 = radio de la irregularvridad, Aa = longitud de onda de una
onda S y k = w/B.

Los pardmetros de c3lculo sc han determinado de acuerdo conm re-
glas empiricas sencillas que dependen de la frecuencia dec la onda
incidente ¥ los contrastes de propiedades entre las regiones.

En los ejemplos que aqui se presentan se han obtenido ervo-
res mcﬁores de 5% en la satisfacecidn de las condiciones de frontera.

Para obtener resultades en el dominio del tiempo se utiliza la
transformada ripida de Fourier. Para ello es necesario contar con
las soluciones para varias frecuencias.

En los casos estudiados se ha tomado como frecuencia adimensio-
nal inicial n = 0.1; la frecuencia mixima escd determinada por difi-

culrades num@ricas y por los grandes recursos de cfmputo requeridos.,

5.1 RESULTADOS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

Se considera incidencia de ondas P verticalmente, con frecuen-
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cia adimensienal n ~ 1.5 en un depdmsito aluvial cuya forma en la

interfase esta dada por:

z » A [1-30%+ 22°] 0S¢ 51

donde [ =(x* + yz)l/v“ (fig 7). Las propiedades elisticas para
los mBdulos de rigidez y densidades cstin dadds, respectivamente,
per Wy /ug~ 0.3 y DRIDE- 0.6. Las rclaciones de Poisson que se
supusieron son Va=~ 0.3 ¥ Ve= 0.25. Los subindices E y R simbolizan
21 scmiespacio y 8 la inclusidn respeccivamente.

La fig B8 muestra dos secciones del campo de desplazamienco
en la superficie a lo largo de los e¢jes X y Y. En ellas se pueden
ver amplificaciones hasta de 600% en ¢l componente vertical y el
surgimiento de movimientros horizontales importantes en las cerca=-
nias del centre del valle.

La distribucidn espacial del campo de desplazamiento se ilus-
tra en la fig 9. NOtese que las amplitudes de los desplazamicatos
horizontales U, y UU son exactamente iguales si uno de ellas se gi-
ra 90°; esta distribucidn es siméEtrica con respecto a los ejes X
y Y. La amplitud del desplazamiento vertical ¢s independiente de
la coordenada azimutal ¢. Todo &sto sc debe a la simetria axial
del difractor y al hecho de que se tiene incidencia vertical de on-
das P.

En contraste, se presenta la respuesta del mismo depdsito an-
te la incidencis de ondas de Rayleigh con n = 1.5,

Como en el caso anterior, las amplificaciones miximas corres-—
ponden al desplazamiento vertical que presenta 500% de amplifica-

cidn, en tanto que el desplazamiento horizontal Ux alcanza ampli=
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ficaciones de 300X. Estas amplificacfiones pucden obscrvarse en la

fig 10, Qque muestra los contornos de las amplitudes de los despla-

zamientos superficiales U‘, Uy v Uz. En esta fipura puede apreciar-
se¢e la simerria que presentan las amplitudes del desplazamiento con

respecto al eje X. Esta distribucidn resulta mucho mis compleja que
la presentada para el caso de incidencia vertical de ondas P en el

mismo depdsito, aun cuando la frecuencia coasiderada e¢s la misma.

Para la incidencia de ondas de Ravlejcoh on noen

presentan resultados en el dominioc del ciempo.

Ante incidencia vertical de ondas SV en un promontorio, ¢on rew-
lacidn de Poisson v » 0.25 y cuya altura es igual a la mitad del se-
miancho en la base (fig 11), destacan amplificaciones de <4002 &
600% en ¢l componcate Ux del desplazamicnto superficial (fig 12).
En esta figura es notoria la ausencia del degplazamiento horizontal
U , debido a que, por simetria, cste movimiento se cancela en los
ejes X ¥y Y. En cambio, en una seccidn a 45° de los ejes de refe-
rencia (fig. 13) puede observarsa que esile componehte alcanza anm-
lificaciones cercanas a 3002X.

En la £ig 14 es sun mis evidente la simetria particular que
presenta el campo de desplazamiento en la superficie: en esta fi-
gura se observa claramente el comportamiento da1 componente Uy
descrito anteriormente.

Finalmente se muestra la distribucidn espacial de las ampli-
tudes del desplazamiento producido por una onda P que incide a 20°
del eje Z en uwn valle aluvial cuya forma en la base es (fig 15):

/2
z=h(1 - %) con £ = (x* + y*) /a
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Las propicdades ffsicas ecstian dadas por u.RIUE-O.ly Ppl/Pg = 0.8
ademis las relaciones de Poisson consideradas son vn w 0.6 y vE = 0.3
La frecuencia adimensional de la onda es 1 -~ 3,.0.

En la fig 16 son claras las simctrias que presentan los tres
componecntes de)l desplazamiento supcrficial con respecto al eje X.
Adem3s puede apreciarsc que para el compenente LE, las mayores pm-
plificaciones se presentan ecn el lado de la incidencia, mientras
que para el componente Ux sucede lo contrario. Obs&rvesc cdmo los

patrones del campo de desplazamiento hon sido afectados por el an=-

gulo de incidencia.

5.2 RESULTADOS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

Para un promontoric cuya altura ©s de D0 m, al igual que el ra-
dio de su base, se ha supuesto incidencia de ondas SH verticalmente.
El medio tiene una velocidad £ = 1000 m/s y una relacidn de Poisson
Vv = 0.25; la frecuencia adimensional mixima fuye n « 10,0,

En la fig 1?7 s¢ indica esta incidencia as51 como los puntos don-
de se evalhan leos sismogramas sintfzicos.

En las figs 18.a =~ 18.d se muestran las funciones de transfe-
rencia del componente horizontal U, del desplazamiento para los
puntos sobre la seccidn OX

Para el centro del promontorio se obtienen ampl-ificaciones de
casi 3002 en frecuencias adimensionales cercanas a 1 y 6; no es asi
para frecuencias intermedias.

Los puntos 2 y 3 muestran 138bulocs de amplificacidn con cierta
periodicidad alcanzando amplificaciones entre 300X y 500X para al-

gunas frecuencias. La fig 18.d corresponde a un punto fuera del
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promontorisc, por loque su réespucsta es parecida a la de super-—

ficie libre; las pequefias osctlaciones son producidas por la presen-
cia de esta irrcgularidad.

La fig 19 muestra los sismopramas sintéticos de la componente

Uy en los puntos de la seccidn OX. NBtesgse la presencia de dos pul-
508, uno corréspondicnte a la incidencia directa de la onda y el
otro producto de la reflexidn de ésta en el promontorio. Los resul-

tados para la secciBn OX' son exactanmente los mismos. Cabe menciocnar

que debide al tipo de incidencia, los desplazamientos Ux y U_son
nulas sobre el eje X.

En la séccién 0Y, los desplazamientos horizontales Ux se anu-—
lan pues este componente cambia de fase segiln el signo de su coorde-
nada 4. Loa sismogramas sintétices de los compounentes U“ y U: se -
ilustran en 1la fig 20C.

En el caso presentado, los desplazamientos vercicales vefleja-
dos son pares con respecto al eje Y estos desplazamientos gse man-—
tienenr en fase en ambos lados de este eje, por lo que sobre &1 se
superponen produciendo desplazamientos del tamatio del pulso original,

La fi8 2% corresponde a los sismogramas sintdticoes de los des-
plazamientos en leoes puntos de las secciones OA y 0B; obsé@rvese el
cambio de fasc en el componente Uy asi como la simetr.a de los com-
ponentes Uy y Uy con respecto al eje Y.

Considérese ahora la incidencia de ondas de Rayleigh en el va-
1le aluvial con radio a = 5000 m de 1ls fig 7. Para este caso la
frecuencia adimensional mfixima fue np =2,0,Supdngase gque la velocidad
de una onda S que viaja en el semiespacio es Bz- 1500 m/s: enton-

ces, de acuerdo con las propiedades elfisticas consideradas, la ve-
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locidad de propagacidn para las ondas P resulta a_ =~ 2600 m=/s. Den-

E
tro del depdsiteo las velocidades de propagacidn son ap = 1980 m/=a y
BR ~ 1060 m/s para las ondos P y S respectivamente.

La fig 22 muestra los puntos donde s¢ han calculado sismo-
gramas sintéticos.El miximo movimiento registrado corresponde 1
componente Uz. De cste componente se muestra la funcidn de transfe-
rencia en los puntos 2 y 4 de las secciones 0X (X >0) y 0X' (X < Q)

( figs 23 y 24 respectivamentc). Comparando estas figuras sSeobserva

que las maximas amplificaciones aparecen on la seccidn OX. Notese

que pafa dos punios situados tuwers del depdésito, 1as respuestas son

complctamente diferentes: mientras cue del lado de la incidencia la
respuesta ¢s casi la de superficic libre ( £fig 24),en 1a parte opues-
ta la funcidn de transferencia es muy cercana a cero para frecuencias
adimensionales mavores que n = 1.5 ( fig 23).

Considerando ¢l tipo de incidencia en este valle aluvial, les
desplazamiencos Uy sen nulos sobre el ecje X. Leos sismogramas sint@&-
vicos de los componentes Ul y U. obrenidps en los puntos de este eje
8¢ presentan en las figs., 25 y 26 respuectivamente. En ambas figuras
es e@vidente la presencia de dos pulsos que corvesponden a los prime-
ros arribos (ondas que se propagan en dircccidn positiva del eje X)

y las reflexiones de Cstos en la interfase de las regiones (ondas

que se propagan en direccidn opuesta). La velocidad de propagacidn
de estos pulsos wes la velocidad de las ondas § dentro del depdsito. Ndcese que
las maximas amplificacicnes ocurren en la parte positiva del eje X (see~
ci8n OX).

La £ig 27 muestra los sismogramas sintéticos de los tres com—
ponentes del desplazamiento en los puntos de la seccidn 0Y. En esta

saeccidn se hace evidente el desplazamiento Uy producido por las re-
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flexiones tridimensionales que sufre la onda incidente. Obs@rvese
que la respucsts del punto 4 (fuera del depdsito) es parecida a

la de superficie libre.
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6. CORCLUSIONES

Se ha extendido el alcance de un m&todo de frontera para estu-
diar la respuesta sf{smica de irregularidades tridimensionales con
simetrfa axial. El método se desarrolld originslmente para tractar
incidencia oblicua de ondas P, SV y de Rayleigh. La extensidn se de-
sarrolld pora el caso de incidencia de ondas SB, Adicionalmente se
ha introducido ¢}l anilisis del problema al dominio del tiempo.

El método se basa en el uso dc expansiones de [unciones de onda en

coordenadas esféricas asY como en una degscomposicidn en series de Fou-

rier con respecto a la coordenada azimutal. Medianre 1= rroncfovmada
ripida de Fourier se han obtenido resultados en el dominio del tiempo.
Algunos cidlculos intermedios fueron ejecutados en una supercom=
putadora CRAY-1 en la Universidad de Crenoble, Francia. Gracias aecllo,
ha sido posible obtener parte de los resultados, que sin duda, mues—
tran la factibilidad del método para describir en forma cuantitativa
los mecanismos que controlan la respuests tridimensional de depdsi-
tos aluviales y otras irregularidades tridimensionales.
Los grandes recursos de cOmputo requeridos imponen restriccio-
nes severas a3 los cidlculos para altas frecuencias; cstoe limita el
uso del mEétodo presantado a calibrar otras t&€cnicas mis versati-

les que no adolecen dYe este tipo de restricciones, tales como los

m&étodos asintSticos, hSbridos o experimentales.
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FIG¢ ). Definicidn de las regiones ¥y Ry sus {ronteras

Fic 2. Sistema de coordensdas cartezianas y esf{fricas. Vectores unitarios
en el sisteca eaférico

FIC 3. Inci{dencias de ondas P, SV, SH y de Hayleigh ante una irregularidagd

tridisensfional axisimErrica
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FI&  4A. Elementos del tensor ezfusrro an coardenadas Cariesianae
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FIC 4B Elementogs Jel tensor esfuerzo en coordenadas esxfEricas
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APENDICE A

EXPRESIONES DE LOS ESFUERZ0S Y DESPLAZAMIENTOS DE LA SOLUCION DE CANPO

LIBRE EN COORDENADAS CARTESIANAS
A.I. ONDAS P, SV Y DE RAYLEIGH
Si ge ¢onsidera gue cl plano de la incidencia de este tipo de ondas es perpendicu

lar al plano xz, sec puede afirmar que U=y =@
7

Entonces los potenciales pueden escribirse como:

¢ = (A'emz+ !\zt:-‘."m)c:.i“e‘:“"t (A.1.1)
b = (B otRE, g JURTy fUx det (A.1.2)
L 2
donde £ =~ wfe,m=Lf k= Afs, w >0
1
£, - (c‘/a'—l)/‘ (A.X.3)
b
£, = (c?/8-1)"2 (A.I.4)
8 ‘

aquf ¢ es la velocidad de fase aparente, dada por:

8

o
Cw e = et
OLIIYP Ve

(A.L.5)

YP y Y, son los Sngulos de incidencia y reflexidn para ondas P y S, respectivamente.
(figs A.l y A.2); los coeficientes A; y By son las amplitudes de las potenciales de
las ondas planas incidentes P y SV, respectivamente; en cambio A; y By representan

las amplitudes de las ondas reflejadas.
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Una vez establecidas las funcionce potenciales, los desplazamientos y esfuer—

£09 de campo 1libre pueden expresarse comos

“l(u)_ %3 + .g):. (A.1.6)
(o), 3¢ , 3¢ A.1.7)
Yy 3z T ox ¢
(o) (o) 3, (©)
© Py | g Ty .1.8)
Fan Mg T B 12 @
) 3“x(°) au2(0) 3"2(0)
L R Gyl e v Y+ 2057 (A.X.9)
© (o) aux(O)
° ¢
9.x “a, OLL’( 3 + 3, ) (A.1.10)
099(0) = VO * ) (A.1.11)
(o) (o) (o)
uy - ny - Oyz -0

El tensor de esfuerzos queda entonces representado por:

-] V] o

xX Xz
- 4
o 0 (7% o
o 0 o

zx z2

Sustituyendo las ecuaciones A.I.1 y A.I.2 en las ecs A.I.6 -~ A.I.10, se

obtienes

w (@ it o + iy, (A.1.12)

x

“ztO)' im ¢z + it w’ (A.X.13)



qas

R N SN o LR N T 2% (A.1.16)

0,,¢= -A(@+ m?) o, + wlmt 6 - kL] (A.1.15)

zew). uf2me o, * - r"H Wx'] (A.1.16)

omitiendo el factor ¢ » los potenciales &1, 92, V1, Y2 se pueden representar me-

Slantes

Q‘- (A e‘.mz + Az e-'a"'.‘)e-ux

GA.1.17)
é,= (A e T L g, oM7) X (A.1.18)
Y- (8, e4.!:: + 5', -dzz,e-dx A.1.10)
v (B e<kT _ g, sLkzy ~ilx (A.1.20)

Considerande incidencia de ondas P(8;=0) y 8<a< |ec| y las condiciones de

(o) 4lo)
2

frontera libre (azz v =0), sc obtienen las relaciones da amplitudes:

2 2
4 € fo - (fp-1)

ky

>

1 2 _1y2 (A.TI.21)
4 fufB+ ( fB 1)

4 £ (£7-1)
B a'" B8
A" o (A.T.22)
3 4 fu’B*'“B 1)

para ondas P y SV reflejadas en términos de la amplitud de 1la onda P incidente.

si la onda incidente es SV, A;=0, se presentan dos casos:
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a) B<ac e}

b) B< {e}<a

En ambos casos, aceptando que In(fc)<0, ze obtienss:

2
4 IB(IB-I)

A2
L e aew > ey €A.X.23)
B "4 [ fgtlfg-1)
2_yy2
8. 4 ‘afB'(fﬂ 1)
R e e T
B8, " 4 rars-r(fa—x)z (A, 1.28)

Otra condicidn resulta al considerar:
c) lel<csca

i ias <
donde fa v [8 son imaginarias, aceptando que Im(fa) Qe Iu(EB)< 0 y tomando

Ay*8;=0, al imponer condiciones de frontera se llega a la expregida:z

2f (1-£3)
A B 8
S w - .1.25)
B2 cs{—l) 2%, (73
De esta ;’.gualdad se obtiene 1la ecuacifn:
2 ? .
4 f £a+(fp-1Y =0 (A.1.26)

conocida como !a ecuacidn de Rayleigh, que es cibica en 6% y cuya rafz real <, es
la velocidad de propagacidn de las ondas de Rayleigh.

Estas ondas est3n compuestas por ondas P y SV, que viajan acopladas ¢on velo~
c{dad cR<B. y se ateniian con la profundidad. Las particulas en la superficie deg-

criben trayectorias elipticas retrSgradas. En la fig A.3 se esquematiza este movi-

miento.
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Para resolver el problema basta conocer la velocidadde fase por medio de las
ecs A.I.5 B A.L1.26, calculando 704 EB con las ecs A.I.3 ¥ A.I.4 {con Im(fa) <0
e [m(fa) < 0) para asf obtener las amplitudes correspondientes con las ecs 4&,I1,21

-A.I1.23, finalmente la solucién del campo libre eatarf dada por las eces A.I.12-A.I.16.

A.IX ONDAS SH

Si el plano de incidencia es perpendicular al plano XZ resulta que u = w = 0;
viewv (x, y 2).

Bajo estas condiciones la ecuacidn de onda resulta ser escalar del tipo:

2

v 2

()
o)

v v

+ 3 {(A.11.1)

g
E)

1
- 37
Si consfderamos ondas periSdiéns ¢on dependencia del tiempo dada por el factor

e » los campos incidentes y reflejados (£ig. A.4) pueden expresarse ea la forma:

vl exp E“‘"‘ + z_c.g_é_g_:.u_ea_n,] (A.IL.2)
Vi cxp'[.&n(: --‘—“——ﬂ’g—fﬁfﬂ’—)} CA.IL.3)

donde Y es el Angulo de incidencia.

Los desplazamicntos del campo libre pueden ser expresados como:

(o)

v -ilx -dwt (A.IL.&)

- vt 4+ U= 2004( % 2¢04 Y)a

con £ = w/c y ¢ .= velocidad de fase dada por la ec A.L.5
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Pinalmente los esfuerzos son obtenidos medisnte:

°yz(°)'" %‘z_’ - 2u % cos 7[—6:1‘1( % zcos ¥) ]e"‘he"“" (A.11.5)

qy!("). ‘_._g.‘i - 2ul [—icoa( %— zeos ¥) ]e"':u fut (A.11.6)
(o) (o) to) (o}

%y " %xx %z Cxz °

al
[+] ny ]
g = ny 0 Uyz
Qo 5]
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APENDICE B

EXPRESION DE ESFUERZOS Y DESPLAZAMIENTOS DE LA SOLUCION DE CAMPO LIBRE EN
COORDENADAS ESFERICAS

Las transformaciones de los campos de desplazamientos y esfuerzos en coordena=
2 , pueden escribirse

das cartesianas, adoptando el sistema propuesto en la fig
como:
(B.1)

para el vector desplazamiento uc3 y:
(B.2)

9™ Bie Bie %me

£

4cn O cos ¢ scn O sen ®  crd @

con B{j' cos 8 cos ¢ cos 8 sen ¢ ~a¢n 8
cos ¢ 0

~acn @

para el tensor de esfuerzcs Ulli (Fung, 1965 .
Considerando ondas P, $§V y de Rayleigh, los conmponentes de dichos campos re—

sultan (d“-O)'.
Gy + O
o -[(-’-‘————'—’-‘1 sen?8 + o__cos?d) + (o__den203¢col ¢ +
rr 2 zz xz
: (B.3)

o . ~-< -
+ 2 amza)caazae""“

ag._+a
- (XX YUY . - .
%8 [( 3 sen 8-cos 6 uzzco& G-den 68) +
g = 0 »
+ (9, c08200c08 & + (5 sen 0-cos e)coszz;]a‘d" 5.0



5%

o, +0 0. -0 .
aas-[(_“.__-ﬂﬂ c02?0 + o, sen’®) + (-0, 4cn20) cos ¢ + 02 Y 05529) cos2a]e LR
2 2

¢8.5)
Ixx = F -ilx
Oy~ [(-Oyy ot Dsen & 4+ (- T yon Bysenzéle (B.6&)
2
Sex” Cyy -i2x
%g4" [(au sem Blaen & + (- 5 cos 8)sen2d) (8.7)
r -
u - l(uz cos 8) + (u, sen 8)cos e_l e - (8.8)
ug [(.uz sen @) + (u cos O)cos é]e-w {B.9)
u g [(-u")dﬂl 4»}""& (8.10)

En estas ecuaciones gson notorias las propiedades de paridad e imparidad de los

componentes del campo libre; como puecde verse, las ecs B.3 - B.5, B.8 y B.9 son

pares con respecto @l dngulo ¢ mientras que 1las ecs B.6, B.7 y B.10 resultan
izpares.
Por ello 1os componentes pares del campo libre (U“_. 9.9° Jog* “p* ue) pueden
escribirse en forma general comos
ix t .
o= e L a. coare (B.11)
f=o
. 1
ve e X £ a. cosje (8.12)
jro :

y laa impares (ordb' g u°) medianter
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'3 2
o= e %% I a, senje (8.13)
§er
ue g scn oo L% (B. 14)

Los t&€rminos a.j son conocidos y depcnden de la componente que se considere
(ecs B.3-B.10),

Para las ondas SH, las componentes del campo libre on’ coordenadas esf@ricas

quedan:

~ilx
S [(oyz senzf)scn ¢ + (°xy sen?B)acn2d|e (8.15)

1y . --xln\.,a»-m-l;‘u t
g™ L(—Qyz Senilyeii ¢ + (-—xy e v_l~ (8.16)
o4s [(-ow)aenz@ &ibx ‘ (8.17)
20)3¢en ¢ + (—l—o sden2d)aen2d e-i!x
O8" |(9y0* 7 Oxy 2 (. 18)
o _,= [(o  cos 8)cos & + (o, &cn B)coszd oix (B.19)
¢ Y Xy
Oge” [(-ayzazn 8)cos ¢ + (o, cos 6)¢°62¢]e‘dx (8.20)
o, [(u sen 8)sen q]e'“" (8.21)
ug= [(v cos B)aen ¢]e“w‘ (8.22)

uym [u cos ole™ X (8.23)
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Entas ecuaciones pueden reducitrse a2 1a forma propucsta en las ecs B.kl~

B.14, una vez deoterminados los correspondientes t@rminog aj.
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APENDICE C

EXPRESIONES DE LOS ESTUERZOY ¥ DESPLAZAMIENTOS DIFRACTADOS Y REFRACTADOS

EN TERMINOS DE LOS ELEMENTOS VECTORIALES ‘T)J.m

Sustituyendo lag ecs 3.11 - 3.17 en las ecs 3.9 v 3.10, los desplazamientos

en coordenadas esféricas se repreassntan por:
- m
u s TA g*:(r)rn(coa 8)f, () + IB yf(r)pn(cm 8)f, (6) ©. 0

3

P
ugm A 950 —g5 (Filcas 1 (o) +
)

5
+ ):Bm y' (r) 38

(p:(cuA 8))f_($) + (c.2)

+ IC__ ¢y (o)

1 m laer
o Yy v P, (cos 8) (84g-m)i _($)

1 ‘ne
ugm A ¥ e s P:(coa 8) (34g°m g, ($) +

s 1 m P
+ EBM H,(l') YT aC) PH(COA 8) (sig-mg ($) + .3

t ] m 3
+ sz(—e_llk))-:ﬂa— (p (cos B))g (&)

donde L = g ; : fm(é) = cosmd, sm(‘#) = s&imd y 44g=1, si las ondas incidentes
son P, SV ;.:cm;yleigh. 3 fm(t:o) = senmd, gmw) = cosmd y &ig=-1 si las ondas in—
cidentes son SH.

A"m, Bm ¥y Cm son los coeficientes indeterminados para ondas P, SV y Sﬂ_tus—

pectivamente.

Las funciones radiales est@n dadas por:

Peoe —L- [, an) - arg,, @] (C.&
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n 1
i [-ntn + 1E (&3] c.5)

PROCE L [er g, (0]

{C.6)
Plrye -1
y’(r) = Eplard «©.n
1 o
,f:(,)- T‘L‘(" + 1)E (Be) + ke c"‘,(kz)] (c.8)
jn(-)- funcién de Bessel esférica de primera especie y orden
donde En(')' n (para la regidén R)
h:z)(-)- funcidn de Hankel esf&rica de segunda especic y or-
den n {para la regidn E}
Los esfuerzos asociados a estas componentes de desplazamientos sons
- P m -
0. LA, yP(rIpj(cos @)1 (0) + I, 4 (rIP (cos B, () .9
- dP:(coa 8)
%50 !.‘A'W[y’(r) + y’:(r)(cot 8~ * zen'd “n (—m )P (cos e))]r ) +
. . i q(CO8 0) e
+ 18, [0 + L) ot 6~ gm0 ] @+ o)
de” (€08 €)
cos .
+ Cm y ) (oen () __3-_— 3—5.717— Pn n(co8 82 (549 m)]f R
a?p?(cos 0)
- ] m P n
a°¢ ZA”m[y’(r)Pn(COA 8) + y‘(r) —dEsr !‘m(el +
. ™ d’r:’(coA 0)
+ zsm[ysmpn(gaa ) + o (1) — me(e) + .1
m
dp (cos ) . .o o

l -,
+ zCum u (o) ¢ Sens ) -~ 3o P ntcos 8))(-s.4g m)]t’ )
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d P"(cos ©)
0¢” Py ""un ] ) - i‘éﬁ=§ Ppcos 9’)““3"”’]9 @ +
d P (cos ©)
* ZBnm[_y:(tHAc:x 5 g5 - §ens Plcos 9))(6*9%)]9 @ +
d??M(cos B) d P (cos 9)
1 cos 6 1
e tcnm[? y:(') - "da7 Y Zen® ﬂd ) MPYTTED) (‘”’)P:(c‘” o))]g,,,(é)

(€.12)

- P 1 m .
Opq TAun| () (kg Prtcos 00) (-sdgomd]g, (&) +
- YR ru fey (s 1 vm(r,fu, 9))(-A:Tn-nﬂa (6} +
sen v T e

(C.13)
dpM(cos 9)

+ LC [(- (r))—a"——]Qm(‘”

i dp (cos 8)
o_g= IA li’p“‘"—'?""_ £ (4 +

s 8
* mE’”"’ﬁ'— fal®) + €.14

+ szE (r) Aen Zen® "(caa 8)]: [0

donde Am, B [of

yom® Crun’ fm(¢). gm(o) y 449 sc definen igual que para los desplaza-

mientos.

Las funciones radiales se expresant

2
ot )= =+ -’3- kr(n-1) £, (&r) - % Ee? £, (kn)] (€.15)

y:(r)- -%,‘i [er &,(k0)] (€.16)
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YR 2- [(n(ne1>- 3 E'eDE (@0 + 2 £, (gr))

©€an
yP(or= 23 (n-13€, (a0 - ar £,,; 0] (c-18)
y:,(r)_ %r“— [(er’- —;— E?r?-nh)E (qr)-qr En»)(‘?')] (C.19)
g - 2 an (€.20)
ﬁ(r)- %,"— [—n(nn) [n-13g, (ked-tr £, (kx)]] €.21)
o (= 22 [—(n‘-x- F ReE (En)-kr €t (k:)] (c.22)
yE (o= p Ex(nu)r_n g, (ke -kr £, (&r)]] .23y
- - 2 [—(n+l)l‘.“(br)+ kr g, (m] (c.24)

donde En(’)- fn(') para la tregidn R y Cn(~)' hél)(-) para la regién E.

El cd3lculo de estas funciones sc basa en métodos recursivos. Considercmos
primeramente las funciones esfé@ricas de Bessel de primera especie. En cste caso
es necesario mencionar que las f6rmulas de recurrencia acumulan errores consi-
derables cuando se incrementa el orden de las funcionses. Takeuchi y Saito (1972)
proponen un mitodo donde se supone un orden suficientemente grande con respecto

al argumento, para el cual la funcidn es muy cercana a cero} & partir de €ste
23 P
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s¢ calculan los Srdence menores.
El m&todo esencialmente consiste en tomar la relacidn recurrente:

x2

Zn+1(!) - m con Zu(x) « 0y nen, n-1...1, 0 (c.25)

Z %) S,

asY j"(x) - %

para nel, 2, 3,...n {C.26)

tomando la definicidn: ja(l) - é%

Para calcular las funciones de .Hankel esf&ricas de segunda especie se requie—
re conocer las funciones asfiéricas de Bessel de segunda especie (yn(x)) s Ya que

las funciones de Hankel se definen mediante
20 e j (0 - <y (.21
n n n

Las funciones esf@ricas de Bessel de segunda especie ofrecen mayor estabili-
dad num@rica cuando se caolculan incrementando el orden, por lo que ez posible a-

plicar fGrmulas recurrentes del tipo (Abramowitz y Stegun, 1972):

{(2n-1) yn_ 1 (x)
X

yn(x) - ~- yn_z(x) n=2,3, 4...n (c.28)
con yo(x) - - % (C.29)
g, (x)=- 295K  aemx (c.30)

Por otro lado, el cilculo de las funciones de Legendre y sus derivadas re-

sulta f3cil si se consideran las relacicnes (Abramowit= y Stegun, 1972):
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. @ - (n-1) x P:_!(x) - (neo=1) P"_z(x)
n " -m
dF (0 3} nxPICx) - (nem) PR LX) g
ax =D Jxl<a
Palx) = 1

Talxd =

w

(C.a1)

(€.32)

(c.33)
(C.34)
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ATENDICE D

FACTORES DE LA DESCOMPOSICYON AZIMUTAL

Tomando las ecs 3.18 y 3.19, los componentes del campo libre pueden ex-

presarse, para las funciones pares e impares, en la forma:

bl 1 .m . .
r £ %:m(-c).Jm(Cr-scn 9a;lcos [tm + $re] + coaltm - 18]} .1)
m=o j~o
t & Lle om s e)aglen [+ el - sen [ - eD) (0.2)
meo j=o m
Desarrollando en estas expresiones la suma con Indice § y reagrupande sme ob-
tiene:
-
I a [r. -™1 (Lr-sen 9)]:0.5"& +
<] m m
m*o
® L mt] .
+ I al[cm(-u (Jm” (Lr-sen B)~ fr_'ls_uz 5 J (lr sen e))]cou—rp +
mro
O.3
< m+Z 2m(m-1) 1 (m-1)
+ mfo a [: (-4) [(m -3 )Jm(£r~azn 8)- T aen® J el (Lr-sen 8) +

1
+ 3 Jaegler-aen e)]]co.am
para las funcifones pares, y:

4 a‘[-m—i)"'” I (Lr acn 6)-:|eenm4> +

1 Er vu:n e
me
- .M 1 2m(m=-1) .
+ 1 a [2e0" g - FEERe s e en o) + (0.4

m-1 1
*+ Traen Jm” (Le.sen @)= 5 J ., (Lr.scn 8)_]62n'"¢
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para laa impares.

Estas Gltimas expresiones pucden reducirse sl se agrupan los té&rminos apropia=~

dos tales que esencialmente la forma para las funcionces parcs es:

oo -
( ) (o) (l) 1 {2) (2)
£ (el }eosmd +m£ (! + !m',}coamg; +m}':o(rm'z + rm~z)°°°”“" (D.5)

mro

y para lag impares:

L (gif% “)}Aewné + z (,:33 - (2)" Eakd (D.6)
nsd me ]

Uy o 1 " .
donde fm - 3 cm( <) Jm(tr sen O)aj
por 1o que las expresiones del campo libre para las partes pares e iﬁpures,aon; res-

pectivamentes:

- :
T z: (f(“ + f“))coam - x(aauo + a,APL + azuz)coam U p. )
m=o f*o m*o

w 2 -

T g”("’) - (f))se»m .z (@ AT1 + azA12) sermd ®.8)
mel je f m=o

En cstas expresiones finales, los factores azimutales se¢ han representado en

formas ma3s simples para fines de cdmputo; para los factores azimutales pares se tiene:

oM
APO= €, (-4) 7.0 (D.9)

APL = € (-c)m”[ ()J()*J.,( ’] (D.10)

. -1 1
APZ= cm(—/:)'"'zf(z—"(’-f—’i"?—'—) - DI Ty I sz(')] (n.11)
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Yy para las imparce:

Arle -2¢-0™' [—('1'-)— Jm(')] (0.12)

211 2m(m-1) . m-1 . 1 .
AT2= -2(-0 [( FEEEOLE Tl )+_(—-)" Tae1 € + 7 Jpeal )] (D.13)

para m=1, 2, 3... y () = (Lr-sen B8) cn ambos cascs.

Estos factorcs se utilizan al resolver los sistemas de ecuaciones surgidas dc

las condiciones de frontera, para cada niimero azimutaly de esta forma los términos
cosms y scimd, tal como aparecen en las ecuaciones D.7 y D.8, sc eliminan permitien~

do que el problema quede en términos de las coordenadas t ¥ 8 (ees 3.20 y 3.21).

El eflculo de las funcienes de Bessel cilfndricas resulta costoso y los algo-—

ritmos un tanto complicados; sin cmbargo si se¢ cuenta con los valores Jm‘q(z) Y —
2

Jm¢](z), existen mitodos recursives para el cflculo de Srdenes menores {(Abramowitz

y Stegun, 1972), uno de Estos resulta al considerar la relacion:

o 2(mtl)
Imf®) = =

Joe1 (8 = 3 ,0(2)

donde m es ¢l orden de la funcion de Bessel cilindrica (m = mm-1,m-2,.,.2,1,0).
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APENDICE D

FACTORES DE LA DESCOMPOSICION AZIMUTAL

Tomando las ecs 3.18 y 3.19, los componentes del campo libre pueden ex-

presarse, para las funcienes parcs e impares, en la forma:

T 1’; %cm(-i)'"Jm(tr'aen e)aj(cno [tm + H¢] + cos{tm - 53¢)) (.1)
m=o j=o

hod 2 . . - L. -

mfo JS-TO % ':mf—.:':m.m(!.:-.;.:,: u/-xj\ée.n {im+ fio) - sen {tm - 5I8)} .2

Desarrollando en cstas cxpresiones la suma con indice § y reagrupando se ob=-
tiene:
= m
I a [: (-7 _(Lrrsen 8)]:04m~: +
o]l 'm -
mio

-
. mel m
+ I al[;m(-t) (Jm‘, (fr-sen 8)- Fraen ®

Jm(tr-aen 0))]coAm¢ +

e (.3
-
. m¢? 2m(m-1) 1 (m-1) N
+ 1o [ o™ - f o) rsen 0 B2 I, ctersen o)
+ % I gtercsen 8)]]:0.5::!47
para las funciones pares, y:

= Lomel m

z a [-2(-4’.) Fraen® Jm(tr ~aen 6)‘]acnm¢’ +

m* ]

T oalr2comicl o 2m g rcsen ) +
Vg fallt Z “(Er-scn )7 7m ©(D.4)

m=-1 1
+ Frsen § Jm*, (Lr.scn 8)~ 3 Jm'z {Lr.scn B)Jdcn"fé



61
para las impares.

Estas Gltimas expresioncs pucden reducirse si se agrupan los té&rminos apropia-

dos tales que esencialmente 1la forma para las funciones pares cs:

T 1r 8% 18 coame + T (i) v el coame + 2 1c82) 4 ££2) Yeosms ®.5)
meo mro mro
y para las impares:
< 2
( '5.}’,- gtﬁn)aenmq« +mf’(g':3)z - g;_?‘,).senmé (0.6)

GY o L ¢ o™y (e
donde fm 8, 5 cm( £) Jm(lr sen e)aj

por lo que las expresiones del campo libre para las partes pares e impares son, regw

pectivamente:
™
L z (f(’_), + fU))cam@ - Z(a.gAPO + @ APl + a;API)cosmd (D.7)
mro fro m>a
- 2 .
I I {g"g':; - U))smm . T (@ATL + azATZ)senmd (.8
me] g} m=o

En estas expresiones finales, los factorcs azimutales se han vrepresentado en

formas mis simples para fines de cOmputo; para los factores azimutales pares se tiene:

s M .
APO= € (-£) In€? (D.9)

. me1 .
AP = ‘m(-u"" [_ _("'_) SIS IO Y« )] (9.10)

AP2=c (- L)""Z[(M-'—)--—” ()= B 31 €% T TpugC )] (.11
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y para las impareg:

att= —2¢-0™"7 {{1)- Jm(-)] ®.12)

AT2e ~2(-£>""'2[( 1oy e Bl e + 1 Jm,z(-)] (0.13)

para m=1, 2, 3... y (*) = (Lr-sen 8) co ambos casos.

Estos factores se utilizan al resolver los gistemas de ecuaciones surgidas de

las condiciones de frontera, para eada mite-r: _oluutai; de osta Forma los términos

cosmp y dcenm$, tal como aparecen en las ecunciones D.7 y D.8, se eliminan pemitien~

do que el problema quede en tirminos de las coordenadas r y 8 (ecs 3.20 y 3.21).

El calcuele de las funciones de Bessel cilindricas resulta costoso y los algo-

ritmos un tanto complicados; sin embargo si Be cuenta con los valores Jm,z(z) Y m——

Jm’,(z). existen métodos recursives para el cdlculo de Srdenes menores {Abramowicz

y Stegun, 1972), uno de Estos resulta al conuiderar 1a rclacion:

2{m+1)
Iple) = =—J ) - ez (2

donde m es el orden de ia funcion Je Bussel cilfndrica (m = m.m-7,m-2,...2,1,0).
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