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P R E S E N T A C I O N 

En el anllisis de modelos lineales para el diseño de experimen­

tos eon datos balanceados existe un consenso general acerca de 

las htpdtesis que se prueban bajo los encabezados de efectos 

principales e interacci6n. Sin embargo, los intentos que se 

han realizado para analizar los métodos empleados en el trata-­

miento de datos desbalanceados no han conducido 1 un acuerdo 9! 

neral. Esto aunadd al desarrollo de paquetes estadfsticos que 

f1eiltt1n el cllculo de 11s estadfsticas de prueba sin que el -

investigador tenga pleno conocimiento de las hipdtests que se -

prueban, ha ocasionado gran confusi6n. 

Por esta r1zdn, el propdsito de este trabajo es mostrar los pr~ 

blemas que presentan los modelos desb1l1nce1dos y exponer alg~­

nas de las soluciones que se han propuesto en 11 literatura es­

tadfstiea. 

P1r1 ello, en el capitulo 1 se .introduce el concepto de experi-

1ento, de su dtsefto y de los modelos en el diseno de experimen­

tos. 

En el capftulo II se presenta un resumen del 1nllists de 1ode -

los b1l1Rce1do1 con.uno y dos erttertos de cl1sific1ciO~ y del 

1odelo eR su f0.r•1 general. 
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En tl capftulo 111 st presenta un an•11s1s dt ~os ~odelo• desb! 

lanceados a partir dt 101 resultados que se t1en1n para los bl· 

11nc1ados con 11 ftn de exhtbfr la proble••ttca que existe, 

En tl capftulo IV 11 fncluytn algunas contrtbuctones especff1· 

~as en el analtsts dt •Odtlos desbalanceados. 

Es nuestra tnt1nctan que estos cuatro· capftulos ltan de ~1111~ 

dad para ~qu~11os investigadores que de alguna for•a tengan que 

enfrentar. 11 an•ltsts de •odtlos dtsballnceados. 
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l. INTRODUCCION 



1.1 EL CONCEPTO DE EXPERIMENTO 

Un experimento en términos generales, es un proceso planeado y 

controlado por medio del cual se incrementa la experiencia res­

pecto 1lgún fen6meno. 

Al definir de este modo el experimento es evidente alto ran­

go de la activid~d humana que tiene lugar a través e la exper! 

mentaci6n. 

Experimento es un vocablo derivado del latfn experinentum, que 

es la acci6n y efecto de experimentar. Experimento es probar y 

examinar pr!cticamente la virtud y propiedades de u a cosa. En 

ciencias ffsicas y naturales se entiende por experi ento reali­

zar operaciones destinadas a descubrir, comprobar y demostrar 

determinados fen6meno~ o principios cfentfficos. 

La palabra experimento suele ser empleada con disti tas denota­

ciones, es decir, diferentes fijaciones conceptuale de su sig­

nificado segGn el area o disciplina que se trate. n psicolo 

gfa se deno•in1 experi•ento 1 11.modiftc1c16n plane da de cond! 

clones con ftnes de observaci6•' durante el experfm nto se mod! 

fiel, ·por lo ••nos, una de 11s condiciones, 11 usua Mente 11••! 

d1 v1rt1ble tndependtente, 11 variable en dependenc 1 de fsta, 

cuya vartact6n es observada, se denomina v1rt1ble d pendiente! 
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de respuesta. En el curso del experimento, el resto de las con 

diciones necesarias se mantienen controladas en el caso de que -

se considere que pueden producir un efecto sobre la variable d! 

pendiente. 

Experimento de Kaspar-Hauser. Este experimento se realiza 

criando a los animales reci~n nacidos aisl1do1 de sus pad~es y 

de otros animales. Se prueba la existencia de modos de conduc­

ta innatos. Según Freud, el instinto. 

Desde el punto de vista de la ~edagogfa, todo nuevo m6todo, 

pl1n y programa de estudio, asf como los libros de texto, se 

consideran experimentales en el sentido de que los pedagogos 

que disenan los m6todos, los que elaboran los planes y progra -

mas de estudio y los que redactan libros, desconocen las reac -

ciones de los estudiantes; por tanto esos materiales estan en -

fase experimental hasta que se realiza la evaluaci6n del plan, 

del programa o del texto con base en las reacciones de algunos 

alumnos.· 

En ffsfca~ la experfmentaci6n ha sfdo y es de gran importancia 

y1 que 11 simple observacf6n del medfo ambiente constituye la 

paut~ def des1rrollo de importantes ~xperfmentos que han dado 

orfgen a teorfa• dt gran trascendenci1. Ejemplo de ello se pr! 

senta en el experimento de Mfchelson· (1881) el cual se mo~t6 -
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por pr11111r1 vez en 1881 p1r1 mtd1r el 111ov11tento de 11 tierra, 

frente 11 hipotfttco fter. Co10 11 t1err1, en su movimiento de -

tr1nsl1~tan alrededor del sol, se 111ueve con una gran velocidad -

(30 k11/s), 11 velocidad d•. prop1gacian de la luz en un fter su--­

puesto en reposo d1b1rf1 ser distinto segGn que la luz se propag1 

se en la dtrecc1dn del 111ovimt1nto de 11 tierra o en una direcci6n 

perpendtcul1r 1 11 1111sma. Del experi1ento de Michelson, llevado 

1 cabo en 11 interferlmetro de Mtchel~on, se obtuvo el resultado 

de que 11 luz se propaga con 11 misma velocidad en todas dtrecci! 
. . 

nes. El Íxptr.1Hnto de Mtchtlson d16 pie para 11 teorh de la r,! 

11ttwtd1d dt Etnstetn. 

Conforme con lo 1ntertor, experi111ento e~ un proceso controlado -

que se ui111z1 en diversas 'reas o dtsctpltn1s p1r1 adquirir al-­

gGn conoct•tento adicional de un te1111 de interfs. 

Cabe enf1ttz1r qui 1 tr1wfs dt 11 expert1111ntactan b1 sido posible 

el des~rrollo de nuevas t1~rf1s¡ se han co1prendtdo algunos fend­

••nos y st han propuesto soluciones 1 proble1111s psfqutcos, socta-

111, btolOgtcos, quf•icos y ffstcos entre ~tras. 

De 1cutrdo con los 1nttr•s•~~•1 tnv1sttg1dor, el experi111ento PU.! 

de re1ltz1rs1 en oc11tones, para co11p1r1~ dos o m•s conjuntos de 

datos que procedan dt unidades que son tratados de 11lnera d1fere!1_ 

. te¡ o bten, st1plt11nte p1r1 observar •1 co•portH1tento que·.su--­

fren 111 untdadH al 1pl'tc1rles un deter11tnado tratamiento. 
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Es importante senalar que en numerosas ocasiones las observact~ 

nes que se obtienen en un proceso de experimentaci6n son produ­

cidas por fenómenos que en las condiciones que se observan se 

consideran aleatorios y por tal raz6n tienen que ser analiza -

dos mediante procedimientos que tomen en cuenta la incertidum -

bre asociada para establecer las conclusiones de una forma apr~ 

piada. En estas circunstancias, la estadfstica desempena un P! 

pel fundamental tanto en el DiseHo como en el An&lisis de Expe­

rimentos. 

!.2 EL DISEÑO DE UN EXPERIMENTO 

Dada la importancia del experimento como parte del proceso· de -

adquisici6n de conocimiento, es esencial su planeaci6n de modo 

que su estructura y estrategia reanan la m4s amplia inf~rmaci6n 

acerca del problema en estudio. 

El diseno de un experimento es la secuencia completa de pasos -

programa~os de antemano. para asegurar que los datos producidos 

se obttndr&n de tal forma que perm1~fr4n un an41isis que condu! 

ca a dtduccfones v&11das con respecto al problema establecido -

con el mejor aprovechamiento de los recursos disponibles. 
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Antes de re1lfzar el diseno de un experiMento deben tenerse cl! 

ros los objetivos de lste y considerar en general los recursos 

de que se dispone. 

A tr1vfs del dtsefto de un experimento se d~term1na: 

1) El namero de observaciones que se van a realfzar 

11) El tipo de varflbles involucradas 

111) L1 •ediciOn m•s 1decu1da de las observ1ctones 

IV) El orden en que van a ser.tomadas lis observacio~ts 

V) Los errores siste••ttcos que se cometen 

VI) El ttpo de an•ltsts que se 1pltcar& 1 la infor•actOn 

productda por tl experimento· 

Al elaborar el disefto de un expert•ento es recomendable tomar. 

en cuenta los stgutentes aspectos: 

R11attvtd1d. St refiere al balance que debe existir entre h 

~1pact~1d tconG•ica, 1ntelectu~1. de trabajo del experimentador, 

o del equtpo de exper1Mtntadores, y el valor del proble•a de 

acuerdo 1 los objetivos perseguidos. 
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Global ización. Es la presentación sfnt~tica del proble1a antes 

de su an51fsis, llevado a cabo, con la colaboración de un grupo, 

usualmente interdisciplinario. 

Slstem1tización. Es la ordenación adecuada de los problemas 

exigidos por los intereses y necesidades del experimentador. 

Oportunidad. Se refiere al lugar, tiempo, situación económiéa, 

polftfca, social, etc. propios para la ejecución del experimento. 

Continuid1d. Previendo todas las etapas del trabajo planeado, 

desde el fnicfal hasta el final. 

Flexibflfd1d. Que permita posibles re1justes durante el expe­

rimento, sin quebrantar su unidad ni su continuidad. 

PrecisfOn y claridad en el df sefto. De tal for1111 que un grupo 

1nterdisc1plinario pueda llegar a conclusiones certeras del ex­

peri ment.o. 

A continuac10n se presentaran los pasos que se reco•iend1 efec­

tuar en el diseno de un expert•ento; pero antes, es necesario 

·introducir 1lgunos tfrmfnos usuales: 

Untdld Experimental. Es 11 •!nt•a unidad 1 11 cual se lt apl! 

ca un sOlo conjunto particular dt condictonts exptrf•entalts. 
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Tr1t111tlnto. Es el conjunto particular de cond1c1ones exper1-

111ntal11 que se aplican a una untdad exper1merital ~entro de los 

conftn11 del diseno seleccionado. 

Factor. Es una variable generalmente bajo control, cuyos efef 

tos en los resultados experimentales son objeto del estudto. 

Niveles de un factor. 

unta un factor. 

Son las dtferent~s modalidades que pre-

Efecto. Es el cambio que sufre la variable, respuesta que se 

observa y registra en el experimento, como consecuencia a cam -

btos de nivel tn un factor. 

Pasos por seguir en el diseno de ex~erimentos. De acuerdo con 

Kl11pthorn1 1952, tl diseno de un experimento que se analiza es­

tadfsttca•entt consta de los siguientes pasos: 

1) Enunciado dtl problt•a 

2) For•ulactOn dt objetivos 

3) Proposic10n dt la Ucntca experimental y el dheno 

t) Examen dt 101 lucesos postblts y rtferenct~s en que 
' . . 

se basan las razones para la i~degaciOn que asegure 

que el 1xpert11ento proporciona la informaci~n reque· 

ri~a· en la extensiOn adecuada. 
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5) Consf deracidn de los posibles resultados dtsdt el 

punto de vista de los procedf•fentos estadfsttcos 

que se les aplfcar4, para asegurar que st satisfa­

gan las suposfcfones necesarias para que sean v•-

1 fdos estos procedf•fentos. 

6) EJecuctdn del elperfmento 

7) Aplfcacidn de las tfcnfcas est1dfstic1s 1 los re­

sultados experimentales. 

8) FormulactGn de conclusiones. Deber• darse cutdad! 

s1 cons1deract4n 1 la validez de las conclust~nes 

p1r1 la poblactGn de obJetfvos o eventos a 11 cual 

s~ van a 1pltc1r. 

9) ValuactGn de 11 tnvesttgac1Gn co•pleta, particular 

111nte con otru fnv11ttgactones del •11110 problt_llia 

·. o sh1tlar11. 

La co•untcacfdn entre el estadfsttco y el tnve~ttgador es dt -

vttal t•port1nct1 en el dtsefto de un exper1•tnto para este efef 

to~ ~s d~ gran _utt11dtd que el estadfsttco presente 11 tnvestt­

gador .u111· ltsta de co•probactan para phnttr un exptrtHnto. 

·una ltsta dt tstt ttpo fue preparada por Btck.tng y se reproduce, 

tn e11nct1, ·a contfnu1ctb: 

A, 
. \ . 

Obttltlr un 1·nunctado claro del'. problt•• . 
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l. 14tnttftcar la nueva t t•portantt ar11 dtl problema. 

z. Dtltntar tl problt•a 11ptcfftco dantro de sus lt•tt! 

ctont1 usualu. 

J, Dtftntr tl propOstto exacto dtl programa dt prueba. 

4. Dtttr•tnar la rtlactOn dt1 problt•• particular con 

la tnv11ttgactOn total o progra•a dt desarrollo. 

l. Rtuntr la tnfor•actOn bastea dt1pontbl1 

1. . lnu1tt91r tod11 111 f1i1enttl dt tnforiiactOn dhpontblts. · 
. . 

c. Dt11Rar tl pro1r1•1 de prueba 

1. Sostener una conf•rtncta con todas las partes conc1r­

nt11tt11: 

~) Enunciar 101 obJ1ttvo• dtl 1xp1rt•1nt~ 

b) E1t1bl1ctr tl gr~do dt c~nftabtltdad que 11 c~~st­

dtrt conventtntt. 

e) Elbour 111 al~trHthu posttllts d1 los suenos. 

d) D1te'8tnar tl rango practtco dt· tstos factor11 y 

los ntvel11. 11p1cfftcos a los .·que 11 harh pruebu. 

f) E.coger 111 •edtcton11 ftnl111 que nn a t1acer11. 
. . . . ( . 
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g) Considerar tl efecto dt 11 v1rf1bflfd1d en caso 

dt r11lf11r un •u1streo y de la precfsf6n dtl -

•ftodo d1 pru1b1. 

h) Consfdtr1r las po~1bles inter1cctones de los -

flctorts. 

1) Determinar las limtt1ctones de tfe•po, costo, -

••ttr11les, recursos hu•anos, 1nstru•ent1cf6n y 

factores que sin ser de 1nterfs pued1n 111odtffc1r 

los resultados. 

J) Constd1r1r ·los aspectos de lis r1l1cfones hu1111-

n1s del progr1m1. 

2. · Dis1flar el progrH1 tn for•1 .prilt111fnar 

1) Prep1r1r un progr1•a sfst1111•ttco co•pleto 

b) Proporc1on1r las tt1p1s de eJecucfOn o 1dapt1cf6n 

del progr1•1 st 11 n1ces1rfo. 

e) Elt•fn1r los 1f1cto1 de 111 v1rf1bles que no • 

est•n en estudto. 

d) Elegir el •Uodo dt 1n'1 fsh 'est1dfstfco 

e) Hacer 111 tndtc1c1one~ prudentes para una acu•u· 

1ac16n ordenada dt datos. 
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3, R•visar el diseno en co~aboraci4n con las partes con· 

cernientes 

a) Ajustar el programa de acuerdo con los comentartos. 

b) Desglosar en t•rminos precisos los pasos a seguir, 

D. Planear y llevar a cabo el trabajo experimental 

l. Desarrollar m6todos, materiales y equipo 

2. Aplicar los m•todos y t•cnfcas 

3. Supervisar y verfffcar los detalles¡ modificando •1 

~•todo si •s necesario. 

4. Registrar cualquier 1odtftcacfdn al diseno d•l pro· 

5. · Recolectar el avance del programa. 

E. Interpretar. los resultados 

l. tonstd•rar todos los datos observados· 

2. Lt•tt•r las conclusiones o deducctones estrtctas a · 

parttr de la •vtdencta obt~ntda. 
'¡ 

3, · Probar •tdtantt t11PtrtH11toi tndependtentes 111 con • 

troverst11 ·q~t 1"1ctt111 los .datos.· 
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4. Llegar a conclusiones toMando en consfder1cf6n tinto 

la tnterpretactOn de los resultados ~sf c~mo su gra­

do de conftabfltdad. 

5. Espectftcar lo que t•pltc1n los resultados pira su· 

1pltcactOn y para trabajos posteriores. 

6. ToM1r en cuenta todas 11s lfMftacfones fMpuestas por 

los •ftodos usados. 

7. Enunctar los resultados y su conftabtlfdad •. 

8. Preparar el tnfor•e 

1. Descrtbtr clara•1nt1 11 trabajo dando antecedentes, 

aclaractones p1rttn1ntes de) proble•a y del.stgnfftc1-

do de los resultados. 

2. Usar •ftodos gr•ficos y tabulares para la presentaci6n 

de los d1tos en for•a tfictente para usos futuros. 

3. Suministrar infor .. c10n suficiente para que el lector 

pueda verificar resultados y sacar sus propias conclu­

s:,fones. : 

4. Lt•itar las conclusiones a un r1su11n tal, que el tr1 

bajo 1vtd1nct1 su uso para constd1racton11 rlptdas y 

acctones dechtns. 
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Pira fin1liz1r, es menester ins1sttr en que el proceso de expe­

riment1ci6n, para ser 1decu1do debe de configurarse co•o una af 

tivid1d Met6dica y orientada por propdsitos definidos. Los dos 

grandes ••les que debilitan y 1 la vez nultfic1n este proceso -

son: 

- La improvisación desordenada 

- ~a rutina y la falta de objetivos 

El mejor remedio contra esos grandes males es el diseno; fste -

aumenta la confianza en el progreso met6dico y bien c1lculado -

del experimento hacia los objetivos definidos. 

El disefto es, adicionalmente, un recurso para el control 1dmi­

nistrativo del proceso de experimentac16n. 

El prop6sito del diseno es: 

a) Que exista 11 •fnima probabilidad de que se cometan 

errores. 

b) Mini•iz•r el costo, tie•po y esfuerzo invertido en 

el proceso de expert•entaciOn. 

c) Evitar conhsiones debido 1 las •ediciones. 

d) Considerar los posibles problem1s que puedan surgir 

durante 11 experi•entacten. 
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e) Poder re1lfz1r un 1na11s1s que conduzca 1 ~na con­

clustdn conf11ble sfn h1cer uso de M~todos Muy co! 

p11c1dos. 

I.3 MODELOS EN EL DISEAO DE EXPERIMENTOS 

Los modelos de diseno de experimentos son modelos matemattcos que 

utiltz1n •ftodos est1dfst1cos pira expres1r los cambios exfsttn~-· 

tes en la varf1ble respuesta como consecuencia de 11 v1riat16n 

controlada de los factorei en estudio 1 de los estfmul~s que es-­

tan fuera _del control del expertmentador. 

Su represtntactOn mate••ttca ••s gener~l es la siguiente: 

Y 11 f (A, 8, C, D, E, ••• ) 

en donde Y representa 11 varftbl• de respuesta, A,8,C,D,E, ••. re­

presenta 1• multttud de f1ctores que tncfden en dtcha. respuest1 y 

f(·) es una func16n que describe esta ~elactOn. Usualmente, de 

los factores involucrados sdlq un reducido ~G•ero de ellos, por -

eje•plo A, 1 y e,· son dt tnterfs y st encuentran bajo control. En 
' estas condtc~onts el efecto total de 1~s factores se desco1pon1, 

bajo el supuesto de adftfvtdad, en •1 debido a los factores bajo 

control y en el debtdo 1 loi no controlados que en general se con­

sfder1 1le1torto.· 
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Asf, la forma original puede modificarse de la siguiente manera: 

Y = f (A, B, C) +e (O, E, ... ) 

en donde f es una func16n que describe el efecto de A, B y e en 

la variable Y mientras que e ( •) representa el efecto del resto 

de los factores ~ue se considera como un error de naturaleza -­

aleatoria. 

Debido a la facilidad que representa para el an41isis del 11ode· 

lo y to•ando en cuenta la amplta ga11a de situaciones que pue-­

den descrtbirse de esa forma, f (A, 8, C) es nor11al•ente repre­

sentado por una funciGn lineal de las variables independientes. 

En el caso en que los atributos o factores bajo est~dio sean de 

naturaleza cualttatfva, es claro que esta representactGn line~l 

pueda obtenerse dtrecta11ente mediante el empleo de variables i~ 

dicadoras de los niveles de cada factor que se emplean para pr2 

ducir las observaciones. De esta forma el modelo or.iginal pue­

de ser descrito de la siguiente manera: 

-En el caso de •odelos •ara el 1nlltsfs de 1nformactan expertmen 

t11 es tHbUn usual adoptar una notactGn co11pla.entlrh que f! 

· cfl tta h tdentf.ftcacflln de lu piezas de fnformactan dfspontbles. 
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Por eJe•plo, st en un exper1•ento se ut11tz1n dos f1ctor11 b1Jo 

control y 11 re1ltz1n v1rt1s obs1rv1ctones p1r1 unl co•btn1ctdn 

de e1to1 factores, es usual 1sfgn1r 1 cada obs1rv1cidn Y tres • 

aubfndtcu de Ul for•a que 'tJk r1pr111nt1 h k·ht•1 observa· 

ctGn r1111z1da cu1ndo los factores bajo control se f1J1n en los 

nfveles 1 y j respectfva•ente. 

01 esta •1n1ra se obtiene la expres1Gn: 

t•l, ......... (J.3.l) 

j. 1, ... ,¡ b 

k • 1, .... ntj 

En este 11odelo los para.etros tnvolucr~dos son, en general, de1 

conocidos y prectsa•tnte tas htp6tests que usual•ente ·son.de t~ 

terfs. ~ueden ser planteadas en tfrmtnos de affr11actones sob~e 

el valor que for•an algunas dt sus co11btnactonts lineales. 

De esta for111, el obJtttvo ortgfn1l del expert•ento puede ser 

reducido a 1nvestt91r 11 11agnf tud de las •enctonadas. combtn1c~! 

nes ltne1lts que deben ser estt•ad11 a partir da la t~for•actGn 

· dtspontblt. 

La n1turaltz1 dt los errores t•pltc1, dtrecta•ente 1• aleatorf! 

dad en las observ1cton11 en 11 variable dt rts~uesta 1 las tfc· . . 

ntcas estadfs~tcas pera el analtsts de ~ste ttpo de ~odelos. ha· 
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cen uso de una serie de suposiciones sobre 11 dtstribuctdn de 

probabilidades de estas vartables para efectuar las esttmacio • 

nes y las pruebas de htp4tests relevantes. 

Usualmente, se supone que los errores tnvolucrados en el modelo 

son independientes y tienen una distrtbuct6n normal de •edia C! 

ro y varianza constante, pero desconocida a2 • 

De lo anterior, el modelo (I.3.1) puede describirse como 

(I.J.2) 

c:on e1jk ~ N(O, a2
), independientes 

lo que implica que 

( 
q 2 

Ytjk ~ N E a5 X
5

, a ),independientes 
sal 

en donde los para~etros son desconoctd~s pero ftjos, 

Vale 11·pena •enctonar que en algunas ocasiones, no se incluyen 

en un expert .. nto todos los niveles de los factores bajo estudio, 

stno que ~Oto st sel1ccton1n,1l azar algunos de ellos para su -

nalhh", En esas condtctones con 11 ftn dt generaltur los r! 

su1tados, tos efectos de los factores st constderu aleatorios · 

y el •ode1o rectb.e el no.brt de •odelo de efec~os aleatortos. -

E~ lo que reste de 1ste tr1b1j~. s1 1rat1rln ~xclustva•ent~ los 

•odelos de efectos no 1l11torios o ftjos. 
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Ad1c1onalmente, los modelos de dise"o se han clasificado en ba· 

lanceados, si cada tratamiento es aplicado al mismo namero de -

observaciones, y desbalanceados si al menos existe un tratamien 

to que no contenga el mismo namero de observaciones que los de· 

mh. Esta clasificación es muy importante porque en general, -

dependiendo de si el diseno es balanceado, la forma de analizar 

lo puede presentar diferentes modalidades. 

El propdsito principal de los modelos de diseno de experimentos 

es el de probar igualdad de efectos entre los niveles de los ·­

factores, esto es, probar que independientemente del nivel que 

se emplee de un factor, la respuesta permanece inalterada en c~ 

yo caso se dice que el factor en cuestidn no tiene efecto en la 

respuesta. 

aas1c1mente, el mftodo estadfstico para probar este tipo de h1-

p0ttsis es el conocido como cociente de verasimilitudes (Mood & 

Graybill) que consiste en comparar los valores maximos de la•· 

funciOn .de veros1mil itud en el 111odelo original, tambffn conoÍ:i· 

do co1110 co•pleto y el del modelo que incorpora· la hipOtesis ba· 

Jo prueba, conocido como reducido. 
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II. DISEROS BALANCEADOS 

II.l UN CRITERIO DE CLASIFICACION 

Antes de analizar en detalle los modelos con un criterio de cl! 

sificaciOn, se expone un ejemplo del tipo de problemas que pue­

den ser resueltos con estos modelos. 

Sup6ngase que se quiere investigar el efecto de una preparación 

de insulina, aplicada a tres dosis diferentes, en el porcentaje 

de reducct6n de.azocar en la sangre de conejos. Para ello se -

eligieron 3 n conejos que tuvieran caracterfsticas homog~neas -

tales como peso. sexo. herencias·. vigor y nutrición previa. Se 

formaron tres grupos cada uno integrado por n conejos selecci.Q. 

nadas aleatoriamente. A cada grupo se le aplicO una dosis dif! 

rente de insulina para saber si realmente se producfan cambios 

.significativos en la reducci6n de azocar en la sangre de los C! 

nejos. 

Los datos se pueden presentar de la siguiente forma: 

Dosis 

Al Yu Yu Y1n 
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Donde YtJ 11 11 porcentaje de r1duccfOn de uacar en el j-hf· 

•O conejo al que SI aplfCI la f·•SfMa dosfs, 

El •Odtlo p1r1 r1pr1s1nt1r este esquema puede ser expresado co­

•O sfgue: 

1n donde~ representa el valor medio global de la variable de -­

respu11t1., 'I a
1

, a
2

, a
1 

representan 111 desviaciones, respec-

to 1 1.1 d1btdu 1 los niveles del factor bajo estudio, esto es 

11 efecto de ~ada uno d1 los tres niveles. 

La hipOtuh que usual•1nte se qufer.1 probar en este tfpo de m,!! 

delo 1s 11 igualdad de los efectos debidos a los diferentes tr! 

ta•ftntos esto es: 

En 11 1J1•plo 1. • 3 

En caso de aceptarse Ho s1 dfce que 11 dosf s no tfene efecto en 

11 v1rt1bl1 de re~puesta, •sto es, en 11 reducctOn de azacar. 
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El an41isis de los modelos con un criterio de clasiftcact6n P•! 

ticularmente para probar la hip6tesis de igualdad de efectos. • 

se lleva a cabo como sigue. El modelo correspondiente en el C! 

so balanceado es el siguiente: 

(II.1.1) 

donde 

Yij es la j-ésima observación del f·ésh10 

ni ve 1 .f • 1,.. . • n 
• 1, ... , a 

µ es 1 a media genera 1 

ª1 es el efecto de la f-hfma clase o nivel 

del factor bajo estudio 

efj es el tfrmfno del error aleatorio debido 

a las caracterfsttcas especfficas de Y1 j 

Adtctonal1111nte, se supone que e1j • N (o, o2 ) y que los errores 

son independientes. 

Como conu·cuencta se tiene que v1j ·N (µ+a1• o2 ): 

1 • 1.2 ...... i j • 1,2 ..... n y son tndependtentes. 

Para efectuar 11 prueba de hipótesis Ho: a1 • a2 • ••• •a1 u • 

prricede de acuerdo 1 los siguientes pasos (R. Htcks). 
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1) Haxfmfzación de la función de verosimilitud en el modelo· 

completo. 

Se establece la funcf6n de verosimilitud 

.!!!. a n 
L ( f, µ , a i , a 2 ) = ( 2 /I a 2 ) 

2 exp (- - 1- l: r (y - µ - aj) 2 
} 

20 2 f:ol j•l ij 

en donde se tiene que t" Lnl(•) una función mis simple de optim.!.. 

zar tiene la expresión: 

2 ) ] an 1 
1 

" ( ) 2 t•Ln[L(f,u,ai'ª "·2Ln2IIa2
--2 r I: Yij·µ-ai 

2a i•lj•l 

En virtud de que t es una funci6n dfferencfable, se obtienen 

las derivadas parciales respecto a µ, ªi, a 2 y se i gua Jan a ce· 

ro 

ll. _1_ 
a n - ¡; r 2 ( Yij - 11 - ª1) (-1) • o 

a11 2a 2 1•1 j•l 

!! . __ 1_ n 
f .. r;a E 2 ( yfj - IJ - ª1 ) (-1) • o 

ªªi 2a2 j•l 

at an 2 JI a n z 1 

aaz" -- - i:: r (Y 1J - 11 - ªi) - • o 
2 21Io 2 f•l j•l 2 a~ 

Reescrfbfendo lo anterior, se obtienen las expresiones que se 

conocen co•o ecuaciones normales: 
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a n A a " 
r r Y 1 J • a n l.J - n ¡; a1 • o 

f•l j•l l•l 

• • • II.1.2 

Para r·esolver estas ecuaciónes respecto a a
1
,a 2 , ... , ªa•µ se 

tiene un sistema de a+ 1 inc6gnitu pero de rango a. Debe de 

notarse que en los modelos de regresión que se analizan en una 

forma similar, el sistema de ecuaciones es de rango completo. 

Para poder resolver el sistema (Jl.1.2) con una solución única 

se establece usualmente y por facilidad, la condtci6n adicional 

a 
l: ª1 • o 

t •l 

·De esta manera (11.1.2) se convierte en: 

a "· " 
a " yfj -¡; l: ytj - an u • o -> ll" l: l: - y ; • 

t •l j•l fal Ja.l an-
n " " ""y - -- -l: yiJ • n ll • n ªf • o """> ªf. l: .'..JJ_ - y .. :: yi. - y .. 

j•l j•l n 
i•l,a 

A 2 A A. A 

y por 1 o tanto a que se obt ten e en func 16n de a1,. .. a1,. '..ªa y 

" u tiene la stgutente exprest6n: 

\. 
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,. 1 
az•­an 

Es posible verificar que el valor di a2 ' que determina unfvOC! 

mente el valor del m4x1mo de la funci6n de verosiMflitud, es tn 
variante ante cualquier soluciOn del sistema de ecuaciones nor· 

males. 

II) Maxim1zaci6n de la verosimilitud.en el modelo reducido fn· 

cotpor~ndo la h1p0tes1s: 

Bajo ta h1p6tesfs Ho puede suprimirse el fndtce de los efectos, 

ya que todos son iguales y el modelo correspondiente es simple; 

mente: 

i•l,2, ... ,a; J-.1,2, ... n 

Por lo tanto 

1 la functe~ de verosf•tlttud es 
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Procediendo de la misma forma que en el modelo completo se tiene 

que 

t • Ln (L (f, µ*,o 2)) • • ..!!!.. Ln ( 2 n a 2 ) - -
1- E E (Y - u*) 2 

2 2 02 f j i j 

se deriva parch1Hnte con respecto a µ*, o1 y se iguala a cero. 

a t an 2 n " 
aaª ·--- ·2néi 2 + 2~~ i: i: (Y1J ·1J*)ª =O 

Lo equivalente a 

E E Yij - an µ * • O -> µ. • Y •• 
i j 

~z • E E y ij - y .. z 
o 1 j ( an ) 

111). Se est1bleie la for11 de la regi6n de rechazo de acuerdo al 

mftodo de cociente de verosimilitud. Esto es, se rechaza 

Ho sf y s61o sf 

Sup l ( f · a) 
HoUt\ • µ ' a f , a 

A • 
Su p L ( t µ* 0 z ) 
Ho ' ' o < k 

con un valor k >O adecu1d11ente seleccionado, esto es, tal que S! 

ttshga que P ( rech1nr Ho/Ho es cierto)• a p1r1 un valor de a 

cercano a cero (usualHnte o.os 6 o.ol). 
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Es conventtntt observar que: 

" ·in .1n 
(2 R a

0
2 ) T tT 

< k 
(2na 1 r!p . ª" tT 

r ·· r <~ 
_l. a ( k . 

az 
.·: 

[ ;,: ] 
an 
2 

(- < k 

,.. 
<-•.> 

oz ( k 1 

az 
o 

En este punto basta encontrai la distrtbuc16n del ·cociente 

a1 I a,ª· bajo h h1p6tesh Ho para que el evento de .rechazar h -

igualdad dt tftctos se lleve a cabo con la probabilidad preesta· 

blectda. Stn e•bargo, no es factl deter•inar tal d1str1buc16n 

y resulta conveniente reexpresar la forma de la reg16n de rech! 

zo en tfr•tnos de.una est1dfsttca cuya d1str1buc16n sea conoci­

da. Esto puede llevarse a cabo de la siguiente •aner1: 

< k' 

.< k' ••• (11.1.3) 
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En donde, el numerador de este cociente puede interpretarse co­

mo la suma de cuadrados del error debfdo al ajuste del modelo • 

completo ( SCEll:) mientras que el denominador, de forma an41oga, 

resulta la suma de cuadrados del error debido al ajuste del mo· 

delo reducido ( SCE~). H&s aan se puede verificar que debido 

a que el modelo completo involucra un namero mayor de par&me -­

tros, y por tanto presenta mayor flexibilidad para el ajuste, 

se tiene que 

SCE~lC < SCEMR 

De esta forma y como SCE~ es mayor o tgua1 a cero se puede de­

finir. 

SCE • SCE • 
Ho ~ 

SCE~ ~ O 

Es f4ct1 comprobar que 

De lo anterior y de (II.1.3) se tiene que: 

SCEMC 
SCE!fR 

< k' 
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SCEIC 
< k' 

SCEIC + SCEHo 

1 < k' 

1+ 
SCEHo 

SCEMC 

<-.. SCEHo 
> k" 

SCEIC 

a - - . 
¡; n (Yi - y •• ) z 

i•l • > k" a n _ 
¡; ¡; (y ij - yi ) 2 

t•l j•l • 

En virtud de que puede demostrarse que SCEMC /a2 se distribuye -

co•o una variable aleatoria xª central con na-a grados de 1i -

btrtad •itntras ~ue: 

se distribuye tomo una variable aleatoria x 2 no central con -­

•·1 grados de ltb!!rtad y par4metro de no centralidad >.¡¡:O , en 

donde >.•O<-> Ho es cierta, y como ademas puede probarse que -

SCEIC es independiente de SCEHo se tiene que: 

F • 
SCEHo 
se Etit 

N F 
(a-1,an-a) cuando Ho es cierta 
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Asf, Fes la estadfstfca adecuada para probar las h1p6tesfs 

Ho: a 1 • a 2 ••• • ªa v s 

Ha: a 1 ~ ªJ para alguna f ~ j 

Naturalmente, ~-rechaza la h1p6tes1s Ho si F es mayor que el 

cuantil apro~1ado·de una dfstribuc16n F con a•l y na-a grados 

de 1 i be"rtad. 

Usualmente, la~:~•gn1tudes relevantes para probar la hfp6tesfs 

de interés se presentan en la siguiente forma que se conoce co­

mo Tabla de An&lisfs de Varianza. 

FUENTES 
DE 

VARIACION 

Tratamientos 

Error 

Total corregf 
do por la medfa 

GRADOS 
DE 

LIBERTAD 

a - 1 

na;. 1 

SUMA 
DE 

CUADRADOS 

1 • -
En (Y1 • Y .. ) 2 

1•1 • 

a n -
I: I: (Yfj. Y .. )ª 

fslj•l 

CUADRADOS 
MEDIOS 

a - -
En (Y1 • Y .. ) 2 

fal • 

F 

a-1 - - 2 En(Y1 ·Y .. ) 
1 • 

F• a-1 

... a n • 
0'2 • E I: (Y - y ) 2 

f•l j•l fj f• 
a(n-1) 

¡J2 
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V1le 11 p1n1 not1r que en 11 tabla anterior se tiene la pro -

pied1d, por construcc16n, de que las sumas de cuadrados de los 

dos primeros renglones suman al tercero. 

··,. 

1;,. , ..... 
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11.2 DOS CRITERIOS DE CLASl,ICACION SIN INTERACCION 

Lo1 •od1lo1 con dos cr1ttrto1 dt c111tftc1ctd11 se 1p11c1n en· 

1qu11101 c11os donde se t11n1n dos f1ctor11 dt tnterfs cuyos 

efectos tn 11 v1rt1bl1 dt r11pu11t1 11 pr1t111d1 d1t1r•tn1r. 

En ttntrl1 c1d1 uno dt los nhthl dt ud1 f1etor 11 co1btn1do 

con todos 101 11fvtl11 del otro. 

El concepto dt f11ter1ccfd11 11 t•p111 pin d11crtbtr 1t 1ttU1· 

ctdn tn 11 cual los 1ftcto1 dt uno dt 101 f1ctor1s d1p1nd111 •• 

dtl p1rtfcul1r 11tv11 que 1dopt1 t1 otro factor. Los •Odtlos • 

1tn tnt1r1cc~en 11 1•pl1111 cuando dt ant1•1no 11 s1b1 que no 

1xt1t1 tnt1r1~cfdn 1ntr1 los f1ctor11 o no 11 dt 111t1r•s ~onsf 

d1rarl1; 

El 1nl11sts 11t1•ltfco dt 11tos •odtlos en 11 c1so b1lanc1ado 

r11ult1 str un1 gtntr1ltzacten 1u1 n1tur11 del que 11 1f1ctd1 

tn los 11d1.1os con un crfterto de chstfte1cfdn. · 
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DEFINJCJON DEL MODELO 

El •odelo balanceado cuando no se considera la inter1cci6n, es 

el sfgufente: 

f • 1, ... , a 

j • 1, .... b ... (II.2.1) 

En donde: 

JJ es la med1a general 

"1 es el efecto del f ·h 1 mo tratamiento de 1 factor a 

8j IS el efecto del j·himo trltam1ento del factor e 
eijk IS el error al11torio 

Natural111nte se supone que: 

1 • 1,2, .... a 
'Uk .. N (O, o2) j•l,2, ... ,b 

k•l,2, ... ,n 

y estos errores son independientes. 

De igual minera que en 11 secc10n IJ.l se obtienen las. ecuacio­

nes nor~1les para el modelo (IJ.2.1) 
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" a " " abn 1.1 + bn ¡; a1 + an ¡; Bj • y ••• 
1•1 j 

" " " bn 1.1 + bn ª1 + n t ªJ • Y¡ .. .y. i • 1, a 
j 

... (II.2.2} 

" " v. J. D an 1.1 + n ¡; a i + an aj y. j. 

y ~z • _.L 
a~n 

De nuevo (II.2.2) es un sistema de a+ b+ 1 ecuaciones con 

a+ b + l 1nc6gn1tas y rango a+ b - l . Para poder resolver el -

sistema (Il.2.2) se deben establecer dos condiciones adiciona­

les que usualmente se eligen como 

b " 
t a. = o 

j•l J 

y se obtiene la siguiente soluc16n 

µ • y ... 
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HIPOTESIS QUE SE PRUEBAN 

Para probar Ho: 13 1 • Sa • ... • Bb hay que considerar el modelo -

reducido: 

yfjk • JJ + ª 1 + B + 1 ijk • µ * + ª1 + 8fjk; µ* • µ + a 

qur es semejante al mode1o (II.1.1). Consecuentemente, 

a n -
SCE~ • ¡; ¡; (Vtjk- Y1 •• )

2 y 
1•1 k•l 

b - -
SCEHo· SCE-·SCEMC• ¡; an (V. - v ... )2 

"' j•l 'j. 

Co.o. etjk • M(O, a 2 ) 1ndependtentes, SCEMC _a_ª_ se distribuye co-

MO una xª no central con b-1 grados de libertad y un parlmetro 

de no centralidad que de nuevo es cero sf y s61o sf Ho es cier­

ta. En virtud de la tndepenaencia de estas dos su~as de cuadr! 

dos se pueoe vertf•car que: 

SCEHo/(b-1) 
F • ------- • F (b-1, abn-a-b+l) bajo Ho. 

i SCE..: I (abn-a-b+l) 

F1 entonces, es la estadfsttca adecuada para probar la h1p4t! 

sh Ho: B1 • Ba ~ • ~ • • 8b • 
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40. 

Dt 1oual forM• 11 se qu1•r• probar 11 htp~t•sts 

Ho: •1 ••a •, •• • a 1 

11 •odt1o rtductdo por 11 htp4ttsts 11: 

Con 

'I 

Y tft for•• 11t'1091 11 ollUtnt qut 1a 11t1dhtfc'1 'dt prueba pare .... 

ta htp4t11t1 11 11 1t9uttnt1: 

b ·'·= <it .•• i ... )ª '(t -· i·) 
Fa•~----~~~.,.....~----..--~~-.-~~--

E Z E ( Ytj • Yi .. • f.j' + f. .. )1
/ lbn .• 1 • b +l 

t J " 

· Part Htt •odtlo, 11 1ftforti1ctan indtspt1t11b1t para tftctutr 11 .. 

p.ruiba dt 1.1 clos htpat11t s. de. tnttrh putdt pr111ntar11 conJunta-. . . . 

••nt1 tn una 1~11 tabla de 11tftt1ts c11 v1rhn11 que •• la 1t911ten-. •. •' . . . . ' 
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FUENTE DE VARIACION GRADOS DE LIBERTAD SUMA DE CUADRADOS 

Entre Tr1tam1entos 1 • 1 E bn(Y 1 
- 2 • y ... ) 

<11 
1 •• 

Entre Tr1t1mtentos b - 1 ~ •n(v.J. - v ... )ª 

l!j 

Error 1bn • 1 • b + 1 t r r ( YiJk -v1 ·YJ +Y ... )2 

1 j k . • • • . • . 

ToUl Corregido ... 
abn • 1 t r r ( vUk - y ••• ) 2 

por la Hdi~ 1 j k 

En 1st1 t1bl1, 11 tnt1res1nte notar que·nuev111ente resl.1t1 que 11 

1uma de cuadr1dos del rengUn que corruponde 11 11odelo ciobltmen­

\e reducido al 1ncorpor1r las dos htp6t11ts se obttent eolio la sy_ 

•• de.111 tres su~as dt cu1d~1dos superiores. Este hecho se pue­

de interpretar en ·e1 sentido dt que el error o 11 verilb1Hd1d de 

las observ1cton1s respecto 1 s~ medt1 gtob1l se puede des~omponer 

en tris p1rtes; un• debido 1 los tfr•tnos ej, otra ·debida .1:los 

~tr•tnos. a1 une. ••s 11 tfr•t110 e1J • 

. . . . . 

Adtctonil•tntt;. ·11 ht~ho dt :que 111 pruebas ~· los· efectos de. --

.1o~ .f•ctor11 fYt••.~ reiHurst. dt •lntr1 t1ul1p111dtent1 si co11oc.• · 

. CHO 11 propf1da··~· ortogona\.tdl'.d. dt. lftetoi •. E~u· 1.struct11r• -

qn ruiÚa 1iu1.·con;111t1nt1 H: •:•;prtlHta el t'od~a 101. mod11oi ·· • 
. d• · l11per·1..ntos· 1,. dtbtdl~ • ~f'°nllstrart post.~·~i\t~. 11 b.11iia0 de . . ,· . ' . ' .. ,, , 

1111 obten~1onli~. 



JJ,l UN MODELO GENERAL 

H11t1 11 •omento st hin tratado los Modelos con uno y dos crft! 

rto1 dt cl11tftc1ctdn b1l1nc11dos. En 1st1 secctan 11 11tudf1· 

r• el •ode1o con efectos ftJ01 que g1n1r1ltz1 1 los interiores 

y per•tte e1·estudio de m•s de dos crttertos de cl1stftc1ctdn t 

tnclu1tv1 modelos con inter1cctdn haciendo uso de 11 not1ctdn • 

•1trtct1l. Se expondr•n 1lgun1s de.las c1r1ct1rfstfc1s b•stcas 

del •odtlo y las hipótesis que se pru1b1n usu1lm1nte. 

Constd•rest el stgut~nte modelo: 

y• X~+! ••• (11.3.1) 

! 11 un vector dt observ1cton1s de 11 v1rt1ble dt res· 

puesta de df•tnstOn ~ x 1 

J! es un vector dt par•Htros de dflHnstdn p x 1 

X es una 111trf z de orden n x p for•udo ceros 1 unos 

que representan 1usenct1 y pr1senct1 de los dfferen· 

tes tr1ta•fentos con. rango r < p < n 

! es un vector dt errores 1l11tortos tal que 

E ( ! ) • .Q. ¡ VI r ( e) • a• 1 n ~/ 

!/. Para vectores 1le1torfos sa denotara por Var (•) a 11 correspondiente· 
matriz di vart1nz1s y covart1nzas. · 
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y ! .. N (-º., a2 In). Por lo tanto, 11 tfene que E (O• Xb, 

ur(Y)• a 2 In y .. N(Xb.a 1 1n). 

En e1t1 •odelo, p1r1 efectuar 11 prueba dt htpOte1t1 sobre el • 

vector de p1rlmetros ! usu1 h11nte 11 Hp111 el 111hodo de co 

cien.te de verosimf 11tudes que requiere de 11 •ut•tuct4n de h 

veroslmfl~tud tanto en el modelo original o co•pltto co~o en el 

modelo reducido al incorporar 11 hipOtuts. 

Para el caso del model~ completo se tiene que: 

n . 
L (f. _b • a2 ) • ( 2 no 2 ) T txp { • ..1... (Y. Xb)' (Y. Xb) } 

Zaª - -

de donde el log1ri~mo de esta functOn tst• dado por 

Ln [L(f,_b, a 2 )]•·!l- Ln(2na 2 )·-
1- (Y·Xb)' (Y•.Xb) 

ª 2a2 - -

Oertvando parctal11nt1 con respecto a ! y a2· e tgu1l •do 1 

cero obt1ndre•o1 

a ln [L ( f, J! , a 2
) ] • • z!a {ZX' Xi· 2 X'.! ) • O 

ª! 

a Ln [L (f. b • a2 ) ] •• ...!L + ..l...· (y·. Xb )·' ( y • Xb ) • o 
aa 2 • - ·· · . az a' - - -
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1 por tHtl 

... . (11.3.2) 

;a•+ (Y'Y • l X'Y) (11.l.l) 

Do•dt (II.l.2) son 111 ll11111d11~ tcuactones nor1111les. Como X'X 

ti de ruto r<p. x•x 11 stn9uhr y por tuto no existe una s~ 

" luctOn antc1 ( b) 11 sht11111 (II.l.2). Una alternativa para • 

encontrar un1·soluctOn es 1 tr1~f1 de 11 tnvers1 gtner1ltz1d1 -

dt x•x qut dtnot1r1•01 con G. Ot est• ••n1r1: 

St putdt advtrttr que 1 •tdfd1 que el modelo (If.3.1) fneluye 

un nG•tro m1yor dt f1ctores y sus fnteraccfones, es mis dfffetl 

c1lcul1r 11 tnv1rs1 g1n1r1ltz1da. ,or otro lado debe hacerse 
A ~ 

notar que 1Gn cuando ! no u dn1c1, tl estf1111dor 'dt ! (!) uf 

co•o 11 su•• dt cuadrados dtl error (SCE), son tnv1rt1nt111 11 

tltccten dt 11 101uc1fn, 11 qut 

Ptro 11 putdt v1rfffc1r que XGX' 11 1nv1rt1nt1 a. cu1lqut1r --
~ 

tltcctfn dt G. Por lo tanto 11 concluye que ! ·es tnvar1ant1. 

... 



Un resultado s1m111r se tiene par1 la suma de cuadrados del 

error (SCE) del modelo (II.3.1). Consid6rese el error 

entonces. 

SCE" e'es(Y·Y)'(Y·Y) 

"(Y-XGX'V )'(Y-XGX' Y) 

=Y' ( I-XGX') (I -XGX')Y 

,. Y' ( l - XGX' ) Y ... (II.3.4) 

con (l~XGX') 1dempotente y adem4s invariante 1 11 soluc16n par· 

t1cular que se obtenga de las ecuaciones normales. 

De (11.3.4) y (11.J.3) se observa que 

~ 2 • SCE / n 

Ade••s •. de (11.3.4) se vertf1c•r• que 

SCE/o 2 
- x1

( ) n·r (11.3.5) 
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HJPOTESIS QUE SE PRUEBAN 

Co•o se 1encfonO 1nt1rtor•1nt1 1 como 11 flu1tr6 medf 1nte el -· 

IJe•plo de 11 ucc16n (11.1), 11 prophtto fundHtntll del •n! 

111f1 di un exp1rt11nto del ttpo que •• trltl '"este tr1b1Jo 

11 probar fgu1ld1d de 1fecto1¡ p1r1 esto debe tenerse presente 

que 1610 deben de probarse h1p6t11ts que fnvolucren co1bfn1cfo· 

ne1 lfne1l11 de 101 p1r•11tros del modelo cuyos 1stfm1dores -- . · 

1e1n tnv1rfint11 ante cu1lqufer 1olucfOn de 111 ecu1cfon11 nor-
' Hlts. Es d1cfr, 11 requtert. que lu htpOtuts a probar se for 

mulen en tlr•fnos de lo que se conoce como functon11 11nealts. 

lfneal•ente 11tt•abl11. Una funct6n ltn11I de los p1r•1111tros es 

lt~1al1ente 1stt•1bl1 st puedt str estt•ldl tns1sg1d1•tnte por 

una co1btn1ct6n ltn111 del vector de observactones. 

Esto es 

!• b IS 11tf•able sf 3 !.' 'J, t' E(Y) • q'b 

o equtv1l1nt111nt1 E ( !' ! ) • q• b 

con 

q un vector de dt1enst6n p x 1 

t un vector de dtHnst6n n x 1 
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Supongamos que se quhre probar 11 hip0tu1 s 1 ineal K •.!?.•o 
con K' una matriz no singular de dtmens1ftn (s K p) '1 K' .!!. 11nul 

1111nte esttmable. En conucuencia debe existir T tal que: 

" ,. 
Donde K'b • K' ~ es el mejor estimador linealmente insesgado -

de K' .!!. • Ademh 

·~ " 
YU' (K' .!!. ) " K' var (b) K 

• K' var (GX'Y)K 

• K' GX'XG' K a1 

•· K' G K a 2 • T ' X G X 1 T o 2 

tnvarhntt. 

En con1tcu1nct1 
,. 

K •· b .. • ( k' b, K 1 G K o 2) 

lo que t1pltc1 que 

Q • (K' bP (l' 61tr" (K' b) .. xª 
oª (s, A.) 

(111.3.6) 
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Obs6rvese que el par&metro .\ conocido como par&metro de no cen 

tr1lidad es igual a cero sf .y sOlo sf la h1p6tesfs K' ! • O es 

cferta, y1 que 

>. • E(K'b)' (K'GKr
1 

E(K'b) • J K'b)' (IC'GK)"
1 

(K'b) •O 
2 o2 2 aª 

<""'> K'b •O 

Se puede demostr1r que Q y SCE son independientes y por lo tan· 

to de {II.3.5) y (II.3.6) se obtiene que 

F • Q I s .. F( 
SCE/N-r s,n-r) 

Est1 1st1dfsttc1 es 11 que 11 obtiene 11 aplicar el mftodo de. 

coc11nt1 de ~erosimilitudts g1n1raltzado p1r1 la prueb1 de 

Ho:· K'~ •O vs. H1: K'~ ~ ! . L1 for~1 de la regi6n derecha­

zo es 11 siguiente: 

C• {!/F>K} 

en do~d• .11 con1t1nt~ K, igu11 que tn 101 c11~1 11 descritos •! 

thf1ce que P (rechazar Ho/Ho 11 cftrtl) • e1 ·con un Hlor prtt! 

tablectdo dt G • 
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111. DISEROS DESBALANCEADOS 



111. DISEROS DESBALANCEADOS 

Al dt11ft1r un 1xp1rt•1nto st procur1 f1cfltt1r su 1n,1fsts y 1 

su v11 obt1n1r resultados conft1bles. Por est1 r114n, entre 

otras cosas, sfe~pre se procura que los d1tos estfn balanceados 

es dectr, que exfst1 el mismo número de observaciones en cada 

celda o para cad1 combfnacf4n de tratamientos. Sfn embargo, 

en ocasiones, las restricciones en cuanto a la dispontbflid1d -

del •1t1~f1l experimental no permite astgn1r el mismo na•ero 4e 

ob1erv1ctones. en c1d1 tr1ta•iento. 

En el capftulo anterior fueron presentados con rel1tivo det1lle 

los •odtios con uno y dos criterios dt cl1sffic1cf4n con d1tos 

b1l1nc11dos. Se puede verffic1r que no se tienen problemas re­

lacionados con la 1sttm1biltd1d de 11s hip4tesfs fnvolucr1das 1 . 

nf con 11 reso1uct4n dt las 1cu1cfon1s nor•1l1s. 

En los capftulos sfgut1nt1s se tr1t1rl 1cerc1 de 11s dtftculta-. 

des que suelen presentarse 11 tr1b1J1r con •odelos desbal1nce1-

dos. 

so. 



l!I.l UN CRITERIO DE CLASifICACION 

Los modelos desbalanceados, como se dijo anteriormente, se ca • 

racterizan porque el número de observaciones en las celdas (tra 

tamientos) no es el mismo en todo el experimento. Denotaremos 

con n1 el número de observaciones de la 1-ésima celda, de tal 

forma que el modelo con un criterio de clas1f1caci6n desbalan -

ceado se define como: 

Con 

(Il(.1.1) 

v1j la j-ésirna observac16n del i·himo nivel 

j • l •...• ni i "' 1, ... , a 

~. es la media general 

ª1 el efecto del 1-ésimo tratamiento 

'U es el Urm1no del error 11-eatorio 

e1J ~ N(O, oª) .V. 1, j independientes 

La an1c1 diferencia entre (11.1.1) y (III.1.1) es el nGmero de 

observ1cfones. To•1ndo esto en cons1derac14n veamos que sucede 

con las htpOtesis que se prueban, s1 en lugar de realizar el ••· 

1n•lisis del •odelo paso 1 paso como se hizo en la secc16n (11.1) 

se adopta la tabla de An,ltsis de Varianza de la misma secc1Gn 

cHbtando: 
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FUENTE 
DE 

VARIACION 

Entre Trat111tentos 

Error 

Total corregido 
por la ..ctt1 

n por 

an por 

TABLA 3.1 

GRADOS 
DE 

LIBERTAD 

a • 1 

n ,· • a 

n. • 1 

SUMA 
DE 

CUADRADOS 

La estadhttca F tendri 11 for111 

F • 
. a nt. y . 

t t ( Ytj - _h.,) 2 /n.· a 
t•l J•l "t 

CUADRADOS 
MEDIOS 

Es f«ctl ~•rtf1car que esta es 11 est1dfsttc1 que s~ obtiene st 

se apltcl el •ftodo de cociente de .. verosi•tlttudes.·en .•1 •odel.o 

desb1 lanceado. 
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Otra forma de corroborar que 1a est•.dfstica descrita es h apr.2, 

piada p•ra probar 11 hip6tes1s de igualdad de efectos, consiste 

en establecer que: 

I) SCEHo / 0
2 ~ X

2
(a-l,;.) ; en donde el p1rh11tro de no central 1 • 

dad es cero sf y s61o sf la h1p6tes1s Ho: a
1 

• a.
2 

• • • • • a
1 

II) SCEMC / a 2 
N. xª(n.~a) independiente de SCEHo • 

En.particular respecto 1 1). se tiene que 

a Y1 y 
SCEHo / a2 

• En (-' • -!.!.) 2 
/ 0 z 

1•1 1 "1 n' · 

y' A y ·- (UI.1.2) · 

Co.o 

Entonces 

~ • ¿__z' AZ .. X a 
aª aª '(r(A),>.) 

sf y dlo sf A es 1dl11pottnte. 

.. 
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D1do Qllt A se pueile reprtsen t1r como: 

.J_._l ,.,_l ._1_ • _l_ ._l ._L • -1. • 
na n. n1 n. n. n. "' "' 

.l.. • .J.. ... _l • _1 ._l ._L ._L ._l 
n1 n, n1 n, "· n. "' n. 

__ 1 
._l .J._ • _1_ .. • _1_ • _l_ .. • . .·.J._ ._l 

n. "'. nz "' "ª "' "' "' 
"2~ 

i 
._1_ • _1 _1_ • _1_ ... _1_ • _1_ ... • _l ._l 

1 "· n. "ª "· "ª "· n. n. 

._l_ ._1 • _1_ • _1 .,,_l ._1_, .. ..!...._1_ 
n. n. n. n. "• n. "• "' 

._1_ ._1_ ._l_ ._l_ • .. .J._ - _l_ ... _l_ • 1 
n. n. n. n. n1 n. n1 n. 

y que si se llama B•A'A, entoncu 

para con 1•1, ... , a 

para 1 ~ J con 1,J•l, ... ,a 



1n con11cu1nch A 11 td111potente con .ringo· 1 .. 1. Lo que tmplf· 

ca qui 

SCEu.. 1 nu .. X 7 (a·l) 

con par&metro de no centralidad 

2a1 A • ( \1 , 111, a.1 , ... lla) 

E(Y')AE(Vl 
2 (J 2 

o o 

o "\ ni· T.· 

n " o • !!1.!!L 
n. 

o -~ n. 

n • . 

b' X'AXb 
2 o 2 

o 

-> 

o 

ni na • n:i. "• 
-~.· ·--¡¡:-

"~ n, "a 
na·- --n. n. 

1 

• "ª n, . n • ..!!.!.. 
n. a. n. 

que 11 tgual a cero 1f y 1dlo 1f Ho 11 cterta. 

.. 

En 11ta s1cctOn 11 advf,tid que trabajar con un crtterfo de cl! 

stf1cactdn de1ba11nce1do no tapltca probltaa alguno. En el st­

gufente apartado se aprtcfara la dtffcultad que presentan los · 

modelos d11balanc11doa •h co.Í'1dos: · 
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111.2 DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION SIN INTERACCION 

Los •od1lo1 con dos crttertos d1 cl1stftc1ctdn stn tnter1cctOn 

d11b1lanc1ado1 son 11•eJant11 al d1ftntdo en 11 secctdn (II,2.1) 

con 11 dntca d1f1r1ncta en 11 nd•tro de observ1ctones de c1d1 • 

celda. 

Esto u. 
t ~ 1 .... ' i 
j ....... b (III.2.1) 
k•t, ... ,.~tj 

donde "tJ 11 11 .nd•1ro d1 0~11rv1cton~1 a 111 que. s1les·1pltca 

tl trltHhnto fa1 • aj ) • 

R111.111ndo 11n 1nl1hh st•1j111tt al de 11 uccUn anterior se :­

puede •odtftcar la Tabla d1 Analtsts de Vart1nz1 del 1p1rt1do -­

(11.2) para probar Ho: e11 • 111 • ... •111 111stttuy1nd~ 

n por "1J 
an por i:nu•n. 

t •J 

bn por j "tJ • "t. 

abn por J: E "tJ • n •• 
. t j 
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A dff•r1nct1 del ca~o ~nt1rtor, 1• utadfsttc:a de ~rueba resul-

tantt no p1r11tt1 probar 1 as 111fsmu h 1 p6tes fs. Esto es, no -

• cotnctdt con la que se obtiene cuando se apl fea el mftodo de e~ 

ciente de verost111tlitud11. 

La Tabla de An&ltsts de Varianza que se produce con la sustftu­

c16n u (3, 2.1). 

FUENTE DE VARIACION 

Entre tratamientos 

Entre trataMfentos . . 

Error 

Total Corregido 
por la Hdta 

con 

TABLA 3.2.1 

GRADOS DE LIBERTAD 

a - 1 

b - 1 

n .... 1-b+l 

abn - 1 

y • ~ 
t. • . ilt. 

SUMA DE CUADRADOS 

a - - z 
tn1 (Y

1 
-Y ... ) 

1•1 • .. 

b . - - ) 2 tnj(Yj ·Y ... 
j•l • • • 

a b "tJ . - - -
¡; ¡; l: {Ytjk·.yt -Y j +Y.,.)z 

f •1 J•lk-1 • • • • 

a b n.ij (Y ) 
t l: t. ljk .. y ••• 

t•lj•lk•l . 

Y • bt._ ... 
n •• 
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De uta 11an1r1, 11 estadfsttca que H 1•pl11rh para probar h 

h1p0tes1s 

Ho: a 1 • a1 • ... • a1 • a 

De acuerdo con (11.2) 11t1rf1 d1d1 por: 

F• • 

• • • 
t~i"t· ('t ••• '···)ª/ 1· 1 

• ' 9'j • E E E ( Yt jk • Yt • Y.j. + Y •• ,) / n., • 1 _. b + 1 
tal j•l 1181 •• 

Co•o 11 11 •1nctone p1r1 que 11t1 111 1propt1do p1r1 probar 11 

htpOt11t1 de tnt1ra1. ti n1ce11rto que 11 nu•1r1dor dtvtdtdo por 

a 1 tenga una dhtrtbuctOn xª 110 central con un parl•ttro de no 

c1ntr1ltd1d que 1e1 tgual 1 cero sf y 1010 sf 11 hip8t11ts bajo 

prueba ts cierta. En 11te caso 11 tttnt que 

. - . - . 
1: "t ( Yt • y ••• ) • y 'A y • • • t•l 
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Con la matriz A 

n1, "i. "•· /\ " 
l 1 l 1 __ l __ 1 __ 1_ 

- J_ --- ... --- ... 
"l· n .. ni. n .. n .. n .. n .. n .. 

º"1 _1_ - l 1 l 
__ 1 __ 1 __ l __ 1 

- ... ---
n1. n .. ni, n .. n •• n .. n .. n .. 

l 
__ l_ __ l _ _!._._L ... _1_._L ... __1_ 

__ 1 ' 
n .. n .. "2. n .. "2. n .. n .. n .. 

1 
n < 2. 

• _l 
__ 1 _l - _1 _ _l_ - .J._ ... 

__ l 
._1 

n .. n .. "2. n .. "ª· n .. 11 .. n .. 

...J 
- _1_ .. ...!.. 

__ l 
._l_ _1_ - _L ... .L .J._ 

n .. n .. n .. n .. "•· n .. "•· .. .. 

__ 1 __ l __ l 
._1 ... _1_ - .J.. ... _1_ • .L 

n.·. n .. n .. n .. "ª· n .. "•· n .. 

·Se puede comprobar que A es 1dempote~te • 

. E11tonces cotno 

Y ~ N ( X! , o 2 l ) 



Hac1eft~O Uft cambio de variable: 

Z • _Y_ -> Y • Z a o 

Z • N ( X
0
b , l ) 1 en consecuench 

~AJ_ .• Z'AZ - X1 (r(A)1 A) o• 

Dado que el p1r•Htro de no central ida.d se puede calcular ca.o 

sigue 

A • [ E (Y 1 
) AE (Y) ] / 2 a 1 

A • ( b' X' A Xb ) / 2 o 2 

lealiz1ndo 1l9un11 operaciones. se tiene que: 

donde 

A•_.!!..'.._ R·Pb 
2a 1 . 

n .. "1 .... "i .... "•· 1 "·• ... "·J ... n.b 

. 
. ~i. 

' 
i "a •. 

R(a+b+l) X (a+b+l)• 
1

-

~.j . 

1 

1 

"•·., 
1 

1 

1 
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n .. n1 .... n1 .... n1• 1 n,1 ... "·J ... "·b . . . 
n1 .. . . 
n 

. 
n 

P(a+b+l) x (a+b+l) • ___;, 
n,l 

n.j 

o 1qutvalente11nte: 

"1 ·"J. 
n •• 

1 

1 

1 

-+ 
1 

1 

~ 
n 
" 

~ 
n .. 

11i 11t 11k ~ A• [ t 11
1
1 (n1 • -')ª- t t ca1· ºk -·-· + 2 t t ca1 Bj (n1j- n' ) + 

1 · • n.. t k-t 11 " 1 J " 

nftt "·ªt n1J'"th "·J"'ll + t t 1: ( r -~11 • ) + i: t BJ a.. ( t - - ) ] / 2 a2 
• 

J t " t. " J ll~J -n t "t. n .. 

laJo la lltp&tests Ho : 111• ~. • 

Por lo tanto 2 o1 A no es en general tdlnttca•ente cero y en cons! 

cuencta 1~ estad1~ttca F* no strve ~ara probar 11 htp6tests 
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Una man1puhc16n de la expres16n de ~ per111tt1 11101tr1r que 

X • O sf y s61o sf 

de lo que se deriva que F* podrfa ser utilizada para probar la 

h1p6tes1 s 

Ho: 

~ 1 ~ k t ·" • 1, .... i 

que en general, no 11 una hfp6tesfs de tnt1rfs. 

·A travfs de lo 1xpu1sto en esta secc16n se pu1d1.conclufr que.· 

11 an•111fs de los •odelos de d111fto de expert111ntos d1sbalan •. 

celdas no pueden ur tratados co110 una. genera11uct6n de los mg_ 

delos balanceados. Ad•••• tn el caso balanceado F eft (11.2) 11 

11 11tacihtfc~ adecuada para probar igualdad de efectos •fentras 

qui F• tn 11 caso d1sbalanc1ado, 1trv1 para probar igualdad de 

una co•bfn1ct6n dt efectos distinta. 

Con el prop4s1to de 1sp~ctfttar la for1a correcta de· probar las 

htp4tes1s de tnterfs, a cont1nuac14n se desarrolla el an•11sfs 

del 1od1lo (111.2.1). 
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El 11tudto 11 ef1ctG1 uttlt11ndo not1cf6n 11tf~f1l! Asf. tl m~ 

delo 11 d11cribt co•o: 

Y • Xb + t 
'. 

"' 

con ecuactones normales . ' ... 
" ·• 

" X' Xb • X'Y 

o bien · 
' . 

.. 
n •• "i. ... "•· "1 •... n,b ll Y .... 

" n .. "1. ª1 Y1 •• . 
{nfj} 

n •• "•· ª• 
.. ·y . 

••• ... 
n,l n.1 lll y •l • . 

{"Jt} .. 
• 
" n.b n,b 811 y .b. 

Co10 putdt ob11~v1rs1 11 prf11r1 colu1n1 de X'X .es. tgu1l 1 11 • 

SUll dt 111 stgutlf!tll • colu11n11 Hf CHO 1 11 SUll dt lu Gltt.· 

111 b por lo tinto 11 ringo d•.X'X, 1stl d1do por r (X' X).• 

1+1 + b - 2 • 1 + b - 1 , Pu1 rtsohtr 111 1cu1ctones norHlH 

S11rl1 (1971) propone 1st1bl1c1r dos r11trfccfon11 1dtcton1l1s. 

" P1rttcuhr•tnt1, ·sugftrt tgu1hr dos 1111111ntos de b ·• cero. 
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Una de 111 for••• ••s t•c~le1 dt proceder const1t1 en 111poner • 
A A " 

h r11trfccten µ•O Y a 1 •O a bftn Bb •O di acuerdo 1t 1 < b 

O 1 > lt, Cuando hay 11enos nhelts de et que dt B , es convt • 
,. 

nfente '''ª flcflftar los dlculos, establecer a 1 •o y cuando 
.. 

son •nos los ntv1l11 de S 11 11tabhce Bb •O • Supong11101 • 

que h11 .. nos nfv1l11 en S que tn ci, por tanto 11UbhcHos • 

Sb· "O y ~•O. En 11e cuo el 1hte•1 .de 1cu1cton11 11 rtd.!! 

ce 1 1~ 1t9ut1nte e1pre1tOn: 

"i. ftu • •• "1,b•1 Cl¡ Y loo 

• o • 
o n,, n11 •• • "1·¡b•1 ª• Ya .. -,. 

n.1.1 •• 
• 

• n,l "·1 o 81 y •lo 

• • • o .. • 
nl,ll't ••• n1,b-1 n.,b-1 Sb•I y ,b•l •• 

l 

R1101vttncío.du prf•eru 1 1c111cton11 

,. - 1 b-l .. 
ªt • yf • i - t "tJ Sj • • nt. J•l 

1 • 1, •.••• 

y sustttuy1ndo estos valores en 111 Gltt•11 b·l ecu1cton1s ttn! 

•os 

PI rl j , j ' • 1 , 2 , • , • , b· 1 
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"' Stmtllr11ente, en for1111 vectorhl tent11os cab-i • r con soluct"n 
A •l 
a b-1. e r 

donde C • {Cjj'} y r • {rj} 

con 

1 

1 

ªi cJj· • n.j • · E " t•l 1. 

. -

• 
Cjj' • • E 

t•l 

'J • '( j • t n.J y 1 • • t•l ., •• 

"1. o l D • . n •• • o \.J 

j • l ••••• b· l 

nu nu· 
- - con HJ' 

1 l.~ • 
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1 por t111to C1 • 0·
1 

Y • M S • . Y • M B 1 •• -b·l -a -b·l 

Dt uta •anera 

o o .. y • MC.1 CI .. -a r 
.!! • .. • 

!.,_~ c· 1 r 

o o 

Dt aquf ad•••s 11 postblt obtener la tnversa generalizada de 
" x•x que da lugar a la soluctOn ~ • 



o o o o ,. 

o Di~-MC.1 M' • Mc· 1 o 
G • 

o -c· 1 M' c·i o 

o o o o 

Al obtener de esta forma los 1stiMadores dt ~y ! asf co•o la 

inversa gener~lizada, aparentemente no existe ninguna .dificultad 

dtb1do al desbahnceo, sin embargo, st adv1trtt que tn 11 pr•cti#. 

ca ts co•pltcado obtener ·1~ inversa dt la •atrtz. e .,. 

ANALISIS DE VARIANZA 

Para f1ctltt1r 11 an•1t1t1 dt vart1n11 dt •odt1os con=••• dt ~n 

crtttrio dt c111tftcacton 11 usu11 11 e•plto del concepto dt h 

reduce ten en su•11 dt cu1drados R ( •) • 

Asf, dt 1cu1rdo 1 1a notac10n propuesta por S•arle dentro dtl 

p1rfnt11t1 11 d1t1r•tn1n los p1rl•1tros dtl •od~lo que.se 1Just~ 

Dt Htl for11 R (11,a, S)•bX'Y 11lartducctonen11 suml de. 

cu1drados dt l dtbtdo a ajust1r el _modelo Ytjk • ~+~+e.1 + •tJk. 

Por otr1 p1rt•. 11 rtducctOn en 111•11 4• cu1drados por ha~~r -~ 

IJUitldO CI dldO qut JI SI hlbfa IJUltldO dt lfttHlnO ·~ 1 8 SI 

denou por R (a/µ, s) y 11 éilcuh como 
. . 

n. ,. 
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. Ahora bten, para el 111od1lo (III.2.1) si defini•os 

entonces 

Co1110 

r • 'f • M1 'f -B -1 

R ( a ) • y· 1 y + r• c·l r µ,a," a 1 

y 1de•4s de (11.1) 

R (µ) • n •• Y2 ••• 

Por lo tanto 

R ·( 0 ) R ( µ , a ) + r' c·1 r lJ • a • IJ • 

... 
• R (µ,a)+ 11' r 



De la tabla (III.2.1) tenemos que 11 reduccf5n en suma de cu1dr! 

dos debido a a en presencf1 de µ est& dada por: 

a Y 2 
¡; _f,. 

f•l nf' 

2 

b,, R(µ,a) • R(µ) • R(a/µ) n •• 

Se observa que R ( a/ µ) no t nvo 1 ucr1 h p re11nc ta del parflnetro e 
y por ello es posible calcular una reducctGn altern1ttva dtbfdo 

a a ahora en presencia tambtfn de S 

R(a/11.S). R(11,a.e). R(µ,S) 

- 1 b •2 
• y 1 y + r' e·. r • r "·J y ·j 

a a j•l 

Es factl co•prob1r que: 

R(a/11) ~ R(a/µ,S) 

Por lo tanto, txfsttn dos formas tn l•s qut ti fecttblt dtscomp~ 

ner R (a·, 11 , 8) 

1) · Ajust1ndo prf11tro 1.1 1n119utda µ y a 1 por Gl t.1110 µ , a y S • 

f 1) AJust1ndo prt111r:o 11 1n119u1da 1.1 1 S y por Glttmo µ , a y B • 
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En correspond~nc1a con estas descompo51c1ones se pueden obtener 

dos diferentes Tablas de An411sis de Varianza que se presentan 

1 eont1ntJ~c16n. 

TABLA 3.2.2 

FUEN7E DE VARIACION GRADOS DE LIBERTAD 

Media 

¡1 Dado 11 a - 1 

~ Dado a y 1.1 b - 1 

Error N-a-b + 1 

TABLA 3.2.3 

Media 1 

B Dado 11 b - 1 

<1 Dado a y · 1.1 a - 1 

Error N-a-b+l 

SUMA DE CUADRADOS 

R(u)•n .. Y~ •. 
a - ·2 

R(a /u)• I: n1 v1
2 

- n •• Y •• , 
i :l . • . 

R ( B / 1.1 , a ) " r' C-1 r 

a b n1j -
SCE'" i: ¡: i: v1

2jk- i: n1 v1 - r' c-1 r 
i j k•l i . . . 

-2 R(11)•n .. Y ... 

b - 2 -· 2 
R ( S/11) • i: n j Y j - n •• Y ... 

j•l . ~ ' 

a -2 -1 b - z . 
R ( a/ 11, B) • i: n1 v1 + r' C r- i: n.j Y.j. 

i•l ' • • . j•l 

. 2 - •l 
SCE.•El:l:Vijk"En1.Y1 .. ·r'C r 

1 j k i 



Es tmportante remarcar que en tl caso balanceado se vertffca de 

(11.2) y (11.1) que 

y2 z 
R ( a/ ii .• B ) • R ( ii , a , B ) .. R ( 11 , B) • -Fn · y ib;i · 

yª 
R(a/ii)"' R(11,a)- R(a)• ~~· 

De modo que no existe ninguna diferencia ~eb1do al orden en el 

que se ajustan les par!metros. Este hecho sugfert que •1~ntras 

que en el caso balanceado se pueden efectu1r las pruebas de hipd· 

tesis sobre cada uno de los factores f9~orando para el c•lculo • 

de tas reducciones el factor restante, este no es el caso cuando 

se presenta una situacidn de desb1l1nceo. 

De hecho en el caso balanceado se tiene que 

R(11,11,S) • R(11) + R(a/11)+ R(S/11) expresUn que es st11ftr! 

ca en 11 y B mientras que cu1ndo se presenta el desbalanceo se • 

t"tene que 

R(11,a ,8)• R(µ) + R(a/~) + R(S/11,11) 

o bien 

R(µ,C.,S)•R(µ)+R(S/µ) +R(a/~.e). 



PRUEBAS DE HIPOTESIS 

Co•o H tltt1blect0 lftttriormente R (rJhi) sirve p1r1 probar h 

ltipOt11h 

1 b 1 b 
110: ªi + -- . r "iJ SJ • "'t' + -- r "i'J BJ 

"i. j•l ni ' • j•l 
' 1~1' 

11tm1larm1nte R ( B/11) / b-1 es el numerador de 11 est1dfst1c~ F 

q~• prutb1 la h1p0tts1s 

Ho: v. u j' 

En virtud d- qut las hipOttsis que son dt tnterfs en el ana11s1s 

dt .ode1os de txptri•tntos son usual•tntt: 

4 1 • 1.2.~ ... 1-1 

4 j • 1,2 ..... b-1 

1~ pretende co•probar.st f1t11 puede~ ser probadas 1 tr1~f1 de 

111 rtducctonts lt(a/µ,8) y R(8/µ,a) respect1vHente~ 
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S.pOR9ue que 

11 h l'ltpOtts h que 11 dHtl probar que puede Hf' '''""'ª ca.o. · 

01·11 1tcct6n .(11.3)· H sabe que 

01 • • o•-i )' (k' Gk r• ti i1 • .. 

11 el nu•erador dt h 11tadht1c1 P'. que pruelt1 Mo: -·1 •o de 

tl1 for•• que, pira tite uso, 1t ttH1 que Hl~rar que· 

Q •.1(8/",ca) 

Para 1110 calcuh•os: 

''} 

..~ ' . 



lntoncu 

.. ' • e,. • • < e 111 • IJ > 

De t1u1l for•• H dt•u11tr1 que 1 ( <1/ 11, ~) sfrvt p1r1 probar 11 

hfp6~ufs 

Ho : cat • a1 • o f t•l, ... ,1-1 

Par• conchtfr dtbt 1ubr111rn que 11 tener dhttnto nG1tro de o~ 

11rv1ctont1 en las celdas 11.Pftrd1 11 ortogon11tdad de tftctos 

lo qut oc11ton1 qut 

A (.a / 11 , B ) 1 A ( <1 / 11 ) 

A ( 8 / 11., aJ I A ( B / 11 ) 

AGn cuando 11 ha tr1baj1do con •odi101 con dos crf ttrfos de c1•· 

· stff cacfGn Sf n fnt1r1cctGn 11 1dvf1rtt que 1xt1tt dtf•cultad en 

t1 1nllfsfs y qua adtmh u obtit.ntn .dfftrtntts su111u'dt cuadra~· 

dos que sf rven para p-robar dfstfntu hfp4tesfs. ' · 
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llI.3 DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION CON INTERACCION 

Con tl prop6stto de esp1ciftc1r lo que suctdt cuando se tr1b1j1 

con un 1od1lo desb1l1nceado. en 11t1 secct5n st rtsutlvt dt •• 

1cu1rdo con 11 metodologfa expuesta por Ktndall [19,6], un mod! 

lo dtsb1lanceado con dos crfterfos de cl1sfffc1cf5n que tncluye 

fnteraccf6n. 

P1r1 for•uhr el 111odelo 1 fnttl. de acuerdo con lo utabltctdo • 

por Kenda11. se requiere de un par4metro p1r1 11 11df1 dt 111 • 

obHrv1ctones "'fj en cada un1 de las lb ctldu que putdt tx -

pr1s1r11 e~ t•rmtnos de: 

µ.. una 11dt1 coman 1 todas las ob11rv1cfonts 

"'t· una 11df1 comdn 1 las ob11rv1cton11 en 11 

t-fst•• ft11 (11 f·hillo; ntvel dt a) 

una 11df1 co•Gn 1 111 ob11rv1cfon11 en 11 

J-fsf•• colu•n• (el J·fst•o·nfvtl ·de B} 

De.donde 11 ob11rn que tl modelo incluye l+1+b+1b p1rame • 

tros. dt los cuales 1610 ab son lfn11lm1nte fndep1ndf1nt1s. 

11.: 



1&, 

l(enda 11 de ft ne • 

" • µ •• 

y representa el modelo lineal como 

(III.3.1) 

donde 

µ IS 11 raed i i genera 1 

ª1 H el efecto de h 1·h1H f1h f • 1, • 

Sj IS el ef tcto de h J·h1ma colu11n1 j • i:b 

Y1j IS. tl efecto dtbfdo 1 11 1nteraccfGn entre h 

t·•s111 fila y la J·•s111 colu1n1. 

l1pontendo al 1od1lo (111.3.1) las condfc1ones no esttMables 

• 1,1-1 
• l: "1j Yij • ¡: ¡: "1JYfj 

j 1 j 
con 

j • f;b":i 



. ;_ 17. 

Se obtienen • + b + 1 par&metros que pueden ser expreSldOl e~ ur 
minos de los otros de la sfgufente forma: 

Yaj 

y!b 

yfj 

a-1 
• - i: "1 ª1 1 "•. i•l • 

b-1 
• - l: n,. Bj 1 n,b 

j•l J 

a-1 
= - I: ni j Y ij 1 "c1j 

f•l 

b-1 
• - i: "iJ yij 1 "fb 

j•l 

1-l b-1 .. 2: i: nfj y u l "•b 
1•1 j•l 

....... 

j • 1. b -1 

1 • 1, 1 ·l 

De esta forma la matriz de dfsefto X correspondiente al modelo ·1! 

neal definido en (III.3.1) que involucra los par&metros elfmfna· 

dos en tfrMfnos de los otros puede escrfbfrse como se muestra en 

11 figura (III.3.1). PreMultfplfcando X por ~u transpuesta, se 

encuentra que 

X'X • 

1 

(a .. 1) 

(b-1) 

. (1-l)(b-l) 



~ ~ ~ l~ . .JI; j¡ 1 

) 1 , 
1 

-~ A:;··i1 
1 1 :ij1' j • 1 

•Je 
; 1 · 1 1 ~w' f1 .. 
~--------..!...--------¡' ---r' =----- • • • "'-----·~L • 1 • • ' 
: 1 1 • • ( : : 
~----¡------zT~---J-------+----11¡-~; 
.. • 1 - • .:¡· 1 1 ·4-" ¡'f 
• 1 • ' 1 1 . • • 

1 • : 1 1 . ... "I" . . •• 1 .,:1' 1 l ¡.¡ 
1 • 1 • 

~----r.t-=---.:1~ ¡ __ _:~---------~_1;--¡¡¡~ 
,..: - ·1-1 ¡' 1 1 .-1; .. , •• ' ... 

• • 1 1 • • "' 

:. • ' 1 l :: ·~ 1 1 

.:- - .:j.~ ' I 'I ili ;I, ~ 
• 1 1 1 • ;:: 

: :1 ~ .. 1 1 ~ • ·¡ t ... .. - •to'• 1 1 1 .,~ ; • 
-~------~L---------~---+----------t-~--------
.l - J!~ - ~-'1 '¡ - :.1.~1 - ~! 

• 1 • ' 1 • 1 1 • 

~:.1 · J..I 1 · _:

1
..1 . • • .. , ., •• , 1 .... , 

• 1 • 1 1 ' 1 

,r _ •1JI - •~•-fll 1- e~'ª'' - . .~! 
1... 1 _, • 1 1- ' -.. ------ T-------..:..;---- ,-·--------- ----;-----

.:. 1 1 .1 1' .:¡; 
1 1 . 1¡ l ;: 

~ 1,· 1. ¡ --:i--·.--
1 

1 ' 1 1 .-,~ 

1 
1 ,_...,..• __ 

" 1 1 1 M • 
'·---------i---:------~----~--·-------.J.--_._/ ____ _ 
~ 1 ---------

l • 
¡. i . . .• : •· ... .. ~ .9' 

•• ' .. l •• .. 

.. :: ~. ; 
,,:. s.J, • • • c.;. r:1. re• 



Donde: 

c(kl),(mq). 

• 

• 

. 2 

"·1 + ~ 
"·b 

' . "1· "2· 
na. 

2 

n2 ,+ "2· ' 

"a• 
"2·"a-1, • 

"ª. 

2 

"a-1, • + "1-l, • 

"•· 

"·b 
a 

"··b-1 + "·b·l 

"·b 

( l + l + l ) SI k • m , 1 • q ñkb "al 1'ab 

"kl "mq I "ab SI k ~ m, 1 ~ q 

Donde ( k 1). representa el {(k-l)(b-1)+1 }·-fs1•o reng16n y (m q) 

h {(m-1) (b-l)+q} - fs1ma colu111n1 de c. 



En gener1l X'X pued~ tnvertt~st nu•frtc1•ent1, pero 1st1 oper1· 

ct~n, 10n cu1ndo tl •odtlo ti 11nctllo, r11ult1 dtffc11 dt r11-

1tur. St11 t•bargo, 11 urtftca que st O• O 11 fnvtru dt X'X 

H obtf ua tn for•• 1111c f1 la 

" o 

• o 
e 

con 

.. -· o 

¡• 
o 

Para qut la ••trtz O 111 11ua1·a ctro st rtq~~~rt que 

f.• i71=1. 
j • 1, ,b - l 

y que 
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El cuo •h simple se presenta cuando "tJ • "1'J' .Y. 1.J.1', J' 

tf dtctr cu1ndo el modelo ts b1lanc11do. No obstante, es dtff· 

ctl que•• la realidad 11 tenga 11t1 11tu1c16n por lo que tn 11 

•11orf1 de las ocastones la matriz D •• d1ftrtntt dt cero i.•n 

consec utnc ta 

X'X • 

,, 
l 

A D 

D' B 

e 

cuy1 t1v1rs1 putdt 11crtbtr11 co•o 

E 

con 

E • [A º.]-1 
. 0' B 

Al tr1b1Jar con dato~ desb111nceadós lo~ estimadores de los pi· 

r•••tros dtffertn dt los qu~ se obtttntn tn el c~so balanceado.· 

Lo que provoca que t'u s·u•u de cuadrados. del modelo· aJus'tldo .­

asf como las del error yarfe~. 
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Este hecho es ~uy i•portant1 y1 qui las h1pGt111s 11oc11d1s 1 • 

•1t1s t•~b1•n son diferentes 1 lis que se pru1b1n 1n 11 c110 •• 

b1l1nc11do. Esta dtfer1nct1 11 v1rtf4c1 al d1sco•pone~ 11 su•• 

d1 cu1dr1do1 del modelo co•pleto 1n 

donde 

. . . (III.3.2) 

!t 11 11 vector qut contt1n1 101 11tt111ador1s dtb1do 

11 tfl.cto dt ft h 

.. 
!~ 11 11 vector qut contt1n1 101· 11tt•1dor11 dtbtdo, 

.. 
11 1f1cto dt colu•n• 

11 11 vector que contt1nl los 1stt•1dor11 dtbtdó 

11 1f1cto d1 tnt1r1cctOn 

~e (IlJ.J,2) pu1d1 obs1rv1r11 qu~ 101 e~tt•1dor11 de los tr11 -

grvpoa •• par••ttros: 1.• ••dh general, 11 efecto d1 ft 111 y C!. 

lu•nH '1 11 tnttracctan no uta.t correl1cfonados entre los tr11 

grupos pero 1f·11Un correllctou.dos dentro dt ellos. Cuando· 

0•0.H extsti correlactGn entre el efecto de ft.111 y el 1f1c~ 
to d1ic.ol•nat. lo que ocutou ·que estos dos ~fectos sean orto-: 

. . . . . . 
.1011l~•~•t~1. sf. ~ 

11. 



Para calcular, en el c1so desb1l1nce1do, las sumas de cuadrados 

dtb1do 11 efecto de columnas y f111s se considera el tfrmino m! 

dto de 11 ecu1ct6n (III.3.2), Sin e•bargo, p1r1 calcular por -

tJt•plo el efecto debido Gnica•entt 1 las ftlas, eK1sten dos -­

for••• dtftrentes: 

l) Calcular la reducci6n en las sumas dt cuadrados debido al 

ajuste dtl modelo completo y restarle 11s su11s de· cuadra­

dos debido al •odelo que s61o excluye a 21 • 

2) Calcular la reducct6n en las su•as de cuadrados debtdo al 

ajuste del •odelo completo y restarle 11 su•• de cuadrados 

debtda 11 •odtlo que 1xluy1n • ~t 1 !j 

Se puede vertftcar que 11 tgull que en el •odelo con dos crtte­

rtos de clastfic1ct6n stn tnter1cci6n desbalanctado, estas dos 

for••s para calcular 11 contrtbuc16n de ~ 11 •odtlo conducen 

a resultados diferentes, Mientras que ~n el caso balanceado los 

resultados son tguales. 

Starle [1971] pr~senta el An411sts de Varianza del modelo (J1.3;1) 

bas&ndose en las reducciones R(•), y propone dos diferentes Ta -

blas de Anllisis de Varianza de acuerdo al orden en ~1 cual se 

ajustan los parlmetros. 
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Asimismo. para deter~inar que hip6tesfs se prueban a1 co~parar 

las reducciones de las sumas de cuadrados de las diferentes e! 

tradas en las Tablas de Anllisis de Varianza con las su•as de 

cu1drados debido al error. Searle co•prueba que: 

R( ci / µ) es el numerador que sirve para probar la hip6tesfs 

Similarmente R( a/ 11. 8) sirve para probar h htp6tesh 

[ 2 ] [¡; ¡; / ] 
H "t "t.. E "tj / n.j • i'lf j "tJ "11 j n.j "t• + 

j 

J Ytj [ "tJ • "iJ I "'j ] - t'~t [ "tj "t'j I n.j] Yt•j •O 

De esta for•a para probar la contrtbucfOn del factor " es po· 

sfble uttltur tanto A(<1/11) o A(a/11.8). 

Al rededor dt ntt ltecho H hu desarrol hdo una serte de crft! 

cas sobre cGal ts 11.su•a dt cuadrados adtcuada para probar -

Igualdad. de efectos de filas o de columnas. Adt11h. en virtud 

de que tl .1n'11s1s desbahnceado t.nvolucra dlculos co•plfcados 

que 1Gn disponiendo de los 1w1nces actuales en computacf6n re-­

sul tln poco llÍanejablei, algunos 1Utores estudiosos de los •od_e-
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los de diseno de e~pertmentos, han sugerido mttodos alternativos 

aproximados que fac11itan el an411sts, lo cual ha da.do lugar a 

confusiones debido a que en ocasiones los m~todos alte~nattvos 

en su af4n de simpliffcar el problema algebraico, olvidan .tomar 

en consideraci6n las h1p0tes1s que realmente se e1t&n probando, 

En el pr6x1mo capfttilo se presentan algunos trabajos que tratan 

este problcmd. 
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IV. ALGUNAS TECNICAS PARA El ANALISIS 

DE OISEAOS DESIALAHCEADOS 



IV. ALGUNAS TECNICAS PARA EL ANALISIS DE DISEROS DESBALANCEADOS 

Kramer (1955) en su trabajo discute tres mftodos que son usuales 

para obtener las sumas de cuadrados de los efectos pr1nc1pales y 

de interacc16n en los modelos desbalanceados con dos cr1ter1os -

de clas1f1cac16n, 

Sup6ng1se el modelo 

yijk • µ + ªi + Bj + Yjj + eijk •T;i 

j •r.D (IV.1.1) 

k •r.ñij 

Un analtsfs prelfmfnar, que en general se realfzd para estudiar 

el caso desbalanceado, consiste en considerar un modelo con un -

solo crfteri~ de clasfffcaci6n, cuyos niveles quedan definidos -

por todas las combinaciones de los niveles de, los factores orig! 

nates. De esta forma, par1 realizar pruebas estadfsticas sobre 

igualdad de efectos, únicamente se separa la sum1 de cuadrados -

entre clises (debido al factor) de ta suma'de cuadrados dentro -

de clases (debido error). La tabla de AnAlfsis de Varianza que 

se deriva es ta siguiente: 
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FUENTE GRADOS DE LIBERTAD 

ENTRE SUBCLASES ' ab - 1 

DENTRO SUBCLASES n .. • ab 

TOTAL n .. • 1 

In donde co•o 11 usual 11 coctente 

F • SCF / 1b • 1 
SCE / n •.• • ab 

SUMA DE CUADRADOS 

SCF • 
y 2 2 

i: .:J.J.._ b 
J "iJ n .. 

SCE Por diferencia 

SCT a r i: i: Yt'Jk • Y~ .. 
f jk ~ 

tttne una dtstrtbuciOn F con ab·l y n •• • 1b grados de ltbtrttd ba· 

Jo 11 htpOtests nula de igualdad de t~atamtentos, y resulta 11 es· 

tadfstica adecuada para llevar 1 cabo la prueba correspondiente • 

1Gn cuando exist~ el d~sbalancto. 

Cuando en el anllis1s se pretende estudiar por separa~o los efec­

tos principales y de 1nteracci6n, las su~1s de cuadrados asocia-­

das a cada uno de los factores· a y a, as1 como a 1a interacción, 
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se putdtn. ~n teorfa. calcular a travfs de la técnica general pa­

ra aodtlos lfneales descrita en la secci6n (Il.l). Como se puede 

observar, ~sta tfcnica tnvolucr1 cllculos que en general resultan 

•uy 11borfosos. Por esta raz6n, se hin propuesto varios 111ttodos 

para 11 calculo de estadfsticas de prueba. que en algunos casos • 

producen estadfstlcas similares 1 las del cociente de verosimi11· 

t~~. pero que en general son diferentes. 

«ra•er e« su irtfculo discute dos •ftodos ya conocidos en 11 lit! 

ratura : el dt ~juste de Constantes y el de Medias Ponderadas, y 

propo~• adfctonalmente, el de Medias Ponderadas Modificado. 

El 1ltodo de Ajuste de Constantes, considera el autor, es el Opt! 

•o c.uando se pr11u11 ausenctl de tnttracctOn. Este dtodo fue 

propuesto por Yates (1934) y constste en ajustar un •odelo a 101 

datos, de tal for11 que los tt1tnos cons~1ntes detPr1tnen un con­

junto dt •1df1s de cl1s1, con 11 propt1d1d que 11 su•• de cuadra· 

dos ponderados por las frecuencias de las clases, de la dtferen-­

ct1 dt estas •edtas y las 1edt1s observadas sea 1fnt1111. 

Esto es, se 111in1m1za 
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y se obtienen las ecuaciones normales que coinciden con las expUt.! 

tas en la sección (111.2), 

Otro m~todo que el autor comenta es el de Medias Ponde~adas sugeri 

do por Vates (1934) el cual a su Juicio es el 6pti~o cuando existe 

inter1cct&n. 

V 
El 111Atodo consiste en obtener medias por clase Xtj • ~ ~ y 

ij 

considerar un modelo en términos de las medias marginales:· 

Oe esta manera, del modelo original se t1ene que: 

t11 donde.: 

. 
x1 • • 11 + ~ 1 ~l.• i 1 • • i 1 •• 

11* • 11 + 1. 

¡, • j -t 
Yt. • J v~ 

'1· .. 



Antlo91•ente \e obtiene : 

COfl 

l. J • u* + P*j + i, J, 

11* • 11 + ;, 

o. • e 
i 

CI i 
1 

i;¡;~ 
i k 1"iJ 

Ahora btH, p1r1 probar tgu1ld1d de efectos del factor o se cons.! 

••r• 11 hip6tests nula 
• * • Ho : ca1. • az • ... • ca1 • ca** 

1 dt acuerdo al C1pftulo II es necesarto encontrar los estimado­

res dt •l•i•• vtrost•tlttud del Modelo reducido:· 

con 

11** • ll* + a** 

. , Dado que 

y 
- ª2 1 

Vlr(Xi.) • - 0 
t -

b2 j "i j 

11 funci6n de verosimflttud esta dada por~ 

• 11 

f 
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Si 11 d1fi ne 

entonc11, 

Cili • ( ...L t 1/niJ r' 
bª J 

. - . 
f(X 1 •• x2 ...... xa,l• 

to•ando log1rf tMos se obtiene: 

derivando con respecto 1 11 ** y a a2 e igU1hndo 1 cero a 

d1 donde 

at -· h** 
• .....L 

2 o1 
a 

J: llU ( i . ~···) i -1 i. 

..!!. • _ .l.c ...L - _1_ ~ w1 <xi ••. µ..->ª l 
aoª 2 o1 a' f o a a 

dt 11n1r1 que, 

..!l.. o 
ªª 2 a ,. 

(X- • "1.t**)ª Cilf .. f • 
t 
1 1 

sustituyendo el valor de 11** se obtiene la expresi4n 
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Putdt dt•ostrarse que bajo Ho, a~; /a tiene una distribuc16n 

xª(•·I) tnd~ptnd11nte11nt1 dt SCE y en cons1cuencf1 

10; /1-1 
fll. -----

SCE/n •• -1b 
sigue un1 distrtbuctan F( 1-1),{n .. -ab) 

Por lo tanto F
11 

es 11 1st1dfsttc1 que se puede utilizar pira probar 

igu1ld1d de efectos del f1ctor 11~ 

' * * * Dt igual for~•. para probar la htp6tesis Ho • P1•s2• •.. =sb se tiene 

qbt 11 1u~1 de cuadrados del •odtlo simp11ficado y reducido por la 

hip6tt1fl H: 

COft 

• b • 
a2 

• t ujl'j - ( t ujX'J ) 2
/ E uj/. b 

e J J•t J 

uj • (..L t 1 / "tJ)· 1 

•ª t 

y por lo tanto, una utadfsttca de prueba para Hd es la Sfgutente~ 

b a2 1 b·l 
F • e 8 SCE/n •• -ab 

Kr1•er considera que 11tas pruebas tienen poca potencia debido a -

que 11• y l.j no son e1tt11dores de Yartanza mfnt1a. 

El autor propone una variante del •~todo de 1edtas ponderad1s en el 

cual. lis 11dtu 1argfn11es se cal culln de 11 s1guf.ente for1a: 
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• 1 1 
x,j • ñ.7 i nt. X1J 

En este ••todo como en el anterior, 11 v1rt1cf6n tntre l11 •tdf11 

il. es fndependfente del efecto de a. Kr•••r con1fder1 que en e! 

te mftodo las medias margfnal~s dan un peso •Is 1•1cu1do (propor· 

cion1l) a las observaciones orfgfnales que en 11 dt Medt11 Pondt· · 

r1du. 

L•s Su••• de Cu1dr1dos debido 1 los factores ca 1 s 1e_c1lcul1n • 

dt ••n1r1 semejante al m'todo anterior, de tal forma que: 

~2 '.• t 'i' a . ( t 111 •i' )1 I ¡; 111
1 J 1 

CI t "'t i. t t t. t t 

·~2•;. •12 . ( u•i' V 1 t up.j t ¡; u' / • a J J j .j j J 

donde w¡ • u) tltln d1d1s por 

º'nuevo puedi de•ostruse'que .;!'/o2 y b;:·'/o 1 se dtstrfbuyen. 

co~o un1 xª con 1-1 y b-1 grados de libertad rtspectiv1•1~te ~ _ ~ 

·•que s~11 tndtpt1tdtentes de SCE, E" consecuench, pueden rultur•. 

St pruebes F sC,bre tgu~ 1 did de efectos. 
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Kra•tr tndfca que este nuevo ••todo puede proveer pruebas estad1! 

tfcas ••• potentes que el ••todo anttrfor y adfcfonalmente opina 

que tltt •ftodo es adecuado cuando 1 y b son grandes y cuando es 

aceptablt suponer que no exfste fnttracc16n. 

El autor propone en su artfculo una forma para co•parar los dos -

métodos anteriores que consiste en calcular la esperanza de las -

sumas de cuadrados respectivas. 

Co•o r1sult1do de la comparacf6n concluye que si se cu•ple, que; 

E ( ~ :t' 
. CI 

E ( ~ z 
CI 

y E( o2 ' 8 > E( ;~ (IV.1.2) 

~s. 

cuando la htpet11t1 nula 11 falsa entonces, el nuevo ••todo es 

•••potente que 11 dt M1dt11 Ponderadas original. Co•o en gene-­

ra1 estas· su••• d1 cuadrados no 11 pueden comparar numtrtcamente 

ya que. dtptndlft d1 los valores dt 111,01.1 ... ,a1 y Bi..f!2t ... ,sb · 

r1sp1cttva•1nt1, 11 autor propone una aproxtmactOn que reduce el 

· crtterio 1 11111tr 11 nuevo .ittodo si: 



E 1 E "'' ª I r. ... > E lllf • t w 1 
/ e "'f t "'t • 

t f f t t f f 

(IV.l.J) 

E 1 E u' 1 I E uj > E t u 2 I E UJ 
j 

Uj • 
J J J j 

UJ • j j j 

Aat Kramer subraya que el Mftodo Modfftc1do de Medfu Ponderadas -

H 1111jor que el Mftodo dt Medias Ponderad u cu~ndo no existe fnte-

r1cct6n y ~e s1ttsf1cen las d1sfgu1ld1d1s (IV.1.3). 

Debe 1dv1rttrs1 que en el artfculo de Kr•••r no se espectftcan las 

htp6tests que r11l•1nt1 se prueban con tos dfferent11 •ftodos, y • 

11 optt•1lld1d s41o est• en funct4n ~. 111 11tfM1ctones de las me­

dtu Hrgtn1l11. 
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IV.2 METODOS DE SUMAS DE CUADRADOS ADITIVOS Y DE MINIMOS CUADRADOS 

EN EL ANALISIS DE VARIANZA CON DATOS DESBALANCEADOS 

El an41is1s de varianza con datos desbalanceados puede efectuarse 

a través de varios métodos los cuales, segan Goslee y Lucas (~65) 

'S~ clasifican en dos grupos: 

Los métodos de Sumas de Cuadrados Aditivos 

II Los métodos de Mfnimos Cuadrados 

Los métodos de Sumas de Cuadrados Aditivos producen sumas de CU! 

drados para efectos principales e interacciones que descomponen 

la suma de cuadrados que representa la variaci6n entre subclases. 

Estas sumas d~ cuadrados no tienen en general, una distr1buc16~ 

x2 y por lo tanto el cociente de cuadrados medios no tiene una 

distri buci6n F. 

Los mftodos de Mfnimos Cuadrados por su parte, definen pruebas 

de hip6tesis que tienen una d1stribuci6n F pero, generalmente, las 

sumas de cuadrados calculadas no son aditivas, esto es, no cons­

tituyen una partici6n de la suma de cuadrados ~ntre subclases. 
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En su artfculo, Gos1ee y Lucas tratan las restricciones, las fQ! 

mulas de c!lculo, el nivel de s1gnif1cancla y la potencia de dos 

HAtodos de Mfnimos Cuadrados: el Mftodo de Medfas Ponderadas y 

el Modificado de Medias Ponderadas, y dos MAtodos de Sumas dt •• 

Cuadrados Aditivos: el MAtodo de Medias no Ponder1d1s y el del 

Número Esper1do de Celdas, 

Para tal efecto constderan el modelo de efectos fijos con dos -­

criterios de clastftcacidn con inter1cct6n: 

con 

eijk ... N (O, a2 ) e independientes. 

En este Modelo se 1nvolucr1n 11s s1gufentes re~trfccfones en los 

efecto~ prtnctpales ~.de. tnteracc16n 
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4ond1 w1 y uJ son pesos con 11 siguiente propfed1d~ . 

I: w1 • 1 • t ºJ 
f J 

Ade•&s fntroducen 11 st•u11nte not1cfOn: 

n "t.·""J n • " P • -~_.... __ 
U- ' tJ n •• 

1 ·1 
h1• • 1b ( r ~ > 

j nfJ 

h b ( _1_ )·l • .. • 1 . t l: 
t J "u 

Lis m1dt1s por c1ld1, columna y ffl1 y sus respectfv1s v1rf1nz1s -

SI pr1s1nt1n en 11 T1bl1 (4.1). La SUMA de Cuadrados del error 

( 
• z 

SCE •· f j ~ yfJk • YtJ,) 

11 11 •is•• p1r1 todos los ••todos. 

Lu su.u d1 cu1dr1dos por ft111, colu•nas e inter1cctGn p1r1 los 

dtftrtntts •ftodos 11 prtstntlft en 11 Tlbll (4.2). 

Los •utor11 1sp1ctftc1n ~u1 los pisos s1 definen en c1d1 •ftodo de 

1cu1rdo 1 11 ~upostctOn ~u1 st h1c1 11 definir 111 •1dt11 y 11s • 

r11trtccton11. Los pesos u_11dos en 111 r11trtccfon11 y para deff·· 

ntr 111 ••dtu •lrgtn1111 11 d1t1r•tnen bajo 111 ·suposfcfones d1 
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tnt1r1cct4n 1 11 t1portancta r•l~ttva de la~ cat1gorfa1 que deft· 

nen cada cl1s1 en la poblact4n. Los ••todos de 11dta1 ponderadas 

1 11dta1 no ponderadas uttltzan 101 •t••o• pesos para cada una dt 

las ••dfas por celda y son aproptados cuando es wl1tdo suponer e1 

ta t9u1ldad de pesos en 1od1los con o stn tnttracct4n. St no -· 

t•fstt tnttracc14n, &osl11 y Lucas, aftr•an •u• el •••odo adecua· 

do ts 11 dt aJust1.d1 constant11 (11cct4n IV.l). 

Agregan los autores que los ••todos de. Mtcltu PonderaclH Modtftc1 

do y 11 dt IG•ero Esperado dt Jubclases son adecuados ~uando es • 

correcto suponer proporctonaltdad en los peso•. Por lo tanto un~ 

1l1cct6n adecuada dt la~ pond1~acton1s conductrl a 1ltodos 1ft--· 

ctent11 para. 11 an11 tsts dt ur11nu. 

lioslt1 'f Litcu comparan los dtoclos d• SuN1 dt Cudr1dos AdtU·~ 

'~' 1 los ••todos de Mfntao1 Cuadrados de acuerdo al ntwtl de st1 

ntftc1nci1 y 1 la potencia dt las prut~as. 

En.los attodo1 de Mfnt•o1 Cuadrado& no txtstt aayor dtftcultad • 

ya que tttnen crttertos de· prueba exactos. Mtentru que in los • 

'"todos dt Suau dt Cuadradoa Adtttvos utstt una alteract411 en ;, 

•1 11htl •• '1t1•tftca"cta dtbtdo a 11ue los cuidrado1· a111tos co··· 

rrHpOndtHtH a los tftctOS 110 ste•prt H dhtrtl•uytn COftfOrM a 

Ulll Xª• 
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Goslee ha 1nvest1gado en un trabajo previo (1956), el n1ve1 de -

signif1cancia del m6todo de medtas no ponderadas atravfs de un -

mftodo exacto y dos métodos aproximados. 

Ast de uno de sus métodos apro~tmados se obtine que los grados • 

de libertad para el efecto entre filas debertan ser 

donde 

f • .. r - 1 
1 1 + (r-2) S:.2 r:r 

r es el namero de celdas 

e es el coeficiente de var1ac16n de las 

varianzas de las ••dias de las celdas 

c2• E a f • a •2 
) 

2 
/ r ( a~ ) 2 

i 

a!• E a 1 / r a2 02 _1_ y • - E. 
i i i a j "ij 

Por lo que 11 cociente de cuadrados 111dios tiene una dhtribu--- · 

cien F con fi 1 f2 ··n •• • ab ~ra4os de libertad. 

R11p1~to a la potencia de la prueba. de nuevo, 101 ••todos d1 M! 

n1•os Cuadrados no ~r~11nt1n proble•as, ya qui fsta puede d1t1r­

•in1rs1 por ••dio de tablas. 
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En ca•bto, para 101 ••todos de Sum1s de Cu1dr1dos Adf t1vos es "! 

c11arto r11lfzar aproxt•acfones de dfstrfbuc1ones para estudtar 

, h potencta. 

En 11 artfculo dt Go1t1• y Luc1s se proponen tres 1prox1~ac1ones 

par1 11 ••todo dt •edtu no ponderadas· y se presentan cu1dros -

comp1r1ttvos del v1lor de h potencia de h prueba c1lculado por 

los dtf1r1nt'-1 1ftodos para dfftr1ntes patrones de datos. En b! 

se a dfcha coMparacf6~ Go1lee y Lucas optn1n que es dtff~11 con­

clufr en forma dtffnfttva acerca de la potencta de los dfferen-­

tes •ftodos ya que fsta es en gen1r11 diferente para c~d1 combi­

nac16n dt efectos y patrones de dat~s. Esto es, nfnguno de los 

1ftodos an1lf~1dos parece re~ultai untformemente ••s potente • 

. '::. 
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y1j 

1 
º1j 

y 1. 

o z 
i ... . ., ... ; 

"" 

Y.j 

aj 

NUMERO ESPERADO 

DE CELDAS 

¡; Y 1jk /nij 
k-1 

...it: 
ºu 

¡; ~ yfj 
j n .. 

~i 0 2 
E( )-
j n .. nfj 

"t • i ñ."7. y tJ 

"t a a E (--;:.) .JL 
' f n.. "u 

TAILA (4.1) 

MEDIAS.PONDEIADAS 

"°º lf 1 CADO 

t Y u11 '"tJ 11•1 . 

..!!! 
nfJ 

~-
¡; y U 
j n .. 

~a aª r( );_. 
J n.. "tJ 

"t -¡;-•y 
1 n.. tJ 

flt 1 a 
E(-' )...!L 
t 11 .. 11 tJ 

MEDIAS PONDERADAS MEDIAS NO PCNOERAD~S 

¡; YIJk/ntJ t YtJll/ntJ k•l 11•1 

-2!. ~ 
n ij '\j 

¡;~ 
j 

¡;~ 
J 

l o 2 l . o2 

;r j "iJ - ¡; -b a J ntj 

~ !u_ 
¡; a J: 1 
t t 

1 o 2 1 . 11 1 
-:r r. - ..,. ¡: -
a 1 ni j 1 "fJ 



sea 

sea 

SCy 

sea 

sea 

SCy 

NUMERO ESPERADO DE CELDAS .. 

l n.J ( v.J - v .. lª 
j 

TABLA (4.2) 

ni "·J -l: E ' ( Y Y Y + V ) 2 

1 j n.. ij • 1. • 'j " 

MEDIAS PONDERADAS MODIFICADO 

·MEDIAS NO PONDiRADAS 

bh .. i: ( y i. • y ; • ) 1 

1 

- . . 
h .. { i ( V1j • YL • Y.j +V .. ) 1 

MEDIAS PONDERADAS 

n. • n! • n~ 
n~.E (E ::J.r 1

( Y·1 -i:( i: ::J.r'vt /t(i::::.l.n ,-
1

)
2 bl: h1 (vi - E h1 Y1 I h .. )~ "u · 1 J "u · 1 J 1 J 1 • • .1 • • · 

n i • . n2 
1- n 2 

i a 
n~.E( t .J.:.,- (Y • t(E .l.:.f Y. /E(l:.J..: ,- ) al: h.j( Y.j ·E h.jY'j I h .. )2 

j 1 "tJ ~ j 1 "tJ j j 1 ºiJ j j 

(ver secc16n 111.2) 
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IV.l EL ANALISIS POR MINIMOS CUADRADOS DE DATOS EXPERIMENTALES 

En un tr1b1Jo dt Ovtr111 y Spfegel (1969), parten del hecho bien 

1st1blectdo en 11 ltter1tur1, de que los modelos de disefto de e! 

pert•entos guardan una cercan• relaci6n con los de regres16n 11-

neal múltiple. M4s aún, en general los modelos de diseno exper! 

mental pueden ser expresados como modelos de regresiOn donde pu~ 

den analizarse, de diversas formas los efectos de interés. 

Cuando la estructura de las observaciones de que se dispone es • 

balance1d1. la ortogonalidad de los efectos implica que el an41i 

sis 1edfante los modelos de regres16n es único y coincide con el 

que se obtiene del anllisf s de varianza usual. Sin embargo, en 

los de desbalanceo el anllists por regresi6n puede efectuarse 

con diversos procedimientos que usualmente producen resultados • 

distintos que n1tur1lment1, pueden conducir 1 concTusiones err6-

ne1s si no se int1rpret1n 1decu1damente. 

Por est1 r1~0n Ov•r•ll y Spfegel, en su 1rt1culo, proponen una· 

ttcntc1 p1r1 el 1nllfsts de modelos de dtsefto desb1lanceados, a 

tr1vts dt regrest6n.·que constder1n 1decuada y la comparan con -

otros procedt1tentos 1ltern1ttvos. 
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Lo~ autores afirman que los datos desbalanceados producen no ort~ 

gonalidad entre los criterios de clas1ficaci0n y en consecuencia 

es dif1cil determinar que factor esta influyendo la varjable de -

respuesta bajo prueba y en qut medida. Por tal raz6n, agregan 

Overall y Spiegel, pueden usarse los mftodos de mfnimos cuadrados 

para estimar los efectos de cada variable ajustados por las rela­

ciones con otras variables de clasificaci6n. No obstante debe de 

tenerse presente que Qnicamente bajo circunstancias muy restrict! 

vas los resultados son equivalentes a los del análisis de varian­

za convencional y, además, las pruebas de h1p6tesis no son las 

mismas que se efectQan en los diseños experimentales balanceados 

usuales. 

Overall y Spiegel consideran de interts tres mttodos, que llaman 

de mfnimos cuadrados, para el anAlisis de datos experimentales. -

Estos producen resultados idtnticos, como ya se indico, 11 apli-­

carse a problemas con frecuencias iguales de las observaciones en 

las celdas, pero conducen a resultados diferentes en otros casos. 

Los mltodos son : 

I) Mfnimos Cuadrados Completos o Anilisis General 

de Modelos Lineales. 

II) Disefto Experimental 

111) OrdenaciOn Aprior1. 
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Todos estos mftodos son correctos, pero cada uno de ellos prueba 

un conjunto de hipótesis distinto y las diferencias no son disti~ 

• gu1bles en las Tablas de An41isls de Varianza correspondientes. -

Los autores, en su artfculo, presentan una descripción breve del 

enfoque por regresión múltiple para el an41isis de datos experi-­

mentales de tal forma que los efectos principales y 1 as interac-· 

clones quedan definidas por variables independientes (indicado-­

ras) en un modelo de regresión. Hay muchas maneras mediante las 

cuales esas variables independientes pueden ser definidas. Overall 

y Sp1ege1 proponen generar una matriz de diseno (de variables in· 

d1cadoras) que i~pongan las restricciones usuales del an41isis de 

varianza de tal forma que se pueden obtener directamente las est1 

Maciones de los parametros y las sumas de cuadrados requeridas P! 

ra los mftodos propuestos. 

Sup6ngase el modelo con dos criterios de clasificaci6n con inter­

acc16n. 

yijk • \1 + ª1 + 8J + Yij + efjk • r,¡ 

j • r.D 

k • r.ñjj 

Con 

\1 1 a media general 

ªf tas desv tac iones de las medf as de hilera 

con respecto a la media general 
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Bj las desviaciones de las medias de columna 

con respecto a la media general 

Yij son desviaciones de las medias de cada cel 

da con relación a los efectos de hilera y 

columna. 

e\jk es el error aleatorio con distribuciOn nor. 

mal, media cero, varianza o2 e independien 

te. 

Para obtener una soluci6n por regresi6n en la cual los coeficien­

tes estimados se1n a su vez los estimadores de los parámetros in­

volucr1dos en el modelo de disefto experimental, es necesario im-­

poner las restricciones 1decu1d1s. Un conjunto de restricciones 

1costu•brado es el siguiente: 

L1 matriz de dtstfto que incluye estas restricciones se forma, de 

1cuerdo a los autores, incluyendo inicialmente, 1-l columnas que 

representan los prt•eros 1-1 niveles de a y b-1 niveles de s 

Pira cad1 observ1ci6n~ los valores de las co1umnas asociadas -

con los. efectos principales de Q y B se determinan de tal form1 -

que s ~.--Ji obsernc t6n pertenece 1 una de 1 as pri •eras a-1 ca tego­

rf 1s de Q, se le 1stgn1 un uno en la columna correspondiente y 
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cero tn 111 dt•I• co1u1n11 11oct1d11 con a • St tl tndtvtduo P•! 

tentct a h G1ttH c1tagorfl dt a st 1t utgna· tl valor •enos uno 

(·l) tn todas 1a1 •·l colu•n1s asociadas con tl tftcto prtnctp1l 

m, Dt iodo st•tltr st proctdt para tl efecto s . Las entradas • 

dt las colu1n1s dt 11 11trt1 dt dtstfto correspondientes 1 11 int! 

racctdn y son (a·l)(b·l) y se obtienen como producto de 1as entr! 

das en las colu1n1s correspondientes de los efectos prtncipales. 

Dt esta 11n1r1, 11 matriz dt disefto·resulta de rango completo y· 

pueden obtenerse los estimadores de los parametros del modelo asf 

co~o las su1as de cuadrados debidas 1 los subco~junto~ de varia·· 

bles tndtptndientes de interfs. Este procedimiento para transfor 

•ar tl 1odtlo dt dtsefto en uno de regrest6n es comGn a los tres • 

••todos dt anlltsts txa•inados por Qverall y Spiegel. Ahora bien, 

las dtf1r1nct11 en los resultados se deben, co•o ya se tndic6, al 

proc1dt1ttnto particular dt 1nlli1ts tn el •ode1o de regrest6n. 

Cabe recordar que en los 1od1los dt r1gresi6n donde se ttent una 

v1rt1bl1 r1spu11t1 Y en tfr1tnos dt k variables tndtptndtentes • 

(X1,x2, ••• ,Xk) 11 uttltzan d1t1r•in1dos procedtmttntos estadfsti· 

coi p1r1 1111ccton1r las v1rt1bl1s •Is stgntftc1ttv1s. Algunos • 

dt 1 os 1ftodos •h frecuentes tn h 1 tteratura son:. [Draptr (1966)] 

t) El dt 1tl1cct4n h1ct1 1d1lant1 (forward) 

tt) El dt 11l1cct4n h1ct1 1trls (b1ckward) 

ttt) El dt Stltcct6n PISO. PISO (sttpwtse) 
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Estos procedimientos pueden utilizarse en el •odelo de disefto 

tr1nsfor•ado, pero debe subr1y1rse que en este caso no es de in­

terfs estudiar 11 contribuci6n p1rticul1r de un1 variable, sino 

del conjunto de éstas que determinan los efectos de un factor. -

Los métodos que sugieren Overall y Spiegel se basan en esta ob-­

servaci6n y las diferencias se presentan en la forma de ev1lu1r 

las contribuciones de los diversos factores. El Mttodo 1 invol~ 

cr1 la estimaci6n de efectos de cada factor ajustado por todos -

los demas inclu,dos en el modelo, Puede advertirse la semejanza 

de este método con el mttodo hacia atrás. 

El Mttodo 2, involucra la estimaci6n de efectos principales ign~ 

rindo interacciones y después la estimaci6n de interacciones a-­

justado por efectos principales. En este caso, se puede decir.­

que se trabaja con dos 11odelos~ uno que contiene únicamente ef.es_ 

tos principales y otro que incluye ademas el tfrmino de intera-­

cci6n. 

El Matodo 3, considera un ordenamiento inicial de los efectos • 

en el 1odtlo y rea11z1 la est1•aci6n de los efectos ajustados -

por los efectos anteriores. Puede pensarse en este •ftodo como 

similar al de hacia adelante. 
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Owtra11 1 Sptege1 opinan que ext1ten pocas b111s p1r1 d1ctr que • 

a1guH dt los t.ru •ltodo1 r11ult1 en g1ner11, 1n 11 1na1 hh dt 

wartanza, el ••• 1d1cu1do. Este hecho 11 dtbt prtnctp1lment1 a • 

que c1da uno corresponde a una e1trat1gta dtsttnta. Los autores 

presentu un tJe•plo to11do dt Ltnquht (US3) en el cual lu ce! 

das tienen frtcuenct11 proporcton1lt1 1 tn constcuench tl probl! 

•a putdt ser •antJtd~ por el 1na1t•f1:de ~art1n1e con~enctonal. • 

Dtl estudto, Ower1ll 1 Spttge1 optnan que e1 Mftodo 2. parece ser 

1a 91ner1lt11ctO~•a1 1propt1da d•l ana1t1ts de v1rtan1a usual 

dtl dtltllo upirt•ental. Esto se debe a que cuando 1t ttentn frt· 

cutncta1 proporctonalts, 101 efectos jrtnctp1les son ortogonales 

tntrt 1f, aunque las frecuenctas desiguales producen corr1lacto·· 

nes .entre las tnttracciones 1 los efectos prtnctp1les. 

Ftnal•ente Ovtrall y Sptegel exponen al~unas caracterfsttcas dts· 

ttnttva1 de 101 diferentes •ftodos. 

En lo que.se refiere 11 •ttodo 1, los autores optnan, que es ad•· 

cuido st el problt•a st·conctbe en tfr•tnos de un •odtlo dt rtgr! 

stOn 1tn11l •Gltiplt. Ad1ctona1Hnte 11te •ftodo puede uttliur-

. 11 pin dtter•tnar· st los flctoru ttenen efectos prtnctpa111 P•!. 

1tst1nt11, que no son 1xpltc1dos en su totalidad, •ed~antt efic-· 

tos dt tnt1r1cctOn •. 
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112. 

En cuento el mftodo 2, Overell y Spiegel, consideran que es apro­

piedo ·cu1ndo se espera encontrar variaci6n s1gnific1tiva en t~rm­

minos de efectos principales aditivos. 

El mftodo 3 tiene una ventaja pronunciada al minimizar la posibi-

1 iad de que efectos significativos se cancelen unos a otros. Al 

trabajar· con este mHodo, las sumas de cuadrados de las componen-­

tes, siempre al sumarse producen la suma de cuadrados del total. 

En los tres métodos debe tenerse cuidado de no interpretar los e­

fectos principales significativos de la misma manera que se inter 

pretan en un modelo balanceado. 

Por Oltimo, los autores consideran que la mas directa generaliza­

ci6n del analisis de varianza convencional para los disenos expe­

rimenteles lo proporciona el mttodo 2. Sin embargo, afirman que 

dependftndo de los intereses del investigador pueden utilizarse -

el ••todo 1 o bien el 3. Asimismo sugieren, dadas las diferen-­

cias existentes entre los datos, que siempre 5e especifique qué -

••todo st utflfza en el an41fsis de tal forma ~ue puede realizar­

se une 1nterpretac1an correcta de los resultados. 



IV.4 ANALISIS DE VARIANZA NO ORTOQONAL USANDO 

MEJORAMIENTO ITERATIVO Y RESIDUALES BALANCEADOS 

He11trle (1974) presenta en su trabajo un 1ftodo p1r1 re1liz1r • 

el 1n•ltsfs de v1rf1nz1 no ortogonal (desb1l1nce1do) us1ndo las • 

medf1s por celda. Una de las Yen~1J1s del procedt1tento es que • 

evita el 1l11cen111ento de gr1n c1ntfd1d de 1nfor••c14n, 11 no r!. 

qu~r1r del c•lculo de 11 •ult1p11cac14n de 11 11tr1z de d1sefto • 

por su tr1nspuest1 (X~X0 ), o bftn de una tr1nsfor•1c14n ortogonal 

p1r1 X0 • El mftodo es iterativo y convergente. Ut1lfz1 los est! 

11dores y los resfdu1les del 1n•11s11 de v1rt1nz1 b1l1nce1do p1r1 

resolver lis 1cu1c1ones nor11lts y p1r1 re1ltz1r pruebas dt htp6-

tests. con 11 propfedadJ de que 1tnt1tz1 lis tter1cton11 en 111 -

pruebas de htp6tests en caso de Uner factorts o 1nteracctones no 

stgntftclttvu. 

SupOng11e el 1odtlo dt .efectos ftJos con dos crtt.ertos dt chstf! 

c1ct6n t tnt1r1ccten 

t •. 1 •.•••• 

J • 1 ••.• ,b (IV.4.1)· 

1t • 1 ••. .,.nu 
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Con 

E(eijk) • O E(e1• j 'k' • eijk) • O 

para ( i ' ,j' , k') ;. ( 1 , j, k) 

O bien en forma matricial 

Donde 

([V.4.2) 

Y es el vector de observaciones de d1mens16n N 

X0 es la •atr1z de dtsefto de orden N x p 

8 es un vector de dh11nsi6n p de par&metros -

del 11odelo. 

St el •odelo (IV.4.2) se r1p1r1•etrtz1 uttltzando el conjunto de 

restrtcctones usuales: 

t C1 t • t 8J a t Y j j. a J: Y j j a 0 
1 . j 1 J 

y. uf obtener una 111trh X
0 

de rango completo ( p ) •. 
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Entonces 11 soluc10n p1r1 111 1cu1cion1s nor•alts en (IV.4.2) es 

Si 

reescribiendo el modelo (IV.4.2) basindose en las medias. de las -

celdas se tiene que 

(IV.4.3) 

donde 

E( 51j ) •O, 

La repre11nt1ciOn Htrtchl de lis ecu1ctones correspondhntes a 

los 1fnt1os cuadrados ponderados para el •odtlo (IV.4.3) es 11 st­

gutentt: 

· dond• 

t • 

X D .X 1 • X' D 't (JV.4.4) 

X es una .. trtz n x p de diseno que se obttn­

drfa para 11 1od11o (IV~4.1) st hubiera una 

sola ob11rv1ciOn por celda. 
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O es un1 matriz di1gon1l que contiene 111 fre­

cuencias de 111 celd1s. Esto es, sus ele••! 

tos son: di• nu, d2 • nu • ... , dn•nab nij-~D. 

es el vector de dimensi6n p de p1r&•etros 

desconocidos contenidos en 

-Y es el vector de d1mensi6n n de las •ed1as de 

las celdas. 

Puede verificarse que 

y 

x• x • x•ox o o 

X1 Y•X 1 DY o 

en.,consecuenc ta 

8 • ( X 1 X r1 X 1 y • ( X 1 o X r1 X 1 o y . o o o 

donde l1sU1111 de cu1dr1dos debido 11 IJuste del 1odelo co111pleto es· 

""" . 1\ .• s·s• x•v·s•x•o v o . 

1 11 su•• de ~u1dr1dos de l~s r1stdu1les, R5 •s fgual 1 

Ita . A • 

R • Y 1 Y - B' X
0 

Y • Y 1. Y ~ B 1· X' O Y 1 . 
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'Ir• el caso especial en el cual X es cuadrada y no singular, se 

puede premultiplfcar Hbos lados de (IV.4.3) por (X' f 1 y des--
1 . 

puh por o· para obtener 

. -
X B • Y 

Premultiplfcando ambos lados por X' se obtiene 

. -
X'Xa•X'Y 

En este caso, los estimadores B para el modelo no ortogonal son 

los mismos que aquéllos obtenidos de (IV.4.3) usando procedimien­

tos balanceados. Sin embargo cuando estas circunstancias no se -

presentan, Hemmerle propone un método iterativo para resolver el 

sistema de ecuaciones (IV.4.4), para ello parte del supuesto de -

que 

A ; (X' D X ¡·1 

o 

es una inversa aproximada con 11 propiedad de que 

¡·•A X'DY o o . 
f! 1 • ( I + E

0 
) A

0 
X' D Y, 

B k • ( I + E
0 

+ E~ + ••• + E~ ) A
0 

X¡ D Y 

~ ~ 

donde ai es la i·hima aproxiHci6n 11 valor .de a Y 
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Eo = ( I - Ao X' O X 

ademh 
2 k -1 

1 + Eo + Eo + • • • + Eo + , • • 11 ( l - Eo ) 

siempre y cuando las rafees caracterfsticas de Eo, Ak' sean meno­

res a uno. Hemrnerle demuestra que Ak < 1 ~ k • 1, •.. ,p por con­

siguiente 

$k = ( I - Eo ) . i Ao X 1 O Y 
l - • = (X' O X)- X' D Y= a 

Por otr1 parte, el autor propone como inversa aproximada inicial-

)
_1 

Ao • ( 1/c ) ( X'X a fin de que se faciliten los cllculos. 

Para ello, y con el prop6sito de que la serie converja se determi 

na el valor de e como 

He•Merle sugiere una técnica para calcular, en forma sencilla, el 

valor del( k+l ) - ts1•o elemento de la serie, a partir del k-és! 

•o. Este procedt•iento utiliza algunas for111s conocidas del .ana-

1 isis de varianza balanceado. 
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donde 

. 
a

0 
• E [ ( D / c ) Y ] 

Vk • V0 + [ 1 • ( D/c )] Vk·l + A [ ( 0/c ) Vk·l ] • Xak 

V0 • ( D/c ) Y · A [( D/c) Y ] 

A • [ 1 • X (X 1X)· 1x1 
] 

E • ( x•x )· 1 x• 

( IV •. 4.5) 

P1r1 rt1ltzar pruebas dt hip6t11t1 que involucren 1 101 11tt•1do­

r11 dt 101 p1rl•1tro1, Ht••trlt propone otro •ltodo tter1ttvo. • 

que const1t1 tn calcular la 1u•1 de cu1drado1 dtbtdo 11 •odtlo • 

r11trtngtdo por la1 hip6te1t1 de tnttrls: 

sk • y• o vk en 11 k-fs tw11 tter1cic1n 

con 

so . ,. D V0 ( IV.4.6 ) 

en donde 

vk se obtiene dt (IV.4.5) 

Por Gltt•o. el autor en su 1rtfculo pr1s1nt1 el stguiente cuadro · 

que ilustra 11 proctdt•itnto p1r1 ti c110 dtl 1odelo descrito en 

(IV.4.1) 
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HIPOTESIS · MODELO RESTRINGIDO FORMA DE LOS RES! ESTADISTICA F 

DUALES BALANCEADOS 

Ho : ªt • o Y13k•11+8J+ytJ+ •tJlt vt. - y •• < i•oi • sª > / • - 1 
f t 

Y'Y - i•oi / i,f ··•b 

Ho : IJ • O y tJk • 11 +cat :t Ytj + 1tJk V. j • V •• f i • Di • s • i l b • 1 

' j y•y - i•oi / N ··•b 

Ho . : (ytJ • o Y1J1t•11h1+ llJ + 'tJk V tJ .- Vt, • V.J +v .. ( i •oi - sY) l t•-lHb·ll 
' ( t ,j) y•y • Y 'DY / N - 1b 

. Don.des•. s• y sv' SI obtienen dt (IV.4.) 11 imponer llS restrcctonts ªt. o JJ. t, llJ. o JJ. J. 

YtJ • O f t ,J 11 111od1lo co111pleto. 



IV.5 EL ANALISIS DE RANGO COMPLETO E INCOMPLETO PARA 

MODELOS LINEALES 

En un artfculo de Speed y Hocking (1975) se exponen algunos ejem­

plos para comparar el análisis de varianza de rango incompleto • 

con el de rango completo o anilisis de medias. Particularmente -

los autores consideran que el anilisis. de.rango completo .elimina 

la confus16n cuando se realizan pruebas de hip6tes1s que involu-- · 

eran datos desbalanceados. 

Sup6ngase el modelo 

Y • X B + e (JV.5.1) 

con 

Y un vector de n x 1 observaciones 

e un vector n x 1 de errores, ademh e "' N ( O,a 2 1 

s es un vector p x 1 de parametros desconocidos 

X es una matriz de diseno de orden n x p y rango q < p 

El prop6s1to fundamental del artfculo no es realizar una aporta-­

cf6n te6r1ca matemltfca para el anilisis del modelo (IV.~.1), 

sino establecer una med1ac16n entre la teorfa y 1~ practica. Es~! 

cfffcamente, los autores intentan aclarar algunas confusiones • 
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relacionadas con las pruebas de hip6tesis asf como simplificar • 

las ideas acerca del anllisis de datos desbalanceados. 

Para realizar la discusi6n Speed y Hocking introducen la siguien­

te notacf6n alternativa al modelo (IV.5.1) de la siguiente manera: 

Donde 

Y = Wµ + e . ' .. (IV.5.2) 

s.a. G11 • O 

Y ' e son las mismas que en (IV.5.1) 

11 es el vector de medias cuya longitud es 

igual al nGmero de poblaciones muestreadas 

W es una matriz de unos y ceros tal que cada 

columna tiene tantos unos como observacio-. 

nes en la poblaci6n correspondiente 

G expresa la relacf6n entre las medias que -

depende de la situaci6n particular consid! 

rada. Ges de orden r x n con rango r. 

Puede observarse que el nodelo (IV.5.1) es una sobreparametriza·· 

ci6n del Modelo (IV.5.2) lo cual conduce 1 conceptos tales como • 

functones no estfMables e htpGtesis no probables que causan conf~ 

si6n partfcular•ente en los •odelos desbalanceados. Cuando se 

realfzan pruebas de htp6tesfs el desarrollo te6rfco·proporcfona • 
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upresionts expHcitu para hfp6t11h de la forH Ks • n. En la -

pr•ctica affr•an los autores, las hfp6tesis que asf se prueban -

. son poco claras lo que conduce a adoptar algunas medidai co•puta­

cfonalu' que prueban hip6tesh que no neceuriHente son 111 de -

tnttrh. 

Para ru11zar pruebas de hip6tesfs de la forma Af3 •nen el mode­

lo (IV.5.1), la prueba estadfstica es 

[ (R~ - R~ ) I R~ ) ( q I s) (IV .5.3) 

donde ·q y s son el rango de X y A respectiva•ente y 

R2 •min Y- Xs)• y - XS)i 
o s 

RH • 111 i n ( Y - X s ) 1 
( Y - X s ) 

s 

s. a AS • n 

Mientras que para probar hip6te1f1 de la for•a Oµ • t en el mo 

delo (IV.5.2), 11 necesario elegtr íl .tal que [~]tenga rango 

co•pleto. Speed 1 Hocktng estudian la falta de claridad en el a­

nlltsts del •odelo (lV.5.1) aGn e~ los •odelos con un crfterfo. de 

c1asfffcacf6n. Consideran 111 dos representaciones del •odelo -

corr11pondtent1: 
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i • T;i ¡ J• 1:ñi (lV.5.4) 

i • T;i ¡ J• t:ñf (IV.5.5) 

Con wt 11tt•1blt sf y s6lo sf n1 ~ o. El •odelo sobrep1r11111trfz1-

do (IV.5.4) 11 obtiene de est1bl1cer 11i • 11 + ªi en el modelo 

(IV.5.5) • Como ya se s1be 11 1l1cci6n de lis condfcfones no es­

ti•1ble1 no influye el anllfsfs, sin e111b1rgo, 11 elecci6n de algit 

n1 condtci6n puede conducir a equfvocos. Asf de acuerdo ~l 1rt1· 

culo de Speed y Hocking, la c1ntid1d ( 111 + 112. ) / 2 es estfmable, 

sf se rep1r1•etrtz1 imponiendo la condicf6n 01 • O, esta canti4ad 

u describe como 11 + az I 2, pero si se impone la condici6n 

111+112 • O se describe como 11 • LIS dos cantfdades describen a 

( ·111+111 ) l 2, h .elecc16n de 11 condiciOn no esti111ble asigna • 

un stgniftcado 1 11 y 11i y este st diftere bajo 11$ dos elecciones. 

En ti caso de los Modelos con dos criterios de cl1sific1cf6n los 

1utort1 ta•btfn consideran los dos ttpos de representaciones: 

(IV ,5,6) 

• r;¡ 

j • r;¡ (IV.5.7) · 

stn restrtcctan en lltj 
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Cuando se 1n111za el caso balanceado es usual considerar hipOte-­

sis sobre los efectos principales a y By sobre interacciOn. los 

autores ilustran los errores a los que se pueden llegar debido a 

la f1lt1 de comprensión en el concepto de imposiciOn de condicio-

nes no estimables en el modelo (IV.5.6). 
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Speed y Hock1ng fijan su· 1tenci6n en los cuadrados medios asoci! 

dos al efecto principal a (CMa) y encuentran que su valor esper! 

do, ECMa en algunos textos es consignado como: 

( IV.5.8) 

y en otros como 

a2 + n b 
( lV.5.9) 

1-T 

~· ecu1c16n (IV.5.8) sugiere que CMa, es apropiada para probar i-

gu1ld•d de efectos, raientras que la ecuaci6n (IV.5.9) sugiere que 

la h1p6tes1s que se prueba es la de igualdad de tratamientos in--

fluenc1ada por el promedio de 11s interacciones. 

Las condtctones usuales i•puestas en el modelo son 

a. • 8· • Yt, • Y•j • 0 
( lV.S.10) 

dt donde 11 putdt oburvar que (IV.5.8) es 11 exprest6n correcta • 



p1r1 ECMa sf se rep1r1•1triz1 el modelo imponiendo (IV.5.10). Por 

otro ledo, (IV.5.9) es correct1 si no se impone ninguna condfci6n 

11 •od1lo. Speed y Hocking enfatlz1n que el hecho de establecer -

condfcfones no estl•1bl1s no conduce a errores, es mis bien la 

tfcntc1 co•put1cion1l 1dopt1da par1 reducir el modelo (IV.5.6) en 

un •odelo de ringo completo lo que oc1sion1 el cambio en 11s htp6-

tesf s que se prueban. Los autores opinan que es frecuente que se 

deter•tnen fncorrect1mente 11s htp6tests asocfadas a los cuadra--

, dos ••dfos CMo~ CMs, CMy COMO: 

Ha • o1• O 

(IV.5.11) 

Estas son 1ffr•1cfones tnco•pl1t1s de las htp6tests que se estln -

constd1r1ndo y s61o tienen sentido st se asocian con 11 condtct6n 

(IV.5.10). En tfr•tnos del •od1lo (IV.5.2) las htp6tesfs comple­

tes se representen por: 

Hy: 11 1j-11t'j • lltj' + 11i'J' •O 

"' t,t' i j, J' 

(IV.5.12) 

En tfr•fnos del •odelo (IV.5.1), sf se establece 11 relacf6n 

11 1J • 11 + ºf + 8J + YfJ a (JV.5.12) y 1d1•ls st rep1r1•1trfz1 et 

11od1lo t•ponftndo ta condfcf6n (IV.5.10) se obtiene il •h•o re.:.­

sultado que en (IV.5.11). 
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Sin embargo, una confusi6n que a Menudo se suc1ta es debida a que 

no todas las condiciones no-estimables cuando se 1•ponen en el -

modelo (IV.5.6) conducen a la misma equivalencia entre (IV.5.11) 

y (IV.5.12). Speed y Hocking proponen como una alternat1va 1 

(IV.5.10) 11s siguientes condiciones no-estimables: 

(IV.5.13) 

Harvey (1960) opinó que el uso de {IV.5.13) conduce a un serio e­

rror al producir sumas de cuadrados i ncorrP.ctas. No obstante, Speed 

y Hocking afirman que éstas no son incorrectas sino que corresporr 

den a hipOtesis diferentes que no son las de interés. 

Speed y Hocking exponen otro ejemplo que considera el anllisis -

del modelo (IV.5.6) desbalance1do. Discuten un ejemplo presenta­

do por Chakravarti (1967) en el cual existe una confusi6n debido 

a las h1p0tes1s que se prueban. Presentan una Tabla de Anllisis 

de Varianza con los s1gu1entes datos: 

FUENTE GRADOS DE LIBERTAD CUADRADOS MEDIOS 

$uj1tos (1Just1dos) 2 10,149.22 

Observadores (a Justados) 2 254.18 

lnter1ccien· 4 177 .48 

Error 13 92.62 
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St •1 •odelo 11 r1pr111nt1 de acuerdo al modelo (IV.5.2) una ele· 

cctOn usual de la htpOttsts que se pru1b1 podr~a ser (IV.5.12). 

Stn ••bargo, esto no es correcto y1 que se debe considerar lis • 

fr1cu1nctas dt las celdas. 

Una segunda alternativa que se plantea en el artfculo es conside-

r1r 

H* I .'.:!_J lli j • ¡;~ 11 i" j 
(IV.5.14) 

ll j ni. j n 1'. 

* ~ ~ Ha ~ n.j 11 iJ • i: \J. j' i n. J' 

121. 

No obstante estas hip6tests no conducen a los cu1dr1dos medios de 

1a tabla stno que pertenecen 1 ·1os cuadrados Medios llamados debi· 

do al tratamiento o no ajustado, y debido 11 tratamiento s no a-­

Justado. 

Ftnal11nte, de acuerdo a 1o establecido por Searle (1971) los -
cuadrados ••dios que se presentan en la tabla corresponden respef 

tha•tnte a las htpOttsh 
n 2 

"tJ"i'J H**: E (ntj - :U ) "tJ 
. E E "t' j • o 

a j n.j t' -t j n. j 

(JV.5.15) 
n .2 

E fttJ"t,t H**• E '"tJ - :!J. ) E 8 • t "t. 
~tj ., ,j t n "tJ' 

• o 
1. 



Cuando se trabaja con d1tos desb1lanceados, Speed y Hock1ng opi·­

nan que las hip6tesis adecu1d1s son las est1blecid1s en (IV.5.14) 

11 que las presentadas en (IV.5.15) son de d1ffc11 interpretac16~ 

A tr1vf1 de los ejemplos presentidos en este trabajo, los 1utores 

co•paran el anA11sis de los modelos de diseno de experimentos vfa 

el Modelo (IV.5.1) contra el •odelo (IV.S.2) de rango completo. 
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IV.6 UNA ALTERNATIVA PARA EL ANALISIS DE MODELOS LINEALES 

QUE CONTIENEN CELDAS VACIAS 

Speed, Hocktng y Colem1n (1980) hin propuesto una 1ltern1ttva pa­

. r1 el 1nllisis de modelos lineales que contienen celdas vac,as y 

proporcton1n un crtterto para seleccionar lis htp6tests que se -

prueban en un caso desb1lanceado. 

Los autores suponen que el •odelo se establece en tér•tnos del 

vector de p1rlmetros u y que la hip6tesis que se pretende probar 

es de la forma Hu • O por lo que 11 prueba estadfstic1 esta dada 

por 

donde 

F • (q,n-p) 
SC(H) 

qs2 

q es el rango de H 

s 2 son los cuadrados medtos del residual con n-p 

grados de libertad del Modelo original. 

SC(H) es la su1111 de cu1dr1dos del numerador 

se ( H) • ( H ~ ) 1 
( HV ( µ ) H 1 

,- Hµ 

Por lo gener1l, los diversos progr1•1s de co111put1dor1 no espec1f! 

can 11 ••trtz de h1p4tes1s H y SC(H)·no se c11cula dtrect1•1nte,­

stno que 11 canttd1d que se ut11 tu co1110 11 su1111 de cuadrados del 

nu•1r1dor se obtiene co•o una consecuencta de un proc1dt111t1nto -

co•putacion1l particular. 
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Con el ftn dt conocer lis htpOttsts que r••l•tnte se pru1b1n, 101 

1utor11 reco•11nd1n, st no h1y c1ld1s v1c,11, que se ut111ctn 11s 

htp6t11ts que podr,1n prob1r11 1n tl c1so b1l1nce1do. St 1xt1ten 

c1ld1s v1cf1s, los 1utores propone~ un procedt•tento p1r1 determi 

ntr un1. h1p6tes1s ruon1ble que su sht1hr 1 11 h1p6te'sts desea­

d1. 

Para tal efecto Speed, Hocking y Coleman ut111z1n el modelo de me 

d1as de rango completo~ 

donde 

$. a 

G µ • O 

1J es el vector de d1•1ns16n p de 11s media~ de las 

c1ld1s d1 11 pobl1c16n que pueden incluirse 1n • 

tl utudto. 

W 1s un1 ••trtz de conteo t1J que w•w es df1gon1l 

y es tgu1l 11 nG•tro dt obs1rv1ctones en 11 1-­

fst11 pobllct6n. 

G ts unt ••trtz r x p dt rango r tal que G 11 • O 

rtprtÍtntl un conJunto de re lle tones entre 1 u 

•1dt11 dt 111 celdas c~noctd1s. 

t 11 11 error al11tor1o con e - l(O,la 1 ) e tnd•~ 
pendtent11. 
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Co•o prt••r p110 101 1utor11 d•t•r•tnan 111 r1strfcctones de 11s 

Hdf11 en 11 pobllcton ob11rud1 que 11Un t•pl fcftu en G 11 • o • 
Para 1110 p1rttcfonan 11 en 11' • (11ili , 110 ) donde ll• y 11 0 corr11 

pondtn r1sp1ctfv1•1nt1 1 11s 1111dt1s de 11s celdas v1cf1s y las o~ 

servadas .. En b1s1 a lo antertor propoc1onan la stgutente defini~ 

ctOn: 
~ 

" La restrfcctO G110 • O st dtce que es· h rutriccfOn · 

tftcUn st cuando Gµ • O tmp11ca G110 .• O y .6 es de 

rango 111h t1110. • 

Con 1st1 dtffntcfOn y ~sumiendo que W0 es la matriz de conteo· a­

propfad1, 11 •odtlo 1f1ctho es 

Y • Woµ + e 

1 •• 

Para construir 6 11 p1rtfcton1 G tn 

G • [ G•,Go ], 

dt acuerdo 11 •fs•o crft1rto con el que s1 parttcion5 11 , s1 apl! 

c1n op1r1cfon11 tntrt ffl11 con ~1 objeto dt reducfr G 1 11 for-

u: 
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133. 

(IV.6.1) 

Para probar una hip6tesfs en el •odtlo efectivo cuyo rechazo fm-­

pltqut tl rechazo de Hµ •O en el •odelo original, Speed Hock1ng 

y Cole•an proporcionan la siguiente definic1dn: 

• la htpdtesis Hµo= O se dice es la h1pdtesis efectiva 
~ 

si Hµo ~ O -> Hµ ~ O y H es de rango mfx1mo • 

De la matriz (IV.6.1) se observa que µm estf definida en tfrminos 

de µo como: 

(IV.6.2) 

Con µ• dtfintda en for1a única s1 Gm• es no singular. 

Si se utiliza la ecuactdn en (JV.6.2) para eliminar todo o parte • 

de µ~ de las ecuaciones se obtiene 

• • • • H 11 • H 1 µm + Hoµo • O 

llOttst que st G•• es no-stngular, H~ • O y if • tfo. En general. a 

* pltcando 111 reducctones en las ftlas a H se puede obtener: 



o " 

y qued1 1specific1do H. 

La metodologf1 que Spetd. Hocking y Colem1n presentan en ~u 1rtfc! 

lo tiene la p1rticul1rid1d de que lis htp6tests efectivas se basan 

en hip6tt~is que se habrfan prob•do ~1 el experimento fuer1 b1l1n­

ceado. 
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CONCLUSIONES 

El probl .. a del dtsb11anceo tt1 1tdo obJ1to dt un c.on1tder1b1t ftll· 

••ro dt contrtbucton11 tn la ltttrltura 11t1df1ttca. Stn t•bargo, 

y dado qut tl anll hh parece co11pl tur11 "' 11 111dtd1 en que au· 

Menta 11 cantidad dt factores baJo constdtractdn tn tl •odtlo, ~ 

prlcttca111nt1 la totalidad dtl •attrtal que ha sido rtcopt1ado • 

para la tlaboract~n dt 1st1 tr1baJo 1dl111n~t aborda tl caso de • 

dos factores. Dt uta for••· lu conclu1ton11 qu.t 1quf putd1n • 

prtstnt1r11 son r1l1ttv11 1 tstt tipo dt 11od1to1. 

u•. 

La ••ntra ttdrtca•tntt corr1ct1 tn la que d1b1n de an1li11r11 los 

1od1lo1 dt dt11fto dt 1xp1rt .. nto1 dt1b1l1nct1do1 es, ·dt·ICutrdo a 

lo tXpUtltO lft tl ap1rt1do 11.3, 11 COrrtspondte"tt al •Odt10 01• 

n1r11. · hto 11. 11 dtbt dt 1st1bhc1r la "tpdteah dt la for•a • 

H: Kb • • 1 a parttr d• 1111 obtener 111 11tadhttcu dt prueb1. 

· St~ Hb~~go, d1lttdo·1 que dt Htl ••.fttra cÍda ·problHI p1rttcuhr 

r1quter1 dt ll tl1bor1cHn de protn•s dt co.put1cfdn tfptcllitn· 

tt ca.pltcados; 1t Ita optado por vtt1 tur algunos 1ftodó1 alterna . . . . .·. -
ttwo1 usu11M1ti t1corporldos 11 p1.¡i11t11 1st1df•ttcos que factlt .· .. , ' . ... ,, . ' . -
t11 tl ••Ut1h· pero que p111d111 proiuctr r1111tti4os er.rtn•os 11 .• 

. ' ' . . . .. 
... , H uttlta1.t'1 .. c11d1M1t1, ••:•ectr, 1t H Sí lttH clartdad·· 
lft 111 lltJ.t1i1l:~•1,i1.prut.~11. . . . . . .. 

. ' .. ,· ,. . . 



De cualquier manera. 1 contfnu1cf6n se presenta un resumen de las 

hfp6tesfs que se prueban con los dfferentes mftodos expuestos en 

este trabajo, para lo cual es Otf 1 la sfgufente tabla: 

Hz: E n f ju ij / n l. = ¡; n1, j u i' j I n¡•. 
j j 

H3: E (n1j )µlj = E r. ~ IJ "i' J Ut•J 
j i 1 j "'J 

H 4: llfl " IJ i 1 l 

H s: IJ 'j • JJ t j' 

H1: ~ "1Jllfj I n 'j • i: "u· 11 1J' I n. j' 
f 

H 1 : ~ ( n fJ ) 11 fJ • i: i: "tJ n!1' 11 1J'. 
J' f "i. 

H,: lltJ •'llt'j. "tJ' + "t'j' •O 
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El ••todo de •edt1s no ponderadas es un mAtodo aproximado puesto • 

que 111 1u•11 de cu1dr1dos no ttenen una dtstr1buc16n xª y en con· 

1ecuenct1 no corresponden 11 nu•er1dor de una prueba de h1p6tests 

ltn111. No obstante Go1l1e y Lucas sugtr1eron una 1proxtm1ct6n P! 

r1 probar las hip6tesis Hi y Hs • La primera justtftc1ct6n para el 

••todo paree'• ser su st•pltctdad en el cilculo; stn embargo con • 

el 1v1nce en las actuales computadoras esta ventaja parece no ser 

de gran tmport1nct1. 

El ••todo de nú•ero esperado de celdas no es útil para realizar 

~pruebas de htp6tesis ya que, de forma similar que en el anterior, 

11 1u•1 de cuadrados del numerador no tiene una distrtbuci6n x2
• 

El ••todo de medias ponder1d1s es sencillo y sirve p1r1 probar las 

htp6t11ts no ponderadas Hi, Hs y H,. 

Por otro lado el ••todo modtftc1do de •edtas ponderadas se puede • 

uttlt11r para probar las htp6tests 

H.•• "t )fj + . Rt,·Ytjl ·+ ., 
E - ªJ •. t - PJl 
t "·· t n. • · · 

1 "' 
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El •ttodo d1 1Ju1t1 d1 const1nt1s 11 el Opti•o p1r1 los •od1los • 

con dos cr1t1rio1 d1 cl1siftc1ctOn sin 1nt1r1cc16n. Proporcton1 

tl •11•0 conjunto dt 1u•11 d1 cu1dr1do1 que 1e obtienen 11 11t1·· 

b11ctr 111 htpOtests 

~ 1 • 1,2, ••. ,a-1 

~ j. 1,2, ••• ,b-1 

en el modelo general.· 

Los ••todos de Over1tl y Spt1gel prueb1n 111 stgutentes htp6tests: 

.139, 

METODO 1. Nfnt•os Cu1dr1dos Co•pletos. Este mftodo proporct~ 

n1·111 •ts•11 1u111 de cu1dr1do1 que el dt •edt11 ponder1~1s 

y, por tanto, strve par1 probar el •ts•o conjunto de htp6te-- · 

sis. 

MUODO 2. Otl Ohtllo Elcptrt .. nt1l. Este •ftodo 11 semejante 

al 1ttodo dt ajuste dt con1t1nt11 1 prutb1 las htp6tests r., y 

H,. 

NETODO 3. Ordtnactan Aprt~rt. Este 11 t1•bttn un c110 espt·· 

e tal dtl •ltodo dt 1'.tu1t1 ctt co11st111tt1 en donde 11 uttl tu • 

R(o/~) 1 Rh/~ ,o) como 11 ·su.a dt ·cuadra4os dtl tf.1.cto prtnc! 

pal que 11 Gttl· para probar H2 1 H,. 



A1t1rn1ttv1•1nt1 11 pu1d1 ut111z1r R(S/µ) y R(~/µ,8) pira probar 

"· 'I "·· 

. 140. 

El •ftodo tter1ttvo de H1•••rl1 proporciona 1proxim1ciones de las 

1u•a1 de cu1dr•dos. L11 h1p6tes1s que se prueban dependen de - · 

111 condtctones no estt•ables s1l1ccionad1s y del orden en el que 

11 perttctontn los parbetros. En su tr1b1jo de 1974 lu sumas -

de cu1dr1dos que ·se obtienen sirven pera p~ob1r 111 htp6tesis Hi. 

M1 'I H,, 11 que.el conjunto de condiciones no estimables ·e' 

~ • • 8 • • y 1 • ~ y • j • ·º ~ ; • j . 

St putdt ob11rv1r que 111 htp6tests H1·Y Hs son ftctles de inter­

pr1t1r, ·1d1•ls de que 111 su•11 de cu1dr1dos 1soct1d1s a ellas • 

pu1dtn obt1n1rs1 h1ct1ndo uso de 11gGn paquete de regrest6n •Glt! 

ple. Stn t•b1rgo dtbt dt tenerse presente 11 rep1r1•1trtz1ct6n • 

que se 11tl con1td1r1ndo 11 1•pon1r 11 condtct6n m.•s.•r¡,• yj• O. 

St en 1f1cto es correcto de acuerdo 11 •odelo •. 1st1blec1r 1~t1 • 

r11trtcctOn 11t1 putdt ser un •ttodo 1d1cu1do y de calculo senct· 

110. 
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