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PRESENTACION

En e] andlisis de modelos lineales para el disefio de experimen-

tos con datos balanceados existe un consenso general acerca de

las hipbétesis que se prueban bajo los encabezados de efectos --
principales e interaccidn., Sin embargo, Tos intentos que se --
han realfzado para analizar los métodos‘empleados en el trata--
miento de datos desbalanceados no han conducido a un acuerdo ge
neral. Esto aunadd al desarrollo de paquetes estadfsticos que
facilitan el c&lculo de las estadfsticas de prueba sin que el -
investigador tenga pleno conocimiento de las hipftesis que se -

prueban, ha ocasionado gran confusidn,

Por esta razdn, el prop6sito de este trabajo es mostraf 10s pro
blemas que presentan los modcTos‘desbalanceados y exponer algq-
nas de las soluciones que se han propuesto en la 11teratqra es-
tadfstica.

Para ello, en el capftulo I se introduce el concepto de experi-

mento, de su disefo y de los modelos en el disedc de experimen-

tos.

;n el capftulo Il se prcscnti un resuneh de) anilisis de mode -
~los balpncildos con.uno y dos Critnrtosvdg clasificacién y dgl

modelo en su forma general.



3.

En ol capftulo IIl se presenta un anflisis de los modelos desby
Tanceados a partir de Jos resultados que se tienan para los ba-

Yanceados con el fin de exhibir la problemdtica que existe.

En @) cip(tulo IV se 1ncluyoh algunas confribuciones especffif

cas en el anflisis de modelos desbalanceados.

Es nuestra intencidn que estos cuatro‘capftulbsjséin:de utili-
dad para aquellos fnvestigadores que de alguna forma tengan que

enfrentar el andlisis de modelos do{blllnciiﬂos{.;‘



1. INTRODUCCION



I.1 EL CONCEPTO DE EXPERIMENTO
Un experimento en términos generales, es un proceso
controlado por medio del cual se incrementa la expe

pecto algin fenlmeno.

Al definir de este modo el experimente es evidente
go de la actividad humana que tiene lugar a través

mentacién.

Experimento es un vocablo derivado del latfn experi
es la accidn y efecto de experimentar. Experimento
examinar pré&cticamente la vir;ud y propiedades de u
ciencias ffsicas y naturales se entiende por experi
zar operaciones destinadas a descubrir, comprobar y

determinados fenSmenos o princtpios cientfficos.

La palabra experimento suele ser empleada‘con disti
clones, es decir, diferéntes fijaciones conceptuale
nificado segdn ei §rea o disciplina que se trate.

gfa se denomina experimento a ll,modificac16n plane
.ciones con fines de observacidn; durante el experim
| fica, por 1o menos, una ac las condiciones, la usua

da varfadle 1ndopgnd19ht0; 1a varfable en dependenc

planeado y

riencia res-

el alto ran-

de la experi

mentum, gue
es probar y
na cosa. En
rento reali-

demostrar

ntas denota-
s de su 519-
En psicolo

pda de condi
ento se modi

mente 1lams

cuya variacifn es observada, se denomina variable dependiente o

a de ésta,



de respuesta. En el curso del experimento, el resto de las con
diciones necesarias se mantienen controladas en el caso de que -
se considere que pueden producir un efecto sobre la variable de

pendiente.

Experimento de Kaspar-Hauser, Este experimento se realiza --
criando a los animales recién nacidos aislados de sus padres y
de otros animales, Se prueba 1a existencia de modos de conduc-

ta innatos. Seglin Freud, el instinto.

Desde el punto de vista de la pedagogfa, tode nuevo método, --

plan y programa de estudio, asf como los libros de texto, se --

consideran experimentales en el sentido de que los pedagogos -

qué disefan los métodos, 1os que elaboran los planes y.pfogra -
mas de estudio y los que redactan 1ibros, desconocen las reac -
ciones de los estudiantes; por tanto esos materfales estdn en -
fase experimental hasta que se realiza la evaluacién. del plan,
del programa o del texto con base en lis reabciones de algunos

alumnos.

En ffsica, 1a experimentacién ha sido y es de gran importancia
ya que 12 simple dbservaciﬁn del medio ambiehte constituye la
pauta del desarrollo de importantes experimentos que‘han‘dado

-or#gen‘a'teorfas de gran trascondencii. "Ejemplo de ello se'prg

- senta en el,expirfmento de ﬂichelsbn‘(l&él) "él cual se monté -



par primera vez en 1881 para medir el movimiento de la tierra, -
frente al hipotético #ter. Como la tierra, on.su ﬁovimiento de -
translaciln alrededor del sol, se mueve con una gran velocidad -
(30 km/s), Ya velocidad da propagacién de la luz en un é&ter su---
;uosto en reposo deberfa ser distinto seglin que la luz se prbpig!
se en la direcci6n del movimiento de la tierra o en una direccién
perpendicular c‘la mismq; Del experimento de Michelson, 1levado

s cabo en el interferimetra de Michelson, se obtuvo el resultado

de que 1a luz se propage con la misma velocidad en todas direccio
nes. E1 experimento de Michelson d14 pie para 1a teorfa de la re

Tatividad de Einstein. | | |

‘ Conforme con To anterior, experimento es un proceso controlado .
que se utiliza en diversas freas o disciplinas para adquirir al--

gln conocimiento adicional de un tema de interés.

Cabi enfatizar que a trav@s de Ta exparjnentlcidn ha sido posible
¢) desarrollo de nuevas teorfas; se han comprendido algunos fené-
menos y se han propuesto soluciones a probieﬁas psjquicds, socia-

los.~biolggicos. quiulcos y f!sicos entre otros.

De acuerdo con 1os interases del {nvestigador, e} experimento pue
do\f.n]izarsc en ocas!ones. pira conpnrai dos o‘mis conqutos de

datos que prpccdaﬁ do.un{dados que sou}iratados de manera diferen
te; o bien, siiﬁlcﬁonte para observar el comportamiento que su---

fren Yas unidades al aplicarles un determinado trataniento.



Es importante sefalar que en numerosas ocasiones las observacio

nes que se obtienen en un proceso de experimentacidn son produ-
cidas por fenfmenos que en las condiciones que se observan se

consideran aleatorios y por tal razén tienen que ser analiza‘-
dos mediante procedimientos que tomen en cuenta la incertidum -

bre asociada para establecer las conclusiones de una forma apro

piada, En estas circunstancias, la estadfstica desempefia un pa

pel fundamental tanto en el Disefio como en el Andlisis de Expe-

rimentos.

[.2  EL DISERO DE UN EXPERIMENTO

Dada la importancia del experimento como parte del proceso de -
. adquisicifn de conocimfento, es esencial su planeacidn de modo
que su estructura y e;tr;tegia reinan 1a ms amplia ipfbrmacidn

- acerca del problema en estudio,

EY disefio de un experimento es la secuencia completa de pasos -

programados de anteﬁano. para asegurar que los datos produbidOS‘

se obtendfln de tal forma que permitirln un anédlisis que conduz

ba ') deducciones vllidas con respecto al problema establecido -

con el mejor aprovechamiento de los recursos disponibles.



Antes de realizar e) disedo de un experimento deben tenerse cla
ros los objetivos de éste y considerar en general ios_recursos

de que se dispone.
A través del disefio de un experimento se determina:

1) €1 nimero de observaciones que sé van a realizar .
I1) €1 tipq de variables involucradas
I11) La medicidﬁ mds ;decuada-de las observaciones
v) ;I o;din en que van a ser‘tohadqs las observaciones
V) Los crrorésisiitemlticos que se cometen
'Vl)‘Ef tipo #e andlisis que se ip!icarl ala 1nfp}mac16n

‘producida por ¢l experimento-

Al elaborar el diéeuo de un experimento es recomendable tomar. -

en cuenta tos siguientes aspectos:

Rc!itividcd. -Se refiere al balance que debe existir entre la

'cipacidad ncondnici. 1ntelictudl. de trabajo del experimentador,

o del equipo de experimentadores, y el vaior_del probiema de

acuerdo a los objetivos perseguidos.

9,



Globalizacién. Es la presentaci6n sintética del problema antes
de su anflisis, llevado a cabo, con la colaboracibn de un grupo,

usualmente interdisciplinario,

Sistematizacidn. Es la ordenacifn adecuada de los problemas

exigido§ por los intereses y necesidades del experimentador,

Oportunidad. Se refiere al lugar, tiempo, situaci6n econdmica,

polftica, socijal, etc. bropiOs para la ejecucin del experimento.

Continuidad. Previendo todas las etapasvdel trabajo planeado,

desde el 1nic1al hasta el final.

Flexibilidad. Que permita posibles reajustes durante el expe-

rimento, sin quebrantar sy unidad ni su continuidad.

Precisidn y claridad en el disefio. De tal forma que un grupo
interdtsciplinario'pucda 1legar a conclusiones certeras del ex-

perimento.

A continuacitn se.presehtarQn 10s pasos que se recomienda efec-
tuar en el disefo de un experimento; pero antes, es necesario

>~1ntroddc1r a!quhos términos usuales:

Unidid‘f;ﬁer{mintal., Es la n!nin§ hnidad 2 12 cual se le apli

caum sdlo conjuntb particular dc-con¢icionos.txperiientalis.

lo.



Tratamiento. Es el conjunto particular de condiciones experi-
mentales que se aplican a una unidad experimental dentro de los

confines del disefio seleccionado.

Factor. Es uns variable generalmente bajo control, cuyos efec

tos en los resultados experimentales son objeto del estudio.

Niveles de un factor. Son las diferentes modalidades que pre-

senta un factor.

Efecto. Es el cambio que sufre 1a variable, respuesta que se |

observa y registra en el experimento, como consecuencia a cam -

bios de nivel en un factor.

Pasos por seguir en el disefio de experimentos. De acuerdo con
Kempthorne 1952, el disefio de un experimento que se analiza es-

tldfsticanente consta de 1qs siguientes pasos:
1) Enunciado del problem
2) fornulaciﬁn de objetivos
3) Proposicidn de la técnica experimental y el disefio

4) Examen de los ‘sucesos posibles y referencias en que
" se basan las razones para la indagacién que asegure
que el experimento propordiona la 1nformaci6n;+éque-

rida en la extensidn adecuada.

11.



5)

6)

7)

- 8)

9)

Consideracidn de los posibles resultados desde el
punto de vista de los procedimientos estadfsticos

que se les aplicar;. para asegurar que se satjsfa-

" gan las suposiciones necesarias para que sean vi-

1idos estos procedimientos.
Ejecucién del experimento

Aplicacian de las técnicas estadfsticas a los re-

‘sultados experimentales.

Formulacidn de conclusiones. Deberd daise cuidado

sa considerccidﬁ a la validez de Yas conclusiones
para la poblacisn de objativos o eventos a la cual

se van a aplicar.

Valuacidn‘dc )a {nvestigacidn completa, particular

mente con otris‘invcstiqacionos de! mismo problema

o similares.

'La conun1cac16n_ontrevcl qstldfst{co y el 1nvestigador es de -

vital importancia en ii'discﬂo do‘ﬁn oxporiuonto'para este efec

to; es dﬁ,gran.utili&;q que o] estadfstico presente al investi-

gidor‘uﬁt listi‘do coiprohacién‘bara planoarvdn oxporinonto.

Una lista de este tipo fue proparada por Bicklng y se rnproducc,

o nsoncla. ' continuacidn. .

A 5_0§iqﬁor unfihﬁnc1|¢o claro deY problems -

. lz.



c.

1.

ll

Identificar 12 nueva ¢ importante Qrcn del problema,

Delinear ol problems espacifico dentro de sus limita

ciones usuales.
Definir ) propdsito exacto de) programa de prueba.

Determinar 11 relacidn del problonivbirticular con

1a investigacién total o programa de desarrollo.

~ Reunfr la {nforlaclqn bisica disponible.

.'}nvoitigar todas las fuentes de 1nforia¢iqh'disponlblos.'

DiseMar o) progrima de prueba

‘o

_sdstqnor.unl conferencia con todas las partes concer-
" nientes:
a) !nuhcilr los obJoiiVos dol'oxpdrinonto

b) Establecer ol grado do confiubt\idad que_ se consi?

dere convcniontc._

ﬁ) !sboz&r lat ultarnat!vas posib\cs do los succsos.j

d) ootnrninar ') rango prlctico de- ostos fnctorcs y T
| los nivolos ospoclficos u los quc se harln pruoba;,‘

N E;cognr l|§~np§1c19nos f{nlln;‘quo van »hlcyr:o.

13.



9) Considerar o) efecto de la variabilidad en caso
de realizar un muestreo y de la precisidn del -

método de prueba.

h) Considerar las posibles interacciones de los -

factores.

i) Determinar las limitaciones de tiempo, costo, -
materiales, recursos humanos, instrumentacién y ,
factores que sin ser de interés puedan modificlr

Yos resultados.

J) Considerar los aspectos de las relactones huma-

nas del program.

" DiseRar e programa en forma préelininar

a) Preparar un programa sistemftico completo

b)'Proporcionlr las etapas de ejecucibn o_cdaptaci@n

del programa si es necesario.

¢) Elininar los efectos do las variablos quo no -

estln en estudio.

d) Elogir cl n(todo de lnl\isis estadfstico

e) Hacer las 1nd|cac10nos prudtntcs pnrl una acunu-";

lacién ordcnndn de dutos..'

.



3. Revisar el disefo en colaboracidn con las partes con-

cernientes

a) Ajustar el programa de acuerdo con los comentlr1ds.

b) Desglosar en t@rminos precisos los pasos a seguir,
Planear y 1levar a cabo el trabajo experimental

1. Desarrollar métodos, materiales y‘equipo

2. Aplicar los métodos y técnicas

3. Supervisar y verifjcar los detalles; modificando el

método si es necesarfo.

4. Registrar cualquier modificacién al disefio del ﬁro-,

grama.

5. Recolectar el ;vince del programa.
Interpretar los resultados

1{.'tonsiﬁirlr tbdos Tos datos obsirvados

2. Lilitur lus conclusiones o doduccioncs estrictas s

”plrtir de la evidencia obtonida.

3 Probcr lodllnto cxpnrilontos 1ndopondientcs las con -v 

-"trovorslls quc suscltln Tos dltos.

15,



7.

Liegar a conclusiones tomando en consideracién tanto
la interpretacidn de los resultados asf como su gra-
do de confiabilidad.

Especificar Yo que implican los resultados para su:

aplicacidn y para trabajos posteriores.

Tomar en cuenta todas las limitaciones impuestas por

los métodos usados.

Enunciar los resultados y su confiabilidad.

Preparar el informe

Describir claramente ¢! trabajo dando antecedentes,
aclaraciones pertinentes del problema y del significa-

do de los resultados.

Usar thodos gericos y tabulares para la presentacién

de 1os datos en forma eficiente para usos futuros.

Suministrar infornaci@n suficiente para que el Tector

pueda verificar resultados y sacar sus propias conclu- -

sjones. 3

Limitar las conclusiones a un rosunén tal, que el tra
bajo evidencie su uso para consideracioncs r(pidus y

acctones decisivas.

16.



Para finalizar, es menester insistir en que el proceso de expe-
rimentac19n. para ser adecuado debe de configurarse como una ac
tividad metddica y orientada por propésitos definidos. Los dos
grandes males que debilitan y a 'a vez nulifican este proceso -
son:

- La improvisacién desordenada

- .a rutina y la falta de objetivos

E1 mejor remedio contra esos grandes males es el disefio; éste -
aumenta la confianza en el progreso metSdico y bien calculado -

del experimento hacia los objetivos definidos.

£1 disefo es, adicionalmente, un recurso para el control admi-

nistrativo del proceso de experimentacifn.
€1 proplsito del disefio es:

a) Que exista la minima probabilidad de que se cometan

- errores.

- b) nin1n1;§r el costo, tiempo y esfuerzo {nvertido en

ol proceso de exporimentaci@n.
¢) Evitar confusiones debido a las mediciones.

'd) Codsjdorlr Tos posiblaes probionns que puedan,)Urgir‘

durante 1a experimentacién.

17,



e) Poder realizar un anflisis que conduzca a una con-
clusidn confiable sin hacer uso de métodos muy com
plicados,

1.3 MODELOS EN EL DISERO DE EXPERIMENTOS

Los modelos de disefio de experimentos son modelos mitemlticos que

utilizan métodos estadfsticos para expresar 10s cambios existen--"

tes en la vartfable respuesta como consecuencia de la variacién -

controlada de los factores en estudio y de los estimulos que 8$~-

tén fuora:del control del experimentador.
Su representacidn matemftica nis.gencril es 1a siguiente:

Y=F (A,B,C, D, E,...)

en donde Y representa.la variable de respuesta, A,B,C.D,E,... re-

presenta la multitud de factores que inciden en dich| ﬁespuesta y

F(*) es una funcan qhe'describo esta felicidn.'Usuqlmcnte. de -

los factores involucrados sélo un reducido'nﬁnero'de cllos. por -

ejemplo A, B y C, son de interds y se encuentrun bajo control.

estas coad!cionos e} efecto totcl de los factores se desconpone.

bajo el supuesto de aditividad, en él debido a ]os flctorcs bajo .

control y en 1 debido a los no controlados que en ganrll se con-

sidora llontorio

18,



Asf, la forma original puede modificarse de la siguiente manera:

Y =f (A, B, C) +e (D, E,...)

en donde f es una funcidn que describe el efecto de A, B y C en
1a variable Y mientras que e (+) reprasenta el efecto del resto
de los factores que se considera como un error de naturaleza --

aleatoria.

Debido i Ta facilidad que representa para el anflisis del mode-

lo y tomando en cuenta la amplia gama de situaciones que pue--

den describirse de esa forma, f (A, B, C) es normalmente repre-

sentado por una funcidn Vineal de las variables independientes.
En el caso en que los atributos o factores bajo estudio sean de
naturaleza cualitativa, es claro que esta representacifn 1ineal
pueda obtenerse directamente mediante el empleo de variables in
dicadoras de los niveles de cada factor que se emplean para pro
ducir las obseryicioﬁes. De esta forma el modelo original pue-

de ser descrito de ia sigulente manera:

Y ..sg-l BS xs-t e

“En el caso de modelos para el andlisis de informacién. experimen
_tal es también @qual‘lﬁoptar una,n§tdcidq-c@uplenentaric qu¢ fg'

“cilita ia]identificicion:de ias:picigs de 'hform|c16ndismhﬂbles.‘

lgi



Por ejemplo, si en un experimento se utilizan dos factores bajo
control y se roli1z|n varias observaciones para unhAconbinacidn
de estos factores, es usua) asignar a cada observacion Y tres -
subfndices de tal forma que '13& representa 1a k-ésima observa-
cidn realizadllcuando los factores bajo control se fijan en los

niveles { y J respectivamente,

De esta manera se obtieng la expresion:

T2 l,0iesd sees ‘(1.3.1)
J=1l,...00
k=1,...; nfJ

q
agh 5 s Xs t oyt

En este modelo los pardmetros involucrados son, en general, des

conocidos y precisamente las hipCtosis que usualimente ‘'son de !n_

terds, pueden ser plantoadas en términos de afirmaciones sobre

el valor que forman algunas de sus colbinacioncs linelles.j

De esta farma, el objetivo original del experimento puede ser

reducido a investigar 1a magnitud de las uencionadas,coqbinacjg .

nes 1ineales que deben ser estimadas a partir de la informacién

~disponible. -

La naturaleza de los~err6rgs 1ipliéa. directamente Ta a!ia(orig

dad en las observaciones o la 9qriable-¢6 rc;pyikii y las téc-

nicis cstadfsticus_piri e inllisis'q._bstc‘tibq dc‘npdolds-ha-

20.



1.

cen uso de una serie de suposiciones sobre 1a distribucidn de
probabilidades de estas variables para efectuar las estimacio -

nes y las pruebas de hipdtesis rilevantes.

Usualmente, se supone que 105 errores invelucrados en el modelo
son independientes y tienen una distribucién normal de media ce

ro y varjanza constante, pero desconocida o?.
De 1o antertior, el modelo ([.3.1) puede describirse como

con ey - N{0, o?), independientes

1o que 1mb11ca que

q
le ~ N (sfl By X o’).independieqtes
en donde los parfmetros son desconocidos pero fiJos.‘

Vale la ‘pena mencionar que en algunas oca;ion?s, no se incluyen
en un»experfnento todos Jos niveles de los flctoresvbajo estudio,
sino que s810 se seleccionan-al azar algunbs de Qlio;‘pnra S -
anflists. En esas condiciones con‘dl fih de generattzar los re
sulti&os; los ef.ctoi de los factores se consideran aleatorios

y il’nbdelo recibe ¢l nombre da uodelo de ochtosxalcator!os.'-
En Yo quc rcsta de ostn tradajo, se tratardn exclusivaucnte los
nodoios do cf.ctos no alcatorios o fiJos.



Adicionalmente, los modelos de disefo se han clasificado en ba-
lanceados, si cada tratamiento es aplicado al mismo nlmero de -
observaciones, y desbalanceados si allmenos existe un tratamien
to que no contenga el mismo nimero de observaciones que los de-
m&s, Esta clasificacidn es muy importante porque en general, -
dependiendo de si el disefio es balanceado, 1a forma de analizar

1o puede presentar diferentes modalidades.

E? propdsito principal de los modelos de diseflo de experimentos
es el de probar fgualdad de efectos entre los niveles de los --
factores, esto es, probar que independientemente del nivel que

se emplee de un factor, la'rgspuesta permanece inalterada en cu

yo caso se dice que el factor en cuestién no tiene efecto en la

respueita.

Bésicamente, el méiodo estadfstico para probar este tipo de hi-
patcsis es el conocido como cociente de verasimilitudes (Mood &
Graybill) que consiste en comparar los valofes m&ximos de la --
funcidn .de vcrosimilithd en ¢! modelo original, también conoci-
~do como completo y el del modeld que {incorpora la hipotesis ba-

jo prueba, conocido.como reducido.
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II. DISEROS BALANCEADOS
I1.1 UN CRITERIO DE CLASIFICACION

Antes de analizar en detalle los modelos con un criterio de cla
sificacifn, se expone un ejemplo del tipo de problemas que pue-

den ser resueltos con estos modelos.

Supéngase que se quiere investigar el efecto de una preparacidn
de insulina, aplicada a tres dosis diferentes, en el porcentaje
de redqccidn de aziicar en la sangre de conejos. Para ello se -
eligieron 3n conejos que tuvieran caracterfsticas homogéneas -
tales comovpesd. sexo, herencias, vigor y nutricidén previa. Se
formaron tres grupos cada uno integrado por n conejos seleccio
nados aleatoriamente. A cada grupo se le aplicé una dosis dife
rente de insulina para saber si realmente se producfan cambio;v
significativos en la reduccidn de azicar en la sangre &e los co

nejos.

Los datos se pueqen presentar de la siguiente f@rma:

Dosis.

A, 7P A
A, | T A
A L ‘v,‘n
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Donde Y'J es el porcentaje de reduccién de azdcar en el j-ési-

mo conejo a1 que se aplfca la i-ésima dosis.

(3] aodolo para rcprcsnntlr este esquema puede ser expresado co-

no siguo.

en donde y representa el valor medio global de la variable de --

respuesta, y Gy e G, Gy representan las desviaciones, respec-

to a y debidas a los niveles del factor bajo estudio, e§to es

el efecto de cada uno de los tres niveles.

La hipltesis que usualmente se quiere probar en este tipo de mo

delo es la igualdad de los efectos debidos a los diferenfes tra

tamientos esto es:

ﬁo. a9, e0e ., 0 a.’ vs.

Ho: .,,y;.k para alguma 14k 1.k=1,2,...a
En ol ojonplo_ a.=3

En caso de aceptarse Ho se dice que la dosis no tiene efacto en

Ta vuriablc de rospuesta. osto es, en la reduccidn de azacar.

25.



El an8lisis de los modelos con un criterio de clasificacidn par
ticularmente para probar la hipftesis de igualdad de efectos, -
se 1leva a cabo como sigue. El modelo correspondiente en el ca

so balanceado es el siguifente:

1 = p+a1+eij Cee {11.1.1)

donde
- 1 s la j-ésima observacién del i-ésimo
nivel J=1.,...00m
i=1,..., 8
H es la media general
ay es el efecto de la {1-ésima clase o nivel
del factor bajo estudio B
j e el término del error aleatorio.deb!do_
a las caracterfsticas especfficas de Yij

“Adicionilmonte, se supdnc que e, - N (o, o%) y que los errores

son independientes.

Coﬁo cbnsibucndla se tiene que ‘nJ ~N (u¢ a{; 0?):

b 20005 )= 1L, 20000 Yy SO 1ndepcndiente$.

Para cfcttuar la prueba de hipStesis Ho: @, "0, *...=0, se -

pfd;edo de acuerdo allbs siguientes pdsos (R. Hicks).
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I) Maximizacidn de la funcidn de verosimilitud en el modelo -

completo.

" se establece la funci6n de verosimilitud

Lan o
L (fousag,0®) =(2mo!) * exp (-5

=R TR L

en donde se tiene que t=Lnl{+)una funcidn m&s simple de optimi

2ar tiene la expresifn:

t=LnfL{f,u,a,,0?)] =-—QLnZHo --l— E £ (Y-u-ap)?
i 20 ul” i

En virtud de que t es una funcién diferenciable, se obtienen
las derivadas parciales respecto a u.af,a2 y se igualan a ce-

ro

. .1 % % 200 ~u-ay) (1) =0
du 202 =] j=1
n
at .1 3 2( Y5 -umog) (1) =0 i=Ta
da 20t jal

’ an
At 2 oy op (v -u-a) l g
20" ¢ 2Mo? sl W T

Reescribiendo 1o anterior, se obtienen las expresiones que se

conocen como eculciones normales:
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a n . a
iji Jfl YiJ -any -n‘flui =0
n ~ A
jil *11 =nu-noa; =0 . e
G2e 3 L (1 -ied)?
i=] =l
an

Para resolver estas ecuaciones respecto a &1.&2,§... &a’ n o se
tiene un sistema de a +1 1inclgnitas pero de rango a. Debe de
notarse que en los modelos de regresién que se analizan en una
forma similar, el sisfema de ecuaciones es de rango completo.

Para poder resolver el sistema ([1.1.2) con una solucién inica

se establece usualmente y por facilidad, la condicifén adicional

I a, =0
fap !

"De esta manera (I1.1.2) se convierte en:

a n a ﬂ

Z Z Yi‘j - aﬂ a = 0 - l-' = E Yij = ? "'

131 ja ' I J=1 an -

E oy Bende0 = Gel IJ.L YoV i
b -ny-na;, = ) 4 Yoo2 ¥ -Y.. i=l,a
g W A g T

"y por lo tanto o2 que se abtiene en funcién de &p,..av..,&a Y

ﬁ_ tiene 12 siguiente'expresion:
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"z._..l._;g' qz
R TRV L AR

Es posible verificar que el valor de 0, que determina unfvoca
mente el valor del miximo de la funcibn de verosimilitud, es in
variante ante cualquier solucidn del sistema de ecuaciones nor-

males.

1) Maximfzacidn de la verosimilitud en el modelo reducido in-
corporando la hipbtesis: - ' '

Ho: o, =o;= ... =a,

Bajo la hip8tesis Ho puede suprimirse el fndfce de los efectos,
ya que todos son iguales y el modelo correspondiente es simple-
mente:

Y’j LAY +G+.1j

Vij - u.’eij= u‘.u’a "l.z.--..l; J‘l.z..-.ﬂ
Por 1o tanto o
N ¥ - N (uf. a?)
y 1a funcibn de verosimilitud es

" . » (-2 ’)_ a'zn" o ; n‘(y_ . 'ﬁ
(f.uv02)a (210?) ? exp (- Lz )}
por)n Lelk ol AL R
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Procediendo de la misma forma que en el modelo completo se tiene

que

2

. An 1 o 2
t s Ln(L(f, u*,0% ) = 2 Ln(Zno’)-—z—c—-Eg(VU u*)

se deriva parcialmente con respecto a u*, o y se fguala a cero.

n
=]

HIPRY
—-— I z(“J-u')

Lo equivalente a

Yig “AanpN =0 > pray.,,

-y

X

J

81- I (_Y.U_-__._')l
i3 an

]

111) Se establece la forma de la regién de rechazo de acuerdo al
método de cociente de verosimilitud. Esto es, se rechaza

Ho sf y s8lo0 sf

M Lfout, of)
Sup L (f9 Uy (11 1'02)

HoUH,

con un valor k >0-adecuadlngnte seleccionado, esto es, tal que sg

tisfaga que P ( rechazar Ho/Ho es cierto) = a para un valor de a

cercano a cero (ushalnente 0.05 Q 0.01).
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Es convenfente observar que:

"~ -an -
(2 "of)'1- ¢ <k

45| ~IS

(2‘!!3’)'-':'1 e

Ay J-an
o iy :
—t ¢ k-
32
- -

Cmd

r~ - an
ca ==
.ol ?
"
02

<k‘

I\z :
$mpy —L <k.

En este punto basta encontrar la distribuci6n del cociente - -

ot/ 3:-baJo 1a hipltesis Ho para que el evento de rechazar 1a -
igualdad de efectos se lleve a habo con 1a probabilidad preesta-
blecida. Sin embargo, no es fdcil determinar tal distribucién

y resulta coannionto reexpresar 1a forma de la regidn de recha
20 en términos de una estadfstica cuya distribucidn sea conoci-
-da., Esto puede 1levars§ a cabo de Va siguiente manera:

.__:; <kt

~
2
0

Q>

)

. Y. -1-a 2. ' . |
i 4 f u:)‘ <k ... (11L13)
Yy - o o



En donde, el numerador de este cociente puede interpretarse co-
mo la suma de cuadrados del error debido al ajuste del modelo -
completo ( SCE"n) mientras que el denominador, de forma anfloga,
resulta Ta suma de cuadrados del error debido al ajuste del mo-
delo reducido ( SCE"‘). Mds aln se puede verificar que debido

a que el modelo completo involucra un nimero mayor de pardme --

tros, y por tanto presenta mayor flexibilidad para el ajuste,

se tiene que

SCEMC < SCEMR

De asta forma y como SCEMc es mayor o fgual a cero se puede de-

finir.
ScEHo = SCEMl - SCE'4c 2 0

Es f8cil comprobar que

a - -
SCEy® L n(V¥,, ~Y..)?
Ho {a1 i

De 1o anterior y de (II.1.3) se tiene que:

SCEy

—— t
i

320
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SCEy
SCEy * SCEy,

1 < k"

< SCE
14 Ho
SCEwe
- SCEy, ,
SCEm
Tl - V.
n - Yoo
<> ia] 1o > k"
an -
L L (Y- ,)"

=] §ul

En virtud de que puede demostrarse que SCE,. /o* se distribuye -
como una variable aleatoria x? central con na-a grados de 1§ -
bertad mientras que:
LN
02
se distribuye como una variable aleatoria x* no central con --
a-1 grados de Hvb.ertad y pardmetro de no centralidad x 20, en
donde A= 0<>Ho es cierta, y como ademds puede probarse que -

sc:’m es independiente de SCE, se tiene que:

SCEHO
Fe SCEy Fla-1, an-a) cuando Ho es cierta



Ast, F es la estadfstica adecuada para probar las hipltesis

Ho: “1 = QZ .-.'Ga vs

Ha: oy # o para alguna 1 #]

v Naturalmen‘te."sé- rechaza la-hipftesis Ho si F es mayo& que el
“cuantil ‘avprqﬁia'dgjdé‘una distribucidn F con a-1 y na-a g.rados
de Hbe’rtad._ o
Usualmente, las magnitudes relevantes para probar la hipbtesis '

' de interés se pres‘entan en la siguiente forma que se conoce co-

mo Tabla de Andlisis de Varianza.

FUEDNETES GRS?OS SglEM CUADRADOS .
VARIACION LIBERTAD CUADRADOS MEDIOS .
.8 - - a -
Tratanientos  a -1 1):ln (Y1 SYL) 12n(Y1..v,,)2
a-1 Zﬂ(;h’?'-)z
Fa -1—.—6:'..._-_..i
82 . .
' an ‘ PR "2- an s s
Error afn-1) . I (Y”-V‘,) gls ¢ ):(\(1 - v,,) ‘
, is] jml _ 1-1.1-1-"1—-—-—
: . a(n-1)
an .

Total corregi 4. Loy

1"- YOI )2
do por la media {a] §=1
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Vale la pena notar que en la tabla anterior se tiene la pro -
piedad, por construccidn, de que las sumas de cuadrados de Qs

dos primeros renglones suman al tercero.
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1.2 DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION SIN INTERACCION

Los modelos con dos criterios de clasificacidn se cplicaﬁ en -
aquellos casos donde se tienan dos factores de interés cuyos
efectos en la varlcblo de respuesta so‘prctonto dotoruinor.

En general cada uno de ltos nivolcs de cada factor es coubinado
con touos los nivolo: dcl otro. ’

€1 concepto de 1ni;rucc16n se emplea para dqséribir ta situa-
ci6n en ta cual los efectos de uno de los factores dependen --
del particular nivel que adopte el otro factor. Los modelos -
sin {nteraccidn se emplean cuando de lntoulndgic sabe qui no
existe interacciOn entre los factores o no es de tntorls'consi |
derarla, |

E) andlisis matemftico de estos modelos en el caso balanceado
resulta sor una gonoralizacicn nuy natural del que se ofectaa

en los nodclos con un critorio dc clasiflclcldn.;
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DEFINICION DEL MODELO

E) modelo balanceado cuando no se considera la 1nt§r|cci6n. es

el siguiente:

i=l,...,a
J-1,~n-,b ‘a0 (II.Z-I)
k=1,,.oun

Yijn ™ Wrog+ 85+ ey

En donde{

" u es la media general
ag es el efecto del i-&simo tratamiento del factor o
53 es e} efecto del j-é€simo tratamiento del factor 8

‘Uk es o) error aleatorio

Naturalmente se supone que:

1=21,2,...,2
e‘jk" " (ol 01) j - 1.2.0" '.’ b
k- 1.2p000|n

y estos errores son independientes.

De 1gual manera que en 1a seccidn 1.1 se:obt1ehenllas_ecué¢163

nes normales para el modelo'(lx.z;l)



abn

bn

an

A

y o=

ahn

" a ~ A
u+bn I a; tan I ' Youo
a1 ]
u + bn (L‘ +n § Bj = Yioc ¥'"1|a
e(11.2,2)
u+n E(l.i + an Bj = Y'J' ¥ J.lnb
1 a b n( A ~ g)z
— I L (Y, ==~
EREUSER b

De nuevo (I[.2.2) es un sistema de a+h+ 1 ecuactones con - -

a+b+1 Inclgnitas y rango a+b -1,

Para poder rcsolver el -

sistema (I11.2.2) se deben establecer dos condiciones adiciona-

les que usualmente se eligen como :

a . o b .
I a; = I 8, =0
ja1 je1 g

y se obtiene la siguiente solucidn

SCE
i

a' .Yf‘.-v..'

LN TRl PR

S ¥
U Tibe pegliey U

1‘00-‘,

E'j'* ?..‘..‘)‘.2 .
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HIPOTES!S QUE SE PRUEBAN

Para probar Ho: B ,=8,=...= 8, hay que considerar el modelo -

reducido:

Yijk LTS ay +349”k- p*+ ay +eUk; uv e ¢+ 8

que ns semejante al modelo (I1.1.1). Consecuentemente,

SCE -zz(v -Y'.) y
"‘vm-l ik~ N

b v v 2
‘SCEHO' SCER-SCEM- L an (V-,j, Y...)

=1

Cono,lcijk ~ N{0, o} 4ndependientes, Scsrc se distribuye co-
g
MO0 una xf no central! con b-1 grados de libertad y un pardmetro

de no centralidad que de nuevo es cero s{ y s6lo s! Ho es cier-

ta. En virtud de 1a independencia de estas dos sumas de chadrg

dos se puede verificar que:

~ F (b-1, abn-a-b+1) bajo’Ho;
SCEpy / (abn-a-b+1) "

F, entonces, es lTa estadfstica adecuada bara probar 1a hipdtg '

sis Ho: 8,= 8,%...%8 .
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De igual fornl st se quiere probar 1a hipltesis ‘

NO: “‘..l LTI .ﬂ.

£1 modelo reducido por 1a hipStesis es:

‘ "J¥ l‘ F.:a * l, 0».'ka.v w + ”" .1’k H uo TR . (lt.zf‘)
Con '

*‘SCF”‘T' g': ( “Jk,- '.J. )1

Y en forlo anfloga se obtiene quo ll o:tndfsticn do pruobl DIFI osl:
ta htpdtcsis e sigulcntc' '

b 3 | (v, ...) 1 (s - 1)
F,-—J—-

tzr (Y -v..-v. w...)'/m-.-bn n
A T R ¥ '

-‘Para cst' lodclo. la infor-lcitn indisponsah!c pora ofcctuar la
‘pruobn dt las dos hipotcsis dc 1utorls puede prcsentarsc conjunta-

-lcnte 1] unu so!c tlbll da lnl!tsis do varianxu que 1) s signiuu-]
te: . i
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FUENTE DE VARIACION GRADOS DE LIBERTAD SUMA  DE CUADRKDOS
Entre Tratamientos a-1 b bn(§1;' - ;...)’
0' ! ’
Entre Tratamientos b -1 § ln(Q.J. -¥...)2
'BJ
Error o abn-a-b+i trrlyy -?._ i.+? )2
, ) . ‘ 14K 13k 1. ]
Total Corregido - bre1 - (Yuk Yo
por la media , 13K

En esta tlbll. 19 1ntoros|nto notar que- nuovcmente resulta que la
puma de cuadrados del ronglon quo corrcspondl al nocho dob\cmen-
te reducido al 1ncorpor|r tas dos hipStesis se obtiene como 1a sy
" de.jcs tres sumas de cuadrados superiores. Este hecho se,pue-
de interpretar en el sentido de que il error o la virilbiiﬁdid de

ias'obscrvacionis rc!pocth'a su media 9lobal'sé puéde doséomponer

'on tres partos. unc debido a los términos. Bj. otra dobida 8. 1os

'tlrninos a, una -ls al tirnino ‘1J

"Adicionlllonco. ol hccha do quo lus prucbas dc los- ofoctos de --

'1los factorol puodln rcc!!:arsc dn noncra 1udcpcnd1ente so conoco'

‘como la propindad de oreogoncliddd do ofcctos. Esta ostructurl -
_quo rcsultl nuy convoai.nto no in pro:ontl on tcdos los -odolos -

.i_do oxpcrimm yes Mm. cm u ﬂustml posnﬂomente. 2 bﬂnnuo do,"

_1&3 ebscvvacionns. o
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11.3 UN MODELO GENERAL

Hasta el momento se han tratado los modelos con uno y dos crite
rios de clasificacidn balanceados. En esta secciSn se estudia-
rd el modelo con efectos fijos que generaliza a los anterjores

y pornite el estudio de més de dos critérios de clasificacifn ¢
inclusive modelos con interaccidn heciéndo uso de la notacién -
matricial. Se expondrién algunii de las caracterfsticas bésicas

de) modelo y las hipdtesis que se prueban usualmente.

Considérese el siguiente modelo:

Y Xbee e (11.301)
donde
- Y es un vector de observaciones de la varfable de res-

puesta de dimensifn i x 1

b es un vector de parémetros de dismensidn pi 1

X es una matriz de orden nxp fﬁrnundb‘ceros y unos
que representan ausencia y pfctcncia de los diferen-
tes tritnniontps'cbh.rango r<pe n

e es un vector de errores aleatorfos tal que

E(e)=0; Var(e)=o? _l'ny'

jjl_Para vectores alaatorios se denotard por Var (¢) 2 Ta correspondiente:
matriz de varfanzas y covarianzas. - ‘ '



y ¢ N{(0,c%In), Por lo tanto, se tiene que E(Y)eXb,

var{(Y)s o%In’ Y~N(Xg.a’lnL

En este modelo, para efectuar 14 prueba de hipGtesis sobre el -

Veétor de par&metros b usualmente se emplea ol método de co --

ciente de verosimilitudes que requiere de la naxiuizacidn de 12

.verosimilitud tanto en el modelo original o completo como en el

.modelo‘reducido al incorporar la hipStesis.
, Pira'pl éa;o-del modefb.comp}e;o se tiene que:
. . n E
L0, of) = (210%) T e =gy (v- ) (v-20))

de donde el logaritmo de esta funcibn estd dado por

Ln [L(f. b c’)]--%_Ln(Znu’)-;L; (Y Xb)* (Y Xb)
. . [+)

Doriyando parctalmente con respecto a b y o e 1gual'-ido .

cero obtendremos

3 n(L(f.b, 0%y Jee=ts (20'Xb-2X0Y) = 0
b . 20 T

L LaL(febag?) Tee L (yaxby (YoxB)e 0
S8l .. gt gb AP
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y por tante
X'Kp K'Y v (11.3.2)

oted (rvepua) v (11.3.3)

Donde (11.3.2) son las 1lamadas ecuaciones normales. Como X'X
es de rango r<p, X'X es singular y por tanto no existe una sg
Tueién dnica ( ;)'al sistems (11.3,2). Una alternativa para -
encontrar una-solucidn es a travds de 1a inversa generalizada -
de X que denotaremos con 6. De esta manera: |
Breay

Se puede advertir que a medida que el modelo (11.3.1) fncluye
un ndmero mayor de factores y sus interacciones, es mfs diffc{l
calcular ia inversa generalizada. Por otro lado debe hacerse
notar que adn cuando Q no es dnica, o) estimador de ¥ (i) asf

como 1a suma de cuadrados del error (SCE), son invarfantes a la

eleccidn de la solucién, ya que
ERTERTIS

Pero se puede verificar que XGX' es fhv;rianto a cualquier --

oloécl@n de G. Por lo tanto se concluye que i -es invariante.



Un resultado similar se tiene para la suma de cuadrados del

error (SCE) de} modelo (II1.3.1)., Considérese el error

gntonces,

SCE = e'e = (Y=1)' (YY)

i

(Y- X6K'Y ) (Y~ XGX' Y )

)

YO(T-XGX') (1 ~XGX')Y

YU(1-XGX')Y ver (11.3.4)

-

con (1-%GX') fdempotente y ademfs fnvariante a la solucibn par-

ticular que se obtenga de las ecuaciones normales.
De (11.3.4) y (I1.3.3) se observa que

o = SCE /
Aden{s;_dg (11.3.4) se verificard que

~e 2 |
CSCE/ST - XYy e (x;.a.s)
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HIPOTESIS QUE SE PRUEBAN

Como se menciond anteriormente y como se ilustré medianfe el -
ejemplo de 1a seccién (11.1), @) propésito fundamental de! and

1isis de un experimento del! tipc que se trata en este trabajo

es probar igualdad de efectos; para'osto debe tenerse presente

qub sdlo deben de probarse hipdtesis que lnvqlucrcn combinacio-

nes lineales de los pardmatros del modelo cuyos estimadores -
sian 1n91fi§ntei ante cualquier solucién de las ecuaciones nor-
males. Es decir, se requiere que las hipétesis a probar ‘se for

mulen en términos de lo que se conoce como funciones 11néqiqs.

Itnealmente estimadles. Una funcidn 1ineal de los pardmetros es
1inealmente estimable si puede ser estimada insesgadamente por

una combimacion )ineal del vector de obsorvuéiones.

Esto es

q'b es estimable st 3 t' y t' E(Y) =q'b
0 cquivnlcntcl§ntc E(t'Y) =q'b
con

q un vector de diucnsiqﬁ pxl y-

t un vector de dimensifn n x!

‘s'
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Supongamos que se quiere probar Y2 hipStesis Vineal K!'

be
con K' una matriz no singular de dimensidn (sxp) y K'b lineal

mente estimable. En consecuencia debe existir T tal que:
Kisxp) " Tisxn) Ynxp)

Donde K'b = K' E es el mejor estimador Vinealmente insesgado -
de K'b . Adends

»

K' var (b) K

LI

vaf (k' b))
| e X v (Gx*¥) K
=K' GK'XG' K
s K'GX'KG' X' To?
. X' GK ote TVXGK T o

fnvarfante.

En éonsccutnci; ,
K'h ~ N{K'D, K* GK o)
1o que 1nplica que |

!K‘ b)' gx' sx) ‘w bl

o (20



Obsérvese que el pardmetro A conocido como pardmetro de no cepn

tralidad es igual a cerec st y 8010 st la hip6tesis K'b =0 ‘es

cierta, ya que

2 of 20

’ Ry ' =i b YR el .
A e E{K'b)* (K'GK) " E{K'D) . { K'b) (KGK‘! (K'b) .0

<> K'b =0

Se puede demostrar que Q y SCE - son independfentes y por 1o §an-

to de (11.3.5) y (I1.3.6) se obtiene que -

. /s '
f SCE/N-r Fsner)

Esta cstadfsticg es la que se obtiene al apiicar el m(tﬁddvde -
coéiinfp_do verosimilitudes generalizado para‘la prueba de

Ho: K'b = 0 vs. Hi: K'b 40 . La forma de 1a regi6n de recha-
20 es la;siguiento:

Ce {(Y/F>K)

“en don&o\lp constante K, 1gual que en Yos casos ya descritos sa
tisface que P (rechazar Ho/Ho es clerta) =a’ con un valor prees
“tablecido de o . | |
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I1l. DISEROS DESBALANCEADOS



11T,  OISEROS DESBALANCEADOS

Al diseMar un experimento se procura facilitar su andlisis y a
tU vez obtener resultados confiables. Por esta razén, entre --
otras cosas, siempre se procura que los datos estén balanceados
es decir, que exista el mismo nimero dé observaciones en cada -
celda o para cada combinacién de tratamientos, Sin embargo,
o ocasione;. las restricciones en cuénto a ta disponibilidad -
del latpffal'experimenti) noApermite asignar el mismo nimero de

observaciones en cada tratamiento.

En el capftulo antorior‘fueron presentados con relativo detalle
Yos modeios con uno y dos criterios de clasificacién con datos

bilanccldos. Sé puéde verificar que no se tienen problemas re-
lacionados con la estimabilidad de las hipotesis involucradas, .

ni con 1a resolucidn de las ecuaciones hornales.

En 1os capftulos sigufentes se iratarl acerca de lls-difjculta?,

des que suelen presentarse al tfibijlr con nodelos'doibalancpa; 

dos.
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Ir.1 UN CRITERIO DE CLASIFICACION

Los modelos desbalanceados, como se dijo anteriofmente. se ca -
racterizan porque el nimero de observaciones en las celdas (tra
tamientos) no es el mismo en todo el experimento. Denotaremos
con ny el nimero de observactones de la i-ésima celda, de tal
forma que el modelo con un criterio de clasificacifén desbalan -

ceado se define como:

ﬁj =M &3 e (IIL}.I)

Con

Y‘j la j-ésima observacién del j~8simo nivel
j= 1.....n{ ; f2l,000,2

LK es la media general
0y el efecto del i-&simo tratamiento

"ij es el término del error aleatorio

LT N(D, oY) ¥ 1, 1ndepend1ehtes

La dnica diferencia entre (li 1.1) y (1I1.1.1) es el ndmero de

observaciones. Tonando esto en consideracidn veamos que sucede

con las hipltesis que se prueban, st en lugar de realizar e} =-.

anllisis del modelo paso a paso como se hfzo en la seccidn (Ill)
se adopta la tabla de Anllis1s de Varianza de 12 misma seccibn

caabiando

51,
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noopor

a
an  por new I

j=]
TABLA 3.1
FUENTE GRADOS SUMA CUADRADOS
0E DE DE MEDIOS |
VARIACION , LIBERTAD CUADRADOS
Entre Tratamientos a-1 ;n(.v_i;. Yoo 2 % .!.L'_- Yoo va
jop 10 MY n, ) ‘_1"1 N
- _ an Yy Y
Error nera I D(Y, == L op(v.-—du)2 pa
s14s1 N ng 1y WAy )" /n.
. an -
Total corregido ne-1 L 8 ('” -¥..)2

por la media - - ju] ju]

La estadfstica F- tendrd 1a forma

1’: "1(—--"' - Lo yrsaa

Feo :
=] jel 1

§

Es fécil vorificlr quo esta es 12 estadfstica que se obtleno st

se aplica o} nétodo de cociento de verosi-llitudes ‘en el lodeIO'j -

dosblhncndo



§3.

Otra forma de corroborar que 1a estadfstica descrita es la apro
piada para probar 1a hipbtesis de igualdad de efectos, consiste

en establacer que:

1) SCE, /o® « X%a—l.x) ; en donde el pardmetro de no centrali-
dad es cero sf y s6lo sf 1a hipftesis Ho: a = &, =« =,

;2 2 _ _

11) SCEm/ ot~ x (ne-a) independiente de SCEHp
En particular jr"'_espec'to ) l)_se tierie' que
v a LR Y..

g /ot = Em(5f =) /0"

L YUAY

: ce.o(il12)
o v o

~.Cono
Y-N(Xb, o 1) si 2o z.n (22, )
Entonces
CNUAY _grIUAL L2
" prasal (IS

sf y s8lo sT A es idempotente.



o o @ ——————A

Oado que A se puede representar como:

[ n n, N b
A A veu A
L IR U SR T S P S
n Ne n Ne LI Ne Ne Ne
5 VP SR S T SO S
n Ne n Ne n. LI Ne Ne
IS WUPRIE WS SO SRV UPUE ERRRTS SR
Ne ne . n, Ne N Ne Ne ne
I S R WP TR VAP TR SO
n, n. n, n, n, n, Ne n.
Lo L S P TN SN S S
e Ne N N n. LY ﬂ. Ne
Ne n. n. n. LTy . Ny e
y que si se 1lama Ba= A'A, entoncas
S para i= con is1l a
n n. LA
by
(nixn*)[z-_.l._. para  i#J con  i,5=1,...,2
n. '

54,




55.

en consecuencia A es idempotente con rango a -1, Lo que impli-

ca que

SCE
Ho . y2
e

con pardmetro de no centralidad

A ECY')AE(Y) b' X'AXb -

2q? 242
0 0 0 .- 0 r-“
. ‘
R S L LY o
WAs(y,a,,0,0.0.0,) _ vz
: n n :
0 _n:n, - .“ LA %
el ]
. 2
e B e (g MY

Ne '_
que es 1gull a cero ﬂ“ y s@l_o s_f ﬂo‘ es clerta.
En esta seccifn se advirtis quoi trabajar con un criterio de cla
sificaci6n desbalanceado no tmplica problema alguno. En el si-.

guiente apartado se apreciarf la dificultad que -presenvtnn‘ los -
modelos desbalanceados més complejos.



111.2 DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION SIN INTERACCION

Los modelos con dos criterios de clasificacidn sin interaccién
desbalanceados son semejantes al definido en la seccidn (I1,2.1)
con Ya dnica diferencia en el ndmero de obur'ncioncs dc'cada -

celda.

Esto es,

nl}bﬂ

i*°

Y'Jk . J*Q*Jk J.l!"‘O b o"- (1111211)
. ‘ ) X k' l‘.ga-..‘-n"’i . s
dgnd. n“ ‘a3 o) .ndmero de obs'ofvacionis',av‘l‘als_' que. se lés' aplica

ol tratamiento ('u' . 8).

Realizando un anliisis unJaito al de la seccidn anterior se -

puede modificar l_a Tabla de ‘Anlu‘lisis de Varianza del aplrta’do‘ --

(11.2) para probar Ho: o, = ay®...=a; sustituyendo

n por nyy
“an por : TR

" bn por tm.*n
K 1) 1.
abn or I sn,.
P i jnu |

561
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A diferencia del caso anterfor, Ja estadfstica de prueba resul-

tante no permite prodbar la; mismas

hipbtesis. Esto es, no -

*cofncide con la que se obtiene cuando se aplica el método de co

ciente de verosimilitudes,

La Tabla de Anflisis de Varianza que se produce con la sustitu-

cidén es (3.2.1).

~ TABLA 3.2.1

FUENTE DE YARIACION

GRADOS DE LIBERTAD SUMA DE CUADRADOS

Entfe tratamientos
Ehtrq tratamientos

Error

Total Corregido
por la media

con

1 : (v Y...)?
a- n -~ Y.
1'1 1. ful
b -
- Y 2
b-1 jfln'j (v, )
n..va-b+l : 3 A O AR A AN
fsdjepkel 1K Hee -
' b N -
abn -1 . ?: £ z“,(vm- Y...)
: fa1gsksy -
Yy,
"y,
Y4 s ..
n.j ] [N " n"



De esta manera, la estadfstica que se emplearfa para probar la

hipOtesis

Ho: o, ®* a;®.e®q, 8 a

De acuerdo con (11.2) estarfa dada por:

L} - .
2 n‘-(" “Y...) /a1

s bny
z t t ("jk. '1 "j'* 'noo). /ﬂ.. - .’.. b’l
1=1 §o1 kv

. Como ya se mencionl para que este sea apropiado para probar a
hipOtesis de interds, es necesario que el numerador dividido por
o! tenga una distribucibn x* no central con un parlloiro de no
. centralidad que sea 1gual a cero sf y s810 sf la hipStesis bnjo

prueba es clerta. En este caso se tiene que

o, (Fy - T..0%s VAY
o

(B



nS

Con 1a matriz

A

S puldc_;onprobar que A_es idempotente.

‘Entonces como

Y LN (X8, 021)

. e a.
r A A see A
0 YRS D SR i S S A I L
n. N Tl M n.. n. TR W
B S SR SP S S E R ST
nx. Ny nl. L) Reo fies N Ree
D S B0 SRS SR SR SO ST
. [ n,, Motte,oan .. ..
A S R APE SNVURS NP NUSR SRNOPRS O
n.. n., n,, n. n,, 0., n n..
’-—‘— aee F-—L ‘-—L Y -—l—- sos ..Lo_.!..-oo_‘_n_l_
.. N.. "'f R.. ﬂ.. .. n.‘. LIS
! : :
.l e '-..L_ '-—1-_ Y '—l-- ...—L-lo'o—!-'-l—
| I [, A% Nas n.. n‘ .. n.. n,.
L.
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Haciendo un cambio de variable:

1ot = ve10;

) 1
1~N (7; ,» 1) y en consecuencia
Y'A

_;]l'. 2'A2 - x? (r(A), 1)

Dado que ¢l pardmetro de no centralidad se puede calcular como
sigue
A -[E(Y')A}:(Y)] /20t

A (b'X'AXD) /202
Realizando algunas operaciones, se tiene que:

bl

A= R-PDH
203,
donde
L LTI I Ny eee Mg eee Mg
’.‘1. nlo |
I:H- ni- | {nij}
fa. . "a.'l
R(l*bﬂ)x(ubﬂ)' b —— — ——i S —
‘ ny |
: L
nj {ny4} l {' E(T.‘ LTRR R
b |



HY ﬂ]....- ﬂi.n. n.. | n.l XX n'.j . n.b
" |
"‘ . n‘-nls : n‘on-l
) n
(4 n .
(a4b+1) x (a#ht]) Bl e m e
nt
ng "-1"1- "-1"-1
n n
n
b |
o equivalentemente:
n? Mg B ‘ n.n.
M L5 o (o - i1 E % 'k'”f}"i By (nyy- a1l

ni, a2 v Mg N n.n.
1 ° 14 "th h 2 .
rralogdyercoayg (0 -1y 20

Bajo 1a hipBtesis Ho : ay= a2 ¢ . . . *a

[ ]
' ooy, " "%, N F B
2 "’f(“";r')‘: ST TR e A
n ﬂ.' n ﬂ '-“o 'n
et (e o dyerrgop (AN Th
PR T E I R

Por 10 tanto 2 oA  no es en general {dénticamente cero y en conse

cuenciavii c;tadistica F* no sirve para brobar 1a hipﬁtcsii

“Ho ¢ ay ® Gz'...'u.‘



Una manipulacidn de 1a expresién de X permite mostrar que
A=0 sfysé6lose

b 1 b _
AU A R

1
4 Hy.

J

de 1o que se deriva que F* podrfa ser utilizada para probar N2
hipbtesis

b, BN 8,) =0
Ho: u‘,"_nT.'jEln'jeJ’-,(akf"ﬁrj-x"ki I
¥k kel,....d

que en general, no ci una hipltesis de interés.

A través de lo expuesto en esta seccidn se puodo.conclutr que -

¢! anflisis de Yos modelos de disiﬁo de experimentos desbalan -

ceados no pueden ser trltados»cono una, generalizacidn de los mo

‘delos balanceados. Ademés en el caso balanceado F en (11.2) es
la estadfstica adecuada para probar fgualdad de efectos mientras
que F* en ¢! caso desbalanceado, sirve para prodbar fgualdad de

una combinactén de efectos distinta.

Con el propésito de especificar la forma correcta de probar las
hipbtesis de 1nt¢r(s. ? continuacion se dcsgrro]!a ) in(l!sisv
del modelo (I11.2.1).
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€1 estudio se efectda utilfzando notacidn maticial, Asf, ¢) mo

delo se describe como:

YoXbteo

con ecuaciones normales

X'Xba XY

0 bien

Moo Py, eee Mg, My eeu Ny W V...
"l' nlo | &1 yl"
: (g e :

n.o n.. . a. - " .'.
n.l nol Bl el
. (g4} . s :

nb n.b Y Y.b.

— a I L i

Como puede observarse la primera coluﬁiu de X'X ,Vn,‘ 1gu'al, ala -

suma de las siguuﬂm, a columnas asf como 3 1a s.un'do lu‘_dl‘tt- ‘

mas b por o tanto e rango de X'X, dstq dado por r _(X' X) =

l+a¢b-2=a+b-1 . Para resolver las ccuacidnes nornilu’

Searle (1971) propone cstablocor dos nstricciom adicionales.

Particularmente, sugiere fgualar dos elementos de b ‘a cero,
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Una de Vas formas mis flciles de proceder consiste en imponer -
1a restriccién ue0 V;, =0 § bien Bb-o dé acuerdo st ac<b
6 a>b. Cuando hay menos niveles de « que de g , es conve -
niente para facilitar los célculos, establecer ;‘ =0 y cuando
son mencs los niveles de 8 se¢ ugableca Sb-o . Supongamos -
q‘uc hay menos niveles en 8 que en a, por tanio establecemos -
§b~ *0 y us0. En ese caso oi"sisten de scuaciones se redu

ce a 1a sfguiente expresidn:

5 - Y-r~ 1. r. -
n,. . . LT nx,b‘-; -Gy ) vloo W
J . 0 I :
0 M, My eeegp | | o Ya..
'.'11 e o @ n“‘ "‘.x . 0 : 8‘ : !nlo
. n"h ase n..b;‘ n. '.b-l . . ebol. '9b‘1 .
L s v 4 L. . - J

Resolviendo:las primeras. a ecuaciones

g .

;1"1.."'7‘17 P B Podeervns

%%

y sustituyendo 'os'tos valores en las d1timas b-1 ecuaciones tene

a 2 A bl VoA a v
ny- I _:!.L By~ 1 R F B P Bye V.= L gy
=1 M. 3 = ", is]

Plr. J.J"l.z...-.‘b'l
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Similarmente, en forma vectorial tenemos (_:_Eb_l = r con solucidn

~ -1
Bp 2 Cor
donde C'{CJ\,.} y r'{l'j} J .l|ca||b"
%
~ ;.
Eb.; -
B
_Bb-x
L -
[} ﬁ? & N,n
. { - . i1 4i - .
con c“ nj 1fl m, C”. 151 . con §pJ

. -
'® - Y
Yy "j v.". 151 'Iu ..
$1 denotamos
le

8. . -



|
"" ) ’l‘ Ib.‘
Nax(b-1) X X
nl:. " Wb=1
’”.‘(b.‘) s D;l “- (“'j/"‘.} T con “1.0'-.. J’l.-vu; b"’l .
y Y, o 0t e ) eon fel,,a
y por tamto as D;‘ !. - N 8p., " ,i. ""Eb-x
De estaminera
;. o . - - 0 '.1. :
~ . wl
a e !. © ml’
! . n o . e}
gb.; cl‘
3 0 o - 0 L

De aquf ademfs es posible obtener 1a inversa gencrqjiza'd'a' de

X'X que da lugar a la solucién b..



0 0 o o
0 03'-mc'w -MCT' 0

0 C'm [ 0

Lo 0 ‘ 0 0

Al obtenor de esta forma los estimadores do ay 8 as{ como la

inversa generalizada, aparentemente no existc ninguna dificultad

67,

debido al desbalanceo, sin.embargo, se advierte que envla‘ptlctij ,

ca es complicado obtener ‘13 inversa de 1a matriz. C .

ANALISIS DE VARIANZA

Para facilitar ol anflisis de varfanza de modelos con ms de un | '

crlterio de clasificacidn os usun el ouploo dol concopto de Ta
reduccidn on sumas de culdndos R(e) .

Asf, de acuerdo a 1a notacun' propuesta por Searle dentro del

plrlnnsis se determinan los parfmetros del modelo que se ajusta.

De uta forma R (u,a, B)-bl'v es a udu‘ccun en 1a suma de.

culdndos de Y debido a ajustur (] aodolo vm- umpsjﬂm
Por otra parte, 12 uduccwn on sumas de cuadndos por hlhll‘ .-
'aJustldo a dado quc y u hadfa lJustldo do cnte-ano W y 8 u‘
denota por R (a/u, _B_). y se calcula como '
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R{(a/u,8)= R(a,u,B)-R(u,8)

Ahora bien, para e¢) modelo (II[.2.1) si definimos
Yhr (Y, oo Ypay, o) entonces
R(uoa,8)s (Fo-Mclr) Yo (Cir) ¥g

tomy

- M
PeX oKy,

Ripsa.8)a B vy +erchr

y ademds de (I1.1)

R (k) = n.. V..

a -2 -,
R (u,a)= I ni. v".. - va va
: i1
Por 10 tanto

R{u,a,B8) =R (u,a)¢r clr

'R(u.u)+§"‘



De la tabla (I11.2.1) tenemos que-1a reducci8n en suma‘de cuadr!
dos debido a a en presencia de y estd dada por:

. I |
LT IRLIIE |
'.1 ny, Nee (bya) « R{u) R(alu)

Se observa que R{a/u) no involucra la presencia del parémetro B
y por ello es posible calcular un2 reduccidn alternativa debido

a4 a ahora en prasencia también de 8 .

R(a/usB8) = R(u,a.g) - R(u,8)

b -
¢ C-“"- b .~j '2

= ¥y
. 2 j-l .J .

Es flcil comprobar que:

R(a/u) # R(a/u,8)

_Por lo tanto, existen dos formas en ias que es factible Gcscompg

ﬂgr. R (_‘a‘o oy B)

i)‘ Ajustando primero u cnfpguidl'u y;a‘y por.dltjno, u; ayB®8.

1) Ajustando primero u.onsojuida vyegy por dltjmo _u; qf¥ B.
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En correspondrncia con estas descomposiciones se pueden obtener
dos diferentes Tablas de Anflisis de Varianza que se presentan

a continuacibn,

TABLA 3.2.2
FUENTE DE YARIACION GRADOS DE LIBERTAD SUMA DE CUADRADOS
Media 1 R(u) = n.. V5.,
, . i
i Dado u a-1 Rla /u)"ixlni'Y1._-n..Y...
3 Dado ay v b-1 R(B/u,a)=r' ¢ r
a b njj
Error N-a-b+1 SCE> £ L E “jk Iny, Y’ -r'¢tr
‘ i 3ksl i

TABLA 3.2.3

Media 1 R(u) =n.. V1.,
. _ S .
8 Dado b-1 ‘ R(ﬁ/u)-:jzlv\J Vi-me v
. L a -3 - -1 b -z
a Dado B y-u a1l R(a/u,s)-izlni,vi_,fr'c r-j):ln_j'Y.j,
Error  N-a-b4l Ste ;:s Yk - En. ¥y, - rete



Es importante remarcar que en e) caso balanceado se verifica de

(11.2) y (11.1) que

. . Y 2 )
R{a/u,B)= R(u,a,8)~R(u,8)s ~%*; . !fﬁ#"

Y 2
R(a/u) = R(uya)- Rla)s —per o

De modo que no existe ninguna diferenci; debido al orden en ¢!
que se ajustan los pardmetros, Este hecho sugiere que mientras
quebenbelcaso balanceado se pueden efectuar las pruebis de hipd-
tesis sobre cada uno dé los factores ignorando para el célculo -
de las reducciones el factor restante, este no es el caso cuando

se presenta una situacién de desbalanceo.

De hecho en el caso balanceado se tiene que -

R(u,a,B8) *R{u) ¢+ R(a/u)* R(B/u) expresidn que es s'inétr_i_
caena y 8 mientras que cuando se presenta el desbalanceo se -

tiene que
R{u,a.B)=R(u)+R(a/u) +R(B/u,a)
0 bi‘cp

CR(naaa8) e ROk S R(B/M) ¢ R(a/y.8) .



PRUEBAS DOE HIPOTESIS

c“o se estublecil anteriormente R(a/y) sirve para probar ha
hlpdtosis '

r.o-uo-!-z?ns-a+_l-?;n,.a URFEY
f nj_lijd ! PR

y similarmente R{B/u) /b-1 es el numerador de 1a estadfstica F
que prueba la hipdtc#ls

’ a 1 L 0
Ho: BJ + -’-.E—J- ff] l\u“, - BJ' + T':"—iltl nuo %y ¥irJ

“

En virtud de que las hipdtesis que son de lntcrls en ¢l anflisis

de modelos de experimentos son usualacnti:

“0: G' ‘_ a

.'0' } ¥ 1-1;2‘.-‘10' "1

Wo: By - By *0 ¥ e 12,00, 001

se pretende comprobar. st éstas pqoddn'sqr'probadgs 2 ;rab‘s'dg‘“

las reducciones R(a/u,8) ¥y R(8/u,a) rgspoctiiaaoﬁﬁé;f'



7.

_ Supdngase que

'__'.‘\u;:: G- gy 0 - : & $oL2uens bl |
.v'r.-“._M»’:“"“. que se @scl':prob'a_vr quo buo_do. see lplél"l como
. “o k.l“!...ﬂo con h‘- [“b-x.o.xb.‘,‘ ip.,-] _
- 9‘.@‘,“.. _',_:cvm‘s ',("l_l,a.) : u 'snb_.*,_quc :

osss '(y"-,.fz_{)' (x o u' §./f.._
1) [} nunndor &o 8 utadhtiﬁ ? éuo pruobo Ho: kY g Qo do
tal forms que, pau uto cuo. 50 tmu que lourar quo
Q -,l. (alu'. c‘)_-

Para ,o_ll'o;cﬂ culemos:
iu‘.r'el - to, -."c‘"lo,vi. é‘i‘."o';]‘- S
ek c“ y -

u'b -u'cx Yo (c"n'v oc"v)



fntonces

0 ety ety ) (N ey e ety

rg e W) €y - W)

LR A

B;'.(Bll’oa)

De fgual forma se demuestra que R (af h. 8) stfvi'para‘pibbar la

hipSiesis:

”03 0‘ -, =0 " : “ ".l.-t-..'l,

Para conclufr debe subrayarse que al tener distinto nimero de ob

servaciones en las celdas sc.pfcrdo'lq ortogonalidld de efectos

1o que ocasfons que
R{a/u,8) # R (a/u)

R(B/u.a) # R{B/Y)

Adn cuando se ha trabajado con modelos con dos critirfos de cla-

’ sificacidn sin 1ntoracc16n se ldvicrtc quc oxlsto dificultad on

¢! anllisis y que ademls se obtiencn difnrentus sumas do cuadra-]

dos que. sirven para probar distintas hipdtcsis. . Lo

1.
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111.3 DOS CRITERIOS DE CLASIFICACION CON INTERACCION

Con e propésito de especificar Vo que sucede cuando se trabaja
con un modelo desbalanceado, en esta seccibn se resuelve de --
acuerdo con 1a metodologfa expuesta por Kendall [1966], un mode
1o desbalanceado con dos criterfos de clasificacidn que incluye

interaccién,

Para formular el modelb‘11nelt.,de aduérdn con Yo establecido -
por Kendall, se'requiero de un parﬁmetro para Va media de las -
aobservaciones ufj en cada una de las ab celdas que puede o -

presarse en términos de:

© Mes una media comin & todas las obscrv(ciones

uy, una media comdn a las observaciones en la
‘{-@sima fila (a) i-@simo. nive) de ¢ )

' una media comdn a las observaciones en la

J-dsima columna (el j-Qsino-nival-de Bv) 

Do'ddndc se observa que el modelo 1nc)uye l-fl-+b'*ab pardme -

tros, de los cuales s6lo ab son linealmente 1ndependieﬁtcs.



Kendall define a _

"] 5 e
ﬂ' . l-l‘.'ll.. :
BJ - u-i ‘.u.-.

YiE " Mg e{Bg, tou,g) b M

y seprasentd el modelo lingal como
'ijk T utayr BJ 0‘.Y”'0 eijk = Mg t ey con (I11.3.1)

donde
u s la media general
ay es el efecto de 1a i-ésima fila i = f:;

B8  es e efecto de 1a j-ésima columna j=1,b

4§ es el gfécto debido a 1a interaccidn entre la

f-sim fila y 12 j-€sima columna.

Imponiendo al modelo (I111.3.1) las condiciones no estimables

0= I ngi : I myYy
R R AL L S :1‘J &
I z z 1»- l.l-l
. Ny Yy5 " n.Y con :
FRRNAEH RRRAE y = 571
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Sa obtienen a+b+1 parimetros que pueden ser expresadog eﬁ tér .

minos de los otros de la sigufente forma: L
. N !

g

a-=1
o == Eong, oy | N,
=]

a
b-1
o T yn sl
a-1 ‘ JU—
= - 5 ss Yis 3 i = -
Ya3 ifl Nis Y931 Paj J 1,b-1
b-1 —
=~ o Y n is 1,a-1 .
Yo TR M Tt
a-1 bEl v l n
Y = % Ny3 T3 1 Mab
” jo1 gu1 ¥

Oe esta forma 1a matriz de diseMo X correspondiente al‘modelo'liu
neal definido en (II11.3.1) que involucra los parémetros elimina-
dos en términos de los otros puede escribirse como se muestra en
la figura (111.3.1). Prenultiﬁlicando % por su traﬁquesta. se

encuentra que B

(a-1) (b-1) (a-1){b-1)

1 {__n ____J_.___O_t_o______o______
A

(as1) |__0 D 0

re j ]
|

“(b-l) ¢ o'

-1y |0 | 0




"papa )
v

a "
| iyt .‘.__'m -
fard RS EN
n,
1 %

LI W WY Y

X=
{hach)

FiG. 111.3.1



Donde:

’Il. + nl'z “"1' “2' . . . "1' ﬂ'_l‘ »
Na. na. Na,

2
ngtNz. = ¢+« ny, Na.l, .

Ate1yx(e-1)” Nae Na.
. 2
Na-1,+ ¥ Ma-1,-
.
nn] + 'ilzl nllnvoz e . e ‘ln'b 1
ﬂ.b ".h "'b
. - ’z*n'zz L . .' .z 'b ‘
Bib1toe1)” . b T

-
M.p-1* Nip.y

N.p
Cik1), (mq) = -"kl * M (n_:;“ﬁlr,*ﬁ:-;) SI kam, 1=gq -
= "1 Mg ‘"ﬁi—b+ﬁ:T) SL k#m,1=q
= "ki"mq/ Mab ﬂ‘kﬁm,]fq

-, .

Donde (l1 ). representa el ((k-1)(b- 1)+1}—és1no renglén y (mq )
1a {{(m-1) (b 1)+q} - ésima columna de c.



En general X'% puede invertirse nun‘lricamnu. pdro esta opera-
ctdn, adn cumdolol modelo es uncﬂlvo. resulta diffcil de rea-
lizar. Sin embargo, se ur"ica que sf D-O 1a inversa de X'X

se obtiene en forma sencilla

~~ -
]
0
T
0
’ ¢
e ' -
con
oy o
7 0
- N
Coayte )
. 1 - 8
° .
L c'l

Para que la matrtz 0 soa.tguqt‘g'cofo<sg_rcqi41‘gr|v que -

.ﬂl - ..'.'.LL o .1";'1.‘.-‘1,

n." "ob‘ R o ' —-.-—-

N o Fehbed

¥ que o o

n_J "'bf



El caso més simple se presenta cuando Nig = Mg

es decir cuando el modelo es balanceado. No ébstante. es diff-

ci) que on 1a realidad se tenge esta situacidn por lo que en la

mayorfa de las ocasiones Va matriz D es diferente de cero y en

consecuencia

X'x =

cuys fnversa puede cicribir;c como
" : )
"(I‘”.l" E

=1

con
(=087 0 1, -(A-087 00 )t o8]
(8- 0% 0 o, (oWt )t |

LT

Al trabajar con datos deiba]anceadbi los ostimadqres:dé los pa-
rimetros difieren de los que se abiicncn on el'ciso bailncéadd;

Lo que provoca que las SUIIS de cuadrados del modelo |Justado -;,

asf como las. del error var!en

¥ i1

'l.'



Este hecho es muy importante ya que las hipftesis asociadas a -
§stas tambifn son diferentes a las que se pruobln’on el caso --
balanceado. Esta diferencia se verifica al descomponer 1a suma

de cuadrados de! modelo completo en
SCe » Y'Y- BUNY e vy Brgnd

L] 1
= V'Y e ¢ ()t A ) Y CY
n +(§J [ ]( ASAF RN

v (111,3.2)

donde
é‘ es el vector que contiens los estinadores debido
' al efecto dq fila
E‘ s ¢] vector que contiens 1os estimpdores debido,
3] efecto de columna '
'viaj" os o1 vector que contiene 1os estimadores debido

8. efacto de 1ntqrnc¢16n'

" De (!li 3 2)‘puidc obsorvhrso que 10s estimadores de los tres -
'grupos de parlaotros- ln media general, ol efecto de filas y co

lulnls y l| interaccién no ostln corrclac1onados entre los trcsf-

grupos pcro si lstln corrollcionados dentro de ellos. Culndo -

‘_‘o-o no. cxuto correhciﬁn ontre el ofecto dc fﬂu y el .m-
-:to do colulnas 1o quc ocasionl que estos dos ofectos scan orto-i'

_5|oualos nntrc 31
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Para calcular, en el caso desbalanceado, las sumas de cuadrados
debido al efecto de columnas y filas se considera e término me
dio de la ecuacidn (I11,3,2), Sin embargo, para calcular por -
ejemplo 21 efgcto debido dnicamente a las filas, existen dos --

formas diferentes:

17 Caleular la reduccibn en las sumas de cuadrados debido al
ajuste del modelo completo y restarle las sumas de cuadra-

dos debido al modelo que s8lo excluye a _§1 .

2) Calcular 1a reduccidn en las sumas de culdrados'debido al
ajuste de) modelo completo y restarle 1a suma de cuadrados

dedida a1 modelo que exluyen a é‘ y éj

Se puede verificar que al 19011 que en el modelo con dos crite-
rios de clasificacidn sin interaccifn desbalanceado, estas dos
formas para calcular Ya contribucién de Qi al modelo conducen
a resultados diferentes. mientras que en el caso balanceado los

resultados son iguales.

Searle [1971] presenta el Andlisis de Varianza del modelo (11.3.1)
baséndose en las reducciones R(:), y propone dos diferentes Ta -
blas de An&lisis de Varfianza de acuerdo al orden en el cual se

ajustan los pardmetros.



Asimismo, para determinar que hipOtesis se prueban al comparar
las reducciones de las sumas de cuadrados de las diferentes en
tradas en las Tablas de Anflisis de Varianza con Jas sumas de

cuadrados debido al error, Searle comprueba que:
R{(a/u) es el numerador que sirve para probar la hipltesis

] 1 - - =z .—l_ g
Hoiay ¢ i;? § Ny (aJ + Vi ) ay + Y j Mpy { BJ + Yii ) Vi

Simitarmente R(a/u,8) sirve para probar 1a hfpStesis

”:Q'[n'.'

' I I
g ngj / n.g ] - [f,, 3 Mg Ny / ney Jap ¢

’ i Yi] ( "u . ”;Jln'J } - i'iiv [ "'3 ”1” / "'J ]_Y"J. 0

De esta forma para probar la contribucifn del factor a es po-
sible utilizar tanto R(a/u) o R{a/u,8) .

Alredngr de este hecho se ﬁin desarrollado una serie de criti
castsobro cdal os'lafiunn de cuadrados‘adeﬁuada‘para brobqr -

"1gualdlﬁ‘d§ dfgcios de filii o de columnas, Ademis, en virtud

de que .f.lu‘]isis desbllanceado involucra p(lcuios complicados

que,iﬁn'disponlen&o de los iVances_lctuales en computacisn re--

sult@h poco ilnéjab)ci. j)gunps autqiei estudiosos de los nédpQ

B4.



los de diseilo ¢e experimentos, han sugerido métodos alternativos
aproximados que facilitan el andlisi;. 1o cual ha dado lugar a
confusiones debido a que en ocasiones los métodos iltennativos
en su af&n de simplificar el problema algebraico, olvidan tomar
en consideracifn las hip6tesis que realmente se estdn probando,
En el préximo capftulo se presentan algunos trabajos que tratan

este problema.
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IV, ALGUNAS TECNICAS PARA EL ANALISIS
DE DISEROS DESBALANCEADOS



IV.  ALGUNAS TECNICAS PARA EL ANALISIS DE DISENOS DESBALANCEADDS

Kramer (1955) en su trabajo discute tres métodos que son usuales
para obtener las sumas de cuadrados de los efectos principales y
de interacci6n en los modelos desbalanceados con dos criterios -

de clasificacidn,
Supdngase e) modelo

YiJk ptaogt Bj + Yig + eijk i=Tha
J*T0F  (IV.1.1)
k =T
Un anlisis preliminar, que en general se realizé para estudiar
‘el caso desbalincoado. consiste en considerar un modelo con un -
solo criterio de clasificaciOn, cuyos niveles quedan definidos -
por todas las cohbinaciones de 1os niveles de los factores origi
ngles. .De esti forma, para realizar pruebas estadisticas sobre
igualdad de efectos, Unicamente se separa la suma de cuadrados -
entre clases (debido al factor) de la suma de cuadrados dentro -
de clases (debfdo efror). La tabla de An&lis]s de Varianza que

se deriva es la siguiénte:



as8.

FUENTE GRADOS DE LIBERTAD SUMA DE CUADRADOS
vi 2
ENTRE SUBCLASES ° ab -1 SCF s 1 ili'- L.
: i J fj N..
DENTRO SUBCLASES N.. = ab SCE Por diferencia
TOTAL ne, - 1 C SCT sz ¥y, - ¥I..

gk Wk

€n donde como es usual el cociente

F o SCF [ab-1
SCE / n..~ab

tiene una distribuctén F conllb-l yn.- abd grados de libertad ba-
Jo 1a hipbtesis nula de iguaidad de tkatamientos. y resulta la es-
tadfstica adecuada para llevar a cabo la prueba correspondiente -

adn cuando exista el desbalanceo.

" Cuando en el anflisis se pretende estudiar por separado los efec-
tos principales y de interaccifn, las sumas de chadrados asocia--

das a cada uno de los factores a y 8, ast como a Ta interaccidn,



te pueden, cn teorfﬁ. calcular a través de la'técniéa general pa-
ra modelos Jineales descrita en la seccién (I1.3). Como se puede
observar, usta técnica involucra cllculos que en general resultan
suy laborfosos. Por ista razén, se han propuesto varfos métodos
para el cilculo de estadisticas de prueba, que en algunos casos -
producen estadisticas similares a ias de) cociente de verosimili-

tud, pero que en general son diferentes.

Kramer en su drtfculo discute dos métodos ya conocfdos en la lite
ratura : @) de Ajuste de Constantes y e)] de Medias Ponderadas, y

propone adicidnalmente. el de Medias Ponderadss Modfificado.

E1 método de Ajuste de Constinios. constdera el autor, es el Opti
mo cuando se presume ausencia de interaccidn, Este método fue -
propuesto por Yates (1934) y consiste en ajustar un modelo a los

datos, de tal forms que los téminos constantes determinen un con-
Junto de medias de clase, con la propfedad que la suma de cuadra-
dos ponderados por las frecuencias de jas clases, de 12 diferen=-

cia de estas medfas y Tas medfas opiervadqs sea minima.

Esto es, se minimiza
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y se obtienen las ecuaciones normales que coinciden con las expues
tas en la seccifn (111.2).

Otro método que el autor comenta es el de Hedias'Ponderadas sugeri

do por Yates (1934) el cual a su juicio es el Sptimo cuando existe
interaccidn.

Y
€1 m&todo consiste en obtener medias por clase le = E 7$i5 y
. 13

considerar un modelo en términos de las medias marginales:’

: ) I -
- .i x
X, = E-bl . L,er 2
ey "%

De esta manera, de! modélo original se tiene que:

K, mwtag e Boe gy &y
Tt tagte iy
en donde:
ptoeyp B,
of may vy,

g, =

- ]
*.
. Cade 11 e B2
- -]
-

.
e
> 1

| ™

g P

»~
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Anflogasente 3e obtiene :
i‘J . H"ﬂtj"i-".
con
""l"an
ST LY
a.'l:‘_‘_i_
i

. ey
..J.' E"."“"f‘j‘

Y

Ahors bien, para,probdr 1§d||dad de efectos del factor a se consi
dera 1a hipltesis nula

Ho : af s a =,..o u: . of*
y de acuerdo al clpithlo Il es necesario encontrar los estimado-
res de mixima verosimilitud del modelo reducido:’

Ky = ut® ¢ 8,

con

M I R L

- Dado que

- . - o
ER) = () war(ry) - 2 L
la funcifn de verosimilitud est§ dada por:

- - - 2 .
f(xl..xz...--.Xa.) = N ( 2_“‘—:";‘(1 g l/nij)*exp{

1 202“'3 I/n” oL



S{ se define

wos Gy By

entonces,

toaando logaritmos se obtiene:.

g. Lnfnt [- -?-Ln(zna wq) (X,,' u")'] |

derivando con respecto a u** y a ﬁ: e igualando a Epro

it
aaseuge § ®

- 2
Ty Zoa

; u,(x,.- )
de donde

- .t
au-.'o > U -r.mix, /xm1

9 . l[ [ | 1 ° A 2
Lo e oy (L - i) )
aoc: 2 oul % ‘l'1 fe
de manera que,
-~ ") i _ﬁ“l
it s 0 - 0312 1'('" )
30 ? a

sustituyendo el valor de ﬁ'* se obtiene la oxbresi@n '

LR EL R EIEY
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- . . .
coeee kg ) T [(2100 0 )"pr{--z%—‘—(li.l' u*)?}]



Puede dcuostrarsc que bajo Ho, lo 2 /g tiene una distribucidn -
x? (8=1) fndependientemente de SCE y en consecuencia
- dog /a-1 sigue uns distribucidn Fla-1),(n..-ab)
@ SCE/n..-ab :
Por 1o tanto Fh es la estadistica que se puede utiliglr para probar

fgualdad de efectos del factor o

D¢ igual forma, para probar 1a hipltesis HB -'dﬁ-ﬁz~...=ég se tiene
que la suya de cuadrados del modelo simp!ificado y reducido por Ja
hipbtesis es:

EPTEEETS 3 -(:u )/}:u
T R I AL J
con

- (- “1
TR R

y por 1o tanto, una estadfstica de prueba'parabﬂé_es 1a stguiente:

-Az -
i baalbl

8 SCE/n..-ab

Kramer considera quo estas pruebas tienen poca potencia debido -

que 21 y L. .y 1o son estimdores de varilnza minima.

El autor propone una variante del método de medias ponderadas en el

cual. las medias nargtnales se ca!culln de 1a siguiente forna

93,



En aste método como en el anterdor, 1a variacién entre las medias

X s independiente del efecto de 4. Kramer considers que en es

te método las medias marginales dan un peso.mis a‘ocuado {propor-

cional) a las observaciones originales que en o) de Medias Ponde-

radas.

Las Sumas de Culdrados debido a Jos factores a y 8 so caleulan -

de manera semejante al mé&todo antorior. de tal form qua.
odle ; " (_1': wiky )/ ; w ! o
gy
donde qi..'uiv.’s§ln dadas por
;; ..n§{l[( §‘ffjlé,1') -3 uj}é ﬁf;l (}g_n;.jﬁii),_

~ De nuevo puede denostrarso”quo n&"/o’ y‘bé'*lé’ se distribuycn

como una x con a-1y b-1 grados de libertad rospectivauente "f :

{ique son 1ndepond1¢ntcs dc SCE En consecuencia. puodon rellizar-

f‘,, pruobas r sobru lgualdad do ofcctos.‘

%%,
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Kramer indica que este nuevo método puede proveer pruebas estidig
ticas mis potentes que e] método anterior y adicionalmente opina
que este método es adecuado cuando a y b son grandes y cuando es

aceptable suponer que no existe fnteraccién.

E1 autor propone en su artfculo una forma para comparar los dos -
métodos anteriores que consiste en calcular la esperanza'de las =

sumas de cuadrados respectivas.

Como resultado de la comparacidn concluye que si se cunble. que;

E(o2) » E(al) y E(al') > E(51) (1V.1.2)

cuando 1a hipétesis nula es falsa entonces, ¢l nuevo método es -
mis potente que @) de Medias Ponderadas original, Copd en gene--
ral osfls'suuas de cuadradosvno se pueden‘c0qparar numéricamente
_ya que. dependen de los valores de ay.a2,...,0, Y ax}sz.,...ab
respcétivuianti.'el.iutor propone una aproximacién que.riduce el

‘ fcrltofio,i elegir el nuevo igto¢6‘si;




L)l Ll /L ul>tu =Luwl/Lu
R N Tk B T IR Tk A T B

(1v.1.3)

Ast Kramer subraya que el Método Modificado de Medias Ponderadas -

o3 mejor que el MEtodo de Medias Ponderadas cuando no existe inte-

raccifn y se satisfacen las desigualdades (IV.1.3).

Dnﬁe advertirse que en el artfculo de Kramer no se especifican las
hip6tesis qua realmente se prueban con los diferentes métodos, y -
Ta optimaiidad s6l0 esté en funcibn de las estimaciones de )us'me-

dias marginales.
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Iv.2 METODOS DE SUMAS DE CUADRADOS ADITIVOS Y DE MINIMOS CUADRADOS
EN EL ANALISIS DE VARIANZA CON DATOS DESBALANCEADOS

El anflisis de varianza con datos desbalanceados puede efectuarse
a4 través de varios métodos los cuales, segin Gosiee y Lucas (1965)

~se clastfican en dos grupos:

i Los métodos de Sumas de Cuadrados Aditivos

11 Los métodos de Mfnimos Cuadrados

Los métodos de Sumas de Cuadrados Aditivos producen sumas de cua

drados para efectos principales e interacciones que descomponen

1a suyma de cuadrados que representa la variacién entre subclases.

‘Estas sumas de cuadrados no tienen en general, una distribucidn
H

“X° 'y por 1o tanto el coctente de cuadrados medios no tieme una
distribucién F.

Los métodos de Mfnimos Cuadrados por su parte, definen pruebas

de hip6tesis que tienen una distribucidn F pero, generalmente, las

sumas de cuadrados calculadas no Son aditivas, esto es, no cons-’

tituyen una partici6n de Ta suma de cuadrados entre subclases.
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En su artfculo, Goslee y Lucas tratan Tas restricciones, las for
mulas de c&lculo, el nivel de siénificancia y la potencia de dos
M&todos de Minimos Cuadrados: el M&todo de Medias Ponderadas y
el Modificado de Medias Ponderadas, y dos Métodos de Sumas de -~
‘Cuadrados Aditivos: el Método de Medias no Ponderadas y el del
Nimero Esperado de Celdas,

Para tal efecto considgran el modelo de efectos fijos con dos -~

criterios de clasificacifn con interaccifn:

ijk = u+ 01 + BJ + Yij+e1jk
con

g~ N{0, 02) e independientes,

1=1,a J=1.b k-x'."r?ij

En este modelo se involucran las siguientes rekir!ccionos en 10s-

efectos principales y.de.jntcracc1on

,f w0, f'f 0= 3 UJ,BJ



donde d‘ y vy son pesos con la siguiente propiedad:
,':wi'l.g\)J U'.UJ>O

!':(I)' Yij. 0'§UJ Y'J

Ademis introducen ta siguiente notacifn:

L , ", My I T
nep- e by, oy mab Py )

heys ab(p =) , h.sabfrr —1-)?
Mg wdr T, ) " i My )

Las medias por celda, columna y fila y sus respectivas varianzas -
se presentan en la Tabla (4.1). La Suma de Cuadrados del error

SCE --f-g z ( Yyge = ¥q3.)°

o )a -1:-0 purlfto&os los métodos.

Las suuls de cuadrados por filas. colunnas ¢ interaccidn para los
dlforontos nltodos se proscntln en 1a Tabll (4.2).

Los'nutbros especifican que los pesos Si definen onfcudi nétodo de

acuerdo a la suposicifn Quq se hace a) definir las -cdias‘y las -
restricciones. Los pesos usados en las restricciones y para defi--

nir las medias marginales se determinan bajo 1as suposiciones de
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interaccidn y 1a importancia relativa de las categorfas que defi-
nen cada clase en la poblacién. Los métodos de medias ponderadas
y medias no ponderadas utilizan los mismos pesos para cdda ums de
‘las medias por celda y son apropiados cuando es vilido suponer eg
ta'iﬁualdqd de pesos en modelos con o sin interaccibn., SV no -

existe interaccidn, Goslio y Lucas, afirman que el método adecua-

~do es ¢1 de ajuste de constantes (seccifn IV.1).

Agregan.lbs autores qua los métodos de‘ﬂodiasfrdndcrqdls Rodificy
dovy el de NGmero (sporado de Subclases son ndccuados_éulndo e -
cdrrccto suﬁonor-proporcionllidad en los pesos. Por 1o tanto um
eleccién adecuada de Yas ponderaciones conducird a métodos efi---

cientes para el anflisis de varianza.

“Goslae y Lucas cduparan los métodos de Sumas de Cuadindos Adit(—-
vos y los lltodos de Minimos Cuadrados de lcuqrdo al ntvol de sig
nificancia y la potencia de las pruebas.

En_ Vos métodos de H{nimos Cuadrados no existe -lyér dificultad -
yd que giinonfcritorio; de prusba exactos. Nientras que en los -
Ilqudos d¢ Sumas de Cuadrados Aditivos oxisio una alteracitn en -

e nivel dc’sigiificapciq debido a que los cuidrados medios co---

. rrespondientes a los efectos no. siempre se dlstribuyqq ;ohfornh‘i‘

una y'.
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Goslee ha investigado en un trabajo previo (1956), el nivel de -
significancia del método de medias no ponderadas através de un -

método exacto y dos métodos aproximados,

Asf de uno de sus métodos aproximados se obtine que los grados -

de libertad para el efecto entre filas déberian ser

0 r -1
e r-2) ¢t
14l

r es el ndmero de celdas
¢ . es ol‘cooficiente de variacién de las

varianzas de las medias de las celdas
c"li: ( af - a2 )2 e (62 )2

1

L.
i Mj

2
o?'toi/r y“of-ga—

Por 10 que e cociente de cuadrados medios tiene una distribu---

c16n F con ] y f, ='n.. - ab grados de libertad.

Respecto & Ta potencia de 1a prusba, de nuevo, los métodos de M{

nimos Cuadrados no prdscntpn problemas, ya que éstl.pgedl deter-

minarse por medio de tablas.

101,
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En cambio, para Yos métodos de Sumas de Cuadrados Aditivos es ne
cesario realizar aproximaciones de distribuciones para estudiar

«1a potencia.

En ol artfculo de Goslee y Lucas se proponen tres aproximaciones
para el método de medias no ponderadas y se presentan cuadros -
comporatlios del valor de Va potencia de la prueba calculado por.
los diferentes métodos para diferentes patrones de datos. En ba
se & dicha comparacion Goslee y Lucas opinan que es diffcil con-
clutr en forma definitiva acerca de la potencia de los diferen--
tes nétodos ya que €ésta es en general difereﬁte para cada combi-
nacidn de efectos y patrones de datos. Esto es, ninguno de los

métodos analizados parece resultar uniformemente mis potente.
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TABLA (4.1)

NUMERO ESPERADO HEDIAS"OleIADAS B MEDIAS PONDERADAS MEDIAS NO_ PGHDERADAS

Q
-~
~

¢

-t

DE CELDAS MODIFICADD
op 10 IV g/ ITY ! V;u’N
| ke WO ke MKW k1 WK
o o ot ot
M "y "y Ay
n., . ng - V ' .‘
g —d ¥ gy g - r —d
by il - Pt
Nagt .2 n.' 2 2 2 1 “0'
J("")"U J("".)"U ;Tj“‘i sz ﬂ“
My, e M. g 311 ELL
oYy e Yy A 0
ny, 4 gt r M et L, ol Ly
)Ry LT CR AT Wy



SCa

scﬁ

SCy

SCo

scs

SCy

TABLA (4.2)
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Iv.3 EL ANALISIS POR MINIMOS CUADRADOS DE DATOS é!ﬁERIHENTALES

€n un trabajo de Overal) y Spiegel (1969), parten del hecho bien
establecido en la literatura, de que los modelos de disefio de ex

perimentos guardan una cercana relacidn con los de regresién 1i-

neal miltiple. M4s ain, en general los modelos de disefto exper{i
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mental pueden ser expresados como modelos de regresidn donde pue

den analizarse, de diversas formas los efectos de interés.

Cuando 1a estructura de las observaciones de que se dispone es - -

balanceada, la ortogonalidad de los efectos imptica que e) andli
sis mediante 1os modelos de regresifn es Gnico y coincide con el
que se obtiene del andlisis de varianza usuval. Sin embargo, en

los de desbalanceo el anklisis por regresidn puede efectuarse -
con diversos procedimientos que usuaimente producen resultados -
distintos que naturalmente, pueden conducir a concTusiones erré-

neas st no se interpretan adecuadamente.

Por esta razdn Overall y Spiegel, en su artfculo, proponen una‘-
técnica para e} anllisis de modelos de diseho dcsba]lnceados; a
través de regresibn, que consideran adecuada y la comparan con -

otros procedimfentos alternativos.



Los autores afirman que los datos desbalanceados producen no orto
gonalidad entre los criterios de clasificacién y en consecuencia

es diffcil determinar que factor estd influyendo la varjable de -
respuesta bajo prueba y en qué medida, Por tal razén, agregan -

Overall y Spiegel, pueden usarse los métodos de minimos cuadrados

para estimar Jos efectos de cada variable ajustados por las rela-

ciones con otras variables de clasificaciébn. No obstante debe de
tenerse presente que Unicamente bajo circunstancias muy restricti
vas 1os resultados son equivalentes a los del andlisis de var{ian-

za convencional y, ademis, las pruebas de hipstesis no son las -

mismas que se efectlan en los disefios experimentales balanceados

usuales.

Overall y Spiegel consideran de inter&s tres métodos, que 1laman
de mfnimos cuadrados, para el anflisis de datos experimentales: -
Estos producen resuitados idénticos, como ya se indic6, al apli--
carse a problemas con frecuencias iguales de las observaciones en
las celdas, pero conducen a resultados diferentes en otros casos.

Los mé&todos son :

1} Mfinimos Cuadrados Completos o Andlisis General

de Modelos Lineales.
I1) Diseho Experimental

111) Ordenacidn Apriord.
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Todos estos métodos son correctos, pero cada uno de ellos prueba

un conjunto de hipftesis distinto y las diferencias no son distin
guibles en las Tablas de Andlisis de Varianza correspondientes. -
Los autores, en su artfculo, presentan una descripcidn breve del

enfoque por regresifn miltiple para el andlisis de datos experi--
mentales de tal forma que los efectos principales y las interac--
ciones gquedan definidas por variables independientes {indicado--
ras) en un modelo de regresidn, Hay muchas maneras mediante las

cuales esas variables independientes pueden ser definidas. Overall
y Spiegel proponen generar una matriz de diseflo (de varfables in-
dicadoras) que impongan las restricciones usuales del an§lisis de
varianza de tal forma que se pueden obtener directamente las esti
maciones de los parfmetros y las sumas de cuadrados requeridas pa

ra los métodos propuestos.

Suplngase el modelo con dos criterios de clasificacidén con inter-

accidn.
V»Yijk sy '+ a"+ Bj + yﬁ.+ e“k» t =T,
' ‘ j=TB
| ST
Con

" 1a media general

oy Vas desviaciones de 1as medias de hilera

"con respecto a 1a media general
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BJ las desviaciones de las medias de columna

con respecto a la media general

Yyj son desviaciones de las medias de cada cel
da con retacidn a los efectos de hilera vy

columna.

€k S el error aleatorio con distribucién nor
mal, media cero, varianza o’ e independien

te.

Para obtener una solucidn por regresién en 1a cual los coeficien-
tes estimados sean a su vez los estimadores de los pardmetros in-
volucrados en el modelo de disefo experimental, es necesario im--
poner las restricciones adecuadas. Un conjunto de restricciones

acostumbrado es el siguiente:

La matriz de disefio que incluye estas restricciones se forma, de
acuerdo a los iutores. incluyendo 1h1c1almente. -1 columnas que
representan 105_pr1meros a-1 niveles de o y b-1 niveles de g .
Para cada observacifn, los valores de las columnas asoci?das‘.-
con los,éfectos principales de a y 8 se determinan de tal formj -
que ;[(li observgcibn pertenece a una de 1as primeras a-1 catego- .

‘rias de a, se e asigna un unc en 1a columna correspondiénte y



cero in las demis columnas asociadas con a . Si el individuo per
tenece & la ¢1tima categorta ‘.,a se e asigna el valor menos uno
(1) en todas tas a-1 columnas asoctadas con el efecto principal

a. De modo similar se procede para el efecto g . Las entradas -
de las columnas de 1a matriz de diseMo correspondientes a 1a inte
raccidn v son (a-1)(b-1) y se obtienen como producto de las entra
das en las columnas cofrospondlentes de.ios efectos principales.

De esta manera, 1a matriz de disefio - resulta de rango‘combleto yv-
pueden obtenerse los estimadores de los parémetros qel modelo asft
como las sumss de cuadrados debidas a los‘subcohjqntoi de varia--
blis ‘ndcpcndientei de interés, Este b?ocedimiento para transfor
mar ¢l modelo de disefo en uno de regresibn es comin a los tres -
métodos de anflisis examinados por Qverall y Spiegel. Ahora bien,
las diferencias en tos resultados se deben, como ya se indicé, al

procedimiento particular de anélisis en el nodelb de regresién.

Cabe recordar que en los modelos de regresidn donde se tiene una
variable respuesta Y en términos de k variables independientes -
(xl.xz.....xk) se utilizan determinados procodihientos estadfsti-
cos para solocciqn.r las variables més significativas. Algunos -

de 103 métodos mfs frecuentes en la Viteratura son: [Draper (1966))

1) EV de seleccifn hacia adelante (forward)
11) EV de seleccidn hacia atrés (backward)
“{14) EV de selecciOn paso a paso (stepwise)
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Estos procedimientos pueden utilizarse en el modelo de disefho -
transformado, pero debe subrayarée que en este caso no es de in-
terés estudiar 1a contribucidn particular de una variable, sino

del conjunto de éstas que determinan los efectos de un factor, -
Los métodos que sugieren Overall y Spiegel se basan en esta ob--
servacién y las diferencias se presentan en 1a forma de evaluar

1as contribuciones de los diversos factores. ET Método 1 involu
cra la estimacifn de efectos de cada factor ajustado por todos -
-1os demfs inclufdos en el modelo, Puede advertirse Ja semejanza

de este método con el método hacia atrés.

E1 Método 2, involucra Ta estimacifn de efectos principales igno

rando interacciones y después la estimacidn de interacciones a--
justado por efectos principales. En este caso, se puede decir,-
que se trabaja con dos modelos: uno Que Contiene Gnicamente efec
tos principales y otro que incluye ademis el término de intera--
ccibn.

El Método 3, considera un ordenamiento inicial de los efectos -

en el modelo y realiza la estimacién de los efectos ajustados -

por los efectos anteriores. Puede pensarse en este método coﬁo '

sintlar al de hacia adelante.
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Overall y Spiege) opinan que existen pocas bases pars decir que -
alguno de los tres métodos results en general, en el andlisis de
varisnza, o) mfs adecuado. Este hecho se debe principalmente a -

quc cada uno corrospond. 8 una estrategia distinta. Los autores

1.

prosontln un cJolplo tomado de Linquist (1953) en el cual Yas cel

das tienen frecuencias proporcionujos y en consecuencis e proble
[ 1] puodi ser aibojcdd pdr el anflisis .de varianza convencional. -
Del estudio, 6vora|l y Splegel opinan dui el Método 2 parece ser

1a gonoralixlcioh)nlsiaprbpinda de) anflisis de varfanzs usual -
del disclo'cxpirlnontcl. Esto se dobo |‘quo cuc;do se tienen fre-
cuencias propqrcionclos;.loslcfectos‘brinclpalos son ortogonales

entre s1, aunque las frecuencias desiguales producen correlacio--

nes entre las fﬂtcraccioncs y los efectos principales.

Finalmente 0vor|ll y Spiegel exponen algunas caracteristicas dis-

t1nt1vas de los diforontes lttodos.

En 1o quo se refiere al lltodo 1, los autores opinan, que es ade-
cuado si el problcll se concib- en términos de un modelo de rcgrc

sién linoll laltiplo Adicionlllonto oste aétodo puede utilizar-

«sa parc dotorlinar si los factoros tionen cfectos principales porv

;1stcnt|s. que no son nxpl!cados en sy totllidcd. mediante ofcc--

tos de 1nt|r|cci6n.\
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En cuanto a) método 2, Overall y Spiegel, consideran que es apro-
piado -cuando se espera encontrar vartacién significativa en térm-

minos de efectos principales aditivos,

E! método 3 tiene una ventaja pronunciada al minimizar la posibi-
tiad de que efectos significativos se cancelen unos a otros. Al
trabajar-con este método, las sumas de cuadrados de las componen--

tes, siempre al sumarse producen la suma de cuadrados del total.

En los tres métodos debe tenerse cuidado de no interpretar los e-
fectos principales significativos de la misma manera que se inter

pretan en un modelo balanceado.

Por Gltimo, los autores consideran que la mis directa generaliza-
ci6n del an§lisis de varianza convencional para Tos disefos expe-
rimentales lo proporciona e} método 2. Sin embargo, ﬁfirman que
dependiendo de los intereses del investigador pueden utilizarse -
el método 1 o bien el 3. Asimismo sugieren, dadas las diferen--
cias existentes entre los datos, que siempre se especifique qué -
aétodo so»ufiliz& en el anflisis de ta) fofma»due pueda realijzar-

se una fnterpretacitn correcta de los resultados.



Iv.4 ANALISIS DE VARIANIA NO ORTOGONAL USANDO
MEJORAMIENTO ITERATIVO Y RESIDUALES BALANCEADOS
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Hemmerle (1974) presenta en su trlbajo‘un1n¢todo para realizar -

e) anklisis de varianza no ortogonal (desbalanceado) usando las -

nedias por celda. Una de ias vonkiJas del procédinien;o es que -

evita el almacenamiento de gran cantidad de informacién, a! no re

quirir del célculo de l1a multiplicacion de 1a matriz de disefo -

por $u trnhspuesta (x&xo). o bien de una transformacidn ortogonal

para X . E1 método es iterativo y convergente. Utiliza los esti

0
madores y los residuales del anflisis de varianza balanceado para

resolver las ecuaciones normales y pari realizar pruebas de hipé-

tesis, con la propiedad, de que minimiza las iteraciones en las -

pruebas de hipitesis en caso de tener factores o {ntcracciones-no‘_

stgnificativas.

Supdngase el modelo de efectos fijos cbn_dos'crltirlbs de c]asifif

cacién i {nteraccidn

gk T ugt g e .
Jola...b (I0.4.1)
k = l......l‘l‘“
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Con

u“ lu#0108‘j07”

E(e“k) a0 E(ei'J'w . e”k) = ’

para (i',4',k") £ (1, J, k)
E( eizdk) & \72
0 bien en forma matricial

Yetp e C (v
Donde

Y es el vector de observaciones de dimensidn N

X, es la matriz de disefo de orden K x p

8 s un vector de dimensién p de parimetros -

del modelo.

“S1 o1 modelo (IV.4.2) se reparametriza utilizando el conjunto de
restriccfones usuales: '
Lay LB L vy "L yye°0
S j LR R i 15

y. as{ obtener una matriz X, de rango completo (p ).
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Entonces 12 solucidn para lai ecuaciones normales en (I1V.4,2) es
"~ [] " [}
= X xo) X, V.

$9
Yy, " — '

reeécriplendo el modelo (IV.4.2) basdndose en las medias de las -

celdas se tiene que

ij. L U‘J + 61“ . N . (IV.4.3)

donde
! E( 5,'3 , -0. E( cinjt‘.ﬁij ) = 0

E( G:j)'dz/"”

La rcpfosontqciﬁn'uatricfnl de las ecuaciones correspondientes a
1os minimos cuadrados ponderados para el modelo (IV.4.3) es la si-

guiente:
X'DX8=xD¥ ' (1v.4.4)

" .donde . .
X es una matriz n x p de disefio que se obten-
drfa para el modelo (1V.4.1) st hubiera um

sola observacién por celda.
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D es una matriz diagonal que contiene las fre-
cuencias de las celdas, Esto es, sus elemen

tos son: dy=nay, dy=nyp s eeu, dn'"ab "ij-'o'

8 es el vector de dimensifn p de par&aétros .-

desconocidos contenidos en Wiy Y

<t

es el vector de dimensi6n n de las medias de

las celdas.
Puede vefificarse que
Xs Xo = X'DX
X ¥ = XDV
'entconsecuonC1a ‘
B = (X5 %)™ X3 ¥ . (X' Dx)? X 0¥,
fdoﬁdelafﬂnp‘deguadrldos.debido g! ijustﬁ del modelo completo es’
sfﬁ' Kvepxo¥
y li-suiihdovéuidr;do; de los rgsidulies. R es 1§uii 2 |

RS .: "‘ ’Y ) s.vxo ' . Yy - af“._o;



Para el caso especial en el cual X es cuadrada y no singular, se
puede premultipticar ambos lados de (IV.4.3) por ( X' )% y des--

pués por 0°' para obtener
RYER
Prémultiplicando ambos lados por X' se obtiene
X*Xg=x'¥

En este caso, los estimadores 8 para el modelo no ortogonal son

Tos mismos que aquéllos obtenidos de (IV.4.3) usando procedimien-

tos balanceados. Sin embargo cuando estas circunstancias no se -

presentan, Hemmerle propone un método iterativo para resolver el
sistema de ecuaciones (IV.4.4), para ello parte del supuésto de -
que
- -]
Ao- (x*DX)

es una inversa aproximada con la propiedad,de que
Byt A KDY
B = (14 Eo ) Ao XDy,

.

,.. . 2 ©k . -
By (I¢E°+E°+...+E°)AOX'DY

donde B, es la j-ésima aproximacién ql valor de 8 y
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Eo= (1 -A0X'DX)
ademids

1+ Eo+ Eo+ cer 4 Eﬁ +...8{1-Eo )'1

siempre y cuando las rafces caracterfsticas de Eo, A » sean meno-
res a uno. Hemmerle demuestra que Ay < 1¥%¥k=1,...,p  por con-

siguiente

B = (I -E0 )" Ao X' D
= (X' DX) X' DV =

Ty <t

Por otra parte, el autor propone como inversa aproximada inicial-

Ao = { 1/c ) ( X'X )‘1 a fin de que se faciliten los cdiculos. -
Para ello, y con el propfsito de que la serie converja se determi

na el valor de ¢ como
c s mfx { d, }

Hemmerle sugiere una técnica para calcular, en forma sencilla, el
valor del{ k+#1 ) - #simo elemento de 1a serfe, a partir del k-ési
mo. Este procodtiiento utiliza algunas formas conocidas de) an§-

1isis de varianza balanceado.



-

Aoy Rt R - EL(D /)y ]

B, =E[(D/c)V)

donde

V= Vot L1= (0 )1V #RE(O/) VxR
Vo= (D/c)V-RI(D/)V]

R={1-X(0)"x] e (1v.4.5)

E = { X'x )" x¢

Para realizar pruebas de hipOtesis que involucren a los estimado-
res de los parémetros, Hemmerle propone otro método iterativo, -
que consiste en calcular 1a suma de cuadrados debido al modelo -

restringido por las hipOtesis de interés:

S, * ¥' o v, en la k-ésima iteracidn

con
5, 1P DY, . (Ivas)

en donde

V, se obtiene de (IV.4.5)

Por Gitimo, el autor en su lrtlculo prd;cnta el.siguiénfe'cundrovﬂ

que ilustra el procedimiento para el caso del nodelo‘descrito en
(1v.4.1)
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DUALES BALANCEADOS
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ESTADISTICA F

(V'OV -8 )/a-1

'y - Vo0F /in-ab

(Vov -s*) /b -1

Y'Y - V'DY / N-.ab

{ ¥'0f -'s”) / (a-1)(b-1)

Y'Y - T'DY /N - ab

Donde %, s%y s* se obtienen de (IV.4.) al imponer las restrcciouos G0 ¥4, 8.0 ¥4,

‘ ” - o ¥ 1..1 al modclo completo,
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IV.5  EL ANALISIS DE RANGO COMPLETO E INCOMPLETO PARA
MODELOS LINEALES

En un artfculo de Speed y Hocking (1975) se exponen algunos ejem-
plos para comparar. el andlisis de varianza de rango 1ncompleto' -
con el de rango completo o andlisis de medias. Particularmente -
los autores consideran gue el an&lisjé‘de.rango coMpleto.elimina
la confusibn cuando se realizan pruebas de hibétesislqhe‘involﬁi-f

cran datos desbalanéeados.

Sup6ngase el modelo
Yo=K +e C (IV.5.1)
~con

Y un vector de n x 1 observaciones
e un vector n x 1 de errores, adems e ~ N(0,0%1)
g es un vector p x 1 de parfmetros desconocidos

X es una matriz de disefo de orden n x p y rango q < p

El‘propOSjto fundamental del artfculo no es realizar una aporta--
cidn tedrica matemitica para el an§lisis del modelo (IV.5.1), -
sino establecer una mediacién entre la teorfa y la prictica. Espe

cfficamente, 10s autores intentan aclarar -algunas confusiones -



relacionadas con las pruebas de hipbtesis asf como simplificar -

Jas ideas acerca del anflisis de datos desbalanceados.

Para realjzar la discusibn Speed y Hocking introducen l1a siguien-

te notaci6n alternativa al modelo (IV.5.1) de la siguiente manera:

Y= Wy te R (1v.5.2)
s.a. Gu = 0 L ‘ '

Donde

Y, e son las mismas que en (IV.5.1)

" es el vector de medias cuya longitud es

tgual al nGmero de poblaciones muestreadas

"I es una matrjz de unos y.ceros tal due cada
columna tiene tantos unos como observacio-.

nes en la poblacién correspondiente

G expresa la relaci6n entre las medias que -
depende de la situacibn particular conside

rada. G es de orden r x m con rango r.

Puede observarse que el modelo (IV.5.1) esAuna sobreparametriza-F
cifn del Modelo (IV.S.?) 1o cual conduce a conceptos tales como -
funciones no estimables e hipGtesis no probables que causan confu
si6n particularmente en los qodhlqs desbalanceados. Cuando se -

realizan pruebas de hipétesis el desarrollo te6rico proporciona -

i
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expresiones explfcitas para hipbtesis de la forma Kg=n. En 12 -
prdctica afirman los autores, las hipftesis que as! se prueban -
_son poco claras 1o que conduce & adoptar algunas medidas; computa-

clonalo;'quo prueban hipdtesis que no necesariamente son las de -

interés.

Para realizar pruebas de hip6tesis de la forma AB=n en &) mode-

1o (IV.5.1), la prueba estadfstica es

CRE-RY/RET(qfs) . .0 (1v.5.3)

donde q y s son el rango de X y A respectivamenté y

R;-min (Y-XB) (Y-1Xs):
B

Ry =min (Y -Xg)' (VY-X8)
8

S, A AB®=n
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Mientras que para probar hipdte;iS'de la forma qu = ¢ en el mo .

delo (1V.5.2), es necesaric elegir o .tal que [ & 1 tenga rango

completo. Speed y Hocking estudian 1a falta de claridad en el a-
nélisis del modelo (IV.5.1) adn en los modelos con un criterio de

clasificacién. Consideran las dos represeﬁtaciones‘del modelo -

corrospondiénto:



124,

Vigmutay by, P«Ta; =Ty (I.5.8)
V'J. Il' ’.‘J ‘ i .T:.-'. ’.T:i'- (IV.S.s)

Con My estimable sf y sO)o st ny > 0; E) modelo sobreparametriza-
do (1v.5.4) se obtiene de establecer u, = u + a; en el modelo -
(IV.5.5) . Como ya se sabe 1a elecci6n de las condiciones no es<
timables no'influye el anflisis, sin embargo, 1a eleccidn de algu
na condicién puede conducir a equivocos. As{ de acuerdo al arti- '
culo de Speed y Hocking, la cantidad (‘u1+ u; Y /' 2 es estimable, .
si se reparametriza imponiendo la condicién a, = 0, esta cantidad
se describe como u+a; / 2, pero si se impone la cdndici&ﬁ ' - ,‘
agtaz * 0 se describe como. u . Las dos cantidades describen a
(‘waeuz ) / 2, 1a eleccibn de 1a condicidn no estimable asigna -

un significado a v y ay ¥ este s{ difiere bajo las dos elecciones.

En o1 caso de los modelos con—dos‘criierios de clasificacién los

autores también consideran los dos tipos de representaciones:

Y'jk-.u’ui’BJ *»VU*GU. ‘ Cee (I'.5.6)
yijk Y ey t=Tha
J=T®

(1v.5.7)

sin restriccidn en Wy
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1

; Cuando se analiza el caso balanceado es usual considerar hipbte--
é sis sobre los efectos principales a y B Y sobre interaccifn. Los

T autores ilustran los errores a los que se pueden 1legar debido a
la falta de comprensidn en el concepto de imposicidn de condicio-

f nas no estimables en el modelo (IV.5.6).

§ speed y Hocking fijan su atencién en los cuadrados medios asocia
' 40s a) efecto principal a {CMa) y encuentran que su valor espera

do, ECMa en algunos textos es consignado como:

3 .
ot +0b £ oy L (1v.5.8)
y ‘en otros como
a?enb t(aq- a oy - ¥..)2 { 1v.5.9)

-l

La ecuacidn (1V.5.8) sugiere que CMa, e5 apropiada para probar i-
gualdad de efectos, mientras que la ecuacién (1v.5.9) sugiere que
1a hiptesis que se prueba es la de igualdad de tratamientos in--

fluenciada por el promedio de 1as interacciones.
Las cohdiciones‘uﬁuales impuestas en el modelo son

Carg eyt w0 ¥ hg o (1V.5.10)

de dondofsq puede obscriar‘que (IV;S.G) es 1a expresibn correcta'ﬁ




para ECMa si se reparametriza el modelo imponiendo (IV.5.10). Por
otro lado, (IV.5.9) es correcta si no se impone niﬁguna condicidn
al modelo, Speed y Hocking enfatizan que el hecho de establecer -
condiciones no estimables no conduce a errores, es mds bien la -
técnica computacional adoptada para reducir el modelo (IV.5.6) en
| un modelo de rango completo 1o que ocasiona el cambio en lis hip6-
{ tesis que se prueban. Los autores opinan que es frecuente que se
1 determinen incorrectamente las hipbtesis asociadas a los cuadra--

- dos medios CMa, CMg, CMy como:
Nu'uiio HB'BJ'O NY'Y”‘O
T2 ; §=T00 (1v.5.11)
, Estas son afirmaciones incompletas de las hipbtesis que se estén -
% considerando y $610 tienen sentido si se asocian con la condicién

(1v.5.10). En términos del modelo (I1V.5.2) las hipStesis comple-

tas se representan por:
Ha: 91.,.' LE HB:U.j'N.J.
My gy =gy = gy $upg 0 (IV5.12)
4 1." ;“Jo j'

? En términos del modelo (xv 5.1), si se establece li«re]acidnv -

‘ u,, ®*utayt aj + ViJ a (1V.5.12) y ademis se reparlnetriza el

126.

ZQ modelo imponiendo ha condfcién (1V.5.10) se obtienc [} nis-o re--

- sultado que en (1V.5. 11).
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Sin embargo, una confusidn que a menudo se sucita es debida a que
no todas las condiciones no-estimables cuando se imponen en el -
modelo (1V.5.6) conducen a la misma equivalencia entre (IV.5.11)

y (IV.5.12).'Speed y Hocking proponen como una alternativa a .

{1v.5.10) Yas siguientes condiciones no-estimables:

“a = Bb = be = Yﬂj =0 . . (IV.S.IB)

Harvey (1960) opinéd que el uso de (XV.S.IS) conduce a un serio e-
rror al producir sumas dé.cuadrados incorractas. No obstante, Speed
y Hocking afirman que éstas no son incorrectas sino que correspon

den a hipOtesis diferentes que no son las de interés.

Speed y Hocking exponen otro ejemplo que considera el andlisis -
‘del modelo (IV.5.6) desbalanceado. ODiscuten un ejemplo presenta-
do por Chakravarti (1967) en el cual existe una confusidn debido
8 las hipOtesis que se prueban., Presentan una Tabla de An&lisis

de Varianza con los siguientes datos:

FUENTE GRADOS DE LIBERTAD CUADRADOS MEDIOS
Sujetos (ajustados) 2 ‘ 10,149.22
Observadores (ajustados) -2 ' . 254.18
Interaccion’ | ‘ \ 177.48

Error Sy ‘ L 92.62
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Si a1 modelo se representa de acuerdo al modelo (IV.5.2) una ele-
ccidn usual de 1a hipOtesis que se pruebs podria ser (IV.5.12).
Sin embargo, esto no es correcto ya que se debe considerar las -

frecuencias de las celdas,

Una segunda alternativa que se planfea en el artfculo es conside-

rar
n . LD
SRR s
H' n, nil

No obstante estas hipdtesis no conducen a los cuadrados medios de
la tabla sino que pertenecen a los cuadrados medios }lamados debi-
do al tratamiento o« no ajustado, y debido al tratamiento g no a--

Justado.

Finalmente, de acuerdo a 1o establecido por Searle (1971) los -
cuadrados medios que se presentan en la tabla corresponden respec

tivamente a las hipOtesis

n,.? Congn
. . 1) LN N
":'- L (ﬂi‘,}‘ "'j ) ”iJ .1‘:{ § n." ll.loj =0

3
; (1v.5.15)
. "'1‘a t.n o
H;'. f (n” - 7'71) \,‘” 'J';J f.‘%i_fnf__ ) s 0



Cuando se trabaja con datos desbalanceados, Speed y Hocking opie-

nan que 1as hipdtesis adecuadas son las establecidas en (IV.5.14)

ya que las presentadas en (IV.5,15) son de diffci) interpretacién.

A través de los ejemplos presentados en este trabajo, los autores
comparan el anflisis de los modelos de disefo de experimentos via

el modelo (1V.5.1) contra el modelo (1V.5.2) de rango completo.
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IV.6  UNA ALTERNATIVA PARA EL ANALISIS DE MODELOS LINEALES
QUE CONTIENEN CELDAS VACIAS '

Speed, Hocking y Coleman (1980) han propuesto una alternativa pa-
.ra el anflisis de modelos 1ineales que contienen celdas vacfas y
proporcionan un criterio para seleccionar las hipbtesis que se -

prueban en un caso desbalanceado.

Los autores supbneﬁ que e} modelo se establece en términos del -
vector de'barlmetros uw y que la hipbtesis que se pfetende probar

es de'\a_forma Hu = 0 por Jo que la prueba estadfstica estd dada

por
F . _SC(H)
(Q-"'P) qSZ
donde

q es ej rango de H
g2 son 10s cuadrados medios del residual con n-p
grados de )ibertad del modelo original.

SC(H) -es la suma de cuadrados del numerador

SCH) = (W3 )' (WV(3) W)

Por 10 general, Yos diversos programss de computadora no especifi

cin 1a matriz de hipGtesis H y SC(H) no se calcula directamente,-
sino que 1a cantidad que se utiliza como la suma de cuadrados del
nuuorador se obtionc couo una consecuencia de un procedinionto -

conputacional p.rticulor.
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Con e) fin de conocer las hipltesis que realmente se prueban, los
autores recomiendan, si no hay celdas vaclas, qu; se utilicen las
hipGtesis que podrfan probarse en el caso balanceado.
celdas vacfas, los autores proponen un procedimiento para determi

nar una hipStesis razonable que sea similar a la hipbtesis desea-

da.

Para tal efecto Speed, Hocking y Coleman utilizan e) modelo de me

dias de rango completo

- donde

YF'N}J*EV
Gus=0

es e] vector de dimensidn p de las medias de las

celdas de 1a poblacién qué pueden incluirse en -

] estudio.

13 uhgilatriz de conteo ta) que W'W es diagonal

'y es {gual al nimero de observaciones en Ta 1--

ésima poblacidn,

es una matriz r x p de rango r tal que Gus 0

representa un conjunto de relaciones entre las

‘medias de las celdas conocidas.

‘ fos cl error alcatorio con ¢ ~ N(O, lu‘) ¢ inde-

pondiontos.

51 existen
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Como prinor paso Jos autores determinan las restricciones de las

medias en iu pob!icidn observada que estin implfcitas en Gu= 0 .

Para ello particionan u en u' = (up,uy ) donde uy y uy corres

ponden respectivamente a las medias de las celdas vacfas y las ob

sorvada; En base a 10 anterior propocionan 1a siguiente defini-
cidn: ' '

| " La restriccid Gp, =0 se dice que es la restriccidn
cfoctiva si culndo Gy * 0 implica Guo-' 0y G es de 'j?

rango mlximo.

Con esta dofinicidn y lsumlendo que . W, es la matriz de conteo a-

propiada. el nodolo efcctivo es
Y ".HOu te
aile =0
Para construir 6 se particiona 6 on

6= [ 6m,60 ],

Jo'lcuordd al mismo critqrio éoh el que se plrticiopa ue S@ apli

can ohoficiono! entre filas con di.obJoto de reducir G a la for-
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Gom Gmo
- e o0 {Iv.6.1)
0 G .

Para probar una hipbtesis en el modelo efectivo cuyo rechazo im--
plique el rechazo de Hy -'0 en el modelo original, Speed Hocking

y Coleman proporcionan Ya siguiente definicidn:

* La hipétesis ﬁuow 0 se dice es 1a hipltesis efectiva
s1 Huo FO=>Hupy OyH es de rango mfximo "

De la matriz (IV.6.1) se observa que up estd definida en términos

de up como: -

Gmmy, + GRoys = 0 (1V.6.2)

Con [ definida en forma Gnica si Gmm es no siﬁgu1ar.
Si_se utiliza la ecuacién en (1V.6.2) para eliminar todo'd parte -

de ,, de las ecuaciones se obtiene
W = Wapg + Howe= 0

~ NGtese que si 6mm es no-singular, He = 0 y 0 Ho. En general, 2

vpliéando‘las reducciones en las filas a N' se puode obtener:
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H=n N;o

y queda especificado H.

La metodologfa que Speed, Hocking y Coleman presentan en su qrticg
1o tiene la particularidad de que las hipbtesis efectivas se basan
en hipOtesis que se habrfan probedo si el experimento fugra balan-

ceado.
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CONCLUSIONES

€1 problema del desbalancec ha sido objeto de un cﬁnsidordble nd-
mero de contribuciones en la literatura ostad!stiéa. Sin embarg,
y dado que el anllists parece complicarse en 1a madida en th au-
menta Ta cantidad de factores bajo consideracidn en @l sodelo, -
pricticamente Ya totalidad 8-\ materfal que ha sido recopiiado -
para la‘clapornc1§n de este tr;bajo s6lanente aborda‘cl caso de -
dos factores. De esta farma, las conclusiones que aquf pueden -

presantarse son rqlt(1vns s este tipo de modelos.,

La manera te6ricamente correcta en la que deben ¢é analizarse los
modelos dc disefio de experimentos dosbllanccadés'es. de acuerdo a
1o expuesto cn o) apartado I1.3, Va corrospoudiente Al modelo ge-
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neral,  Esto es, 3o debe de tstublcccr la hlpctesis de 1a forms .

t H: XKbem y a partir de ollc'obtcnnr Yas cstld!sticn; de prueba.
St onbgpgo.*dg§14930'QQQ ée esta manera cada problema particular

.foquiord di li'oliioracion de programas de coipuiacian tfpiclion- _

. te couplica&os. sc - cptldo por utilixnr algunos nétodos aItcrna

tivos usua!acnto iucorporadol cn pcquotcs estadistlcos que flc111'
 tan o laliinil pero. quo pusden. proloeir rosnltados orrdnoos sl -

‘no e utillzaa ndoculdolontn os daeir. s uo sa titnc c!nridad -
‘_cn las hlpltolil quo i) prueian. ' '



De cualquier manera, a continuacibn se presenta un resumen de las

hip6tesis que se prueban con los diferentes métodos expuestos en

este trabajo, para 1o cual es dtfl la siguiente tabla:

Hy
Ha:
Hy:
H..‘:
Hs:
He:

Hy:

’ "‘.:

u1.' uil.
jn”u” / ‘n‘. = 3""1]. l‘ilj / nil.

x‘.{l'”ﬂill "i‘j

2‘(n )‘ L)

j 1§ 774 i '-_"'j
Mip t M

l.l-j = E'J'

?ﬂijll“ / ﬂ.J = E ﬂi;louijn /ﬂ-J'

i My
A

Uu . V”'

By gt g Pyt 0

: u” .y ;t‘u" + Bj O'y"’J
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E) método de medias no ponderadas es un método'aprqx1mado puesto -
que las sumas de cuadrados no tienen una distribucién x* y en con-
secuencia no corresponden al numerador de una prueba de hipOtesis

Vineal. No obstante Goslee y Lucas sugirieron una aproximacidn pa
ra probar las hipdtesis H, y Hs . La primera justificacibn para el
método parecla ser su simplicidad en el célculo; sin embargo con -
el avance en las actuales computadoras esta ventaja parece no ser

de gran importancia,

E! método de nimero esperado de celdas no es dtfl para realizar -
-pruebas de hipétesis ya que, de forma similar que en el anterior,

ta suma de cuadrados del numerador no tiene una distribucién x°.

138,

E\ método de medias ponderadas es sencillo y sirve para probar las

hipOtesis no ponderadas Hy, Hs y Ho.

Por otro lado el método modificado de medias ponderadas'se puede -

utilizar para probar las hipltesis
Negy LTS 1)
H:a, ¢+ i = g, *I ...aL.‘_.\l.
. ‘ .1 J T i J n..

: e vee e v '
Heg Ay g oy LAl By
) ' Nas . ‘ .. . ;

¥’"|



E1 método de ajuste de constantes es el dptimo para los modelos -
con dos criterfos de clasificacidn sin interaccidn. Propo;ciona
el mismo conjunto de sumas de cu;drados que se obtienen al esta--
blecer las hipltesis

Mo : ay - ay =0 ¥is1,2,... 001

uol: By - gb.-o ‘¥j-l.2.....b-.-l

en el modclo general,

Los métodos de Overali‘y Spiegel prueban las siguientes hipltesis:

METODO 1. aninos‘Cuadrados Completos. Este método proporcio

na las mismas sumas de cuadrados que el de medias ponderadas

¥y, por tanto, sirve para proboé (3] nisnoAconJunto de hipdte--

sis,

NETODO 2. Del Diseho Experiucntll Estc nétodo es scnejante
al ndtodo do ajuste de constantes y prueba las hipdtesis Ky y
"’.‘

METODO 3. Ordenacidn Aprtor!; Este o3 también un caso espe--
cial de) método de nJusto de eonstlntos en donde se utilizav-
I(c/u) y R(8/y,0) -COmO lc ‘suma de cuadrudos dct ofccto princi
pal quo es Gti) para probar W2y N1.

M 139'
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Alternativamente se puede utilizar R(8/u) y R(a/u,8) para probar
”. y Hy.

€1 aftodo iterativo_do “onncrlo proporciona aproximaciones de las
sumas de cuadridos. Las hipOtesis que se prueban dependen de -
las condiciongs no estimables iclcccionadas y del orden en el que

se particionen los pardmetros. En su trabajo Qe 1974 las sumas -

de cuadrados que se oﬁtioﬁen sfrvcn pcraApfébar las hipdtesis Hy,
Ny y Hy, yo que el conJunfo'do condiciéﬁes no estimables es

u"'. g. = Y‘I

.'V'J "_0 ¥ i,J.
Se puede observar que las hjpbtesjslﬂx-y Hs son féciles de inter- ‘
pretar, ademis de que las sumas de cuadrados asociadas a ellas -

pusden obtenerse haciendo uso de algdn paguete de regresidn miiti

ple. Sin embargo debe de tenerse presente la reparametrizacién

que se esté considerando al imponer la condicién a.*g.%y; * yJ- 0.

S1 en efecto es correcto de acuerdo al modelo, establecer esta
restricciSn este pusde ser un método adecuado y de cilculo senci-
110. -



 BIBLIOGRAFIA



142,

BIBLIOGRAFIA

Bicking, C. A., (1954). Some uses of Statistics {n the Planning -
of Experiments. Industrial Quality Control, '

Chakravarti, I. M. (1967). Handbook of Methods of Applied Statistics
New York: John Wiley & Sonms, Inc. ' ‘ -

Oraper, N. R, and Smith H, (1966}, Applied Regression Anmalysis . -
‘John Wiley & Soms, Inc. o | '

Goslee 0. G. and Lucas H. L., (1965). Analysis of Varfance of .

Disproportionate Data When Interaction-is Present. Biometrics.

Goslee D. G. (1956). The lcvgl of significance and Pouér of the -
thoiqhtcd Means Test. Unpublished Ph. D. Thesis. North.Canlinq
State College, Raleigh, N. C. '

Harvey, W. R, (1960). Least Squares Analysis of Data with Unequal
' Suhcllss’luabcri.lhrs 20 - 8, U.S5.D.A.

Hemmerie W. J. (1974). Noﬁorthogonal Analysis of Variance Using. -
Itcrgtivc laprovement and‘Baflnceq Residual, Jour. Amer, Sfitist;
Assoc. 69,347, |



143,

Hicks R, €. {1973). Fundamental Concepts in the Design of Experiments.
John Wiley & Sons, Inc,

Kendall and Stuart (1966). The Advanced Theory of Statistics Vol 3.
Third Edition. Griffin,

Kempthorne, 0. (1952)., The Design and Ahalysis of Experiments. John
Wiley and Sons, Inc., New York. ‘

Krammer C. Y, (1955). On the Analysis of Vartance or Two Way ' -
CIiisification With Unequal Subclass Numbers. Virginia Agricultural

Experiment Station. Blacksburg, Virginia.

Lindquist, E. F. (1953). Design and Analysis of Experiments in -
Psychology and Education. New York. Hoyhton Mifflin. '

Overall y Spiegel (1969). Concernig Least Squares Analysis of -
Experimental Data. Psychological Bulletin. Vol 72.

Searle, S. R. (1971). Linear Models, New York. John Wiley & Sons,
Inc. '

Snedecor, 6. W. and Cochran W. G. (1967). Statistical Methods.

Speed, F. M. & Hocking. R. R. (1975). A‘full Rank A@aly;is of Some
Linear Model Problems. Jour. Amer. Statist. Assoc. 70,351.



144,

1. (1980). Hypothesis to

Coleman A.
Statistics. A9,2.

Hocking. R. Res
Communications in

speed, F. M.,
h Unba\ancod Data.

be Tested Wit
1978). Nethods -

Hocking. R. R., and Hackney 0. p.

Models W

speed, F. N,
Jour, Amer.

of Analysis of Linear
statist. Assoc. 13, 361.

ith Unbu\anced Data.

of Multiple C\assifications With

The Analysis

Foo (1934).
pifferent tlasses. Jour.

unbcfs in the Anor..Statist..

Yates,
Unequal N

Assoc.




	Portada
	Índice
	Presentación
	I. Introducción
	II. Diseños Balanceados
	III. Diseños Desbalanceados
	IV. Algunas Técnicas para el Análisis de Diseños Desbalanceados
	Conclusiones
	Bibliografía



