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La época actual es llll tiempo de transici6n en el que es ne­
cesario mirar hacia adelante como fuente de progreso; un período en -
el que un estudio serio <lel futuro quizá nos acerque al día en que -­

seamos capaces de elegir futuros deseables y configurar nuestro dcst_!. 
no en lugar de sufrirlo. Pensando siempre que el tiempo que viene es­
tan o más valioso que el presente, ya que todavía no ocurre y contie­
ne por tanto un n(unero infinito de posibilidades. 

Consciente dC' esto último, la planeaci6n en la actualidad -
se ha convertido en tma actividad fl.Uldamental, motivando que los org~ 
nismos que se dedican a ella adquieran l.Ula visi6n más clara del futu­
ro, preocupándose no s6lo por ampliar sus intervalos de planeaci6n si 
no tanbién su confianza sobre ellos. 

Para lograrlo, la planeaci6n necesita de herramientas que -
le sirvan de base para inferir las decisiones o acciones a seguir, · 
siendo una de ellas "el pronóstico", el cual como una emmciaci6n de­

un evento por ocurrir y que se realiza basándose en la observaci6n y­

en la experiencia tiene el propósito fundamental de reducir el riesgo 
en la toma de decisiones. 

La importancia que tiene impl{cita la obtención de un buen­

pronóstico que lleve a la plena realización de la planeación, ftmda -
menta el propósito de este trabajo el cual pretende presentar en for­
ma critica un m6todo de pron6stico basado en los ~lodelos de Series de 
Tiempo de Box y Jenkins, desarrollando para tal fin seis caprtulos. 

De esta forma, en el primer caprtulo se establece una clasi 
ficación de los métodos de pron6stico, dividi6ndolos en intultivos, -
causales y de cxtrnpolaci6n, con el fin a1timo de situar el análisis­
dc series de tiempo dentro de un contexto general. 

Formalizar el análisis del m6todo de pronóstico basado en -
los ~lodclos de Series de Tiempo de Box )' Jenkins es el propósito dcl­
segundo capitulo, introduciendo los conceptos de cstacionaridad y au-
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tocorrelaci6n. y explicando algunos conceptos fundamentales. 

En el tercer capítulo se presentan tres clases de modelos -

de análisis aplicables ~ serie~ de tiempo estacionarias y no estacio­

narias, considerando además a las series de tiempo estacionales. 

El cunrto capitulo hace referencia al proceso de construc -

ción de un modelo para un;.i serie de tiempo comprendiendo tres etapas. 

La primera es la identificación de un tipo de la clase de modelos --­

existentes pa rn series de tiempo y explicados en el capítulo ante - - -

rior. En la segunda etapa denominada, ajuste del modelo, se estiman -

los parámetros del mismo. 

llna \'e: estimados los parámetros se revisa la eficiencia -­

del modelo. constituyendo la tercera etapa que se denomina revisi6n -

del diagn6stico, si el modelo escogido no resulta ser el apropiado. -

entonces se hace necesario regresar a la etapa de i<lentificaci6n has­

ta encontrar el modelo apropiado. En este cuarto capitulo también se­

habla de la generaci6n de pronósticos que es la aplicación del modelo 

que ha sido seleccionado. 

Toda la teoría expucst& es aplicada finalmente a un conjun­

to de datos, constituyendo así el qujnto capitulo. 

Existe Lm sexto y Cíltimo capitulo en el cual se expresan -­

las conclusiones personales acerca de los m1.>ELOS DE SERIES DE TIDIPO 

DE BOX Y JE.'\KI~S, resultantes del desarrollo tle este trabajo. 
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1 ftETODOS DE PROIOSTICO 



Existen en la actualidad muchos métodos de pronóstico que v~ 

rían en precisión y complejidad y cada uno de ellos con un:-i aplicación 

especial. La selección del método dependerá de diversos factores:cl -­

contexto del pronóstico, la disponibilidad de datos históricos, el gr~ 

do de precisión deseada, el período de tiempo respecto al cuál se pro­

nosticará, entre otros. 

Para adentrarnos en el análisis de un método de pronóstico -

en particular, mencionaremos algunos aspectos cualitativos fundrunenta­

les para su desarrollo. Los aspectos a considerar son los siguientes: 

• :~aturaleza y uso de los pronósticos, 

• Definición del problema de pronosticar, y 

• ~létodos de pronóstico y su clasificación. 

Es evidente la importancia que el "pron6stico" tiene en la -

toma de decisiones, ya que el último efecto de cualquier decisión de -

penderá siempre de una serie de eventos que ocurren después de que és· 

ta ya fue tomada. Por esta razón, en los sistemas de planeación gene -

ralmente existe una función de pronóstico que puede estar definida en­

mayor o menor grado. 

La utilidad de los pron6st icos puede observarse en dh·ersas­

si tuacioncs como son problemas de inventario, planeaci6n de la produc­

ci6n, planeaci6n financiera, control de procesos, etc. 

Es claro que el riesgo que se tiene al tomar una decisi6n no 

puede eliminarse totalmente:', pero el prop6sito del pron6stico es redu­

cir ese riesgo y dependerá del m6todo que se utilice el disminuir o au 

mentar la magnitud del error que:' se pue,la cometer. 
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Para definir el problema de "pronosticar" debemos empez.ar -
por hablar del problema que presenta "decidir", ya que la naturaleza -
de la decisión dictará lll.lchas de las características que debe poseer -
el pronóstico¡ esto es, cuál será la exactitud exigida y cuál el alean 
ce requerido. 

Al definir las variables que van a ser analizadas y predi -­
chas, se detennina de hecho la forma que tendrá el pronóstico mientras 

que la exactitud deseada dependerá, en gran medida, de la r&lidad de -
la infonnaci6n, dicho de otra manera, de la certeza de que la calidad 

de los resultados de im pronóstico nunca podrá ser mejor que la cali -
dad de los datos. 

La calidad de los datos depende de cuidar tres aspectos pr~ 
cipales: su origen, disponibilidad y adecuaci6n y ajuste. 

El origen de los datos depende directamente del tipo de va -
rimle que va a ser prooosticada, debiendo vigilar que la fuente de -­
cksMle se recolecten sea lo "'5 confiable y observando cuidadosamente -
c&IO soo obtenidos, ya que existe la posibilidad de que ast como se -­
presenta iu:has veces el problema por la escasez de datos, se tenga el 
problema de abwldancia de los miSlllOs, Si éste es el caso, es conveniC!!_ 
te establecer algiít criterio para clasificarlos. Así miSJ!l) 1si se trab! 
ja s6lo coo ma DJCstra de la población, es importante cuidar la repr~ 
sentatividad de dicha 11JCstra y por ende, todos los aspectos inheren -
tes a ello. 

Otro aspecto es la disponibilidad de los datos,esto es, el -
tener la seguridad de que estarán disponibles en el momento que se ,.an 

a necesitar y si c<1110 resultado de su recopilación, síiuen ajustándose 

a nuestros requerimientos originales. 

Por liltim, hablemos del ajuste de los datos. Es muy com<i'l -
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que los datos deban modificarse de alf.U11a manera antes de iniciar el -

análisis para pronosticar con el objeto de que resulten más eficientes, 
Esta modificación recibe el nombre de "Ajuste" y puede llevarse a cabo 
de varias formas: una de ellas, y quizás la más común, es el ajuste -­
por períodos de tiempo; otro forma es la transformaci6n de los mis -­
mos, o sea la aplicaci6n de una transformación simple a los datos ori­
ginales.Logicamente al usar algún tipo de ajuste debemos tener la cer­
teza de que mejorarán los resultados. 

Otra característica que dicta el proceso de decisi6n es el -
cauce requerido del pronóstico. Esto involucra el factor tiempo en 
tres enfoques: período, horizonte e intervalo del pronóstico. 

El período de pronóstico es la W'lidad básica de tiempo en 
que el pron6stico es hecho: mensual, trimestral, anual, cte., el hori­
zonte es el núnero de períodos que en el futuro cubrirá el pron6stico, 
o sea el alcance del mismo. La frecuencia con la cual es pronóstico d~ 
be ser revisado se denomina intervalo del pronóstico y con frecuencia­
~ste y el período son iguales, de tal forma que el pron6stico será re­
visado cada período. 

llmJDS 00 PIUa>TICDS Y ~ CLASIFIOCICW 

Definiremos brevemente un método de pronóstico como un proc~ 

so para predecir el futuro, el cual a travl!s de tllla serie de resulta -
dos nos dirá lo que es más seguro que ocurra en el futuro de un even -

to. 

A pesar de existir ma gran variedad c!C' mHodos para prcde -
cir el estado futuro de un e\'cnto, ninguno proporciona todas las res -
puestas a todos los problemas de pron6stico. 

Estos métodos pueden ser examinados desde dos puntos de vis-

ta: 
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1.- Tipo de infonnaci6n (datos) que se tiene, 

2.- Tipo de análisis que se va a llevar a cabo con los datos. 

1. - Si tomamos en cuenta el primer enfoque o sea dependiendo de 

la infonnación que se tiene, los métodos de pronósticos pu~ 
den ser naturales o causales. 

1.1 Naturales. 
Estos métodos de pronóstico emplean los datos a su dis· 
posición únicamente sobre la variable dependiente o re~ 
JXJesta. Esto es, se trata de ver cuándo la variable de­

pendiente muestra algtma regularidad sobre el tiempo, -
y cuando esto sucede, proyectar dicha regularidad hacia 
el futuro. 

1.2 Causales. 
Los métodos de pron6stico causales consideran, además -
de la vari.ab le dependiente, oc ras vari.tbles que repre · 
sentan cani>ios en la respuesta. Estos métodos suponen -
que las variables causales se pueden medir y proyectar­
con mayor exactitud en canparación con una proyección -

de la variable dependiente únicamente, y que las rela -
ciones entre las variables pennanecerán constantes so -

bre el tiElllpO. 

Z.· A partir del análisis de los datos que se va a llevar a ca· 
bo, los métodos de pronóstico se clasifican en subjetivos y 

objetivos. 
2.1 Swjetivos. 

fn este caso el proceso empleado para obtener la predif. 
ci6n no está bien especificado: el proceso se lleva en­
la mente de los que hacen las predicciones. 

2.2 Objetivos. 
/\diferencia de los métodos subjetivos, el proceso em · 
pleado para predecir está de tal manera especificado, -
que puede ser repetido y obtenerse los mismos resulta · 
dos. 
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La combinación de los enfoques señalados da lugar a la ob -

tend6n de una clasificación la cual no es única, existiend0 dentro -

de cada uno <l<' estos mc;todos varias técnicas de predicción. 

CLASIFICACitw DE WS '4.:ICJD) DE PIOiJSTIIDS: 

1. - ~u-·1rnx:is 11'1lJJTf\'OS (SUBJl:Tl\'0-C\USAL) 

Estos métodos están considerados como los métodos clásicos del -­

pronóstico. Están basados esencialmente en el sentir individual -

de una situación o en la opinión de expertos. 

En general, se aplican modelos mentales implícitos (subjetivos) -

de los expertos, para analizar factores económicos, sociales o -­

técnicos de eventos futuros (causales). El objetivo de estos mé -

todos es el de juntar lógica, sistemáticamente y sin sesgo, toda· 

la infonnación y los criterios que tengan relación con los facto· 

res que se están estimando. 

Dentro de los métodos intuitivos podemos citar la técnica "TKJ" y 

la técnica Delfos. 

2. • METúOOS CAUSALES (OBJETI\"O·CAUSAL) 

Los métodos causales están basados en la idea de tratar de prono! 

ticar los efectos de una situación sobre la base del conocimiento 

de sus causas. 

En estos m6todos se utili:an dos o más tendencias identificables, 

generalmente suponiendo que existe una relación lineal e indepen­

diente entre ellas. Corno ejemplo podemos citar el modelo de regr~ 

si6n TllÍltiple. 

Los m6todos econom6tricos, caso específico de los m~todos causa · 

les, consideran tambi~n la existencia de rnm relación 1 ineal en -

trc las tendencias, pero además tratan de detenninar las relacio· 

nes probables entre una ~·otra por medio de la correlación esta · 

9 



dística, por ejemplo, el modelo de términos autocorrelacionados. 

3. - METOOOS DE EXTRAPOLACION (OB.JETIVO-NA11JRAL) 

Estos m6todos, como su nombre lo indica, están basados en la ex -
trapolaci6n, esto es: el carácter distintivo mostrado por datos -
relevantes en el pasado,se traslada al futuro basándose en dos -­

principios generales: 

- El período siguiente será igual al período presente. 
- El patrón que rige las tendencias de las variables del presente 

período al siguiente será el mismo en relación al patrón que ri 
gió el período pasado con el presente, 

Las técnicas usadas en general, son ajustes re curvas o extensio­
nes de tendencias pasadas y siempre suponen la existencia de da -
tos pasados y presentes para definir el futuro. 

Analizando la clasificación de los métodos de pronósticos -
expuesta:-intuitivos, causales y de extrapolación- podemos inferir --

que: 

- Los métodos objetivos -tanto objetivo natural,como objeti 
vo causal- se consideran apropiados para traoajar con pr~ 
blemas estructurados, en los que se dispone de datos pas! 
dos y con los cuales es posible formular LDl modelo explí­

cito. 
- Los métodos sttijetivos son apropiados para producir pre -

dicciones en áreas no estructuradas y aún más, en áreas · 
no desarrolladas, abarcando largos períodos. 

- Los métodos causales son aplicables a predicciones que 
abarquen periodos cortos ya que confonne aumenta el ínter_ 
valo de predicción, aumentan también los errores en los · 
predictores disminuyendo en consecuencia la confianza en-
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los eventos pronosticados, 
• Los métodos de extrapolación generan predicciones con un 

alto nivel de confianza para periodos cortos de tieJTTOO. 

• Los métodos de extrapolación y los causa lC's, - - - - - -

no pueden utili:arse especialmente en las siguientes con 
didones: 

* Cuando no exista tma teoría fonnal que penni 
ta la fonnulación de hipótesis. 

• Cuando no sea factible conocer los valores -
de los parámetros de entrada a algún modelo­

generado. 
• Cuando no existan o no se conozcan datos pa­

sados. 
• Cuando el intervalo de predicción sea a lar­

go pla:o. 

A continuación presentamos un análisis elemental de tres mé 

todos de pronóstico, cada uno de los cuales pertenece a lllla de las -­
clases expuestas anterionnente. 

• ~~todos intuitivos: T6cnica Delfos. 
- Métodos causales: Pranedio cambiante. 
- Ml!todos de extrapolación: Series de Tiempo de Box y Jen -

kins. 

Estos ejemplos servirán para comparar las cualidades de -·­
tres métodos diferentes de pron6stico. 

Descripción: Se interroga a un panel de expertos por medio de una se­
cuencia de cuestionarios, en los cunles las respuestas al primero se­
ut ili:an para producir el siguiente cuestionario. De esta manera, to­
da la infonnaci6n, de la que disponen algtuios expertos, pero otros -­

no, se pasa a éstos (!}timos y eso permite que todos los expertos ten-
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gan acceso a toda la infonnaci6n. 

Precisión: 
Corto plazo Regular a muy bueno. 
Mediano plazo: Regular a muy bueno. 
Largo plazo : Regular a muy bueno. 

Identificaci6n de pW1tos críticos: Regular a muy bueno. 
Datos que se requieren: Un coordinador que emite la secuencia de cues 
tinarios editando y consolidando las respuestas. 

Descripci6n: Cada punto del prcmedio cambiante de una serie de tiern~ 
lo constituye el pranedio aritmético o ponderado de cierto nCimero de· 
puntos consecutivos de la serie, en donde el nlinero de puntos de los· 
datos se escogen en fonna tal que los efectos de las temporalidades o 
de las irregularidades o de antias, quedan eliminados. 

Precisi6n: 
Corto plazo : Mala a buena. 
Mediano plazo: Mala, 

Largo plazo : ~l.ly mala. 
ldentificaci6n de pl.Sltos crlticos: ~lala. 
Datos que se requieren: Mientras más historial exista, mejor. 

Descripción: La serie de tiempo se dota de lDl oodelo matemático que -
es 6ptimo en el sentido de que asigna menos errores a la historia que 
los demás modelos. Habrá que identificar el tipo de modelo y entonces 

estimar sus parámetros, Aparentemente ésta es la rutina estad!stica -

m4s precisa que poseemos en la actualidad, pero también es uno de los 
mf!todos ~s costosos y consumidores de tiempo. 
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Precisión: 

Corto plaz.o ~·luy buena a excelente. 

Meuiano pla:.o: ~lila a buena. 

Largo plaz.o i\h.Jy mala. 

fdentificaci6n de puntos críticos: Regular. 

Datos que se requieren: Tener mucho historial, es mur valioso. 



U SEllES DE TIERPO 



llna serie de tiempo SC' dcfine cnmo una sec:11Pncia nrtlenadn · 

de observaciones ck 1m;i v:iriahle en puntos del tiPmpn igua !mente esp'.!_ 

ciados, y en cuyo nn:íl isis SC' usa sólo !:1 historia de J;is nhsl'rvacio· 

nes que van a ser prnn0stic:-idas, dcsarro!Jamlo para tal fin un mOLJclo 

para predecir valores futuros. Lo que nos 1nd1c1 que los mo<lclos de -

series de ti ernpo pertcnC'l:cn :1 los métodos de extrapolación, ra mcnci o 

na<los. 

Una fonna de representar ima serie de tiempo es: 

:x.. = 1 +~.t ... ~. E.,., .. l{,e. .... +. 

donde Xt. es una flmción de componentes aleatorios lt 
1 

t,.,, . . · y 

~ y las \ ~~ ~ son constantes. Estos modelos son muy útiles cuando­

observaciones sucesivas son altamente dependientes, y muchos de ellos 

están basados en el anñlisis de series de tiempo desarrollados por •• 

George E. P. Box y Gl\il i}'lll Jenkins denominados mDIJJ)S DE SERI[S Dí. -

Tle.IPO DE BOX Y JE~KI~S, que son el prop6sito del presente trabajo. 

Si el conjimto de observaciones que conforman la serie es • 

continuo la serie de tiempo es llamada continua; si el conjunto es 

discreto la serie de tiempo es discreta. 

Este trabajo se enfocará solruncntc a series de tiempo dis • 

cretas, donde las obscn·aciones son hechas a intervalos flJos de tic!!!_ 

po. Estas observaciones efectuadas en el t icmpo ~, , ta , ........ , t" 
pueden ser denotadas por x.<.t,) 1 :x.lt,l1 •.• , .X.(t"). 

Cuando se tienen \·alares suceshos de ima serie disponihle­

para an51 is is cscrib irnos ~. , x 4 , ••••••.• , x., para denotar obscn·:i · 

cioncs hechas 11 inten·alos de tiempo equidistantes t..•h, to•:i.~ 1 . •• , -t.•,.,. 
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Si los valores futuros de una serie de tiempo pueden ser ·• 

dctenninados exactamente por alguna funciéín matem:ítica, tt•nemos el ca 

so de un modelo de series de tiempo de tipo dctcrminístico, pero si -
esos valores futuros sólo pucdf'n ser descritos en ténnrnos de una dis_ 

tribuci6n de probabilidad la st>ríc de tiempo será entonces de tipo -­

probabilistica o no determinística. L:n este último caso, es posible -

derivar un modelo que puede ser usado para calcular la probabilidad -
de ocurrencia de tm valor situado entre dos límites especificados. Es 

te tipo de modelos son llamados ~bclelos de Probahil idad o Procesos Es 

tocásticos. 

Un Proceso Estocástico es un fen6r.teno estadístico que invo· 

lucra el tiempo acorde con leyes de probabilidad y el cual genera l.Dla 
serie de ci>servaciones. Si se añade el adjetivo discreto, el Proceso· 

Estocástico se referirá a la naturaleza del conjt.11to sobre el cual va 

ria el tiellpO. 

Bajo este cC11cepto, las series de tiePlpO al ser analizadas­

paederl ser vistas ces> la realizaci6n de un Proceso Estocástico, es -

decir, generadas por lll Proceso Estocástico. 

En general, las observaciones integradas en una serie de -

tiempo pueden ser descritas por lila variable aleatoria ~ dimensio­

nal l x, , Xa. , •••••••• , X"' l con distribuci6n de probabilidad. 

-¡:>,Ja., .. ., '1 (.:¡:, • .X.a,.• • ,.x "') 

11.1 . a:llD'IO IE FSfADOWlllWJ 

La noción de lEa función de distribución conjunta para tUla-



serie de tiempo es esencial para la comprensión del Concepto de Esta­

cionaridad. 

Para motivar nuesl ro interés en la estacionaridad, conside­

remos el problema de describir los primeros dos momentos de 

1'1 (..x..,:x.i, ... , x") 
r,' •, ... '~ 

o sea, la media y la varianza y covananza <le las variables -------­
z, 1Xa 1 • • 'I .X". 

La media puede ser obtenida simplemente cOtTlo tm vector de "I\ 

valores esperados 

y la varianza y covarianza como una matriz sim~trica de "f\& elemen -

tos 

• • e (..:r.,, .x.,.) 

e ( xa, .x,) • 

• 

• 

• " (.x .. ) 
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Para lle9crihir la _.ta • X. , X.1 1 ••••• • 1 X., necesi t*'5 

1\ e1-bl5. y ,_... esaair la varianza y ccwarianza rf.. • !l.. Si 

sm;mos los elmentos 1J1e necesit'8ls para describir los pr~ros -­

dos llCIM!lltos de la funcim de distriwcioo cmjunta tendremos 

ll\ +.Lll.lelonentos. 
l. ,. 

Lo anterior, nos mestra la necesidad <JJe existe Je algunu 

simplificacién estructural si deseamos que la funcirn de <lis tribu - -

cién cmjwita sea la base de una técnica operacimal de pronóstico. 

Tal siilplificaci6n ¡uede ser llevada a cabo si pedimos que 

la ftn:iál de distrih.lci&i conjunta, no se vea afectada por algún - -

cambio en el origen, esto es, si la probabilidad de distriooción co!!_ 

junta asociada con K. observaciones ~, •.•••.• , Xt+ t\hecha sobre -

cual'Jlier cmjamto del timpa ~ , ••••••• , t.,./( es la migna que la - -

asociada cm ~ observacimes Xt+W\• ........ ,X••"'•"- hecha al ---

timp> • • 11J. ........ , t .. .,.-. donle t es rual<Jlier 11.liltO en e 1 tiem 

po yJlry l(sm dos enteroo CU"lleY.}ui~ra. 

La propiedad de cpe 

'/'(Xt,. .. , Xt••) • 'j' (X.+._,, ... , Xtnu 11:'..) 
se conoce e~ estacimaridad. 

Para <ks>strar el ef ec:to de la estacimaridad en el canpor­

t•iento de una serie de tiempo, notallos <JIC para l\ • O 

1cx.,>. pC'x.t•Wtl llr e tl,!J, ... 

esto significa CJ1C la funci6n de distribucim llílrginal para cual 

(fJier par de obscrvacimes es la •iSllil, lo <Jle oos 

a cpe la media y la varianza sm iguales. 

'1: E<x.) ~ Elxt • ..,.) 
. . o~: vlx.) • Vtx, .... ) 

de manera s:uular para 

/(.a / 1('x.,, X.,.,) • f { x .. .,.., X f.,...,) 
lo cual significa CJ1e 

e ( x.' x,-. l · e(z •• "'.1 .x. ....... ,) 

lleva d irect<tnente 

,..":ti!• ,., I "'1• • 
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Esta covarian:;.i la v:unos a dcnot;ir por ~1 <londc el subíndj_ 

ce 1 significa que el valor de ~ Jepen<lc únic;uncntc del hecho Je que 

las observaciones en cuestión cst5n separaJas por un período: 

X( }' l:. t ~ / ó .l: t + m }' ::t t .. ~ 1-1 

entonces 

,\ partir de este manento, siempre que nos refiramos a ~j -
lo h;iremos cano la autocavarian:a de período j , (se usa el prefijo­

"auto" porque se trata de la covarianza de <los observaciones de la -

misma serie). 

Si regresamos al plantemniento inicial del problema, deno -

tanda H:x) por 1 y \/(z~)por t0 , observamos que para tener los dos 

primeros manentos de la función de distribución conjunta Ylé describ.!_ 

rá las observaciones de una serie de tiempo, sólo necesitmnos n 1- 1 -­

elementos, ya que la media será ( -Af 1 ••••• , .Af) y la varian:a y cova­

rianza 

101 !1, t.:i, ••• , '"·• 

• I 

't 'I•• / • • • • • • , , fo 

lo que demuestra que el utili:ar la propiedad de estadonaridad rC>du­

ce el número de elementos necesarios para describir ln \·arüm:n de -­

las variables :x.,, Xa, ... J X'\ 
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La cstacionaridad tiene otras implicaciones para el compor­
tamiento de tn13 serie de tiempo. La condición de que la esperanza de­

"Xt no depende de -t sirve para localizar la serie de tiempo en el e~ 
pacio, en la vecindad del valor medio que se convierte en una constm:i_ 
te. La serie hará viajes lejos de la media rcro retomará rcpctidamel]_ 
te durante su historia. 

Una forma de visualizar lo anterior es imaginar un proceso­

estocástico estacionario del cual se desea saber el valor probable de 
X 1110 sin haber visto la historia de la serie. La mejor adivinanza 

será claro -"f . 

F.n el caso de que .Xt esté nonnalmente distribuida se puede 
esperar además que, por ejemplo, exista l.Ula probabilidad de .OS de 

que x ••• se encuentre fuera del intervalo 1:t.1.u f'ya que Uo 
es la desviación estándar de .x 1110 • 

Entonces la estacionaridad en el sentido técnico implica e~ 
tacionaridad en el sentido intuitivo de localizar el proceso dentro -
de una regi6n de la cual sólo raramente saldrá. 

Ahora podemos definir estrictamente un Proceso Estocástico­
Estacionario COIOO un proceso en el cual sus propiedades no se afectan 
por un cambio en el origen; esto es, si la distribución de probabili­

dad conjunta asociada con /( observaciones .Xtt 1 ....... , x. •" en -­
cualquier conjunto del tiempo es la misma que la asociada con .k ob-

servaciones .Xt'"''''''''·•.x••"'•"en el tiempo t•lft, • •• , ••11J•k· 

11.2 RICI<* IE MmXD'iARIANZA Y MlltXlJUU:IACICW 

Otra implicación de la estacionaridad se deriva del hecho -

de que la autocovarianza entre dos obsen·aciones cualesquiera depende 
s61o del neimero de períodos que separan dichas observaciones. 
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La estacionaridad tiene otras implicaciones para el compor­

tamiento de lllla serie de tiempo. La condición de que la esperanza de­
xt no depende de -t sirve para localizar l<i serie de tiempo en el e?_ 
pacio, en la vecindad del valor medio que se convierte en lllla const<l!!_ 
te. La serie hará viajes lejos de la media pero retomará rcpctidamel}_ 
te durante su historia. 

Una forma de visualizar lo anterior es imaginar un proceso­

estocástico estacionario del cual se desea saber el valor probable de 
.:x. 1• 0 sin haber visto la historia de la serie. La mejor adivinanza 

será claro ""f . 

En el caso de que :Xt est~ normalmente distribuida se puede 
esperar además que, por ejemplo, exista una probabilidad de .OS de 

que .x ••• se encuentre fuera del intervalo 1 :!.1.1' Jt;ya que ffo 
es la desviación estándar de "••o . 

Entonces la estacionaridad en el sentido técnico implica e~ 
tacionaridad en el sentido intuitivo de localizar el proceso dentro -
de una regi6n de la cual sólo raramente saldrá. 

Ahora podemos definir estrictamente un Proceso Estocástico­
Estacionario CClll) un proceso en el cual sus propiedades no se afectan 

por t.m cambio en el origen; esto es, si la distribución de probabili­
dad conjt.mta asociada con /( observaciones .x, 1 ••••••• , x. •" en -­
cualquier conjlUlto del tiempo es la misma que la asociada con k ob­

servaciones lttt11\ 1 •••.••. ,Jtt•ni•ken el tiempo •• .,.., ••• ,••"'•"· 

Otra implicación de la estacionaridad se deriva del hecho -

de que la autocovarianza entre dos obsen·aciones cualesquiera depende 
sólo del nllmero de períodos que separan dichas observaciones. 
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~1:~º" l.x-c, x.,.il=E [(x.t - E(Xt))(:t:Hj-f(lttj))1 

=-E[<xt-41) t~.j-¡)] 
Si anali:arrns el producto ( x._- 1 J (:X..t•j-"fl notaremos que si W1a­

obsen•ación se encuentra por encima de l<J IOCd1;1 v 1 pcrío<los después 

es seguida por otra obscnación que tambifo se encuentra por encima -

Je la mecha, la autocovarian:a entre :X.t y xt .. i es positiva. 

Sucede lo mismo si tcnerms lllla observación por debajo de la 

media seguida ) períodos más tarde por otra observación que se en -

cuentra tarti:lién por Jcbajo de la media. 

Pero si una observación que se encuentra por arriba de la -

media, tiende a ser seguida j periodos más tarde por una observa -­

ción que se encuentra por debajo Je la media, o viceversa, la autoco­

varianza entre .Xt y l:.t:+j será negativa 

El 11echo de que la autocovarianza 6j pare~ca determinar -

la apariencia de una serie de tiempo, sugiere que un proceso estacio­

nario mostrará el mism nndelo general de comportamiento sin importar 

cuando sea obsenrado. Esto es, fa r':lalización (.x"',· . . ,X,,.4j) no será­

exactamente la misma que (.xrtt~,t•.,,,, ....... ,..t.,.,+.aK.,, 11 ) pero su apa -

riencia general será la misma. 

}\Jede entonces parecer a;iropiaJo caractcri:ar un proceso, -

simplemente r.iostranuo el conjunto de comrian:as to) ~11 r a, . .... . 
Este conjunto será ll<IIllado función de autocovarian:a. 

Para prop6sitos de comp:.ir:ir series diferentes, sin embnrgo, 

no es enteramente satisfactorio ya que lllla Jifcrcnci3 en la dispcr -

sión clcl proceso, causada c¡m:á por escalas Llifcrcntes de mcdLb, CO!:!_ 

ducirfa a autocornrian:as muy diforentcs. Por cjt'll![llo, si una \'aria -

ble cstfi medida en cientos ·o miles <le pesos en lugar de millones ele -
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pesos, todos los segundos momentos estarán aumentados por un factor­

dc 100, porque la varianza es una rn<'dida d<' dispersión. La crniparab~ 

lidad puede llevarse a cabo si estandariz:nnos las autocovarian:as di 

vidiéndolas por Ko , esto es, transform.1ndolas en correlaciones. 

A tales correlaciones nos referiremos como autocorrelacio-

nes y las denotaremos (' , entonces la correlación entre .X.¡, y X.¡,.) 

será denotada por ~l 

P·- E[<xt.--'fHXt-•j-"f)] : EBX1:-1) l:x.,.¡-"'f)] 

l- ~E[Cxl-"ft] E[<x••r "ft] ,_ es; 
ya que para m proceso estacionario Ux = 1o es la misma al tiempo-

t • j que al tiempo t • 

F.ntonces, la autocorrelación en el período • ,. l 
pi-: r: 

es 

la cual il11llica que 

pº =- 1 
\lj es w nC-ro sin widades o dimensiones, ya que la es-

cala del rnnerador y del denooiinador son rurbas el producto de las e:!_ 

calas en que se miden Xt y X t t 1 • 

El conjmto de correlaciones a veces llamado función de au 

tocorrtllaci6n estará dado por: 

r. : r. ':. 1 {'. -: lL f j-:. (¡ 
to r. ro 

llta gráfica qte DR.Jcstra estas correlaciones a través de --

j períodos o sea 1.D1a gráfica de la f1.11ci6n de autocorrelaci6n se­

rn llamada lll correlograma. 

La función de autocorrelación además de no dimensional 

H ~ ~i ! 1) es simétrica, esto es 



En general, cu:mdo l::is observaciones en el tiempo t: y /: 'J. 
son similares en t·;ilor, ~j tiene LD1 valor cercano a 1 . C11ando 1.ma -

observ:Kión gr:indc en c·l tit'mpo i: es seguida ¡ior 1m . .1 p('q11eiia ubscrv':l_ 

ción en d tiempo 1:+}, ~l c's ccrTana a -1 . Si existen pequcf.as rt'la­

cioncs (:lltre las ohscrl':.ic1orws ('; es aprnximadamcntc O. 

lk1st;i ;ihur:i sólo lll'1nos consi<ll'r:1do la flllh.:ión dl' ;1utucorrc -

Lición teórica, 1 a cual describe un prnccso cstodst i.co conceptual. -

Ln la práctica; tenemos una serie de tiempo fíniw ~, • ....... , .x:.l'\ 

de 't¡ observaciones, de la cual s6lo podemos obtener estimadores de -

la función de autocovarianza y por ende de la función de autocorrcla­

ci6n. 

Estos estimadores están dados por: ,. ...... l 
6;: Cj • ~ L lXt • 'i:.) (:X.t•') - :i.) . ' ... j:o,1,1,. ... 

donde l\ es el n(Jnero de observaciones que tenemos y 
'f\ 

consecuentemente 
i.: J.. LX"' 

"ti t., 
,.. e· P· - ,.... - ¿_ 

l · J • e., 
Para obtener una estimación útil de la función de autocorre 

laci6n es suficiente calcular l"j para . "" ) ª 'I a., ' ' ') i 

Las autocorrelaciones 1"l son sólo estimaciones de las auto 

correlaciones reales ~ ¡ r por lo tanto están sujetas a un error. 

Expresiones aproximadas para la varianza de 'f'¡ y la cova -

rianza entre "t'l }' -rju para un proceso normal están dadas por: -V{1'¡) ~ 1' L { f': • P •• ¡ ~ •. ¡ ·' E'¡ (', C'v.¡ • .: r: <(~· J 
.,., •fll) 

•• 
[. ..... 

Estas expresiones serán de utilidad más adelante, cL~ndo ne 

cesi ternos identificar Lm modelo para 1ma serie- de tiempo determinada. 
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III .1 PGE1Ji PMIA ~JES DE TllMIO 131'.AClCMl.IAS 

PROCESO ESI'OC\STICO Dl~TO LJ!\f..\L 

Un proceso estocástico es un proceso discreto lineal si ca­

da ohservac ión '.Xl rucJc ser expresada en la fonna 
... 

:Xt: l -t ~u El-. -t ~' t:~-1 -t ~l E.t-i-+ • • • : 1 + 7- ~¡ t1:-j 
l'O 

donde .Af y las j ~¡'son parámetros fijos y la serie <le tiempo 

( ....... ., t,_, , Et , ....... ) es una sccucnc ia de a Iteraciones i<lént i -
1 

ca e independientemente distribuidas con media O y varianza \i e J 
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llamado algunas veces proceso lineal general. El proceso .l.l' 'f ... 'l. ")t.'.l 
l • cJ l 

es discreto, porque las observaciones .X.t están tCJlla<las a interva - -

los discretos e igualmente espaciados y lineal porque las xt son una 

canbinación lineal de las pasadas y presentes alteraciones. 

Una fonna alternativa de escribirlo es - . 
:xl " ~ • ¡_ ~j e' f1: 

en ténninos del operador B, qud"tlefiniremos como 

°'BEl" f.t-1 

que implica 
¡ 
~tt• f,_·) 

Usando esta notaci6n 

ó 
xt "1+1. t;•El • lf, e,'t.l +~a. t:J'°Etr .... • 

donde 

Es evidente que obscn·ac iones sucesivas en l:l serie de - - - -

tiempo l.x.l \ son dcperuicntes, ya que están <letc1minadas por las-· 

mismas reali::icioncs pre\'i:is de fft\ . ..\dem(ls si las IE1.\ están­

normalmente Jistril:uidas, la:; 1 x:, t están normalmente di!'trHuidas. 

Los modcl os der h·a<los Je 1 proceso linea 1 genera 1, son capa -



ces de representar series de ti~ estacionarias y no estaciona 

rias. Si ama serie de timpo es estacimu'ia, significa que fluctúa­

aleatorünente alrededor de una media constnnte, y si uria serie es -

no estacionaria implica que no tiene una media natural. 

En general, si la secuencia de ponderaciones ! ~¡ \ en el -

modelo lineal es finita, o infinita y convergente, la :<cric de tion­

po / .:x.l ~ es estacionaria con media -"f . Si la secucnc iJ 1 ~ j l es i!.!_ 

finita y diverge, la serie de tiempo es no estacionari..l y-"'! es sólo 

un JUlltO de referencia del proceso original. 

Para asegurar que el proceso es estacionario Jebe vcrifi -... 
carse que para 

X.t; = ~ + '"?- "'· ft- ~ 1 jªO IJ ... 

la media y la matriz de varianza-covarianza del prcx:eso existan y --

sean invariantes con respecto al tiempo. 

La media del proceso está dada por: 
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E (.xt) = 1 +E ( 1• E4 +~.e •• , + ~" .E.t- L + ••• ) 
Un proceso para obtener el valor esperado de 1o E.t ~ 'f 1 f\. 1 • •• 

es obtener la suma de los valores esperados de todos los términos --

uno a uno. Sin anbargo, 

cesario que 

para cpe este procedimiento sea válido es n~ .. 
~.t.~ 

denle Jt es cualquier núnero finito 

Si esta condición se satisface, la 

entonces la media del proceso es 

E (Xt) .. 4f 

• 
~. ~ ¡ converge, y 

Podanos observar que la media del proceso no depende de t 

lo cual satisface uno de los requerimientos de estacionaridad. 

L., varian::a del proceso se deriva directamente de su defi-

nición así: eie 

. i '[_ a. 
V!lACXt.)" ro= E[x.- Etxl)] r: G'f. ~¡ 

1 • ll 



que es significativa sólo s1 la media del proceso existe y la StD11a -
• l 

l ~; converge. 
•:o 

, 
.,;,l.51 mismo, es significativ:-i sólo si-

la SUllk1 L. \.P, u .. 
·,-:o {. ·11. l converp,e 

La varianza > la covananza no Jcpeudcn de t: , lo cuél 1 -

crnnple otro de los requerimientos de la estacionaridad. 

El proceso lineal general, no es un IOCldelo de series de -­

tiempo muy útil ya que contiene un número infinito de paráiretros de~ 

conocidos. Por lo cual se han desarrollado modelos que describen ad~ 

cuadaroonte la serie de tiempo conteniendo relativamente pocos par~ 

tros. 

Un caso especial del proceso lineal general es el modelo -

::x:l"' ~. Xt·• • <$3 .xt-a.. .. · · · + 4>1" .x,. f + J • Et 
el cual es llamado un proceso autorregresivo que contiene 1' par~ 
tros desconocidos 1>. 1 «i'a, ...... , ~f' por lo que nos referireioos a él 

como w proceso autorregres1 vo de orden f o m!.ls brevemente ARl 'f ) 

Se dice que el llK>delo 

Xt ~ ~1.Z:t-1 + ~¡.Ct·a i • • • • ~f X4. p + J t t.t 
es la regresHm de x.4. con respecto a valores anteriores de la nusma 
Xt por lo que se dice que es autorregresivo. 

Es fácil demostrar que el proceso autorregres1vo es un ca· 

so especial del proceso lineal general, sustituyendo .Ji. 1 del proceso 

autorrcgresi vo por 

.Xt•i: 4i, :C •• .\+ cp¡:.ct·l +. , . t et>., x •. ,. 1 id t €.\•I 
!:iim1 lannente, podemos sustituir :X.t. >., X,. l J etc. , para o!?_ 
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tener una serie infinita en t. t: 

El proceso tambifln pue<le ser descrito en ténninos Je l open~ 

dor B como 

6 

si 
cp.,.te): 1- cp.~·-. 

entonces 

p f (f>) X t • J + E t. 

A veces es conveniente trabajar con la serie de tiempo def!_ 

nida en ténninos de desviaciones de la media -"{ , Si i.,. ,. Xt: - >f para 

toda t. 

cp f Ce) i.".: E.i 

.tWUS> ~00 00 PIDEl IJWEN. 

El proceso autorregresivo más simple y que es muy iJnportan­

te en la práctica, es el proceso AR{ 1 ), el cual está dado por 

:JL ~ • p, x •. , + J -t E~ 

A este proceso tant>ién se le denomina Proceso de Markov po!_ 

que x. depende Gnicamente de la observación previa .X.-1 •. 

fu términos del operador B 

X~: q, e).xt +di' t.._ 
6 

( 1 - q,, ~) 
Para que este proceso sea estacionario se requiere que las­

rafces de ~1( ~) ~ 1- d>, B'= O se encuentren fuera del cfrculo uni ta -

rio, lo que es equivalente a pedir que 

1 4'. 1 <. ' 
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La media, la varian:a }' la autocovarianza del proceso 

AR( 1 ) se detenninan fácilmente y dan cano resultado 

-"f : ~ ( :( ~) • _si_ 
1- ~. 

J \),,l. 
(j:. <P, I-'-~~:. ep; to j=o,1,:zJ··· 

La función de :.iutocorrelaci6n es simplmente 

(l):. c:p; j: o, 'J :l.J .• 

lo que nos indica que para Lll1 • .\R ( 1 ) la función de autocorrelación -

decae exponencialmente cuando Q>, es positiva y decae exponencialmen­

te, pero oscila en signo cuanlo cp1 , es negativa. 

El correlograna presentarli la siguiente forma si cb,, es P2. 

sitiva 

o._...i.-i.-A--..._..._..._..._..__..__..._ ...... ~~. 

J 

r si es negativa será de la forma 

o 

., 
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ffiOClro AUltlUUDIB'iIVO 00 SIDNl> CJIDF.N 

Si hacemos -f • .il. obteneioos un proceso AR( :.! 

:r~ = el, .:x.l-1 + <Pa. .:c..,_2. +el+ ét_ 
6 

.Xt,: 4. -5 .X.1; + <P~ t:>:i x.l + d + E.-t 

..x.l ~ d +e.\ 
( 1- et>. i.3' - <t>2 e,:i.) 

Para que este proceso ,~~l 2 ) sea estacionario, se requiere 

que las raíces de la ecuación característica l t - tt>.~ - cf>a e,1. ) " O 

se encuentren fuera del circulo lUlitario, que es equivalente a reque­

rir que los parlimetros cf>, y cf>:a.. sean tales que 

~ •• <P 1. " 1 

d> .. - 4>. < 1 

14>al c. I 
La regim para los parámetros <f>, y ch~ está representada -

por la siguiente figura 

·1~-------.:<~--------IL---------.--------------·A-. 
'f1 

'"' -------- --- ---1 ---- ··--·- .. ~ 

Si las condiciones dadas para ~1 y ~l se satsifacen, se 

puede demostrar que la toodia del proceso AR( Z ) es 
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V lo -& <ti ,1 -t 4>2 l:t .. G"": 

f, ':. et>. ro .. ~a,, 
t,. : cp. '1 + <1>.t ro 

ecuacionc.; que p1cdcn Sf' r rC'suc Itas, lbdos los va lores 4>, 
1 
4>~ y ti~ 

para ~o, t' r '.\ Para ·~ >l I ~l está daJa por 

ij : ~. 'j-1 + ~.\ t)-.t 

L<t fL11ci6n Je autocorrelación se deriva de la expresión ant~ 

rior, y tcneioos que, 

P, = cP 1 -t ~l p, ó ~.-:. _!h__ 
1- ~a l 

~:a:: ~' ~. + <t>l ~a: <P,. + ~ 
conocidas como las ecuaciones <le Yulc-1\"alker, las cw1les pucd;!n ser"~ 

sueltas para e. y ea. 
,\sí 

Usan<lo la condición <le estacionarida<l y las expresiones en -

contra<las para ~1 }' ~ \ la región alhnisihle para los valores <le --·--

~'y~\ está <la<la por -I 4 ~' c. 

-1 (. E>a <.. 

~.J. (. t ( (J,. .. 1 ) 

lo cual se representa en la siguicntt• figura 

.. ,. -· ---· 

---------~·---- _____ ¿; - . 

\ / . / 

\\ ·/ 
~ 

-· 

1 -·-- ----=; f', 
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Podemos hacer algwms observaciones de carácter general ·-­

acerca del proceso AR( 2 ) , com el hecho de que la fmción de autoco 

rrclaci6n 

sigue la misma relación dinámica que el proceso en sí mismo 

X\. s e), Xl-I-+ <ta JCi.\ -t d"" E._ 

Además, si las raíces de la ecuación característica 

(1-;,e-~,_e1 ):oson reales,,1 •'ft~oentonces la fmci6n de autoc2_ 

rrelaci6n será positiva y tenderá a cero o alternará en signo y tend~ 

rá a cero. Pero si las raíces son ccmplejas, "•-.+,<.o entonces la­

fmci6n de autocorrelacim descenderá oodulando, cCJOO se muestra en -

las siguientes figuras. 

P;• 
~ ....... "º 

• 

•• 

,. ' 
--=-·. ¡ ............. 1 l.__._1 ~' 1 --· -) • 

1 1 1 1 i J .. 
) 

. .. ' 

1
1111 '" 

• 

1 

"1111" 

w Mh••wsno •-ma 

Los resultados obtenidos para AR( 1 ) y AR( 2 ) rueden ser­

extendidos a procesos AR de orden arl>itrario -f' 

X~ a(,,~· ... + tr 0 41
) x., +J+ f.l 

6 

e/+ E~ 
:X. l :. --------·---··---

' - </>,o • ... - ~P BP 

La condición de estaci.onaridad puede ser detenninada por 

tma generalización de las condiciones para ,\R( 1 ) y AR( 2 ) ; o sea -
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( 1 - ~. u. - • • . - A-, to ?f ) "' o que las rafees d<.' Li c·c11acii'in c1r:1ctc·ri'stil·:1 't' u 't'1_ .J 

tleben encont r;:irs1• fur ra ,¡('] cín:ulo 11ni t:irin. 

S1 l'St:1 ~·r·11Jición v::. ~3ti:;frch.1, cntonrl'S 

-'f : E. ( Xl) : --.---d----:-­/ - rp, - ... - f.,, 
Siguientlo los procedimientos ya us:1dos 

( 0 = ~. ~, + ••• t cp-r K1, t G~ 

t, : ~. Yo + • • • + ~ f t, _ . 
. . . . . . . . . . . . . . 
~f: ~. ~ •. , •••. + 

dados los parámetros ~. 1 •• • > <f>r Y 
4'e Ko 
li°f a. pueden ser resueltas para-

las "f .. 1 inc6gni tas r" 1 ••• , K ti 

Para j > f la covarianza '8j está dada por 

'1-:. 4>. tj., • · · · • q>, r1-p l > f 
La función de autocorrelaci6n puede ser obtenida si las últi 

mas 1' ecuaciones anteriores son di vi di das por lo transformándolas -

en la.e; i'cuaciones de Yule-1\alker para ,\R('f). 

e. ,, ~.+'ªe. · ... • <t>~ e,., . . . . . . . . . . . . . . . 
et': el>, e •.• • ~.E>,.,.,·· · · • et>, 

m sistema de -(> ecuaciones lineales con 1' inc6gnitas p,, ... / ~f 

Para l >-f / pl ;iucde ser obtenida por 

~l = ~. ei-• .. · · · + ci>, ~;., 
IWllS> IE PIOQ)JQI; M1/JUiS 

Considercnos el caso csrccial Jcl proceso lineal g"ncral cn­

donde solo las prin:-rns ¡ ponderaciones son difcr"ntcs ele cC'ro. El --

proceso será 
.xt-:: "f • t~- G,t,_,- .. . · 8\E,., 

dond(' - e. -' .. ,- e\ son un conjunto finito dC' pondC'racionC's (('l ~ ig -

no meno~ se ha introJucido por com·<'niencia 1. El mollC'lo antl'fior !;C'r.'Í-



llamado un proceso <le promedios móviles de ordvn 9 , ~t\( y i. 

Ya que existt• w1 número f111ito <le pon<lL'racioncs <lifcrcntcs­

de cero en el proceso M,\( ~ l cualquier proceso de este tiro scr:í es­

tacionario, sin importar el valor de las ponderaciones. 

En ténninos del operador B el proceso~~\( ~ ) s~' L'.,..,,,·esa 

6 
x, = / + < 1 - e, f> - • • - e, -e«+) E t. 

.Xp 1 + G) 't ( 'B) 4. 
oonde 

El proceso de prmedios .Svi les de priEr orden está descr!. 
to p>r 

La edia del proceso es 

r la nrimza es 

' .. 6": ( 1 • 9~ l 
La autocovari•za est4 dada nor 

1 
es: <-e.l · 

r; ': 
o 

y la fll1ci6n ele aatocovarianza es 

_-e. 
1 +9~ 

o 

3: 1 

• 
l > ' 

j: 1 

. 
J' 



Una propiedad muy im¡x>rtante del proceso MA( J ) se deriva­

de la función de autocorrelaci6n y es que la ''ml>moria" del proceso es 

de s6lo lU1 período. Esto es, una observación X* está correlacionada­

con su predecesora x*-1 y su sucesora ::ic. ... , pero no con cualquier --­

otro miembro de la seriP. 

El correlograma para ~ste proceso se muestra en la siguien­

te figura y consta de una sola espiga en el periodo 

., 

e, , es positiva e,, es negativa 

Este proceso está definido por 

x. ~>-\•f..- 0 1 E4.,- eaE\·t. 

El proceso ~~.\( 2 ) es estacionario para todos los valores -

pennitidos de e, )' e.l 

Es f~cil \·cr que la media, varianza y función de autocorrc­

lación del proceso m( 2 ) son respecti\'amentc: 

Et;x.~)'1 
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(>, : - e, ( 1 - S,) 
1 ... e,i. • e~ 

P;i.:. -Bi. 
1 ... e~ t e~ 

~i,. o j > l. 
Entonces la funci6n <le autocorrelación se corta <les¡:ués de-

En la siguiente figura se nuestra la región admisible para-
91 y G.a, para un proceso MA( Z ) 

9,. 

""' ' ... 
-· • a. 

/ '-.. e, 
' ", 

-----~ 
-· 

la región para (>
1 

y {>,. del mismo proceso será 

-· / 

,· P, 
/ 

- l 
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PROCIID l>E IWJIIDIOO MJ/IWi DE Mt\Y<lt <lU.l~: ·-----

Los momentos Je cualquier proceso ~L\( i J 

'.Xt=11+i:t-91E+1-· .• - GtEt.., 
son fáci lrnente obteniJos, de tal forma 4ue 

E(.x..,)= ~ fo= G~ t 9t ':o 
donde 90 se sobrentiende que es \ y la autocovarianzn está dada por: 

t
er: (·ei ""e,ei·· • ... • Gh e,) 1·1) .. ,~ 

(~: 
o ~>\ 

la ftmcibn de autocorrelacibn es entonces 

ele tal manera que el correlograma consiste de ~ 

j: 1, •••. J \ y O para l '> ~ • 

! " 1 J • • 'J <f. 

j > ~ 
espigas a través de 

La memoria cte ~L\( 1- ) es de l períodos ya que Xt no está 

corre1ac1onada con mieni>ros de la serie que estén separados por mAs -

de \. periodos. 

UflBlTilllLUW> l.lf.L AIUS> DE PIDIDilli K1I 1 Lf.S: 

Existe una interesante '<lll.'.llidll<l entre el proceso de promc 

dios ooviles y el proceso autorregrcsivo. Por ejemplo, consideremos el 

proceso ~L\( 1 J 

= t • - e1e) t.t 
el cual si rcsol\'cmos para t~ nos <la .. -

f\ ~ ( 1 - 9 1 b) .X.t 
,\hora si 1e,1 <. 1 poderros escribir 

( ~ ni i ) - ( a " t4 s (- t:fi 1' x.: 1 ~e,~ .. ea~ •.... ) .X. t. 
i•. 
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y el cual reconocemos com:> un proceso autorregresivo de orden 1nf1ni-

to, con ponderaciones . 
ti. = e~ 't' .1 j 

Se ha invertitlo el proceso MA( 1 ) para ohtener tm proceso­

AR( oo). La condición 1G,I<.1 es llamada la contl1ción de invcrtibi 11 -

dad para LID proceso MI\( 1 ) . 

fu general para que cualquier proceso MA( ~ ) sea inverti -

ble a tDl proceso AR(ooJ se requiere que las raíces del polinomio --­

G\ (t>):O se encuentren fuera del circulo um tario. 

Para el proceso MA( 2 ) es equivalente a requerir que 

e. • ea. '" 
el - o, ' 
lfhl ~ 1 

La condici6n de invert1bilidad para los parámetros en el 

proceso MA.( \ J es idéntica a la condici6n de estacionaridad para l.Dl­

proceso ARl \ ) • 

Lb proceso AR( t J puede ser invertido para dar m proceso­

de pJ'O'leJios nilviles de orden infinito. 

&i resinen: 

- El proceso M\( t ) es estacionario no importa el valor de las pon~ 

raciones f G¡\pero es invertible sólo si las raices de G)\ (~)=O 
esdn fuera del drculo mitario. 

- El proceso AR( f J es estacionario s~lo si las rafees de ~ f> t~)" O 

están fuera del drculo wntario, pero es invertible para todos los -

valores de las ponderaciones l 9 ~ \. 
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ffiOCESO MIXTO AIJTOORir;RffilVO Y DE PRM.JJIOS MNIU.S . -

Ln la construcción de modelos, ocasionalmente encontramos -

aJgLUlos que incwyen ténninos tanto autorregrcsivos como de promedios 

r00viles y dan como resultado w1 modelo autorregresivo-promedios mov1-

les de orden ( -{> 1 t 
:x.•=cf• ~' :xt_,~ ... • ~f.r.~.,- 9,tl_,- .•. - e~tl.,. i:t 

ó 
~f (i:;) :x;l. el+ E\ (-e,) E-4: 

que abreviaremos .\J<H\lf, \J. 

Las condiciones de estacionaridad e invertibilidad de los -

procesos ARt f ) y M:\( l) establecen las propiedades para los proce­

sos Al<t-L\(1', "). 

ces de 

tibie s1 

~to es, tm proceso ARH\(f1 "") es estacionario si las rai -

'f.' f (o) ~ O están '"uera de 1 círculo l.Uli tario e inver­

las rafees ele el{~)• 0 están fuera del circulo urntario, 

PROCESO ARMA (1 , 1 ) 

El. proceso Al<.'IAt 1, 1) está descn to por 

X~ .. t:Í • cb 1 Xl·r + f.t - 9, t.~-1 
el cual puede ser escrito en }oim.1 de 1.11 proceso de promedios n:6\·ilc'3 

por 1.11a secuencia de sustituciones: 

.x,. ~: .x.t·~ • (J• ~.J) • l~• l~,-9,) t.~. 1 - <t1 G1 E, . .._ 

xr= ~~ x •. , • (d • q>,cf .. ~~el)• f.t • t4>. · 9,) E_., + 

~1 ( <f>, · 9,) l~., - ~~ 9, E~-1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

para que el proceso anterior sea estacionario la suma de:' cocficicntt'S .. 
. L. ~; «t>. -~.) 
ILO 
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debe converger, entonces se requiere que 1 cp,I <. l como en e 1 caso - - -
del proceso AR( 1 ). 

Alll1que ARMA( 1, 1) es un proceso MA de orden infinito, pode -

mos tratar de aproximarlo a lUl proceso MA de orden finito excluyendo­
los términos después del punto donde los coeficientes ~j ( 4> •• e,) 

1 

llegan a ser más pequeños que una stuna arbitraria. Claramente se re -
quiere un proceso de pranedios m6viles de muy alto orden, para aprox!_ 
marlo al proceso ARMA(l,1). 

El proceso ~1A(l,1) puede tanbién ser descrito en forma au 

torregresiva = 

X\" <t,x •. 1 • J+ f, - e, l •• , 

.:a: 4 " tl•CJ•8,J)+l4>.-e.)x,.,+9,<f>,.x\·i -e:t •. ~ 

40 

"l.(~. - e.)~., .... e.(~,- 9.)xl·¡, + e,i(~.- 0,).x •. ¡+ ••• +-ti&. •fi 
La invertibilidad del proceso requiere que la s1.111a de 

i e;·• (,, - Q,) converja y de aquí que 1 &,I <. 1 como en el caso-, .. 
de ll'l proceso MA.. 

La media del proceso ARMA(l,1) está dada por 

E(x~): J+ 4>.E(x ••• >+EH•)-S, Elt •• ,) • ~. 
que es el mismo resultado obtenido para AR( 1 ) • 

La varianza del proceso es 

~.= 4'.r,.-Gi- e,(~.-e.>r;: 
y las autocovarianzas están dadas por . ! 4>, 'º -9, (ji 

t J ": 

4>1 I¡., si ¡ ~ 1 

si 

las autocovarianzas para)~~ son idénticas a las del proceso AR( ) . 
Para obtener la autocovarianza, dados los parámetros del 

proceso, las ecuaciones anteriores se pueden resolver para ~º r ~ 1 J 



resultando 

El resto de las autocovananzas pueden calcularse recursiva 

mente, por sustitución en la ecuación 

v. - rt. r 
Q J - ¡, i- 1 

La ftmción de autocor-·clación de t.m proceso MH\(1, 1) es 

('¡-: ~I (?). ¡ ~ ~ 2. 

La presencia del término de promedios móviles en el proceso 

ARM.r\(1, 1) entra sólo en la determinación Je ~' La parte restante de 

la función de autocorrelación es determinada sólo por la parte auto -

rregresiva del modelo. 

Tomando en cuenta las con•licioncs uc estacionaridad e invcr 

t1bilidad {> 1 y ~a. se deben encontrar dentro de la región dada por: 

1~,,I ~ 1~·1 

~ 1 > (J,Cie,-ti) 

r 2. ~ (', ( i r, - ' ) 
~. <o 

e, , º 
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Región admisible para f)1 y 4'1 y r, y ~~para un proceso - -
ARMA(t,1). 

1 '"" 

' 

.. • 1 -7 e, 

•I 

_, 
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PROCESJ MI.Xm UE MAYQI{ <JUJEN 

Los resultados obtenidos para un proceso i\R.\l\(1, J) pueden -

ser generali:ados para w1 proceso de mayor orden. 

La medrn del proceso está dada por 

E(:t\.)=d+ cp
1
tlx\.,)t ... t ~fE~l.~·t)-{}1Elh-1)- ... -

G1 E.(E.i-•\)+ E\E:4.):: d 
1 - Cj). - ... - (f) t 

y las autocovarianzas y autocorrelaciones por 

Íj ~ q,, !j-1 + ... + <f>p t:i· p 

~ i : <i>' ~ 1 • • + ... -t <Vf ~ j - il 

para 5 > ~ 

para ~ -, l 

i..as autocorrelac1ones para )"1, ... )i serán afectadas por la -

parte del proceso de promedios mbv1les y las restantes autocorrelaci~ 

nes seguirán c1 modelo dado por la parte autorregresiva del proceso. 
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HL'illMI:N 111: PROPIEDMES DE WS PRlX:i'.SOS DE PRmrnrns ~kWTLES, Alffüi~RECRl:SIVO y MIXTO 

=""-===========----...... ---===-===T'===-~==,,._='""""'-=======~--=="'' 

- ~kJuEW EN TEl~\11 MJS UE x.1 4 

- CONIJ 1 C ION IJE l ~l:>TAC IONNU l >Al l 

- CllNll!C ION DE lNVlfü'IRI i..m\11 

Pl\OCl}iO 
AUl'OHREGRES IVO 

ti+ h 

<},te) 

Serie finita 

Serie iriffrdta 

PROCESO 1 IE 
Pllll·ll'lllOS mvILES 

€ ~. .X. - Ji 
e,('o) 

xl • 4 + ® , te) t \ 

Serie infiui ta 

Serie fim.tn 

Las rafees do t,t~)s O Siempre cstadonnrio 
H: encuentran fuera del 
cr rculo t11it11rio 

1 

l'IUX.:1-.SO t-11 :TOM=-J 
~ ft~).x.". J 

0, {~) 

d t G>i {e) t;._ 

~' (e)x.l 

Serie infinita 

:Jcric infinit•1 

LltH rakcs de ~fle,) .. O 
se .:nc .. cnt ran ÍUl'rn de 1 
círculo tuli tario 

Sie~1re invertible Las rnkes de @\(P.l),.O L1s rakos de <3\lei) .. Q 
se 1:nct1entran fuera del i:.e encuentran fue-ca del 
drculo mitario círculo unitario 

Infinita t<lesch~nJl! ex- 1 Finita Infimta (desdende: exp~I 
ponencialmente /o des - nendalmcntc /o dese i en 
dende ondulando) 1 uc 0111!ulandn) 

==- =-=~--==-=l=~..=..--==-=-:"-~~ '-" l=-:~-=o:c=,-=== =~·: ,~-= 



11r.2 IOlEWS P . .\lt.\ SERlf.S OC TII~ ~ l:SfACIONARIA5 ---------···----·----------------

Los modelos nrcscntados en la sección anterior son útiles­

para descrihir series de tiempo estacionari:1s, 1· pueden ser extendi­

dos para analizar series de tiempo no estacionarias efectuando una -

simple transfol1llación, que a continuación se Jcscribe. 

~luchas series Je tiempo se comportan ..:orno si no tuvieran -

media constante, sin embargo, ocurre con frecuencia para algwias se­

ries que en cualquier período de tiempo las ohservaciones se parecen 

a otras localizadas en otro período de tiempo independientemente de­

la media. Es tas series son 11 amadas no estacionarias con respecto a -

la IOC'dia1 Fig. ( J). 

Similam~nte existen series que tienen un comportruniento -

no estacionario con respecto a la media y a la pendiente, o sea, in­

dependientemente de la media y 1 a pendiente las observaciones en di­

ferentes periodos de tiempo, siguen patrones de comportamiento seme­

jantes, Fig. (2). 

/ ' . ' " 
• 

• 

. .. 
,¡ 

• 

• ! 

fri, ( 
¡~\.) \i 

' . . ¡ ./ 

--·~t 

Fig. (1) Serie de tiempo no estacionaria con respecto 
u la media. 



i -¡----------- ---- - ----------------- -----7 t 
l 

Fig. (2) Serie de tiempo no estacionaria con res 
pecto a la mediR y a la pendiente. 

COT!VJ ejemplo de la forma en que un comportamiento no esta­

cionario puede ser tratado con modelos para series de tiempo estacio­

narias, considert)IJK)s la siguiente serie de tiempo de tipo detenninis­
tico, Fig. (3). 

1 

104-

~~P~...__~I -,.-- ~-

' " 3 ., s ~ , ,, ' 10 ¡; ;.t_ " 

Fig. (3) 



La serie mostrada en la Fig. (3) tiene tm rnmportamiento no 

estacionario en la media y en la pendiente. Sin enbargo, sus primeras 

diferencias .xl- l:t-• dan como resultado, 1.ma serie de tiempo que es­

no estacionaria solamente en la media, Fig. (4) • 

..... 

'~ 

'" 

I .:{ J 'f $" l. 1 i l ,o U I ' 

Fig. (4) 

47 

Las segtmdas diferencias (:tt- .:'+·)-(>-•-·· .l..\-.a) = x-\.- .:2>-t·• • .xi:-.i 

dan cano resultado, una serie estacionaria, fig. (5), 

J 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ) i 
I ' J ., •• ._, ; .~ ., ,,, ,, 

rig. 1.s1 



Parece entonces razonable usar sucesivas diferencias para -

transfonnar lila serie de tiempo no estacionaria a una estacionaria. 

Si LD'la serie de tiempo no estacionaria puede ser transform,!! 

da a l.llla serie de tiempo estacionaria aplicando un grado adecuado de­

diferenciaci6n, se dice que la serie original es hoioogéneamente no e~ 

tacionaria. 

Definirell()S el operador de diferencia 'V como iJx.i• :X4·X~- 1 
Es posible expresar \l en términos del operador B como V: 1 - 1::> 

Entonces una diferencia de orden mayor que 1 puede ser ex -

presada como: 
\Ji= (1 - eli 

Diferenciando wa serie de tieqJo \ :x4t \de longitud Y\ , se 

tiene wa nueva serie l wl \ • l ~"x, ~de longitud l1- el. Además --- -
...4C. 't"'J.t - . . b 

'U.lt, : V X • ,. v :it.~ • Por lo que no es importante s1 las o ser 

vaciOl'les son o no corregidas por la nedia. Sin entiargo, en general la 

nueva serie } tJJ 4 \puede tener una media diferente de cero. 

Un 100delo general, capaz clc representar series de tiempo no 

estacionarias es el modelo integrado autorregrcsivo y de promedios ~ 

viles Cf, ct.1 ~) o sea ARIMA (-f, <i., \) 

6 ~f(e) Qcl.xls G)\(e>)t._ 

~f> ce) 'lAlt, = e, (6) i~ 
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El llXldelo representa la d-ésima diferencia de la serie ori­

ginal como un proceso conteniendo f par:únetros autorregresivos y l 
parámetros de pTCl!ledios móviles. 

de cero 
Si la serie diferenciada ~ Wt \tiene lllla media diferente 

1 w , entonc:s e 1 proceso AJUMA ( f 1 <1-1 Í- J sería 

cp (B) Wl = ..A.(1',) + E)( (t:,) E~ 
-f l 

~luchas series de tiempo en la práctica pueden ser tratadas­

con modelos Al<U.L\ ('f 1 d,,1 j) en los cuales -f,'--y i no excedan a Z, -
lo que a la vez redllllda en modelos simples y fáciles de manejar. 

Por ejemplo, el proceso AIUH\ ( 1, 1 1 1 ) 

(1 - ;.~) v .x._ ... (1- e.e) Et 
6 

:Xt:• (1+ ~.).xt. 1 -cf>1 .:x:.__.a.+E•-S1 e..._. 1 
y el proceso ARIMA ( :J.1 11 O J 

(1- ~.e'-4>,"P.:>i)V.:c ... E:.t 

6 

Ucasionalioonte otras transfonnaciones aparte de la diferen­

c1aci6n son útiles para transfonnar una serie no estacionaria en es -
tacionaria. Por ejemplo, en muchas series de tierrq:>o de tipo econ6mi -
co, particulannentc aquellas que consideran largos períodos de tiem -

po, la variabilidad cte las observaciones aumenta conforme transcurre­
el tiempo, como podría ser el nivel medio de un proceso. Sin embar -­

go, el porcentaje de carrbio en las observaciones es relativamente in­

dependiente del nivel. En una situación de este tipo se puede indu -­

c1r honngeneidad tomando el logaritmo natural de los datos origina -­

les y entonces proceder a examinar la diferencia en los logaritmos. 

Tomeroos x.~cOIOO los datos orig1nales y .x~como :x.~ • .J,,...(.z.n 

Sl. 
1 1 d . .. 100 t .x4 es mayor que :it •• , igruoos que por un porcentaJ<' · ,.. x en on 

ces la diferencia en logaritroos es: 

49 



:.IM 1\., (l•J.) 

;x\., 

2. 

el cual es el porcentaje de cambio. 

III.3 

Se han abordado modelos para series de tiempo estacionarias 

y no estacionarias, ahora consideraremos los conceptos vistos para -­
aplicarlos a series de tiempo estacionales. 

La estacionalidad, es una tendencia a repetir un patrón de­
comportamiento sobre lUl período fijo, muchas veces de un año. Las se­

ries estacionales se caracterizan por mostrar una fuerte correlación­
con el período estacional. 

Como ejemplo de series de tiempo estacionales, tenemos las­
series de tipo económico conv lo son el precio de productos agrfcolas, 

el nCrooro de habitaciones ocupadas en un hotel, el voll.Dllen de ventas­

en un comercio, etc., 

Consideremos un proceso autorregresivo estacional con .A -, 
observaciones por período estacional y donde solo los parámetros cuyo 

subíndice es 11n entero múltiplo de ....d , son diferentes de cero. 

l:.l proceso seria 

.x~= >.. 1 .zt-• .. )..1 x~-:6 • ••• • Ae .x.~·\lb + E.t 
donde P es el múltiplo mayor de ..d presente en el proceso el cual 

nos dá el orden del misroo y j A¡ \son los parámetros autorrcgrcsirns-
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estacionales. lntonces el proceso <lr.·scnto es un proceso ,\R estacio -
nal de orden 'P . 

En ténninos del operador B 

( 
.1 \ :i o \ r4 ) 

::x:t: A,~ + I\~ 1j ,. ••. • l\p 13 .:x.~ + t.t: 
ó 

si 

entonces 

La naturaleza estacional de este proceso es evidente si con 
sidernmos 't>: 1 

~ 

y para el cual las autocovarianzas son diferentes de cero solo cuando 

el perfodo es un entero múltiplo :~e A 

Entonces \i: l 
' - t. ºº ------1 - )."J. 

1 

~-6 : A, '{ º 

~J/l = A: to 

de aquí <tuc las autocornrian:as son diferentes <le cero ~olo parn -- --
n - '}..J con ; : 1 1 A,~, ••• , cano se muestra en la siguiente fi-
'll.1- 1 J 

gura. 

Sl 



1 

o ___ _j_ _____ j_ _____ 1 _____ J ____ -L---~--) 
.4 .2A .J.e Y...i • • • • • • j 

-· 

::iinulannente, tm proceso MA estacional de orden q puede 

ser descrito como 

.X.•• l" "u...i, ~t.,.· 'Wt E\·a• - ••• - luq_ Et.-q,.6 

donde Q es el múltiplo más grande de -<1 que se encuentra en el ~ 

delo. 

1:11 ténninos del operador B 
... u -..._Q•) 

.xt ... (1-w,e -'L.)\~- ••• - w~u ft 

si 

tenemos 

Las autocorrelaciones para este proceso serán diferentes de 

cero sÓlo para los periodos .d, .2 ... , ••• / q ~ . fn particular, 
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corresponJiendo a un correlogram:-i con espig:-is solmnente en los pcr!o­

dos -J , 2 .4 
1 

• • • , Q A> 

• J...--_ . ....._. ____ . 

- .,14 -'----L . . q .l 

., . 

Es importante aclarar que ln función tle autocorrelaci6n im­

plica quf' una obsenaci6n Jada está correlacionada con obserrnciones­

prcccdcntes r posteriores a ....s perfodos. Esto es, las obscn·aciones · 

_ 41 .:: J, •. • 
1 

Q-d :.;r.r una serie de tiempo complctnrnente inde:>(m<licntc 

a la serie .A+•, .1(-4••)' . .. ,, Q l-4+1) r :1 las dcr1(ts series que­

se pueden obtener. Ln general, para \ID proceso e;,tucional :n de onlen 

Q , la corrc1<1ci611 persiste solo para Q pcdo<los cst.icionalc.>s. 

lJJ;d>ién es ir'1'.1ort:mtc ohserv<.1r cómo un proc0so est:1cional · 
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autorregresivo de princr orden, es diferente a un proceso estacional­

de proiredios móviles, y córo a la vez son similares. 

fa1 el caso del proceso autorregresivo, la correlación al ~ 

riodo estacional persiste in<lefinidarrientc aunque declina en intensi -

dad, mientras que en el caso de promedios móviles, las autocorrelo.cio 

nes desaparecen después del primer período estacional. Por otro lado, 

los procesos son similares en el sentido <le que las ~eries que se ge­

neran dentro Je w1 período estacional, son independientes :i las co -­

rrespondientes a otro período estacional. 

Una extensión 16gica de los procesos estacionales ;\R y H.\ -

es el proceso estacional mixto 

:xt .. A1.Xt-() 1 •• • .. ApXt-u-+tt-W 1 Et-4-···- '11.lQEt-Q.t. 
en términos del operador B 

(1->.,e/)- •.• -Al>~l'A):x,-4.:(1-ü.1,l:ii:.- ••• --iúql:>Q 6 )E.t; 

6 
/\., te11

) x.," Wq u~j) E.t. 

donde./\v(~·)y Wq,t~{)son polinomios de grado 'P y Q respectivruren­

te. Por lo que diremos que es un proceso estacional ARMA ( P / Q ) 4 

mocESO FSl'ACl<JW. IramtAL AIJfCJUUlllFSIVO Y DE PRCNEDIOS MNILf.S. 

Consideremos la posibilidad de que una serie estacional pu~ 

da no ser estacionaria. Estas series pueden ser tratadas introducien­

do un apropiado grado de diferenciación estacional. 

El operador de diferencia estacional está dado por 

\JA: (1- e') 
Por ejemplo, la primera diferencia estacional de una serie, estará da 

da por 
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fo general, D diferencias estacionales pueden ser requerí -

das para llegar a una serie estacionaria. 

El operador de diferencia estacional <le orden O es 

i7D 6 !> 
V .1.i : ( 1 -15) 

La fonna general Je llll proceso integral autorrcgresivo y de 

promedios móviles de orden ( P
1 

D
1 
q ) será <le la forma 

/\. v ( ~·) v: :r.4 = Wq le") E.t 

Es evidente que la estructura de la función de autocorrela­

ción de un proceso estacional ATh\L\ es an:íloga a la de un proceso no -

estacional, con correlaciones diferentes de cero sólo en los períodos 

-41 .2.t./ •••.• , etc., !.a condición de estacionaridad para los pará­

metros At debe ser la misma que para los parámetros cfi ¡ <le tm mode-

lo no estacional y similar a la condición de invertibilidad para los­

w¡. Por ejemplo si l>= 1 , se requiere que 1Á11<.1 para cumplir con la -

condición de estacionaridad. 

ODD GBHAL tlJLTIPLICATIVO ffil'ACIOW.. 

La característica del modelo estacional ARI~t\ que represen­

ta una importante deficiencia para la descripción de datos de tipo -­

económico, es que en el modelo 

A, < ~ •) 'V: x. : _, w a t et) l t ~ 
sólo son dependientes las observaciones· que difieren en un múltiplo -

de A . Esto es, dentro de un período ~tadonal las observ<ifioncs su 

cesivas son independientes, lo cÍJal e11:· 1a rcaliJad generalmente no 

ocurre. 

Lo anterior nos lleva a liescrihir el desarrollo Je un mode­

lo m.'is adecuado que denominaroons modelo multiplicativo. 

La corre 1 ación entre obscn·aciones succsh·as d011t ro di." un -
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período estacional puede ser introduciJa suponiendo que la componen­

te E~ del l!Vdelo AJUMA estacional, está seriamente correL:icionada -

en lugar Je considerarla independiente, pennitien<lo que l E"\ sea g~ 

nerada por un proceso AlmL\ de la fonna usual 

(1-~.e- ..• - cpf1:/)(1--e)"-f..i.." (1-e,e- ... - e~t:>~)a.t 
ó - d. 1 f lB) V tl: e'\ ('e) l4.-l 

donde a.l es la componente aleatoria ~· t /e) y e,({~) son poli -

nomios en B de orden f y ~ respectivamente. 

Sustituyendo la ecuación anterior en 

A 11 to") 'J~ :xl= w~ (c"')E.t. 
ob teneiro s 

~f ( B) j\ il (e,•) Vd.. V~ X.l" 0, (D) w ~ t~·) (4,-\ 

que denomínareros nvdclo multiplicativo estacional de orden ---------

(.f, lt, \.)X ('P,D,G.) 

con lo que se íncluyen tanto las autocorrdacioncs suc~sivas como las 

estacionales, subsanando la deficiencia antes anotada. 
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üt este capítulo invertiremos la secuencia presentada en el 

capitulo anterior, considerando el proh!ema Je !a inferencia estadís­

tica. Esto es, dado un conjunto de ohservaciones de LIDa serie de tie~ 

po, se estimará 1J funci'ón de autocorre!ación para identit icar tm mo­

delo ARIMA apropiacto, o sea los valores adecuados de -r , cL y t. 
Una vez que el modelo ha sido identificado se proct'dcrfí a -

la estimac16n Je !OS parámetros 4; y e i y finalmente Se ap! ÍCará el 

toodelo obtenido para pronosticar la serie de tiempo. 

Antes del pronóstico, existe una etapa denominada revisión­

del diagnóstico y en la cual se revisa que el ioodelo escogido sea el­

correcto, de lo contrario es necesario regresar a la etapa Je identi­

ficación. 

Identificación 
de 1 

Modelo 

Estimación 
de los 

parámetros 

Revisión 
del 

diagnóstico 

Pronóstico 
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IV .1 

La il1entiflcaci6n tentativa i.le un 11D<lelo ARHIA para tma se­

ri0 liL' tii?mpo se real i:a n tra\'~s del an~hsis <le Ja historia i.lc !os· 

<latos actuales, o de ta diferencia entre estos cuando la serie es no­

estaciollaria, como se verá más alklante. 

La prindpal ayuua para la iúcntificación <le un modelo, pr~~ 

viene de 1.1 funnón de autocorrdac1ón. 

Reconlcmos que el coC'fH.:icntc teórico de autocorrelac16n (?l 
es la razón de la autocoyanan::1 en el perfodo j , tJ y L1 \·anam::.., -

del proceso, t0 : t· 
r¡: -(; 

y su estimador e.~ cst5 da<lo por . , ,,. ...... ~ 
e·• ¡·.-:. ~ [_ ~x.- X.)(x.,.¡- :i.) 

; J 1 " ~ .. donde "V\ es el m.unero de obsen·ac10nes que contiene la serie de tiem-

po y X está dauo por "" 

i.- -' [_ .Xt 
"l'\ t. .. 1 

De lo anterior resu1 ta que 

" c.. e·:r¡-:_!. 
l c... 

Por otro lado, es importante recordar que las "'t'¡ están su-

jetas a tm error por ser estimadores <le las autocorrelaciones tcóri -

cas y que las expresiones aproximadas para la vanan;:a de -r'j y la co 

varianza lic 'T'l y l'i·~, parn tu1 'proceso normal esttin <ladas por 
•• 

v ("¡) ~ ~ 1 .. \ r .. ª •. r •. l r;_~ - ., t r .. r .. -i • .i r: ~i· ~ 

c.º" l ""j ""J•• ~ ~ ~ l_ n .. r'I) ... 
¡ lil ..... I' .. 

Por ejemplo si ~j ~ <t> , (-14 +t. 1 J, esto es que 1:1 fun --

ci6n <le autocorrclación desciende exponem:ialrncntc 
V(-r;) 1t ..L [~~·-~~.~~-- _4>~.;.]__ .:q <t'~:l 

-r\ ·-et>\ j 
y en particular 
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La flUlci6n de autocorre laci6n parcial es también muy út i 1 p~ , 
ra reconocer a que tipo i.le modelo se ajusta una serie de tiempo dada.-

La autocorrclaci6n parcial del perfoc.10 j s1gmfica la corrclac16n en­

tre :X:t y Xttj con los efectos de las observaciones intennctlias ----­

.Xt•l, Xh a., ..• , .X.*•1- 1 anuladas. Esta correlaoón se denota­

rá como cp¡ j y al conjunto de estos v<.1lores puestos en relac16n con -

su pedodo rnrresponc.lientc, se denomina función de autocorrelac1ón Pª.!:. 

cial. !:n particular, puesto que• no hay otiscrvaciones intermedias -----

'1>00 .. Po "' \ Y et>,."' (', · 

Es posible IOClstrar c¡ue <l>i ¡ es el j-ésimo coeficiente en un-

proceso autorregresivo de orden 1 , por lo que las 

parciales satisfacen las ecuac10nes de Yule-Wall;er 

f11.: el>¡, e"., .. ~h P!l--. ..... • <P H Pir.-i ,. 
de donde pueden estimarse al sustituir f'j por e; 
~::A-. o·""" n. +"'-o 
t"11. "+'; 1 ~ K· • 't'h n~.· ~ · · · "+'H r"·j 

autocorrelaciones-

. 
K.••,"-,···,J 

quedando 

El priJOC>r paso para la ictenti ticaci6n de un modelo en part.!_ 

cular, es saber si la serie de tierno es estacionaria o no estaciona -

ria. Para esto, se recurre además de la examinación de la gráfica, a­

la observación del comportamiento de la función de autocorrelación de 

la serie. 

Notemos que si la serie de tiempo es no estacionaria, el c~ 

rrelograma del proceso está indetinido. Sin embargo, para cualquier -

conjunto finito de datos las autocorrelaciones siempre pueden ser cal 

culadas. 

Es de esperarse que las series no estacionarias proctucirán­

autocorrelaciones llllJestrales grandes aún para pcrfodos distantes. Es· 

to es porque en cualquier segmento la serie tenderá a estar n uno o­

a otro lado de la mcuia muestral <le la serie por muchos perfo<los. 

Para concretnr Jns ideas anteriores, consideremos por ejem· 

plo que para un proceso .\.1'1:•L\ ( 1, \ l las autocorrclaciones tc6rkas -
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para perfodos más grandes que ~ están dadas por 

V>i : e}>, p ;- 1 i ~ 1 +I) • 

Ahora, SI q:i, 1 estuviera muy cerca a 1, los rj declinarían 

muy lentamente a mC'Cti:da que awncntasen los pcrfodos. Entonces, cr' las 

autocorrelacionco. esti:mact.1s se esperará que l::i c:uactcríst1ca se rcpl 

ta, esto es que las rj Jcsctendan muy lentamente, pern1;rnecicndo sig­

nificativamente distintas de cero. 

La fonna exacta en que estas autocorrelacíones descienden -

no puede dete1111inarse de manera precisa, solamente por el comporta -­

miento de sus estimaciones, las cuales dependen de los datos. J:n la -

práctica, el contexto o naturalez.a de los datos ayudarlí a dar una --­

idea de este comportamiento. 

Si la serie resulta en prunera instancia ser estacionaria -

se procede a identificar el tipo de modelo; en caso de que exista so~ 

pecha del caso contrario, se procede a convertir la serie en una esta 

clonaría. 

Para esto último, se toman las diferencias de Jos datos ori 

ginales concentrando el análisis en esta serie diferenciada, revisán­

dose nuevamente el comportamiento de ta gr.1fica de lf'.'.S datos y del c~ 

rrelograma y si aún existe tendencia de no cstacionariltad se procede­

ª una nueva <lit-crenciac16n. Sin cmbargo,sÓlo ocasiona1mcnte, en datos 

económicos por e)empln, será necesario examinar las segundas difcrcn-

cias. 

ntisérvesc que cacta vez que se <litcrenda una serie se pier­

de un dato, aunque esto es irrelevante cuando el n!lmcro total de da -

tos de la serie es grande. 

Con esto, y haya sido cualquiera el camino recorrido nos -· 

quedamos con tma serie que puede considerarse ya estacionaria. 

61 



Cuando se ha determinado la función de autocorrel¡ici6n par· 

cial con sus respectivos correlogramas, se puede proceder a identlfi· 

car un tipo dl' rrudelo particular comparando los patrones que se pre -

scntan m 1as gráficas con los dl' las tunciones de autocorrPlaci6n y­

autocorre1ac1ón pardal tl'6rícas 

Así, el comportmniento de las autocorre1aciones y las auto­

corre1ac1ones parciales teóricas para los tipos de modelos más comu -

nes se presentan en los siguientes cuadros: (1 y 2). 

CUADRO 1. 

p R o e E s o CCMPORTAMIENfO DE LA RJNCION TEORICA 
DE AUTOCORRELAC ION. 

Autorregresi vo <le orden 1 Decae exponencialmente. 
AR(1) 

Autorrcgresivo de orden 2 Mezcla de ~xponencial y ondas senoi-
AR(2) dales decrecientes. 

Promedios ~viles de orden 1 5610 un valor significativamente dis 
MA(l) tinto de cero en el período 1. 

Promedios móviles de arelen 2 Sólo valores significativamente dis-
MA(Z) tintos de cero en 1os períodos 1 y 2 

~11xto;auiorregresivo de or - Decae cxponencia1mente después del -
den 1 y promedios móviles el.e período 1. 
orden 1 

ARMA.(1'1) 
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OJADRO 2. 

Llf.ll~R'C\MIIXJ'O PE 1 /\ flt\tIO\ JIDRIC\ 
!' H o e L s o DE AlffiX:ORRl:LACION J',\RCIAL 

=- - ·-- -
Autorregrcsi vo <le orden 1 sC::10 un valor s.ignifi cat i camentc <lis 

.\H( 1) tinto de cero en el ;1erÍO<lo 1 
·------·----·--·------------·----·--·----·------- - --·------
,\utorregres i vo <le orden 2 SÓlo valores signi fi cat.i v:nnente <lis-

AH(2) tintos de cero en los pcrío<los 1 y 2 
----·-··-------~-----·----- -------- --------------· ----------
Promedios móviles de orden 1 lk>minada por Ull decrecimiento CXPO -

:L\ ( 1 ) ncnciul. 
-- ------------- --

Promedios móviles <le orden z Dominada por una me:cla de exponen -
}.L\(2) ciales y ondas senoiclales decrecientes 

-· 
Mixto: ,\utorregresi va 1 y - - IX>minada por un decrecimiento cxpo -
promedios móviles 1 nencial desde el primer perÍouo. 

,\HH\(1, 1) 
= 

Al comparar los dos conq10rt:unientos es importante recordar -

que están sujetos a error por ser sc{lo estimadores, por lo que es im -

portante considerar que en el caso, por ejemplo, <le un proceso H'. ( \l 
en donde la flmci6n de autocorrelación teórica es di fcrente de cero !'~ 

lo para los perío<los 1
1 

¡
1 
••• 

1 
l puede suceder que en la estimación -­

existan algunos valores diferentes de cero para períodos ma}'ores que -

't. 

Para decidir si un valor Je una autocorrclación ce: <lifcrente 

de cero para un período <letenninado, o sólo es efecto <le error debido­

ª las observaciones consideradas, se calcula la desviación estan<lar, a 

fin de construir wa región de rt'cha:o para la hipótesis de que la au­

tocorrelación en cuestión es distinta Je cero. 

fi5nnula 

De hcd10, en e 1 caso de que e 1 proceso sea un ~.[\ ( ~ ) , la 

para obtener la 1·~1 rian:a <l~ 't'¡ se reduce a 

v( r.) ~ !. l , .. :i -,_ (';' l j '> " 
J ~ l .• , J , .. 

~ .L L 
'"V\ ; .... 

~. . (" p l L +A 
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La v'(1'¡)c1Pcrecc>rá como el tamaño dlc Y\ al.JIOC'ntc·, lo cual sig 

nif1ca qui:' mientras más datos se tl'ngan de 1ma serie en particular, -

el estimador r¡ será mejor. 

En particular, la V(1'j)para j > \ dada por la f6rmula 
fi 

V("f'·)~l. l, .. ~ L p.~l 
1 .,, ( i • ' ' J 

es bajo la hipótesis de que el verdactero vator del proceso es l . Por 

ejemplo para una conliabilldad del 95q., y ya que la ctistritmci6n de -

las l"¡ para j > \ es aproximadamente nomial, tenemos que si 
i 

1-r¡1 > 1. '1 c. _, ( 1 ... .:t. L. ~;- )
1

'1.. j > \ 
r,:\ ; s1 

esto es, si la autocorrclaci6n l'j en vcilor a:1soluto es mayor qut.: 

1.96 veces su desviación esta'nctar, entonces ésta es significativamen­

te diferente ue cero. 

Sin embargo, puesto que la desvrnción estándar involucra P.'.!_ 

rámetros clcsconocidos, se estllll.'.I con 
l 

5 f. tr'i)"' L (1. 7-. ¡. r¡' )~.a. 
(Y\ ... 

para probar la hipótesis anterior. 

Con lo anterior se ve que la iuentificaci6n del orden para­

lll proceso de promedios móviles, a partir de las autocorrelaciones -­

nruestra1es es directa usando la fórmula del error estándar para pro -

L>ar la h1p6tesis de c¡ue ~ es r{ , observando la signif1cancia de --

T\•• 1 

Ya que un proceso m puede ser escrito como un proceso AR -,.. 
Je orden infinj_to y los ~¡¡ son estimadores aproximados de los ~~, 

entonces los ép¡ deberán declinar en magnituJ como crezca el \'alor de 

} pero no inter~lirsc. en algún periodo preciso como es la caractc 

rística de un proceso .\R uc orclPn finito. 
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En el caso de un proceso autorregresivo, la forma de identi 

ficar cual es el orden apropiado, es la siguiente: 

Las ecuaciones de Yule·l'ialker para un AR( 1 ) están dadas -

por 

~ 1 : <t>, '* . . • '* 

+ q,f 

Si conociéramos el valor de -r y de {71 , • ••• , f f ~ 

dríamos resolver este sistema de -f ecuaciones para las "f incógnitas 

d>,,. . ., ~P· En la práctica, sin embargo, ignoramos los verdaderos va­

lores de las fi. así mno el valor de -f. 

Supongamos entonces que f = 1 • Entonces un estimador de ~, 

puede ser obtenido resolviendo las ecuaciones de Yule-Walker para ·-­

'f .. : 1 en las cuales p, es reemplazado por su estimador -r, . Ahora si 

t 1 es sustancialmente diferente de cero, concluiremos que estamos -

tratando con un proceso cuando menos de orden 1 . 

Para ver si el proceso ~s de orden Z o mayor, resolveremos­

las ecuaciones de Yule-\\alkcr para .J> • :t 
,. ... 1 

..... : ~. .. 4>, 1"', 
A A 

..,.,. : ~. "'• • et>\ 
" 

Si el resultado al colcular fa difiere de cero, concluire 

mas que el proceso es al menos de orden 2. 

Supongnmos que este procedimiento se repite para valores su 

cesivos de f. Si el \·erdadero valor de 'f es --t',... entonces cuando :: 

resolvamos el sistema para f r fª + 1 el \'alar de 4' p•t 
1 

, será apro -
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ximadamente cero ya que es un estimador de q, ft , el cual es cero. 
,.. ,.. 

Si sustitu:U.>s <f>jj por cP¡ en el siste11a de ecuaciones, se 
tratará de las autocorrelaciones parciales estimadas del proceso. Si­

• el orden de la autorregresión es -f , entonces será el caso 
,.. 
A-- .. .e o 't' J l 

1\ 

Se necesita tener un criterio para decidir cuando q> .:i°J ha 
llegado a ser aproximadamente cero. Bajo la hipótesis de que el error 

estándar aproximado de ~jj está dado por 
,.. 

si:(d-.¡1)~-' ,, \Y\ 
A 

Entonces inferimos que f • f 4 si ~,•.,, f• +,, 
son menores que J.. (pruebas de Quenoville). 

fl\ 
El problema de identificar un modelo mixto es más complejo­

que el de identificar lD1 proceso AR o MA. 

Supongruoos que tene100s tm proceso mixto. La fonna como esP!:_ 
raJOC>s que se canporten las autocorrelaciones y las autocorrelaciones­

parciales es la siguiente: 

Sabenl>s que las primeras \ autocorrelaciones te6ricas es­
tán determinadas ambas por los parámetros autorregresivos y de prome­
dios m6viles a través de una relaci6n que es más compleja aún cuando­

-f y l sean pequeños. 

Mientras que las autocorrelaciones para períodos grandes es 
tán dadas por 

n. - •°'- D. + • A. D. 
~ ~ . 'f 1 \ l.. . . . 4', ,- .l - il 

Lo que sugiere que la ftmci6n de autocorrelación mostrará -
un comportamiento nonnal relativo a tDl proceso autorrcgresivo de or -

den f , dcsput:s de varios períodos iniciales, en principio ~ perío­
dos. 
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Además, sabemos l[UC :m rodelo mixto, al ser escrito en for­

ma autorrPgres i va, es de orden infinito por lo que las autocorre lac12_ 

nes parciales, como 0stiniadorcs de esos coeficientes autorregresivos, 

irán tlccayenuo lcnt3JllCnte, en ve: de cortarse a partí r de 1m perÍodo­

dado. 

l'or lo dicho anteriormente, en un proceso mixto, se espera­

rá que tanto la funci6n de autocorrelaci6n como la de autocorrelac16n 

parcial, irán decayendo graJualmentc. 

En resL.Uren, tenemos los siguientes resultados: 

PROCEOO AlITOCORREl.J\CIONES AlJI\JCOKRElAC!OM'.S PAR 
CIALES 

Autorregres i vo Disminuye acorde a Valores distintos de-
AR l?i: if, ~i-• ·····et>,. rl.., cero de 1 a -p y en -

tonccs se corta 

Promedios m6viies Valores distintos de Disminuyen 
MA cero de 1 a \y en-

tonces se corta 

1 Patrón irregular de-~fixto autorregrcsivo Disminuyen 
y de promedios móvi- 11 a ' v entonces --
les. d1smrnu}·c acorde a 

ARMA 1 ~i: et>, ei·• • ... • ,, <»- (l 

IV. Z A.HITE IR tOJEID. 

1 

1 
1 
1 

1 

1 
i 
i 
i 

1 
l 

1 

Después de tener un r.rJdclo identificado en tma primera ins -

tanda para tma serie de tiemjlo en particular, podemos usar las nutoc~ 

rrclacioncs mucstrales pnra obtener una cstimaci6n preliminar de los -

partiretros. Lstos es::iml1ores son útiles para indicamos cómo es rrob!! 

ble que sea el modelo final, así c0mo para damos un valor inicial pa­

ra el procedimiento itcrati\·o usado en el cálculo de los cstim:1dores -
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de máxima verosiNilitud. 

El procedimiento para un proceso AR es directo, y es la so­

luci6n de las f' ecuaciones de Yule-Walker con las Tj sustituyendo -

las ~; . Esto es, resolvie»do el siste~ 
t', .. qi, •.•. + q>.f> t'f _ 1 

,. .. 
.,.f • ~. "'t· • • · · · • <Pr 

que nos llevará a estimar los il parámetros cp 1 , cPa 
1 

••• , q> f. 

La relación entre autocorrelaciones y parámetros es no li -

neal para un proceso MA y un proceso mixto, por lo que el cálculo de­

los estimadores preliminares no es directo. 

Para un HA( 1 ) tenelllJs 

p,-: - e, l 

1 + e, 
un estimador de e, ' puede ser obtenido de .. 

- e. 
H,i. 

1 ... e ... 
lo que inq>lica que 

6 - - J_ • 
1 • .1t", -

que es un.a ecuación cuadrática en t ' )'"' - -1 
l.ar1)' 

1 y tiene dos soluciones, 

\Jl3. reciproca de la otra. 

cada -

Si una alternativa satisface la condición de invertibilidad 

le,l<. lentonces la otra no la cl..DJt>lirá. 

Para un proceso r.JA de mayor orden las l ecuaciones 
'\ ,,,_ A l//t A 

- 9, .. e, e".. . . . • e __ •. , e, 1" 1 : -----'---=------.. ~---""-
¡ .. §~ ...... &, 

. . . . . . . . . . . .. .. . . . . 
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,. ,. .... 
pueden ser resueltas para es ti.mar los par1iJretros e, , e a 1 ••• 1 e~ 

En general habrá mal tiples soludoncs, y con base en los ?!'.. 

querimicntos de invertibilic.l.a<l, se escogerá el estimador preliminar. 

En el caso de un proceso mixto el procedimiento general es­

COJOC> sigue. Sabemos que de las ecuaciones 

. . . . . . ' 

~,.f ~ q>. r~. f'-1 ...... et>. r, 
pueden ser obtenidos los estimadores q,,,. .. , ~f si las 1'¡ sustitu -

yen a las ei y de l! relació,r entre (>,, ... , p\ las q,'il y las 9
1
• PQ 

deJOOs resolver para e,, ... 1 e, colocando las Tj en lugar de las ej 
y los estimadores de las <1" .ó ra obtenidos en lugar de los verdaderos 

valores. 

... ,. 
Por ejemplo para un Affi~\(1, 1), 8

1
: ~y de aquí 9, está -

"· dada por la soluci6n de • A ... ~ .. 
1' . (, - e. <t>. ) l ;, - e.> 
· · , . e~- 2. <i>. t. ,.. 

lo cual dará resultados alternativos para e . . y será escogill~ el -

que satisfaga los requerimientos de invertibilidad. 

Un estimador preliminar del término constante en un modelo­

r\RU.L\ puede ser obtenido usando la lll?dia ntestral de la serie. 

Sin enbar&o, los estimadores encontrados no son los l!kis ef.!_ 

cientes por lo cual antes de abocamos al pronóstico será necesario -

encontrar los estimadores máxiroo verosímiles, que son los que cllllplcn 

esta condici6n. 

Dado un conjunto de observaciones .:r.,, • •. , X'\, r bajo el -
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supuesto de que han sido generados por m proceso ARlH\ con paráme - -

tros desconocidos 4>., .. . 1 4>,, 0, 1 •• • 1 a,, J y G:, la fonna de -

encontrar los estimadores de m.lxima verosimilitud es a través de la -

función del miSIOO nont>re denotada por Ll<P, fJ,d,fS:/w) donde 1IJ denota 

la sucesión de observaciones .x 1 • • • x .. , que no es otra sino la dis I J ., -

tribución conjunta de w , con los parámetros desconocidos y las ob -

servaciones dadas. 

Haciendo la suposici6n de que las alteraciones en el roodelo 

se distribuyen en fonna nomal con media cero, la función de densidad 

de Et está dada por 

t lf.t / G~ ) = -::==­f.i'il Gt 
y ya que cada alteración lt es independiente de las demás, 

bución conjtmta está dada por 

-.., -~ 
t<t,, ... ,t.-./<i:)• (:'ii) ¡ (~:) 1 

su distri 

Si expresaJOOs t.t en función de las observaciones..llas alte­

raciones previas y los paránEtros anteriores, obtene11Ds 
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il. x.\ - ;, xl-• - ••• - +f x\ . .,- c:J .. e, t,., ....... e, lt-i 
la cual poode considerarse CCJJID una función recursiva para lt • Si -

la sustituimos en la expresión anterior, obteneioos 
.... 

-~ .... (~~·l.(.x,-+,:a •. ,- ... -f,:ic:\·f-J+ 
L(t,8,d,Gt"/w): (2'ii) 

1 (G~) 1 e.. 't~• 9,E •. , •.•.• e, '•·t )4 

.... ... ' 
-~ -'l (-f.;: .. L t (.,, e,c1) t l 

, < .i íi) ª ( fit' ) .. e ,... ... , 
... . .. t· 5( ·~9, .t l) 

• ( 2 Í1 ). -¡ ( \i: ) i e aG" 
donde ~<+, 9, ') .,. t E<•, e, .n~ y f <et, e,J),es el valor -

esperado de 't en t~nnf nos de los parámetros desconocidos y las ob -

servaciones w • 

Coo esto, podemos buscar los valores de los parlimetros que­

maximicen la funci6n de verosimilitud
1

para lo cual tomamos el logari.! 



11D de ésta. sin alterar los valores cxtre1110s pUC's se trata de LUla --­

transformaci6n monótona; agf 

k l (t;, e,d, <r: 1-w): -1 ~ (a'ii)--n k cr, - cs(~·:rn 
y despreciamlo el primer ténnino del lado derecho de la ccuaci6n, -1--

pucs se trata de una constante, 

....e.... L.'. t 4>, e, ' , G: 11.U) "" - "" ;..... ~ ~ - <::> (+ce, "> 
.. G'l. 

1 .,,_ l 
,\quf observamos quc !p , e y d Solu aparecen Cll la parte-

de la suma de los cuadrados de la ftmción de verosimili tu<l, por lo - -

que para maximizarla sÓlo rcquerilros escoger los V.'.llores de esos par!_ 

metros de tal fonna que la suma se minimice. Dichos valores son los -... ,. 
e~timadores llk.'Íximo verosímiles <le los parámetros +' 9 'ó • ; 'e y 
I res pee ti vamente . 

.... " ... 
Una vez localizados f, 8 y J es fácil <lemostrar que el -

" estimador máximo verosímil de ú1 está dado por la expresión 

~<¡,&,.o 

"" 
... 1 

G, .. 

Para ejemplificar la obtenci6n de los estimadores m..'iximo V2_ 

rosfmiles considereoos lJl modelo I~fi\ ( d..1 1 ) 

w~.. f.• - 9, l ". 1 

dc.tde las ,.,,, son las d-ésimas diferencias estacionarias de los datos 

originales Xi . La st..m1a de cuadrados de la f1.11ción está <lada por 

""' !. , .. 
Para minimi:ar 5 ( 8, ) en funcí6n de 9, tlcbcr.ios primero 

"' evaluar lns l ( 91 )
4

• 

Priiroramcntc, 
... 
€(9,), .. X 1 ~ 9 1 t~Q,) 0 
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Es evidente que existe m problema pues no se conoce l•, -
sin enmargo, Ula solución p~tica y válida cCll!O veremos nás adelan -

te, es con."iderar !. •El(. ):O, su media marginal. 

En caso de tratarse de un proceso de pronedios móviles de -
A ,. ,. 

orden \tendríamos que S\4)0Iler E0 • t.,• ... • E.1,:opara iniciar los ---

cálculos. 

lha vez asignado un valor para t l 9,)• tenemos 
,. 
E (9,), • x, • 9, <.o)= .x, 
A ~ 

t (9,)¡ • .x,, .. 9, f. (Q,), •X¡,+ Q 1 x., 

.... 
E. e e.h .. x, • 9, ¡ t a.) 1 : x, .. EJ, x~. e .... x, . . .... 
... n nt.-1 
f ( G,)" • X •• t::l' t .lC l• 1 + .. - + 0'1 "' • 

Por lo tanto, las i.(9,), dependen ahora s6lo de 9 1 , y Je-

las observaciones x l con lo cual ya puede detenninarse el valor de -

5( 9,). 

Regreseoos a justificar la elecci6n del valor inicial para-.. 
((e.). , considerando en general cualquier valor 

A "' t (9,), 1 x,. 9, l (9,). 

i. l9,)&: x.1. 9, .... e.' ¿ (9,). 

.. ••• t .. 
l ( g,), • .x,. 9. ll t.·1 + •••• 9, x,. 9, t (9,). 

Si O., es menor que mo en valor absoluto,caoo se requiere 

para qte se Cllllpla la condicim de estacionaridad, y si t es gran -a• A de, 11, • será muy pequeño por lo que el efecto de l ( e.J. soore -­,. 
E ( 9 1 ) l será insignificante, y en consecuencia sobre 5( 9,). Sola -

1i1Jnte que 9, fuera mayor que mo en valor absoluto, el ténnino de --
• 
f ( 9, )0 cbninaría los valores de t. ( 91) l , pero es te caso es e limi 

nado previ311Qlte con la diferenciación. 

Ya que podemos evaluar S ( 9 1 ), debe111>s abocarnos a la ta -
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rea de encontrar su mfnimo . 

.. , 
la primera deri va<la evn hiada en cero 

ciS(9,) - o 
a.e, 

serfa no lineal respecto J~ G, , por lo que no resultará fúci l Je re-

solver en general. A estos casos se les conoce como de estimación no­

lineal. 

Lo que puede hacerse al respecto, y con ayuda de la computE!_ 

dora, es evaluar la funci6n $( 9,) para distintos valores de e, en­

tre - 1 y 1 con lo cual podremos conocer aproximadamente el valor que 

minimiza a S ( 9
1
). 

En 1 uga r lle proponer valores de 01 indiscriminadamente, P.2. 

demos recurrir a un procedimiento canputacional más efectivo, el lla­

mado método de Gauss-:-iewton. 

... 
En este procedimiento evaluaJOOs f. ( 91 )t 

La primera derivada de l( 91) en el pl.llto9,s 9~cs 

d.. i < e,). , f. (e~ • ~ g,), - i ( e~> .. 
' d.(G,) A 9, 

la cual puede ser calculada . .-\hora l61a aproximaci6n 
• en el punto e,~ 9,está dada por 

f{9,)~ ~ t ~9,")•(9,+ 6 .. ) .l "-(et(:.,)·] 

,. 
Y E ( 01 + A9,) t · 

aproximadairente 

"' lineal a t ( 9,)-

Usando esta aproximación lineal para ~ ( 9, ) t entonces - - -

5(91 ) es aproximacfamcntc 

.,, 
se.e,)~ L. [ i (e,·) • (e,. e,•> 

l •' 
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Algo importante de señalar es que la aproximación a S ( 9,) 

CS cuadrática en e;, esto es, Si diferenCÍaJiDS la expresión de ---­

t ( G,)t con respecto a 9, e igualmoos a cero, tendremos tma ex:pr~ 

sión la cual es lineal en 9,, por lo que será fáci 1 de resolver para 

hallar un estimador de G, . 

I 

üebeJOCJS recordar, sin embargo, que solo se trata de una 

aproximación la cual depende de nuestro valor supuesto de 9~ . 

.. 
Entonces probablerrcnte no minimizamos 5( 9

1
) exactamente.-

Un paso siguiente sería t~r el primer estimador de e, • digamos ---

e'· 1 · · 1 1 · l ' · 6 º el·> ru de d , y repct1 r o 1 terar a mea l zac1 n en o, : , • e - einos tra!: 

se que si continuanos iterando hasta el n-ésimo estimador de e, 1 ---

e,l'I) éste tenderá al valor verdadero de ª· que minimiza a 5 ( 9,) y-

de aquí que ,. 
9 

l '>1) 

e, : ' 
con lo cual tennina nuestra búsqueda. 

La Cnica condición pendiente es la elección de los primeros 
iO ID) 

valores del parálretro, v, , de la cual depende el nímlero de itera -

ciones requeridas para encontrar una buena aproximación. Para ello r~ 

sulta conveniente utilizar precisamente el estimador preliminar hall!!_ 

do en la fase anterior coro el valor inicial que requerimos, ya que -

de alguna manera se encuentra cerca del valor 9, . 

rn general, el procedimiento para estimar los parruootros de 

lD1 modelo ARINA es esencialmente el misroo que el descrito en detalle­

para el proceso MA( 1 ) , excepto que ~C•, 9,d) puede envolver varios 

parámetros desconocidos en lugar de uno. El cálculo de los t( +, 9
1 
d) -

es más complicado si están envueltos términos autorregresivos ya que­

ocurre otro problema <le valor inicial. Por ejemplo, si estuviéramos -

estimando el modelo ARI!IA (1, e(., 1) tendríamos para t .. 1 
. ~ .. 

. ' E.(~.,9,)=aJ,-t.+9,E.. 
donde además de no conocer ro tampoco se dispone de ., •. 
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Una solución es iniciar el cálculo recursivo de lns 

en t.• 1 (o en general en t ~ ~ ) . Fntonces, podemos calcular 
" ~ !(<) 11 9,),,. -wa.-~.-w .... G,e., 

suponiendo solamente " 
E, ~o 

,.. 
'c. '4 

Para disponer de l.llla medida de precisión de los estimado -­

res, utilizamos la propiedad de insesgabiliJa<l, común a todos los es­

timadores máximo verosímiles, por lo que esperamos que el valor del -

estimador sea e 1 de 1 parfuretro. ,\demás podemos suponer que para mues­

tras gran<les, se cumple la condición de nomalidad, siendo su matriz-

de covarianza 

j () ~ 5 (<ti. 9, d) 

a e~ 

. 
"{)ª$(~.Q,,$) 

'd e,,. 1., ~-e, 

. . . 

() i '5(~, G, .¡) 
() rY1

., .. , .. 1 

il ,.. t 
que puede estimarse sustituyendo a, por cr, y los estimadores máxi-

100 verosfmiles ile ;, 9 y den 5 <•,e,d), con lo cual podeJllOs cons 

truir intervalos de confian:a para cada t110 de los estimadores. 

IV. l IWISl<ll ID. DI~Im. 

Después de que el modelo ha sido identificado y sus paráme­

tros estimados, es necesario revisar e 1 diagnóstico para probar que -

el modelo es el más adecuado. En caso de que se prestmla que el modelo 

presenta serias fallas, se requiere saber entonces cómo deberá ser mo 

Jificatlo en las siguientes iteraciones. 

Es importante rccalc<tr que ningún modelo represcnt:i absolu­

tamente la verdadera situación <le los datos. Sin embargo, teniendo la 

suficiente infonnación las pruebas esta<listica~ pueden a~'Ud.'.lmos a <l2 
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cidir por aquél ioodelo que sea el más adecuado. 

Una forna de revisar el diagn6stico que se ha hecho acerca­
ool rodela es calcular los residuales y estimar su funci6n de autoco­
rrelaci6n. 

Si los residuales son .J.•• x~ - ~., la ftmci6n de autocorre­

lación la denotaremos con \ T' k, l .t > ~· 

Si el l!Pdelo estimado fuera el correcto y si conociéramos -

los verdaderos valores de los parámetros, las autocorrelaciones esti­
madas de los residuales .A. , t' 1\ (a. ) estarían no correlacionadas y di! 
tribuidas aproximadamente conv una nonnal con media cero y varianza -
~ , y el error estahdar de las autocorrelaciones de los residuales-

..L , , 
seda fi\ . Con base en el error estandar podemos decir cuando lll'la -
autocorrelaci6n de los residuales es significativanente distinta de -

e.ero. 

De esta fonna, si el roodelo estimado es el adecuado enton -
ces las autocorrelaciones de los residuales no deberán ser significa­
tivamente diferentes de cero para todos los períodos mayores que 1, 

En caso de que cualquiera de las autocorrelaciones de los -
residuales sea significativamente diferente de cero, significa que­

el lll)delo estimado no es el más adecuado y es necesario regresar a la 
etapa de identificaci6n, incorporando la estructura subyacente a es -
tos residuales, en el l!KXlclo original. 

Además de considerar a las autocorrclaciones estimadas de -

los residuales, 1"".,_ ( L ) de manera individual, para saber si e 1 modelo 
es o no el adecuado, po<lellJ)S considerar juntas las prill.:?ras K autoc.2_ 

rrelaciones residuales para obtener otra confirmación de la adecua -­

ci6n del modelo estimado. 

Supongamos que tcncioos las priireras K autocorre lnciones es 
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timadas ?" k ( l.), para cualquier proceso AH IMA (-f, d.., ;) entonces s I 
el modelo encontrado es <.>l apropiado 

K 
Q~ (V\·cA.) [ r:t .. ) 

11.•' " 
se distribuye aproximadamente como una X (IV f - ¡> a un nivel de -

significancia adecuado, genera1r.entc del si ó 10%. 

Si como resultado de lo anterior se tiene alguna duda de -­

que el modelo no es el más adecuado los residuales pueden ser utiliza 

dos para 1T1Jdificarlo. 

Supongamos que el modelo incorrecto es 

~o(~) ¡¡do X:. • e. t'I!>) b-t; 
donde los residuales b t aparecen colTIJ no aleatorios. 

Ü$ando la función de autocorrelación de los b t , podemos -

identificar un modelo para la serie bt; 

p (e) V cJ. bt • e U~) Et 

"° Sustituyendo bt en @.(~)Vx4•®¡~)bt. tendremos un nuevo 

rodela 

~. <t?>> ~ti!>) v"· v ;¡_ x, .. e. t~) e(~> lt 
el cual sugiere lD1 modelo para la serie original que puede ser revis~ 

oo. 

La última eta~a de la constnicción de un mo<lelo es el pro -

nóstico )' es generalirente el fin que se persigue al anal.i:ar una se -

rie de tiempo. 

üna ve: que el moclelo ha sido identificado y estimado y se­

ha probado su adecuación a los datos presentados inicialmente, se prQ 

cede a la generación de un ¡Jronóstico de observaciones futuras que mi_ 

. i/7 

c. 



nilllizando el error cuadrático medio, serán insesgadas y no correlaci~ 

nadas. 

Supongamos que deseamos pronosticar la serie en el período­

T • t. , donde "T es el período actual. El pron6st ico para el período -

T • z:. tomando cooo origen a T será denotado por 

.. 
X.T•t (.T) 

IniciarenK>s el pronóstico ·tomando el valor esperado del mo­

delo en el periodo 1" • f. • 
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Generalmente el pronóstico en el período ,. • l va a ser cal -

culado con base en los pron6sticos sucesivos de los periodos 'T••, 'T•2, 

T .. ?t1" ., 1•?-1 

Fntonces los .x T • .i que no han ocurrido van a ser reempla -

zados por su pron6stico .i,..á {T): igualmente las En~ que no han ocu­

rrido son reemplazadas por cero y 

\

.G

0

, tl - l ) :. =-- T • j - i_ 1 - ) ( T-
0

l - 1 ") ~ T • ! > o 

f.T-Í por 
~ T-l •o 

Considerems el proceso de prm6stico para el modelo ARIM.\-

al período n t 

6 

:c,.•t.: t1 t <t 1 ):Xr•t-1 • l et ... -et>,) .x"' • z -i. + ••• • t cfi r -<t>f'-•) :x.T+?·F -

<t>, .X1n-f•I-+ fT•t - e, E1+~-· - ••• - ª~ t::T .. "t.-, 
Si l = 1 el valor esperado de .x,. • t. es 

( T) -:: ( 1 + ~ 1) .X. T + ( <f>a - ~ 1) .X "T • 1 + ..... 
f A\ - ,.._ ) • - ,+. X .., - f), .Q.,(T)-\ 't"" 'f'f- 1 _. TH - f 't'f 'f - r 

• • • - {) \ ..t,. • ' - \ ( T ) 
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.\~Z:~<f '1 J.!:Za:f 

' ( 1 + <f.>,) i Tu- 1 + ( 4>a· q>,) i T+t:-:i.-+ ·" '+ C4>c-1· 

Xr.,•(<Pi· ~t:-1):r.-r .. ···• <<1>,-<Pf'•1):.C..T+t-f 

para 
<P f' :X:. "i + 't - -fl - 1 - • • • - 9 t .L1 - • • · - 9 l'f ..t. T + t.. ~ 

t>t <j t>-r-t' 

~ ~ ~ 

.X.T•'t.. " ( 1 + q,,) :X...T+t-1 ? (epa,· q,,) ..X..l'+t.- :t ;- • • • + 

<q>fl -c:p,.,)l.,.,_r _epi' ~T+r..-r-1 

Los casos faltantes son combinaciones de los presentados, -

res u 1 tan do meras particula ri Jades de éstos, y además, se deducen f5 -

ci !mente. 

Este procedimiento nara pronosticar los valores futuros de· 

tma serie se basa en la ecuación de Jifercncia del modelo, con la -­,,.. 
cual se expresa a :X.,tt tT)en ténninos de los X-r y .R..y • 

Otra fonna de obtener el pronóstico de una serie de tiempo 

dada, es expresando el modelo en ténninos de las ponderaciones lf. 

xt· ~· l·-· ~ "f~ '•·1. ......... '~ 
Tomando -r corno el origen 

x.T+lt· E,.c.•'f,ET+~-··~ .. tT•~-\.····· 'f~-· ET+1• 

~tt'f• ~t+ 1 f,.,.+ ... 
Fn el tiempo t) T recmpla:illllOs t, por o y para t .. T por -

.L, ( t), entonct:s la ftmci6n de pronóstico de 

X.T+t • lf, l.1+~-1 
sería 

~t L 1 (.l)+ ~t+ 1 .L 1 {T·1)+. ,. 

Para hallar l:ls ponderaciones ~¡ l·cgrescmos a la expresión 



ó 

de don<le 
Et 'L ~ 

la cual sustituimos en la'f;:Jrcsión del modelo 1\IH111A (f, / , f) 
<f'(i?>)\/x.= Glto) xt 

f qc~> 

6 

y desarrollando 
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{~0 t~ 1 e• .. ) (1· q,.~ -... - 4>r -e'H1-t>).x* = (•- 9 11!> - •..• g' o') 
con lo que tenemos dos polinomios para l<is x*, por lo que los coefi­
cientes en cada WlO de ellos deben coincidir. Asi podemos obtener las 

tp:Y 0¡. 

Una ventaja de esta segunda fonna es que se pueden derivar­
dircrtmoonte interva1os de confianza para el pron65tico, ~ períodos~ 

adelante. Efectivamente, de esta última fonna podemos encontrar 

...lc(T): .lT•'t" x.T•t •(ET•r.•'f,ET•t:-• .. lfatTH•I. ..... + 
lf 't E. T • '/ ~ + 1 E. 'T• 1 -t • • • • ) - ( lf 1: t, (. T' + lf C + 1 ..1, (.. T • I ) 't • • -) ~ 

• E.Ttt. lf, (T• ~-· ....... t..f 'C-1 ET ....... . 

lfc(lt,-.11.,(.T))+ l/t .. 1 <.~r-.-A,<.l·d) +· 

• fl•r. .... l/, lt+t-•+··. + it.-1 E-r•1 
siendo el último perfodo válido puesto que 

De aquí pudemos deducir fácilmente 

( 
,., e- 1 , 

V .t~(t)) .. <Jt. l••L lf;) 
) • 1 

y re~ordantlo la condición de nonnali<lad tenemos el intervalo para el-

nron6stico 
• [ ,,... .._ C'• 1 t) • " z "' Z• I fJ •ja. )] 

:X.r.t.- ~.- !!. <ri<•• L ¡j ), .x.T.r. .. 1-~ \i""¿(I~ l.. 1 
4 l.. a ..111 



para una confiabilidad de 1- ~ , y clonde l...i- ¡ es el pcrccntil 

/00(1- o!) de la di~tribuci6n nonnal estandar. 
,¡ 

Dada la natura le :a peculiar ele un fenóllX!no resulta compren­

sibJ e r>sperar una repetición del comportamiento de los <latos a través 

del tiempo, esto es, resulta factible q~ se presente la condicióu dP. 

estacionalidad 

La ra:ón por la cual el tratamiento rle este conce:1to se ¡ir~ 

senta en este momento, se debe a que no se requiere mayor argumenta -

ción teórica ya que se puede manejar idénticairente a las series no e~ 

tacionales. Sin embargo existen otras razones: prilll!ro es dificil --­

identificar correctrunente el factor estacional a ITl?nos que se cuente­

con m gran vohrnen de datos lo cual en la práctica es muy raro y se­

gundo que la inclusión del parámetro estacional complica el manejo -­

del modelo. F.n términos generales se sugiere que a menos que se tenga 

experiencia en el análisis de series ele tiempo y suf icíente infonna -

ci6n se busquen modelos al terna ti vos que no incluyan pará!llltros esta­

cionales. 

La estrategia general para tratar con modelos estacional~s­

ya ~ean multiplicativos o no multiplicativns, clac.la l.Dla serie de tiem­

po es CClll'l sigue: 
1. - La serle es <lifcrcncinda con res pe-:. to a 'íJ y V,) hasta llegar a -

una serie estacionaria. 

z.- Un modelo tcntati\"O es seleccionado examinando la función de auto 

correlación de la serie adecuaclaroc-nte diferencimla. 

3.- ,\partir de los rnlorcs dc.: bs autocorrelaciones Je la serie Jife 

rendada, obtenemos estima,\orcs prcli111inarcs Je los parímctros, -

que ¡me<lcn ser usados como rnlores iniciales para calcular los e~. 

t imadorcs de mínimos cuaJraclos. 
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4.- Después del ajuste, el diagnóstico es revisado a través de la in~ 
pecci6n de los residuales que puede conduci111os a la aceptación -
del llkl<:lelo, o a su rechazo, sugiriendo las modificaciones que de­
berán hacerse reajustando el modelo y repitiendo la revisión del­
diagn6stico. 

S.- Cuando el modelo sea aceptado se procede a efectuar los pronósti­
cos deseados. 

Finalmente consideraremos algunas características sobre los 
modelos multiplicativos y no multiplicativos. 

SUpongamos que tenemos un efecto estacional asociado con 
periodos. Entonces la clase general de modelos multiplicativos puede· 
tipificarse de acuerdo a la siguiente tabla: 

&ltre los 
periodos 

Dentro de los períodos---------""' 

v"' 
Pafdmett'OS de prmediOS m6VilCS ( Q, ¡ 9.t 1 • ' • ¡ e,> 
Parmtros autorregresivos l cf,, ~", ... , ~ f) 

v: 
Parmtros de 
prmedios 11115-
viles 
lw,,w., ... , ..... } 

:s.,,, x., ... 

.x~, 1 ia, a 

. .J.,,.., . 

:t~ ..... . 

:=~~~~1 x.,. I···· 1 1 l···-1 · · .g 
l.\• , .\ ,, · · · 1 A.,) 

En el modelo IMlltiplicativo se supone que "entre los perlo· 
dos" la serie desarrollada está representada por algún modelo de la · 

fonna 
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y "dentro de los períodos" las E.11) están generadas por 

~ r te) v<:J. f."· 'N\ = G\. (t:i) a...-,""" 
Podemos cambiar el orden en el cual consideramos los dos ti 

pos de modelos y obtener el modelo multiplicativo general 
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-f 
No es posible obtener ll1 ajuste completamente adecuado con-

modelos multiplicativos para todas las series. Una TIP<lificaci6n que -
es algunas veces útil pennite que el operador de pranedios rn6viles --
sea no rrultiplicativo. Esto significa reanplazar el operador@~ Ce)W" (i?;i") 

f 
por un operador de promedios móviles más general ® ,. ('B ). Similar-
mente, o en adici6n, podría ser necesario reemplazar el operador aut2_ 
rregresivo ~ f' (ei) J\" tea.) por tm operador autorregresivo más gene -

ral ~ •(' (-e) 

F.n aquellos casos donde ten(lllOs un modelo no multiplicativo 
el mejor ajuste del modelo multiplicativo nos ~de dar un punto de -
arranque para construir un mejor modelo no llllltiplicativo. 
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Con el fin de ejemplificar la teoría expuesta en los capít~ 
los anteriores. se han tonado 150 observaciones que representan la -­
venta de frijol de soya en el mercado de Chicago, E.U.A., medida se -
manalmcnte de junio de 1979 a marzo de 1982, en centavos de dólar por 
bushel (tornados de la Co!Tlllodity 01art Service del COlllllOdity Research­
Bureau, Inc., N. Y.) 

El trabajar con este tipo de datos puede ser útil para la -
planeaci6n de canpras de productos de naturaleza similar por parte de 
la CONASJro, ya que ésta necesita saber cuando es propicio vernier o -
c~rar granos a E.U.A., a fin de que las operaciones se realicen en­
las mejores condiciones, de acuerdo al esquema de oferta y demanda --
que presenta su mercado. 

Por ser el frijol de soya un producto agricola. es factible 
suponer la existencia de estacionalidad en esta serie de timpo. Sin­

elllbar¡o, Esta no se refleja en la gráfica por que a pesar de que 150-

observaciones son una cantidad considerable, sólo abarcan tres afios,· 

lo que si¡nifica un pequefto ntínero de ciclos anuales. F.sto de nin¡una 

mnera obstaculiza el desarrollo de esta aplicación, pue1 sólo se an!_ 
tirt el factor de estacionalidad. 

lha herramienta para el desarrollo de este caso fue la uti· 
lizaci6n del paquete "SfWUl APL Q Y ~KINS", cuyo resultado sean~ 
xa en el apmciice y al cual nos referiremos coostantemente. 

Este paquete contiene tres etapas: identificación del mode· 
lo, la cual incluye una estimaci6n preliminar de los parámetros, esti 
maci6n del llDdelo y pronóstico del mi~. 

El paquete empie:a en la etapa de identificación preguntan­
do si la serie de tiempo a ser anali:ada es o no estacional. Para es­
te caso en particular, la respuesta es ~por las razones expuestas · 
anterionnente. 
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f.n se&>Uida el paquete solicita que se señale el grado de di_ 
ferenciaci6n que se requiere para lograr que la serie se vuelva esta­
cionaria. f.n caso de que la serie sea estacionaria, el grado de dife· 
renciaci6n debe marcarse como cero. 

Para fijar este grado de diferenciación regresamos a la ob­
servación de la gráfica en donde se ve que no existe tendencia a cre­
cer o decrecer sostenidamente sino que al contrario se observan fluc­
tuaciones de las cotizaciones alrededor de un valor determinado, apr~ 
ximadamente de 700. 

El siguiente paso, es la obtención de la ft.nci6n de autoco­
rrelaci6n y autoconelación parcial que cCIOO viJoos en los capítulos · 
anteriores sm de gran utilidad para recooocer el tipo de modelo que· 

m lDa pri.mra instancia se ajusta a los datos. 

c.c.t base a la grffica de la función de autocorrelaci6n y ª!!. 
tocorrelaci6n parcial se probaron diferentes JIDdelos ccnsiderando va· 
rias alteniativas, llegando finalmente a elegirse un modelo autorre -
gresiw de orden 1 estacionario no estaciooal, AR( 1 ) • 

la nzmes por las cuales se seleccim6 el modelo autoft!. 
gresivo estacionario no estacional de orden 1 fueren: 

- La ft.11Ci6n de autocorrelación decae exponencialmente, canportamien­
to caracteristico de este tipo de modelos. 

- La funci6n de autocorrelaci6n parcial nos permitió observar un s6lo 
valor si¡nificativamente distinto de cero para el primer orden de -
correlación (valor que aparece fuera de la banda de confiabilidad -
del 90\) lo que nos indica el primer orden autorregresivo. 

El paquete presenta la tabulación de la función de autoco -
varianza, la ftiJCión de autocorrelaci6n, el error estándar y la fun 
ci6n de autocorrelaci6n parcial. 
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El error estlindar, que aparece en la tabla nos pennite de-­

tenninar la banda de confiabilidad para la función de autocorrela ·-­

ci6n. En particular el paquete grafica automáticamente la banda del·-

90t al multiplicar dicho error estándar por 1.96, tanando en cuenta-­

el supuesto de nonnalidad. 

Por otro lado, la banda de confiab il idml para detenninar si 

los valores de la función de autocorrelaci6n parcial son significati­

vamente distintos de cero está detenninado por 1;¡150 

fl1 los resultados que se anexan s6Io se presenta la identi­

ficaci6n del llK>delo que result6 definitiva. 

mseguida se tiene la estimaci6n preliminar del parámetro • 

del modelo, teniendo ya deteminado el orden de -f y \ que en este -

CHO es f • l y \ • 0 . 

El .adelo AR( 1 ) tendrá la fonna 

-"t • et>, le,., + J • E • 
donde los valores estimados de ~.y d son: 

lo que nos da 

i.•• o.~14\H 1,. 1 + Jt..16'0'1 

El estimador de «t>, c~lc las condiciones requeridas para­

poder considerarlo un proceso est::icionario: 

·l< ~. ~1 

-1~ o.~'4~ls<-

La varianza residual asociada a este modelo, con los d:itos­

disponibles, resultó ser de SZ6.39313, la cual nos sen•irií en el pro­

ceso iterati\'o de la estmaci6n del modelo y después para ten"r una -

medida de la bondad de ajuste. 
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Con la estilllación preliminar del parámc.>tro <f> 1 concluye la­
primera etapa del paquete, pasando a la estimación del modelo. 

Con base en la esti.m..ición preliminar del parámetro <Pi se -
1n1c1a la estimación definitiva del mismo, buscando el estimador de -
máxima verosimilitud para ~ •. 

Luego de proporcionar el valor preliminar del pariímetro co­
mienza el proceso iterativo de uproxilllaci6n para hallar el mejor esti 
mador de ~. deteni~ndose dicho proceso cuando el canbio en los val~ 
res esti111ados entre dos iteraciones sucesivas para el estimador sea -
lleDOr a 0.04 o cuando la S\.llla de cuadrados de residuales se reduzca -
en menos de esa miSlllll cantidad o finalmente cuando se alcanza el núne 
ro lláxill> de iteraciones, 10 en este caso (para evitar la posibilidad 
de diver¡encia y por lo tanto de caer en tma serie infinita de itera­
ciones l. 

&l nuestro ej111plo, la cmvergencia se logró en tma itera -
cidra, •rced a 1.11 c•io -.ior en el patinletro al especificado ( 4>,.­
Cllllbid en, o.OOS). 

El valor 0.04 es proporcionado directamente por el paquete, 
sin ..._r¡o puede lllOdificarse cm el fin de exigir lll criterio más -

ripido de ccmveraencia. 

Con esto el rmdelo queda definitivamente con los valores de 

la úl t iaa i teraci6n: 

El error est5ndar del estimador es proporcionado por el pa­
quete, pudiendo apreciarse que es nµy pequeflo, lo cual nos da indi -­
cios de que el estimador del parámetro es confiable. 

Por otro lado. la varianza residual ha disminuido a 
507.01~2. dando una razón de ésta con la varianza total igual a----­

.0967, lo que significa que s6lo el 9i aproximadamente de la variabi-
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lidad total de los datos queda sin explicar por el IOC>delo. 

La funci6n de autocorrelaci6n de los residuales nos muestra 

que no están asociados los residuos, como lo concluye la pn1eba ji- -

cuadrada que nos da LD1 nivel de significancia ruy bajo (2.St) de que­

los residuales estén correlacionados. Puede observarse sin embargo, -

que l.U1 valor queda ligeramente fuera de la banda de confiabilidad pe­

ro s6lo por una cantidad llllY pequeña, la cual no resulta significati· 

va al considerar explícitamente un modelo estacional de periodo 13. 

Finalmente el JXiquete se ocupa de la i.qlortante etapa de -­

pran6stico, la cual requiere lllicamente identificar los parámetros •• 

del lllOdelo obtenidos en las etapas anteriores. Asi, a via de ejemplo· 

se presentan los Pt'on6sticos para los periodos del 100 al 170 que in­

cluyen tanto pedodos cm datos disronibles, ct'lllO proyecciones a fu~ 
ro. 

Además del pl'Cll6stico, se proporciona la banda de coofiabi· 

lidad del 90\ y el porcentaje de error respecto de lo pronosticado y­

lo observado para los correspondientes periodos. 

As{, puede observarse la canparaci6n entre el C<Jl1'0rt1111ien· 

to real y las estimaciones del ioodelo además de la tendencia futura. 

En la ¡rlf ica proporcionada puede observarse que para los -

primeros periodos los \·alares reales y los estimados difieren relati­

vamente poco, pero que a medida que van pasando los períodos se obser­

va t..i mayor distanciamiento. Sin enbargo, aun los valores pronostica­

dos a partir del periodo 150 quedan dentro de la banda de confiabili· 

dad del 90\. Finalmente se observa tala marcada tendencia de los ralo­

res proyectados a estabilizarse sobre lDl punto fijo, carncteristica · 

inherente a los procesos autorregresi\'os estacionarios. 

Por último, vale la pena aclarar que es bien sabido el he · 

cho de que los ,·a lores pronosticados no pueden calificarse como mur • 



buenos y menos aun como excelentes; esta situaci6n es concretamente -
aplicable a nuestro caso en el que el producto agrtcola refleja gene­

ralmente lll canportamiento estacional, factor que no fue considerado­
por no contarse con la cantidad suficiente de datos. 

90 



ti.- e o H e L u s 1 o it E s 



En la actualidad es nuy importante disponer de pron6sticos­
confiables en m gran nc&ero de aplicaciones• y es aquí donde radica -
ma de las principales ventajas de los modelos de Box y Jenkins, ya -

que éstos son aplicables a diversos comportamientos en diferentes ra· 

mas: ecnnomra, agricultura, educación, producción, etc. Además, es -­

probable que los modelos más precisos que existan al presente para - -
predecir el futuro de una serie de tiempo, sean los modelos de Box y­

Jenkins. Estos modelos sal especialmente adecuados para series de --­
ti~ en las cuales el intervalo de tiempo entre una observaci6n y -

otra es lllJ}' pequef'JO, de tal forna que los datos hist6ricos puedan fá­

d lmente ser obtenidos. Por ejeq>lo, han sido aplicados con éxito en­
series que cmstan de datos por tcra, diarios o semanales. 

Una desventaja que puede constatarse al revisar los capitu­
las •teriores, es la invenUln de tielllp> y de recursos que se neces!. 

tm ptn constnli.r lll -*lo Ntilfactorio, lo (\'Je hace que los ll>de­

los lle lox y Jenkinl •• dlflciles de aplicar cuando el sist .. a ·­
•r -Iludo consta de mchls teries de ti-.w>. Amque es illportante 

rnaltar que esta dnwntaja de tipo opencianal es relativa al dislJCl. 

•ne di CClllUUdonl y de pmquetes especiales, ce. el utllbado en­
la ..,uadCln, que Mlcen los costos y el ti~. 

Sin llllbaflO, es conveniente considerar que en estos casos · 

"' ..ausis de costo-beneficio puede justificar la aplicacidn de di • 
chas .,.los. 

C)Jiz.f la dificultad que "'5 se presenta, para aplicar estos 
mlelos es la necesidad de tener ma historia lo suficientG!lente lar· 
p de la serie de interfs. En general, se requieren cuando menos de -

SO mservaciones, amqaae sif!llll're es preferible tener alrededor de - •• 

100. 

Estos requerimimtos de infomaci6n se ccnplican cuando ha· 

bla11Ds.de.series estacionales ya que, por ejemplo. 100 observaciones· 
IE!lsuales s6to nos dar"1 alrededor de 8 observaciones de cada mes, es 
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to es, 8 datos de enero, 8 de febrero, etc, 

Sin emargo, cuanJo no se tengan muchos Jatos, es posible -
obtener lU1 ioodelo de Box y Jenkins preliminar que puede JX'ri6dicanen­
tc ser r~visado cada vez que se tengan nuevos datos disponibles. 

Una desventaja adicional consiste en la dificultad de iden­
tificar el tipo de ooi.lclo que corresponde a wa serie dada, lo que ~ 

quiere de experiencia en el manejo de informaci6n de este tipo. Ade -

m.is, es muy conveniente, a riesgo de dificultar enol"llemente el mane­
jo del oodelo, que el número de paráiletros involucrados se:t pcquef'lo,· 
con lo cual puellc perderse cierta precisi6n en el modelo. 

Por otro lado, es necesario estar caiscientes de que no --­
existe ningtil modelo que represente exactamente el COlllpOrtamiento de­
los datos, lo que da mayor relevancia a los ioodelos cano los de Box y 

Jenkins, en dCl'lde los pron6sticos se aproximan en gran medida a los -
valores reales. 
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y ta g't45ica de faJ ISO cble.1tvacicne6 -

que. .1tep.1te.Je1ita11 fu venta de 6.ltijC't de -

.\0!/(1 e.11 et 111e1tcado de. Cl1ic.ago, E. U. A. 

tolftllda .le,..:rna.t'.illente de jun.i.o de 1979 11-

, 
m1tic de. 19BZ, en cwtavo.\ de dcf.M po.ll 

Su~!td'. .• 

Se anua tamb.U11 fu cowda dc.~.in.lti.va­

det p\cgJt.:tlM, 11.uultadc 1le ta apUc.a -­

ci611 dc.t /.\1Qttete SHARP APl BOX AMO J[N­

Kll~ a le~ da..tN ct1ttc.tio\L'-~. 
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