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La época actual es un tiempo de transicién en el que es ne-
cesario mirar hacia adelante camo fuente de progreso; un periodo en -
el que un estudio serio del futuro quizd nos acerque al dia en que --
seamos capaces de elegir futuros desesbles y configurar nuestro desti
no en lugar de sufrirlo. Pensando siempre que el tiempo que viene es-
tan o mds valioso que el presente, ya que todavia no ocurre y contie-

ne por tanto un nimero infinito de posibilidades.

Consciente de esto (ltimo, la planeacién en la actualidad -
se¢ ha convertido en una actividad fundamental, motivando que los orga
nismos que se dedican a ella adquieran una visi6n mis clara del futu-
ro, preocupindose no s6lo por ampliar sus intervalos de planeacibn si
no también su confianza sobre ellos.

Para lograrlo, la planeaci6n necesita de herramientas que -
le sirvan de base para inferir las decisiones o acciones a seguir, -
siendo una de ellas "el pronéstico', el cual como una enunciaci6n de-
un evento por ocurrir y que se realiza baséndose en la observacién y-
en la experiencia tiene el propdsito fundamental de reducir el riesgo
en la toma de decisiones.

La importancia que tiene implicita la obtencién de un buen-
prondstico que lleve a la plena realizaci6n de la planeaci6n, funda -
menta el propSsito de este trabajo el cual pretende presentar en for-
ma critica un método de prondstico basado en los Modelos de Series de
Tiempo de Box y Jenkins, desarrollando para tal fin seis capfitulos.

De esta forma, en el primer capitulo se establece una clasi
ficaci6n de los métodos de pronéstico, dividiéndolos en intuitivos, -
causales y de extrapolacién, con el fin Gltimo de situar cl anilisis-
de series de ticmpo dentro de un contexto general.

Formalizar el andlisis del método de pron6stico basado en -
los Modelos de Series de Tiempo de Box y Jenkins es el prop6sito del-
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segundo capftulo, introduciendo los conceptos de estacionaridad v au-



tocorrelacién, y explicando algunos conceptos fundamentales.

fn el tercer capftulo se presentan tres clases de modelos -
de andlisis aplicables a series de tiempo estacionarias y no estacio-

narias, considerando ademds a las series de tiempo estacionales.

E1 cuarto capitulo hace referencia al proceso de construc -
cién de un modelo para una seric de tiempo comprendiendo tres ctapas.
La primera es la identificacién de un tipo de la clase de modelos ---
existentes para series de tiempo y explicados en el capitulo ante ---
rior. In la segunda etapa denominada, ajuste del modelo, se estiman -
los pardimetros del mismo.

Una vez estimados los parfmetros se revisa la eficiencia --
del modelo, constituyendo la tercera etapa que se denomina revisién -
del diagn6stico, si el modelo escogido no resulta ser el apropiado, -
entonces se hace necesario regresar a la ctapa de identificacién has-
ta encontrar el modelo apropiado. En este cuarto capitulo también se-
habla de la generacién de pronSsticos que es la aplicaci6n del modelo
que ha sido seleccionado.

Toda la teoria expuesta es aplicada finalmente a un conjun-
to de datos, constituyendo asi el quinto capftulo.

Existe un sexto y (ltimo capitulo en el cual se expresan --
las conclusiones personales acerca de los MODELOS DL SERIES DE TIRMPO
DE BOX Y JENKINS, resultantes del desarrollo de este trabajo.



I RETODOS DE PRONOSTICO



Existen en la actualidad muchos métodos de pronéstico que va
rian en precisién y complejidad y cada uno de ellos con una aplicacién
especial. La seleccién del método dependerd de diversos factores:el --
contexto del prondstico, la disponibilidad de datos hist6ricos, el gra
do de precisi6n deseada, el perfodo de tiempo respecto al cudl se pro-
nosticari, entrc otros.

Para adentrarnos en el anilisis de un método de prondstico -
en particular, mencionaremos algunos aspectos cualitativos fundamenta-
les para su desarrollo. los aspectos a considerar son los siguientes:

- Naturaleza y uso de los pronésticos,
- Definicién del problema de pronosticar, y
- Métodos de pron6stico y su clasificacién.

NATURALEZA Y USO DE LOS PRONDSTIQDS

Es evidente la importancia que el "pron6stico" tiene en la -
toma de decisiones, ya que el Gltimo efecto de cualquier decisién de -
penderd siempre de una scrie de eventos que ocurren después de que és-
ta ya fue tomada. Por esta razén, en los sistcmas de planeaci6n gene -
ralmente existe una funcién de pron6stico que puede estar definida en-
mayor o menor grado,

La utilidad de los pronfsticos puede observarsc en diversas-
situaciones como son problemas de inventario, planeacién dc la produc-
ci6én, planeacién financiera, control de procesos, etc.

Es claro que cl riesgo que se tiene al tomar una decisién no
puede climinarse totalmente, pero el propSsito del pronéstice es redu-
cir ese riesgo y dependeri del método que se utilice el disminuir o au
mentar la magnitud del error que sc pueda cometer.



DEFINICION DEL. PROBLEMA DE PRONDSTICAR

Para definir el problema de 'pronosticar' debemos empezar -
por hablar del problema que presenta ''decidir', ya que la naturaleza -
de la decisi6n dictard muchas de las caracteristicas que debe poseer -
el pronéstico; esto es, cuidl serd la exactitud exigida y cufl el alcan
ce requerido.

Al definir las variables que van a ser analizadas y predi --
chas, se determina de hecho la forma que tendrd el pronfistico mientras
que la exactitud deseada dependers, en gran medida, de la calidad de -
la informaci6n, dicho de otra manera, de la certeza de que la calidad
de los resultados de un pron6stico nunca podrd ser mejor que la cali -
dad de los datos.

la calidad de los datos depende de cuidar tres aspectos prin
cipales: su origen, disponibilidad y adecuacifén y ajuste.

El origen de los datos depende directamente del tipo de va -
riahle que va a ser pronosticada, debiendo vigilar que la fuente de --
donde se recolecten sea 1o mis confiable y observando cuidadosamente -
clmo son obtenidos, ya que existe la posibilidad de que asf como se --
presenta muchas veces el problema por la escasez de datos, se tenga el
problema de abundancia de los mismos. Si éste es el caso, es convenien
te establecer algim criterio para clasificarlos. Asi mismo,si se traba
ja s6lo con una muestra de la poblaci6n, es importante cuidar la repre
sentatividad de dicha muestra y por ende, todos los aspectos inheren -
tes a ello.

Otro aspecto es la disponibilidad de los datos,esto es, el -
tener la seguridad de que estarin disponibles cn el momento que se van
a necesitar y si como resultado de su recopilacién, siguen ajustédndose
a nuestros requerimientos originales.

Por Gltimo, hablemos del ajuste de los datos. ks muy comn -



que los datos deban modificarse de alguna manera antes de iniciar el -
andlisis para pronosticar con el objeto de que resulten mis eficientes,
Esta modificacibn recibe el nombre de "Ajuste' y puede llevarse a cabo
de varias formas: una de ellas, y quizds la mis comin, es el ajuste --
por periodos de tiempo; otra forma es la transformacién de los mis --
mos, o sea la aplicacién de una transformacién simple a los datos ori-
ginales.Logicamente al usar algin tipo de ajuste debemos tencr la cer-
teza de que mejorarfin los resultados.

Otra caracteristica que dicta el proceso de decisi6n es el -
cauce requerido del pronfstico. Esto involucra el factor tiempo en ---
tres enfoques: periodo, horizonte e intervalo del pron6stico.

El perfodo de pronéstico es la unidad bdsica de tiempo en --
que el pron6stico es hecho: mensual, trimestral, anual, ctc,, el hori-
zonte es el ntmero de periodos que en el futuro cubrird el prongstico,
o sea el alcance del mismo. La frecuencia con la cual es pronéstico de
be ser revisado se denomina intervalo del pronéstico y con frecuencia-
éste y el periodo son iguales, de tal forma que el pronfstico serd re-
visado cada periodo,

METODOS DE PRONOSTIODS Y SU CLASIFICACION

Definircmos brevemente un método de prondstico como un proce
so para predecir el futuro, el cual a través de una seric de resulta -
dos nos dird lo que es mis seguro que ocurra en el futuro de un even -
to.

A pesar dc existir una gran variedad de métodos para prede -
cir el estado futuro de un evento, ninguno proporciona todas las res -
puestas a todos los problemas de pronéstico.

Estos métodos pucden ser examinados desde dos puntos de vis-
ta:



1.- Tipo de informacién (datos) que se tiene,

2.- Tipo de anilisis que se va a llevar a caho con los datos.

1.- Si tomamos en cuenta el primer enfoque o sea dependiendo de

la informacién que se tiene, los métodos de pronésticos puc

den
1.1

1.2

ser naturales o causales.

Naturales.

Estos métodos de pronSstico emplean los datos a su dis-
posicién Gnicamente scbre la variable dependiente o res
puesta. Esto es, se trata de ver cuindo la variable de-
pendiente muestra alguna regularidad sobre el tiempo, -
y cuando esto sucede, proyectar dicha regularidad hacia
el futuro.

Causales.

Los métodos de pronfstico causales consideran, ademis -
de la variable dependiente, otras variibles que repre -
sentan cambios en la respuesta. Estos métodos suponen -
que las variables causales se pueden medir y proyectar-
con mayor exactitud en comparacifn con una proyeccién -
de la variable dependiente (micamente, y que las rela -
ciones entre las variables permanecerin constantes so -
bre el tiempo.

2.- A partir del anilisis de los datos que se va a llevar a ca-

bo,

los métodos de pron6stico se clasifican en subjetivos y

objetivos.

2.

Subjetivos.

En este caso el proceso empleado para cbtener la predic
cibn no estd bien especificado: el proceso se lleva en-
la mente de los que hacen las predicciones.

2.2 Objetivos.

A diferencia de los métodos subjetivos, el proceso em -
pleado para predecir esti de tal manera especificado, -
que puede ser repetido y obtenerse los mismos resulta -
dos.



La combinacién de los enfoquecs sefialados da lugar a la ob -
tencibn de una clasificacién 1a cual no es Gnica, existiendo dentro -

de cada uno de estos métodos varias técnicas de prediccidn.

CLASIFICACION DE LOS METODOS DE PRONDSTIQ0S:

1. - MLTODOS INTUITIVOS (SUBJETIVO-CAUSAL)

Estos métodos estén considerados como los métodos clésicos del --
prondstico. Estdn basados esencialmente en el sentir individual -
de una situacién o en la opinién de expertos.

En general, se aplican modelos mentales implicitos (subjetivos) -
de los expertos, para analizar factores econfmicos, sociales o --
técnicos de eventos futuros (causales). El objetivo dc estos mé -
todos es el de juntar 16gica, sistemidticamente y sin sesgo, toda-
la informacién y los criterios que tengan relacién con los facto-
res que se estin estimando.

Dentro de los métodos intuitivos podemos citar la técnica "TKJ" y
la técnica Delfos.

2,- METODOS CAUSALES (OBJETIVO-CAUSAL)
Los métodos causales estin basados en la idea de tratar de pronos
ticar los efectos de una situacién sobre la basc del conocimiento
de sus causas.

In estos métodos se utilizan dos o mis tendencias identificables,
generalmente suponicendo que existe una relacién lineal e indepen-
diente entre ellas. Como cjemplo podemos citar cl modelo de regre
sién miltiple.

Los métodos cconométricos, caso especifico de los métodos causa -
les, consideran también la existencia de una relacién lineal en -
tre las tendencias, pero ademds tratan de determinar las relacio-
nes probables entre una v otra por medio de la correlacién csta -

O



dfstica, por ejemplo, el modelo de términos autocorrelacionados.
3.- METODOS DE EXTRAPOLACION (OBJETIVO-NATURAL)

Estos métodos, como su nombre lo indica, estén basados en la ex -
trapolacifn, esto es: el cardcter distintivo mostrado por datos -
relevantes en el pasado,se traslada al futuro basindose en dos --

principios generales:

- El perfodo siguiente serd igual al perfodo presente.

- El patr6n que rige las tendencias de las variables del presente
periodo al siguiente serd el mismo en relacidn al patrén que ri
gi6 el periodo pasado con el presente,

Las técnicas usadas en general, son ajustes de curvas o extensio-
nes de tendencias pasadas y siempre suponen la existencia de da -
tos pasados y presentes para definir el futuro.

Analizando la clasificacién de los métodos de pronésticos -
expuesta:-intuitivos, causales y de extrapolaci6n- podemos inferir --

que:

- Los métodos objetivos -tanto objetivo natural,como objeti
vo causal- se consideran apropiados para tracajar con pro
blemas estructurados, en los que se dispone de datos pasa
dos y con los cuales es posible formular un modelo expli-
cito.

- Los métodos subjetivos son apropiados para producir pre -
dicciones en dreas no estructuradas y atn mis, en areas -
no desarrolladas, abarcando largos periodos.

- Los métodos causales son aplicables a predicciones que --
abarquen perfodos cortos ya que conforme aumenta el inter
valo de prediccién, aumentan también los errores en los -
predictores disminuyendo en consecuencia la confianza en-



los eventos pronosticados,
- Los métodos de extrapolacién generan predicciones con un
alto nivel de contianza para perfodos cortos de tiemno,
- Los métodos de extrapolacién y los causales, - - - - - -
no pueden utilizarse especialmente en las siguientes con
diciones:
* Cuando no exista una teoria formal que permi
ta la formulacién de hipétesis.
® Cuando no sea factible conocer los valores -
de los pardmetros de entrada a algin modelo-
generado.
* Cuando no existan o no se conozcan datos pa-
sados.
* Cuando el intervalo de predicci6n sea a lar-
go plazo,

A continuacifn presentamos un anilisis elemental de tres mé
todos de pronéstico, cada uno de los cuales pertenece a una de las --
clases expuestas anteriormente.

- Métodos intuitivos: Técnica Delfos.

- Métodos causales: Promedio cambiante.

- Métodos de extrapolaci6n: Series de Tiempo de Box y Jen -
kins.

Estos ejemplos servirdn para comparar las cualidades de ---
tres métodos diferentes de pronéstico.

TECNICA DELFOS

Descripcién: Se interroga a un panel dc expertos por medio de una se-
cuencia de cuestionarios, en los cuales las respuestas al primero se-
utilizan para producir el siguiente cuestionario, De esta manera, to-
da la informaci6n, de la que disponen algunos expertos, pero otros --
no, sc pasa a éstos (ltimos v eso permite quc todos los expertos ten-



gan acceso a toda la informaci6n.

Precisi6n:
Corto plazo : Regular a muy bucno.
Mediano plazo: Regular a muy bueno,
Largo plazo : Regular a muy bueno.
Identificaci6n de puntos criticos: Regular a muy bueno.
Datos que se requieren: Un coordinador que emite la secuencia de cues
tinarios editando y consolidando las respuestas.

MEDIO CABIANTE

Descripci6n: Cada punto del promedio cambiante de una serie de tiempo
lo constituye el promedio aritmético o ponderado de cierto nGmero de-
puntos consecutivos de la serie, en donde el ntmero de puntos de los-
datos se escogen en forma tal que los efectos de las temporalidades o
de las irregularidades o de ambos, quedan eliminados.

Precisibn:
Corto plazo ¢ Mala a buena.
Mediano plazo: Mala,
largo plazo : Muy mala.
Identificacién de puntos criticos: Mala,
Datos que se requieren: Mientras mis historial exista, mejor.

SERIES IE TIBGO DE MK Y JEXINS

Descripcién: La serie de tiempo se dota de un modelo matemitico que -
es Gptimo en el sentido de que asigna menos errores a la historia que
los demis modelos. Habri que identificar el tipo de modelo y entonces
estimar sus parimetros, Aparentemente ésta es la rutina estadistica -
mis precisa que poseemos en la actualidad, pero también es uno de los
métodos mis costosos y consumidores de tiempo.



Precisi6n:
Corto plazo : Muy buena a excelente.
Mediano plazo: Mala a buena.
Largo plazo : Muy mala.
Identificaci6n de puntos criticos: Regular.
Datos que se requieren: Tener mucho historial, es muy valioso.



Il SERIES DE TIEAPO



Una scrie de tiempo se define como una secuencia ordenada -
de observaciones dc una variable on puntos del tiempo igualmente espa
c¢iados, v en cuyo anilisis s¢ usa s6lo la historia de las observacio-
nes que van a ser pronesticadas, desarrollando para tal fin un modelo
para predecir valores futuros. Lo que nos 1ndica que los modelos de -
serics de tiempo pertenecen o los métodos de extrapolacidn, ya mencio

nados.

Una forma dc representar una serie de tiempo cs:

IR RS ATRR AUNEE, AR IR
donde X4 es una funcién de componentes alcatorios ey, Ehurye o 0 Y
A y las l%& son constantes. Estos modclos son muy Gtiles cuando-
observaciones sucesivas son altamente dcpendientes, y muchos de ellos
estin basados en el anilisis de serics dc tiempo desarrollados por --
George E. P. Box y Gwiliym Jenkins denominados MODELOS DE SERIES DI -
TIBMPO DE BOX Y JENKINS, que son el propSsito del presente trabajo.

Si el conjunto de observaciones que conforman la serie es -
continuo la serie de tiempo es llamada continua; si el conjunto es --
discreto la serie de tiempo es discreta.

Iste trabajo se enfocard solamentc a series de tiempo dis -
cretas, donde las observaciones son hechas a intcrvalos fijos de tiem
po. Lstas observaciones efectuadas en ¢l tiempo €, , €43, .evuveuey &
pueden ser denotadas por x (¢,), x{t,),. .., xlty).

L]

Cuando sc tienen valores sucesivos de una serie disponible-
para andlisis cscribimos >, , X;, ........, Xn para dcnotar observa-

ciones hechas a intervalos dc tiempo cquidistintes tevh, tov2h,. . .,
te® mh.



Si los valores futuros dc una serie de tiempo pueden ser --
determinados exactamente pdr alguna funcidn matemitica, tenemos el ca
so de un modelo de series de tiempo de tipo determinfstico, pero si -
esos valores futuros sdlo pueden ser descritos en témminos de una dis
tribucién de probabilidad la seric de tiempo scrd entonces de tipo --
probabilistica o no deterministica. In este Gltimo caso, es posible -
derivar un modelo que puede ser usado para calcular la probabilidad -
de ocurrencia de un valor situado entre dos limites especificados. Is
te tipo de modelos son llamados Modelos de Probabilidad o Procesos Es
tocdsticos.

Un Proceso Estocidstico es un fendmeno estadistico que invo-
lucra el tiempo acorde con leyes de probabilidad y el cual genera una
serie de observaciones. Si se aflade el adjetivo discreto, el Proceso-
Estocdstico se referird a la naturaleza del conjunto sobre el cual va
ria el tiempo.

Bajo este concepto, las series de tiempo al ser analizadas-
pueden ser vistas como la realizaci6n de un Proceso Estocéstico, es -
decir, generadas por un Proceso Estocdstico.

En general, las observaciones integradas en una serie de -

tiempo pueden ser descritas por una variable aleatoria ™ dimensio-
nal{ X, x5, ........, Xn) con distribuci6n de probabilidad.

Pty om (o, e %)

T1.1. CONCEPTO DE ESTACIONARIDAD

La noci6n de uma funcidn de distribuci6n conjunta para una-
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serie de tiempo es esencial para la comprensidn del Concepto de Esta-
cionaridad,

Para motivar nuesiro interés en la estacionaridad, conside-
remos el problema de describir los primeros dos momentos de

('x"/xz)-- x'\)

?l’.‘...,h '’

o sea, la media y la varianza v covarianza de las variables «-------

I.‘ x‘,.. v S

La media puede ser obtenida simplemente como un vector de m
valores esperados
(Ex,,Ex,,. .., Exy)

y la varianza y covarianza como una matriz simétrica de n! elemen -
tos

’
V(xi) c Lxl » 11) e . . C ‘105 x") W
€(x,, x,) V(x,) e o o C(x,, xp)

*

([ ¢(x 1) C(xn,x;) . . . Vixw)



Para describir la sedia de X, , X;,......, Xynecesitamos
N elmentos, y para describir la varianza y covarianza XL * W .Si
amamos los elementos gue necesitamos para describir los pri:'rz'zeros --
dos momentos de la funcion de distribucién canjunta tendremos
3 o Lntelementos.
an*ta"

Lo anterior, nos muestra la necesidad que existe de alguma
simplificacion estructural si deseamos que la funcidn de distribu --
citn conjunta sea la base de una técnica operacionmal de prondstico.

Tal simplificacifn puede ser llevada a cabo si pedimos que
la funcifn de distribucién conjunta, no se vea afectada por algin --
cambio en el origen, esto es, si la probabilidad de distribucién con
junta asociada con K observaciones Xg,....... » L+ ghecha sobre -
cualquier conjunto del tiempo € ,.......,¢*Kes la misma que la --
asociada con W observaciones Lgyem, --+...00p Xoomen hecha al ---
tiempo ¢*m, ........,¢t*™m¢K donde ¢ es cualquier punto en el tiem
po ymy Kson dos enteros cuilesquizri.

la propiedad de que

?(1(,. “ey xgo“)' ?(ny"... ) X goemae b)
se conoce camo estacionaridad.

Para demostrar el efecto de la estacionaridad en el compor-
tamiento de una serie de tiempo, notamos que para i = O
P(L) = P>(Xpawm)  m=2,23,.
esto significa que la funci6n de distribucifn marginal para cual ---
quier par de observaciones es la misma, lo que nos lleva directamente
a2 qe la media y la varianza son iguales.

,1 :E(I‘) b E(Ihh)
(VS v(x,) = V(X yow)

de manera similar para
Kot Xy Xen) * PAXotm, Xgomy) m= 21,22,
lo cual significa qe

C( 1., z‘ga) * e(zeo vn, 1;0-ol)



Esta covarianza la vamos a denotar por (Yl donde el subindi
ce 1 significa que el valor de ¥ depende dnicamente del hecho de que
las observaciones en cuestidn estin separadas por un periodo:

Ly y Xy é Xiem vy Ltemyy

entonces

C(Ie, xhj) = C(I£+m,xt+m+j)" x}

A partir de este mamento, siempre que nos refiramos a U} -

. - * .o
lo haremos como la autocovarianza de periodo J » (se usa el prefijo-
"auto"” porque se trata de la covarianza de dos observaciones de la -

misma serie).

Si regresamos al planteamiento inicial del problema, deno -
tando E(I) por 47 y V(Ie)por (o , observamos que para tener los dos
primeros mamentos de la funcién de distribucién conjunta .vi& describi
rd las observaciones de una serie de tiempo, s6lo necesitamos n#/ --
elementos, va que la media serd (Afy-e-e.y 4) y lavarianza y cova-
rianza

/

Ko,‘l,'l, ...,(n.h

§ ) x") K’; vty Yn-t

lo que demuestra que el utilizar la propiedad de estacionaridad redu-
ce el nimero de elementos necesarios para describir la varianza de --
las variables Xy, X3, . .., Xn



La estacionaridad tienc otras implicaciones para el compor-
tamiento de una serie de tiempo. La condicidn de que la esperanza de-
x4 no depende de t sirve para localizar la serie de tiempo en el es
pacio, en la vecindad del valor medio que se convierte en una constan
te. La serie hard viajes lejos de la media pero retornard repetidamen
te durante su historia.

Una forma de visualizar lo anterior es imaginar un proceso-
estocdstico estacionario del cual se desea saber el valor probable de
X w0 Sin haber visto la historia de la serie. La mejor adivinanza
serd claro 4 .

En el caso de que Xy esté normalmente distribuida se puede
esperar ademis que, por ejemplo, exista una probabilidad de .05 de --
que X 44 se encuentre fuera del intervalo »7“.16 {Gya que -
es la desviacién estindar de X 40 .

Entonces la estacionaridad en el sentido técnico implica es
tacionaridad en el sentido intuitivo de localizar el proceso dentro -
de una regién de la cual s6lo raramente saldri.

Ahora podemos definir estrictamente un Proceso Estocdstico-
Estacionario como un proceso en el cual sus propiedades no se afectan
por un cambio en el origen; esto es, si la distribucién de probabili-
dad conjunta asociada con A observaciones X4 ,......., X4en e€n --
cualquier conjunto del tiempo es la misma que la asociada con K ob-
servaciones Xqgmy.......,Xeomenen €l tiempo tem,. c. , ¢ oMo ks

IT1.2 FUNCION DE AUTOOOVARIANZA Y AUTOODRRELACION

Otra implicacién de la estacionaridad se deriva del] hecho -
de que la autocovarianza entre dos observaciones cualesquiera depende
s6lo del nfmero de perfodos que separan dichas observaciones.
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te durante su historia.

Una forma de visualizar lo anterior es imaginar un proceso-
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de una regién de la cual s6lo raramente saldra.

Ahora podemos definir estrictamente un Proceso Estocédstico-
Estacionario como un proceso en el cual sus propiedades no se afectan
por un cambio en el origen; esto es, si la distribuci6n de probabili-
dad conjunta asociada con A observaciones X4 ,......., Xaar en --
cualquier conjunto del tiempo es la misma que la asociada con K ob-
servaciones Xgywyy.......;Xgomonen €l tiempo ¢em,. .. , 4 omak.

I1.2 FUNCION DE AUTOOVARIANZA Y AUTOOORRELACION

Otra implicacién de la estacionaridad se deriva del hecho -
de que la autocovarianza entre dos observaciones cualesquiera depende
s6lo del nGmero de periodos que separan dichas observaciones.
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Anteriomente definiros que:
By=Cov Uxy xer; T2 € [Gre = Bx0) (xeri -E(xei )]
sELexe-4) (xu;-4)]

Si analizamos el producto ( X - 4 ) (Jchj-»y) notaremos que si una-
observacién se encuentra por cncima de la media v 3 periodos después
es seguida por otra observiacién que también sc encuentra por encima -

de la media, la autocovarianza emtre Tt y X4 es positiva,

sSucede 1o mismo si tchemos una observacidn por debajo de la
media seguida 3 periodos mds tarde por otra observacidn que se en -
cuentra también por debajo de la media.

Pero si una observacién que se encucntra por arriba de la -
media, tiende a ser seguida ] periodos mis tarde por una observa --
cidn que se encuentra por debajo de la media, o viceversa, la autoco-
varianza entre Xg¢ Vv 1;.3 sera negativa

£l hecho dc que la autocovarianza 65 parezca determinar -
1a apariencia de una serie de tiempo, sugiere ue un proceso estacio-
nario mostrard el mismo modelo gencral de comportamiento sin importar
cuando sea observado. Esto es, 1a realizacién (Xm,.. vxmk) no seri-

exactamente la misma que (xmﬁ,,, , .......,x,.,,u,,,) pero su apa -
riencia general serd la misma,

Puede entonces parecer apropiado caracterizar un proceso, -
simplemente mostrando el conjunto de covarianzas (o) Vn, r:, e
Este conjunto serd llamado {uncién de autocovarianza.

Para propbsitos de comparar series difcrentes, sin embargo,
no es enteramente satisfactorio va que wna diferencia cn la disper -
sifn del proceso, causada quizd por escalas difcrentes de medida, con
ducirfa a autocovarianzas muy diferentes. Por ejemplo, si wna varia -
ble estd medida en cientos'o miles de pesos en lugar de millones de -
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pesos, todos los segundos momentos estardn aumentados por un factor-
de 100, porque la varianza es una medida de dispersi6n. La comparabi
lidad puede 1llevarse a cabo si cstandarizamos las autocovariancas di

vidiéndolas por z(o , esto es, transformindolas en correlaciones.

A tales correlaciones nos rceferiremos como autocorrelacio-
nes y las denotaremos ¢ , entonces la correlacién entre Xy v X
serd denotada por @4 '
- Bl (e - )] . ElEey) xeg-]
JETG- 17T EQCGa-4)' ] S

2 = . -
ya que para un proceso estacionario Gx<¥% es 1a misma al tiempo-

¢+] que al tiempo t.

Entonces, la autocorrelaci‘én en el periodo j es
P = 2

"l

?n='

; es un nGmero sin unidades o dimensiones, ya que la es-
cala del mmerador y del denominador son ambas el producto de las es

la cual implica que

calas en que se miden Xy y Xyoje

El conjunto de correlaciones a veces llamado funcién de au
tocorrelacién estard dado por:

e-'--. Q-‘n Q~_’i
- — - 1 = - J - —
' T to A
Una grifica que muestra estas correlaciones a través de --
-" perfodos o sea uma grdfica de 1la funcién de autocorrelacifn se-

i 11amada un correlograma.

La funcifn de autocorrelacién ademis de no dimensional ---
(-} ¢ ei & |) es simétrica, esto es

i Qs
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In general, cuando las observaciones en el tiempo t y € n
son similarves en valor, (3-l tienc wn valor cercano a V. Cuando wna -
observacién grande en el tiempo T es seguida por una pequena observa
cién en el tiempo key, ().J es cercana a -, Sioexisten pequefas rela-

ciones entre las observaciones @Q; es aproximadamente 0.

Hasta ahora sdlo hemos considerado 1 funcién de utocorre -
lacidén tedrica, lu cual describe un proceso estocdstico conceptual. -
[n 1a prictica; tenemos una serie de tiompo finita =y, ..... ey Xy
de M observaciones, de la cual s6lo podemos obtener estimadores de -

la funcidén de sutocovarianza v por ende de la funcién de autocorrela-

cién,
Estos esg‘imadores estdn dados por:
) o .
K;:c;-—h :[:_l (Xe - X)) (Xyoy = X) Jro,a,. ..,
donde v, es el nimero de obsen:\aciones que tenemos y
i - R L Xy
consecuentemente t
?3.. v . 8
3 Co

Para obtener una estimacién Gtil de la funci6n de autocorre
laci6n es suficiente calcular ¥ para j=1,2,..., ‘.;.

Las autocorrelaciones ¥j son s6lo estimaciones de las autg
correlaciones reales ?3 y por lo tanto estdn sujetas a un crror.

Expresiones aproximadas para la varianza de ¥ v la cova -
rianza entre "’3 y "'3' » bara un proceso normal estdn dadas por:

V(fi) 2 ','T L { P:‘ Pu] (J'.l-" ?j e- ()v-i * 2?: G:B

Ti-00
>
o r.. ) L
Cov ( L Tied) ¥ ) ‘2,::. s (JVAOA
Estas expresiones serin de utilidad mds adelante, cuando ne
cesitemos identificar un modelo para una seric de tiempo determinada.



Il MODELOS PARA SERIES

DE TIERPO
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II1.1 MIDELOS PARA SERJES DE TIBMPO ESTACIONARIAS

PROCESO ESTOCASTICO DISCRETO LINEAL

Un proceso estocdstico es un proceso discreto lineal si ca-

da ohservacidén Xy puede ser expresada en la forma
a

X4t "fu&t' fEeey o foit-z*u- s 7 + z Y; Ee-g
1te

domde 4 y las "f‘ \son pardmetros fijos y la serie de tiempo ------
Govneennn »€4-r, E&y.......) 05 una secuencia de alteraciones idénti-

ca e independientemente distribuidas con media O y varianza G‘e)

1lamado algunas veces proceso lineal general. El proceso a s ujoii::o‘f;h-s
es discreto, porque luas observaciones X4 estdn tamadas & interva --

los discretos e igualmente espaciados y lineal porque las X¢ son una
combinacidn lineal de las pasadas y presentes alteraciones.

Una forma alternativa-de escribirlo es

x4 T Y e

en términos del operador B, qué“:lef iniremos como
_B E t b E [ XN ]
i .
Be- €, )
Usando esta notacién

x =4, BE Y, B Y Becr..,

que implica

x, = 4+ Y (B)E,
donde

° ‘' 1
w(a)z‘fQB.\f.B’q’B‘c-.
Es evidente que observaciones sucesivas en la seriec de ----
ticmpo Ix._} son dependientes, ya que estin detemminadas por las --

misms realizaciones previas de  {€¢} . Ademds si las [€.\ estan-
normalmente distribuidas, las ’Iq estfin normalmente distribuidas.

Los modelos derivados del proceso lincal general, son capi-



ces de representar series de tiampo estacionarias y no estaciona ---
rias. Si wna serie de tiempo es estacionaria, significa que fluctGa-
aleatoriamente alrededor de una media constante, y si una serie es -

no estacionaria implica que no tiene una media natural.

En general, si la sccuencia de ponderaciones ’Lf,x en el-
modelo lineal es finita, o infinita y convergente, la scrie de tiem-
po }Ig} es estacionaria con media -4 . Si la secuencia l'»{ es in
finita y diverge, la serie de tiempo es no estaciomaria v 4 es s6lo

un punto de referencia del proceso original.

Para asegurar que el proceso es estacionario debe verifi -

gﬂ’J,,LfJE*A

la media y la matriz de varianza-covarianza del proceso existan y --

carse que para

sean invariantes con respecto al tiempo.

La media del proceso estd dada por:
E(x )= 4 +E(Yo€y + Y 6., + Yobe-at .. .)
Un proceso para obtener el valor esperado de 'fo Eg ¥ ", Ee.yt
es obtener la suma de los valores esperados de todos los téminos --

uno a uno. Sin embargo, para que este procedimiento sea vilido es ne
[ ]

cesario que I .
w hi

donde A es cualquier nfmero finito

Si esta condicidn se satisface, la :‘Z“ ‘f; converge, v
entonces la media del proceso es
E(x)+ 4
Podemos observar que la media del proceso no depende de ¢
lo cual satisface uno de los requerimientos de estacionaridad.

La varianza del proceso se deriva directamente de su defi-
nicitn asi:

. [od a
VM(It) s 'o: E[It‘ E(I‘\]‘g th % Lf:
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quees significativa s6lo s1 la media del proceso existe y la suma -
a
VA Lf converge.
ito ¢

a [ -]
As{ mismo, 8', : GC l
ao ito
la sum L 9. \{;,’J converge

1 :0

¥: Y.y es significative sélo si-

La varianza y la covarianza no dependen de € , lo cual -
cumple otro de los requerimientos de la estacicnaridad.

PROCESO AUTURRHGRESIVO

El proceso lineal general, no es un modelo de series de --
tiempo muy Ut1l ya que contiene un nimero infinito de parimetros des
conocidos. Por lo cual se han desarrollado modelos que describen ade
cuadamente la serie de tiempo conteniendo relativamente pocos parame
tros.

Un caso especial del proceso lineal general es el modelo -

Xy = 4’.1». ‘¢,It~1’ et ¢’f1~-f +d+ €
el cual es llamado un proceso autorregresivo que contiene * parime
tros desconocidos #’. ,¢, geseres ,éf por lo que nos referiremos a €1
como un proceso autorregresivo de orden 4 omas brevemente AR{+p )

Se dice que el modelo
X G, sBuLeat o Goxey s d g
es la regresitn de X4 con respecto a valores anteriores de la misma
X, por lo que se dice que es autorregresivo.

Es ficil demostrar que el proceso autorregresivo es un ca-
so especial del proceso lineal general, sustituvendo X;., del proceso
autorregresivo por

Koy ® 4’, Xy * ¢a‘l‘-s MR ¢p Le-poy de €.,
Similarmente, podemos sustitulr Xy.,, X4-3,etc., para ob
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tener una serie infinita en &

El proceso también puede ser descrito en términos del opera
dor B como

2= (PDr. .+ PpB I xpedrey
(1- 8- d]:Bl‘-"' (#-PBP)-’C&’J’Et

Cpf(b)_—j-d),g‘-. - »f

si

entonces
(I)' ®) x,. d+€y

A veces es conveniente trabajar con la serie de tiempo defi
nida en términos de desviaciones de 1a media 4/ , Si X4 =X~ 4 para
toda t.

@ (B) i‘=££
1 4
PROCES) AUTORREGRESIVO DE PRIMER ORDEN.

El 'proceso autorregresivo mds simple y que es muy importan-
te en la prictica, es el proceso AR( | ), el cual estd dado por
1*! ¢' x‘_." J" Ek

A este proceso también se le denomina Proceso de Markov por
que x, depende fnicamente de la observacion previa X4-, ..

En téminos del operador B
Xy ¢,B.1¢ +de te

d+ €,
(‘ - ¢n‘b‘)

Para que este proceso sea estacionario se requiere que las-
rafces de ‘(B)rl— @,B‘:O se encuentren fuera del circulo wnita -

Xy

rio, lo que es equivalente a pedir que

KRR
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la media, la varianza y la autocovarianza del proceso -----

MR( 1) se determinan facilmente v dan camo resultado
A= ()«
-,
(o :‘ G; ; 1= ]
e R R RETE
i
La funcidn de autocorrelacidn cs simplomente

) .
Q4= (D' jrond, ...
lo que nos indica que para un AR( 1 ) la funcién de autocorrelacién -

decae exponencialmente cuando d), cs positiva y decac exponencialmen-
te, pero oscila en signo cuando ¢,, es negativa.

El correlograma presentard la siguiente forma si Cb,, es po

sitiva

O

l“lln._

J

-1
y si es negativa seri de la forma

?;a

S
S
-
b
ha
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PROCESO AJTORRHGRESIVO DE SHGUINDO ORDEN

5i hacemos =4 obtenemos un proceso AR( £ )
Xy = d‘. Tyy + Xy v de gy

¢"B‘xei- ¢3 B"xt v d 1

“

Xy

1‘ - d+aﬁ

(1- ¢|B. - 4):“3:)

Para que este proceso AR( 2 ) sea estacionario, se requiere
que las raices de la ecuacién caracteristica (1= 4’.15‘ - ¢,B‘ )=0
se encuentren fuera del circulo unitario, que es equivalente a reque-
rir que los parimetros 4), y d),_ sean tales que

G, <
¢,- @, <)
|¢a“'

La region para los parimetros ¢, y Cb aestd representada -
por la siguiente figura

$i las condiciones dadas para ¢| y Cb, se satsifacen, sc
puede demostrar que la media del proceso AR( 2 ) es

- E(xXy) - MLW
-A' l'q)l‘(bl



v ‘o‘¢|‘t*¢:‘z’ﬁ-:
Lo: 6t
X; s ¢| 0+ ¢l G

. 1
ccuaciones que pueden ser resucltas, dados los valores ¢, ,d), y Ge
para XD, h v ‘1 . Para '))1, x; estd dada por

‘1 * ¢u x.i'l * ¢.\ xl“l

La funci6én de autocorrelacidn se deriva de la expresién ante

rior, y tenemos que,

p.=¢,*¢1P. 6 Qu.-——%
1= Pa ]
02 D0, + a Paz &, + —,;i';'

conocidas como las ecuaciones de Yule-Walker, las cuales pucden ser re
sucltas para @, y @y

Asi

iz b fi- + 0. I>2

Usando la condicidn de cstacionaridad y las cxpresiones en -
contradas para @, ¥ ?l la region admisible para los valores de -----

@) v @y estd dada por e @ < |

("? < '!3‘ (Pa* ')

lo cual sc representa en la siguicnte figura

n



Podemos hacer algunas observaciones de caricter general ---
acerca del proceso AR( 2 ), como el hecho de que la funcién de autoco

p:\" ¢| ("i-l" ¢1 ()i‘l :\>1

siguc 1a misma relacion dinimica que el proceso en si mismo

rrelaci6n

Xy ® Qn Xe-y * ¢11*~‘1*d‘ s

Ademis, si las raices de la ecuacibn caracteristica -------
(-¢,®- $,8')=0 son reales, b."‘Q,%oantonces la funcién de autoco
rrelacibn serd positiva y tenderi a cero o alternard en signo y tende
rd a cero, Pero si las raices son complejas, Q‘Nﬂk < O entonces la-
funcién de autocorrelacifn descenderi ondulando, como se muestra en -
las siguientes figuras.

d+94, 30 b (N
. -Hl L1y
R

N
=Y

-8 -4

[ RXT RY.) “
¢ 4‘““1 l” N
T 3

MOCESD AUTEHERESTVO IE MAYOR (DEN

Los resultados obtenidos para AR( 1 ) y AR( 2 ) pueden ser-
extendidos a procesos AR de orden arbitrario -

Xy (P, B, |+ ¢p B’)xg‘J* €

I+ Eq
X oz -
/- ¢,a"~~- - ¢PBP
La condicién de estacionaridad puede ser determinada por --
wa generalizaci6n de las condiciones para AR( 1) v AR( 2 ); o sca -
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- - v
que las rafees de la ccuacion caracteristica (v- ‘#’,E’ s CPPB )=

deben encontrarse fuera Jde! circulo unitario,

St esta condicion es satisfecha, entonces

-4z E(IQ' d

- -

- Oy
Siguiendo los proce d]mcnros ya us: ulos

r,,=¢>,a,«...+¢r + Ge
dlotor P Yy,
KP ¢xf|'...*¢Xo

dados los pardmetros TR e Y (l'g pueden ser resueltas para-
las pe 1 incégnitas Ve,.. ., ¥p

Para J’P Ia covarianza XJ estd dada por
¢ X).| « e ¢ ’l- J > .P
La funcxdn de autocorrelacién puedc ser obtenida si las filti
mas -p ecuaciones anteriores son divididas por Yo transformndolas -
en las ccuaciones de Yule-Walker para AR(y).

¢o ¢ae’ ‘¢ ()fl

P ¢ Q-1 ¢:?¢-

un sistema de L ecuncmnes lmealos con P incdgmtas (o} yo e, Pf

Para 7§, ¥ P-) puede ser obtenida por

3o ¢-(’s-." -t ¢r Gp J>9

PROCESO DE PRMEDIOS MWILES

Considercmos el caso especial Jel proceso lineal general en-
donde solo las primeras 3 nonderaciones son diferentes de cero. F1 --
proceso serd

st Gen. . o Bty
donde -6, . . - 9% son un conjunto finito de ponderaciones (el sig -
no menos sc ha introducido por conveniencia). El modelo anterior serd-



[
Pad

Hamado un proceso de promedios moviles de orden 9 , MA( ? b

Ya que existe un nimero finito de ponderaciones diferentes-
de cero en el proceso MA( % } cualquier proceso de este tipo seri cos-
tacionario, sin importar el valor de las ponderaciones.

En términos del operador B el proceso MA( % ) se espresa
e (-8n-. . .- 9%'5%) €y

Xz Y+ @Q ("5\ &
donde

@4 (®): (1-B,B-. . .- B, BY)

PROCESO [E MOMDIOS MWVILES IE PRIMR (RIEN

El proceso de promedios méviles de primer orden esti descri
to por

1‘2 “" E‘ - 9.2‘.|
La media del proceso es
ECxy= 4

L=Ge (1+6))
La autocovarianza esti dada nor
G (-6)
i*],
y la funci6n de autocovarianza es
=0 _ ]

1+ 0} 1=

y la varianza es

¢

0 y2 !
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Una propiedad muy importante del proceso MA{ 1 ) se deriva-
de la funcién de autocorrelacién y es que la 'memoria' del proceso es
de s6lo un perfodo. Esto es, una observacidn X estd correlacionada-
con su predecesora X4., Yy 5U SUCESOra X4+ pero no con cualquier ---
otro mienbro de la serie.

El correlograma para €ste proceso se muestra cn la siguien-
te figura y consta de una sola espiga en el periodo

e 3L
. — . %J
-\ -
6, , es positiva 6,, es negativa

PROCESD DE PROMEDIOS MOVILES DE SHINDO ORDEN

Este proceso estid definido por

Xy TMYE T 8,8, " Big,

El proceso MA( 2 ) es estacionario para todos los valores -
permitidos de ©, y ©,

Is facil ver que la media, varianza y funcién de autocorre-

P4

lacién del proceso M\{ 2 ) son respectivamente:

E‘x;)‘*"



fo=Gc (1+6}+ B})
(le ~9l (1'9|)

L+ 0 v+ O)

- _8’-
% I+ OF + OF
;= 0 j>2

Entonces la funcifn de autocorrelacién se corta después de-

}+2

En la siguiente figura se muestra la regidn admisible para-
9. v Q‘ , para un proceso MA( 2 )

a
]

97’

.2 -1 . \l a
7

/ N

la regi6n para Q, y @, del mismo proceso serd

P‘Ah
|

/“\‘/,P‘i‘v(‘u’ﬁpﬁ.

-l - / '




PROCESO DE PROMEDIOS MOVILES DE MAYOR ORDEN:

Los momentos de cualquier proceso MA( % }
’.’(ts 11 + Et‘e‘ﬁt_| T e e e g% Et'%
son ficilmente obtenidos, de tal forma que
1 X
E(lk):"’ JQ.GC égg
donde B, se sobrentiende que es V y la autocovarianza estd dada por:

G; (~93*9.9',u+...* gg.se‘) 3”,..,%

e

0 j>%
la funcion de autocorrelaciéon es entonces
0i+6,6, . 40 B .oy
Y Y * =0y
(-’3= i+ QM. ..o 9‘ .
0 i>

de tal manera que el correlograma consiste de % espigas a través de
j:b....,i y O para 3)‘.

La memoria de Ma( c*) es de % periodos ya que X no esta

correlacionada con miembros de la serie que estén separados por mis -
de ‘, periodos.

INVERTIBILIDAD DEL PROCESO DE PROMEDIOS MVILES:

Existe una interesante dualidad entre cl proceso de prome --

dios méviles y el proceso autorregresivo. Por cjemplo, consideremos el

roceso MA( 1 -
P J I.“ig' 9.6,..

(- OB g

el cual si resolvemos para €¢ nos da

£+ (1 - 6.BY Xy

Ahora si |@,| <« | podemos escribir

. ( g. 9;3 'B") i*: (le@,Bag:TS.,.,,)'f_t



y el cual reconocemos como un proceso autorregresivo de orden infini-

4)1: 9;

Se ha invertido el proceso MA( 1 ) para obtener un proceso-

to, con ponderaciones

AR{oo). La condicion 1O,|<les 1lamada la condicion de invertibili -

dad para un proceso MA( 1 }.

in general para que cualquier proceso MA{ gt ) sea inverti -
ble a un proceso AR{ oo } se requiere que las rafces del polinomio ---
@, (B)=O se encuentren ftuera del circulo unitario.

Para el proceso MA( 2 ) es equivalente a requerir que
0+ 06, <!
9; - 0. < |
10,} <!
La condicifn de invertibilidad para los parimetros en el --

proceso MA( 4 ) es idéntica a la condicibn de estacionaridad para un-
proceso AR( :‘ ).

Un proceso AR( $ } puede ser invertido para dar un proceso-
de promedios miviles de orden infinito.

En resumen:

- El proceso MA( ¢ ) es estacionario no importa el valor de las ponde
raciones tO;spero es invertible solo si las raices de @‘ (8):0
estin fuera del circulo umitario.

- E1 proceso AR( f} es estacionario solo si las rafces de @P (®)=0
estan fuera del circulo unitario, pero es invertible para todos los -
valores de las ponderaciones {9;‘.
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PROCESO MIXTO AUTORREGRESIVO Y DE PROMEDIOS MW ILES

kn la construcci6n de modelos, ocasionalmente encontramos -
algunos que incluyen términos tanto autorregresivos como de promedios
méviles y dan como resultado un modelo autorregresivo-promedios movi-
les de orden ( 4, % )

2esd e Goxe ot Pprept Ot - Beig e

P, BIxL-dr By (®) €y
que abreviaremos .-\&\mf ' % J.

6

Las condiciones de estacionaridad e invertibilidad de los -
procesos AR( £ )y MA( r") establecen las propiedades para los proce-
SOS AKMA(f' ") .

to es, un proceso \R.'\l\(f, %') es estacionario si las raf -
ces de i (—'5) estin “uera del circulo unitario ¢ inver-

tibie s1 las rafces de @Kt (®)Ys O estdn fuera del circulo unitario.

PROCESO ARMA(1,1)

EL proceso AKMA(1,1) estd descrito por
X, +d+ ?, Xy, v €y - e, €e-

el cual puede ser escrito en forma de un proceso de promedios méviles
por una secuencia de sustituciones:

q: L TR (d+ ¢|J) M T (¢.'9'\ Eeur ¢|9| | T
$ xyyt (dehd+ @IV v (BN, ¢

¢o (¢a' 8.) ., - ¢,‘ O, €.

L T T T e I e R S S R N 2 A

= ;—:%‘ v 62 (D -0)Eu ¢ ¢(¢ 9)!«-a*¢‘(¢

para que el proceso nntcrior sea estacionario la suma de coeficientes

Z¢(¢> -9,)

1Y)

39
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debe converger, entonces se requiere que l¢,|< | como en el caso ---
del proceso AR( 1 ).

Aunque ARMA(1,1) es un proceso MA de orden infinito, pode -
mos tratar de aproximarlo a un proceso MA de orden finito excluyendo-
los términos después del punto donde los coeficientes Q): (- 8.)
llegan a ser mis pequefios que una suma arbitraria. Claramente se re -
quiere un proceso de pramedios méviles de muy alto orden, para aproxi
marlo al proceso ARMA(1,1).

El proceso ARMA(1,1) puede también ser descrito en forma au
torregresiva:

xy* §xe v de b7 Oeyy
F T ﬁ"(é'e.J)*(¢|’ ec)xt-. + 9‘ (b..l*.l - 902 LY TR

Xy (¢' =00z * 0i(4,- B.)xq.. ¢ eol (¢c B Xear., .0 _145. +E¢
La invertibilidad del proceso requiere que la suma de -----
0, (¢,-6,) converjay de aqui que 18;l< | como en el caso-

un proceso MA,

BiMs

La media del proceso ARMA(1,1) estd dada por

E(x): + O E(x.)+ELE)-D, E(E.,) = ‘-#"
que es el mismo resultado obtenido para AR( 1 ).

La varianza del proceso es .
.2 b UG - 6,(d,-8) T
y las autocovarianzas estin dadas por
1 A
¢|‘0-9002 si g1
(l z
¢, 6, si iz

las autocovarianzas para ‘3>,1. son idénticas a las del proceso AR( 1 ).

Para obtener la autocovarianza, dados los parimetros del --
proceso, las ecuaciones anteriores se pueden resolver para Yo % ¥, )



E3

resultando

KD'- \+9.1'3-¢; B,
t- ¢}

K‘ = (- ¢len) (¢| - el)
1
-
El resto de las autocovarianzas pueden calcularse recursiva
mente, por sustitucién en la ecuacidén

§; qD' l(i_l 112,3,...

La funcidén de autocor-eclacién de un proceso ARMA(1,1) es

e - G- ¢l91) (‘bl‘ o)
1+0} -2 ¢|9:

Ci= Cb| Ci-y 122
La presencia del término de promedios méviles en el proceso
ARMA(1,1) entra s6lo en la determinacibn de Q‘ La parte restante de
la funci6n de autocorrelacién es determinada solo por la parte auto -
rregresiva del modelo.

Tomando en cuenta las conliciones de estacionaridad e inver
tibilidad Q, y Q, sc deben encontrar dentro de la regi6n dada por:

leul < deld
Gz’?.u?.*‘) 0, <o

(71’}():(1().") e, >0



Regi6n admisible para O,y d), y (v @, para w proceso --

ARMA(1,1).

L [ !

4+

/2/§ Qa’ Q.(‘@o“)

<>

g

92: Q'(ae"') Jt
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PROCESO MIXTO DE MAYOR ORUIN

Los resultados obtenidos para un proceso ARMA(1,1} pueden -
ser generalizados para un proceso de mayor orden.

X, d + 4’. Ty ten ¢p x*-P'g'EH"'" @1 Beg " e

La media del proceso estd dada por

E(xy)=d+ ¢‘ BElay )t o4 ¢p E(Xe-p) - © Elen-)-o -

Q“ E(Etng\* E(e,) - d
el - '

y las autocovarianzas v autocorrelaci-ones pm:
(b Goivr b gy AT 3> 4
Bi s b, Oreos dy fiop 1T 10§
Las autocorrelaciones para yei,..,4 seran afectadas por la -

parte del proceso de promedios moviles y las restantes autocorrelacio
nes seguirin cl modelo dado por 1la parte autorregresiva del proceso.
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RESIMEN DE PROPTEDADES DE LOS PROCISOS DE PROMEDIOS MWVILES, AUTORRECRESIVO Y MIXTO

PROCLSO PROCESO  DE
AUTORREGRES VO PROMEDIOS  MOVILES PROCESO MIXTO
MOUELO BN TERMINGS DI x'4 Q?(G)x. tdegg 6, Xa- 4 E s Ch(@)x.. d
ONE) R OMREN)
MODELO N TERSINS DI €'4 xy: gL e v 4+ ® OIS i%%é%%&
' c}' (®) . .
Serie [inita Serie infiuita Serie infinita

PONDIRACLCNIS ¢
PeniRACIONES  ©
CONDICTON DI ESTAGTONARTDAD
CONMCION DI} INVERTTBILIDAD

FUNCTON D5 AUTOCORRELACTON

Serie infinita

las rafces do ? (»):0
c¢ encucntran fuetﬂa det
cfrculo unitario

Siempre invertible

Infinita {descicnde ex-
ponencialmente /o des -
ciende ondulando)

Serie finata

Sicmpre estacionario

Las rafces de P¢(P):0
se encuentran fuera del
circulo unitario

Finita

sSerde infinita

Las rafces de Pptd):0
se cncaentran fucra del
circulo wnitario

Las rafces dc @guzmo
se encuentran fuera del
circulo unitario

Infinita (descicnde expo
nencialmente /o descien
de ondulando)

b E LAY pgaeyemay
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1r.2 MODELOS PARA SERIES DE TIIMPO NO ESTACIONAR IAS

Los modelos nresentados en 1a seccidn anterior son Qtiles-
para describir series de tiempo estacionarias, v pueden ser extendi-
dos para analizar series de tiempo no estacionarias efectuando wna -

simple transformacidén, que a continuacifn se describe,

Muchas series de tiempo se comportun como si no tuvieran -
media constante, sin embargo, ocurre con frecuencia para algunas se-
ries que en cualquier periodo dc tiempo las observaciones sc parecen
a otras localizadas cn otro pericdo de tiempo independientemente de-
la media. Estas series son llamadas no estacionarias con respecto a-
la mcdia) Fig. (1).

Similarmente existen series que tienen un comportamiento -
no estacionario con respecto a la media y a la pendiente, o sea, in-
dependientemente de la media v la pendiente las observaciones en di-
ferentes periodos de tiempo, siguen patrones de comportamiento seme-
jantes, Fig. (2),

e e e n b e e e e eame = -_._>*

Fig. (1) Serie de tiempo no estacionaria con respecto
a la media,



e > ¢

Fig. (2) Serie de tiempo no estacionaria con res
pecto a la media y a la pendiente.

Como ejemplo de la forma en que un comportamiento no esta-
cionario puede ser tratado con modelos para series de tiempo estacio-

narias, consideremos la siguiente serie de tiempo de tino determinis-
tico, Fig. (3).

et T— +
PERF S R S B R RN AT ]

Fig. (3)



la seric mostrada en la Fig. (3) tiene un comportamiento no
estacionario en la media y en la pendiente. Sin embargo, sus primeras
diferencias x - X,., dan como resultado, una serie de tiempo que es-

no estacionaria solamente en la media, Fig. (4).

x Qﬂh

45 +

+ .

-+

Fig. (4)

47

Las segundas diferencias (ag~ x¢-1)=(X4." Xe-2) 7 Xy=Txq., tTyey

dan como resultado, una serie estacionaria, Fig. (5).

"/‘\

~
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Parece entonces razonable usar sucesivas diferencias para -

transformar una serie de tiempo no estacionaria a una estacionaria.

Si una serie de tiempo no estacionaria puede ser transforma
da a una serie de tiempo estacionaria aplicando un grado adecuado de-

. . . . = . . ’
diferenciacién, se dice que la serie original es homogeneamente no es
tacionaria. '

Definiremos el operador de diferencia V como VZV Xy Xy
Es posible expresar V en témminos del operador B como V= |-

Entonces una diferencia de orden mayor que 1 puede ser ex -
presada como:

V- (- )Y
Vs (1-B)?
ve- 0 -myt

Diferenciando una serie de tiempo Ig\de longitud n , se

tiene una nueva serie i w;'x : iV‘xtSde longitud m-d.. Ademis ----

Wy V X = V"ig . Por 1o que no es importante si las obser

vaciones son o no corregidas por la media. Sin embargo, en general la
nueva serie {w‘kpuede tener wna media diferente de cero.

Un modelo general, capaz de representar series de tiempo no
estacionarias es el modelo integrado autorregresivo y de promedios md
viles (f'd_'f‘) o sea ARIMA (.p,d.,g‘)

) éf ®) 1% x = @, (B¢,

¢, 8 w, = Oqere



El modelo representa la d-&sima diferencia de la serie ori-
ginal como un proceso conteniendo £ parimetros autorregresivos y 3
parimetros de pramedios méviles.

Si la serie diferenciada }wQStiene una media diferente --
de cero J{w , entonces el proceso ARIMA (.P, 4, %) seria

CPf ® w s 4y, + Ocm)e,

Muchas series de tiempo en la practica pueden ser tratadas-
con modelos AKRIMA (.p, d/,i) en los cuales-f,ty 4 no excedan a 2, -
lo que a la vez redunda en modelos simples y faciles de manejar.

Por cjemplo, el proceso ARIMA ( |,1,} )
(1 - *."5\ \" X, = (1- 9.‘3)) €y

ze‘ (|+ ¢|) xt."‘¢.1t_l* Eﬁ-glgt’l
y el proceso ARIMA ( 2,1, 0)

(- ¢.B" ¢;151)V1¢' Ee

Ty L., + ¢, (X = X)) + *1 (xe-y- Xi.g) * Ee

Ucasionalmente otras transformaciones aparte de la diferen-
ciacifn son Gtiles para transformar una serie no estacionaria en es -
tacionaria. Por ejemplo, en muchas series de tiempo de tipo econdmi -
co, particularmente aquellas que consideran largos periodes de tiem -
po, la variabilidad de las observaciones aumenta conforme transcurre-
el tiempo, como podrfa ser el nivel medio de un proceso. Sin embar --
go, cl porcentaje de cambio en las observaciones es relativamente in-
dependiente del nivel. En una situaci6n de este tipo se puede indu --
cir homogeneidad tomando el logaritmo natural de los datos origina --
les y entonces proceder a cxaminar la diferencia en los logaritmos.

Tomemos X-ycomo los datos originales y Xicomo %4 * Am(xQ)
Si zl es mayor que 1{.,d1gams que por un porcentaje - R % 100 enton
ces la diferencia en logaritmos es:

hg
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Ay~ Ly = Am (1;) - /p""(:‘"h-l)

= A x'y., Q1e1)

Xy-y

.
N

cambio.

el cual es el porcentaje de

MBELOS PARA SIRIES DE TIIMPO ESTACIONALES

I11.3
Se han abordado modelos para series de tiempo estacionarias
y no estacionarias, ahora consideraremos los conceptos vistos para --

aplicarlos a series de tiempo estacionales.
La estacionalidad, es una tendencia a repetir un patrén de-

comportamiento sobre un perfodo fijo, muchas veces de un afio. Las se-
ries estacionales se caracterizan por mostrar una fuerte correlacitn-

con el perfodo estacional.
Como ejemplo de series de tiempo estacionales, tenemos las-
series de tipo econémico como lo son el precio de productos agricolas,
el nGmero de habitaciones ocupadas en wn hotel, el volumen de ventas-

en un comercio, etc.,

PROCESDO ESTACIONAL AUTORREGRESIVO.

Consideremos un proceso autorregresivo estacional con .4 -

’
observaciones por perfodo estacional y donde solo 1os parimetros cuyo

subindice es un entero mdltiplo de -4 , son diferentes de cero.

El proceso serfia
et Ay T g Y Ay x-284. .04 Ap Xyipy Y EY

donde P cs cl miltiplo mayor de .4 presente en el proceso el cual --
nos di el orden del mismo y ! A kson los pardmetros autorregresivos-



estacionales. Intonces el proceso descrito es un proceso AR estacio -

nal de orden P

In téminos del operador B

IQ:()HBA*AKB‘M+...‘ AP B?A)1{+£€

[«

‘ (\“/\.BA")\lrb“‘o. _-/\pi:b‘p‘);(*:gt
st 'h)

Ny (B2 (AR A, B - . - A

entonces
'/\'P (B&) Xyt &g

La naturaleza estacional de estc proceso es evidente si con

sideramos P=1
1&: A‘ 1“6 "&t

/
y para el cual las autocovarianzas son diferentes de cero solo cuando

el perfodo es un entero miitiplc e .4

Entonces

60 = G;

- —
L= Ay

KA : )\l Y0
XJA s A: Ko

KiA = X‘. xo

de aqui que las autocovarianzas son difercntes de cero solo para ----
Qi )\’ con '): v,3,3, ..., como sc muestra en la siguiente fi-
3N l
gura,



e

it

v

- &

o

PROCESO ESTACIONAL DE PROMEDIOS MOWVILES

Similarmente, un proceso MA estacional de orden Q puede --
ser descrito como

Xy €y - w, B, - w, Eioan v e 0 wqet_q‘
donde QQ es el miltiplo mis grande de —« que se encuentra en el mo

delo.

tn téminos del operador B

Qa
xpr (- w, B - w, B - wq® e
si
LY )

Wad*) = (- w, B -, 3 - .- 0w B) €,

tenemos
1"' LL)Q (BA) EQ

Las autocorrelaciones para este proceso serdn diferentes de
’ Py s
cero solo para los periodos -4, 2.4, . . -, Qs . In particular,
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3 )
[ m. + + wQ
- L I . LI - . .
[ .o SR
Qa* a Y -
by Wy » . wq

correspondiendo a un correlograma con cspigas solamente en los perfo-
dos o4, 24, ., Qa

By

I\
N
o

e

Is importante aclarar que la funcién de autocorrelacibn im-
plica que una observacién dada estd correlacionada con observaciones-
precedentes y posteriores a <4 periodos. Esto cs, las observaciones -
“d, 24, .., Qe o WA seric de ticmpo completamente independiente
a la seric 4+, d{4*0),. .. , QLa+s) y a las donmis series que-
se pucden obtener, In general, para un proceso estacional M\ de orden

Q , la correlacion persiste solo para Q perfodos estucionales.

Ce . . ’ .
fanbién es imortante observur como un proceso estiacional -



autorregresivo de primer orden, es diferente a un proceso estacional-
de promedios mdviles, y ¢como a la vez son similares.

[n el caso del proceso autorregresivo, la correlacidn al pe
riodo estacional persiste indefinidamente aunque declina en intensi -
dad, mientras que en el caso de promedios méviles, las autocorrelacio
nes desaparecen después del primer periodo estacional. Por otro lado,
los procesos son similares en el sentido de que las series yue sc ge-
neran dentro de un periodo estacional, son independilcntes a las co --

rrespondientes a otro periodo estacional.

PROCESO ESTACTONAL AUTORRHEGRESIVO Y DE PROMEDIOS MOVILES.

Una extensién 16gica de los procesos estacionales AR y MA -
es el proceso estacional mixto

Xs Ay X 40 * Ap Xeopa TELT Wi EiLpaT . ee” Wq £y ga
en términos del operador B

=B - o A B ) = (- w, B L L - w g BY) €y

6

A, (Y xy s Wqd) ey
donde /\p® Yy CLJq(®*)son polinomios de grado P y @ respectivamen-
te. Por lo que diremos que es un proceso estacional ARMA (P, Q )4

PROCESO ESTACIONAL INTHRAL AUTORREGRESIVO Y DE PROMEDIOS MWILES.

Consideremos la posibilidad de que una serie estacional pue
da no ser estacionaria. Estas series pueden ser tratadas introducien-
do un apropiado grado de diferenciacién estacional.

El operador de diferencia estacional estd dado por
- A
Va: (1- B )
Por ejemplo, la primera diferencia estacional de una seric, estard da
da por
VA e (‘-Tbé)xt= Xy~ Xy

54



En general, D diferencias estacionales pueden ser requeri -
das para Ilegar a una serie estacionaria.

I:1 operador de diferencia estacional de orden D es
D A p
V. = (1-D®)

La forma general de un proceso integral autorrcgresivo y de
promedios méviles de orden (P, D, Q) serd de la forma

D
4 - )
AP(B) VA Xy * (.A)Q (B ) E¢
Fs evidente que la estructura de la funcién de autocorrela-
cidn de un proceso estacional ARMA es aniloga a la de un proceso no -
estacional, con correlaciones diferentes de cero sélo en los periodos
-, 24,,.
metros A{ debe ser la misma que para los pardmetros ¢z de un mode-

..., etc., La condicidn de estacionaridad para los pard-
lo no estacional y similar a la condicién de invertibilidad para los-

wi. Por ejemplo si P=|, se requiere que [Al< | para cumplir con la -
condicién de estacionaridad.

MODELD GENFRAL. MULTIPLICATIVO ESTACIONAL.

La caracteristica del modelo estacional ARIMA que represen-
ta una importante deficiencia para la descripcién de datos de tipo --
econémico, es que cn el modelo

A, (%) Wxi= Wa®e,
s61o son dependientes las observacwnes que difieren en un mGltiplo -
de - . Esto es, dentro de un periodo estacxonal las observaciones su
cesivas son independientes, lo cual énf la realidad gencralmel"lte no --
ocurre, '

Lo anterior nos lleva a describir el desarrollo de un mode-
lo mis adecuado que denominaremos modelo multiplicativo.

La corrclacién entre observaciones sucesivas dentro ¢e un -
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periodo estacional puede ser introducida suponiendo que la componen-
te Ej del modelo ARIMA estacional, estd seriamente correlacionada -
en lugar de considerarla independiente, permitiendo que [ Eg\sea ge
nerada por wun proceso ARIMA de la forma usual

OB - BT -BY s (-8B - - By BY)ay

o 1 4

. @) Ve - B @) ax
donde G es la componente aleatoria v ée(b‘)y ®%(6) son poli -
nomios en B de orden Py ‘4( respectivamente.

Sustituyendo la ecuacidn anterior en
D
A?(BA) VA Xy = ()Jq (&) £

obtenemos

- 4 b .

P (BN (DN VTV, x = @q (D) Wq (B ay
que denominaremos modelo multiplicativo estacional de orden ---------
con lo que se incluyen tanto las autocorrelaciones sucesivas como las

estacionales, subsanando la deficiencia antes anotada.



V- COWSTRUCCION DE UN MODELO



En este capftulo invertiremos la secuencia presentada en el
capitulo anterior, considerando el problema de la inferencia estadis-
tica. Esto es, dado un conjunto de observaciones de una serie de tiem
po, se estimard la funcidn de autocorrelacién para identiticar un mo-

delo ARIMA apropiado, o sea los valores adecuados de £ iy ;

Una vez que el modelo ha sido identificado se procederd a -
la estimaci6n de 1os pardmetros q); y 9; y finalmente se apticard el

modelo obtenido para pronosticar la serie de tiempo.

Antes del pronéstico, existe una etapa denominada revisidn-
del dfagndstico y en la cual se revisa que el modelo escogido sea el-
correcto, de lo contrario es necesario regresar a la etapa Je identi-
ficacidn.

Identificacidn
del
Modelo

l

Estimacién
de los
pardmetros

l

Revisidn
del
diagndstico

El
Modelo es
correct

sI

Prondstico
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Iy IDENTIFICACION DE]. MOIDELO

La identificaci6n tentativa de un modelo ARIMA para una se-
rie de tiempo se realiza a través del anflisis de 1a historia de los-
datos actuales, o do 1a diferencia entre estos cuando la serie es no-

estacionaria, como se verd mis adelante,

La principal ayuda para la identificacién de un modelo, pro

viene de la funcién de autocorrelacidn.

Recordemos que el coeficiente tedrico de autocorrelacidn Gi
es la razén de la autocovarianza cn el perfodo 3 R XJ y la varianza -

del proceso, X., : .

y su estimador C; estd dado por -
4 oy = =
¢ - 4 = 12—- (% X)(Xyo; - X)
- AR . 3 :
donde vy es cl nimero de observaciones que conticne la serie de tiem-

poy X estd dado por "

i: —‘—-Z 1‘,

n ey

De lo anterior rcsulta que

N c,
e T2 A
&= T [

Por otro lado, es importante recordar que las *‘i estan su-
jetas a un error por ser estimadores de las autocorrelaciones tedri -
cas y que las expresiones aproximadas para la varianza de Y’, v la co
varianza de '!"l v T‘s, 4 bara un proceso normal estdin dadas por

V(fi) 2 l."\ ‘Z._- ip‘:'-(’vos ﬁ,-‘) -4 Q(’s ()v-'; ¢ a (,': ():}
Cov L7}, Pied) zl - A R AN

‘ Vseas
Por cjemplo sa (’1 * ¢ ) (-l‘¢¢|), esto es que la fun --

cién de autocorrelacién desciende cxponencialmente
. Lie ®3) (1~ ) R 5
V() = & [__ _,?,?E,#’,? - aye ]

-e

y en particular

VIaT=z G- )



La funcién de autocorrelaci6n parcial es también muy Gtil pa
Ya reconocer a quc'tlpo de modelo se ajusta una seric de tiempo dada.-
La autocorrelacidn parcial del perfodo j significa la correlaci6n cn-
tre Xy y Xgyp con los cfectos de las observaciones intermedias -----
Xisi v Xtaa s+ - « 2 Xeej -y anuladas. bsta corrclacién se denota-
T como d);j y al conjunto de estos valores puestos en relacién con -
su periodo correspondiente, se denomina funcién de autocorreiacién par

cial. In particular, puesto que no hay observaciones intermedias -----

¢oo'()o =1y ¢n’ (Jo :

ks posible mostrar que d?;; es el j-8simo coeficiente en un-
proceso autorregresivo de orden ] , por lo que las autocorrelaciones-
parciales satisfacen las ecuaciones de Yule-Walker

e(’(bi\?k-\‘(t’iz?u-x"---‘¢iiP&-S A Kena, ..o,

de donde pueden cstimarse al sustituir P; por ?; quedando
A A A ~ .
9.‘: ¢1’| Cuer® ¢31 Pk-;’---“d);; (’7&-3 Kt 2,0 .., )

El primer paso para la identiticacién de un modelo en parti
cular, es saber si la serie de tiemo es estacionaria o no estaciona -
ria. Para esto, se recurre ademis de la examinacibn de la grifica, a-
la observacién del comportamiento de la funcién de autocorrelacidn de
la serie.

Notemos que si la serie de ticmpo es no estacionaria, el co
rrelograma del proceso estd indetinido. Sin embargo, para cualquier -
conjunto finito de datos las autocorrelaciones siempre pueden scr cal
culadas.

Es de esperarse que las series no cstacionarias producirin-
autocorrelaciones muestrales grandes afin para perfodos distantes. Es-
to es porque en cualquier segmento la serie tenderd a estar a uno o-
a otro lado de la media muestral de la serie por muchos perfodos.

4 Para concretar {as ideas anteriores, considercmos por ejem-
plo que para un proceso ARMA ( ) las autocorrelaciones tebricas -
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para perfodos mds grandes que % estén dadas por

.oz . \ [
Ps cb: P;-\ 124,
Anora, s1 (b,, estuviera muy cerca a !, los Q; declinarfan
. € .
muy lentamente a medida ue aumentasen los periodos. bntonces, en las
autocorrelaciones estimadas se esperard que la caracteristica se repi
ta, esto ¢s que las Tﬁ desciendan muy lentamente, permaneciendo sig-

nificativamente distintas de cero.

La forma exacta en que estas autocorrelaciones descienden -
no puede determinarse de manera precisa, solamente por c¢l comporta --
miento de sus estimaciones, las cuales dependen de los datos. kn la -
prictica, el contexto o naturaleza de los datos ayudarf a dar una ---

idea de este comportamiento.

Si la serie resulta en primera instancia ser estacionaria -
s¢ procede a identificar el tipo de modelo; cn caso de que cxista sos
pecha del caso contrario, se procede a convertir la scrie en una esta

clonaria.

Para esto @iltimo, se toman las diferencias de los datos ori
ginales concentrando el anfdlisis en esta serie diferenciada, revisin-
dose nuevamente el comportamiento de (a grifica de los datos y del co
rrelograma y si aln existe tendencia de no estacionaridad se procede-
a una nueva diterenciacibn. $in embargo,solo ocasionalmente, on datos
econbmicos por ejemplo, seri necesario examinar las segundas diferen-

cias.

(wsérvese que cada vez que se diterencia una seric se pier-
de un dato, aunque esto es irrelevante cuando el nfmero total de da -
tos de la serie es grande.

Con esto, y haya sido cualquicra el camino recorridoe nos --
quedamos con una serie que puede considerarse ya estacionaria.

61



Cuando sc ha determinado la tuncién de autocorrelacién par-
cial con sus respectivos correlogramas, se puede proceder a identifi-
car un tipo de modelo particular comparando los patrones que se pre -
sentan en las grificas con los de tas tunciones de autocorrela'cién y-
autocorrelacidn parcial tebricas

Asi, el comportamiento de las autocorrelaciones y las auto-
correlaciones parciales teSricas para los tipos de modelos mds comu -

nes se presentan en los siguientes cuadros: (1 y 2).

CUADRO 1.
, : COMPORTAMIENTO DE LA FUNCION TEORICA
PROCESDO DE AUTOCORRELACION.
Autorregresivo de orden 1 Decae exponencialmente.
AR(1)
Autorregresivo de orden 2 Mezcla de exponencial y ondas senoi-
AR(2) dales decrecientes.
Promedios mBviles de orden 1 S6lo un valor significativamente dis
MA(1) tinto de cero en el perfodo 1.
Promedios mdviles de orden 2 S6lo valores significativamente dis-
MA(2) tintos de cero en tos perfodos 1y 2
Mixto;autorregresivo de or - Decae exponenciaimente después del -
den 1y promedios méviles de | periodo 1.

orden 1
ARMA(1,1)




CUADRO 2.

COMPORT-MIENTO DI TA FUNCTON TIDRICA

P RO CLE SO DL AUTOCORRELACION PARCIAL
Autorregresivo de orden 1 Solo un valor sjgnifig,at’ic:unente dis
AR(1) tinto de cero cn ¢l neriodo 1
Autorregresivo de orden 2 Solo valores significativomente dis-
AR(2) tintos de cero cn los periodos 1y 2

Promedios moviles de orden 1 | Dominada por un decrecimiento expo -
() nencial.

Promedios méviles de orden 2 | Dominada por una mezcla de exponen -

MA(2) ciales y ondas scnoidales decrecientes
Mixto: Autorregresivo 1 y -- | Dominada por un dccrecimient’o expo -
promedios méviles 1 nencial desde el primer periodo.
ARMA(T, 1)

Al comparar los dos comportamientos es importante recordar -
que estdn sujctos a error por ser solo estimadores, por lo que es im -
portante considerar quc en el caso, por cjemplo, de un proceso M\ (s‘)
en donde 1a funcién de autocorrelacién teérica es diferente de cero sg
1o para los periodas .-, % puede suceder que en la estimacibn --
existan algunos valores difercntes de cero para periodos mayores que -

%

Para decidir si un valor de una autocorrelacién es diferente
de cero para un periodo determinado, o s0lo es efecto de error debido-
a las observaciones consideradas, sec calcula la desviacién estandar, a
fin de construir wna regién de rechazo para la hipStesis de que 1a au-
tocorrelacién en cuestifn es distinta de cero.

e hecho, en el caso de que el proceso sca un M\ (q}, la --
fdmula para obtencr la vorianza dg T‘i sc reduce a
L) 3 .
V(f1\~i¥sezée;3 vy

v

(2]
Cou (TJJ’T‘I‘A\, 2 :lv.\ Z-' ("\(' Civa



La V(f;)decrecorﬁ como ¢l tamafio de M aumente, lo cual sig
nifica que mientras mis datos se tengan de una seric en particular, -

el estimador ¥} serd mejor.

In particular, la V(¥})para j> ¢ dada por la férmula
]
+yx L baoea opd S
Virp g Lo
es bajo la hipbtesis de que el verdadero valor del proceso es 4 . Por
ejemplo para una contiabilidaa del 95%, y ya que la distribucibn de -

las T’i para j) q es aproximadamente normal, tenemos que st
4

Y .
-fl.-;"(“l.z-(’:) 1%

esto es, si la autocorrclacibn T’i en valor ansoluto es mayor (ue --

RARARIS

. N ’ - . PP .
1.96 veces su desviacién estandar, entonces ésta es significativamen-

te diferentc de cero.

N 5l L ’ .
Sin embargo, puesto que la desviaci6n estandar involucra pa
rimetros «esconocidos, se estima con

% ,
1\7; .
scw;w_tﬁ(nx;f;f;)‘ iv%

para probar la hipdtesis anterior.

Con lo anterior se ve que la identificacidn del orden para-
un proceso de promedios méviles, a partir de las autocorrelaciones --
muestrales es directa usando la f6rmula del error estdndar para pro -
bar ia hipdtesis de que % '{ , observando la significancia de --

ff‘.q !

Ya que un proceso MA pucde ser escrito como un proceso AR -
de orden infinito y los ¢3~‘ son estimadores aproximados de los 4); .
entonces 10s ¢; deberfin declinar cn magnitud como crezca cl valor de
'j pero no interrumpirse en algln periodo preciso como es la caracte
ristica de un proceso AR de orden finito.
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In el caso de un proceso autorregresivo, la forma de identi
ficar cual es el orden apropiado, es la siguiente:

Las ecuaciones de Yule-Walker para un AR(,' ) estin dadas -

el=¢l + ¢;P.+.-o*¢p@f-,

. - T

Qf: q)' Pf-l’ ¢; (91;,1*. L .t ¢f

Si conociéramos el valor de ¢ y de {,. . . . 4, Pe po
driamos resolver este sistema de 4 ecuaciones para las 4 incégnitas

b, ) ¢P- En la prictica, sin embargo, ignoramos los verdaderos va-
lores de las f; asi como el valor de 4.

Supongamos entonces que f= | . Entonces wn estimador de ¢,
puede ser obtenido resolviendo las ecuaciones de Yule-Walker para ---
=t enlas cuales {7, es reemplazado por su estimador ¥,. Ahora si
$, es sustancialmente diferente de cero, concluiremos que estamos -
tratando con un proceso cuando menos de orden 1.

Para ver si el proceso es de orden 2 o mayor, resolveremos-
las ecuaciones de Yule-Walker para_ . 2
Py ~

M ¢| * ¢x ™
AFIL AR N
5i el resultado al calcular ¢: difiere de cero, concluire
mos que el proceso es al menos de orden 2.

Supongamos que este procedimiento se repite para valores su

. . . . Y’ -
cesivos de £ . 5i el verdadero valor de p es g A~ entonces cuando

resolvamos el sistema para s . ¢ 5 . .
para p: p 4| el valor de phy) » SeTd apro



ximadamente cero ya que es un cstimador de 4)')& , €l cual es cero.
~ ~

Si sustituimos ¢33 por (b3 en el sistema de ecuaciones, se

tratard de las autocorrelaciones parciales estimadas del proceso. Si-

s L
el orden de la autorregresién es - . entonces serd el caso
~

4‘)3-’ X0 > et X
Se necesita tener un criterio para decidir cuando ¢3} ha
llegado a ser aproximadamente cero. Bajo la hipStesis de que el error
estdndar aproximado de @) estd dado por

5&(&)33)%—"5\_— (EX

" N

Entonces inferimos que ¢: f. si ¢'aﬂ ) f"" ¢P‘*‘) -f'* )

son menores que .‘:‘._ (pruebas de Quenoville).

n
El problema de identificar un modelo mixto es mis complejo-
que el de identificar un proceso AR o MA.

Supongamos que tenemos un proceso mixto. La forma como espe
ramos que se comporten las autocorrelaciones y las autocorrelaciones-
parciales es la siguiente:

Sabemos que las primeras & autocorrelaciones tefricas es-
tin determinadas ambas por los pardmetros autorregresivos y de prome-
dios mbviles a través de una relacién que es mids compleja aln cuando-

€ Y 4 sean pequefios.

Mientras que las autocorrelaciones para periodos grandes es
tin dadas por

Q:\=¢| P:\'i“"’¢l(’:\'° :\"P

Lo que sugiere que la funci6n de autocorrelaci6én mostrari -
un comportamiento normal relativo a un proceso autorregresivo de or -
den P después de varios periodos iniciales, cn principio % perio-
dos.
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Ademis, sabemos que un modelo mixto, al ser escrito en for-
ma autorregresiva, es de orden infinito por lo que las autocorrelacio
nes parciales, como estimadores de esos coeficientes autorregresivos,
irdn decayendo lentamente, cn vez de cortarse a partir de um periodo-
dado.

Por lo dicho anteriormente, en un proceso mixto, se espera-
rd que tanto la funcién de autocorrelaci6n como la de autocorrelacibn

parciat, irfn decayendo gradualmente.

En resumen, tenemos los siguientes resultados:

AUTUCOKRELACIONES PAR

PROCESO AUTOCORRELACIONES CIALES

Autorregresivo Disminuye acorde a Valores distintos de-

. el cerode 1 a yen -
0 ¢ 0i- e b tonces se coﬁa

Promedios mbvi ies Valores distintos de | Disminuyen
MA cerode 1a 4y en-
tonces se corta

Mixto autorregresivo | Patrén irregular de- | Disminuycen
y de promedios mévi- {1 a § \ entonces --
les. disminuye acorde a ;

ARMA ?i'. ¢| (’3_.0,..0 ¢' (’"P

.2 ARSSTE DEL MIDELD.

Después de tener wn modelo identificado en una primera ins -
tancia para una serie de ticmpo en particular, podemos usar las autoco
rrelaciones muestrales para obtener una estimacién preliminar de los -
parimetros. Estos estimadores son tiles para indicamnos como ¢s Proba
ble que sea el modclo final, asf como para darnos un valor inicial pa-
ra el procedimiento iterativo usado en el cdlculo de los estimadores -
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de mixima verosimilitud,

E1 proceﬁiniiento para un proceso AR es directo, y es la so-
lucidén de las - ecuaciones de Yule-Welker con las Y] sustituyendo -

¥ s

las Q; . Isto es, resolvwndo el 91sten$
| L

T’f; ¢T’ ... F

S A

P
que nos llevard a estimar los P parametros ¢, , ‘ba, s, ¢f,
La relacién entre autocorrelaciones y parimetros es no 1i -
neal para un proceso MA y un proceso mixto, por lo que el cilculo de-

los estimadores preliminares no es directo.

Para un MA( 1 ) tenemus

Piz — b,
I+ OF
un estimador de ©, , puede ser obtenido de
A
fl - - Ol

AL
P+ 87
lo que implica que o

~

1

B -t (Ea -l )"
v ar, ar) )

que es una ecuacidn cuadritica en §, y tiene dos soluciones, cada -

wma reciproca de la otra.

. Si una alternativa satisface la condicién de invertibilidad
|6J‘ | entonces la otra no la cumplira.

Para un proceso MA de mavor orden las 'S ecuaciones

A ~ A 3 -~
-6+ 5.0,,0--.0 5‘-. 9‘

Yl: ~
I§ 6.‘¢..o§ 9:
]
- A
ft- =

| » 810--.4 9;
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~ ~ ~

pueden ser resueltas para estimar los pardimetros O, ) e, Yo, 8;
En general habri mGltiples soluciones, y con base en los re
querimientos de invertibilidad, se escogerd el estimador preliminar.

En el caso de un proceso mixto el procedimiento general es-
como sigue. Sabemos que de las ecuaciones

Pqn © R ¢f Pq-e-1

®» @ e 4 & &+ * 5 4 e e e

Cgop - P, Capeytev -t D0y

pueden ser obtenidos los estimadores d),‘, d’? si las ¥y sustltu -
yen a las @3 y de la relacién entre @, ..., Qg las ¢° y las ©'4 po
demos resolver para 8,,..., 04 colocando las v; en lugar de las @3
y los estimadores de las ¢‘ 4 ya obtenidos en lugar de los verdaderos
valores.

Por ejemplo para un ARMA(1,1), B "2 y de aquf 9 estéd -
dada por la solucién de

-" L" 9- ¢ )(4’1 e )
le B)- 2 (P

lo cual dari resultados alternativos para 9. , Y serd escogid~ el -
que satisfaga los requerimientos de invertibilidad.

V: 'a‘

Un estimador preliminar del término constante en un modelo-
ARIMA puede ser obtenido usando la media muestral de la serie.

Sin embargo, los estimadores encontrados no son los mis efi
cientes por lo cual antes de abocarmos al prondstico seri necesario -
encontrar los estimadores miximo verosimiles, que son los que cumplen
esta condicin.

Dado un conjunto de observaciones X Xyp, ¥ bajo el -

1)e o0y
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supuesto de que han sido generados por un proceso ARIMA con parime --
tros desconocidos @, . .., b,,@.,., 9‘ dy Ge, la forma de -
encontrar los estimadores de mixima verosimilitud es a través de la -
funci6n del mismo nombre denotada por L(¢,®, d,Gg'/w) donde w denota
la sucesi6n de observaciones X, ..., Xw, que no es otra sino la dis
tribuci6n conjunta de W , con los parimetros desconocidos y las ob -
servaciones dadas.

Haciendo la suposici6n de que las alteraciones en el modelo
se distribuyen en forma normal con media cero, la funci6n de densidad
de ¢, estd dada por a

-‘-(5(/6&)' m

e ZT:
Y ya que cada alteracién €, es independiente de las demds, su distri

bucién conjunta estd dada por

fCo, e /G2 ) T (0

S5i expresamos ¢, en funcibn de las observaciones ,1as alte-
raciones previas y los parametros anteriores, obtenemos

E'“ z‘ *It’ "-0-4’f1§"'_d"eti~ ...‘9 g"‘
l1a cual puede considerarse como una funcifn recursiva para €4 . 51 -
la sustituimos en la expresidn anterior, obtenemos

33 (N‘Z-(“ X -'~'¢o‘*-f’"4‘
(Gt) 9“.......9“&-‘)

- o (e Z_e(¢ed\ )

“’L ey

"
—~
} ¥
=
—

L($,8,d G /w)

. (34y0.41)
Wiayie VT

donde  S(¢, ,J) i_ (o, 0,0 Y £ (4, 0,d)es el valor -
esperado de €4 en térmfnos de los parémetros desconocidos y las ob -

servaciones W .

Con esto, podemos buscar los valores de los parimetros que-
maximicen la funcibn de verosimilitud para lo cual tomamos el logarit



mo de ésta, sin alterar los valores extremos pucs se trata de una ---
transformacidn mondtona; asf
a “ —~ S5($.0,4)
Lk (9, 9,5,@; [w)s - 7 m (AT) =M T = "'—ﬁ‘é“‘
y despreciando el primer témmino del lado dereche de la ccuacién, L
pues se trata de una constante,

2 U ($,0,4,G1w)=mn 2Ty - ©(9,8,4)
aGg
2
Aquf observamos que @ , o y d solu aparccen en la parte-

de la suma de los cuadrados de la funcién de verosimilitud, por lo --

que para maximizarla s6lo requerimos escoger los valores de esos pard
metros de tal forma que la suma se minimice. Dichos valores son los -
estimadores miximo verosfmiles de los pardmetros ¢, 6,4 &,6 y
# respectivamente,

~ ~ ~
Una vez localizados ¢, @ y d es ficil demostrar que el -

estimador miximo verosimil de G’: estd dado por la expresidn
. A
G, 5¢¢, b, 4
¢ "
Para ejemplificar la obtenci6n de los estimadores miximo ve
rosimiles consideremos wn modelo IMM ( i)
W, e €4-9,¢,.,
donde las w, son las d-ésimas difcrencias estacionarias de los datos
originales ;. La suma de cuadrados de la funcidn estd dada por

] . a
s(8)r L (x,+8,E(6),.,)

s

-

e L g, (8

an
Para minimizar 9 ( B, ) en funcién dc O, deberos primeio
~

cvaluar las &( 8,).

Primeramente,

£(8), = x,+8, (0.,



~

Es evidente que existe un problema pues no se conoce €,, -
sin embargo, wna soluci6n prictica y vdlida camo veremos mis adelan -
te, es considerar €, *€(£,):0 su media marginal.

In caso de tratarse de un proceso de promedios moviles de -
orden 4 tendriamos que suponer i - E ‘Opara iniciar los ---
cdlculos.

Una vez asignado un valor para £06,), tenemos
£(B), s x,+ 0, (o)= x,
€(B),: xas B, £(8), 2 x,+0,x,
E(B)s® X3+ 0, 8(0),: x5+ 8,x, + 0,

e o o ¢ o0

E (B s Xeo Bumes s -+ B ' x,
Por lo tanto, las €{@, dependen ahora sblo de ©,, y de-

las observaciones X, con 1o cual ya puede deteminarse el valor de -

5(9,).

Regresemos a justificar 1a elecci6n del valor inicial para-
E( 6.), , considerando en general cualquier valor

£(8,),: x, + 0, (0.
ELO.);z x;' 9; I.’ 9: 2(9.).

.e @

E(B): x,+0, t SR A B ' x, * e & (9.,

- Si @,, es menor que mo en valor absoluto,como se requiere
para que se cumpla la condicitn de estacionaridad, y si ¢ es gran -
de, 0.‘ , serd muy pequefio por lo que ¢l efecto de £ ( B,), sobre --
€(6,), serd insignificante, v en consecuencia sobre 3( 8,). Sola -
12.:nte que 0, fuera mayor que uno en valor abscluto, el témino de --

€(8,), dominarfa los valores de & (©,), , pero este caso es elimi

nado previamente con la diferenciacion.

Ya que podemos evaluar S (0,), debemos abocarnos a la ta -

72



rea de encontrar su mfnimo.

Puesto que

Aa)
5067 L (v B2y v, .+ 9,‘":.*)"

t)
la primera derivada evaluada en cero
d_ 5( 91) = 0
a6,

serfa no lincal respecto J: @,, por lo que no resultard ficil de re-
solver en general. A estos casos se les conoce como de estimacién no-
lineal.

Lo que puede hacerse al respecto, y con ayvuda de la computa
dora, es evaluar la funcién 9( B,) para distintos valores de 8, en-
tre - 1y 1 con lo cual podremos conocer aproximadamente el valor que
minimiza a §( O,).

En lugar Je proponer valores de ©, indiscriminadamente, po
demos recurrir a un procedimiento camputacional mis efectivo, el lla-
mado método de Gauss-Newton.

En este procedimiento evaluamos £ ( 9.). y E (o, 0A9,)‘ .
La primera derivada de t( 8,) cn el punto 8,s O] es aproximadamente

aLE(G.LQ BB« 00) - E (D)),
d(gl) Ae'

la cual puede ser calculada. Ahora wna aproximacién lineal a 2( 8,)-
o ;
en el punto 6, 3 O, estd dada por

£(BY, 2 £(O°)+(B,+ B [L@Lell._]
+ . a0,

Usando esta aproximacién lineal para ¢ (6,), ecntonces ---
5(6,) es aproximadamente

-
58y L [E(o )+ (p,- 0" & E(B)¢]"
ts d.el
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Algo importante de sefialar es que la aproximacién a S( 8,)
e
es cuadritica en 6, , esto es, si diferenciamos la expresién de ----

£ ( 6,), con respecto a B, e igualamos a cero, tendremos una expre

sién la cual es lineal en O,, por lo que serd ficil de resolver para

hallar un estimador de g. .

/
Debemos recordar, sin embargo, que solo se trata de una ---

aproximacién la cual depende de nuestro valor supuesto de 9,0 .

Entonces probablemente no minimizamos S( 'é') exactamente. -
Un paso siguiente seria tomar el primer estimador de @, , digamos ---
e,‘" y repetir o iterar la linealizacién en 8, B, . Puede demostrar
se que si continuamos iterando hasta el n-ésimo estimador de ©,, ---
e,méste tenderd al valor verdadero de O, que minimiza a 5(6,) y-

de aqui que
’é' . eh\)

L]

con 1o cual termina nuestra bfisqueda.

La Gnica condicién pendiente es la elecci6n de los primeros
valores del parimetro, e.‘“ , de la cual depende el nimero de itera -

ciones requeridas para encontrar una buena aproximaci6én. Para ello re
sulta conveniente utilizar precisamente el estimador preliminar halla

do en la fase anterior como el valor inicial que requerimos, ya que -
de alguna manera se encuentra cerca del valor ,.

In general, el procedimiento para estimar los pariametros de
un modelo ARIMA es esencialmente el mismo que el descrito en detalle-
para el proceso MA( 1 ), excepto que S(4,0,4) puede envolver varios
parfmetros desconocidos en lugar de uno. El cdlculo de lose($,8,d) -
es mis complicado si estdn envueltos términos autorregresivos va que-
ocurre otro problema de valor inicial. Por ejemplo, si estuviéramos -
estimando el modelo ARI'A (1, o, 1) tendriamos para t=1

' t(Q.,O.) w,-$,+ 0 ¢,
donde ademds de no conocer £, tampoco sc dispone de 1w, .
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Una solucién es iniciar el cdlculo recursivo de las :'4
(o en general en t=» ¢ ). Entonces, podemos calcular

PN ~
£(d"9.),‘l ml" énwn*gl €,

suponiendo solamente
[

en €=y

V0

Para disponer de una medida de precisidn de los cstimado --
res, utilizamos la propiedad de insesgabilidad, comin a todos los es-
timadores miximo verosimiles, por lo que esperamos que el valor del -
estimador sea el del parimetro, Ademis podemos suponer que para mues-

tras grandes, se cumple la condicién de nommalidad, siendo su matriz-

de covarianza

VM a G:

-
" 335(¢,0,4)

o B!

D 5, 8, )
OBpege B,

Q%s(¢,6,4)

OB, d By

2'5(4,0, ¢)

o D‘f¢§0|

-

§

1 ol |
que puede estimarse sustituyendo Gy por G¢ y los estimadores méxi-
mo verosimiles de ¢, ® y d en S5 (4,6,d), con lo cual podemos cons
truir intervalos de confianza para cada wo de los estimadores.

v. 3 REVISION DEL DIAGNOSTICD.

Después de que el modelo ha sido identificado y sus parime-
tros estimados, es necesario revisar el diagn6stico para probar que -
el modelo es ¢l mis adecuado. En caso de que se presuma que cl modelo
presenta serias fallas, se requierc saber cntonces como deberd ser mo
dificado en las siguientes iteraciones.

I's importante recalcar que ningGn modelo representa absolu-
tamente la verdadera situacién de los datos. Sin embargo, tenicndo la
suficiente informacibn las pruebas estadisticas pueden ayvudamos a de
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cidir por aquél modelo que sea el mis adecuado.

Una forma de revisar el diagnbstico que se ha hecho acerca-
del modelo es calcular los residuales y estimar su funcibn de autoco-
rrelacibn.

k3 . ~ 2
Si los residuales son L,+x,-x,, la funcién de autocorre-
lacién la denotaremos con \fku)j.

Si el modelo estimado fuera el correcto y si conociéramos -
los verdaderos valores de los pardmetros, las autocorrelaciones esti-
madas de los residuales 4, ) (&) estarian no correlacionadas y dis
tribuidas aproximadamente como una normal con media cero y varianza -

?"\ , Y el error estahdar de las autocorrelaciones de los residuales-
serfa Jﬂ-:‘ . Con base en el error estandar podemos decir cuando wna -
autocorrelacidn de los residuales es significativamente distinta de -
cero.

De esta forma, si el modelo estimado es el adecuado enton -
ces las autocorrelaciones de los residuales no deberdn ser significa-
tivamente diferentes de cero para todos los perfiodos mayores que 1.

En caso de que cualquiera de las autocorrelaciones de los -
residuales sea significativamente diferente de cero, significa que-
el modelo estimado no es el mis adecuado y es necesario regresar a la
etapa de identificaci6n, incorporando la estructura subyacente a es -
tos residuales, en el modelo original.

Ademds de considerar a las autocorrelaciones estimadas de -
los residuales, Y’K( L ) de manera individual, para saber si el modelo
es o no el adecuado, podemos considerar juntas las primeras K autoco
rrelaciones residuales para obtencr otra confirmacién de la adecua --
¢ibn del modelo estimado.

Supongamos que tencmos las primeras K autocorrelaciones es
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timadas T‘K( L), para cualquier proceso ARIMA (., oL, ti) entonces si
el modelo encontrado es el apropiado
K
QR:tn-a) L Wl

L] a
se distribuye aproximadamente como una X (K- - @) a un nivel de -

significancia adecuado, generalmente del 5% 6 10%.

Si como resultado de lo anterior se tiene alguna duda de --
que el modelo no es el mis adecuado los residuales pueden ser utiliza
dos para modificarlo.

Supongamos que el modelo incorrecto es

d
(BT x, « O, ®)b,
donde los residuales b, aparecen como no aleatorios.

Usando la funcién de autocorrelacifn de los by , podemos -
identificar un modelo para la serie by

?(B)Vﬁku' @(D)E‘

do
Sustituyendo b, en @,(B)V Z'©[®)b, tendremos un nuevo
modelo - -
d d —
$,(» § () v* V% x,» @.(3) @ (o)t
el cual sugicre un modelo para la serie original que puede ser revisa
do.

V. 4 GENERACION DE PRONDSTIQOS.

La Gltima etana de la construccién de un modelo cs el pro -
néstico y es generalmente el fin que se persigue al analizar una se -
rie de tiempo.

Una vez que ¢l modelo ha sido identificado y estimado v se-
ha probado su adecuacién a los datos presentados inicialmente, se pro
cede a la generacién de un pronbstice de observaciones futuras que mi

Al
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nimizando el error cuadritico medio, serin insesgadas y no correlacio
nadas.

Supongamos que deseamos pronosticar la serie en el periodo-
T+% ,donde T es el periodo actual. El pronéstico para el pericdo -
T+r tomando como origen a T serd denotado por

~

x Q)

T+

Iniciaremos el prondstico ‘tomando el valor esperado del mo-
delo en el perfodo T+ T.

Generalmente el pronfstico en el perfodo T+r va a ser cal-
culado con base en los prondsticos sucesivos de los perfodos Tei, Ted,

T3, ) T+T=)

Entonces los Xv.+; que no han ocurrido van a ser reempla-
zados por su prondstico iﬂ;(‘r): igualmente las €, que no han ocu-
rrido son reemplazadas por cero y

LAT-3) = X295 " ;-1..3 (T-3=1) ., Y=3>0
Evy.; por
o . T-j20

Consideremos el proceso de pronfstico para el modelo ARIMA-

O
A @v (®») V:‘ = @g‘ (D) ¢,

al perfodo Ta g

] Q'(B) Vig,g = Qg (DM Eqee

- SN AN AN FEL D E SO (Pp-de-) =Ter-p -
¢p11n-9~1 +Erez - Oy Eriza "L T 9; Eyit-4q
Sit=) el valor esperado de X5, ., es
Elxr)® Rq., (M= e @)Xy +(dy- G xa v v
(by - be")x‘l’n-e - ¢f"1-v - 8, 4,-
e . - 9,‘ Ryor- 4 (T)
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yaque E(Ee,,)=0
para Atls‘} azTs P
Xy, (1« ¢-) i—‘l"vt-o hd (¢l°¢l) £T0t-1 + ey (¢z-;‘ 4’!-1)
A
Irc,*(q).,_. ¢t-|)11*"" (¢'_¢"")17'5'P -
¢f I'th-.‘).| P 8[1.1 " e, = e§ ‘LT'L-Q
t>c‘_ M t>f-¢|
~ A L)
Lree © ('¢¢‘) Lreg-y ¥ (‘#i' 4>') XTaga-z ¥T... *
~ "N
(¢(’ -¢f'|)LTQ!-F = q)f’ J’T#(_-‘)-'

Los casos faltantes son combinaciones de los presentados, -
resultando meras particularidades de e'stos, v ademds, sc¢ deducen fi -
cilmente.

para

Este procedimiento para pronosticar los valores futuros de-
una serie se basa en la ecuacifn de diferencia del modelo, con la --
~ .
cual se expresa a Xy, (T)en términos de los Xy y L4.

Otra forma de obtencr el prondstico de una serie de tiempo
dada, es expresando el modelo en términos de las ponderaciones ‘f

t P cf,e‘-.w-f, Caa*o - €
Tomando <+ como el origen
x'q( d 67‘\'. M '{l E'rv t-r ¥ L'l Cygg-a *ree? Y‘-l €rey *

Y‘ €y * ?C'] 67-|*.-- . )
En el ticmpo ¢>» T reemplazamos €, por © y para te T por -
£,(¢), entonces la funci6n de pron6stico de

Xree * Y e~y
seria '

PN
17ﬁc : ‘f! £,(1)+ szo.‘-n('f“)* e

Para hallar las ponderaciones ‘f-‘ regresemos a la expresion

Xy Yo, v ey
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[=2Y

Itz ?(B) €
de donde

€ =t
(8

la cual sustituimos en la expresion del modelo ARTMA (f’ 1, E”)

(®)Vx, = Og (m x4
q)f’ o t f(@)

f(o) Gp@yi-BYxs + Of (B) x4
y desarrollando
(Yorg,Be.. ) Q- ¢~ - b B(-B)x, = (- BB - ... . 04 B")

con lo que tenemos dos polinomios para las x4, por lo que los cocfi-
cientes en cada uno de ellos deben coincidir. Asf podemos obtener las

$:v 0;.

Una ventaja de esta segunda forma es que se pueden derivar-
dirertamente interva'os de confianza para el prondstico, ¢ periodos:
adelante. Efectivamente, de esta Giltima forma podemos encontrar

”~
Le(1)? Zyee” Xtet '(ETvg"‘ftErfz-." Yy Crogan - o0 t
Ye ey v Yoo Exeytoree Jo (Yo G+ Yo BLr-n) e )=

' eT't'q' Cree-y ¥ 0 ° L{t-. Eqe), *+- .- +
Ye (e - 2,(nY 4 Yeor Ceroy =2, 01-0) 40 -

* Eyye v(g, Evtoger .. . + L'fl-n Exas
siendo el Gltimo perfodo vilido puesto que

E,~2, (M7, -24,-)= ... =0
De aquf podemos deducir ficilmente
T-
VELem) « G G+ Z 4
LY}

y recordando la condicién de normmalidad tenemos el intervalo para el-
prondstico

~ T-1 . ~ ~ -1 g
[xhc-i.-;G;(“{— tfi);x'r'c'zx-:qt("“z‘ L‘f.\)J
e a %)



para una confiabilidad de 1- « , y donde z,-
foo(s- 3) de 1a distribuci6n normal estandar

3 es el percentil  ---

Dada 1a naturale:a peculiar de un fendmeno resulta compren-
sible esperar una repeticién del comportamiento de los datos a través
del tiempo, esto es, resulta factible que se presente la condicidp de
estacionalidad

La razén por la cual el tratamiento de este concento se pre
senta en este momento, se debe a que no sc requiere mayor argumenta -
ci6n tebrica ya que se puede manejar idénticamente a las series no es
tacionales. Sin embargo cxisten otras razones$ primero es dificil ---
identificar correctamente el factor estacional a menos que St cuente-
con un gran volumen de datos lo cual en la prictica es muy raro y se-
gundo que la inclusién del parimetro estacional complica el manejo --
del modelo. En términos generales se sugiere que a menos que se tenga
experiencia en el anilisis de series de tiempo y suficiente informa -
cifn se busquen modelos alternativos que no incluyan parfimetros esta-
cionales.

La estrategia general para tratar con modelos estacionales-
ya sean multiplicatives o no multiplicativns, dada una serie de tiem-
po es como sigue: '

1.- la serie es diferenciada con respecto a V y V. hasta llegar a -
una serie estacionaria,

2.- Un modelo tentativo es seleccionado examinando la funcién de auto
correlacién de la serie adecuadamente diferenciada.

3.- A partir de los valores de las autocorrelaciones de la serie dife
renciada, obtenemos estimadores preliminares Jde los parimetros, -
que pueden scr usados como valores iniciales para calcular los es
timadores de minimos cuadrados.
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4.- Después del ajuste, el diagn6stico es revisado a través de la ins
peccién de los residuales que puede conducirnos a la aceptacién -
del modelo, o a su rechazo, sugiriendo las modificaciones que de-
ber4dn hacerse reajustando el modelo y repitiendo la revisién del-
diagnéstico.

5.- Cuando el modelo sea aceptado se procede a efectuar los pronfsti-
cos deseados.

Finalmente consideraremos algunas caracteristicas sobre los
modelos multiplicativos y no multiplicativos,

Supongamos que tenemos un efecto estacional asociado con
perfodos. Entonces la clase general de modelos multiplicativos puede-
tipificarse de acuerdo a la siguiente tabla:

Dentro de los perfodos )
4

v

Parfmetros de promedios moviles (6., 81,. .., O%)

Parfmetros autorregresivos (¢,, d.,.. ., d¢)

?
V‘ 4,0 Xoa}” 1'1"5 R x'l‘
ParSmetros de
promedios mf-
viles X2, 0 | X3,2 Xywm | o0 o | X0, 8
(""u,‘”l,-",“"‘)
Entre los
perfodos
Pirametros Au | x¢,y {%ra Xe,m| ... Xr,a
1 torregresivos

’ ‘AO,Al) ""‘?)
En el modelo multiplicativo se supone que "entre los perfo-
dos" la serie desarrollada esti representada por algln modelo de la -
forma

Avce‘)v‘; Xrm: W (D) £ vym
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y "dentro de los perfodos" las €'s estén generadas por

@P (B) vdﬁ ¥, 7 @c" (B) aAr m

Podemos cambiar el orden en el cual consideramos los dos ti
pos de modelos y obtener el modelo multiplicativo general

@f (®) A\, (DY) 7 v xem: @ @)Wq B arm

No es posible obtener un ajuste completamente adecuado con-
modelos multiplicativos para todas las series. Una modificacién que -
es algunas veces Gtil permite que el operador de promedios méviles --
sea no multiplicativo. Esto significa reemplazar el operador @g (®Y(Waq (%)
por un operador de promedios méviles mis general @ %t (B). Similar-
mente, o en adicién, podria ser necesario reemplazar el operador auto
rregres}vo @9 (8 /A 5 (®") por un operador autorregresivo mds gene -

1@((3)

En aquellos casos donde tenemos un modelo no multiplicativo
el mejor ajuste del modelo multiplicativo nos puede dar un punto de -
arranque para construir un mejor modelo no multiplicativo.
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Con el fin de ejemplificar la teoria expuesta en los capitu
los anteriores, se han tomdo 150 observaciones que representan la --
venta de frijol de soya en el mercado de Chicago, E.U.A., medida se -
manalmente de junio de 1979 a marzo de 1982, en centavos de ddlar por
bushel {tomados de la Commodity Chart Service del Commodity Research-
Bureau, Inc., N. Y.)

El trabajar con este tipo de datos puede ser Gtil para la -
planeacién de campras de productos de naturaleza similar por parte de
la CONASUPO, ya que ésta necesita saber cuando es propicio vender o -
camprar granos a E.U.A., a fin de que las operaciones se realicen en-
las mejores condiciones, de acuerdo al esquema de oferta y demanda --
que presenta su mercada.

Por ser el frijol de soya un producto agricola, es factible
suponer la existencia de estacionalidad en esta serie de tiempo. Sin-
embargo, &sta no se refleja en la grifica por que a pesar de que 150-
observaciones son una cantidad considerable, s6lo abarcan tres afios,-
lo que significa un pequefio namero de ciclos anuales. Esto de ninguna
manera obstaculiza el desarrollo de esta aplicacién, pues s6lo se ami
tirf el factor de estacionalidad.

Una herramienta para el desarrollo de este caso fue 1a uti-
lizaci6n del paguete "SHARP APL BOX Y JENKINS", cuyo resultado se ane
xa en el apéndice y al cual nos referiremos constantemente.

Este paquete contiene tres etapas: identificacién del mode-
lo, 1a cual incluye una estimacifn preliminar de los pardmetros, esti
macibn del modelo y pronéstico del mismo.

El paquete empieza en la etapa de identificacién preguntan-
do si la serie de tiempo a ser analizada es o no estacional., Para es-

te caso en particular, la respuesta es NO por las razones expuestas -
anteriomente.
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En seguida el paquete solicita que se sefiale el grado de di
ferenciacién que se requiere para lograr que la serie se vuelva esta-
cionaria. En caso de que la serie sea estacionaria, el grado de dife-
renciacién debe marcarse como cero.

Para fijar este grado de diferenciacién regresamos a la ob-
servacién de la grafica en donde se ve que no existe tendencia a cre-
cer o decrecer sostenidamente sino que al contrario se cbservan fluc-
tuaciones de las cotizaciones alrededor de un valor determinado, apro
ximadamente de 700.

El siguiente paso, es la obtencidn de la funcién de autoco-
rrelacién y autocorrelacién parcial que como vimos en los capftulos -
anteriores son de gran utilidad para reconocer el tipo de modelo que-
en una primera instancia se ajusta a los datos.

Con base a la grifica de la funcién de autocorrelacifn y au
tocorrelacidn parcial se probaron diferentes modelos considerando va-
rias altemativas, llegando finalmente a elegirse un modelo autorre -
gresivo de orden 1 estacionario no estacional, AR( 1 ).

las razones por las cuales se selecciond el modelo autorre
gresivo estacionario no estacional de orden 1 fuerom:

- La funci6n de autocorrelacién decae exponencialmente, comportamien-
to caracteristico de este tipo de modelos,

- La funcién de autocorrelacién parcial nos permiti6 observar un s6lo
valor significativamente distinto de cero para el primer orden de -
correlacién (valor que aparece fuera de la banda de confiabilidad -
del 90%) lo que nos indica el primer orden autorregresivo.

!

El1 paquete presenta la tabulacién de la funcién de autoco
varianza, la funcién de autocorrelacién, el error estindar y la fun -
cién de autocorrelaci6n parcial.
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El error estindar, que aparece en la tabla nos permite de--
terminar la banda de confiabilidad para la funcién de autocorrela ---
cidn. En particular el paquete grafica automiticamente la banda del--
90% al multiplicar dicho error estindar por 1.96, tomando en cuenta--
el supuesto de normalidad.

Por otro lado, la banda de confiabilidad para determinar si
los valores de 1a funcién de autocorrelacidn parcial son significati-
vamente distintos de cero esti deteminado por 1/§150

En los resultados que se anexan s6lo se presenta la identi-
ficacién del modelo que resultd definitiva.

Enseguida se tiene la estimacién preliminar del parimetro -
del modelo, teniendo ya determinado el orden de § y 4 que en este -
casoes ¢ = | yQ-O.

El modelo AR( 1} ) tendri la formn

Xys P, X+ d e Er
donde los valores estimados de &,y d som:

A
¢, = 0-943¥3 d = 3614550

10 que nos da
L, 0,493 Xy, v Je 1Mase

El estimador de 4). cuﬁple las condiciones requeridas para-
poder considerarlo un proceso estacionario:

- | < ¢. &.

=1 < 0.9 3¥3 < |

La varianza residual asociada a estc modelo, con los datos-
disponibles, resulté ser de 526.39313, la cual nos servird en el pro-
ceso iterativo de la estimaci6n del modelo y después para tener una -
medida de 1a bondad de ajuste.
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Con la estimacidn preliminar del parimetro CP. concluye la-
primera etapa del paquete, pasando a la estimicidn del modelo.

Con base en la estimicién preliminar del parametro ‘b, se -
inicia la estimacion definitiva del mismo, buscando el estimador de -
méxima verosimilitud para ¢,.

Luego de proporcionar el valor preliminar del parimetro co-
mienza el proceso iterativo de aproximacién para hallar el mejor esti
mador de ¢. deteniéndose dicho proceso cuando el cambio en los valo
res estimados entre dos iteraciones sucesivas para el estimador sea -
wmenor a 0.04 o cuando la suma de cuadrados de residuales se reduzca -
en menos de esa misma cantidad o finalmente cuando se alcanza el nime
ro miximo de iteraciones, 10 en este caso (para evitar la posibilidad
de divergencia y por lo tanto de caer en una serie infinita de itera-
ciones ).

En nuestro ejemplo, la convergencia se logr6 en una itera -
cifn, merced a un cambio menor en el parimetro al especificado (¢‘.-
cambi6 en, 0.005).

El valor 0.04 es proporcionado directamente por el paquete,
sin embargo puede modificarse con el fin de exigir un criterio mis -
rpido de convergencia.

Con esto el modelo queda definitivamente con los valores de
la Gltima iteracifn:

Ty 0.451) Xy, * J2Nee

El error estindar del estimador es proporcionado por el pa-
quete, pudiendo apreciarse que es muy pequefio, lo cual nos da indi --
cios de que el estimador del parametro es confiable.

Por otro lado, la varianza residual ha disminuido a -------
507,0122, dando una razén de ésta con la varianza total igual a -----
.0967, lo que significa que s6lo el 9% aproximadamente de la variabi-
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lidad total de los datos queda sin explicar por el modelo.

La funcién de autocorrelacifn de los residuales nos muestra
que no estin asociados los residuos, como lo concluye la prueba ji- -
cuadrada que nos da un nivel de significancia muy bajo (2.5%) de que-
los residuales estén correlacionados. Puede observarse sin embargo, -
que un valor queda ligeramente fuera de la banda de confiabilidad pe-
ro s6lo por una cantidad muy pequefia, la cual no resulta significati-
va al considerar explicitamente un modelo estacional de perfodo 13.

Finalmente el paquete se ocupa de la importante etapa de --
prondstico, la cual requiere (nicamente identificar los parimetros --
del modelo obtenidos en las etapas anteriores. Asi, a via de ejemplo-
se presentan los pronfsticos para los perfodos del 100 al 170 que in-

cluyen tanto perfodos con datos disponibles, como proyecciones a futu
ro.

Ademds del pronfstico, se proporciona la banda de confiabi-
lidad del 90% y el porcentaje de error respecto de 1o pronosticado y-
1o observado para los correspondientes perfodos.

Asf{, puede observarse la comparacién entre el camportamien-
to real y las estimaciones del modelo ademis de la tendencia futura.

En la grifica proporcionada puede cbservarse que para los -
primeros perfodos los valores reales y los estimados difieren relati-
vamente poco,pero que a medida que van pasando los perfodos se obser-
va un mayor distanciamiento. Sin embargo, aun los valores pronostica-
dos a partir del perfodo 150 quedan dentro de la banda de confiabili-
dad del 90%. Finalmente se observa una marcada tendencia de los valo-
res proyectados a estabilizarse sobre un punto fijo, caracteristica -
inherente a los procesos autorregresivos estacionarios.

Por Gltimo, vale la pena aclarar que es bien sabido el he -
cho de que los valores pronosticados no pueden calificarse como muy -
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buenos y menos aun como excelentes; esta situacifn es concretamente -
aplicable a nuestro caso en el que el producto agrfcola refleja gene-
ralmente un comportamiento estacional, factor que no fue considerado-
por no contarse con la cantidad suficiente de datos.
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En la actualidad es muy importante disponer de pronGsticos-
confiables en un gran nimero de aplicaciones, y es aqui donde radica-
una de las principales ventajas de los modelos de Box y Jenkins, va -
que €stos son aplicables a diversos comportamientos en diferentes ra-
mas: economia, agricultura, educaci6n, produccién, etc. Ademis, es --
probable que los modelos mds precisos que existan al presente para --
predecir el futuro de una serie de tiempo, sean los modelos de Box y-
Jenkins, Estos modelos son especialmente adecuados para series de ---
tiempo en las cuales el intervalo de tiempo entre una observacibn y -
otra es muy pequefio, de tal forma que los datos histéricos puedan fa-
cilmente ser obtenidos. Por ejemplo, han sido aplicados con éxito en-
series que constan de datos por hora, diarios o semanales,

Una desventaja que puede constatarse al revisar los capfitu-
los anteriores, es la inversi6n de tiempo y de recursos que se necesi
tan psra construir un modelo satisfactorio, lo que hace que los mode-
los de Box y Jenkins sean diffciles de aplicar cuando el sistema a --
ser smalizado consta de muchas series de tiempo. Aunque es importante
resaitar que esta desventaja de tipo operacional es relativa al dispo
nerse de computadoras y de psquetes especiales, como el utilizado en-
la splicaciOn, que reducen los costos y el tiempo.

Sin ewbargo, es conveniente considerar que en estos casos -
un andlisis de costo-bemeficio puede justificar la aplicacifn de di -
chos modelos.

Quizf la dificultad que mfis se presenta, para aplicar estos
modelos es 1a necesidad de temer una historia lo suficientemente lar-
ga de la serie de interés. En general, se requieren cuando menos de -
S0 cbservaciones, aunque siempre es preferible tener alrededor de ---
100.

Estos requerimientos de informacién se complican cuando ha-
blamos de series estacionales ya que, por ejemplo, 100 observaciones-
mensuales sélo nos dardn alrededor de 8 observaciones de cada mes, es
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to ¢s, 8 datos de enero, 8§ de febrero, etc,

Sin embargo, cuando no se tengan muchos datos, es posible -
obtener un modelo de Box y Jenkins preliminar que puede peribdicamen-
te ser revisado cada vez que se tengan nuevos datos disponibles.

Una desventaja adicional consiste en la dificultad de iden-
tificar el tipo de modelo que corresponde a una serie dada, lo que re
quiere de expericncia en cl mancjo de informaci6n de este tipo. Ade -
mis, es muy conveniente, a riesgo de dificultar enormemente el mane-
jo del modelo, que el nGmero de parimetros involucrados sea pequefio, -
con lo cual puede perderse cierta precisién en ¢l modelo.

Por otro lado, es necesario estar conscientes de que no ---
existe ningln modelo que represente exactamente el comportamiento de-
los datos, lo que da mavor relevancia a los modelos como los de Box y
Jenkins, en donde los pronSsticos se aproximan en gran medida a los -
valores reales.
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En esta seccifn se anexan Los valones -
y La gndfica de {as 150 cbservaciones -
que nepresentan €a venta de frifol de -
soya en el meacade de Chiecago, E. U. A,
tomada semanatmente de funio de 1979 a-
mrzo de 1982, en centavos de dotar pon

Bushel.

Se anexa tambifn Lla corrida definitiva-
del prcgrama, esultade de 2a aplica --
cifn del pagquete SHARP APL BOX AND JEN-

KINS a {os dates antewviones.,
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VENTA DE FRIJOL DE SOYa

SEMANAL. DE JUNIO DE 1979 A MARZO IE 19682

1979 1980 19281 1982

452 755 610
438 788 4612
604 764 &2
632 708 638
b4 724 G368
658 72 &HA44
&7 738 625
4654 743 416
638 7RG 604
634 &9% 400
626 702 S59%
614 735 SR
608 754 622
584 753 620
870 778
e1e ] 756
589 778
588 776
58 750
o8 732

708 602 738

722 4604 745

738 624 722

732 410 719

758 416 716

770 4243 &H82

772 638 674

740 4660 492

752 704 726

758 768 710

726 718 724

703 716 709

490 754 6H86

494 728 678

714 724 658

712 748 &H460

495 792 655
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