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INTRODUCCION 

En todas las activ-idades que real iza el ser humano, ya 

sea en pal ítica, en la industria, o bien en la vida diaria de cacfa 

persona, es necesario tomar decisiones sobre qué acciones se deben 

efectuar para alcanzar los objetivos deseados con la máxima utili

dad. Donde utilidad se refiere a menor tiempo, mayor diferencia 

beneficio-costo, menor contaminación del medio ambiente, o cual

quier otra medida de evaluación de los resultados que se desean al 
canzar(*). -

Debido a que la selección del conjunto óptimo de accio

nes en algunos problemas es sumamente compleja, es por lo que el 

asunto se ha estudiado científicamente. De aquí el creciente desa

rrollo de la aplicación de modelos matemáticos en diversos campos. 

Varias revistas se editan periódicamente divulgando las 

investigaciones que, de este tipo de problemas, se realizan en el 
mundo(**}. 

Son interesantes y muy variados los problemas que se tr-ª_ 

tan y los procedimientos que se utilizan para resolverlos. Por eje!!!_ 

plo, en el cuidado del medio ambiente se ha escrito acerca del "uso 

de programación entera mixta en la evaluación de políticas alternati 

vas para combatir la contaminación del aire" [ii] , o bien, "Trata

miento de la contaminación de un lago visto como un problema de con

trol óptimo" []TI; en el área financiera se encuentran importantes 

análisis de 
la teoría de 

{*) El problema de la evaluación de la utilidad y del 
cursos de acción, se estudia en la formulación de 
decisiones. Consultar caps. l,TI de [ii] . 

(**) En especial las que se clasifican dentro del área denominada 
i nvest i gaci ón de operaciones, por ej. Qi] ,[zi] ,[24] . 

l. 



aplicaciones como 11 Sistema de planeación de la cartera de un banco" 

[6]; dentro de la estadistica es posible solucionar problemas ta
les como encontrar los estimadores de máxima verosimilitud para una 

familia de distribuciones uniparamétricas; y aplicaciones inespera

das en áreas como es la investigación bio-médica, "Optimización en 
la modelación de las señales eléctricas emitidas por el tubo dige~ 
tivo" i]QJ . 

Como se observa, la importancia que ha adquirido el uso 

de la optimización en el tratamiento de problemas de diversa índole 
es ampliamente reconocida. 

2. 

Las etapas que usualmente se siguen al tratar los probl~ 

mas a través de modelos matemáticos son las siguientes 

a) Planteamiento del Problema. Esto es, reconocer los obje
tivos que se desean alcanzar, los medios de que se dispo
ne, sus limitaciones, y toda infonnación que pueda ayudar 
a la resolución del problema. 

b) Formulación del Modelo. El propósito es buscar una repr~ 

sentación simbólica del problema, para que pueda ser tra
tado matemáticamente. 

c) Explotación del Modelo. Es la aplicación de diversas he
rramientas, como son las matemáticas, el análisis numéri
co, etc. que permiten mediante el modelo obtener cierta 
información elaborada a partir de la información básica. 

d) Interpretación de la Solución. O sea, hallar lo que re

presentan los resultados del modelo en la realidad. A 

veces este proceso es inmediato, pero otras requiere de 

un cuidadoso análisis. 



En esta modelaci.ón de los problemas surge la teorí'.a de la 
programación matemática, área en que se ubica el estudio presenta
do en esta tesis. 

3. 

El problema general que estudia la programación matemáti

ca es el de hallar los valores extremos de una función real defini
da en un subconjunto de puntos del espacio euclidiano de n dimensio 
nes, llamado el dominio. 

De acuerdo a las características de la función y a las 
del dominio, el problema se ha clasificado y estudiado por separado, 

dando lugar a áreas como "programación lineal", "optimización com
binatoria", etc. 

El análisis matemático y la computación han contr-ibuído 

a, que en algunos casos, se encuentren los valores extremos de una 
función, o bien, se aproximen satisfactoriamente. Sin embargo, en 
muchos otros, el problema sigue insoluble, o los métodos de solución 

son ineficientes. Tal es el caso de la optimización global, esto es, 
hallar el valor máximo absoluto cuando existen máximos relativos{*). 

El caso más simple de este problema, se obtiene cuando 

el dominio es un segmento de recta. Este caso ha sido tratado por 

Bruno O. Shubert (ver [25]), y constituye el tema principal de es
ta tesis. 

Estudiar el problema de una variable es importante, pues 

en el problema de optimización no lineal con varias variables, exis
ten métodos, como el del gradiente reducido que usan optimizaciones 

de este tipo como parte fundamental del procedimiento (ver [3] o 
[ii]); o en otros, el problema multivariado se aproxima mediante 

(*}Para definición precisa ver pág. 110, Cap. VI de [2z] 
pftulo I de la presente tesis se trata este punto. 

En el ca-



4. 

una transformación a un problema univariado (ver [8]). 

El objetivo central de la presente tesis es elaborar una 
implantación eficiente del algoritmo de Shubert para un computador. 
El desarrollo se expone en cuatro capítulos. 

En el primer capítulo se trata la representación matemá
tica del problema de programación no lineal, enfocando el caso uni
variado, sus características y los algoritmos más importantes que 
han sido diseñados para resolverlo. 

En el segundo capítulo se expone el método de Shubert pa
ra optimización global univariada, atendiendo a sus particularidades. 

En el tercer capítulo se describen las estructuras de da
tos utiliza das en la implantación del algoritmo de Shubert y sus ca rae 
terísticas. Además se presenta el desarrollo de la implantación. 

En el último capítulo se presentan aplicaciones, ejemplos 
y conclusiones de la implantación del algoritmo de Shubert. Se muestran 
los resultados de las pruebas efectuadas. 

Se anexan dos Apéndices. En el primero, se da una guía 
de operación para la utilización de la implantación realizada; en el 
segundo, se explican y listan los elementos simbólicos de las subruti 
nas elaboradas. Estas se encuentran documentadas con abundantes co
mentarios. 



CAPITULO I 

EL PROBLEMA DE PROGRAMACION NO LINEAL 

Como se mencionó en la introducción, la idea central de -
esta tesis se refiere al desarrollo de una implantación en computado
ra de un método para resolver una determinada clase de problemasº El 
objetivo de este capítulo es introducir al lector con el tipo de pro
blema al que nos referimos y dar un breve resumen de los métodos más 
usuales que han sido diseñados para resolverlosº Todo esto para pos
teriormente presentar la metodología que nos interesa, conocida como 
"Algoritmo de Shubert", debido a su autorº 

Iºl FORMULACION (*) 

Sea f una función definida en un conjunto íl ~ Rn y que to 
ma valores en R 1 º 

Se dice que f tiene un máximo relativo (o local) en xº si 
existe E > 0 tal que f(xº)' ::_ f(x) IJ X E: íl Y 11 X - Xº 11 < Eo 

(*) 

f tiene un máximo global en xº si f{xº).:. f(x} IJ x E íl 

Es fácil encontrar una extensa variedad de bibliografía sobre este 
aspecto, entre otros [H], [1([, ~~-
Se sobreentiende que el lector tiene al menos una ligera idea so
bre el tema, por lo que se mencionan sólo conceptos básicos. 

5. 



Se dice que f tiene un minimo local o global si la fun
ción h -f tiene un máximo local o global respectivamente. 

6, 

Al proceso de encontrar los puntos máximos o mínimos se le 
denomina optimizar la función objetivo. 

El problema general de programación matemática se descrj_ 
be como encontrar el óptimo global de una función real definida sobre 
Rn. 

Usualmente el conjunto íl es definido mediante un conjunto 
de restricciones de la forma 

CI. < g.(x) · < CS. 
1 - 1 - 1 

Vi= 1, 2, ••• , m 

Donde Cii' CSi establecen cotas inferiores y superior~s 
para los valores de la función gi: :Rn + R\ i = 1, ºº" m 

Como ya fue mencionado, dependiendo de las característi
cas que -presenten las funciones f y gi' i = 1, 2, ••• , m, se han el a 
sificado las distintas ramas de la programación matemática, 

El caso al que se refiere la presente tesis es el de op
timización no lineal en una variable sin restricciones, o sea, fes 
no lineal y íl = [a, bJ e R1

• 

I.2 ALGORITMO. EVALUACION DE EFICIENCIA 

La idea de "algoritmo" esta íntimamente asociada con el 

proceso lógico que se sigue en la resolución de un problema. Sin em 
bargo, a pesar de que la palabra proviene desde la historia antigua 
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de las matemáticas (*), no es sino hasta la primera mitad del siglo XX 
con la concepción de la máquina de Turing cuando el concepto es for
malmente definido (**). 

Deoido a que esta definición se basa en la construcción de 
una máquina ideal y a que el análisis profundo del tema no entra en el 
campo de estudio del presente trabajo, nos limitaremos a la idea intui 
tiva que se desprende de este concepto. 

Se entiende como .al.9.Qli:t¡¡¡Q a una secuencia finita de ins
trucciones totalmente definidas para resolver un problema. 

Cabe aclarar que el hecho de que la secuencia de instruc
ciones sea finita no implica que el proceso que generen lo sea, ni que 
su total definición necesariamente de lugar a un proceso no aleatorio. 

El amplio desarrollo técnico, especialmente en computación 
ha pennitido la implantación de algoritmos cada vez más complicados. 
Sin embargo, es deseable dada la capacidad finita de un computador y 

su uso más frecuente en todas las áreas, que los algoritmos utilizados 
sean eficientes. 

A continuación se presentan dos conceptos, que original
mente fueron creados en el estudio de sucesiones, y son utilizados en 
la evaluación de eficiencia de algoritmos. 

Se mencionan estos dos debido a su relación con el traba
jo expuesto en esta tesis. 

(*) Ver Knuth [18]. 

(**) Es entonces cuando se cuestiona todo el aspecto filosófico de la 
existencia de algoritmos para resolver problemas y la posibilidad 
de crear un modelo de máquina de Turing para cada uno. Ver [26]. 



I.3 DOS CONCEPTOS EN LA EVALUACION DE ALGORITMOS 

I.3.1 Notación O 

Definición (*): Dadas dos sucesiones {an} ..'.'.. O, {bn} ..'.'.. O 
Vn se escribe 

(se lee "an es de orden bn") 

Si existe M > O tal que ªn _::: Mbn Vn 

8. 

Esta definición significa que para cada valor den la suce 
sión {Mbn} constituye una cota superior a {an}, 

Este concepto es muy útil cuando el número de operaciones 
elementales que necesita un algoritmo para resolver un problema varía 
de acuerdo a los datos de entrada en cada caso específico estando, -
sin embargo, acotado superionnente por un valor que es función del t.!__ 
maño del problema. 

Entendiéndose como "tamaño del problema" a una función de 
la cardinalidad del conjunto de variables que utiliza el algoritmo. 

Ejemplo: 
Sea A= (aij) una matriz de tamaño m x m. Se desea cons

truir otra matriz B = (bij)' de igual dimensión, asociada a A median
te la relación. 

(*) La Definición fue tomada de [2] y se restringió al caso cuando 
{an} ..'.'.. O y {bn} .:. O, que es el que nos interesa. 



si ªij > e 

si a .. < c 
lJ -

9. 

Supóngasi que en la evaluación de f se realizan n operati~ 
nes elementales, y que no se consideran las acciones de asignación ni 
comparación. 

Este proceso es de O(m2
) y la cota superior al número de 

operaciones es nm 2
• 

Si además se conoce que la matriz A es generada de talma
nera que la probabilidad de que una entrada sea mayor que la constante 
e es: 

P{a .. > e} = l 
lJ m 

Vi l , 2, ••• , m Vj 1, 2, .•. , m 

Esto implica que la variable aleatoria "número de entradas 
mayores a c" se distribuye binomialmente con media m. En este caso es 
posible evaluar el número promedio de operaciones al realizar repet"íd_! 
mente el proceso: nm. 

En la práctica se utilizan el análisis del peor caso y del 
caso promedio para evaluar algoritmos dependiendo de las circunstan-
cias del problema. 

I.3.2 Orden y Raz6n oe·convergencia 

Definición (*): Sea· {rk};=O una sucesión que converge a 
r*. El orden de convergencia de· {rk} es el máximo valor _positivo p -
tal que 

(*) Presupone conocimiento del concepto de convergencia y de límte su 
perior de convergencia para sucesiones. 



O < ·1;m sup 
·k+ 00 

lrk+l - r*J 

I rk - r* J p 

f3 < 00 

f3 se define como la razón de convergencia. 

10. 

Este concepto es ampliamente utilizado en el análisis numé 
rico donde la generalidad de los métodos para hallar la solución a un 
problema son iterativos y convergen cuando el número de iteraciones tien 
de a infinito. Aquí los valores obtenidos en cada iteración pueden ser 
vistos bajo el concepto de sucesión. 

Ejemplo: 

Sea la sucesión rk definida como rk = ak donde O< a< 1, 
que converge a cero. 

Si obtenemos 

lim 
k--

Jak+l - DI 
iak-o¡P 

lim 
k--

Se observa que p = l es el máximo valor para el cual el lí~ 
mite esta acotado. Por lo tanto, esta sucesión es de orden de conver
gencia igual a 1 con razón de convergencia a. (valor del límite cuando 
p = 1). 

Si la sucesión {rk} converge ar* y 

l im 
k--

¡rk+l - r*r 

Jrk - r*J 
f3 < 1 



se dice que converge linealmente. En el caso extremo cuando S = O, 
la sucesión converge superlinealmente. De aquí, cualquier sucesión 
cuyo orden de convergencia sea mayor que la unidad, converge super-
1 i nea lmente. 

I.4 FUNCIONES DE LIPSCHITZ 

11. 

El método de Shubert sirve para resolver problemas de op
timización no lineal en una variable. El algoritmo requiere que la fu!!_ 
ción objetivo cumpla con la propiedad de Lipschitz. A continuación se 
define esta pro pi edad y algunos resultados relativos. 

Se dice que la función f: SS Rm -> Rn cumple la propi.§.. 
dad de L i pschitz o es una función de Li pschitz si 

Para toda x1,x2 ES Existe CE R tal que 

llf(x1) - f{x2) 11 ~ Cl!x1 - x21 i · 

En lo siguiente se denotará a ~c(S) como el conjunto de 
funciones sobre S que cumplen con la propiedad antes mencionada, dónde 
a C se le denomina constante de Lipschitz. 

Algunas propiedades que se satisfacen entre funciones de 
Lipschitz son las siguientes(*): 

(Pl} Seafe~ (S): 
el 

SS. Rm -> Rn y 

g E¿( e (S): S <;;; Rm -> Rn entonces 
2 

a.f + Bg EÍa.lc
1
+1slc/5). Para toda a.,S E R 

(*) Las demostraciones son sencillas, de cualquier forma pueden consul 
tarse en [8] 



(P2) Sea f E ,((s): S ~ R1 -> R1 

I f I EÜ\ C ( S ) 

(P3) Sea 

12. 

entonces 

'(P4) Sea f: S C.: Rm --> Rn. Si S es compacto y f E c1 (s) (*h entonces 

f E;fc(S) para algún C. 

(P5) Sea fi E.fc.(S): sSifl-> R\ i=l, ... ,k un conjunto de fun
ciones de Llpschitz. 
Sea fº = max· {fi: i=l, ... ,k} 

fo= min· {fi: i=l, ... ,k} entonces 

fº E.;(' c (S) y 

fo E¿f c(S) 

donde e= max {Ci: i=l, ... ,k}. 

I.5 METODOS MAS USUALES PARA RESOLVER EL PROBLEMA DE OPTIMIZACION 
NO LINEAL EN UNA VARIABLE. 

El problema descrito en I.1, cuando se restringe al caso 
univariado, parece ser trivial. Se han diseñado diversos métodos para 
resolverlo utilizando propiedades muy variadas de las funciones obje
tivo, sin embargo ninguno de estos se considera eficiente en todos los 
casos. 

(*} c1(s} denota las funciones cuya primer derivada es continua sobre S. 



Sin observar detenidamente el asunto, parece ser que la 
mejor forma de resolver el problema de optimización univariado sin 
restricciones es analíticamente. Esto es, encontrar los puntos crí
ticos de la funci6n objetivo mediante los ceros de su derivada (si 

13. 

la tiene) y analizarlos para deducir cuales de ellos son puntos ópti
mos. 

En los problemas que se sucitan en la práctica es muy u-
sual que la función objetivo no sea derivable; que su representación 
matemática sea muy compleja, y requiera mucho tiempo analizarla; o 
bien sea necesario obtener los puntos óptimos de un conjunto de pro
blemas y el trabajo que esto representa puede ser excesivo. Por esta 
razón se han ideado métodos que, aprovechando las ventajas del proce
samiento de información en computadoras ayudan a resolver el problema. 
Entre los más sencillos están aquellos cuya filosofía es servir de a
poyo al análisis matemático de la función objetivo. Por ejemplo, si 
la función es unimodal, el cero de su derivada es fácil de determinar 
utilizando métodos como el de Newton-Raphson o Regula Falsi [9]; o 
bien quizás sea conveniente estimar la derivada de la función objetivo 
medí ante aproximaciones sucesivas. 

Usualmente en paquetes técnicos de optimización son utilj_ 
zados algoritmos cuya eficiencia es reconocida, pero sólo obtienen 
puntos óptimos relativos. 

Entre los algoritmos de optimización local se destacan los 
de búsqueda secuencial. Con este nombre se conocen aquellos que gene
ran una sucesión de puntos, donde la obtención de un nuevo punto de-
pende de los anteriores; además teoricamente, la sucesión converge al 
óptimo si el número de términos tiende a infinito. 

Entre estos algoritmos están la búsqueda por partición 
simétrica en dos puntos, método muy sencillo requiriendo unicamente 
continuidad en la función objetivo; la búsqueda Fibonacci, dónde se 



14. 

minimiza el tamaño del intervalo de incertidumbre dependiendo de la 
tolerancia al error y de la cantidad de evaluaciones de la función 
fijadas de antemano; o bien la búsqueda de la razón dorada, cuya ef.:i_ 
ciencia es un poco menor al anterior, pero más sencillo de implantar. 

El problema de optimización en una linea se complica cua.!!_ 
do se desea encontrar el punto óptimo global en un intervalo. Se han 
diseñado técnicas diversas, entre e"llas cabe mencionar a la más ele
mental, conocida como grid search cuya idea es evaluar la función en 
puntos equidistantes en el intervalo de análisis y la estimación del 
óptimo se obtiene con la máxima evaluación de la función obtenida. 
Si además la función cumple la propiedad de Lipschitz, esto da la 
distancia necesaria entre los puntos para obtener un error no mayor 
que una tolerancia predeterminada[10]. 

Entre los algoritmos de búsqueda secuencial para optimi
zación global están el de Shubert, que será descrito en el siguiente 
capítulo con más detalle por ser el terna fundamental de esta tesis; 
y el de Evtushenko [10], que al igual que el anterior explota la 
propiedad de Lipschitz de la función objetivo. 

Los métodos probabilísticos, por lo general no exigen mu 
chas pro pi edades en la función analizada. El criterio de es te t·i po 
de algoritmos es generar una muestra aleatoria de puntos del dominio 
de la función objetivo, que permite hallar un intervalo dónde con 
una determinada probabilidad se localiza el óptimo. Además segaran
tiza que dicha probabilidad tiende a uno al incrementar el tamaño de 
1 a muestra. 

La desventaja de este tipo de métodos es la incertidumbre 
en los resultados al verse como una probabilidad. Entre los autores 
que han trabajado en esta área es posible mencionar a R. Wets - F. 
Solís [28], Boender et al [4] o Chichinadze [10] entre otros. 
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La metodología del análisis de intervalos aplicada a pro
blemas de optimización global parece dar buenos resultados, sin embar:_ 
go exige que la función sea doblemente derivable. En[15] Hansen pr.§.. 
vee presentar posteriormente el método modificado para tratar una el_! 
se más general de funciones. El procedimiento de esta metodología es 
descartar subintervalos, para hacer más pequeña la región de incerti
dumbre, analizándola más detalladamente hasta obtener intervalos-solu 
ción. 

Para terminar con este breve resumen :de métodos de opti
mización global, es conveniente citar los de Branin [7 J , Goldstein 
y Price [13 J y muy particularmente el de Velasco-Levy y Montalvo 
[27]. Estos métodos han sido diseñados para resolver problemas de 
varias variables y frecuentemente son muy ineficientes .cuando se par_ 
ticularizan al caso univariado. El .. ~todo de Velasco-Levy y Montalvo 
quizás pudiera aplicarse con éxito a este caso, aunque los resultados 
reportados en [27 J no son muy prometedores. 



CAPITULO II 

EL ALGORITMO DE SHUBERT 

En este capítulo se presenta el algoritmo de Shubert en 
su descripción original, así como los rasgos.más característicos de 
su desarrollo. 

Este algoritmo fue diseñado para resolver e1 problema de 
optimización global en una variable, requiriendo unicamente que la 
función objetivo cumpla con la propiedad d-e Lipschitz y que la cons
tante tjue 1 a determina sea conocida. 

El algoritmo lo describió Bruno O. ·shubert originalmente 
1 

[25] de la siguiente forma 

Sea cp el valor máximo que toma f en S, y 1> el conjunto de 
abscisas donde f alcanza el óptimo, esto es 

<P = max f(x) 
Xe:S 

<I> =· {x: x e: S, f(x)=cp} 

16. 



Se define recursivamente la secuencia de puntos 

x0,x1,x2, ... en S como sigue 

17. 

(1) 

donde 

y 

Mn = max F1/x) 
XES 

(2) 

(3) 

Shubert demuestra que sin tiende a infinito, f(xn) y Mn 

tienden ambas a~; que el iEi Jx-xnl tiende a cero y que además el 
método converge en el peor caso aritméticamente, esto es, xi es 
0(1/n). Esto sucede cuando "la función objetivo es una constante. 

La idea fundamental del algoritmo es acotar superiormente 

la curva representada por la función objetivo, mediante una función li 
neal por pedazos. Esta función lineal por pedazos cambia en cada ite
ración y está descrita por la relación (3). 

El método establece que 

Para todo xE[a,bJ (4) 

y que la sucesión de puntos máximos {Mn} de Fn(x) converge al valor 
máximo de f(x) conformen tiende a infinito. 

Para probar que (4) se satisface, obsérvese en primer lu

gar que los mínimos locales de Fn(x) se ubican en los puntos xi:i=l,.,n, 



en donde se ha evaluado la función objetivo y que Fn(xi} = f(xi) 
para i = 1, ... ,n. Además obsérvese que para cualquier otro punto 
x e [a,b J se tiene que 

Jf(x) - f(x;) 1 ~ e Jx - xi I Para toda i. 

y por lo tanto 

Para toda i . 

y consecuentemente 

f(x) ~ min {f(x;) + C Jx - x.J} Fn(x). 
i=l, .. ,n 1 

18. 

La Fig. II.l representa un ejemplo de las primeras cinco 
iteraciones del algoritmo. Las funciones Fi(x): i=0, .. ,3 se grafican 
con linea punteada y F4(x) con linea continua. Ademas se señalan los 
puntos Mi: i=0, .. ,4 y la secuencia xi: Í"l, .. ,5. 

Existen varias maneras de tener tota·lmente def"inida una 
función lineal por pedazos. En el caso de Fn(x) la situación es sim
ple pues el valor de la pendiente de cada segmento de recta es el 
mismo sólo que alternando su signo. Para manipular esta función lineal 
por pedazos conviene representarla por el conjunto de puntos Dn donde 
posee máximos relativos, esto es 

Dn = {(t; ,zi): (ti ,zi) e F n(x) y Existe o > O tal que 

(ti,z.¡) > Fn(x) si o>Jt; - xJ > O} 

De esta forma, tomando el max zi: i=l, ... ,D se obtiene 
el valor Mn mencionado en (2). 



o 
::¡¡:: \ \ 

\ \ 

\ 

\ \ 

\ \ \ 

' 
'E

. '"1 

I 

I 

I \ 

I 

M
I
 

'E
. t I 

' 
' 

I 

I 

I 
I \ 

19. 

..... ó, 
·.-u.. 

\ 



Esta representación de Fn(x) es conveniente ya que pode
mos construir facilmente Dn+l' y así representar Fn+l' de la siguie~ 
te manera: 

20. 

Sea xn+l .= tk donde k es tal que zk = Mn, entonces Dn+l 

se obtiene descartando el punto (tk,zk) de Dn y añadiendo dos nuevos 

puntos ( tn+l' zn+l), ( tn+2, zn+2) provenientes de las intersecciones 
de 1 as rectas 

y 

con 

con 

respectivamente. Es fácil demostrar que 

tn+l = tk - zk - f(xk) 

2 c 

tn+2 = tk + zk - f(xk) 

2 c 

2n+l = 2n+2 = 2 k + f(xk) 

2 

En la práctica el algoritmo termina cuando 
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donde <Pn max {f(xk)} 
k=O, .. ,n 

y 'e' es un valor pequeño que denota una tolerancia al error permitido. 

Cuando el algoritmo termin~ queda un subconjunto de puntos 

D~ tal que 

Si se intersecta la recta y= <l>n con 

y= c(x-t.) + z. 
J J 

y y= -c(x-t.) + z. 
J J 

donde (tj,z) e ·o~, esto genera un conjunto de subintervalos de la 

forma 

t. + z, + <!> ) J J n 

c 

a los cuales Shubert llama intervalos de incertidumbre. Es claro por 

construcción, que el óptimo global debe estar en algunos de estos i_!! 

terval os. Shubert prueba que cuando n ti ende a infinito 1 a unión de 

estos intervalos tiende a l. 

Lo que Shubert propone es agrupar estos intervalos si la 

distancia que los separa es menor a una tolerancia pequeña. Obtenien

do de esta forma intervalos más grandes, pero un número menor de ellos, 

lo cual facilita el análisis de los resultados. 

El siguiente es un resumen del método de Shubert suficien-



temente conciso como para ser programado en un computador: 

Parámetros de entrada 

S = [a,b] = intervalo de análisis de la función objetivo. 
x0= semilla con la que inicia el algoritmo. a< x0 < b 
f = función objetivo, y su constante de Lipschitz C. 
E = valor pequeño de tolerancia al error en la estimación 

del valor máximo de la función objetivo. 
o= valor pequeño de tolerancia al agrupar los intervalos 

de incertidumbre. 

(1) i = O 

(2) Fi{x) = min ~f(xk) + C Jx - xkl} 
k=O, .. , 1 

º(3) M; = max F; (x) 
XES 

(4) $; = _max !(xk) 
k-0, .. , 1 

(5) Si ir a (9) 

i = i + 1 (7) 

(8) 

(9) 

ir a (2) 

Obtener los intervalos lj = ft. -Z·-$ , t.+ Z·-$) 
\ J _l____!! J _J__Jl_ 

tal que0{j$] y $n<zfo\. C C 

{10) Ordenar Ij tal que tj+l > tj Para toda j. 

(11) 

22. 



crear el nuevo intervalo 

Ij = (tj - zr!>i 
-e-

Valores de salida 

~i = máxima evaluación de la función objetivo. 
x~ = abscisa dónde la función tomó el valor ~i. 
Ij Para toda j = intervalos de incertidumbre. 

23. 



CAPITULO IlI 

IMPLANTACION DEL ALGORITMO DE SHUBERT 

III.1 ESTRUCTURAS DE DATOS UTILIZADAS 

El algoritmo de Shubert ya ha sido programado anteriorme_ll 
te(*). Sin embargo la idea de efectuar una nueva implantación surgió 
al observar que existe una estructura de datos, conocida como heap, 
con propiedades ·interesantes y que se adapta muy bien a la filosofía 
de este algoritmo. 

Para la descripción de la implantación realizada es nece
sario definir algunos conceptos básicos relacionados con el tema. En 
lo que sigue se presupone que el lector está familiarizado con los 
conceptos elementales de listas, colas, pilas y arreglos en el estu
dio de estructuras de datos en el proceso de información en computa
doras(**) 

(*) Teniendo como objetivo el método en sí [25] y como herramienta 
en otro estudio [8]. 

(**) Todos estos conceptos se definen en cualquier libro. de estructu
ras de datos en el diseño de algoritmos computacionales, ver por 
ejemplo[l] o [18]. 

24. 
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III.1.1 Arboles. Conceptos Relacionados C*) 

Se le llama Gráfica G a una terna ordenada 

que consiste de un conjunto no vacío de vértices o nodos V(G), un CO.!:!_ 
junto de aristas o arcos A(G), disjunto del conjunto V(G), y una fun
ción de incidencia , 6 que le asocia a cada elemento de A(G} dos ele
rrentos (no necesariamente distintos) de V(G). 

Sean V(G) tvl'v2, ... ,vn} 

A{G) {al •ª2• ... •ªm} 

Usualmente , 6 se describe como un conjunto de ternas 

(vi aj vk) o pares (vi vk) que especifican la asociación entre los 
vértices vi y vk' donde en el primer caso se concede importancia al 
arco que los relaciona. En lo que sigue se utilizará la segunda nome.!:!_ 
clatura. 

Se diferencia arco de arista entendiendo que el primero 
lleva implícita una dirección, esto es, el par o terna que lo definen 
están ordenados. 

Si existe en , 6 una secuencia (v1v2),{v2v3), ... ,{vk-lvk) 

se dice que G tiene un camino de v1 a vk de longitud k-1. 

Ciclo es un camino cuyos vértices inicial y final son el 
mismo, además los vértices y aristas interiores son distintos. 

(*) Se exponen sólo los conceptos que se consideran necesarios para 
comprender los temas posteriores. Para mayor información ver [5] 
o [18]. 



Gráfica Acíclica es aquella que no posee ningún ciclo. 
Gráfica Conexa es aquella en la que para todo par de sus vértices 
existe al menos un camino. 

Con los conceptos anteriores es posible definir Arbol 
como una gráfica acíclica conexa. 

0 26. 

A continuación se presentan conceptos que se refieren a 
relaciones entre nodos de árboles. 

Dado un árbol A y un nodo específico r s V(A); que lla
maremos la raíz de A, podemos orientar A de forma tal que para cada 

nodo vj exista a lo más un arco en A de la forma (vivj) y que no exi~ 
ta ninguno de la forma (vkr). Al árbol A con tal orientación le lla
maremos un árbol enraizado en r. En lo que sigue sólo se considerarán 
árboles enraizados. 

Si existe en A el arco (v;,vj), vi el el padre de vj y 

vj es un hijo de vi. Si existe un camino que una vi con vj' vi es 
ascendiente de vj' y vj. es descendiente de vi. 

Hoja es un nodo sin descendientes 

Arbol Binario es aquel donde cada vértice tiene a lo más 
dos hijos. Si además estos hijos tienen una etiqueta que los identifi. 
ca, se les llama hijo izquierdo y derecho respectivamente. En todo 
árbol binario etiquetado es posible definir para cada vértice vi un 
subárbol (posiblemente vacío) izquierdo y otro derecho, cuyas raíces 
son respectivamente los nodos hijos izquierdo y derecho de vi. 

Dos casos particulares de árboles binarios fueron utili

zados en la implantación del algoritmo de Shubert. Antes de describir 
los conviene mencionar que en la información representada por los vér-
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tices de los árboles existe una relación de orden, esto es 

Se dice que existe un orden parcial (4') entre los elementos de 
un conjunto S si satisfacen las siguientes propiedades 

Sean x,y,z ES 

i) si x ~ y, y ~ z entonces x ..,¡ z 

ii} si x "Í\ y, y~ x entonces x = y 

iii)x~x 

la notación x ~ y se lee x precede o es equivalente a y. Y x ~ y si_g_ 
nifica x precede estrictamente a y. 

Un orden total en Ses un orden parcial que puede ser estable 

cido para cualquier par de elementos de S. 

ej: 
Si se considera en la Fig. III.1 que la relación a1 -"(. aj se 

expresa como ª; ___..;:, aj, la figura III.1 (a) representa un orden pa.!:_ 
cial y III.1 (b) un orden total. Como se observa (b) implica (a) y no 
inversamente. 

/ 
ª3 

ª5 >-élg 

ª2~1 1~t ª1 

ª6 

(a) (b) 

Fig. III.1 
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III.1.2 Arbol Binario en Inorder 

Un árbol binario en inorder es un árbol b5nario A para el 
cual se ha definido un orden total en los nodos del mismo y que puede 
describirse como sigue: 

(1} Sean u,v E V(A) 

u~ v <==> Existe un subárbol de A con raíz p tal que se da 
uno de los tres casos 

i) u= p y v está en el sub8rbol derecho de p ó 

ii) v = p y u está en el subárbol izquierdo de p ó 

iii) u está en el subarbol izquierdo de p y ven el 
derecho. 

Los nodos de un árbol con esta estructura se pueden reco
rrer en orden creciente mediante el siguiente algoritmo que se de.fine 
recursivamente 

Recorrido en In order 

- Se recorre en inorder el subárbol izquierdo de la raíz. 
- Se visita la raíz. 
- Se recorre en inorder el subárbol derecho de la raíz. 

La importancia de esta estructura en computación radica en 
el hecho de que sirve para ordenar (es decir listar de acuerdo a un 
ordenl un conjunto de elementos. La idea básica es construir un árbol 
binario donde cada nodo representa un elemento del conjunto y el orden 
entre estos satisface la estructura mencionada en (1). Teniendo el 
8rbol de esta manera, basta con recorrerlo en inorder para tener orde
nado el conjunto. 



III.1.3 Estructura Heap 

Un Heap es un árbol binario H para el cual se define un 

orden parcial entre sus nodos de la siguiente manera: 

(21 Sean u,v e: V(Hl., si v es descendiente de u => u ~ v. 

29. 

En la práctica, por facilidad de manejo se construye el 
heap etiquetando sus vértices con los números naturales de la siguie!!_ 
te manera 

(3) i) la raíz del árbol tiene como etiqueta al l. 

ii} para todo nodo del árbol con etiqueta "i" su hijo izquier. 

do tiene como etiqueta a "2i" y el derecho a "2i + 1". 

iiil Si existe la etiqueta "j" existen todas las etiquetas "i" 
tal que i <j, i,j e: N. 

La importancia de esta estructura consiste en que si se 

representa un conjunto ordenado S mediante el heap H, se tiene en la 
raíz de H al mayor elemento de S. Además el heap etiquetado como se 
describe en (3) es muy fácil de manejar en memoria de una computadora 
cuando la etiqueta de un vértice representa la posición en un arreglo 
(ver ej. en Fig. III.2) 

Ejemplo de un lleap con 
9 vértices. 

Fig. III.2 

i AJ i I 
1 15 
2 8 
3 13 
4 7 
5 6 
6 lU 
7 11 
8 5 
9 4 

Representación del heap adjun

to en un arreglo de 9 posicio
nes. 
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En la implantación de la ,!l)etodología de Shubert, se util_i 
za un heap en el cual se cambia el valor de la raíz y se añade un nu:?c 
vo nodo al final en cada iteración. Por' esta razón es necesario veri-

J I 

ficar que se sigue manteniendo la estruttura heap, y ésto es sencillo 
con los siguientes algoritmos: 

- Nuevo valor en la raíz 
1) i = 1 

21 Se compara A[i] con A~i] y A[2i+1J, si es menor que al
guno de ellos se intercambia con el mayor. En caso con
trario termina. 

31 Si A[iJ se intercambió con A[.2iJentonces i = 2i. En caso 
contrario i = 2i+l 

4} ir a (2). 

inserción de un nodo al final del arreglo en la posicion n+l 

11 ; = Lr,+1ª1 C*) 
2} Se compara A[i] con A[?i] y Alfi+lJ, si es rrenor que algQ 

no de ellos se intercambia con el mayor. En caso contra
rio termina. 

3} i = li/2J 
4) ir a (2}. 

Como se observa la única diferencia entre estos dos algo
ritmos es que el primero revisa a los descendientes de la raíz y el 
segundo a los ascendientes del último nodo. 

{*l ~ significa el máximo entero inferior ax. 



111.2 DESCRlPCION DE LA lMPLANTACION DEL ALGORITMO DE SHUBERT (*) 

Para facilitar la descripción de la implantaci6n del al 

goritmo de Shubert, ésta se dividi6 en 8 etapas 

1) Utilización del heap 

2) lnicializaci6n del algoritmo 
3) Generación de nuevos nodos 
4) Conservación del heap 
5) Estadísticas del heap 

6) Selección de intervalos de incertidumbre 

7) Criterios de Terminación 
8) lmpresi6n de resultados 

31. 

En lo que sigue de este capítulo se describirá cada etapa. 

111.2.1 Utilización del heap 

La estructura heap se utiliz6 para almacenar al conjun

to de puntos Dn mencionado en la descripción del algoritmo de Shubert. 

Los valores zi fueron utilizados para establecer el orden entre los 
nodos del árbol binario. De esta manera, si se preserva la estructu
ra heap en cada iteraci6n del algoritmo, la raíz contendrá al valor 

'Mn' ya descrito. 

En el algoritmo de Shubert, al comenzar la n+l ésima 

iteración, se generan dos nuevos puntos (tn+l 'zn+l}, ~tn+2'zn+2l. 
Añadiéndolos en el heap con los almacenados anteriormente, se lo-

gra la representaci6n de la nueva función lineal por pedazos Fn+l(x). 

(*} En esta secci6n se utilizarán conceptos y nomenclatura definidos 
anteriormente en este trabajo. 



Para almacenarlos se utilizaron las propiedades de que 

zn+ 1 = zn+Z y de qae tn+l' tn+Z son contiguos a 1 ordenar crecí ent.§. 
mente_ t;: i=1, ... , n+2. Debido a esto ambos puntos pueden ocupar un 
sólo nodo del heap y su representación en un arreglo sólo requiere 
tres posiciones: 

y [iJ zn+l zn+2 

XI [i] tn+l 

XD[i] = tn+Z 

A los valores contenidos en la i-ésima posición de los 
arreglos XI, XD se les llama abscisa izquierda y derecha respectivQ_ 
mente del i~ésimo nodo. 

III.2.2 Inicialización del Algoritmo 

En la sección anterior se menciona que en cada nueva 
iteración del algoritmo se generan dos nuevos puntos para definir 
a la siguiente función lineal por pedazos. Estos puntos se carac
terizan por ser iguales en su ordenada, por lo cual es posible re
presentarlos- mediante un sólo nodo en el heap. 

32. 

Sin embargo, esta propiedad no se satisface al inicio 
del algoritmo (Ver Fig. III.3 (a), "(b) ). Debido a esto, en la impla.!:l__ 

tación la primera iteración consistió en dos pasos para dejar la fu.!:l__ 
ción lineal por pedazos representada mediante dos nódos del heap, ca 

da uno con su respectiva abscisa izquierda y derecha. 

Es obvio que los puntos generados en el paso 1 de la 

primera iteración se obtienen mediante las siguientes relaciones 

XT!ll cb + f(b) + cx0 - f(x0) 

2 c 



YT [1] 

YT [2] 

Y[l] 
Y[2] 

a 

a 

' ' 

Paso l. 

XT[2] 

Paso 2. 

XI [1] XD[l] (b) 

Fig. III .3 

33 . 

. · 

XT[l] b 

/ 

< 

XI [2] XD[2] b 



YT[l] cb + f(b) -· cxa - f(xol. 

2 e 

_XT [2] cx0 + fCx01 + ca - f(:a) 

2 

YT[2] cxa -1- fCxol - ca + f(a) 

2 

Donde c = constante de Lipschitz 
a,b = cotas del intervalo de análisis 

x0 = punto inicial del algoritmo 
f(x) = valor de la evaluación de la función objetivo en x. 

Los resultados de estas relaciones se representaron en 

los arreglos XT[i], YT[i], i=l,2. Queriendo expresar con la termin~ 
ción 'T' que unicamente son utilizados en el paso 1 de la primera· 
iteración y por tanto temporales. 

A partir de XT, YT se obtienen los puntos del paso 2 

de la primera iteración mediante las siguientes relaciones 

XI[j] = 2c XT[j] - YT[j] + f(XT[j]) 
2c 

XD[j] = 2c XT[j] + VT(j] + f(XT[jJ) 
2c 

Y (jJ = f(XT (jJ) + YT [j j f(XT [j]) 
2 

j 1,2 

j = 1,2 

j = 1,2 

Estas últimas fórmulas son las utilizadas a partir de 
la siguiente iteración para generar un nuevo nodo del heap. 

34. 
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III.2.3 Generación de Nuevos Nodos 

El proceso que se describe en esta sección supone que 
los arreglos Y, XI, XD mantienen la estructura heap con el orden 
establecido por los valores almacenados en YliJ. Con esto, en cada 
iteración Y[l] contiene al valor 'Mn' y XI[l], XD[l] las dos absc.!_ 
sas donde la función lineal por pedazos alcanza dicho valor. 

Por generación de nuevos nodos deberá entenderse el 
calculo de los nuevos puntos que definen a la nueva función lineal 
por pedazos en cada iteración. Como ya se ha visto, esta función 
en la j-ésima iteración se define mediante el conjunto Dj, y en 

la siguiente iteración el conjunto Dj+l se obtiene como 

Donde 

Nj+l {(tJ·,z,): t.=t,.+ z~-f(x~). ZJ·=zk+f{xk)} 
J" J K- 1' . " " " 

2c 2 

y 'k' es tal que zk = Mj_ 

Operativamente, desde la segunda iteración existen al 

11Enos dos puntos (tk,zk)' pero puede suceder que existan más. En e~ 
te caso se toma algún par de ellos {por comodidad los que se repre
sentan en li rafz del heap), y en la siguiente iteración otros dos,etc. 

En la implantación realizada, se substituye la rafz por 
el mayor (en su ordenada) de los nuevos puntos y el menor se añade 
al final del arreglo que representa al heap. Además se deja la op
ción al usuario para que se descarte al menor de los nuevos puntos. 
si su ordenada es menor al máximo valor alcanzado en las evaluaciones 
de la función objetivo. 



III.2.4 Conservación del Heap 

En la implantación del algoritmo de Shubert, como fue 

mencionado en la sección anterior, los vértices nuevos que se gene

ran en cada iteración se almacenan uno en la raíz y el otro al final 

del árbol. Con esto, todos los demás nodos conservan la estructura 
heap y sólo es necesario reacomodar los dos nuevos vértices. 

En la implantación existe una subrutina que realiza 
este reacomodamiento (ver apéndice B) basada en los algoritmos pre
sentados en la sección III.1.3. Sólo necesita un parámetro de en

trada que le indica si debe revisar los descendientes de la raíz o 
los ascendientes del último vértice. 

III.2.5 Estadísticas del Heap 

En la planeación de la implantación por realizar, se 
pensó que la cantidad de nodos que forman el heap frecuentemente 

sería lo suficientemente grande como para hacer ineficiente suma
nejo. Ante este problema se comenzó a buscar un criterio mediante 

36. 

el cual en la implantación se decidiera si era necesario hacer una 

clasificación de los nodos y desechar los que fuesen menores al valor 

máximo alcanzado en las evaluaciones anteriores de la función objetivo. 

Al trabajar en esta idea se elaboró una subrutina que 
obtiene la media, varianza y desviación estándar de los valores 
almacenados en el heap. Sin embargo al realizar las pruebas de la 
implantación efectuada, se observó que era muy difítil encontrar en 

la práctica un tipo de ~roblema que justificase hacer la clasifica
ción (en los problemas resueltos, el árbol no alcanzó los 300 nodos). 

Tampoco se creyó conveniente· desechar esta subrutina, pues las es-



tadísticas que genera podrían ser utilizadas con otro objetivo (por 

ejemplo evaluar la eficiencia del algoritmo). {*} 

III.2.6 Selección de Interyalos de Incertidumbre 

Al terminar el algoritmo en la n-ésima iteración, queda 

un subconjunto D~ de Dn donde 

Y es a partir de estos puntos como se generan los inte_i::_ 
valos de incert·idumbre descritos anteriormente. Para obtener estos 

intervalos se ordenan crecientemente los puntos (t;,zi) E D~ respe.!c_ 

to al valor ti. Este ordenamiento se hace mediante el procedimien
to que se conoce como sort bianrio, utilizando apuntadores para ha
cer más eficiente al algoritmo. 

Este proceso se basa en la construcción de un árbol bi 

nario dónde el subarbol izquierdo de todo vértice contiene valores 
menores a este vértice, y el derecho, mayores. De esta forma al 
recorrer el árbol en inorder se tienen los valores ordenados cre

cientemente. 

Ya teniendo las abscisas de los puntos que componen D~ 

ordenadas crecientemente, se obtienen los intervalos correspondien
tes. Si estos distan en menos de una distancia 'o' se unen formando 
un sólo intervalo. 

{*) Si no se desea en el algoritmo, basta con quitar la subrutina 
'ESTAOS' y el área común 'MEDVAR' (ver apéndice B), sin que se 
altere el proceso normal. 
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III.2.7 Criterios de Terminación 

En la implantación realizada, el algoritmo termina por 

alguna de las siguientes razones 

i} Cuando el error relativo real al estimar el máximo es menor 

a una tolerancia '<c.' pequeña y predeterminada, esto es 

ii 1 Cuando el algoritmo alcanza un número máximo de iteracio
nes permitidas. 

iii) Si se han ut-ilizado todas las posiciones del arreglo que 

representa al heap y ya no existe lugar donde insertar· 
nuevos puntos. 

nota: Si esto ocurre y se desea continuar el algoritmo 
deberá modificarse 1 a dimensión de·¡ arreg1 o, defj_ 
nida por el parámetro 'NMAX' en las subrutinas. 

(ver listados en apéndice B) 

iv) Si en algún momento Mn < ~n. Esto indica un error en la 
estimación de la constante de Lipschitz para la función 
objetivo. 

III.2.8 Impresión de Resultados 

En la implantación, se permite al usuario elegir la 

impresión mediante el valor de una variable de entrada. 

Los resultados de un problema ejemplo presentados en 

las siguientes páginas contienen la máxima impresión. Los números 
entre llaves { } indican la impres1on por cada valor de la varia

ble de entrada 'IIMP'. (ver apéndice A). 
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Si IIMP 

Q No hay impresión. 

1 Escribe un encabezado con los datos proporcionados 

por el usuario y la abscisa y ordenada de la mayor 

evaluación de la función objetivo. 

2 Impresión (1) más los intervalos de incertidumbre. 

3 Impresión (2) más el heap y estadísticas finales. 

39. 

4 Impresión (2), además en cada iteración los nodos 

nuevos, va)or máximo, la diferencia relativa en la 

evaluación del error, y la evaluación de la función 
objetivo en las nuevas abscisas izquierda y derecha. 

5 Impresión (3) y (4). 



*** ALGORITMO DE SHUBERT PA~A OPTIMIZ~CION GLOBAL *** 

INT(RWALO CONSIDERADO 
PUNTO INICIAL 
CONSTANTE OE LIPSCH ITZ 

.oauooo, su.o~ooco1 

ERROR MAXIMO PERHIT IDO EPSF UN 
ERROR MAXIMO PERMITIDO EPSINT 
NUMERO MAXIHO DE ITERACIONES 
TIPO DE IMPRESION 
PARAMETRO IDESC 
PARAMETRO IESTD 

25.WLiP.;: ~ 
11.srr:.::ac 

.;;¡;,¡se.:: e 

.üs'"!::J ~ 

ITERAC!ON NUMERO NU~ERO DE NODOS Dtl ARBOL 

NOOOCSI GENERAOOISI 
VALOR 
335.50917'1 
321.151936 

VALORES DE LA FUNCION EVALUADA 

ABSCISA IZQ 
3.u20554 

32,978118 

IZQUIERDO: 260,~48382 DERECHO: 196 ,C249Z7 
26Uo04E382l MAXIM0=1x,F1x11= e 3.c2ossq, 

+-

2 

ABSCISA DER 
1 ó,2014&8 
46,3091121 

••• ( 1) 
NODO MAXIMO:Y(ll: 297.773778 
DIFERENCIA:121-111: 75.460793 

• CI O ( 2) 
DIFER~NCIA RELATI~A: DIFERENCIA/111 : 

ITERACION NUMERO 2 NUMERO DE NODOS OiL ARBOL 

NODOISI GENERADOISI 
\IALOR 
29 7, 778778 
265,767!152 

VALORES DE LA FUNCION EVALUADA 

ABSCISA lZQ 
,!164531 

l2,.!162C3 

IZQUIERDO= 187.972805 DERECHO= l33,C27548 
260,048382! MAXIM0:1x,F1x11= 1 3,020554, 

3 

ABSCISA DER 
5,176577 

20,1116732 

".111 
NODO MAX!HO:Ylll: 277,089741 
DIFERENCIA:121-111= ól,103554 

• e. C 2 J 
DIFERtNCIA RELAllVA= DIFERENCIA/111 : 

{1} 

,291HSC! {4} 

.... 
~ 

, 23~ 970 



CAPITULO IV 

EJEMPLOS, APLICACIONES Y CONCLUSIONES 

IV.1 EJEMPLOS Y APLICACIONES 

La optimización en una linea puede tener gran variedad de 

aplicaciones. Además de los ejemplos que posteriormente se presentan 
es posible encontrar casos como los siguientes: 

- Hallar estimadores de máxima verosímil itud o mínima x2 para u
na familia de distribuciones uniparamétricas. 

- En 1 o que se denomina programación paramétri ca, donde para ca

da valor de un parámetro se resue1ve un prob'lema dado ele programación 
lineal, y se desea hallar el valor del parámetro que optimice a esa 
familia de problemas. 

- En algoritmos para resolver problemas multivariados, donde se 
selecciona una dirección y sobre ésta se busca un óptimo, ya sea local 

[19] o globa'I [3]. 

Los ejemplos que se presentan en este capítulo se selec
cionaron con el fín de probar y evaluar la implantación realizada pa
ra el algoritmo de Shubert. Esta selección se hizo buscando diversi
dad en el comportamiento de las funciones ob.jet"ivo. 

En todas las pruebas, optimizar la función analíticamente 
seria un problema complejo o largo, además las constantes de Lipschitz 
respectivas no presentan problemas para calcularse. 

42. 



A continuación se describen las funciones utilizadas, se 

anexan gráficas de las mismas y tablas con los resultados obtenidos. 
Cada ejemplo se ejecutó con varias opciones en los parámetros de en
trada, los resultados que aquf se presentan se obtuvieron con los 
más adecuados para cada problema. 

IV.1.1 Ejemplo 1 

43. 

Este se refiere al problema considerado en el artículo de 
Shubert [ 25]. Se desea 

5 
max z = max r k sen((k+l)x + k) 

k=l 

en el intervalo -10 ~ x ~ 10 

La Fig. IV.l muestra el comportam·iento de esta función. 

Como es sabido, la constante de Lipschitz puede ser eva
luada como el valor máximo que toma la derivada de la función objeti
vo en el intervalo considerado, por lo que 

además 

dz 
dx 

5 

Z k (cos[(k+l) x + k]) (k+l) 
k=l 

-1 ~cos[(k+l) x+kj)~ 1 

( 1.1) 

Para todo x y k. 

y como el producto k (k+l) es positivo para todos los sumandos de 
(1.1), acotando superiormente la derivada se tiene que 

dz 5 

d ~ Z k (k+l) 70 
X k=l 
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siendo este valor la constante de Lipschitz adoptada. 

En este ejemplo se fijó una tolerancia al error permití 

do muy pequeña con el objeto de que el método finalizara al alcanzar 

222 iteraciones. Esto se hizo para comparar los resultados con los 

que obtuvo Shubert con el mismo ·número de evaluaciones de la función. 

Los resultados obtenidos son los mismos que menciona Sh_g 

bert, a excepción que él considera dos máximos absolutos, siendo tres 

como corrige llansen en [ 15 J. 

Los r1isultados se muestran en la tabla IV.1 

*** ALGODITHO OE SHUBERT PIRft OFTI~IZACJC~ GLUBAL •** 

lNTEPV•LO CC~SIGERAOO 
~u'ITO I:-.ICIAL 
éONSTA~TE DE LIPSCHITZ 

-1c.02ur:o, 1o~oo~CLJ> 

fRQQP ~AXI~C PERMITIDO EPS~UN 
<RqQP PAXIMO PER~ITIOO [P~IhT 
~UM[RO ~AXIMn DE ITEPJCIONES 
TJDQ DF lHPkFSTON 
PARAMETilO rorsc 
ºARAl'[T;¡Q IESTr 

.·~:.JrOOG 
7fJ.CQCGOG 

.C-:F-Orl 

.C5[JCi.., 
222 

TEAMik• POQ ALCA~ZIP [l hU•ERO MAXJPO CE IT[Ot(l[Nf~ '22 

H,TfPVALO( S) cCM'E Sf LOCALIZA('() ~L(LCS) rPTI"O!S) 

-1: .790736, -6,7595~8) 
-.~12871, -,426113) 
S.7749~3. 5. ,· 1(:,J ~ 9 1 

0 u~r0 n_ LA u1y1YA Ev•Luacro"' lE LI F'J ,CT\.1" 0r..,J:.:1 I' .... 
.:.22 IT::J.t,.f!C'~¿-: 1

· 1 7:} l 7 (- lt ' 1.2, _ 1 ! ~ 4 '1 J 

TABLA IV .1 



IV.1.2 Ejemplo 2 

El problema se describe de la siguiente manera: 
n Dado un subconjunto A = {a1, a2, ... , am} de R y un segmento de 

46. 

recta ten Rn, encontrar un punto xº en t tal que maximice la dista!}_ 
cia al punto más cercano de A. La Fig. IV.2.1 muestra una instancia 

de este problema cuando n=2. 

a., . " 
o 

a• 
9 

Fig. IV.2.1 

El problema es entonces max z, donde 

z = mi n { 11 x - a i 11 : x E i , a 1 E A } 
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El caso cuando n = 2 puede representar al problema de ha
llar la localización, en una calle o carretera, más lejana del punto 
más cercano de A. Esto puede tener importancia si A es un conjunto 
de puntos indeseables (con exceso de ruido, contaminación, etc.). 

En el caso tratado se considero' 

i) t = {(t,0): O~ t ~ 50} 
ii) Al conjunto A como se muestra en la columna (2) de la tabla 

IV.2.1; la cardinalidad de A es 10. 

La consideración i) siempre es posible obtenerla transla
dando y/o rotando el espacio original. 

(1) (2) . (3) (4) 

ªi (ail'ªi2) t = o t = 50 

1 0,2 0.00 2.00 
2 5,7 -1.16 1.98 
3 10,3 -1.92 1.99 
4 ( 20,-10) -1. 79 1.90 
5 ( 24,-8) -1.90 1.91 
6 ( 29,-12) -1.85 l. 74 
7 ( 35,-15) -1.84 1.41 
8 ( 44,4 ) -1.99 1.66 
9 ( 47,-5 ) -1.99 1.03 
10 ( 53,-2 ) -2.00 

TABLA IV.2.1 

Así entonces, con las características i), ii) el proble

ma se define como max z, donde 



z = . min z1 1=1, .. ,10 

=) 2 2 
con zi (ª11-tl + ª12 (2.1) 

La relación anterior define, para cada i, una hipérbola 
con eje focal perpendicular a las abscisas y vértices en (a11 ,a12 ), 
(a11 .~ai 2). Para nuestro caso nos interesa sólo la raíz positiva de 
(2.1) pues es la única que tiene significado real. 

48 • 

En los puntos de la curva descrita, el valor absoluto de 
la pendiente se incrementa en función directa de la distancia al vér
tice. Por esta razón, para encontrar la constante de Lipschitz, se 
tomó el máximo valor absoluto de las evaluaciones de las derivadas 

1, ... ,10 

en los puntos t = O, t = 50. (Ver columnas (3) y (4) de la tabla IV.2.1 
Previniendo inestabilidades numéricas debido a errores de redondeo, se 
tomó 2.0 como constante de Lipschitz. 

La Fig. IV.2.2 muestra el comportamiento de la función ob 
jetivo. 

En este caso el máximo se encuentra rapidamente, pues se 
localiza en una región dónde la pendiente de la curva es cercana a la 
constante de Limpschitz indicada. 

En la tabla IV.2.2 se presentan los resultados obtenidos. 
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50. 

'~** liLl":r')¡r~: f.\E 5 .. L_,r{¿:i:'T Ptd{t ()tTI''I"'A(lí..'\ jLG.3Al *** 

!~TtrvtLJ CC~!~:orqi~c 
PU•JTO I;,IC!AL 
·o~sr•~r= JL L·PSCH:r: 
rRROP ~AXI~O PrF~ITIO( fPS~ 
cRqCP MAXIµG PrRurrror EPSI 
~UµfPD UAX!PO rE ITERACICNc 
TIPC o~ IMPRtS~o~. 
nA~At-'[Tt~J It:r.-5C 
nAr>APET~O IE!'.F' 

. 1 

INTEPVALD(Sl Crh~: SE LOCALIZA(ij) fL(L~Sl CPT!PJ(~l 

S7.7'H 732, 

ou~TO CE LI ~tYl~I EVILUJCI~\ ~[ LI FU~Ciu• O~JE'IVu 
['! 17 IT:liACIO~.ES ( 3:.?,PiJ(39c-, !J,!l/243'.'l 

TABLA IV .2.2 



IV.1.3 Ejemplo 3 

Este caso es parecido al anterior. La formulación puede 
provenir del problema de localizar un centro de distribución en una 
calle o carretera, de tal manera que la suma de las distancias a los 
puntos consumidores (conjunto A) sea mínima. 

Considerando los conjuntos i y A definidos en el ejemplo 
2, el problema se describe como 

10 ,---------~ 

min z = min E j (ail-t) 2 + (ai 2) 2 

i=l 

51. 

Como se mencionó en la sección I.4, la constante de Lips
chitz de una suma de funciones de Lipschitz es la suma de sus respec
tivas constantes. Considerando esto y los datos de la tabla IV.2.1, 
se fijÓ 17.5 conm constante de Lipschitz para este problema. 

La Fig. IV.3.1 muestra esta función. Sin embargo, como la 
implantación del algoritmo de Shubert fue hecha para obtener puntos 
máximos, se cambió el signo de esta función dando lugar a la que se 
muestra en la Fig. IV.3.2. A esta nueva función se le aplicó el al
goritmo, obteniéndose los resultados presentados en la tabla IV.3. 

Como aquí el óptimo esta en una región con una pendiente 
cercana a cero, a pesar de que el resultado obtenido es bueno {error 
menor a 5 x 10-~). los intervalos de incertidumbre son 6 en 160 itera 
ciones permitiendo no menos de 10-l unidades de separación entre ell~s. 
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*** ALGORITMO DE SHUBERT PARA OPTIMIZACION GLOBAL *** 

INTERVALO CONSIDERADO 
PU~TO INICIAL 
CONSTANTE DE LIPSCHITZ 
ERROR MAXIMO PERMITIDO EPSFUN 
ERROR ~AXIHO PERMITIDO EPSINT 
NUMERO MAXIHO DE ITERACION~S 
TIPC DE IHPRESION 
PARAMETRO IDESC 
PARAMETRO l[ST(' 

.oDoroo, so.000000> 
25.IJOOJDO 
17,500000 

.roe-seo 
,lOC'OOO 

500 
2 
1 
o 

INTEPVALO(Sl DONDE SE LOCALIZA(N) éL(LOSl CPTIVQ(Sl 

23,323621, 
23,454331, 
24 ,186164, 
Z4,781936, 
27,387398, 
27,978313, 

23,326880) 
23.45759Gl 
24,2512lül 
27,('57565) 
27,49'.1814) 
28.202565) 

PUNTO DE LA ~AXIMA EVALUlCION DE Ll FUNCIOL OuJETIVG 
E~ 160 ITERACIONES ( 26,05574ú , -lsl.36144ñl 

TA81.A IY,3 
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IV.1.4 Ejemplo 4 

Aquí' se consideró la función original del eje.-.plo anterior 

(Fig. IV.3.1), pero se óuscó el punto máximo. 

Los resultados obtenidos se muestrmn en la tabla IV .4 

••• AL~OPIT"O DE SHUBERT PARP OfTIµIZACION GL09AL 

INTEPVILO CONSIDERADO 
PU'lTC' l!><ICIAL 
CONSTA~TE DE LJPSCHITZ 
ERROP µ1XI~O PERMITIDO EPSFUN 
FRROR ~AXI~O PERMITIDO EPSINT 
HU•EPO ~AXIMO DE ITERAC!rNES 
~!PO DE IM~RFSION 
PARAtl[ TKO ID[ se 
DARA''ET~O !ESTO 

,UOOOOO, 50,00COCOl 
25,00COOU 
17,50['::JQ[, 

,COOOCl 
,OlOJOO 

scu 
2 

INTEªVILGIS! DONDE SE LOCALIZACNl ELCLOSl CPTI•OCSl 

-,000007, ,DO.OU4 7 l 

~u~Tn a~ LI •AY!µA EVALUICID'l O[ L• FU~CIO~ O~JETIVG 
EN 12 IFRICIONES 1 ,!JOl'OOb , ZE2,6494PJ 

TAllLA IY, 4 
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En este ejemplo el algoritmo alcanza muy rápido la solu
ción (12 iteraciones con un error menor a 10-6) debido a que el ópti
mo se localiza en el punto con mayor pendiente, siendo ésta muy cer
cana a la constante de Lipschitz especificada. 

IV.1.5 Ejemplo 5 

El problema que se describe a continuación se obtuvo tra
tando de encontrar una función cuya constante de Lipschitz fuese fácil 
de determinar y que su valor máximo no pudiera ser encontrado analíti
camente en forma sencilla. 

La función de este ejemplo fue inventada, sin embargo pro
blemas de este tipo son usuales en Teoría de Juegos donde se desea ma
ximizar la pérdida del adversario, suponiendo que éste va a elegir la 
mínima pérdida entre varias alternativas. 

Se desea max z, donde 

con f 1(x) sen (1.5 x) 

f 2(x) ((x-9)/5) sen ((x-9) 1·3) 

f 3(x) sen( 2 sen(x)) -

en 10 ~ x ~ 20 

En la Fig. IV.5.1 se presentan las funciones fi:i=l,2,3. 
Y en la Fig. IV.5.2 la función objetivo. 

Como constante de Lipschitz se tomó la mayor constante de las tres 
funciones (ver sección 1.4), siguiendo el procedimiento ya señalado 
anteriormente 
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1.5 cos(l.5 xl => 

df2 = l {(x-9)cos((x-9)1. 3)(1.3)(x-9)o. 3 + sen((x-9)1. 3)} 
dx 5 

df 3 

dx 
cos(2 sen x) 2 cos x ===> 

59. 

Esta función es complicada para ser resuelta analíticame_r:¡__ 
te y por su estructura no es posible obtener su solución con métodos 
convenciona "les de opti mi zaci ón en una linea. Los res u1tados obtenidos 
se presentan en la tabla IV.5. 

IV.1.6 Ejemplo 6 

En la Teoría de1 Análisis Numérico, el problema de encon
trar los ceros de una función ha sido estÚdiado por diversos autores. 
Una aplicac"ión importante del algoritmo de Shubert es la resolución 
de este problema, maximizando el negativo del valor absoluto de la 
función original. Los resultados que se obtienen son muy buenos pues 

se localizan todos los ceros y la función unicamente debe satisfacer 
la propiedad de Lipschitz. 

Aquí se utilizó la función del ejemplo anterior. La grá-
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fica del negativo del valor absoluto de dicha funci.ón se muestra en 
la Fig. IV.6. 

61. 

Cuando se trató este problema con la implantación realiz_Q_ 
da hubo dificultades .originadas por inestabilidades numéricas, debido 
a que el algoritmo termina cuando la diferencia relativa entre los V-ª. 

lores máximos de la función lineal por pedazos (Mn) y la función obj~ 

tivo (<Pn} es menor que un valor pequeño predetenninado. Esto es, ter
mina si 

(6.1) 

En este ejemplo el numerador y denominador de (6.1) tienden ambos a 
cero conforme el método converge a la solución. Para evitar las irr~ 
gularidades que esto causa, la función se trasladó una unidad positi
vamente sobre el eje ordenado. De esta forma el denominador tiende a 
uno y ya no hay dificultades. 

Los resultados con esta modificación se presentan en la 
tabla IV.6 

IV.2 CONCLUSIONES 

La implantación del algoritmo de Shubert mediante un árbol 
binario con estructura heap es el punto fundamental de esta tesis. Es 
una idea original que permite explotar las características de la met_Q_ 
dología a través de la estructura mencionada. También es importante 
señalar el uso de un árbol binario y su etiquetado en inorder para OQ_ 

tener eficientemente los intervalos de incertidumbre do11de se locali
za la solución final. 
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La implantación requirió 1.1215 K de memoria para las in~ 
trucciones y 6.425 K para las variables utilizadas. Estas cantidades 

incluyen los programas ejemplo del usuario presentados en el apéndice 
B, cuya área total es de 0.195 y 0.153 K de instrucciones y variables 

respectivamente. 

El algoritmo de Shubert ha sido criticado por dos razones. 
Primera, que su convergencia es lenta comparada con la de otros méto

dos; segunda, que la determinación de la constante de Lipschitz de 

funciones utilizadas en la práctica muchas veces es compleja. 

Ante estas dos razones es posible argüir lo siguiente. 
Primero, que existen pocos algoritmos de optimización global; y de 
estos, los que obtienen un resultado determinístico son menores aún. 
Además si la función tiene varios óptimos globales, el algoritmo de 
Shubert los determina todos mediante el uso de los intervalos de in
certidumbre. Segundo, el método funciona con cotas superiores a la 
mínima constante de Lipschitz (tal vez no eficientemente, pero fun
ciona), siendo éstas usualmente más fáciles de obtener. 

Observando los ejemplos que se presentaron en la sección 
anterior hay varios puntos que conviene remarcar. El método tiende 
a ser menos efi cien te cuando ·¡ a región de la curva que con ti ene a 1 
óptimo tiene una pendiente pequena o cuando se incrementa el valor 
de la diferencia entre la constante de Lipschitz elegida y la real. 

En los ejemplos considerados los resultados obtenidos fu~ 
ron buenos y el tiempo de CPU fue menor a 0.6 seg. en el problema más 
difícil. 

La aplicación de obtener los ceros de una función de Lip~ 

chitz, transformando el problema a uno de optimización da excelentes 
resultados pues se obtienen todos los ceros del intervalo considerado. 
Es un problema de interés para el Análisis Numérico y que se ha estu
diado bastante debido a sus diversas aplicaciones. 



APENDICE A. 

GUIA DE OPERACION PARA EL ALGORITMO DE SHUBERT 

A.I PROCEDIMIENTO 

En esta sección se presentan las indicaciones necesarias 
para utilizar las subrutinas que constituyen la implantación del al
goritmo de Shubert. 

El usuario debe de elaborar un programa principal desde 
el cual se llamará al algoritmo de Shubert, y otro para evaluar la 
función objetivo(*). Estos programas deben cumplir las especifica

ciones detalladas en las siguientes secciones. 

A.I.1 Programa Principal 

Este programa deberá tener la estructura mostrada en el 

esquema A. l. 

Y de acuerdo a este esquema los pasos que deberán seguiI:_ 

se son los siguientes 

(*) En el Apéndice B se listan, a guiza de ejemplo, el programa prin 
cipal y la función objetivo utilizados para generar los ejemplos 
que se presentan en el capítulo III. 

A.1 



(1) 

(2) 

(3) 

A.2 

Cols. 5 6 7 

$ 
COMMON/USERIN/XA,XINI,XB,CL,EPSFUN,EPSINT,NITMAX, 
IIMP,IDESC,IESTD,IUSR,INIC,XSOL,FSOL,IFIN,IERR 
EXTERNAL EJMPLO 

(SE DEBEN ASIGNAR VALORES A LAS VARIABLES 
QUE LO REQUIERAN DEL AREA COMUN 'USERIN') 

(4)1~ ~~~~~i~:_:_L_S_H-UB_R_T_(E-J-MP_L_O)--~~~~~~~~~~ 

ESQUEMA A.l 

(1) Declarar el área común de que dispone el usuario(*). Con ella 
se proporcionan los valores de las variables requeridas por el 
algoritmo y se obtienen los resultados. 

(2) Definir como función externa el nombre de la subrutina elabo
rada para evaluar la función objetivo. 

(3) A lo largo del programa se realizan los cálculos que requiera 
el. usuario. Además se deben asignar valores a las variables 

que lo necesiten del área común mencionada en (1). Los valo
res deben ser asignados según las convenciones de Fortran; 

esto es, las variables cuyo nombre comience con I,J,K,L,M,N 
son enteras, y las otras, reales de precisión sencilla. 

(*) En la sección A.Ir de este Apéndice se describe el significado 
de las variables que constituyen esta área común. 



(4) Llamar al algoritmo de Shubert. Cabe hacer notar que el 

nombre del parámetro usado al llamar la subrutina SHUBRT 

debe ser el mismo que se definió en (2). 

A.I.2 Subrutina para Evaluar la Función Objetivo 

La estructura que debe tener es la mostrada en el esque-
ma A.2 

Cols. 5 6 7 

A.3 

(1) FUNCTION EJMPLO (X) 
(2) COMMON/USERIN/XA,XINI,XB,CL,EPSFUN,EPSINT,NITMAX, 

(3) 

$ IIMP,IDESC,IESTD,IUSR,INIC,XSOL,FSOL,IFIN,IERR 

l
. EJMPLO 

RETURN 

______ l~END~~~~~~l 

Dónde las indicaciones son las siguientes 

(1) Definirla como función, cuyo único parámetro es el punto donde 
se desea evaluar la función objetivo. El nombre de la función 

debe ser el mismo al declarado en el programa principal (ver 

sección A.I.1) 



A.4 

(2) Declarar al área común 'USERIN 1 (mencionada en A.1.1}. Aquí 
esta declaración es opcional y sólo se requiere cuando es ne 
cesario utilizar alguna de sus variables. 

(3) Calcular el valor que toma la función objetivo en el punto 
mencionado en (1). 

A.II PARAMETROS DEL ALGORITMO 

En esta sección se explica el significado de las variables 
que forman al área común 'USERIN'. Esta, fue mencionada en la sec
ción anterior y se refiere a las variables que interesan al usuario(*). 

Como se mencionó anteriormente, el área común se declara 

COMMON/USERIN/XA,XINI,XB,CL,EPSFUN,EPSINT,NITMAX, 
$ IIMP,IDÉSC,IESTD,IUSR,INIC,XSOL,FSOL,IFIN,IERR 

En la descripción de las variables que se da a continuación 
se sigue la siguiente convención 

(*) 

Tipo significa variable de entrada o INPUT. 
Tipo O significa variable de salida o OUTPUT. 
Tipo D significa que no es obligatorio asignarle valor, 

esto es, tiene un valor de DEFAULT. 

Si se desea tener acceso a alguna otra variable que utilicen los 
programas, será necesario consultar el listado de la subrutina 
SHUBRT (Apéndice B), en el cual se explica el significado de las 
variables más importantes incluidas en áreas comunes. 



Parámetro Ti.po Valor 

XA 

XINI 

X~ 

CL 

EPSFUN I,D 

EPSINT I, D 

NITMAX I ,D 

IIMP 

o 

1 

2 

3 

4 

A.5 

~i.gni.fi.cado 

Cota i.zquierda del intervalo de análisis de la 
función objetivo. 

Punto inicial o semilla donde comienza el alg~ 
ritmo. Si no se tiene preferencia por un pun 
to determinado, es recomendable fijarlo como
el punto medio del intervalo por analizar. 
Restricción : XA <XINI <XB. 

Cota derecha del intervalo de análisis de la 
función objetivo. 

Cota mínima superior calculada para la cons
tante de Lipschitz de la función objetivo. 

Valor máximo aceptado para la tolerancia al 
error relativo en el valor máximo de la fun
ción objetivo(*}. 
Valor de Default = 0.001. 

Valor máximo aceptado para agrupar intervalos 
al calcular los intervalos de incertidumbre(**). 
Valor de Default = 0.01. 

Número máximo de iteraciones permitidas al al
goritmo(*). 
Valor de Default = 500 

Indicador del tipo de impresión deseada. 

Sin impresión 

Impresión de encabezado señalando los paráme
tros de entrada, abscisa y ordenada de lama
yor evaluación de la función objetivo. 

Impresión (1) más el conjunto de intervalos 
de incertidumbre(**). 

Impresión (2) más valores de los nodos del 
Heap final con estadísticas(***). 

Impresión (2) más resultados intermedios en 
cada iteración del algoritmo. 

(*) Ver "Criterios de Terminación", Cap. llI, sección 2.3' 

(**) Ver "Intervalos de Incertidumbre", Cap. III, sección ~.6 

(***) Ver "Estadísticas del Heap", Cap. m, sección 1...S 



A.6 

Parámetro Ti.po Yalor Signi.fi.cado 

IDESC 

IESTD 

IUSR 

INIC 

XSúL 

FSOL 

IFIN 

I, O 

l,D 

I, O, O 

o 

o 

o 

o 

5 Impresiones (31 y (41. 

1 Descarta el nodo que se introduce al final del 
Heap en cada iteración y cuyo valor sea menor 
que la máxima evaluación de la función objeti
vo en ese momento. 
Valor de Default = O. 

1 Calcula valor medio, varianza y desviación de 
los nodos del Heap. Si 'IIMP' toma valores 3 
ó 5, IESTD toma va lar forzoso = 1 

Es una variable disponible para el usuario. 
NOTA : Si se desea utilizar en la subrutina 
que evalúa la función objetivo, deberá incluir 
en esta subrutina el área común 'USERIN'. 

O Valor de la variable al iniciarse el algoritmo 
de Shubert. 

1 Valor cuando ya ha sido evaluada la función ob 
jetivo. Este indicador es de gran utilidad -
cuando se deben leer coeficientes que intervie 
nen en el cálculo de la función objetivo, pues 
fistos sólo es necesario leerlos en la primera. 
evaluación. NOTA : Si se desea utilizar en 
la subrutina que evalúa la función objetivo, 
deberá incluir en esta subrutina el área co
mún 'USERIN'. 

Abscisa donde se encontró la mayor evaluación 
de la función objetivo. 

Valor de la función objetivo en XSOL. 

Indicador de terminación del algoritmo de 
Shubert. 

1 Terminó porque la diferencia relativa del error 
es menor que EPSFUN. 

2 Terminó por alcanzar el número máximo de itera 
ciones permitido. 

3 Terminó porque se ocuparon todos los nodos dis 
ponibles en el Heap (600). Si ocurre esto y 
se desea continuar el proceso, será necesario 
agrandar el parámetro NMAX en todas las subru
tinas que componen el algoritmo. 
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Parámetro U29 Valor Si.gni.fi.cado 

IERR o 

4 Termi:na si en alguna iteraci.ón se registra que 
el nodo generado es menor que el valor de la 
función objetivo en la misma abscisa. 

Indicador de error en el algoritmo. 

1 Es el mismo caso de IFIN = 4. 

2 Se ocupó totalmente el arreglo donde se guar
dan los intervalos de incertidumbre. (Dimen 
sión 300). Si esto ocurre será necesario -
agrandar el parámetro NINTMX definido en las 
subrutinas INTSOL e IMPRES; o bien, procuran 
do que el algoritmo con ti nue para descartar 
intervalos de incertidumbre(*). 

(*) Ver "Intervalos de Incertidumbre", Cap. m, sección l.b 
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APENDICE B. 

PROGRAMAS DE LA IMPLANTACION DEL ALGORITMO DE SHUBERT 

B.I DIAGRAMA DE LA IMPLANTACION 

El algoritmo de Shubert se implantó mediante 8 subruti

nas (sin contar las 2 proporcionadas por el usuario), interaccionando 

como se muestra en el siguiente diagrama 

YXNOVO 

PROGRAMA 
PRINCIPAL 

(Usuario) 

SHUBRT 

INTSOL 

FUNCION 
OBJETIVO 

(Usuario) 
CAMBIO 

DIAGRAMA B.1 

B.1 

IMPRES 



8.2 

Las funciones que desempeña cada subrutina en la implan
tación del algoritmo de Shuóert, se enumeran a continuació/*) : 

SHUBRT 

YXINIC 

Y X NOVO 

- Subrutina principal del algoritmo de Shubert. 

- En ella se dirige la secuencia de ejecución de las otras 
subrutinas. 

- En ella se explican, mediante comentarios, el signific.!!_ 

do de todas las variables importantes del algoritmo lo

calizadas en áreas comunes. 

- Real iza la etapa que se le llamó "Inicialización del Al 
goritmo" descrita en el Cap. m. 

Prende un switch para que termine la ejecución si 

1) El error relativo obtenido es menor que la tole-
rancia permitida, 

2) Alcanzó el número máximo de iteraciones permiti-
do o 

3) El Heap está totalmente ocupado y no es posible 

guardar más nodos en memoria. 
- Realiza la etapa que se llamó "Generación de nuevos no

dos" descrita en el Cap. JII. 

HEAP Verifica y hace los cambios necesarios en el árbol para 

que se mantenga la estructura Heap, tal y como se descrj_ 
be en "Conse,rvación del Heap" en el capítulo llI. 

CAMBIO Intercambia el valor del i-ésimo nodo con sus abscisas 
izquierda y derecha por los valores que están en el -

j-ésimo nodo. 

(*) Para comprender esta descripción es necesario conocer el algorit-
mo de Shubert (Cap. 1I), y la implantación real izada (Cap. fil). 



ESTAOS 

INTSOL 

IMPRES 

Actualiza para cada iteración el valor medio, varianza 
y desviación de los nodos del Heap, Ver "Estadísticas 

del Heap" en el Cap. :or. 

Realiza la parte denominada "Selección de intervalos de 

incertidumbre", descrita en el Cap. m. 

Subrutina para imprimir encabezados y valores de varia 

bles determinadas que intervienen en el algoritmo de 
Shubert. 

8,3 



B.II LISTADOS DE LOS ELEMENTOS SIMBOLICOS DEL PROGRAMA 
PRINCIPAL Y SUBRUTINA DE EVALUACION DE LA FUNCION 
OBJETIVO UTILIZADOS EN LA GENERACION DE LOS EJEM
PLOS DESCRITOS EN EL CAPITULO III. 

B.4 
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C**•********************************~**************************•******** 
e 
e p Ro G ~A~ A p P. IN e I p AL DE p R u E B As 
e 
C*******•*******•************************************************~****** 
(. 

(. 

e lREA :o~UN :uvas VALO~ES SJ~ PROPORCIONADOS POR EL JSJARIO 
e 

e 

co~~O~/USE~IN/XA,XINI,XB,CL,tPSFUN,EPSI~T,NITMAX,II~P, 
* IDESC,IE~TO,IUSR,INIC,XSOL,FSOL,IFIN,IERR 

. ~ _F u~Cl.ll" Ex TERNA PROPOR ciar, iDA POP EL usu i PI u 
e 

EXT(R>¡AL F"NCIO 

C LECTURA DE JATOS 
e 

e 

~ÉADl5,51 XA,XI~I,XB,CL,EPSFU~,EPSINT,NITMAX,TIMP, 
$ IDESC,IESTD,IUSR 

5 FORMATI) 

C LLAMA A SUB,UTINA SHU3ERT 
e 

e 
CALL SHU3~TlFUNCIOl 

STOP 
E"ID 



C*********************************************************************** 
e 
(. 

e 
F U ~ C T O ~ E S 

c•••**********•*******************9**********************•••••••••*••••$ 
e 
e 
C VE~ LA SU3RJTI~A o,rNCIPAL PARA 
C - S!GNIFICAJO JE LAS VARIABLES EN AR[AS COMUNES 
C - fj~CIONES DE LOS SUBPROGQAMAS 
e 
( 

e 

e 

e 

FUNCTION FUNCIO(Xl 

DI~[NSION V(l0,2) 
CO~MON/USER!N/XA,XIN1,X~,CL,EPSFUN,tPSINT 1 NITMAX,Il~P, 

• IJtSC,IESTD,IUSR,INIC,XSOL,FSOL,IFIN,IERR 

5FO'll<lAT(l 

C E J E M P L O 
e 

e 

HD T = D,0 
Do 150 K 1,5 

151) T = T + K * SINI (~+ll"X + Kl 
FU'4CIO = T 
RETURN 

C : J E ~ P L O 2 
~ 

e 

e 

20D IFIINIC ,NEo 01 GO TO 21C 
READ19,5) 1v11,11,v11,21,I = 1,10) 

210 T = O,~ 
T2 = 0,tl 

DO 25'l I :: 1,U 
T l :: Oo O 
Tl: IVll,ll•X)*$2,0 • VII 9 2l@*2,D 
T2:: SQRTITll 
IFI I ,EQ, 11 THEN 
T = T? 
ELSE 
T = A'lINl IT2,TI 
EN:J Ir 

2511 CO~Tl'JUE 
FlJ'ICI O = 
RETUR'I 

e r J E ~ º L o s 
e 

y 4 

3ro IF(I'IJC ,'IE. )) GO TO 3D 
READl9,5) IVII,ll,VII,21,I=t,101 

31 l. T = .• • ~ 
DO 35r I = 1,l!J 
Tl = ~.e 
T 2 = "• C 
Tl = IV(I,ll-Xl*•2,f1 + VCI,2) ** 2,1: 
T2 = SQ~TITII 
T = T + T? 

B.6 



e 
e 
e 

e 

35(; CO~TINUE 
IFCIUSR e'::~ o 41 T = •T 
FU'lC[O = r 
RETUQ'l 

E J E " p L o s s V 6 

~60 IflI~IC .NE. 31 GO TO ijll 
READl9,51 SIU 

410 Fl = SINllo§$MI 
f2 = IIX-SK2l/Se01 $ Sl~ICM-SK21••l.Jl 
F3 = SINCXl 
F3 = SINl?oD $ fJI 
T = lMIN11F1,Fl,f3l 
XFIIUSR .Ea. SIGO TO ,20 
IFIT 0 GE 0 3oBI T = -T 
T: lotl + T 

HO fU'lCIO : T 
RETURN 

END 

a EJEMPLO ~ 

¡¡ fJEMPLO 6 
iil EJEMPLO 6 

·s.1 



B. I II LISTADOS DE LOS ELEMENTOS SIMBOLICOS DE 
LAS SUBRUTINAS QUE CONSTITUYEN LA IMPLA!:!_ 
TACION DEL ALGORITMO DE SHUBERT. 

B.8 
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~tº********~**********~****~**º****~'~***~***************~*************** 

e::. J :, o l.1 T I 1\J li. l ? \ L r :__ 

r J 

C**********************6*$*********~************************************ 
e 

e 
c 
e 

c 

e 
e 
e 

e 

l 

E~ ESTE PR~3~AMA s~ EYPLICA~ A TK,VfS O· ~JUl~T•w1os 
= LA~ VA~IA~LFS ~~ A=EA~ CCY.UNfS Y 
- L1• FJ~:ro~ES DE CADA •ueF~oGRl~A 

SU3~JUTI~~ S~JBttT(cU~CQql 

\ '-: t, X = ) ~ ~ E 'J : I 1 , C.' L A: 3 f\ l , f S T f', E<:: t \¡J...-:::,. --:; v A X U E. "J '.) D ("IS 

T~FOR~ACTO~ P~OPJRCI0~ADl POQ ~l u•u•~TO 
XA Ll~ITé IZC.JIE~DO ~EL INTEQVALO CO~SID[ttAJO 
XINI ~~~TO I~t•¡AL (~~·JLL' l P•RA i TC'AQ •L ALaOR 1 T"u 
XS LI~IT~ JEQECH0 DEL IhTEDVALC C0~SIDER~DO 
CL ~l~IuA CJTl SUPE~JCQ I LA CDNSTA~TE DE LIP~CHITZ 
EPSFU~ - CJTA SUP[A!OR AL fRRLA PEPM[TIJO AL CALCULAR El OPTIMO 

(VALO~ V.': JEF'UlT ',<Jll 
cPSINT :JTA SUPéºJOD AL ERQCO PEOMTTIDO FN LA S:LECCION JE 

~IT"l&Y 

11"~ 
I O' s:: 

IEST9 

rus~ 

l\JTERVAL05 rN L"S AqSClSAS ~u~ :-::,··T[~rA~ ~L D0 TTi.·;: 
(VALO< Dé JEFAULT ~,'.ll 
~U"IE,o "IAYI"IO DE !Tf~ACICNE5 P[~~r1ro•s 
IVALC, O~ VEFlULT ~-'l 
11JIC1DO, J,l TIPC De JVPRESION REOUERJOA 

8:~ ,;(A,.T,.\ [L "1'1'.'"0 5;_;,[1-.A1..,~ :...Jt SE~ Vt.NO, 

QJí FL VILOK MIXIMC EN LIS "VALLACiüNES 
O[ LI FUNCION OBJETIVO 

l~JICADD~ l = GE~ERA H•DIA,VIRIA~ZA Y DéSV!A~lOh ~E 
LOS ~GDG5 rcL H[1P 

I~~ICADO« DISDQ1JPL, PARA el USUA~IO 

IN•ou~1:JO~ •~OPORC!O~ADA AL USLIRTO 
!NIC l~)IC~D0~ NO HA •1ro EVALUADA LA FU~CJO~ O~JETIVO 

l = YI HA ,r~o tVALUAD\ LA fU~ClD~ QQJ[TIVO 
>50L PCSISA '115 APROXJ"ACI A LA SGLJCTO'I 
•SOl ~ALO~ )~ LA FUNCIO~ L•JfTIV~ vas APROV¡~IDI A L! SuLUCI~~ 

f·lJICA0~1 ~f fE~~I~ACIO~i 
l~JI:100~ J[ -qooc 

CO~~J~/US~~T~/XA,Xl~l 1 X3,CL,L~s~u~,~P~l~T,~!TMAX,I!v?, 
* IJ:~~.1:s1í1,[USr1,l"!IC,XSOL,F~uL,IFTN,1~Q~ 

' y! I l 
v I ! I l 
Y D ( I l 
y.., J ~ 

~ J.,.-=<:~ Q·= \~r-: '.:. JfUP1--r· .. ~ 

V1LD> ~EL 1-ES[uJ ~O[l 
V~LJ~ D~ LA A~SC!St l~JU!f~9A D~L I-E~l~O ~09J 
\/:\LO~ J~ LA A'.'SCI<A ._.r;~fCWA SEL I-tSI'-'Ll \l0.JC' 
V\~0~ D~l ~ODJ u¡~¡u~ 

C" ~ ~ '."" \J / e \i ~)OS/ \J , Y ( '>: ~ ~ ,: ) , X T l iJ:.... t X ) , ): L- ( ~,.. . X ) , Y"!"' 

=>A0A"1':T;'}S 
\¡¡J ... I 1 ... ·1 \j T:. ) '; '.) r :. L --¡ u V.:..;):_ t I l' .; de T [ \¡ ~ f 



e 
e 
e 

e 

JlF 

JIF~EL 

JFE~E'ICH f~TRE fL ~ODO MAYOR Y LA MAX1'1A [VALUA:ION' 
J. LA FUNC¡ON OPJíTTV' 
JlFERE~CIA Q[LATIVA = OTF / MAXI'I• fVALUACIO~ DE LA FUNC 0 

CD~~O~/PAijAI-IS/~UMIT,DIF,DTFRlL 

VALOq:s ~sP[CIALé5 EN LAS EVALUAcIONfS DE LA FUNCION 09JETIVO 
L VFXO V \LQq D': LA FUt-lC! 0r-. tVAI UAiJA f•. X~ 
e VFXINI V~LOR D~ LA FUNCION LVALUAuA E~ XINI 
C VFX3 VALOR DE LA FUNCION (VALUADA EN XB 

e 
l 

e 
e 
e 
e 
L 
e 
e 
e 
e 

VFM v•LOR MAXI'líl fN LAS EVALuAC[ON[S DE LA FUNCIO• OBJETIVO 
XVF~ 13SCISA or LA MAYOR tVALUACION JE LA FUNCIO~ OBJETIVO 

CO~MO'I/VALFUN/VFXA,VFXl'II,VFXB,Vfl,VFO,VFH,XVFH 

•uxru ARES 
SU'IY 
su~vz 
VALA~T 
VALA'l2 
V'IEJ 
vv a:¡ 
ABSI'IT 
'I INT 
YDES 

E~ El CALCULO DE ~EOlJ Y VARIA~ZA 
SU~A JE LOS V,LORrS cr LOS NODOS 
SU~A DE LOS CUAORlOO, Df LOS VALORES 
VALOR DcL ~000 Vil) ,UF. ~f fL!MIN~,A 
:UADQADO DE V~LANT 
~E)!A DE LOS NOJJS YlII 
VA~IANZ~ DE LOS NCDOS VIII 
Aq<EGLO co~ LOS I~TErtVALOS-SOLUCION 
~U~EAO J~ lkT.RVAlOS-SOLUClf~ 
JéSVIACION DE LOS NODOS VIII 

SELEC:IO~ Dé INTERVALOS-SOLUCION 

co~~~~/SC:LINT/ABSINT l lOJ,?) ,:,INT 

DE LOS NODOS 

ASIGNA VALo,~s A EPSFJN,~PS!~T.~TT~AX S¡ ESTOS N0 FUERON DADOS 
C ~o, EL USJA<l3 
e 

l~(~D~FU~ eEQ. ~oC) EP~FJ' = ~ .fGl 
IF(EPSINT .EQ, 11, ") EPSl'lT . ,r 1 
IF<~ITMix ,EQ, i1 NITYAX 5~r 
IF<JIYP ,ºo, 1 ,oR, IIMP .Eo. s1 IE5TD = 1 

LA SU3QUT[•A 'l~PRES' tuPRI~• VALORE• QE VA~IABLFS J l~DICACICNES 
C JEºENJIENDO QE SUS PARAMfTROS DL ENTQAOA 

e 

5I II~P ES ~ ~YOR o IGJAL A u~·o P'PPIMt. ENCt.élEZADC I~ICUL 

lFIJIYP ,;~. ll CALL !MPRFS<,,INDINT) 

LA SU3QUT!' A 'YX[~l ~' ! ',: Cl A C:L ALSC", TI' JE Sr!URt:QT Y 08TIE~l 
Lúº P,I~<qcs NODOS co~ A~SC15AS IZfUI[RDA V DERECHA, 

CALL YX!~!CIFJ~CJ~I 
!N)l~T - 0 

l ºril'IC1°I• fL P,QCESJ lTE~ATIVO GfL ALGORIT~O üE $HU3ERT 
::o\J IJ'I L!'l,jlf Sú?:01('"\ o- v1r~---.x. i.T~Q(.,.r'l::NEC 

J') l(r ~J~IT = 1, '1lT'<A1 
L 

C 51 ¡¡wo YAY0> O ISU&L A CUATºO, FS(PTd' LOS ~üJ05 3EN¿QAJO~ ~h 
:A)A !Tc~aCI '\ CJ~ ~us RfSPE[Tiv•\ 4n_c1~•s r:auitDJA Y )EQlCHA 
ADE'IAS LA EV~LUACIO\ DE LA Fu•,CC'I O"J>lIVO ~r, [STAS A9SC15AS Y 
ºL VAL~, MAxl~~ €~ CAJA !TF,ACI~~ 

·s.10 



e 

IFIIIup ,LT, o¡ 30 TO,· 
CALL IMD<é515,I'l)!'ITJ 
CALL IMP<•S(6 1 1NJINT) B.11 

C LA su3quTI~A 'HEAP' [F•CTUA LOS ca•ero~. SI SE ~rourr~E'I, DlaA CON
c SE<vA< LA 'ST<U~TUR• 'H[4P' ~E LCS N000S Yl!'IOJ 1 XI(lNOl,XD(l'lúl 
C )O~DE •r·a· PJ[OE T0~1q VALQQES INTCIALES 'l' 0 'N', 
e TNT[RCA~~I• AL PA~Rc CON EL •AYé~ CE sus HIJOS, 
e 

e 

e 
e 

9 ¡¡ I 'l:l = l 
CALL 1-1EP11"1:ll 

lFl!'\f'PT ,[:¡, 2l !He -
IND = 1\1 
CALL _HEP I I'IDl 
EN) IF 

~ S0LO SI SE GENEPQ EL NODO(NJ 

C LA SU3~UTINA 'YX~OVO' OBTIE~E LA DIFERENCIA P[LAT¡VA ENT~E EL NODO 
C MAYOR GENERA~O POR EL ALGORITMO DE SHU~ERT Y EL ~AXIMO VALOR 
C EVALUADO DE LA FU"ICICN 09JETIVO, 
C SI ESTA 9IFEQE'l:IA ES MENOR CUE EPSFUN LA [J[CUCION TER~¡NA, EN CASO 
e CO~TRAQIO G~'ISQA DOs NuEvos NODOS, INTRODUCIENDO AL MAYOR D[ ELLOS 
e ~oq LA qa¡z V AL HE~oq POR LA ULT[~A HOJA, SI ESTE ULTIMO FS MENOR 
C QUE LA uAx1~, EVILUAC!O~ DE LA Fu~r!Ph, LO D~scaRTA, 
e ·r~DI~T· ES u~ INDICADOR DE CUA~TOS NODOS NUEVOS SE GENEQARON, 
e '!FIN' fS u~_ l~DICA~Oi DE T[QHJ~•cION 

CALL YXNJVO(FUNCOB,INOI~Tl 

IF!IJvp .~E. 4) CALL :~Pi[S17,I'DJnTl 
e 

~ TERHINA EL ALGORITMO 
(; 

C LA SU3RUTINA 'ESTAOS' 03TIE~E LA MEOIA,VARIANZA Y ~ESVIACION 
C )E LOS NOJOS )EL HEAP, 
e 

IFll:STC .::o. 1 ) CALL ES f ,1[1<; ( f ·~DI,_ f) 
e 

lc"~ COHI\JUE 
e 
e 

2!'?0 IFIIFI"I eC::lo 2} CALL IMPRfS(o,INDINTl ~ ALCA-NZO NIT•AX ITERACIONES 
IF!IFTN •E:}• 31 CALL IMPRES ( ¡r I INDINT l ~ SE OCUPO TODO !:L 
IF! IERR ,E~, l) CALL IMPQESIS,I'IDINTl ~ ERROR E~ LA ere 

e 
e SI II~P IGUAL A TRES o • CINCO r~PAI~E AL IRBOL fNTEAu y 
e LA MEDIA, VAqIANZA y D~SVIACJON rE sus NODOS 
e 

[F(t(•D .:Q, 1 ,JQ, llMP ,Eo, 51 CALL l~D Est~,INDI"IT) 
e 
C LA SU3RUTINA ·r~T50L' sE,E~• INTERVALOS ~ ~ARTIR DE LOS 
C ~ODOS ~AYORES OJE EL VALOR ~AXIKO EVALUADO Df LA FUNCION 
C OBJETIVO, E~ ALGUNO(Sl DE ESTEICSl lNTERVALOlSl SE LOCA
C LIZA fL MAXI~O 
e 

CALL l'ITS1L 

SI II~P ~AY)1 O ISUAL A DOS l~P,IMF LOS INTE~VAL~5-SOLUCICN 

HEAP 
Dl LI P, 

IF(l_lvp ,'ic, 2l :ALL !MPRfS[3 1 I'JQTNTJ 
IF(Il"P •••• !) :ALL IHP~CS(.,l~DINT) SOLUCIO'I APQOXI•ADA 



L**************•*****º*******~$$$$$4$$$$$$$$*$$$$$$$$$$$$~$.$$$$$$$$$$$$~--~,. 
( 1 

t I "' I e I A L I Z A c l o N o E L A R 8 o L · 11.u 
e 
e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e 
e 
C VEP LA SUBRUTINA PRINCIPAL PiRA 
C - SIGNIFICA@O O[ LA$ VARIABLfS EN Al[AS CIMUNES 
C - FUNCIONE$ O[ L@S SUIP~ISRAMA§ 
e 
e 

e 

e 

e 

SU@ROUTIN[ VMtN!CIFUNCOII 

PAftANfT[R NNAK: '®O 
Cel'lM@N/USERINIX4,X1NI,X8,CL,[PtFWN,(PSlNV,~1TNAK,!111P, 

• lOESC,1[$fO,lU$R,fNIC,K$0L,fiOl•IflN,IERN ' 
C&NM@N/iN010SíN,VljMai1,11GNNftKl,XOINNA~&.vNIN 
ClfflM@Nlf'Ui\MS,"fNU oi!!F •liltll'll[Q. .. 
COflPIIIN/ULfltlillllltlU e'Ul"Ul'il. vro, vn 'VFO ,·VFM ,orn . 
CeNMtN/P.[O,Aml$1fflV,sUMVf,VAlANY,VALANl,V~[O,VVA111,VllfS 
DIMENSI®N RtttD6Yftfl 0 VVfl!I II VARIABLES AUKILIARES 

HHC = ll 61 ANTES DE LLAMAR A LA FUNCIÓN ll&JETIVü 
IFJ'l = 0 11 IHENTRU lllFf:IEL fU\'0111 QUE [PSFUN 
I[ftl'I = e 11 EJEC\ICION SIN EftROIIIES 
YNIN = l. O[Ui 11,l llALH !NICIIL KUV GRANDE 
V fN = -1. O[ l§ a IIALOR iNICiAL MUY CHICO 

C [VALUA LA FU~CICN IISJliiIVO [N LOS EKTR[MOS DEL INJ[RWAlO CSNSIDERAOO 
C Y EN El PUNTO INICIAL lS[MILLAI 
e 

VFKINI = FUNCOSIKINII 
IN!C = l a CUANDC VA [VALUO LA FUNClON OBJ[iIVO 
VFKA = FU~co¡(KAI 
VFMB = ru~COOIKOI 

e 
C OBTIENE LOS DOS PRIMEROS NODOS. CADA UNO CON UNA ABSCISA, 
e 

XTIII = CCL * KINI + VFXI~I + CL * XA - VFXAI / (2.0 * CLI 
YTIII = CCL * XINI + VFXI~I - CL * XA + VfXAI I 2,D 
VFTl!l = FU~COBIXTIIII 

XTl21 = ICL * XB + VfXB + CL * XI~I - VfXINII 
YTC21 = (Cl • XB + VFXB - CL * XINI + VFXINII 
VFTÍ21 = FU~COBIXT12ll 

12.0 * cu 
2,0 

C 0&TIENE LOS ~os ~RIMEROS N30CS CON DOS ABSCISAS CACA u~o. 
( -DEMAS rnréÍ•i:IZA SUJ.iY- SUMY¿ 

DO 10 J = 1,2 
Á!(JI 12,íl * CL • XTIJI - YTIJ) + VFT(Jll (2,C • CLl 
XD(Jl P,O * CL * XT(JI + YT(Jl ·· VFT(Jll I 12,0 • CLl 
Y(JI VFT_(Jl + (YT(J) - VFT(JI l I 2,0 

SU~Y SU~Y + Y(Jl 
SU~YZ: SUMY2 + Y(Jl**2,G 

10 CONTH.Uf 

!F(Y!Zl .~T. Y (lll CALL [AV(TO(l,¿I 
\ = 2 
i< ET \IF '· 



B.13 
C*************~')***************************Q*************************~** 
e 
C ~ ~ ~ E ~ A C I O N n ~ ~ U E V O S ~ O 1 1 S 

~***********************~*********************************************** e . 
e 
C VE~ LA SU3PJTINA P~l"JCIPAL PIRA 
C - SlS"JlFiéAJO JE LAS VARIABLES t\ ARfAS éOMU"JES 
C - FU~CION[S !)[ LOS SUBPR0GRA~A5 
e 

e 

SU3QOUTI~E YX"JOVO<FUNC03 1 1NOINTI 

PA~A•ETE~ ~MAX = 6u~ 
co~~O"J/US"~I"J/XA,XINI,X~,cL,EPSFU"J,EPSI"JT,NIT~Ax,rI~P, 

* IJESC,IESTD 1 IUS~,INIC 1 XSOL 1 FSOL,IfIN,IE~R 
CQ~"lON/S~ 1JOS/"J,y{,<"AX) ,xr <''' •xi ,xocw,tX) ,Y''!N 
CO~"ON/Pl~AMS/NUMIT,DIF,DJFRlL 
CO~MO~/VALºU~/VFXA 1 VFXI~I,VFX? 1 VFI 1 VFD,VFM 1 XVFM 
C04MON/MéDVAR/SUMY,SUMY2,VALANT,VALAN?,YME0 1 YVAR 1 YD[S 

C [VALUA LA FJ~:IO"J OBJETIVO E"J LAS IBSCISAS IZQUI(ROA Y DERECHA 
e DtL NOC'Olll, ::sTE Sc•A p,~sT~RI01,•·t:~T[ "LTMINA[•O, DA"JDO LUGA,i A 

e DOS NUEVOS •oJOS, 
e 

VFI FU~COB{Xltlll 
VFJ FU"Jc:JBtXD{ 11 l 

e 
e '.'UA~JA L• YAX!MA EVAL uACIO' DE L. FU•CTJ', OBJETIVú 
e 

VF~ = AMAXl{VFM,VFI,VFDJ 
e 
C GUARDA LA A3SCISA DE LA ~AYOR EvALUAC[O~ DE LA FUNCION OBJETIVO 
e 
e 

e 

IFIVFY .ro. VFI l YVFM 
IFIV•~ ,E~, VFDJ XVFM 

XI< ll 
X[' 1 l) 

e ~BTIE~E LA )TFE,ENCIA P[LATIVA y L• co~P~RA co~ FPS 
e 

DIF = VIII - VF~ 
e 
C SI·DIF ES ME~Jq JUE CERO l~PLICI LA CCNSTA~TE DE LIPSCHITZ 
C ELEGIJA ES ~~~O, QUE LA sEAL 

e 

IF{Ylll ,3E, VFM) 30 TO o 
IFI~ = 
l"<R = 
REruq,¡ 

o¡rqEL = h3S{J!F/VFM) 
IF(DI•REL ,GT, EPSFUNJ GO TO 1J 
IFI~ = l 
¡¡ rTU;¡~ 

ij DIFERENCIA RELATIVA HENOR 
:u~- E0 ~c-u ,,, r=-R~I \IA. 

C VEQIFICA ~UE EL ~U~EqD ~[ TTFRALIO~ES ~EA ~ENOR CUE EL NJM•RO 
L •IXI~J 9f IT:,AC!0~E5 P[Q~[TIGO 
e 

t: !F(~JVJT ,LT, ~JTVAXJ G~ TO ¡; 



e 

IFI~ = 
¡¡[TU:¡~ 

C VE~IFICA QUE EXISTE LUGAR E~ EL :R80L PARA GENERAR NUEVOS NODOS 
e 

c 

12 IF(N ,LT, ~MAXl GO TO ¡q 
IFI'l = 
R ET Ull'I 

C INJINT ES EL ~U~ERO DE NODOS QUE SE GENERARON 
( 

~ INICIALIZA EN 2 

B.14 

14 INJnT = ? 
~ = \ • l ij AUMENTA TAMANIO DEL ARBOL 

e 
C SUARDA EL VALJR Y EL CUADRADO DE LA RAIZ, PUES SE VA A ELIMINAR, 
e Y SE 3E3E CJITAR SU PESO DE LA MEDIA Y VARIANZA DE LOS NODOS 
c 

e 

VALA~T = YIU 
VALAN2 = Yl11**2,n 

C CALCULA NUEVOS VALORES PARA NODOS '1', 'N' 
e 

e 

e 
e 

D IFI = YI l> - VFI 
y ( ~' = VFI • IDlFI I 2.n, 
X 11 N) = ( 2, !'l "' CL • XII 11 - DIFil (2,0 • CU 
XD PO = ''>, ll * CL $ XII l) • Dl FI l / ( 2 ,[) • cu 

DIFD : Y( ll - VFi.J 
Ylll = VF1 • IDIFD / 2,rl 
XJ(ll : (?,O* ~L * XDll) - DIFDJ / 12,l >!< CLI 
X011l = 12,C * CL * XD(l) • DIFD) / 12,~ * CL) 

C COLOCA AL MAYOR DE LOS NODOS EN LA RAI7 Y AL MENOR EN LA ULTIMA HOJA 
e 

(. 

e 

IF(V(NJ .sr. Y(l)l THEN 
JC: 'I 
CALL CA~3[011,JC) 
ENJ IF 

~8Tir~E EL ~ J'.JO ~INiuo 

C SI LA ULTIMa 10JA ES ~fNOR QUE El VALOR MAXIMO Df LA FUNCIO~ 
C LA DESCAqTA, (SI 'IDESC' DISTINTO f[ C[R0 0 ) 

e 

e 

1r1ro•sc .~E. ~, G~ ro 1nr 
IF(Y('I) oGE. VFM) RETURN 
N : ~ - 1 
INilI~T = 1 

1'.H, RETU~"I 



l*********************************************************************** 
e 
[ 

e 
LA r < T ·, u e T u R A H E A P B.15 

C*********************************************************************** 
C VEQ Ll SUB~JTINA PRINCIPlL PARi , -
C • SIS~IFI:•Jo O! LAS VARIA9LES EN AREAS :OMU~E5 
e - FU~CIO~E~ aE LOS SUBPRQGOAMAS 

e 
e 

SU3ROUTI~E H[APIIND) 
PARÁ~ETt~ NMAX = bJO 
CO~Mo~,s~OJOS/N,Y(NMAXl,Xl(NMJXl,XDINMAX),YMIN 

C •JND' AL ENT~AR TOMA LOS VALORES •1• O·~·. PERO co~o CAMBIA 
e A TRAV[S DEL ?QOGRAMA, SE CREA uNA VARIABLE AUXILIAR IORD. ESTA 
C !S CEQO 51 SE REVISAN ASCENDIENTES V UNO SI DESC[HDIENTESo 
e 

e 

IO'lD = t 
1r11ND .EO, ll ToRD 
JC = lND ~ INICIALIZA 

e INDDES rs EL APUNTADOR DEL ULTI~O NODO co~ oESCfNDIENTES 
e 

INDDES = 'l / 2 
e 
C ~U"OES ES EL NUMERO DE HIJOS QUE TIENE EL NODO CONSIDERADO 
e 

e 

10 NU'lDES = ? 
IfllORO oEQ, 11 THEN 
IND = JC 

C SI 'l~D' ES ~AVOR QUE 'lNDDES', IMPLICJ ES UNA HOJA Y NO VERI
C FICA ntsC[N)IENTESo 
e 

e 

e 

lFIJND ,3T. INODESI ft[TURN 
[LS[ 
lllO = U<) I 2 
IF!l~D ,EO. Jl RETURN 
VID Ir 

INDJ = 2 • IND 
HHlD = 1'4Dl • 1 

a ES LA RAIZ, v• NO PUEDE 
il ASCENDER MAS 

i APUNT!DO~ HtJ@-IZQUIERDO 
i! APUNTADOR HIJ$uDUCCHO 

C LA ~IGUIENTE INSTRUCCXON IMPLICA QUE {L NODO CON§IDERADO SOLO 
e TIENE u~ DESCENDI[NTE. 
e 

e 

lflINDO oGTo NI NUMO[S: 

$1 u~ Moro ES ~AVOR OJ[ sus HJJ~S NO W[QUJ[R[ CAMBIOS 

JFINUMDES ,EQ, 11 TH[N 
IFIVIINDJ .GE, YIINDlll RETURN 
[LS[ 

!FIVIINDI eGEe YllNDll ,ANO. YIINDI oGEo YIINDOll R[TURH 
END IF 

~ CA~BIA AL PADRE CON ~L HIJO ~AYOR 

JC = INDI 
lFIYIINDJl ,GTo YIINDII ,ANO, INDO ,LE, ~l JC = INDO 
CALL CAM3101l~D,JCI 

GO TO H 
E'O 



B.16 

C****~***~*****~******º***********9*9*********************************** 
e 
C l 'J T t 'l C 1 " 0 1 A ,, O L' O S 

C*********************************************************************** 
(. 

(, 

C VE~ Ll SU3RJTI~A PRI'JCIPAL ?AHA 
C - SlG~TFI:A)O JE LAS VAR!A3LES ~N AR:AS COPUNES 
e 

e 

e 

SU3q:;uTI\~ CA"BluliC 1 iCl 
PA~l~[TE, 'JMAX = &Jr. 
:0•1MO>J/S~QJOS/N,Y! 'J~AX) ,XI INMAX l ,Xüt"lMAXl, Y"IIN 

:STA SU3DUTI~A INTERC~MBIA LOS ~OüOS DE LA POSIC10>J 'IC' co~ LA 'JC' 

TY = YIJ:l 
TX! XI(JCJ 
TX) = XJtJ:I 

YtJCI = YIIC) 
x 11 Je l x It I e> 
XO(JC) = XJ(lCl 

Yt[Cl = TV 
XItICl TXI 
XOtICl = TXD 

RETUR'I 
E"lJ 



(**~****~*************************************************************** 
e 
e F:ST~DTSTICAS B.17 

C**V***q~*****$********************************************************* 
e 
l 
e VER LA SUoPJTINA PRINCIPAL PARA 
C - SIS~IFI:AJO Je LAS VARIA3LES EN AREAS :o~uNES 

- FU~CTO~éS DE LOS SUBPROGqAMAS 
e 
e 

e 

e 

e 

SU3<0UTI~é ESTADSIINDINTI 
PA< AM'fl E< NMAX = 'Jl 
co~~ON/S~3DOS/N,Y(N~AX),XllNMAX),XD(NMAXl ,YMIN 
co~~ON/M[DVAA/SUHy,SUMY2,VALA~T,VALAN2,YMED,YVAQ,YDES 

GUA~DA EL VALnR y cu~oqAoo DEL ILOSI NUEVOISI NODOIS) GE~ERA)olSI 

IFIINQINT ,EO. 11 THEN 
VAL : Ylll 
VAL? : Y( llM2.i 
ELSE 
VAL : Ylll • Yl~I 
VAL? = Yl11••2o1 • V(N>••7.~ 
END IF 

C OBTIENt LA ~UEVA SUMA DE LOS NODOS Y Df SUS CUADRADOS 
e 

e 

SU~Y: SJ~Y - VlLANT + VAL 
suqy, = SU~Y2 - V~LaNZ + VAL2 

C JBTIE~E LA ~EJIA, VARIANZA Y DESVIACION DE LOS NODOS 
e 

e 
e 

ACTN 
YHED 
YV~<l: 
YDES 

: FLOATPn 
SJ'IY / ACTN 
1SUMY2/ACTNl - ¡yqfD**Z,'l 
SJ'lT IYV Al'l I 

RETUR'I 
ENJ 



C********************************************************************* 
e 
C 3 l N E o A C I O N O E I ~ T E A V I L O S - S O L U C I O N 
e 
L~******************************************************************** 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

VER LA SUBRJTINA PRINCIP-L PARA 
- S[GNIFI:AJO DE LAS VARIABLES EN ARtAS C04UNES 
- FJ~CTO~[S OE LOS SUBPROGPAMAS 

SU3ROUTI~E INTSOL 

PAqA~ETE~ ~MAX = 6~0, NI•THX: 30~ 
CO~MON/US~RIN/XA,XINI,XB 9 CL,[PSFUN,EPSINT,NITMAX,II4P, 

* I3ESC 9 IESTD,IUSR,INic,XSOL,FSOL,IFIN,IERR 
C0~4o~,s~ooos,N,Y(N4AXl,XI(NMAXl,XDINMAXI ,YMIN 
co~~O~/VALFUN/VFXA,VFXINI,VFXB,VFI,VFD,VFM,XVFM 
CO~MON/S~LlNT/ABSINTl~lNT~X,¡J,NlNT 
DI~fNSION IJIZQININTMXl 9 IJDfRININTMXJ,lSTACK(NINTMXJ 
DI~ENSION ABSIZOININT~Xl,ABSD[RCNINTMXI 

C INICIALIZA INDICES 
e 

e 

IK = • 
NI~T 
INIC: 

C EL SIGUIENTE LOOP FORMA EL ARBOL BINARIO EN INORDER MEDIANTE 
e APJNT~ooqEs. ORDENANDO ASIA LAS ABSCISAS xIIJI PARA TODA 'J' 
C QUE SATISFA~A QUE YIJI SEA MAYOR QUE EL VALOR MAXIHO EN LAS 
C EVALUACIONES DE LA. FUNCION OBJETIVO, 
e IJIZQ APU~TADOR DEL NODO-HIJO-IZOUI[qDo 
e IJDER = APU~TADOR DEL NODO-HIJn•OEP[CHO 
e 

e 

e 

oo 1rr I=t,N 
IFIYCJJ ,LE, VFMI GO TO l~~ 

rr1r~rc .~J. u, THEM 
lNIC = I 
GO TO lCO 
EN) IF 

IPOS: I~IC 
50 IFIXIIII ,LE, XIIIPOSII THEN 

IFIIJIZC(IPOS) ,EO, r.1 THFN 
IJ!ZCIIPOSI : I 
GO TO lCO 
E~3 I• 
{POS: IJIZOIIPOSI 

ELSE 
IFIIJQ[Q(r~os, ,EC, Gl THEN 
lJ)ER(lPOSl : I 
üO TO l(D 
[~O I• 
!POS= IJ~ERIIPOSI 

E~G IF 

·a.is 



3~ T '.; 5. 

l! L C"\JTI'JUt 

•, Ll <JSJlE'lTE LA SU3AUTI~A ~·t~A:E EL R30L "N l~ORDºA 

!POS = l 
~STACK = l 
ISTA::Klll 

IFIIJIZQIPOSI ,'J!':, .. 1 THEt.. 
IPDS = IJIZJIIPOSI 
~STAC~: 'JSTACK + l 
ISTACKINSTACKI = I?OS 
GJ TD 4'J 
l: ~ J :J I e-

5'., CO'JT!'JUE 

SE~EQA Lns r~,E~VALOS DO'JOE SE [~CUENTAA LA SOLUCIO~. SI LA 
JIFE~E~::IA I'JCRE~E~TO ENTRE ~os INT[OVALOS ES ~AYOR OJE EL 
~AAAMET~O FP~INT LOS UN•. 

T: v•M - Yll~OSJ 
ABSI7!:tll IT • CL * XIÍIPO!>ll I CL 
A'lSDEºltl 1-T + CL * XllIPCS)I I CL 
A9SIZCl-'I IT + CL * XDIIPOSIJ I CL 
,as~é0(2) (-T + CL * XD(IP0$)1 I CL 

oo~~~J=1,2 
IFIIK ,fa, n. ,A~J, J ,EQ, 11 TH•N 
ARSI\TI 1,tl = A3SIZCI 11 
IK: 1 
GO T!' 4-;: 
E'JJ I• 

DI F' T \: T = 1 ~SI Z ~ C .J l - A Be J ~ T t .~: ·, T , ¿ ) 

IF(D]Fl\T .sr. EPSI~Tl THf~ 
'Jl'JT = ~I'JT + 1 
IFINI~T ,LT, NINT~Xl GO T0 44· 
IE=?q = L 
~·ruA~ 

.44é A~SI~T(~I'JT,11 = iasIZO(J) 
[ 'IJ l F 

45~ A3Sl'JT(~I~T,2l A3SOER!Jl 

NSTICK: ~STACK - 1 

I•!JJ~EAll~OSl .~E, r1 Trl[N 
!POS = IJ1éPIIPOSl 
~STA::~ : ~STACK + l 
ISTAcK(\STAC•> = :?rs 
GO T::) 1.¡.~·a 
c~J F 

1,:-{'151'4~-< .[:.}. ,) =?•TVR'-! 
lºDS = IS'ACKl~STA(WJ 
~C T 'J 
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C*********************************************************************** 
e 
e I M P li E s r o N B.20 
e 
C****$**********•************************************•**•******•*****••• 
e 
e 
e 
e 
e 
( 

e 

e 

VER LA SUBRUTINA PRINCIPAL PARA 
- SIGNIFIChJO DE LAS VARIABLES EN AREAS COMUNES 
- FUNCTO~E> DE LOS SUBPROGf<AMAS 

SU3ROUTI~é lMPRESIKIND,INDINTI 
PARAMETE~ NMAX: 600 
COMMON/USE~IN/XA,XlNI,XB,CL,EPSFUN,EPSl~T,NlTMAX,IIMP, 

* IDFsC,IESTD,IUSR,INIC,XSOL,FSOL,IFIN,IEP.R 
COMMON/S~000S/N,YINVAXl,XIINMfXl,XD(N~AXI 0 YMIN 
COMMON/PARAMS/NUMIT,DIF,DIFREL 
COMMON/VALFUN/VFXA,VFXINI,VFXB,VFI,VFD,VFM,XVFM 
COMMON/MEDVAR/SU~Y,SUMY2,VALANT,VALAN2,YMED,YVAR,YDES 
COMMO~/SELINT/ABSINT<JG0,21,NINT 

GO TO lll,20,30,40,50,60,70,80,90,1001,KINü 

C SI KI~D = 1 I~PRIHE LA INFORµACION CON QUE EL USUARIO ALIMENTO 
C •L ALGORIT~O DE SHU3[RT 
e 

lú WRITE!b,111 
11 FOQHJTl1Ht,///,15X,'*** ALGORITMO DE SHUBERT pJQA OPTI~IZACIJN', 

* 'GLOBAL ***',ll/11 
12 WRITE<6,1JI XA,XB,XINI,CL,EPSFUN,EPSINT,NITMAX,IIHP,IDESC,IESTD 
13 FO~~ATI' INTERVALO C0NSIOERA[lO',TJ2,'1',F15o6,',',F15,6,'1',/, 

* PU~TO INICIAL',T40,F15o6,/, 
:o~STA>lTE DE LIPSCHITZ',T~J,FlS,b,/ 9 * ERROR MAXIMO PERMITIDO EPSFUN',T4l 1 Fl5 0 6 9 / 0 * ERROR MAXIMO PE~MITIDO EPSINT',T40,Fl5o6,/, 

* ~UHERo HAXIMO DE 1TfRACIONES',T4u,IlS,/, 
TIPO DE I~PRESION',T~O,Il5,/ 9 
PlRAMETRO IDESC',T4~,I1!,/1 

* PARAMETRO IESTD',Tqr,11s,,,,,,,1 
RETU~'l 

C SI KI~D =, I~PQIHE LA ABSCISA GE LA MAYOR EVALUAC!ON Dt: LA 
C FU'ICION OBJETIVO Y DICHA EVALUACION, 
e 

20 WRITElb,211 NUHIT,XVFM,VF~ 
71 FOQ~ATI//,' PU~TO DE Lt ~AXIMA [VALUACION DEL~ FU~C[ON O~JETIVD' 

1 ,,,. EN•,I5,' lTERACIO'lES •,1rx,•1•,F1S,ó,' ,',FlS.6,')'I 
RfTURN 

51 Kl~J = I~PRI~E LOS INTERVALOS DONDE IEN ALGUNO DE ELLOS! 
C ~E LOCALIZ~ ~L OPTIMO, 
e 

J;¡ .JRITEl6,3tl 
~l FO~~ATI//,' I~TERVALOISI DONCE SE LOCALIZAINI ELILOSI OPTIMOISI' 

! , /,, 

wRITEló,321 IABSINTIJ,11,ABSI~TIJ,21 ,J:1,NI~Tl 
"t¡ FO~LiJT(fX,'(',Fl5e6,',' 1 Fl~•b,') 1 ) 

RETU'l'I 



" l K I 'l 11 = •· l ~;, 'l I Me L:) S ~ O 'OS ,. ; X 1 · O , '· i N l '·' 1 1 ••• • D P , V A" l A,, 2 A 
y J[SVIACID'l )E LOS ~o~os :J 0 ·~QMA~ EL H(lP, ADEMAS IMPRIME 
TO)OS LO< ~31JS Dél H[AP CJ'l SUS AéSCISAS IZQUIE~D•S Y OéRECHAS 
)U[ L~S COR,:SPO~Oé~ 

4L wQITE(ó,41) Y(ll,Y~IN,Y~Er,vvAR,YDES 

B.21 

•,¡ fQ;¡"AT(/,' ~o::io ~~XIMO',Fls;,~,· NODO MJNIMO' ,º15,6,t,' ~-EDIA', 

e 

e 

* Fl',b,' VAQI~~ZA' 1 Fl5,b 1 ' ['(SVIACIJ'I' 9 Fl~,6l 

w'lITEtb 1 4'1 
42 FOPV.AT(I,' 'I000' 1 5X 1 óX 1 'VALGQ',4X 1 ~X,?X 1 'ABSCISA IZO 

* 5X,2X 1 'A1SCISA DfR',//1 
DO 4.4 I = l 1N 
WRITEtó,,11 I,Y!Il,XItll 1 XDtll 

-3 fQ;¡MAT(ló 1 ]t5X 1 Fl~,611 
44 CO~TINUE 

RETU;¡N 

C SI K['ID:! I~P;¡f~E EL ~UMERO DE ITERACION Y LA DIMENS!Qij DEL BRBOL 
C AL ~OMcNTO )E SE;¡ LLAMAD4 LA SUóPUTINA 
e 

<t wR1Tfló 1 51l NUMIT,~ 
51 FO,.,ATI I,' ITERACION NUMERO' ,1<,• 

• ' A~30L' ,151 
R(TUqN 

NU~ERO DE NODOS DEL' 

SI KI~D=6 I~P,I~E IELI LOS ~UEVOISI NODOISI GENEQAOO(Sl CON SUISI 
C ABSCISAS lZJ~lERDA(Sl Y DERECHAlSl QUE LE15l CORRESPONDEINI 
e 

I,~ llRITElb,611 
bl FO~MAT(/,' "lODOISI GENERA_OOtSI ' 9 /,1'1X 1 'VAL0!?' 1 11X,'ABSCISA', 

i 'lZQ ' 9 7X,'Ail5CISA DEP') 
WRITE16,62> v111,x1111,xo111 
lfll~DINT .EO, 2) WRITE16 9 ó2l YINl,XI(N),XDINI 

62 FO,MATlqX,315X,Fl5,6ll 
RETU~N 

C SI KI~D = 7 tMPRI~E LA ULTIMJ EVALUhCION DE LA FUNC!ON OBJ~TIVO 
C EN LAS ABSCISAS IZJUIEPDA Y PERECHA DEL NODOlll, A~EMAS LA ~AX¡HA 
e EvALUACION rlASTA AHORA OBTENIDA, EL NODO MAXIMO y LAS DIFEPE~CIAS 
C ABSOLUTA Y ,éLATIVA ENTRE ELLOS 
e 

7(. WR[TEl6,7ll VFT,VFD,XVFM 9 VFv,Y11l 1 DIF 1 DIF·,E.L 
71 FO~~AT!/1' VALORES DE LA FUNC!rN EVALUADA',/, 

* IZQUI~~~O=',Fl~,b,' OfRECHO:',Fl~.b,/ 1 *' ..,AXJ"'1')=(X,F(XJ)= <',F15ov,',',F1~.b,'J',T65 9 '••e(1)',/, 
* ' ~~DO ~AXJiO=Y(l>=',Fl~.6,T&~,'•o•l2}' ,t, 
*' ::lIFE~:'.~CIA=l21-lll=',Fl~,6 1 

• ' ~IFf~é'ICIA RELATIVA: Qlf[Q[NCIA/Cll =',Fl5,bl 
RETUqN 

~I KI~~ = f '~P~[M• "ENSAJE DE TF~u¡NAClfN POR LLEGAR AL NUMERO 
•AXl~O Jf IT~~ACIO~ES PROPUESTO 

ºL wRIT~16,S\I ~IT~AX 
Ol fo;¡v1r1• TE~MINI ?OR ALCANZA• 'L NUMfRO MAX!•O DE', 

* ' IT[RA:IONES',151 
RETUq~ 

SI KI~J = 9 I~PRI~E T~~!CACIO~ Lf fRooo cN LA CO~STANTE 9E LIPSCHITZ 

9, wRIHl6,'lll 



e 

·a.22 
;¡ FO~•lTI//,' ••• r~R01 LA CU~STA~Tf DE LIPSCHITZ DEBE SEA HAVOA', 

$ ' QUE LA l~DICADA •••',11 
RETUA~ 

e SI KI~D = IC IMPRIME MENSAJE DEaIDO j QUE TODOS LOS NODOS DEL ARBOL 
C SE OCJPAQON, POR LO QUE ES ~fCfSARIO AGRANDAR EL PARAMETRO NMAX EN 
C TO~OS LOS P~OGRAMAS 
l 

e 

IDO oRITElb,1111 N~AX 
1,1 FOAM~TI//,• ••• PROBLE~A LOS',I5,' NODOS DEL ARBOL ESTAN ' 

$ 'OCUPAJOS DEBERA AGRANDARSE EL PARAMETRO "NMAX• •••'> 
RETUQ~ 
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