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INTAODUCCTION

La MatemAtica como ciemcia Formal ocupa un lugar -
preponderante en la estructura general de las ciencias, esto
es debido a un sistema ordenado y lb6gico de justificar y de-
mostrar sus teorias.

Es por ello que la aplicacidn de la Matemdtica en
las diferentes ciencias sociales se ha incrementado conside-
rablemente. Vemos entre otras la Estadistica, gue es una de
las més poderosas herramientas con las que contamos para des
cribir una situacidn existente, crear sis;emas y modelos, =-
asi como para inferir resultados gue nos llevarén a hacer --
prediceoiones respecto al comportamiento de un fendmeno.

En general la Estadistica es aplicable a cualquier
campo de estudio er el cual se haganh observaciones. Los né-
todos estadisticos forman,; hoy, una parte importante de mu--
chos campos de la ciencia y se estén desarrollando répidamen
te dada su gran utilidaed. Algunos de estos métodos fusron -
introducidos por Karl Gauss, pero fueron Karl Pearson y so=--
bre todo R, A, Fisher los gue dieron un impulso més Fuerte -
al uso general de los mismos a principios de este siglo, ==
Nos referimos en especial & los modelos matem&ticos gue to--

man en cuenta aspectos aleatorios de los fendmenos conocidos
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como 'Y"modelos estadisticos" o "modelos estocisticos", Los -
modelos estadisticos lineales ademés de ser los més sencl =
llos de este tipo; pueden utilizarse en diversas situaciones,

En este trabajo se pretende exponer de la manera -
més clara y sencilla (sin enfstizar en los desarrollos mate-
m&ticos) el concepto de modelo estadistico lineal presentan-
do sus fermas mias usadas, asi como poner en claro las condi-
ciones bajo las cuales deben emplearse dichos modelos de tal
suerte que al ser utilizados se llegue al uso adecuado de ==
los mismos.

Asimismo se mencionarén algunas de las principales
aplicaciones que tienen dentro de la regresidn y el disefio -
de experimentos.

Se espera que pusda ser de utilidad para los estu-
diantes de la carrera de Actuaria como complemento para los

cursos de Estadistica y AnAlisis de Regresién; y para carre
ras como Ingenieria, Biologia, Medicina, Psicologia, Econo -
mia, etc., en donde manejen problemas con variabilidad de ti

po aleatorio,



I. ASPECTOS GENERALES DE MODELDES ESTADISTICOS LINEALES

Ern este eapltulo presentamos un glosario da térmi-
nos {a los cuales haremos referencia durante el desartrollo -
de este trabajo] con la ides de puntualizar conceptos que ==
son de importancia para el tratamiento de los modelos ssta--
disticos lineales, También daremos un breve recordatorio al
tema de Distribuciones de Frecuencias ya que nos ayudard a -

comprender el uso de la distribucidn normal.

Llamamos "fendmenos aleatorios” a aquella class de
fendmeros en los que no es posible determinar una relacién -
exacts entre distintos aspectos de e}lcs.

£n este sentido tenemos que No es posible descri--
bir con unrmcﬁ@lo matemdtico exacto, por ejemplo, las rela--
clongs entrs la cantidad de fluor en los dientes de los indi
viduos y &1 nlmero de caries gue tengan, o bien snthé concen
tracifn de oxigeno, plancton y sal en sl mar y el nlnero de
peces que lo habitan.

Podenos entonces apreciar qus para la ocurrencia -
de clesrtes Fendmenos intervisnen diversos factores que al --
agr conwsiderados hacen qgue no podsesmos determinar de manera -
exacta los rasultados qus vamos s obtener.

Al surgir el concepto de probabilidad y establecsr



modelos matem&ticos utilizando dicho concepto, fue posible -
describir las relaciones entre diversos aspectos o modalida-
des de los fFendmenos de tipo aleatorio. Estos modelos fue -
ron construidos a ralz de la existencia de cierta regulari-
dad gue se manifiesta al estudiar un Fendmeno un ndmero gran
de de veces en condiciones iguales o muy semejantes.

Un problema central en el descubrimiento de nuevos
conocimientos acerca del mundo real consiste en observar al-
gunos (ya gue en muchas ocasiones Mo es posible observar a -
todos) de los elementos bajo discusidn y, sobre la base de -
gstos, hacer una afirmacidén referente a la totalidad de los
mismos. Esto mos lleva a definir el concepto de "poblacidn"
gue es el conjunto de valores posibles {(mediciones o conte -
os) de una caracteristica particular comin en un grupo espe-
cificado de seres U objetos, Es importante recalecar gue pa-
ra definir uma poblacién se requieren especificar ciertos =
factores comunes a todos los individuos U objetos sobre los
gue se efectdan las mediciones. Asi, nos referimos:

al Al conjunto de indigenas gue usan calzado en -
la zoma Tarasca del Edo. de Michoacan,

bl Al conjunto de balines de 1" de diémetro gue -
produce diariamente la Clia. X,

En la poblacidén a) tenemos los siguientes Factores
comunes: i)gue sean indigenas, iilgue sean de la zona Taras-
ca, iiildel Edo. de Michoac&n y iv)gue usen calzado.En la po

blacién b) encontramos: i)que sean balines, ii)lde 1" de di&-



metro y i1iilproducidos diariamente por la Cia. X.

En este sentido tenemos que la poblacifn puede su-
Frir variaciones al considerar un mayor (o memor) ndmero de
factores comunes en los individuos u objetos pertenecientes
a la misma, puesto gue al especificar algunos factores, deja
mos de enunciar muchos otros gue pueden variar entre los in-
dividuos u objetos de la poblacién y qus darén como resulta-
do una fluctuacién en la medicién de sus elementos.

Volviendo a nuestros ejemplos, podemos aumentar al
gunas especificaciones a nuestras poblacliornes de la siguien-
te manera:

a.1) Conjunto de indigenas mayores de 5 afios que
pertenezcan a la zona Tarasca de Michoac&n, que usen calza -
do, gue hablen espafiol y gue vivan en el Mun, de Aguila,

b,1) Conmjunto de balines de 1" de diémetro produ-
cidos diariamente por la Ciz. X; que son empacgados y distri-
buidos.

De este modo tenemss que: en a.1) el hecho de que
los indigenas sean mayores de 5 afios, que hablen espaficl y =
gue vivan en el Municipio de Aquila haré&n gue la poblacién -
a) disminuya con respecto a la poblacién a.1) ya gue eliming
remos = los indfgenas menores de 5 afios, a los indigenas gue
V;ivan Fusra del Municipio de Aguiles v a los indigsnas que =
aln siendo mayores de 5 afios y vivan en el Municipio de Aqui
la rno hablen espafiol. Ahora, en b.1) hemos especificado gque

ademés de ser balines de 1" de di&metro producidos diariamen



te por la Cia. X, sean empacados y distribuidos, lo cual ha-
ré& variar nuestra poblacién,

Obsérvese que, particularmente en la poblacidn b, 1
puede darse 2l caso de gue el haber aumentado el nlmero de
especificaciones de la poblacién original b), no necesaria -
mente hardé variar é&sta Qltima. Es decir; puede suceder que
todos los Balines de 1" producidos diariamente en la Cia. X
sean empacados y distribuidos. En este caso las poblacio -
nes b) y b.1) no variarén,

Del mismo modo podemos disminuir las especificacio
nes que fueron enuncliadas en a) y b) diciendo:

a.2) Conjunto de indigenas de la zona Tarasca gue
usan calzado,

b.2) Conjunto de palines producidos diariamente -
en México.

Tenemos entonces gue con a.2]) y b.2) aumentan algu
nos Factores gque shora guedan indefinidos y gue estuvieron
enunciados originalmente en al) y b). Es légico que en a.2)
y b.2) nuestras poblaciones sean mayores, ya cque aumenta el
ndmero de factores no constantes.

De lo anterior diremos gue las poblaciones a.2) vy
b.2)} tienen un "mayor grado de generalidad" gue las poblacio
nes a) y bl; y diremos que a.1) y b.1) tienen un "menor gra-
do de generalidad" con respecto a las poblaciones a) y b), -

For lo anterior diremos gue el concepto de poblacién es -

"Flexible",



Al hablar de poblacién resulta conveniente conside
rar lo siguiente:

i) Es importante gue la poblacidém sea susceptible
de ser definida con absoluta precisidn {(sin ambigliedad); por
ejemplo en una poblacién agricola, fijando reglas pars defi-
rir lo gue es un rancho o una hacienda, de manera gue pueda
decidirse acertadamente si un caso dudoso pertensce o Mo a -
la poblacidn. Por lo demés puede ser real o hipotética,

ii) En general, al ampliarse el concepto de pobla
cibn, o sea al tener un mayor grado de generalidad, habré -
m&s variabilidad, es decir,; se tendran mayores discrepancias
en las mediciones que de ella se obtengan,

En las aplicaciones de los modelos lineales, el -
concepto de poblacidn se emplea repetidas veﬁes. Por lo ge-
neral, se suponen poblaciones infinitas gue en la préctica -
suelen ser Finitas con un gran ndmero de elementos, Luego -
entonces, para el estudio de las poblsciones se suele tomar
una "muestra" gque es una parte de la poblacidn seleccionada
de acuerdo a un planm o regla previamente establecido de "n"*
elementos de la poblacién,

Ya obtenida la musstra, sus "n" slementos pueden -
ser tantos gue virtualmente son indtiles, a menos que se con
densen o se reduzcan en una formz conveniente. Esto pusde -
hacerse mediante un procedimiento gréfico que permita desta-

car las peculiaridades del conjunto de valores muestrales.

%
“Ver Referencia bibliogréfica No. 3 capitulo 4,



Entonces; se procede a ordenar los '"'m! valores muestrales --=
con la construccidn de una "tabla de frecuencias" que divide
los datos en un nOmero relativamente reducido (10 a 20) de -
intervalos de valores llamados '"clases" {categorias) donde -
se registrard el ndmero de veces, o sea, la "frecuencia" con
la que aparece un dato de la muestra en cada una de las cla-
ses. Asi, la tabla de frecuencias indica las clases y la --
frecuencia de cada clase.

Una tabla de frecuenciss sacrifica parte de la im-
formaecidén contenida en un conjunto de datos, es decir, en 1y
gar de cormocer el valor exacto de cada dato sf6lo conocemos -
gue pertenece a cierta clase. Por otra parte, este tipo de
agrupamientos elimina caracteristicas importantes de los da-
tos y la Gnica gamancia es la legibilidad de los datos, lo -
gue en general compensa sobradamente la pérdida de informa--
cidn,

Para ilustrar la construccibén de una tabla de fre-
cuencias consideremos los datos de la Tabla 1.1 que represen
ta las velocidades en kilémetros por hora de 120 automdviles
gue pasan por un punto de vigilancia con radar en una carre-
tera.

El primer paso para construir una tabla de frecuen
cias consiste en decidir cuéntas clases se van a usar y cuf-
les son los limites de cada clase. Frecuentemente el nimero
de clases empleado depende del nimero de observaciones, pero

es raro gque se pueda usar con utilidad menos de 10 o més de
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896 123 80 4130 95 84 104 65 80 63 80 181
75 53 116 71 893 122 108 119 113 26 86 130
B9 83 a8 1414 77 113 4101 78 131 74 28 59
113 26 83 128 140 81 122 114 7 886 86 137 110
147 1e2B 1417 1444 1286 80 435 126 80 410 101 75
108 78 143 105 72 89 93 56 88 1414 68 405
15151 80 2 132 28 101 147 4140 814 113 29 78
74 448 414 102 120 72 123 104 4108 108 119 B6
111 441 105 140 98 108 81 413 111 B7 404 110
83 120 B0 107 155 28 111 886 95 104 a8 87

Tabla 1.1

20 cla;es. Entre otras cosas basamos esta decisifn en gl -
"recorrido" de los datos gue es la diferencis entre la obser
vacidén mayor y la menor. En el ejemplo la observacitn mayor
és 181 y la menor 53 lo cual representa el "rango" de nues--
tros datos, El recorrido ser& entonces 108.

Escogiendo intervalos entre los gue los datos pue-
dan ser contados podemos elegir 11 clases gue tengan por in-
tervalos 47 - 57, 58 - 68, 69 - 79, . . . , 157 - 167, Noéte
se gue en cada caso los intervalos de las clases no se sobre
ponen y gue todas las clases son del mismo tamafio.

Ordenando y agrupando las 120 observaciones obteng

mos la siguiente tabla de frecuencias [Tabla 1.2)



Intervalos de

clase: x

a7

[==
k=)

53]
80
91
102
113
124
138
1486
157

57
68
79
80
101
112
123
134
145
166
167

Totales

1
11
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Conteo Frecuencia:
2
4
L M 12
B | 21
L WL L 1 21
B W 23
L WL L 20
" B
5
3
1
120

Tabla 1.2

f Porcentaje del
total

1.67
3.33
10.00
17,50
17.50
19. 17
16,67
6,87
4,17
2. 50
0.83

100,00

Obsérvese que la suma de las frecuencias es igual

al tamafo de la muestra.

Es usual calocular la "frecuencla telativa" en 1la

tabla de frecuencias, ya aue nos dice ogue proporcién de las

observaciones totales cae en cada clase.

Su valor se deter-

mina dividiendo cada frecuencia de clase entre el total de -

las frecuencias.

cuencias relativas es igual a la unidad,

veamos la Tabla 1.3.

Tenemos entonces gue la suma de las fre -=-

Para ilustrar esto
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Intervalos de clase Frecuencia Frecuencia relativa

47 - 57 2 0.017
58 -~ 68 4 0.033
889 - 79 i2 0. 100
80 - 90 21 0.175
91 - 101 21 0,178
102 - 112 23 0, 192
113 - 123 20 0,487
i24 - 134 8 0.067
138 - 1485 5 0.041
146 - 156 3 0.025
187 = 167 1 . 0.008

Totales 120 1,000

Tabla 1.3

Muchas propiedades importantes de las distribucio-
nes de frecuencias tales como la simetria y asimetria, el nQ
meroc de sus maximos, etc., son més Fécilmente observados por
medio de gré&ficas. Utilizande la tabla de frecuencias del e
jemplo se construyen las siguientes representaciones grafi--
cas:

a) Histogramas.- gue estd Formado por recténgulos
cuyas bases son los intervalos de clase y las alturas cone--
cuerdan con la frecuencia de clase. Ver Fig. 1.1.

b) Perfil,- se representa uniendo las bases supe-
riores de los recténgulos obtenidos en el histograms, Ver -
Fig., 1.2,

c) Poligono de frecuencias,- se cobtiene uniendo -
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los puntos medios de las bases superiores de los recténgulos

Ver Fig. 1.3.

No, 25 | 25!
j .
e 20 4 — 204
[=
) 15 - 15
o]
h 4p. 10
e
s
5‘ 5 4
(F)
47 BB 90 112 134 158 47 B8 90 112 4134 158
km/h (x]) km/k (%)
Fig. 1.1 Fig. 1.2
No, 254
d
[=] 20 -
i
o 151
[=]
h 101
(=]
S S 4
(F)

47 @68 80 4112 134 1586
km/h (x)

Fig. 1.3
Cabe sefialar que las representaclones grificas a -
partir de la tabla de frecuencias nos dan una idea del prome

dio y sobre todo de la variabilidad de los datos. Para pre-
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cisar esto podemos recurrir al célculo de las medidas de ten
dencia central y las de dispersidn, de las cuales principal-
mente se emplean la media aritmé&tica y la varianza.

Es conveniente recoger suficiente informacién para
poder obtener el grado de precisidfn gque se desee, Mientras
més medidas se efectuen, al dibujar las gréficas de la tabla
‘de -Frecuenclias obtendremos un mejor ajuste a la distribucién
de la poblacién.

Se ha visto en muchos casos y estudiado en diver -
sas variables que si la muestra es de tamafio grande (si se -
miden muchos elementos) y los histoéramas se congtruyen agru
pando las medidas en intervalos de menor anchura, la forma
general de las distribuciones de frecuencias es muy frecuen-

temente la misma. Ver Fig, 1.4.

Frecuencia e

relativa J

rmﬁfﬂmm i —

Valores en la musstra

Fige 4.4

Ademf@s se ha observado gue en los Fendmenos alsato
rios existe cierta Yregularidad estadistica", es decir, al
tomar valoregs grandes de "n' las Frecuencias relativas tien-

den s estebilizarse. Por ejemplo, existe regularidad en las
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edades en que las mujeres contraen matrimonio. Al aumentar
el tamafio de la muestra se advierte que los valores tienden
a ser constantes (se estabilizan) enh ciertas edades. En el
ejemplo podrian ser entre 18 y 25 afios.

En vista de lo anterior se cred un modelo matamiti
co para representar lo que se espera gue sea la distribucibn
de las frecuencias relativas al considerar un conjunto infi-
nito de mediciones en todos los individuos de 13 poblacidn.
Nos referimos al modelo conocido como "distribucién normal,
El modelo matemdtico surge al estimar las frecuencias relati’
vas en el caso limite en que se muestrea a toda la poblg ==-
cién. De este modo el histograma tiende a uma curva conti--
nua. Su gréfica, representada por la Fig. 1.5, es la de una
curva simé&trica acampanada gue se extiende en ambas direccip
nes positiva y megativa., Bu utilizacidén es la misma gue la

de cualquier otra curva de distribuecién,

N

Frecuencia
relativa

/M Valores poblacionj%es

Fig, 1.5

Es wonocido qus unma distribucidn normal gqueda ca--

racterizada por el conocimiento de sus dos parémetros: media
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y varianza. La media aritmética de toda poblacién, o sea ,

el nlimero gue resultaria sl promediar todos los valores de -
las mediciones, se representa por/a y se ilustra en la Fig.
1.5. La mediz muestral se representa por % . La media in-
dica dbnde est& situsdo el centro de la distribucién sobre -
el eje de las abcisas.

Un promedio en si mismo no da una clara descrip--
cién de una distribucidn. 0Otra medida gue ayuda a aclarar -
la forma de la distribucidn es la gue indica como las obser-—
vaciones se separan de la medis. Esta madida se comoce como
dispersién, extensién o variabilidad, La medida de variabi-
lidad usual ss la varianza poblacional 6‘zo la desviacién es
téndar poblacional ¢° , La varianza y desviacidén esténdar -
muestrales se representan por §%y § respectivamente.

Para indicar que la distribucidn de frecuencias de
una variable ﬁ( y, en toda la poblacién, puede representarse
con el modelo normal, se escribe yn}N CfL,ﬂﬁj gque significa:
ﬁl se distribuye normalmente con media pcblacional'/x y va-
rianza poblacional 6’5°

£n adelante versmos qgue la distribucidén normal de-
sempefa un papel preponderante,

Ern primer lugar, muchas de las poblaciones gue se
encuesntran en investigsciones realizadas en muy diversos cam
pos parecen tener Una distribucidén bastante aproximada a la

normal. Se ha dicho que este Fendmeno es razonable si se -

tiene en cuenta el Teorema central del limite. Con esto no
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se pretende indicar que la mayor parte de las distribucionss
encontradas en la prictica sean normales, porgue No es éste
el caso, pero si que es muy fFrecuente encontrar distribucio-
nes aproximadas a la rnormal,

Otra consideracién a favor de la distribucién nopr-
mal es el hecho de gue las distribucionss en el muestreo a -
menudo son lo suficientemente grandes para que el estimador
obtenido de ellas se distribuya aproximadamente de una mane-
ra normal,; lo gue results cdmodo dasds el punto de vista ana
l1itico,

Cuando poseemos inFormacién acerca de dos o mas va
riables relacionadas (o concomitantes*] es natural buscar un
modo de expresar las "relaciones funcionales! (de las cuales
posteriormente nos ocuparemos). No buscamos Gnicamente una
funcidén matemdtica que nos diga de qué manera estén relacio-
na&as las variables, sino que también queremos saber con gue
precisidn se pueden hacer afirmaciones acerca de el valor de
una variable si conocemos los valores de las variables aso-=
ciadas,

Para escoger una relacidn funcional particular co-
mo representativa de la poblacidén bajo investigacidn se em--

plean dos métodos: 1) Una consideracidn analitica del Fendme

no gue Nos ocupa, y 2] un exf@men de la distribucién de fre--

e
32

lLLa concomitancia entre dos Fendmemnos revela, pero rMo necesa
riamente postula, una relacidm causal (causa-efecto) entre -
ellos,
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cuencias en fForma gréfica de los datos observados,

Con esto pretendemos hacer notar que es de suma im
portancia tener conocimiento cortecto del problema para ha -
cer una seleccidn adecuada de nuestras variables,

Con respecto a la informacién es necesario que és-
ta sea de tipo cuanﬁitat%vc, De no ser asi, debemos evaluar
la de alguna manera para hacerla manejable,

La informacién cuantitativa la podemos encontrar -
en dreas tales como Ingenieria, Economia, Mediecina, etc., -
por ejemplﬁ: El precio de un producto es expresado en No, -
de pesos, el desempleo es expresado en nldmero de perscnas;A—
la longitud de una carrefera se indica en No. de kilSmetros,
la "vida" de un tractor se mide en ndmero de horas trabaja--
das, la respuesta a un estimulo se expresa en nlimero de ocu-
rrencias, ete.

Ern cuanto a la organizaecidn de los datos, si la in
formacién es poca (15,20 datos) puede ser manual; pero si no
lo es puede recurrirse a hojas de registro, tarjetas perfora
das; etc.; ¥ a un sistena electrdnico de procesamiento de da
tos de tal Forma gue puedan manejarse r8pida y eficazmente.

Hemos visto que en muchas ocesiones resulta impréc
tico; imposible o muy costosc y lento trabajar con la pobla-
cibn total gue representan nusstros dato@; poir 1o cual se -
procede a extraer una muestra de la poblecidn bajo estudio.
Consideremos lo siguiente con respecto a la muestra poblacip

nal:
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a) Cuando la muestra no contiene las caracteristi
cas principales de la poblacifn en estudio, la media de los
datos no reflejard la realidad. Luego entonces, nuestras -
conclusiones serén inadecuadas.

b)l 8i la muestra no fue bien seleccionada y se to
maron demasiados datos de cierta caracteristica y pocos de o
tra de mayor importancia, la interpretacién gue demos a nues
tros datos no corresponderd a los propdsitos del problema en
estudio,.

c) Otro riesgo es el que se refiere a la cantidad
de la informacidn, pues pusdse llevarnos a supuestos Falsos.
Por ejemplo, em cuanto a la tendencia. Supbéhgase que una -
persona sugiere que se pronostiquen ventas sabiendo que és -
tas Fueron en ascenso durante el trimestre de eneroc a marzo
de la siguiente menera: 2, 3.5 y 5 millones de pesos respec-
tivemente. Mientras que otra persona sugiere gue se pronos-
tigquen ventas considerando que de abril a junio descendieron
en la siguiente forma: 5, 3 y 1.5 millones de pesos respec-
tivamente, Es claro que los datos no son suficientes para -
hacer una buena prediccidn.

8i podemos controlar lo antes mencionado, podremos
interpretar la informacién correctamente de tal forma que -
ses posible extraer conclusiones vélidas y decisiones rezona

bles.
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IT. PRINCIPALES MODELDS ESTADISTICOS LINEALES

I1.1 Modelo de regresidn lineal simple.

La regresidn lineal tiene principalemente dos Fing

lidades:
1] Estimar una funeidn lineal éue relacione dos o
més variables, y
2) Describir el tipo de asociacibén entre la varia
X

ble {dependiente o respuesta) las variables X
j{ ! Yy

I

R 8 ? -

. [independientes).
Cuando en la relacién hay una variable independien
te se dice que se trata de regresidn lineal simple; si en la
relacidén intervienen dos o m&s variables independientes se
llama regresién lineal mOltiple.

Debe quedar claroc gue ;% es el valor de una varig
ble aleatoria cuya distribucibén depende de x% °

Ahora rnos ocuparenos de los llamados modelos linea

les simples,

Sean 4 , s ¢ o e ﬁy variables aleatorias
44 fa =
; Z o . o &h
observables y tales gue ﬁﬁ = i * f§A2,¢ 5? en donde &
¢
y ﬁ? son pardmnetros desconocidos; %% ; variables matemiti-

cas {no aleatorias) y &, variables aleatorias no observamae
¢

. . . . 2
bles, cuya media es cero y tienen varianza dada por a
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( 6% ho es fFuncidn de of y /3 ) X; J. Estos supuestos defi
nen un modelo lineal simple,
Analicemos cada uno de los supuestos anteriores.
i) f? puede represantar el estudio de cualquier
variable observable que presente variacidén aleatoria en sus
valores. Se considera gue los valores de la variable provig
nen de un ndmero tedricamente infinito de valores posibles -~
(poblacién). Asi, 2% puaede ser por ejemplo el rendimiento
[4
de un tractor, © la distancia que ha recorrido una particula
durante cierto lapso de tiempo, o bien, éﬂ puede represen--
f .
tar los valores obtenidos al hacer mediciomes de una caracte
ristica fFisica determinada, digamos la longitud de una vari-
als
1la.”
ii) Las observaciones ?% no tendradn relacidén al-
¢
guna entre ellas de modo gue si modificamos alguna esto no a

fectaréd a las demiés. Diremos entonces que son independien—-

tes.
iii} Tensmos que
y =a<+ﬂ;{‘.,+6‘- 4]
[4
donde
A 5/%3 son parémetros desconoclidos los cuales
se estimarén dependiendo de si:
a) Las variables aleatorias 4. ®e dig
4
tribuyen normalmente, entonces para un
b 3
Decimos “'los valores obtenidos" y no el valor obtenido" --

porgue se condidera gue debido a que la mediecidn resulta de

‘un proceso aleatorio -ya que la medida es afectada por tempg

ratura, humedad, luz con la que se hace la lectura; escala -

de medida empleada, etc.- tendremos diferentes valores deéﬁ.
<
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valor dado de X ; la variable aleatoria
{vea.) & se distribuye normalmente con
media oA +@’;¢ y varianza 0%, y los

parémetros o vy estimados serén:
.
~ZZ‘: A-Gw LAk
“ Zx* Ay B
7 = A ] ,—___/v
con i—;ziit v j/m'ﬂté,ﬁ:-’

b) Las v.a. no se distribuyen normalmen

te, sn cuyo caso se recurre al método de

estimacién de minimos cuadrados y se lle
”~~ L

ga a que & vy ﬂ son los mismos que en -

al,.

X? Son variables matemfticas que pueden to-

mar cualquier valor dentro de los nlme-- -

ros reales,

& Es considerado como aleatorio,; o sea que
no puede predecirse su valor en un momen

to dado. Ademfés es no observable, con -
2
media 0 y varianza ( . (posteriormente

se verd con més detalle),

En la mayoria de las situaciones en gue la rela --
cidén des j% respesto a %, es aproximadamente lineal, 12 aue
nos interesa principalmente es la relacidn entre las xs y
la media de la distribucidén correspondiente de las gyé que
como vimos esté dada por ol « /?X -para & debterminada. -
Llamémosle‘/z a ess media,

fg ®ws una constante caracteristics de los miem -
bros de la variable en estudioc ﬁ% s asi, al decir que las

jﬂ Fluctuar&n en torno a un valor'/x queremns decir gue pa
¢
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ra ciertas condiciones que llamaremos '"controladas", los va-
lores observados 9% tendefPrén a un valor /4 s Aclaremos es-
[

to con un ejemplo., Al estudiar el rendimiento en kildémetros
por litro de un autombvil, debemos tener en cuenta gue inter
vendrén varios factores que nos permitirédn llegar a determi-
nar un valor como rendimiento. Entonces, para determinadas

condiciones controladas tales como marca, modelo, velocidad

y carretera constantes, debe existir en el rendimiento cier-
ta tendencia a un valor en especial /u gue depende de dichas
condiciones,

Ademés de las condiciones controladas cuyo valor -
hace gue las observaciones j% fluetlen alrededor de /%‘ y =
existen otras condiciones que interviemen para determinar el
valor de las observaciones ?ﬂ . Podemos llamarles condicig

f)

nes '"mo controladas"., Precisamente a ellas se debe gue los
valores de las observaciones ;% Fluctien alrededor de [ y rno
sean iguales.al) un valor‘/x » Estas Fluctuacionhes son los -
Ca. . En nuestro ejemplo podrian ser la manera de condu--
cir, la Forma de efectuar las mediciones, la temperatura am=
biental, la altitud, etc. Todos estos factores pueden ser a3
grupados y se los considerars aleatorios debido a su gran ng
mero, Asi, podemos reescribir el medelo (1) de la siguiente

manera:

2/0 ::/( e 6{0 {2)



donde

variable en estudio,

constante caracteristica de los miembros de

RNERN

la poblaecidn,

Eoa error aleatorio por las caracteristicas es-

£ o

pecificas de la i-ésima observacidn,

De este modo C% es la desviacidén entre jz y la
¢
media de 1 oblacidn ; i = - o z
e ap a /d , asi éb ;% /Al Entonces,

el modelo dado por (2) es una identidad, ya gque

= « &, = + -
2

Analizando un momento el ejemplo puede observarse
gue los é% més frecuesntes son los valores cercanos a cero -
y son menos Frecuentes al alejsrse de cero hacia un lado o -
haecia otro. Los errores aleatorios Q. no son previsibles -
con exactitud por lo gue se dificulta la predicelidn de su e-
fecto como conjunto, sin embargo no por ello debe pensarse -
gue no tiemen cierta regularidad estadistica. Ademés es im-
portante observar que los errores pueden occurrir tanto en un
sentido como en otro, es decir, 6? tendré valores positivos
y megativos; pero al estudiar un gran ndmero de valores é?
su promedio estard cercano z cero de manera gue al dar opor-
tunidad de que aparezcan todos los tipos de Fluctuaciones a-
leatorias de un fFenfmeno, éstas serén tales gde se anularéan
unas a otras dando un promedioc de cero. Este punto constitu
ye una de las suposiciones bésicas en los modelos estadisti-

cos linesles (m,e.l.3.



Al hacer um gran nmero de mediciones observamos gue el pro-

medio de los valores ¢, estard cercano a cero y gque serén -
[4

menos frecuentes los valores de C? més lejanos a cero, Se
tendré asi que el valor de ¢, fluctua alrededor de @ . 8i
<
se representaran graficamente las frecuencias relativas de -
los &, obtendriames una Figura parecids = la Fig. 2.1.
[
Puesto que el modelo postulado es :/u * G
4. r4
si a cada valor de ¢, se le suma la constante M3 Se tane=
4
dré una variacidén aleatoria en las sumas resultantes,; o ses
en los valores de ., « De modo cque los valores de , Son
7. 7
aleatorios a causa de los errores aleatorios qun
Ahora si representamos los valores de ‘y. contra
L4
suUs frecuenclias de ocurrencia, se tendr& la Fig., 2.2.
Frecsuencias

relativas de los
valores ?ﬁ
4

/z Valuégé deﬁ%
Fig. .2
Al comparar las figuraes 2.1 y 2.2 se observa gue -
la diferencia entre ellas radica Gnicamesnte en laz pogieidn -
de la curva; ya gque al sumarse la constante /% a los valores
é% para constituir los valores de §{ : lo oue sa hace es
£

recorrer Ldesplazar] la curva una cantidad /g . La disper--

sién o variabididad, ya sea de los valores ¢, o A, 1 €8 lwen
[
g+
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déntica ya que no se alteran las frecuencias de ocurrencia -
de ningdn valor.

A partir de los modelos (1}, (2) y los que poste--
riormente veremos podemos estar interesados en obtensr lg «=
distribucidn de los estimadores A y(é y deducir conclusio-
Mes importantes acerca de los mismos, o bien hacer prusbas -
de hipbtesis que nos ayuden a validar nuestras suposiciones.
Dichos aspectos se salen de los objetivos de este trabajo -
por lo cual no nos ocuparemos de ellos.

Hemos visto gue la distribucidn normal es un mode-
lo adecuado para representar las frecuencias relativas de --
los valores de un gran nimero de poblaciones. El coneepto -
de poblacién como ya se explicd, es flexible; esto es, depen
diendo de las especificaciones que se hagan sobre la pobla--
cién, tendremos poblaciones con un mayor o menor grado de ge
neralidad,. Por lo tantc,-si cambiamos las especificaciones
que definen a una poblacidn es de esperarse gue los paréme--
tros 4y ¢ de la distribucién cambien,

Alora bien, si de un concepto de poblacién pasamos
a otro de mayor grado de generalidad,; se pueden esperar cam-
bios imprevistos en la media provocados por la intromisidn -
de nuevos miembros a la poblacién original. Bin embargo en
la varianza puede esperarse Un incremento, puesto gue en la
poblacién de mayor grado de generalidad sumenta la vapriabili
dad de las condiciones particulares del individuo u objeto -

I

en el gue se efectia cada medicidn ?ﬁ , incrementando con =
L3
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esto la variabilidad de las ocurrencias da‘los ;z’ . Al re-
cordar que los é% son las discrepancias de una medicién con
relacién a la media de la poblacifn producida a causa de las
condiciones especificas relativas al individuo objeto de la
medicibn, tenemos que al aumentar el grado de generalidad de
la poblacién se incrementa la variabilidad de los é% gue co
mo vimos, se refleja en las ﬁ? o

Por ejemplo, al estudiar la poblacidén dada por las
estaturas de los indigenas de 10 afios que habitan en la zona
Tarasca del Edo. de Michoacé&n, se podria tener una distribu-
cibn normal con medis /M de 130 cm, y una desviacién estén-
dar de 20 em. Al tener la poblacidn un mayor grado de gene-=
ralidad, como ocurre al considerar las estaturas de los indfi
genas Tarascos de 10 afios que habitan Fuera del Edo. de Mi -
choacén {en los Edos., de Gto., Mé&x., Col. y Gro.); se espers
gue ocurra un camblo en los parémetros; /g podria aumentar
o disminuir dependiendo de varios factores que estarén dados
en general por las condiciones de vida de los nuevos indige-
nas considerados, sin embargo, -es razonable gue ¢ aumente
ya gue habri mayor variabilidad en las observaciones §¢ .

Considerando varias poblaciornes con el mismo grado
de generalidad por ejemplo la longitud de la mamo en hombres
adultos que habitan en los Estados de 31] Veracruz, aa] Chig
pas y 63] Sonora, podemos esperar csmbios en las /a s pero
muy probablemente tendrén las ﬁismas varianzas puesto gue el

tipo de Factores no especificados al definir la poblacién y
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cque intervienen para determinar los %,, o sea, los fFacto--
res particulares asociados con la medicidn jﬁ y siguen sien
do los mismos. En el ejemplo estos factores no especifica--
dos serian el tipo de alimentacidén, conhstitucién genética, -
tipo de actividad, situacidén geogréfica, etec. Luego, la va-
riabilidad de esos factores es esencialmente la misma., Esto
nos lleva a mencionar otro supuesto bésico que se hace al -=
tratar con modelos estadisticos lineales que es la "homoge--
neidad de las varianzas poblacionales" (homocedasticidad).,
Podemos presentar en forma m&s compacta el ejemplo
sl consideramos a /1 como fumcidn de los fFactores especifica
dos al definir la poblacién y a ¢ como funcidén de los facto

tes ho especificados, de la siguiente manera:

2
%:N N (/xfa,l,b,c], 0:' (d,e,F,...)j

g, 0N (/a_[az,b,c), G’Z(',dgegm...)]
2

£ A
g, N[/L[as,b,t:), o‘;ztd,e,f-‘,...]]
8¢
donde

%. 9 yz‘y Z_ ' son las longitudes de la mano,
¢ ¢
‘ sefiala hombres,

b
c sefiala adultos,
a

1 Veracruzanos,
a Chiapanecos,
ag Sonorenses,
d tipo de alimentacidn,

e constitucidén genética,
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i tipo de =ctividad,

eto. ; otros factores no constantes.

II.2 Modelo de regresitn lineal mlltiple.

Dentro de los modelos estadisticos limeales el con
cepto b&sico es =1 gue considera el estudic de varias pobla-
ciones con un mismo grado de generalidad, en las que el mods
lo de las distribuciones de frecuencia es normal con varian-
za constante e independencia de observaciones,

Dado qgue el rasgo esencial en los modelos lineales
es el gue considera gue las medias de la poblacifén dependen
de los Factores que definen a las poblaciones, el modelo - -

ﬁ“ = /a + £,  para una poblacién se generalizs al modelo:
B ¢

= £ £, %, 9“*"97:]‘*’6. {3l
Jypam /07 T ” '
donde
) es la variable en estudic con cier-
g}ff@...m

tas especificaciones J” é secayg I

/a b&!%”°'!%9 representa la medla de una pobla---
gién definida por los factores espg
cificos dados por %j g %é 10003 Kop
y sefinla ' su dependencia en dichos -

factores,

&, tienen una distribucidn normal, son
independientes con media 0 y varian

za %, i.e. 5{,4//{(0, ),

Se considera gue esa dependencia de las medias al
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ser definidos ciertos factores especificos, es de tipo 1i --

neal (en los parémetros), o sea gue cumple

'l
= I P 4
/L [x‘/,, X/é, ,x’m) aé/ﬂwﬁw(?g, é, 3 7”] {4]
donde
/?w son parémetros desconocideos gue de-

ben ser estimados,

ya) [76,,,... ,Zb”] con & = /,40 ; son funciones coroci
das especificadas por 76" i&,... ’ xm
gue son las modalidades de los fac-
tores que intervienen al definir -

una poblacidén especifica.

%

lo cual estari basado en el conocimiento previo del fendmeno

Seleccionando adecuadamente las f(y C ){./a, X ogoos ,Zm] s

en estudio, podemos obtener una relacidn satisfactoria entre

las modalidades dadas por los factores @’%é

caso de regresidn lineal son de tipo cuantitative)] y el va--

,...,é@[que en el

lor de la media en la poblacidén definida por dichas modalida
des. Asi, combinando (3] y (4) y considerando las observa--
ciones hechas, el modelo lineal general gueda de la siguien-

te forma:
2
= (X, sseesx )+ & (5]
Tople . om f;,ﬁa/ﬁ‘“ A RS »
Este modelo es el que tiene un mayor grado de - -

Flexibilidad.

Debe aclararse gque se canservan las mismas suposi-
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ciones gque enh el modelo de regresidn lineal simple en cuanto

a que los valores g resultan al considerar la media de

g,‘,.@...m

una poblacidn definida por los factores especificos égag...,_
ﬁ%w pero ademd&s, a causa de la ocurrencia de los erroras ge-
leatorios é& .

El modelo {5) suele representarse en forma vecto--

rial asi:

Y =Xp + € (&)

donde

r o i
Iérr *5:]
f o=l &= &
o)
\ﬁ¥/ { kK
tales que
y e@s un vaector observado alestorio,

S

una matriz A2 de cantidades fijas -

conocidas,

/3 @s ur vector £4/ de parémaetros desco
nocidos,

& es un vector aleatorio,

Al igual que en =l modelo de regresidén lineal sim-
ple pueden ocurrir dos casos relacionados con la distribu---
s o
cidn del vector ¢

Caso a) Cuando cada &, se distribuye normalmente
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. . . 2 .
con media 0 y varianza igual a § y que los 67 s0N con jun-=
tamente independientes,

Caso b) Cuando el valor esperado de cada &,= 0O,
<

- - . 2 2
ls matriz de covarianza de Q. es 6°4 en donde 0 es des-
conocida,

Bajo la teoria normal en el Caso a) y utilizando -
el Teorema de Gauss=-Markoff en el Caso b)), se llegan a esti-

3k

mar-/.?y(rz.

II;S Modelos lineales en disefio de experimentos.

Es sabido que resulta pricticamente imposible que
se cumplan de manera exacta las suposiciones de los modelos
planteados. Uma caracteristica comln de los experimentos --
en muy diversos campos de la investigacifn es que los efec--
tos de los tratamientos experimentales varian de un ensayo -
a otro cuando se repiten, Esta variacién introduce cierto -
grado de incertidumbre en cualquiera de las conclusiones que
se obtienen de los resultados, los cuales estén afectados no
solamente por la accidn de los tratamientos sino también por
las variaciones extrafias que tienden a encubrir sus sfectos.
£l térmiro de errores experimentales se aplica frecuentemen-~

te a estas variasciones, donde la palabra errores nNo es sind-

“Ver Referencia bibliogr&fFica No. 11 pags. 384 - 402,



nimo de equivocaciones, sino que incluye todos los tipos de
variacidén extrafia.

Se pueden distinguir dos fuentes principales de e-
rrores experimentales., La primera es la variabilidad inhe--
trente al material experimental al cual se aplican los trata-
mientos, La poblacifn puede ser una parcela, un paciente en
un hospital o una porcién de masa, un grupo de aves en un co
rral o un lote de semillas. Es caracteristico de tales po--
blaciones gue produzcan diversos resultados aun cusndo se su
jeten al mismo tratamiento., Estas diferencias bien sean ===
grandes o pequefas, contribuyen a formar los errores experi-
mentales, La segunda fuente de varigbilidad es la falta de
uniformidad en la conduccidén Fisica del experimento,; es de--
cir la diferencia en poder uniformizar la téchnica experimen-
tal,

En consecuencia, la investigacién de los métodos -
para incrementar la exactitud de los experimentos en base al
mejor disefio de las mismos ha desempefiado un papel importan-

2

te en la investigacidn experimental.

El disefio de un experimento es la secuencia comple
ta de pasos tomados de antemano pars asegurar gue los datos
apropiados se obtendrén de modo que permitan un andlisis ob-
jetivo gue conduzea = elecclones vélidas con respecto al pro
blema establecido.

El propdsito de cualguier disefo experimental es -

proporcionar una cantidad maxima de informacidn pertinente -
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al problema bajo investigacién. Sin embargo tambié&n es con-
veniente que el disefo, plan o programa de prueba sea tan --

simple como sea posible.

En el caso de los disefios experimentales la Forma
dada por (4) es v8lida, sblo que ahora las funciones 9“’[%f’
xﬁ;...;xm] seraén funciones indicadoras con valores cero o u-
no segln la presencia o ausencia de los parémetros ‘@a), gue
se interpretan como los efectos de las distintas modalidades
que definen a la poblacidn a través de ﬁ&, 1&,...,im o A es
tas modalidades se les llama '"niveles de los factores estu--
diados",

En la mayoria de las investigaciones, el investigs
dor trata con més de una variable independiente y con los --
cambios gue ocurren con la variable dependiente cuando varia
una o més de las variables independientes. En el lenguaje -
de disefio experimental una variable independiente se conoce
como un "Factor". En el siguiente ejemplo se enlistan cineo
factores para el estudio del lavado de ropa en casa: 1) ti-
po de agua, 2] temperatura del agua, 3) duracidén del tiempo
de lavado, 4) tipo de méquina lavadora y 5) clase de agente
limpiador. Algunos de los niveles de los factores para el -
zjemplo anterior pueden ser respectivamente: dos tipos de a-
gua, dos temperaturas del agua, tres tiempos de lavado, dos
tipos de maquinas lavadoras y tres clases de agente limpia--

dor. Por lo tanto para cada factor 41, 2 y 4 habrén dos nive
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les y cada factor 3 y 5 aparecerié en tres niveles,

A la suposicidn de gue la forma definida por (4) -
como /M [%;,Zk,...,éw) SEVEXPPESE como funcidén lineal en los
parémetros gﬁwd%, { 7—:;, 'i/é’ soo ;Rf,m] se le denomina "aditividad
de efectos", La aditividad se expresa en los disefios experi
mentales en los que las gu)son variables indicadoras con va

lores cero y uno; en ese caso la expresidn es una suma de --

pardmetros.
Entonces, si redefinimog a las w [{;,xé,...,lm]
como variables independientes Z« , el modelo (5) quedaré:

£
4. =wé o Zur+ & (7)

Con este modelo definimos en general a todos los -
modelos lineales. De este modo, surgen tres divisiones al -
considerar el conjunto de las Zw :

4} Bl son introducidas como variables indicadoras
de la presencia o ausencia de modalidades cualitativas de =-
los efectos que definen a las poblaciones, se obtienen los -
modelos de disefios experimentales donde las Zw toman valo--
res cero para indicar ausencla y uno para indicar presencias
de dichas modalidades,

2) 8i las Zw son variables reales gue pueden to-
mar cualquier valor dentro de ciertos intervalos dados por -
4;,1%,0,.;X”7 {1lamados regién de exploracidn), se obtienen
los modelos de regresifn, y

3) Es posible obtener una combinacién de los dos
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tipos de comportamiento dados por 1) y 2) para el conjunto -
Zw en los llamados modelos de covarianza o modelos mixtos.
Para el modelo (7] se tiene que:

;La base gue argumenta la rnormalidad descansa en -
el tipo de variables estudiado y la experiencia previa con -
variables similares, Se supone gque las poblaciones genera--
das en cada punto del espacio de exploracién, o sea para ca-
da conjunto de condiciones especificadas por las variables -
independientes (sean de clasificacifn en modelos de disefo -
de experimentos o cuantitativas en los modelos de regresién
lineal) son normales.

=Para la homogeneidad de varianzas la base es la -
consideracién de que las poblaciones ﬁﬁ y en consecuencia -
de é% y generadas en los puntos del espacio de % dimensio-
nes de las Zw ;, tienen los mismos factores no definidos y -~
por conmsiguiente igual tipo de variablilidad.

=El concepto é} sigue siendo el mismo que se disey
ti6 en II,4., En cuanto a la independencia, se considera que
la manera de tomar mediciones se haga de preferencia aleato-
riamente. El proceso de aleatorizacidn tiene como uno de --
sus objetivos introducir independeneia entre los errores.

8i la Forma dada en (4) denmominada "relacién fun--
cional" es correcta, ninguna de las variables no incluidas .
en el modelo ni en las especificaciones generales tiene un g

fecto preponderante, sino efectos pequefios, lo cual tiene --

que ver con la distribucién de los errores é% » Por lo tan
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to la eleccidn de las funciones §M1= 2w se basa en conoci-
mientos previos sobre el Fendmeno.,

8i la relacidn funcional es incorrecta por existir
variables o funciones de las variables consideradas gue sean
de importancia y gue no estén incluidas en el modelo, enton-
ces los estimadores de las pruebas de hipdtésis resultaréan s
fectados de manera imprevisible. También cabe mencionar gue
aungue se tenga una relacidn Funcional inadecuada, la estrig
ta aleatorizacién del proceso de muestreo con el cual se ob-
tienen los valores de ﬁ@émm garantiza gue =1 modelo resulte
vélido, aunque la variabilidad de los errores resulte mayor
gue cuando la relacién funcional es correcta. En este caso,

o sea cuando la relacibén funcional es incorrecta, los erro--=

res resultantes pueden no estar normalmente distribuidos.

Cuando expusimos los modelos de regresidén lineal -
simple y regresidén lineal miltiple se trataron modelos que =
un experimentador utilizarfa si estuviese interesado en en--
contrar una Fférmula a partir de la cual pudiera predecir el
valor de un factor en estudio, por medio de otro relacionado

con &l. Asi, por ejemplo el experimentador puede desear --
predecir la dureza ég de un metal, conociendo la temperatura
7 vy el tiempo 7 de cierta operscidén quimica., El modelo -
seria jf = p (7,73 + & . En lo fuiurc consideraremos u-
na situacidén algo diferente, en la gque el interés no radica

en predecir un valor de un Factor utilizando valores de fac-
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tores relacionados con &l, sino en comparar los efectos de -

dos o m&s Factores.

11.3.1 Modelo de disefios con un criterio de clasificacién,

Presentamos un ejempleo a partir del cual obtendre-
mos el modelo. Supongamos que el director de una Fébrica de
sea comprar madguinas para realizar cierta operacidén en un -
proceso de produccién. Hay tres compafifias que Fabrican ta--
les maguinas y toma a prueba una de cada compafiia a Fin de -
determinar cual de las tres es la més aproplada a sus Fines,
El director hace que menejen las maguinas varios de sus hom-
bres durante unos dias para descubrir con cual de las tres -
se consigue mayor produccidn por dia,

En este sencillo experimento la medida gue intere-
sa =s el nlmero de productos por dia, y el factor (nico uti-
lizado [{lo cual nos lleva a.utilizar un modelo de disefio con
un criterio de clasificacién) es el tipo de méquina.

Imaginemos gue se utilizan seis hombres en sl expe
rimento,; asignande al azar dos para cada tipo de méquina. -
Habra entonces dos observaciones para cada una de las tres -
maquinas, siendo cada observacidn la cantidad producids por
la maquina en un dia. Los datos podrén ser los gue aparascen

en la tabla siguiente:
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Ndmero de maguina

1 | 2 | 3
B84 41 B5
39 48 57

Lo interesante es saber si las maguinas son o Mo -
diferentes en cuanto al nimero de elementos gque son capaces
de producir. Se plensa gue con cada maquina se tiene una po
blacién normal de produccifm por difa, con varianza constante

pero diferentes medias /ﬂy . El modelo es:

doy TS T G

en donde

jﬁf denota la observacidén i-ésima de la pobla--
@ e
gidén J , en que /= 1,2,3 representa las m§
! guinas,
e 2 > ° e P
/&e media de la m&uina ¢ con ¢ = 1;82,2
o
Eoo se considera gue estén normel e independien
&

temente distribuldos con media 0 y varianza

%, i 6{/.NNID { 0,04,

Ahora;, si construimos una poblscidn ignorando el -
cambio de maguina, se tendrd una nuevas poblacidn con clerta
3 . ‘% o i
media /u y varianza en geharal mayor gue ¢ . Esto Gltimo
se debe a que nuestra nueva poblacién tendré um grado de ge-

neralided superior a las tres anteriores ya gue abora hay un

)]

factor més gue No es constante: la mAgquina; por lo que se es

pera mayor variabilidad en este poblacidn general. A la me~



dia‘/4 de esta poblacidén mi&s general se le llama "media gene
ral',

En cada una de las poblaciones estudiadas se puede
definir un "efecto especial" al considerar gue la media de -
la poblacidn particular cambiz con relacidn a la media de la
poblacidén general. En el ejemplo son las peculiaridades es-
pecificas de la poblacién estudiada -dadas por modalidades o
niveles de factores gue la definen- cuyo grado de generali--
dad es menor gue en la poblacidén general. En el ejemplo son
las peculiaridades especificas inherentes a una maéguina.

| Asi; an el ejemplo considerado se define un efecto
especifico de méquina como la discrepancia entre /p? y /u H

se le llama efecto del factor méguina y se denota por g? 3

luego entonces

donde

/%; es la media de la poblacidn de valores de -

j! manteniendo constante la méguina s .
Los valores %? serén positivos y negativos: posi-
tivos para las méguinas gue aumenten la producecidn diaria en
promedioc con relacién a la media de la poblacidén de todas --
las producciones diarias con cuslguiera de las méguinas con-
sideradas; negativos cusndo la produccién media diaria de u-

na magquina vaya en detrimento con respecto a la media gene--

ral.
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Entonces el modelo para nuestro ejemplo puede es--

cribirse
g,= H T w6, (e)
y/z = Vs oo 6/3
‘yz/ :_—/a * 2: * 6&/
M= far TGt Ly
ﬁa/ = /u * 'Z'; * &-’/
Y35 ST T+

y en forma més compacta

4= fH G by o)

P kd

con ¢ = 1,8; J = 1,2,3; qy’”’NID C D,GJ) y en donde
7‘, produccidn diaria de la medicién i-é&sima --
«/

13 . * ¢
con la maquina j-ésima,

M media general,
Z} efecto de la poblacién [(méguina) j-é&simo,
QV error aleatorio producido Ffundamentalmente

por las particularidades especificas de la
i-ésima medicifn en una produccidn obtenida
con la maquina j-ésima, gue se genera por -
los Factores ro considerados como constan--

tes al definir la poblacidn.

Con notacidn matricial el sistama de ecuaciones --

{8) se escribirs

4 hS ¢ N 'l A
4, i 14 0 O &, (10)
e 19 1 0 0O [/g Ess
Har =14 0 1 0 7t Ear
Hoa 1 0 1 D 7. € 22
4, 1 0 0 1 L (A €
Yo 1 0 0 1 | €2 )
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en donde los unos y ceros dermotan presencia o ausencia res--
pectivamente de caracteristicas cualitativas de efectos. El

modelo (10) para % observaciones y 76 parémetros se escribe

y-:;{/j + £ {11)
donde

es un vector aleatorio observable 7 x/,

es una matriz Wéﬁ de rango g</é<77 y que =
contiene sflo ceros y unos,

ﬂ? vector de parémetros desconocidos ;ég/ .
E

vector de variables aleatorias no observa=-

bles %X/ ®

El modelo (14) representa el modelo general de di-
sefio experimental* y ademés estd implicito en el modelo geng
ral de todos los modelos lineales dado por (7).

Daremos otro ejemplo para ilustrar el modelo de di
sefio con un criterio de clasificacién. Supongamos gue cier-
ta compafiia desea determinar si existe alguna diferencia en-
‘tre los distintos métodos de Fabricacidn de acero. Imagine-
mos que se examina una muestra de 7%0 trozos de cable fabri-
cado por el proceso f ;, para cada uno de ¢ procesos y que la

resistencia a la rotura del j-&simo trozo de cable fabricado

por el i-&simo proceso es Gpo entonces podemos escrilibir
‘J
B
Koy = MF . o+ &, con ¢ F 1525000,
(J & l:/ e _
‘/'“ 1,2,ecv,

£eons NID [ 0,0
Y

*Consultar Feferencia bibliogréfica No. B pags. 226 - 253.



donde

3 £

éZ° medicién de la resistencia a la rotura del
t,
j~&simo trozo de cable Fabricado por el pro

ceso i-ésimo, .

/d es la media general de la poblacién de la -

resistencis a la ruptura,

2} efecto del i-ésimo proceso,
& error aleatorio no observable debido a las
Y

variaclones incontrolables en los procesos

de fabricacidén y mediecidn,

L.os ejemplos anteriores ilustran modelos de dise--
fios con unm criterio de clasificacidn porgue las poblaciones
en estudio difieren por los niveles o categorias de un fac--
tor: en el primer ejemplo las diferenciss obtenidas son debi
das a las peculiaridades especificas inherentes al factor md
quina, y en el segundo ejemplo las diferencias obtenidas pro
vienen del factor cable de acero.

Para ilustrar gréficamente un modelo de disefio con

un criterio de clasifieacibdn veamos la Fig. 2.3,

m

IR o

£ Yo oblacién general

= g Poblacidn
%'U =>paht%cular

J

g F
\

\

Y

S
W\
=

e M—
7

Adoa

(LY



i1.3.2 Modelo de disefios con dos criterios de clasificacifén.

Tal vez se haya observado que el primer ejemplo da
do en la seccidn II1.3.1 tenia un disefio poco satisfactorio.
El inconveniente se debia a la presencia de un Factor exter-
no: la pericia de los diversos obreros gue han de intervenir
Necesariamente en el experimento, 81 la produccién de una -
méquina resulta relativamente grande ise deberd ello a la mg
quina o a la superioridad del grupo particular de trabajado-
res gque se le asignd?

En el lenguaje de disefioc de experimentos, los efec
tos debidos a magquinas y los debidos a grupos de trabajado--=
res estén confundidos’ y no hay modo de distinguir entre es-
tos dos fFactores. La dificultad desaparece al disefilar un ==
nuevo experimento consideréndolo como bifactorial.

Supongamos akora qde intervienen sblo cineo home--
bres en el experimento y que cada uno de ellos trabaja un --=
dia en cada una de las tres maquinas, El orden en gue ha de
trabajar un hombre dado en las tres maguinas se Fijaré alea-
toriamente. Los datos guedarén clasificados en la Tabla 2.1
y tendrén doble entrada, es decir, con los niveles de log -
dos factores gde llamaremos a y,g.

En cada casilla o celda de la tabla se genera una

poblacidén normal con una media gque depende de los niveles de

ale
38

Se dice gue dos o més efectos se confunden en un experimen-
to si es imposible separar los efectos cuando se lleva a ca-
bo el subsecuesnte andlisis estadistico.
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Valores de /u;é
Maguina (Factor @ )

1 2 3
1| B3 47 57
2 | 56 50 63
Hombre 3 | a5 47 54
(Factor £) 7 ga 47 57
5 | 49 53 58

Tabla 2.1

los fFactores -es decir, de la celda gue se trate- y de gue -
la varianza de las distintas poblaciores {uma para cada cel-
da) sea constante. Esto dltimo se basa en la suposicién de
gue las poblaciones de cada una de las celdas tienen el mis-
mo grado de generalidad,

El modelo se represemnta identificeando los niveles

de los factores mediante indices:

j%fé - /‘3@'? 5&%

donde

J‘;é rniveles de los Factores de las maguinas y -

los hombres,

/%fé m%dia de la poblacién generada de‘}a celds
/34, i.e., al definir el nivel / del fac-
tor méguina y el nivel £ del Factor hombre
como constantes en los miembros de la pobla

olidn,

desviacién de la medicidn i-&sima de la po-

P

9
blacidén en la celda /,# con respecto a su

media /%%" Esto se origina por las peculig
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ridades del i-&simo elemento estudiado en -
esa poblacibn, ocasionadas principalmente -
por los factores no sefialados al definir la

poblacién, Por lo tanto éh%nJ NID ( D,F$).
Y

En nuestro sjemplo hemos considerado gue se tienen
tres niveles del Factor g a saber Jf= 1,2,3 y cinco niveles
del Factor 4 cque son £ = 1,2,3,4,5. Entonces, segdn se ig-
moren uno u otro de los Factores o ambos a la vez, tendremos
poblaciones con varios grados de gensralidad. Asi, si se ig
noran los niveles del Factor @ se tendrén cinco poblaciones
una para cada nivel del factor 45 con medias /p% 3y y ciertas
varianzas gue en general serén mayores que 0“3. 8i se igno
ran los niveles del Factor 4 se contard con tres poblacio=-
nes, una para cada nivel del factor & , con media /g, y va-
rianza posiblemente mayor gue ﬁ“zn 5i se ignoran los nive-
les de ambos factores se obtiene una poblacién con mayor gra
dQ de generalidad con media yZ (media generall.

Partiendo de las medias de las diferentes poblacio
rnes consideradas se definen los "efectos" del modo siguien--

te:

T = - es el efecto del fFactor ¢ (o efecto de @)
vT AT

Ld
en su nivel [/ .

/a% -/%4 es el efFecto del fFactor 6 (o efecto de )

20
1

en su nivel # o

En los disefios de dos o mé&s criterios de clasifica

cién, en los gque se forman tablas de doble o miltiple entra-
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da, se tieme la posibilidad de considerar que los efectos :
i) no interactlen, o sea gue ho se modifican mutuamente, o -
bien que ii) inmteractien, esto es, que debido a la influen--
cia combinada de dos o més factores resulta un efecto adicip
nal. Interaccidn es la respuesta diferencial a un Factor en
combinacién con niveles variables de un segundo factor apli-
cado simulténeamente.

i) La rno interacclién de efectos er el disefio con
dos criterios de clasificacibn se basa en el hecho de que un
cambio de nivel emn un factor produce una variaclbén constante
en las medias /u?’al considerar los niveles del otro factor,

JR

o sea

- _ 2. 2. b
/‘fﬁ,fgm/%n& _f{/a;@’m/(fh@: para todo /, /7, & ,27(12)

lo gue equivale a

/lfé’ w/uff%’:/‘;{ﬂ;é DT para todo ; /7, # 4’ (13)

Por ejemplo, supongamos el Ffactor & con los nive-

les /= 1;2 v el Factor 4 con los niveles £ = 1,2,3. Los -
valores de /6% de estos factores se dan en la siguiente ta--

bla:

Factor &

n

|
|

Factor 45

W N =
nm g @)
[ Oy B 13}
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Entonces, utilizando (12) tenemos gue para todo -

2
é = 1,2,3 y‘% = 4,2,3 se cumple

fon” fan” Sfow S B

San ™ Son T Sk M TR

Utilizando {13) tenemos gue para todo Jf= 1,2 Yy =
L

J= 1,2 se cumple

i
W

R S TR
Hy ™ s T He T M B
Ha™ Fpy T Fpa T ST B
El cambio de niveles de los factores @& y,g produce altera-
ciones iguales en las medias de las poblaciones para todos -
los niveles ,5 y & respectivamente.
Luego, puesto gue se cumplen las condicicnes (412)
N [ja) se dice que no hay interaccién en los factores 4 ng.
ii) Interaceién.- se dice que hay interaccidn sn-
tre dos factores si los cambios de nivel de un factor afec--
tan de manera diferente las /éﬁal cambiar los niveles del o-
tro Factor. 0 sea gue si la proporcionalidad entre los valo
res de /g}'se pierde, entonces habri interacclén entre los -
factores considerados, Basta con gue un valor de_/%% no cum

pla con las condiciones {i2) y (13]) para que surja la inter-
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accidn, Asi, en el ejemplo considerado al inicio de la sec-
cién 1I1.3,2 podemos verificar gue existe interacclién con sé-

lo confirmar gque

Fou™ Sl Fow S

o 07 ) 3
para J = 1, J =3, 4= y 2= 2. Entonces,

/u//_/l'[s/:“4 /44/2“/431=—7

por lo tanto existe interaccidén entre los factores & vy b
del ejemplo mencionado.

Luego entonges, para el caso de no interaccidn te-
nemos que la media de la poblacién j:ﬁff es la suma de la me -

dia general y los efectos ?; Yy f% ; @s decir

Fo 0 G G

y el modelo del disefic con dos coriterios de clasificacidn --

sin interaccidén es

= o 14
»e!’{{/«+21 tj*égm {14)

donde

o
j/" " medicidn i-&gima con nivel [/ de @
o
£

y nivel £ de b s

/x medis general,

Z} efecto del nivel /o da 4 ,
€

efecto del nivel ;é de 4 '
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6(:/',% error aleatorio por las caracteristicas es-
pecifieas particulares de la i-ésima medi -
cidn en la poblacién con niveles ./d de 4 vy
4 de £ . Entonces q_'/'éNN C D,(f&] Y e

Iy - .
kT Yeph T P
El modelo {14]) es una identidad ya que
= w  To & +* &,
%jé /A 4 Pé ’é /u 7
Lorh = Font Jope = St
Ern el caso de gue exista interaccidn, para presen-

tar /e% en términos de /u., %} y eé se introducird un efec-

to adicional: d}é (denominado efecto de interaccidn), asi:
oy = -+ 2: e € + g‘_u
Sow= M 7 & T 9p
y el efecto 5/;% sers

Gip= (0O Yy = ploy = flj = phe * M

Por lo tanto sl modelo de disefio con dos criterios de clasi-

Ficacidn con interaccidn es

= + . + + . * e (15)
ﬁf\/ﬂé M z; eé S)é & L4
donde jﬁﬂé’ M g} s E% v é?ﬁ son los mismos que en (14)
Y
5}% es el efecto de interaccién del nivel / de

a yelnivel"éde’éo
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Erm general; las suposiciones bésicas de los mode=-
los vistos en esta ssccidn son las mismas gue las considera-
das anteriormente: la normalidad, gue descansa en el hecho -
de juzgar gque cada casilla o celda de las tablas de clasifi-
cacidn miltiple tienen poblacién normal con varlanza constan
te, y que las medias dependen de la casilla especifica a tra
vés de efectos principales e interacciones; la homocedastici
dad, gue resulta al considerar que las poblaciones en cada -
celdzs tiemen el mismo grado de generalidad,

Es posible extender los modelos {14]) y (15) a tres
o més criterios de clasificacién con o sin interaccldn, siem
pre y cuando se cumplan las suposiciones azntes mencionadas y
se expresen los nuevos modelos en términos de variables indi
cadoras de presencia o ausencia de un efecto prineipal o in-
teraceién en cada una de las mediciones realizadas. Asi, un
disefo con tres criterios de clasificacidén con interaceidén -

se escribiria

%7%m = Sfibm Q?ém

o mas explicitamente

ﬁ?f@”7= 7 '§ + f% + Aw? + (7o a% + [T;L%%?¢

+ cpkj‘ém*" (2?92,3!:{’7%4‘ 64“/5’.}?7

y sin interaccidn

= . T, % FED ves
'glf{/"ém /{ Y % /k?ﬂ é‘jf’é"”?



152y0e0, 7 g=1,2,..., K
15250003 M= 1525600, M

il

en donde 4

<
1

para ambos casos.

En los modelos {11), (14) y (15) se han presentado
los llamados efectos de poblaciones ?; y ﬁ% y s4 interac--
cién 6% . Estos valores son considerados constantes fijas
particulares, aundue desconocidas, de una situacidén experi--
mental determinada por lo cual dichos modelos se denominan -
de "efectos Fijos'.

Mencionaremos algunos ejemplos en los cugles pue=--

den ser utilizados los modelos vistos en esta seccién,

-En experimentacidn agronémica, un tratamiento pue
de referirse a los factores @) a una marca de Fertilizante
N ,6) a una cantidad de fertilizante.

~En experimentacidén de nutricidmn animal, por ejem-
plo el aumento de pesc esn ganado lanar, los factores consldeg
rados pueden ser @) el sexo de los animales, .é ) el padre
del animal experimental v (€] el tipo de proteina.

-En estudios psicolbégicos y sociolégicos podemos -
considerar los Factores AQJ)edad, 6 ) sexo, ¢) grado de -
escolaridad, etc,

—=Para estudiar el rendimiento de cierto proceso ==
gquimico podemos considerar @ )Jla temperatura a la cual se e
Jecuta el proceso y 4 ) la cantidad de catalizador usada.

~En la investigacidfn y desarrollo concerniente a -

baterias, los tratamientos pueden ser varias combinaciones -
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de @) la cantidad de electrolito y £) 1la temperatura a la

cual fue activada la bateria,

11.3.3 Disefo experimental en blogue azarizado.

Todos los modelos lineales presentados son genera-
lizaciones de la seccién II.1 y son casos particulares de -
(4). En todos ellos, el término 65 representa el error a-
leatorio generado por los factores no sspecificados al defi-

nir las poblaciones, 81 la variabilidad de los 6: es grande

el error experimental puede reducirse adoptando una o més de
las técnicas siguientes: 1) usando material experimental -
mAs homogéneo o por la estratificacién cuidadosa del mate---
rial disponible, 2) utilizando informacién proporcionada por
vabiables aleatorias cuya relacifn funcional sea correcta ,
3] teniendo més cuidado al dirigir el experimento, 4] usando
un disefio experimental mis eficiente.

El propfSsito de esta seccidn es estudiar técnicas
que reduzecan la magnitud de los errores experimentales en -
los modelos lineales ligados a los disefios experimentales,.-
para lo cual utilizaremos el concepto de "blocque". Por blo-
queo damos a entender la digtribucidén de los elementos de la
poblacifn en estudio {unidades experimentales] en bloques , -
de tal manera que las unidades dentro de un blogue sean rela

tivamente homogéneas, de esta manera la mayor parte de la va
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rimcidn predecible entre las unidades queda confundida con -
el efecto de los blogues.

La introduccitn de blogues en los disefios permite
disminuir la variabilidad que presentan los %. en los mode-
los, mediante la identiFicaciéh de ciertos Factores gue aun-
gue no sean objeto de estudio producen variacién consideraz--
ble en las mediciones é? « Originalmente el concepto de -
bloque se introdujo en los modelos de disefio experimental pe
ED puede extenderse g modelos de reghesiéh,‘esto es, si rede
fFinimos el modelo limeal gerneral dado en II.2 por (3] v re--
presentamos a las funciones é%/ por %, YV yeees 4%, tendre-

£

mos gue

Vejtom™ Ot G G i G 1O

cdonde

/ ./ son los efectos gue interesa estudiar,

{Zf} pueden ser variables indicadoras o Fun--

ciones reales de variables reales,

Tenemos entonces gque si existen otros efectos (diferentes al
6@} ) gue no son objeto de estudio, pero oue producen variag
ciones sistemdticas preponderantes, se llamaran Zg;..,, £, .
Por lo tanto el concepto de blogquec implica expresar dichos

efectos explicitamente en =21 modelo.

seve s B representan condiciones de -

Cuando las £ -

i

!

Ffactores cualitativos se denominan blogues. En el caso de -
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gue algunas 2 sean valores de factores cuantitativos se ten
dré un modelo de covarizsnza {como se vid en la subdivisidén 3
de la seccién I1.3) donde el objeto de introducir las cova--
riables -las g cuantitativas- es la reduccién de la magnitud
de los errores en el modeloc. En los dos casos las 23 se in-
troducen para reducir la variacidn de los 6? . Luego, al -
incorporar las variablez g de bloguec o covarianza en [18)
se tiene

. &
Lot A e A 5 MR CL A
en donde los 5? tendrén Fluctuaciones aleatorias més pegue-

[4

fas que en el modelo dado por (16), principalmente por tra--
tarse ahora de poblaciones con menor grado de generalidad,
ya gue al definirlas se han especificzdo umn mayor ndmero de
fFactores, es decir, a los factores {ﬂf?que rnos interesan les
agregamos los de blogueo (o covarianzal.

El concepto de blogues sl azar surgid al conside--~
rar gue todos los thatamientag* aparecleran una vez eh cada
blogue donde los elementos de lz poblacidn en estudio Fueran
relativamente homogénevs, para asegurar que todos los trata-
mientos tuvieran la oportunidad de mostrar sus resultados =-

dentro de cada blogque., Loz tratamientos son asignados al --

azar a los elementos poblacionales de cada blogue.

s

“Gonjunto particular de condiciones experimentales gue deben
imporerse a la poblacidn en estudio dentro de los monfines -
del disefic selesccionado.



Para ilustrar esto, supdngase que se van a compa~--
rar seis variedades de avena con respecto a sus rendimientos
disponié&ndose para tal efecto de 30 parcelas experimentales.
5in embargo, hay evidencias de gue existe una tendencia en -
la fertilidad de norte a sur, siendo mas fé&rtiles las parce-

las del norte. De acuerdo con esto, parece razonable agru--
par a las parcelas en cinco blogues de seis parcelas cada u-
no; de manera gue el primer bloque contenga las seis parce--
las més fFértiles, el sigulente grupo cohtehdréllas siguien--
tes parcelas més Fértiles y asi sucesivamente hasta el quin-
to bloque (mas sl sur) gue contendri a las seis parcelas me-
nos fértiles. Una vez hecho esto, se asignarén al azar las
seis variedades a las parcelas de cada blogue, haciendo una
nueva aleatorizacién en cada blogue.

Fisher propuso el modelo matemético para el disefio

en blogues al azar de la siguiente manera:

» L ﬂ, “+ e 2
jt’/ /d g ﬂ-" C;J
° . N -
con (= 1,2,.00,7 y Y= 1,8,...,7 ; siendo

jwo medicién {que puede ser rendimiento, incre-
mento de peso, ndmero de adultos, etc.) del
o

f
tratamients ¢ en el blogque ¢ ,

o

/M efecto de la media general,
?? efecto del tratamiento ¢ , gue se expresa

con valores positivos para tratamientos con

valores promnedios superiores a la media ge-
neral, y con valores negativos para trata--
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mientos con promedios menores =@ la media ge
neral del experimento; o sea 2::_/{. - M

en donde A{; @s la media de la poblacién da

da por el tratamiento i-ésimo, que puasde --

ser un nivel fijo de un Factor o una combi-

nacién de niveles de varios factores en es-

tudio,

g
/?o efecto del blogue / gue ss expresa similar

pre s e
mente a ¢y con ﬁv:: /%f"’f% , donde /M}
es la media de la poblacién de mediciones -
que se puaden efectuar en el blogue que re-

presenta constancia de algunos Factores,

Erao error aleatorio que surge por el efecto con
junto de todos los factores nMo controlados
en el disefic y gue causan heterogeneidad en

las poblaciones, 62; tienen una distribu--—-

¢idn mopmal con independencia y homogenei--
dad de varianzas lo cual se verifica por =
tratarse del estudio de poblaciones con el

mismo grado de generalidad.

Para explicar el corncepto de ortogonalidad diremos
gque: comp se pretende gue todos los tratamientos aparezcan
en todos los bloques, la media aritmética de las mediciones
en un trataniento acundlardé los efectos de bloque de igual -
Forma para cualduier tratamiento, de manera gue la diferen--
via entre medias de tratamiento no arrastra efectos de blo--
gue, Esto puede expresarse como sigue: sin pérdida de gens
ralidad supongamos los tratamientos 2 v 5 como un ejemplo, -

Sea gf“ «= media de tratamientos No. 2 = 4 + ﬁg;u 0ok §g+u R /T
g 2,

7zl
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llamémosle ecuacidn {(17). Segin el modelo

ﬁ’$,=/.(+22+ﬁ,+£&/ 18]
?ZL =M (N ﬂz " fzz,
Y27 M G+ fr+ o
= +« T +
é’fzﬁ /A ta * ﬁm’ ég"’
Sustituyendo las ecuaciones (18) en la (417) se obtiene
7 7
%-: G+ 5y Pi « é’ga/ €ai
% e 3
g o= . éz ﬁ €a;
4,0= Mo (A Vi+ £, Gaj {19)
»
Trabajando an&logamente para ;? , se tiene
5,

%i': S+ f/ & +;é: 65/ {20]

e

Por lo tanto, la diferencia entre las medias del tratamiento

2 y del 5 ser&, utilizando las ecusciomes {19) y ({20],

como
sigue
L.t i
-. - A A ] _ I a
yz‘ y /j + ’Z;’%’J./}’ﬂ.d 4‘4:17’ i /b{ 'l; ¢=1}7£J
_zesj
»
= T - +;ég Ze_
477

Lo cual nos lleva a afirmar gque la diferencia de medias en -

tre los tratamientos 2 y 5 no contiene efectos de blogue,

sino Onicamente los efectos de los tratamientos 2 vy 5, més -

la diferencia de los promedios de los errores presentes en
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las parcelas (o de las subdivisiones gue se trate) con trata
mientos 2 y 5. Esto se conoce como ortogonalidad entre blo-
ques y tratamientos.

Cuando el nlmero de tratamientos por probarse es -
grande, de modo que las unidades experimentales varfian en al
to grado dentro del blogue, sntonces se pueds prever que, al
poner todos los tratamientos en un blogue completo grande -

gue los contenga, se tendrd una heterogeneidad muy Fuerte en

tre las unidades experimentales, dentro del blogue complato
{con todos los tratamientos)., En este caso, lo gue se propo
ne es considerar bloques més paqueﬁ@é @ pesar de gue nNo con=
tehgan a todos los tratamientos {blogues incompletos), pero
buscando siempre homogeneldad de las unidades experimenta -

les dentro de los blogues incompletos.



III. APLICACIONES

Las primeras aplicaciones de la Estadistica se li-
mitaban Gnicamente a determinar el puntoc donde la tendencis
gerneral era evidente (sl es gue existial, de una gran canti-
dad de datos observados.,. Al mismo tiempo, en muchas cier---
clas se hizo énfasis de gue en lugar de hacer estudios indi-
viduales, deberian hacerse estudios del comportamiento de -
grupos de individuos. Los modelos estadisticos satisficie=-
ron tal necesidad pues, los grupos concuerdan consistentemen
te con el concepto de poblaciétn, Asi pues, podemos utilizar
modélos estadisticos lineales* en los siguientes campos.

Por ejemplo, sl agricultor siempre estd enfrentado
al problema de mantener un alto nivel de productividad en ==
slus cosechas, Para ayudarlo, el agrfnomo efectuard un sinnd
mero de experimentos a fin de determinar la diferencia de u-
tilidades entre las diferentes variesdades de productos agri-
colas, efectos de los distintos Fertilizamntes, y del mejor -
método de cultivo., Con base a los resultados de estos expe-
rimentos,; el agrénomo espera hacer recomendaciones exactas y
ttiles al agricultor.

Relacionada con la agronmomia estd el cultivo de --

plantas donde se pretende el perfeccionamiento de variedades

st
"“Siempre y cuando se satlsfagan las condiciones cue se han -
mencionado,
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o hibridos. La eleccién del digefio depende de los conceptos
que implica; la uniformidad del suelo, la exactitud y preci-
sién de las estimaciones particulares juzgadas necesarias pa
ra obtener los resultados requeridos; el tiempo, recursos y
dinero disponibles y posiblemente otros Factores., Los datos
recopllados son entonces analizados de scuerdo con sl plan -
del experimento, el cual fue disefiado para hacer posible una
comparacidn adecuada entre las técnicas por probar.

g El modelo estadistico empleado debes por supussto,
tener una lterpretacidn l6gica del proceso biolégiceo en con-
sideracidn y de la manera en gue el experimento se ha efec--
tuado a fin de gue se tengan resultados Otiles.

Otras éreas de investigacidn en las gue se hace -
buen uso de los modelos estadisticos lineales son la ecria -
de aves de corral, oria de animales y nutricidn de animales
donde uno de los usos més importantes es la separacién de -
los efectos del medio ambiente y hereditarios. Por ejemplo,
en el campo de la nutricién animal, se han previsto muchos =
experimentos pars descubrir la importancia de las vitaminas
en las diferentes fases de la produceién asnimal. -En tales
investigaciones se eligen varios grupos de animales; tan ho-
mogéneos como sea posible; para la investigacidén, Tales gry
pos homogéneos se Forman, usualmente, por consideracidn de -
criterios tales como edad, peso, sexo, herenclas, vigor y nu
trieién previa., Un grupo ya revisado se sscoge y alimenta a

una racién mormal. Los grupos restantes son alimentados a -
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diferentes niveles de la vitamina en cuestidn, uno de ellos
sg alimenta con una racidn gue contenga m&s vitaminas que la
racién normal y otro grupo se alimenta con una racidn que -
contenga muy poca o nada, de la vitamina en cuestion. El -
resto de los grupos son alimentados con raciones comprendi--
das entre los extremos. Los animales se conservan durante -
un cilerto periodo bajo la alimentacién arbitrarismente elegi
da y el investigador registra datos tales como incremento -
diario de peso, economiam obtenida, viabilidad, etc. 8Si el =

experimen ha sido disefiado de acuerdo con los prineipios -

estadisticos establecidos, pueden obtenerse conclusiones de
gran valor para el ganadero.

Actualmente en la Ingenieria han sido utilizasdos -
modelos estadisticos linealss en temas como el calor transfe
rido por unidad de tiempo a través de un material aislante,
control de produccidn, tolerancias en partes de maquinas, es
tudios de cortrositn, control de calidad, y muchos otros pro-
blemas especializados de investigacidén y desarrollo.

En ciencias sociales, tales como Sociologia, Demo-
graffa, Psicologia, los modelos estadisticos tambi&n tienen
una amplia aplicacién. Probablemente, las comparaciones mas
importantes en economia de la produccién se hacen cuando dos
o més caracteristicas se estudian o miden simulténeamente, -
Esto implica téchnicas como regresidn y correlacidn que son =
herramisntas inestimables para el sconomista.

Ahora, pasamos a sefialar los principales usos qgue
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tienen los modelos estadisticos lineales dentro de la regre-

Bién y el disefio de experimentos.

ITI. 1 HRegresidn,.
ITT.1.1 Predicecidn,

Como seAha visto los modelos de regresién son va--=
liosos para describir el tipo de asocizcibén entre la varig--
ble dependiente j/ y lals) variablels) indepentientels) g, ,

xl;...; %, o En este caso lo que se persigue es resumir -
la tendencia de los datos y encontrar la forma de asociacidn
de las variables. Es importante recalcar gque en dicho uso -
No se pretende establecer relaciones causales en el sentido
de gue los valores de las x% produzcan cambios en los valo-
res de ﬁy 3 se trata Onicamente de indicar la asociacién en
tre las variables y cual es la forma de dicha asociacidn.

lLa prediccién de la variable ﬁ? sblo serd validea
si en el periodo de prediceién se mantienen constantes las
condiciones con las que se prob6é el modelo, si estas se alte
ran ser& necesario hacer las consideraciones pertinenstes pa
ra gque funcione el modelo original, o bien crear un nuevo me
delo,

El valor de la prediccitn dependerd de la magnitud
de su posible error, por ello, para una buena prediccidn es
necesario que la variabilidad de los errores Qu sea lo mas
pequefia posible.

Asi pues, podemos desear predecir: el peso en Kg.
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de un individuo gue tieme cierta altura en cm., el nadmero de
hijos que tendrén las familias con determinado ingreso, el -
monto total de préstamos sobre pdlizas en clerta compafiiz de
seguros durante el priximo affio, la cantidad de 6xido gque se

formaré en la superficie de un metal calentado en un horno -
durante un intervalo especificado de tiempo a 200 grados C.,
o la medida de deformacién de un anillo scometido a una Fuer-
za de compresién de 1000 lbs., o bien, podemos predecir la -
demanda gque tendré dentro de un semestre clerta mercancia =

con un precio determinado.

III.1.2 Control,

Aungque existe la tendencia a econsiderar la garan--
tia de calidad como un tema reciente, no hay hada Nuevo so=-
bre la idea b&sica de hacer un producto de calidad caracteri
zado por un alto grado de dniformidad. Durante siglos, los
artesanos héblles se han ssforzado por hacer productos gue -
se distinguieran por su calidad superior y, una vez due se -
lograba cierto grado de calidad, eliminar, hasta donde fuera
posible, cualquier variabilidad entre sus productos que los
hiciera anormales. NStese que la palabra calidad cuando es
usada técnicamente, se refiere a alguna propiedad medible o
contable de un producto, tal como el diémetro externo de un
rodamiento de bolas, la resistencia a la rotura de un hilo,
el ndmero de imperfecciones en una pleza de tela, la poten--

cia de uns droga, etc.
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Un modelo de regresidén puede servir para sncontrar
cuales son los valores de las x5 gue pueden optimizar, de a
cuerdo con algdn criterio, los valores de la variable depen-
diente j" Para ello se establece la ecuacitn de regresidn
y se busecan los valores de las g% gue controlen los cambios
en ? en el sentido deseado.

Es sorprendente como dos partes aparentemente idén

ticas, hechas bajo condiciones culdadosamente controladas, -

de la misma fuente de materia prima y fabricadas s6lo con di
Ferencia de segundos por la misma maguina, pueden ser dife--
rentes en muchos aspectos. En realidad; cualguier proceso -
de fabricacifn, aunque sea bueno, se caracteriza por un cier
to grado de variabilidad que es de una naturaleza aleatoria

Yy gue no se puede elimimar completamente.

Cuando la variabllidad presente en un proceso de -
produccidn esté limitada a la variacién aleatoria, se dice -
gue el proceso estd bajo control estadistico. Tal estado se
consigue buscando y eliminando todas las causas dque originan
variaciones de otra clase {que son las variaciones atribui--
bles) gue pueden deberse a operarios poco entrenados, mate--
rias primas de baja calidad, sjustes indebidos de las mégui-
nas, partes uUsadas, etc. GCome los procesos de fabricacidn -
raramente se encuentran libres de este tipo de defectos,; es
importante tener algln método sistem@tico de detectar las --
desviacicnes notables de un estado de control estadistico -
cuahdo sstas se presentan. Parz ello se emplean principal -

mente las cartas de eontrol {ver referencia 13 pags, 519 a



527).
Daremos un ejemplo tiplco gue nos ilustre la utili
zacibdn del control dentro de la regresidn, Supongamos que -

S = e L e
menc.o “'lE! mas ecu=

e

se desea encontrar la racibn Sptima de al
ndmica- gque debe darsele a los puetrcos para obtener una me-
jor produccidn de carne. Para lograrlo se sncuentra, por re
gresién, una funcidn que ligue la carne producida j’ y las

cantidades de varios alimentos xg, Luego entonces, en fun-
cifn de los costos de los alimentos y con la ayuda de progra

macién lineal, se obtiene la racién Sptima,

111.4.3 Calibracidn.

Estudiando las técnicas de medicidn,; existe un pro
blema muy importante, gue consiste en determinar las relacip
nes entre mediciones de la misma cantidad realizadas por di-
ferentes técnicas. A tal problemz se le conoce como calibra
cifén., Hay dos tipos de calibracidn:

i} La calibracién comparativa, gue surge cuando -
se necesita estandarizar o graduar una téchnica o instrumento
de medicidén contra otra U otro, como por ejemplo la calibra-
ciébn de termdmetros.

En la calibracién de un ndmero de instrumentos cque
proporcinnan mediciones de un tipo similar, usualmente Mo -
hay una medida clésica [esténdar) a la cual se deben referir
aungue algunas veces alglin instrumento puede definirse como

el esténdar. Las medicliones generalmente serén efectuadas a
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especimenes de diferentes clases de material, cuyas propieda
des puede esperarse que cubran el rango de valores sobre los
cuales la calibracién va & ser aplicada. Esta condicidén es
esencial para la aplicacidn de cualquier método de estima=-
cifén de las relaciones de calibracidén comparativa,

ii) La calibracién absoluta, en donde se tiernen -
dos té&cnicas: una tradicional y otra no tradicional. Se re-
lacionan las mediciones tomadas de acuerdo a la téchica tra-
dicional con las tomadas de acuerdo a la no tradicional, lo
cual podemos expresarlo diciendo quézég 2s una medicidn de u
na caracteristica aleatoria que es F&cil de medir y depende
de una variable aleatoria dificil de medir ¥ . Deseamos en
tonces efectuar sblo las mediciones Féciles y de éstas esti-
mar las diffciles., Lo anterior puede hacerse de la siguien-
te manaraﬁ Se obtienen "n" pares de valores [inﬁgj,o..,f}%,
gﬂ) donde las 1; y las g% son los valores observados de -

Ay j' sobre el mismo objetoj con sstos "n" pares se hace
la regresién de 4 sobre X . De ahf en adelante, al obte--
ner una jﬁ Futur:, se ut;lizahé la linea de regresifn ajusta
da anteriormente para calibrar el valor o los posibles valo-
res de X*del o de ios cuales pudo provenie ?/ « Ejemplos:

~8e trata de la medicién de la concentracién de so
dio en una muestra de materiales. Lz estimacidn de la con=-
centracifn por medio de métodos tradicionales es precisa pe-
o tediosa, mientras gque la lectura del Fotdmetro es relati-

vamente répida, £l objeto del experimento de calibracibén es



estimar la relacidn por medio de la cual las lecturas del fo
tbémetro se pueden convertir en las mediciones de concentrae-
cidén de sodio gue se hubleran obtenido si se hubieran utili-
zado los métodos tradicionales.

La poblacién "R" en este caso estdé formada por di-
versos tipos de materisles, cada uno de los cuales tiene con
centraciones de sodio diferentes, Se toma una muestra esta-
distica de tamafio "n!"; donde cada elemento de dicha muestra
es una muestra guimica de elementos de "R". A cada uno de -
los elementos de la muestra estadistica; se le mide la conh--
centracifn de sodio por medio del método tradicional, forman
dose con esto las X5 ; después, midiendo para cada elemento
de la muestra estadistica la concentracidén de sodio por me--
dio del Fotbmetro, se obtienen las :73, A comtinuacidn se
efectla la regresidn de é{ sobre X . En base a3 esta regre-
sidn se puede estimar la medicién de la concentracidn de so-
dio que se hubiera obtenido pﬁr mé&todos tradicionales, basan
dose exclusivamente en la medicién obtenida por medio del fo
tbmetro. Esto siempre y cuando el material sobre el que ses
estuvieron efectuando las mediciones pertenezca a la pobla--
cidn "RA", pues de otra manera no se tendria una base para ha
cer tal estimacidn,

-l.os antropdlogos al efectuar una excavacldn y en-
contrar restos humanos hacen estimaciones acerca de la edad
del individuo., Para hacer estas estimaciones el antropdlogoe

lleva a cabo mediciones 4% de créneos de individuos de edad
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? » - - - . »
X § conocida pertenéclentes a la misma poblacidn estadisti-
ca (tipo racial, grupo &tnico, etc.)}, y entonces en base a -
estas parejas de datos [Z,,%),..e J:z%,ﬁgl efectla una regre
sidn de f{ sobre X gue le permitird estimar la edad descong
cida X del individuo (perteneciente a la poblacifn estudia-

da) con créneo de medida ?/ .

I11.2 Disefo de experimentos.
I11.,2.1 Comparacidéh de medias.

Comp se ha visto, los modelos estadisticos limea--
les de disefio de experimentos tiens como objetivo principal
comparar las medias de las poblaciones estudiadas bajo digs--
tintos tratamientos.

En efecto; lo gue imteresa en este caso es compa--
rar, por ejemplo} las medias de produccién de Frijol en 28
parcelas utilizando 4 Fertilizantes, o las medias en -puanto
a la resistencia a la tensifén en la produccidn de avero usan
do diferentes cantidades de carbin. Podemos interesarnos en
la comparacidén de medias de produccidn de varias poblaciones
generadas al considerar distintos tipos de procedimientos de
operacién dentro de las fébricas, 0 bien, la comparacién de
las medias del ndmero de inversionistas de los bancos al va-
riasr las tasas de interés; en un hospital la comparacidn de
medias de paclientes leprosos al ser tratados con distintos -

medicamentos,



Para hacer estas comparaciones necesitamos plan —-
tear hipdtesi el tipo = = = 5li
- pbtesis d =] /% /uz eeo /q” y hacer un anili

sis de varianza.

I1I;2.2 Estudio de efectos,

Una aplicacidn muy importante en los disefios expe-
rimentales es la gque se refiere al estudio de las relaciones
entre varios factores, ya sea de tipo cualitativo o cuantita
tive, que sirven como eriterio para definir las poblzeciones
bajo estudio y suUs respectivas medias. Para ello una herra-
mienta muy Gtil es la verificacidén de la hipdtesis de no in-
teraccidn entre los Factores gue intervienen directaments pa
ra definir la poblacién bajo estudio. Por sjemplo, al estu-
diar la depresién de sujestos drogadictos, se podré conocer -
si el efecto de la droga se modifica al tratarse de hombres
o de mujeres.

Otro aspecto de interés surge al investigar el pa-
trén de cambio gue siguen las medias de las poblaciones gene
radas al modificar los niveles de un factor con respecto a -
los niveles dados. Por ejemplo, si el cambio en las medias

es de tipo lineal, cidbico, etc,



IV, CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se ha visto que el mode
lo ﬁ? =‘/% + é, es Otil para representar las ocurrencias de
los valores de una poblacidén, y el valor de /4 depende de --
las especificaciones gue tenga la misma. También la variabi
lidad presente en los [@J y gue se transmite a las é%] ; Se

¢

determina por dichas especificaciones. Esta variabilidad de
pende . del tipo de Fendmeno estudiade y del grado de gene-
ralidad de la poblacién, esto es, de los factores gue No due
dan especificados al definirla. El modelo de regresidn 1i -
neal miltiple es una extensibn de los conceptos anteriores y
tiene un grado maximo de flexibilidad, Con el modelo lineal
general (7) definimos todos los modelos lineales. Los su ==
puestos bésicos gue lo Ffundamentan son: relacién Ffuncional

correcta {aditividad]), homocedasticidad, independencia de e-
rrores y normalidad. Gon este modelo podemos representar un
espacio de '"n" dimensiones {("n'" variables Zw ). Bi las {aw}
se les introduce como variables indicadoras de la presencia

o ausencia de modalidades cualitativas de los efectos que de
Finen a las poblaciones, se obtienen los modelos dg disefios

experimentales, Cuando las poblaciones en estudic difieren

por los miveles o categorias de un Factor, el cual estd de--

terminado como constante al definir las poblaciones, tendre-
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mos modelos de disefios con un criterio de clasificacidn. Si
se consideran poblaciones con categorias o niveles de dos o

mis factores tendremos los llamados disefos con dos (o mas)

criterios de clasificacidén. Para reducir la magnitud de los
errores experimentales utilizamos los disefios experimentales
en bloques al azar.

LLos modelos estadisticos lineales antes menciona--=
dos son de gran uﬁilidad, independientemente que se apliquen
en el andlisis de fendmeros fFisicos, en el estudio de medi-=
cilones educacionales, en el estudio de datos provenientes de
experimentos biolégicos, o del andlisis cuantitativo del ma-
terlial en Economia, El1 agrdénomo, el quimico, el bidlogo --
{por mencionar algunos) tratan de eliminar las diversas Fuen
tes de los factores gue afectan el Ffendmeno gue estudian. -
Con todo, muchas perturbaciones (los 6? )} estén siempre pre
sentes; entonces, éstas se tratarn de reducir al minimo de
manera gue las afirmaciones que se hagan acerca del fFendSmeno
ern estudio sean razonables..

Para quellos modelos estadisticos lineales sean u-
tilizados con ventaja, se propone:

1) Que la persomna gue desee utilizarlos esté con-
sciente de las suposiciones bésicas en que se Fundamentan --
los modelos estadisticos lineales y, adem@s, gue sea versado
en la materiz objeto del campo en el que la investigacién va
a realizarse para poder decidir si es conveniente la utilizg

cidn de dichos modelos en un Fendmeno dado,
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2) 8i la decisidn ha sido utilizar modelos esta--
disticos lineales, se deberd verificar si las suposiciones -
bésicas planteadas son representativas en el estudio de cier
to Fendmeno. Se debe proceder con criterio cientifico, o -
sea, mediante modelos provisionales gue deberfn ser confron-
tados con las observaciones préacticas del mundo real; el mp-
delo se irg modificando hasta llegar a ser satisfactorio das
de el punto de vista préctico, En &l las suposiciones debe-
rén cumplirse aproximadamente y producir ertrores lo suficien
temente pequefios como para garantizar su uso practico.

3) Por Gltimo, es importante saber cémo organizar
la informacidn mediante medios de representacién grafica y -
tabular,; y tener conocimientoc de cbémo establecer rutinas sco
nmicas y Ffuncionales para el manejo y computacidtn de los da

tOS,
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