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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

I.l DESCRIPCION DEL PROBLEMA. 
La Presa Hidroel.éctrica Manuel Moreno Torres, "Chicoasén", se 

encuentra en funcionamiento desde 1980. Desde entonces se han de -

tectado problemas de vibración en las tuberias de desfogue de sus 

turbinas debido al flujo de agua que se descarga a través de ellas 

y que les induce efectos dinámicos de frecuencia relativamente ba

ja. Es necesario reforzar estas tuberias de desfogue con atiezado

res longitudinales y circunferenciales a fin de ase~urar que sus -

frecuencias naturales de vibración sean suficientemente altas para 

evitar efectos de resonancia que dañarían seriamente las instala-

cienes. 

En el desarrollo de esta tesis se dará una primera solución -

al problema de vibración forzada de la estructura de desfogue • Es 

por esto que resulta importante primeramente, plantear el problema 

estructural sobre el que se va a trabajar y en seguida definir al

gunos de los términos que se utilizarán en los capítulos subsecuen. 

tes. 

I.2 EFECTOS GLOBALES Y LOCALES. 
Desde el punto de vista estructural se cuenta con una tubería 

de pared muy delgada a la salida de las turbinas Francis (fig.1.1) 

cuya geometría describe un cono corto truncado y que se encuentra 

sujeta a vibración forzada. La literatura que existe a este respes_ 

to no es muy extensa y algunas investigaciones son cuestionables.

El cascarón cónico en investigación se encuentra rigidizado por -

costillas de acero tanto longitudinal como circunferencialmente. 

1 



Cabe hacer notar que se ha observado una degradación en el a

cero de las paredes internas del cascarón en algunos puntos, lo 

que h.ace pensar en la posible existencia de efectos locales que no 

aparecen en el análisis general del cono. Es decir, que es impor-

tante también el estudio de las placas definidas por la retícula -

de atiezadores. Por ejemplo: el cascarón cónico truncado y rigidi

zado tiene su forma propia de vibrar y puede no encontrarse en re

sonancia en algún momento en que las placas, por condiciones loca

les propias, se comporten como sistemas independientes y presenten 

fenómenos de resonancia. 

Esta investigación surgió de la necesidad de conocer el com-

portamiento dinámico de las tuberías de desfogue de las turbinas -

instaladas en Chicoasén. Se encuentran aún dentro de su tiempo es

timado de vida útil y sin embargo se han tenido que "parchar" y r.!l_ 

forzar en algunos puntos _e inclusive revesti.r con una capa de con

creto en un intento por elevar las frecuencias naturales y resol-

ver el problema. 

La figura I.l muestra las dimensiones y propiedades generales 

de la estructura en estudio. 

I.3 DEFINICIONES. 

HOMOGENEO. Homogéneo es aquel cuerpo o sistema constituido -

por un solo material. 

ISOTROPO. Se dice .que es isótropo aquel material, cuerpo o ~ 

sistema cuyas propiedades mecánicas son independientes de. la dire!:_ 

ción considerada. 

ORTOTROPIA. La ortotropia se define cuando el sistema presen

ta diferencias en sus propiedades mecánicas en dos direcciones or

togonales. 

CASCARON. Cascarón o estructura de pared delgada es un cuerpo 

tridimensional ·en el que el espesor es pequeño comparado con las -

2 
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dimensiones de su superficie. Un cascarón queda geométricamente d~ 

finido por una superficie media y un espesor en cada uno de los 

puntos de dicha superficie. (Ref.4) 

PLACA. Un cuerpo o sistema definido por dos superficies pla-

nas y un espesor es denominado como placa. Las placas pueden estar 

sujetas a esfuerzos normales y tangenciales a sus superficies. 

MOVIMIENTO PERIODICO. Todo aquel movimiento que se repite en 

intervalos de tiempo iguales se llama movimiento periódico. Una -

funci6n f(t) es periódica, de periodo T si: f(t) está definida para 

toda t y si f(t)-f(t+T) para toda t (fig. l.2a). 

MOVIMIENTO OSCILATORIO. Movimiento oscilatorio es aquel que -

describe un cuerpo en torno a un punto fijo (fig. l.2b). 

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE. Un movimiento oscilatorio periód!. 

co que puede ser representado por una función senoide o cosenoide 

se conoce como movimiento armónico simple (fig. l.2c). 

El matemático francés J.Fourier demostró que cualquier moví-

miento periódico de una partícula puede representarse como una C"!!t 

binación lineal de movimientos armónicos simples. 

PERIODO T. El periodo de un movimiento armónico simple es el 

tiempo requerido para completar una oscilación completa o ciclo. 

FRECUENCIA f. La frecuencia del movimiento es el número de o~ 

cilaciones por unidad de tiempo que efectúa una partícula y es por 

lo tanto el reciproco del período f=l/T. 

FRECUENCIA NATURAL. Las frecuencias naturales de oscilación -

son propiedades del sistema dinámico y dependen de su distribución 

de masa y rigidez. Un sistema tiene tantas frecuencias naturales 

de oscilación como grados de libertad asignados. (Ref.3) 
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GRADOS DE LIBERTAD. El número de grados de libertad de un si.!!. 

tema determina el número de coordenadas independientes que se uti-

1izan para definir aproximadamente la configuración de un sistema, 

·que generalmente es un medio continuo. 

VIBRACION LIBRE. Vibración 1ibre es la que ocurre cuando un -

sistema oscila bajo la acción de fuerzas inherentes al sistema mi.!!. 

mo y cuando las fuerzas externamente aplicadas son inexsistentes. 

(Ref. 3) 

VIBRACION FORZADA. Vibración forzada es 1a que tiene lugar b.!!. 

jo 1a excitación de fuerzas externas. Cuando 1a excitación es ose!. 

latoria, el sist'?lTla es obligado a vibrar a la misma frecuencia de 

excitación. Si esta frecuencia está cerca de alguna de las frecue.!!. 

cias naturales de1 sistema se produce lo que se conoce como reso-

nancia y ocurren oscilaciones o desplazamientos peligrosamente 

grandes. (Ref. 1,3) 

MODO NATURAL. Modo natural o modo normal de oscilación de un 

só1ido elástico discretizado es la configuración del ·sistema cuan

do cada punto al que ha sido asignado una masa, experimenta un mo

vimiento armónico de la misma frecuencia, pasando simultaneamente 

por la posición de equilibrio. (Ref. 3) 

La figura 1.3 muestra un sistema de dos grados de 1ibertad y 

sus posibles modos naturales de oscilación. 

A cada una de las frecuencias naturales de oscilación del si.!!. 

tema se les asocia un modo natural de oscilación. Un sistema conun 

número infinito de grados de libertad como 1o son los sistemas con. 

tinuos (vigas,. p1acas, cascarones, etc.) tienen también un número 

infinito de modos naturales de oscilación. 

AMORTIGUAMIENTO_. La fuerza de amortiguamiento trata de resta

blecer el equilibrio de la estructura o sistema en vibración. 
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El amortiguamiento del movimiento oscilatorio de un só1ido e
lástico se dá en todos los casos en mayor o menor medida, puesto -

que la energía se disipa debido a resistencias del mismo sistema -

como fricción entre sus superficies o componentes, acción del agua 

o viento, fricción interna debida a imperfecciones en la elastici

dad del material, etc. 

En el caso de fricción entre dos superficies secas generalme!!. 

te es aplicable ·1a ley de Coulomb-Horín que considera que la fuer

za de fricción es directamente proporcional a la componente de la 

presión normal a la superficie, es decir F=µN • donde µes el coe

ficiente de fricci.bn que depende del material y de la rugosidad de 

las superficies. 

AMORTIGUAMIENTO CRITICO. Se denomina amortiguamiento critico 

a aquél para el cual el movimiento pierde su carácter vibratorio • 

En vibración libre se define como amortiguamiento critico a aquél 

para el cual el sistema, después de desplazado volvería a su pos.!_ 

ción de reposo en forma monotónica y sin osci1ar. 

La constante de amortiguamiento puede expresarse como una -~ 

fracción del amortiguamiento crítico A= C/Ccrítico• (Ref. 2,3) 

• 
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CAPITULO II 

REVISION BIBLIOGRAFICA 

El estudio de vibraciones libres y frecuencias naturales de

cascarones cónicos es en realidad complejo. Diversos investiga.do

res han aplicado simplificaciones al análisis logrando resultados 

que representan en forma aproximada el comportamiento real de la 

estructura. Sin embargo, muchas.de estas teorías presentan se"-

rias restricciones en su aplicación. 

Con la finalidad de unificar la nomenclatura, todos los par-ª. 

metros geométricos estarán referidos a los presentados en la fiQ!!. 

ra 1.1 • 

V.I.Weingarten en su articulo "Vibraciones libres de cascar.Q. 

nes cónicos" (Ref.5) proporciona datos experimentales de vibra--

ción de cascarones cónicos para diferentes condiciones de apoyo -

en sus bordes. Se basa en las ecuaciones lineales de Donnell, mo

dificadas para incluir los términos de inercia. Considera que los 

efectos de las inercias longitudinal y circunferencial son despr~ 

ciables para un número de modo circunferencial mayor a tres, por 

lo que sólo toma en cuenta la inercia radial, incluyendo los efe.!:_ 

tos de alargamiento y acortamiento y de flexión del cono debidos 

a la vibración. Utiliza el método de Galerkin y considera a los -

desplazamientos como series de potencias. Los valores que obtuv0 
para las frecuencias a partir del análisis teórico fueron menores 

a los obtenidos de los experimentos. Esto lo explica Weingarten -

como una consecuencia de un cierto grado de empotramiento en los 

apoyos de borde de los conos experimentales. Sin embargo estos d.!!. 

tos solo siguen el comportamiento teórico cuando el número de mo

do circunferencial es pequeño. Realizó también experimentos para 

un "cilindro equivalente" y los resultados obtenidos son satisfa.!:_ 

.. 
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torios para números de modo circunferenciales bajos; ns7 para. m-1 

y nS4 para m=2. 

Las características de ese cascarón cilíndrico equivalente. 

fig 1.1, son: longitud L= s 2-s 1 igual a la longitud meridional o 

inclinada del cono-, radio R=R igual al radio de curvatura medió -

del cono e igual espesor h. Paul Seide (Ref.8) comenta que la pr.Q_ 

posición del cilindro equivalente ha demostrado,. en investigacio

nes de estabilidad de cascarones cónicos, ser de utilidad. Los r.!l_ 

sultados de este trabajo indican que las frecuencias naturales -

del cilindro equivalente son aproximadamente iguales para conos -

cuyo ángulo a sea menor a 17°. 

Paul Seide en su articulo "Vibraciones libres en cascarones 

cónicos truncados simplemente apoyados" (Ref.8) plantea las expr~ 

sionés que determinan las frecuencias naturales de vibración y -

las formas modales de cascarones cónicos simplemente apoyados a -

partir de una solución aproximada con el método de Rayleigh-Ritz 

a la ecuación de movimiento de cascarones. Considera dos tipos de 

soportes, uno para el cual los despla~amientos en los bordes de -

la circunferencia son nulos y el segundo caso cuando los esfuer-

zos cortantes son nulos. Señala que el desplazamiento circunfere.n. 

cial es despreciable comparado con los cambios de curvatura de la 

superficie media y por lo tanto sólo toma en cuenta la energla ci_ 

nética del movimiento normal a dicha superficie. Para conos muy .!! 

biertos, Seide hace notar que no es suficiente tomar uno o ·dos 

térmfnos de las aproximaciones de Galerkin o Rayleigh-Ritz. La S.Q. 

lución aprOximada, para las frecuencias naturales del cascarón c2, 

nico que presenta, proporcionó un importante parametro de campar.!! 

ción con la teoria que se presentará en el capitulo siguiente, y 

- los resultados serán analizados en el capitulo IV. La ecuación· 

que presenta Seide es la siguiente: 
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f= W/2TT 

/[12(1-v')E/p] 
h tan'a 

K~- (u~1+s>Hu; 

__ (2.1) 

2 2 ° Í 2 \2 Ím" l+S\ ~ 
l+S) +rl~ + ~ lT "I=S"J . 
1-S} J lfu!2! l+s'j\ r/~ 2 

\~2 1-S _J_(2 . 2) 

m: número de modo longitudinal 

n: número de modo circunferencial 

s- Ri/R2 

U= /í2c1-v') R•/cosa C:ot'a 
h 

f]= n/sena 

Garnet, Goldberg y Salerno (Ref. 6) estudiaron el movimiento 

axisimétrico de un cascarón cónico doblemente empotrado. Presentan 

el parámetro de frecuencia como la raiz de una ecuación caracte-

ristica con funciones de Bessel, que no es función del ángulo a.

Proporcionan una tabla con las primeras cinco raíces de la ecua-

ción característica para valores de r¡ de l a 50, siendo fl=s2/s1 • 

Para los modos torsionantes incluyeron los efectos de deformación 

por cortante e inercia rotacional. 

Por su parte Keefe. (Ref.6) considera el caso de movimiento o 

vibración meridional en que se considera que la sección transver

sal del cono permanece plana y que el movimiento solo ocurre en 

la dirección indicada, es decir que w=O. Esto, por supuesto, es 

solo una aproximación. Presenta una gráfica con las primeras cua

tro raíces de su ecuación del parámetro de frecuencia n •• w(s2-s1) 

./PTE, en función de la relación de radios R1 /R2 • 

Otrd condición de borde que se presenta en la literatúra de 

cascaronés es aquella apoyada en dia.fragmas de cort;ante, fir,ura -

2.1. Linholm y Hu (Ref.6) realizaron un extenso estudio para cas-

• 
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carones con esta condición de apoyo. La ecuación de comportamiento 

de cascarones desarrollada por Hu incluye los efectos de deforma-

ción por cortante. de inercia rotacional en la dirección meridio~ 

nal y desprecia los efectos en la dirección circunferencial al i-

gual que Garnet, Goldbcrg y Salerno. Esta teoría es de suponerse -

sólo aplicable a cascarones cortos con número modal circunferen--

cial pequeño y así lo demuestran los ejemplos numéricos que presen. 

ta. Por otra parte Lindholm y Hu señalan que la mínima frecuencia 

ocurre para valores de 'n' relativamente grandes (1::5), y que la P.2. 

sición del desplazamiento máximo se corre hacia el extremo ancho -

del cono a medida que aumenta 'n'. 

Herrman y Mirsky (Ref.6) utilizaron también el método de Ritz 

para analizar las vibraciones libres de cascarones cónicos apoya-

dos en diafrngmns de cortante . El parámetro de frecuencia lo pre

sentan como una fracción de la frecuencia de un cascarón cilíndri

co equivalente (w/w0 ) y es independiente de h/R. Señalan que en un 

cascarón delgado tendrá mayor influencia el ángulo a que en uno 

más grueso. Mientras tanto Grigolyuk (Ref.6) presenta una tabla de 

valores de su parámetro de frecuencia, similar al de Keefc n,= w(s2 

-si) /(l-v2)/E para el modo fundamental lon¡;itudinal para difer"n

tes valores del ángulo a y relaciones h/R2. Indica además el núme

ro de modo circunferencial para el que ocurre la frecuencia mínima 

Señala que para cascarones con poca conicidad la representación m~ 

diante cascarones cilíndricos equivalentes es adecuada. 

Hyman Garnet y Joseph Kempner en 1964 estudiaron las vibraci,2_ 

nes libres axisimétricas de cascarones cónicos (Ref.7) en términos 

del procedimiento de Rayleigh-Ritz • Señalan que la influencia de 

1a inercia rotacional e~ pequeña comparada con la influencia de la 

deformación a la tensión en la vibración de conos cortos. La inve~ 

tigación se restringió a deformaciones axisimétricas y despreciu-

ron el esfuerzo normal transversal. Solo mantuvieron los grados de 

libertad que permiten la deformación por tensión e inercia rotaci.Q_ 
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nal. Incluyen un parámetro de completez del cono .S = }CL/R)tanCl. 'Si 

·.S es igual a la unidad indica un cono completo no truncado. La e-

cuación del número modal que presentan es: 

l;m= mrr/Y2 __ · _(2.3) 

donde Y:z= ln(x 2 /x1) .y el parámetro de frecuencia es: 

--, _(2.4) 

La ecuación matricial para la obtención de las frecuencias "'ª
turales por el análisis de eigenvalores es: 

[G] {x] 

donde [G] es la matriz de rigideces, (H] es la matriz de inercia y 

{x) es el vector de coeficientes de los desplazamientos u,w y de 

la rotación 13x. 

Las ecuaciones para la obtención de los 3n por 3m valores de 

las matrices [G] y [H] son muy extensas y complicadas. Esto, auna

do a la necesidad de una subrutina de solución de eigenvalores pa

ra matrices no simétricas. (ésto para valores de 'm' o 'n' mayores 

a 5) requiere de un mayor tiempo de proceso que cualquiera de las 

teorías revisadas en este capítulo e incluso que el que requiere -

la teoria de Soedel presentada en el capitulo siguiente. Los resul 

tados del análisis de Garnet y Kempner son satisfactorios para co

nos largos, gruesos o delgados, con L/R mayor o i'gual a la unidad. 

En este sentido se encontró que un parámetro adecuado para -

clasificar un cilindro como largo o corto es K= .!LtR /t/R (Ref.15). 

Si K>2 un cascarón cilíndrico se transforma en una simple viga, in

dependientemente del valor y tipo de la carga. 

Los resultados de la teoria de Garnet y Kempner para valores 

de K<0.5 no convergen y como el cono que pretendemos estudiar es -

precisamente un cono corto de pared delgada con K=0.33, dicha teo

ría no es aplicable. 
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En e1 congreso de 1a Asociación Internaciona1 para cascaro

nes y estructuras espaciales de 1985 en Moscú (Ref.14) se prese.!!. 

taron dos trabajos relacionados con la vibración forzada de es-

tructuras. V.A.Smirnov presentó un estudio experimental para pl.!!. 

cas ortotrópicas mientras Budak Valery 1o hizo para cascarones -

cilíndricos. Ambos obtienen resultados para casos muy particula

res de resonancia a bajas frecuencias y formas de vibrar median

te métodos holográficos. 

En 1970 David Miller y Franklin D.Hart (Ref.18) realizaron 

un extenso estudio de densidad de eigenvalores en cascarones ci

líndricos. La densidad de eigenvalores es un concepto que surge 

de un número infinito de frecuencias naturales de una estructura 

continua, e indica la dt::!nsidad de frecuencias en torno a la fre

cuencia de la excitación. Utilizan la solución aproximada de Go.!!_ 

zevich para la ecuación de frecuencia. 

El caso de vibración libre de una placa simplemente apoyada 

se encuentra con frecuencia en la literatura. Tomando como refe

rencia el estudio de S. Timoshenko. (Ref .1) la deformación de la ..,. 

p1aca durante la vibración se representa por la serie infinita: 

w~ t E <t>mn sen ~ sen .!!!!.Y. 
m n a b 

__ (2.5) 

La ecuación de desplazamiento anterior satisface las condi

ciones de desplazamiento.y momento flexionante nulos en las fro!!. 

teras. Las frecuencias naturales de vibración de la placa están 

dadas por la siguiente ecuación: 

~1T2-'D/Yh (m
2 
/a

2
+n

2 
/b

2
) __ (2.6) 

donde 'm' y 'n 1 son los números modales en las dos direcciones -

ortogonales de la placa, figura 2.2 • 



• 
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Como se puede observar, sólo existen estudios de vibraciones 

libres en cascarones cónicos y cilíndricos. La vibración forzada 

de los mismos sólo se trata en estudios experimentales para corr.Q. 

borar las frecuencias de resonancia y para obtener resultados de 

esfuerzos o desplazamientos en casos particulares. 

Debido a ésto, en el siguiente capitulo se estudia el caso -

más general de movimiento de cascarones con las simplificaciones 

pertinentes para un estudio paramétrico de vibración forzada de -

placas, como un primer paso, y para la obtención de las frecuen-

cias naturales de un cascarón cónico • 



Condición de apoyo 

Y,n 

figura 2.1 

m=l 
n=l 

b 

1 

. .)' 

configuración modal 
figura 2.2 

15 

diafragmas de cortante , 

X,m 

placa rectangular 
simplemente apoyada 

m=l 
n•3 
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CAPITULO III 

TEORIA GENERAL PARA UN SOLIDO ELASTICO 

3.1 VIBRACIONES FORZADAS EN CASCARONES. 

La teoría de vibraciones forzadas para un sólido elástico que 

se empleará, será la que presentó Werner Soedel en 1981 (Ref.10). -

Dicha teoría, en base a sus parámetros, es aplicable-a cualquier -

geometría, condición de carga o de frontera. En el presente capitu

lo se seguirá la teoría de Donnell-Mushtari-Vlasov que presenta Soe

del, aplicada al problema particular que trata esta tesis., 

IJnA perturbación ~xcitará varias de las formas naturales de vi_ 

bración de un cascarón. La cantidad o magnitud de la participación 

de cada una de ellas en la respuesta dinámica general, está determ.:L 

nada por el factor de participación modal nmnk· Esto es que los mo

dos naturales de un cascarón representan vectores ortogonales que -

s~tisfacen las condiciones de frontera de la estructura. Cualquier 

comportamiento de la misma pÚede ser repre~entado en este espacio -

vectorial. 

Para sistemas continuos, como es el caso de cascarones o pla-

cas, el número de grados de libertad es infinito. Esto quiere decir 

que la solución general será una serie infinita como la siguiente: 

H N 
ui<ª1•ª2•t) = DmfiK(t) E E Uimnk<ª1•ª2) ~-<3.1) 

01=1 n=l 

donde i=l,2,3 

m y n=l',2,3 •.• 

k=k(i) 

a 1 .a2 y t son las coordenadas de espacio, figura --

3. 3, y tiempo. 
!o. 

DmnK es el factor de participación modal en función 

del tiempo que será determinado en seguida. 
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uimnk es una función coordenada que depende de las 

condiciones de frontera. Para un espacio tridimensional, el equili

brio de un cascarón se puede reducir a tres ecuaciones diferencia-

les simultáneas en los tres desplazamientos uimnk y por lo tanto se 

obtendrán tres funciones coordenadas 'i' independientes entre si P.!!.. 

ra los tres valores característicos o eigenvalores 'k' de cada modo 

natural de vibración 'mn'. 

Por ejemplo, para el caso más simple de una viga en flexión ~ 

simplemente apoyada, se puede demostrar (Ref.11) que sus funciones 

coordenadas adoptan la siguiente forma general: 

4> ( x) = A sen Bx 

donde A y B dependen de la geometría del sistema y 

de sus frecuencias naturales. 

Similarmente, para una placa también en flexión, simplemente !t 

poyada, sus funciones coordenadas serian de la siguiente forma: 

4>(x,y) = A sen Bx sen Cy 

donde B=nm/a y C=nn/b, siendo 'a' y 'b' las dimen-

sienes de la placa y 'm' y 'n' los números modal.es 

a lo largo de los dominios de longitud 'a' y 'b', -

figura 3.2 

Las ecuaciones operacionales de movimiento aplicables a cual-

quier geometría son: 

donde: 

i=l,2,3 

__ (3.2) 

A es el factor de amortiguamiento. Se considera que 

tiene el mismo valor en cualquier dirección. 
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qi es la componente de la carga en la dirección 1 i 1
, 

Li pueden ser los operadores de Lave (Ref.10) que 

son función de los esfuerzos cortantes y normales, 

de los radios de curvatura y de los parámetros de 

Lamé. En el present~ trabajo no se estudiarán más e 

fondo los operadores Li ni los parámetros de Lamé,

se puede encontrar mayor información en la referen
cia 20. 

Derivando con respecto al tiempo le ecuación· (3.1) se tiene: 

üi m rimnK 
-M N 
E' E uimnk 

m=l n=l 
M N 

ui = Tim111< r ¡: Uimnk . __ (3.3) 

m=l n=l 

Haciendo hincapié en que tanto_ la función coordenada como el -

factor de participación modal dependen del eigenvalor ''k' consider,!!. 

do, en lo sucesivo no se anotará más. Además, teniendo en cuenta -

que los subíndices i,m y n de la función coordenada uimnk son indi

ces libres, mientras que los del factor de participación modal n,1,filC 

indicen tan solo que se encuentra asociado a los valores de los mi,!!. 

mos, se entenderá que J'\nn1:1:Uimn no es un escalar como solución de -
un producto punto, sino un tensor de orden tres. 

Tomando en cuenta lo anterior y rescribiendo la ecuación (3.2) 

se tiene que: 

Por otra parte, del análisis de eigenvalores se conoce que: 

ui(a1,a2,t) ~ Uimn(a1,a2 )ejWt 

... 
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entonces, Li (U, mn ,U, mn ,u. mn) __ (3.5) 

Sustituyendo (3.5) en (3.4), 

,-' _"'_' _, (3.6) 

Realizando la sumatoria a lo largo del dominio i.nfi'nito, M+a y, 

N+"'. 

M N 
m~l n~l Uimn< phnmn +'Añmn + P~nDmn) = qi 

·:._,__]- ·--··-

Lo que 'en :notac,ión mátricial se puede indicar como: 

___ , _(3.8) 

donde l!imn 
Premultiplicando ambos términos de la ecuación (3.8) por la m!!_ 

triz [UimnJ y tomando en cuenta que cada vector Uimn es perpendicu

lar a Uimn si i~~ y mn~~~· se obtiene: 

__ (3.9) 

Integrando punto a punto a lo largo de toda la superficie, 

fa,fa, (U:mn+u;mn+U~mn)WmnA1A2da,da,= fa,fafU 1 mnq,+U2mnq,+Uamnqa) 

A1A2da1da2 

y despejando Wmn se llega a: 

__ ,_(3.10) 
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Finalmente: 

__ {3.11) 

__ {3.13) 

.La ecuación (3.11) puede ser escrita en términos del coeficie.!!. 

te de amortiguamiento modal i;mn• 

i;mn = _;>.. __ __{3.14) 
2phWmn 

La expresión que involucra al factor de participación modal es: 

__ .. (3.15) 

donde wmri es la frecuencia natural de vibración del sistema para 
los modos naturales 'm' y 'n'. 

Si la carga varía armónicamente con el tiempo y la parte tran

sitoria es despreciable, su función será de la forma: 

F* (a a ) ei(wt-<l>mn> mn 1' 2 

y si se considera que la carga de excitación del sistema es simétri_ 

ca en el tiempo, sólo se toma en cuenta la parte real de la expre-

sión anterior, es decir: 
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donde el ángulo de fase <limn se obtiene de la _siguiente _expresión, -

(Ref~lO): 

are tan 21;; rnn ( w/w_;n) 

1-( w/Wmn)' 

siendo_ w· 1a frecuencia de la excitación. 

·se puede demostrar que la magnitud 

F" mn 

con lo que el factor de participación modal es: 

por.lo_que_los desplazamientos 

3.2 VIBRACIONES LIBRES. 

__ -_-, _._(3~16) 

3.2.l Cálculo de frecuencias naturales y funci.ones coordenadas en 

placas. 

A partir de las tres ecuaciones operacionales de movimiento (3 

.2) se obtiene la ecuación de vibraciones libres de una placa. Se -

tornarán en cuenta, por lo tanto, sólo las fuerzas verticales de i-

nercia pués se supone que el desplazamiento transversal 'w' del si-ª. 

terna es el dominante. Se pue'de demostrar que para-un amortiguamien

to y fuerzas externas nulas, las ecuaciones (3.2) se reducen a la -

siguiente expresión: 
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v>uz + ph a>uz 
D ~ªO _._(3.19) 

donde uz es 1a deflexión. 

Para una placa simplemente apoyada Uz•Uo(x,y) y auz/at-~_,(x,y), 

siendo u 0 y Vo ~as condiciones iniciales de deflexión y velo~id~d. 

Ahora, de la misma forma en qua lo ecuación (3.5) sotisfácc u 

·(3.4), se sustituye (3.19) .en (3.20). Simpli1icando se obtiene: 

.(mrr/a)"+ 2(mmr'/ab)' + (mr/b)" - phw~n/D aO 
.¡'. -· t 

y~de aquí que -las frecuencias naturale& de oscil?ci~li de Ja 'pfáCn···-
;-·~>:-.·'-" .. 

son: 

"%nn = (n/ab)' .líí7Ph (m'b'+n'a') __ (3.20) 

V.G.Rekach (Ref.19) i'-""~c-~i.ga las oscilaci(mes propJns de una 

.placa rectangular (axb) con sus cuatro lados articulados, figura 3. 

3. La función coordenada que satisface dicha~ condiciones de front~ 

ra es: 

Umn = sen ~ sen !!.!!!.. __ (3.21) 
a b 

Para otro tipo de apoyos, los funcilmc.•:" coordenadas serán m:ís 

complicadas. Por ejemplo para una placu con tres borclc-s simpl~mentc 

apoyados y el cuarto, en x=a, libre!, su íunciém coonlc.muJa :-.crl1 --

(Ref.11): 

Umn ~ A( senax + senhax )(sen By) 

3.2.2 Vibraciones libres en cilindros conos ortoLrbpicoH. 

El estudio de vibraciones 1 ibrcs t~n sif>temas cumplt.!jos tomo cJ.. 
lindros, conos, esferas, C'I c. 110 t.•$ tan t;t.•nc 11 lo y nn Rl.' t ruturú l'll 

detalle en esta tesis. 

• 
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Debido a la necesidad de obtener las frecuencias naturales pa

ra la tubería de Chicoasén se utilizarán las expresiones disponi-~ 

bles en la literatura. 

Werner Soedel obtiene (Ref.10) la siguiente expresi6n para el 

cálculo de las frecuencias naturales de oscilación de un cascarón 

circular cilíndrico ortotrópico, para aquellos modos naturales en -

los que predomina la deformación transversal. 

, 
Wmn ...!.. 

ph 
(cDu (mrr/L)' + 2(0 12 +2D.,_)(n/a)'(mrr/L)' 

:·':_,_ . 

+ 

donde· 

es decir que: 

( Í\u Áz,- Al,)(mn)L)" · 
.-,·: '.'.'._,· :_:_~-o__.,'.~, ._--'.-cf: :;-cc.·~·~~·,:_7_~;~:-'<~·--.''-"._ 

.• ,- ~ ~·;!_·~;_,~-'~:·, 

p es la densidad 

h es el espesor 

m es 

n es 

L es 

a es 

Aij 

el 

el 

la 

el 

número modal natural longitudinal 

número modal natural circunferencial 

longitud meridional 

rad~o de curvatura 

non los coeficientes de la rigidez, a esfuerzos-~ 

normales. 

Dij son los coeficientes de la rigidez. a la flexi6n, 



, 

24 

Mxx D,, Kxx + D12 Kyy 

Myy D12Kxx + D22Kyy 

Mxy J?33 Kxy 

Nxx A,,e:xx + A,.e:ae 

Nea A12e:xx A22e:66 

Nxe Aa ae:xe 

Wilhelm FlÜgge (Ref.11) realizó un estudio para cascarones ci-

lindricos ortotrópicos con anillos y atiezadores. Presenta las si~ 

guientes expresiones de elasticidad para rigideces: 

M.p 

Mx 
M.px= 

D$(v+w)/a + Dvú/a 

Dxú/a + Dv(v+w)/a 

K$wfa' + Kvw/a ' 

K?'w/a ' + Kvw/a' 

K$xw./a' 

S$wla' 

sxwla' 

S$(v+w)/a 

Sxúla 

Los términos de las rigideces de momentos S$ y Sx están en fu11 

ción de las distancias centroidales e$ y ex• las cuales son nulas -

si la superficie media se considera que está localizada en R= a+ ex• 

figura 3.4 • 

Entonces corresponden las ecuaciones de FlÜgge y Soedel de la 

siguiente forma: 



25 

_·_, _(3.23) 

·· Et~ E(I .. +A-<ci) 
D22= K .. ·. <P •. =... +--"'~-'"'~"'-

.12(1.::.v ~) b1 

• ,,. ',c"S~' .-. ' -
1
' -· ----_ -

Au = ó;¡= • l~:./Cc::~t ~, .. 

dónde: E: módulo de elasticidad 

v: móclulo de Poisson 

t: espesor 

.> ·(3 .• 29} 

__ . (3,30) 

.A ,Ax: área transversal de anillos y aticzadores 

b1 ,b2: separación entre anillos y atiezadores. 

c.p,cx: distancia de la supc>rficie media al centroi-

de de anillos y atie~adores. 



G : coeficiente de Lamé, G=E/2(l+V), 

J~,Jx: momento po~ar de inercia de anillos y 

atiezadores. 

Todos los parámetros anteriores están referid~s a la figura -

3.4. 

Modificaciones al análisis anterior. 
Debido a las grandes vibraciones que se registraron en el de.!!, 

fogue de las tuberías de Chicoasén, se tomó la decisión en campo -

de recubrir las tuberías con una capa de concreto. Para revisar el 

cornportamiento de este nuevo sisC'emo. y on<:::.liza.r las frecuencias ng_ 

turales.del cascarón cónico rigidizado con atiezadores de acero y 

un recubrimiento de concreto es necesario modificar algunos de los 

·términos que intervienen en la ecuación (3.22) en lo referente a -

la masa y a la rigidez del sistema. 

La densidad por unidad de superficie será la que se obtenga -

de suma~ las rigideces del contreto y del acero como se indica a 

continuación: 

pt + Pete 

donde el subíndice 'e' indica propiedades del concreto, figura 3.4. 

Los términos de la rigidez se modificarán en las ecuaciones: 

(3.23c) Duc D11 + Ec<Ixc+Axcc~c)/b2 

(3.24c) 0 22c 

(3.27c) 

(3.28c) 

Como se verá más adelante, el uso de materiales.como el con-

creto aumenta excesivamente la masa y aporta una contribución muy 

pequeña de rigidez. 
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En vista de que esta medida no dió los resultados esperados y 

dado que es importante aumentar la rigidez del sistema con el min.!. 

mo aumento de la masa, se proponen atiezadores de acero de sección 

'T', sin recubrimiento de concreto, Las ecuaciones (3.23) a (3.30) 

no se modifican. Los resultados se presentan y analizan en el si-

guiente capitulo. 

Debido a la falta de información del comportamiento de.casca

rones en vibración forzada, se analiza a fondo el caso más simple: 

vibración forzada de una placa rectangular simplemente apoyada. Se 

obtiene de esta forma una cota superior al comportamiento real del 

sistema. 

3.3 Aplicación a vibración forzada de placas. 

En este ejemplo se realizará el análisis de una placa simple

~ente apoyada y sujeta a carga unitaria uniformemente distribuida 

Y.de variación armónica en el tiempo. 

Se puede demostrar (ref.10) que para sistemas coordenados ca.r. 

tesianos rectilíneos, como es el caso de placas, A1-A2-1, da1•dx y 

da2=dy. 

Debido a que la carga se encuentra uniformemente distribuida 

en la superficie de la placa, ql=q2=0, mientras que q3•1, figura -
3.3 

Tomando la siguiente función coordenada para una placa simpl~ 

mente apoyada en sus bordes, 

Umn= sen .!!!.2Ui sen !!.2!..l. __ (3.31) 
a b 

y resolviendo la integral de la ecuación (3.13), 
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I f sen"~ sen" .!!...1!.i dx dy 
Y X a b 

Nmn = ab/(4m"n")[mrrx/a - sen(mrrx/a) cos(nrrx/a)Jª [nrry/b -
x•O 

- sen(nrry/b)cos(nrry/b)]b 
y•O 

Nmn' .: (ab)/4 

Resolviendo ahora la ecuación (3.12), 

~n 
1 11 sen l!!.!2!. sen .!l.2!...L dx 

h(ab/4) a b 
dy 

Ft:in • 4/( p hab)[ ab/mn rr . cos(mrrx/a) cos(nrry/b) 1:.o 

'm' y 'n' impares F~n • 16/( P hrr 'mn) 

'm' ó 'n' pares F* mn - o 

b 
]y•O 

Para placas en las que las oscilaciones transversales son do
minantes, se propone entonces la siguiente secuencia de cálculo P!!. 
ra la obtención del desplazamiento de una placa simplemente apoya

da de dimensiones (aXb) sujeta a vibración forzada por una carga.!!. 

nitaria uniformemente distribuida sobre su superficie en forma os

cilatoria para los modos naturales 'm' y 'n' impares: 

1 Rigidez a la flexión 

D = --'E~h_' __ 
12( 1-v ") __ (3.32) 
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2 Frecuencias naturales. 

wmn = ( n/ab)' ID/ Ph (m'b'+,n'a') _.·_._. (3.33) 

3 Matrfz de carga. 

F~n = 16/( n'mn ph) 

4 Coeficiente de amortiguamiento modal. 

5 Magnitud "de la respuesta, ecuación (3.17). 

6 Angulo de fase, ecuación (3.16). 

7 Factor de participación modal, ecuación (3.18). 

8 Desplazamiento. 

5mn = Dmn sen(m nx/a) sen(n ny/b) __ (3.36) 

9 Desplazamiento total de la placa en el punto de coordenandas 

(x0 ,Yo) para el tiempo t 0 • 

M N 
E E 5mnCxo•Yo•to) 

m=l n=l 
__ (3.37) 

La secuencia anterior es fácil de programar. Más adelante se 

darán algunas modificaciones para optimizar la obtención de los d!!_ 

tos significativos en el análisis del comportamiento dinámico de -

placas. 
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sisi:eina 
coo-rdellado 
1:-ridimellsiollal. • 

collfigu1'aciÓll 

"'ºdal.· 



~ 
R 

anillos 

atiezadores 
r 

-----

I 

1 
b¡ 

t 

Paráme.tros geométricos del cilindro rigidizado 

recubrimiento de concreto 

Ccj> 

figura 3.4 

31 
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CAPITULO IV 

ANALISIS NUMERICO 

4.1 FRECUENCIAS NATURALES EN CONOS Y CILINDROS. 

Para obtener las frecuencias naturales de vibración del cas

carón cónico en estudio, se utilizó la teoría de Donnell-Mushtari 

-Vlasov presentada en el capítulo anterior (Ref.10) para un case.!!. 

rón cilíndrico. De acuerdo con resultados analíticos de esta teo

ría y de los resultados experimentales que presenta Seide (Ref.8) 

el "cilindro equivalente" es aplicable a· conos cuyo ángulo de se

mivértice sea pequeño. Por ejemplo, para un cono cuyo radio medio 

R=50", su longitud L=lOO" y su espesor h=5", las frecuencias nat.!!. 

rales para ángulos de 0° a 20°, para m=l y n=l en conos y cilin-

dros son las siguientes: 

a I cono 1 . ~1-:~~ cps 

10 445 

15 437 

20 425 

451 

451 

451 

98 

96 

94 

Y si se tiene en cuenta que para cualquier valor de a entre 
-n/6 y +r./6=15°, el error en aproximar sena=a es menor al 2.4%, -

la teoría del cilindro equivalente es aplicable a conos cuyo ánS.!!_ 

lo a sea menor a 17º aproximadamente. Por lo tanto es perfectame.!!. 

te válida su aplicación al estudio del cascarón cónico de Chicoa

sén, aún cuando éste es un cascarón ortotrÓpico. 

A continuación se presentan sus resultados como un caso par

ticular de aplicación. 

'ec(2.2), 2ec(3.22) 
-( 
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4.2 FRECUENCIAS NATURALES DEL TUBO DE DESFOGUE DE LA P.H. DE CHl

COASEN. 

Las frecuencias naturales del cascarón de diseño, figura 1.1, 

se presentan en la tabla 4.1 para los primeros modos naturales de 

vibración. La frecuencia natural mínima es de 113. 7 cps,. lo que e

quivale a 713 rad/seg y ocul're para m,n=l ,3 , es decir para el pr.!_ 

mer modo natural longitudinal y el tercer modo natural circunf ere.!!. 

cial, figura 4.1. 

Como primer propuesta de refuerzo a los atiezadores, se propo

ne aumentar al doble el espesor de las costillas de acero que rig.!. 

dizan al cono, tabla 4.2. La menor frecuencia natural ocurre para 

m,n=l,2 y es de 126.9 cps. Sólo aumenta un 12%. 

Se sabe que para áreas iguales una sección 'T' es más eficie.!!.. 

te que una sección rectangular al ofrecer un rrúlyor momento de ine.!:, 

cía con un aumento bajo del área transversal y por lo tanto de ma

sa. Es por esto que como segunda medida se proponen anillos y ati~ 

zadores de acero de sección 'T'. E.o la tabla 4.3 se presentan las 

frecuencias naturales del cono en estudio, rigidizado con anillos 

y atiezadores de sección 'T', formados por dos costillas de acero 

de 6" por i"• figura 4.2. Es decir que es la misma cantidad de m.!!. 

terial que la que se utilizó en los resultados de la tabla 4.2. La 
menor frecuencia ~atural es de 141.9 cps para m,n=l,2 y representa 

un ·incremento del 25% a la menor frecuencia del diseño original. 

En realidad la estructura que ofrecería un mejor comportamie.!!. 

to dinámico, sería la conformada por dos cascarones concéntricos -

ensamblados por costillas de acero, figura 4.2. Las frecuencias n.!!. 

turales de este sistema se presentan en la tabla 4.4 para 2 casca

rones de ~" de espesor, ensamblados con el diseño original de la -

retícula de atiezadores. La menor frecuencia es de 180.4 cps= 1133 

rad/seg, 59% mayor.que la del diseño original. 

Las posibilidades de sistemas de rigidización con costillas y 
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cascarones de acero son múltiples. En las tablas 4.5 y 4.6 se presen-
• tan los resultados para otros dos casos. 

A fin de investigar el comportamiento del tubo de desfogue recu

bierto con concreto se presentan en la tabla 4.7 las frecuencias nat.!!_ 

rales de oscilación del cascarón cónico de diseño atiezado con costi

llas de acero y revestido con una capa de concreto de 10 pulgadas. C.Q. 

mo se puede observar, la decisión que se tomó en campo no era la ade

cuada, ya que el concreto es un material que ofrece poco incremento -

de rigidez en relación con el aumento de masa. La menor frecuencia ºª
tural es de 86.96 cps, 23% menor a la menor frecuencia del diseño or_i 

ginal, sin revestimiento de concreto. En la tabla 4.8 se muestran las 

frecuencias naturales de un cascarón cónico de concreto de 10" de es

pesor, con la finalidad de comparar los resultados con los anteriores 

y demostrar que la capa de concreto domina el comportamiento general 

del cascarón de acero rigidizado. 



TABLA 4.1 

costillas de 6" x 3/8", 

atiezadores a cada 52", anillos a cada 16.5". 

n 
ra 

2 

TABLA 4.2 

costillas 

218.7559 

284.9618 

de 6"x3/4", 

2 

132.3837 

237.7578 

3 

113.6984 

214.4085 

atiezadores a cada 52", anilios a cada 16.s"; 

n 
l 2 3 m 

1 204.7318 126.8931 127.6482 
2 282.1900 235.7716 229.6879 

TABLA 4.3 

sección 'T' con almas y patines de 6" x3/8", 

atiezadores a cada 52", anillos a cada 16.5". 

n 
ra 

1 207 .1270 
2 295.9580 

TABLA 4.4. 

2 

141.9102 
267 .1554 

3 

17.1 .• 1868 
291.8823 

sección 'T' con almas de 6" x3/8" y patines de 3/8" de espesor, 

atiezadores de 52" a cada 52", anillos.de 16.5" a cada 16.5". 

m n 

2 

202.1304 

370.5074 

2 

180.4107 

388.5953 

3 

254.2468 

474.5010 

35 
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TABLA 4.5 

sección 'T' con almas de 12" x 3/8" y patines de 3/8" de espesor, 

atiezadores de 52" a cada 52", anillos de 16.5" a cada 16.5". 

m n 

2 

TABLA 4.6 

235.1289 

549.5844 

2 

294.1552 

655.3516 

3 

463.1685 

852.5215 

sección 'T' con almas de 12" x3/8" y patines de 3/16" de espesor, 

atiezadores de 52" a cada 52", anillos de 16.5"a cada 16.5". 

m n 

1 

2 

TABLA 4.7 

1 

224.8095 

457.9296 

costillas de 6" x3/8", 

2 

243.3613 

526.8234 

3 

372. 7817 

676.9608 

atiezadores a cada 52", anillos a cada 16. 5", 10" recubrimiento 

de concreto. 

n 
m 

2 

TABLA 4.8 

1 

124.8363 

231.3347 

2 

86.9481 

199.4590 

3 

112.3990 

202.9556 

cascarón de concreto de 10" de espesor. 

m 

2 

n 

101.9205 

143.3736 

2 

64. 3115 

124 .0995 

3 

52.0776 

112.6890 

4 

60.0327 

113.6999 
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El estudio del comportamiento de un sistema en vibración forz.!!_ 

da va más allá de la simple obtención de sus frecuencias natucales •. 

Debido a que en la literatura no existen estudios que proporcionen 

parámetros para diseño de tubos y conos en vibración forzada; se t.Q. 

mó la decisión de comenzar esa investigación. Se inicia con el caso 

más sencillo: una placa rectangular simplemente apoyada. 

4.3 VIBRACION FORZADA EN PLACAS RECTANGULARES. 

Las condiciones de frontera reales de las placas en vibración, 

no son sencillas de establecer por lo que se propone estudiar una 

cota superior al suponerlas simplemente apoyadas en sus bordes. 

Una placa como cuerpo que posee masa y rigidez es capaz de vi

brar. Cuando esta vibración tiene lugar bajo una excitación oscila

toria, la placa es obligada a vibrar a la frecuencia de excitación. 

La respuesta de la placa se mide con el máximo desplazamiento 

que presenta durante un ciclo de carga cualquiera. Este desplaza--

miento máximo se encuentra en el centro geométrico de una p1aca re~ 

tangular, homogénea, isótropa y simplemente apoyada en sus bordes.

Por lo tanto, las coordenadas (x,y), figura 2.2, para.las cuales se 

analiza el desplazamiento son (a/2,b/2). 

El máximo desplazamiento al que se hizo referencia se obtiene 

en forma analitica de la secuencia de cálculo presentada en el capi 

tulo III, ecuaciones (3.20) a (3.25). Por ejemplo, para una placa -

de dimensiones a=50", b=l6" y espesor h= ~", bajo la ex~i tación de 

una car'ga unitaria aplicada con una frecuencia de 9 rad/seg y cons.!_ 

derando un 10% del amortiguamiento critico, los valores obtenidos 

son: 

ec(3.2U) D= 140045.5 lb·in 

ec(3.21) wu= 958.67 rad/seg 

ec(3.22) Fu= 5889.69 

ec(3.23) i;;u= 0.1894 



ec(3.17) 
ec(3.16) 

ec(3.18) 

ec(3.24) 

Au= 0.0064089 
cl>n.-• 0.00356 rad 

nu=-0.005829 para t=l.O seg 

ÓlF-0.005829 para t=l.O seg 
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El valor máximo del desplazamiento a lo largo del tiempo es -

§ 11 = 0.0064 y ocurre para t=O.O y 0.7 seg, es decir que su periodo 

es de 0.7 seg y su frecuencia de 2U/0.7=9 rad/seg. Este último va

lor verifica lo dicho en el primer párrafo de este inciso. 

La figura 4.4 muestra los resultados de un análisis similar 

al anterior con gráficas de desplazamiento en el tiempo,de la pla

ca que forma parte del cascarón cónico en estudio, figura 1.1, cu

yas di~ensiones son 16.5x52X~"· Se considera que existe un amorti

guamiento del 10% del crítico y que la placa se encuentra bajo la 

excitación dinámica, a diferentes frecuencias, de una carga uniform~ 

mente distribuida en su superficie. Se observa claramente un aume.n. 

to en la respuesta de la placa a medida que la frecuencia de la e~ 

citación se asemeja a la primera frecuencia natural wu= 900.047 

rad/seg. Cabe hacer notar que la frecuencia a la que ocurre el ma

yor de los desplazamientos no siempre· coincide con la frecuencia -

fundamental. En algunos casos, y en especifico para placas delga-

das con amortiguamiento mayor al 10% d~l critico se presenta un C.Q. 

rrimiento hacia una frecuencia un poco menor como es el caso que 

se presenta en la misma figura 4.4. 

Si para diferentes frecuencias encontramos el valor máximo de 

la respuesta de una placa en particular, no importando en que ins

tante ocurre,, contaremos con las coordenadas de un punto en una 

gráfica que muestre la respuesta máxima contra la frecuencia de e~ 

citación correspondi~nte, es decir, el espectro de res pu.esta de 
desplazamientos de la placa.(Ref .16) 
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Al aumentar el espesor de la placa los v~lores de sus frecuen

cias naturales aumentan, por lo que el valor máximo del espectro de 

respuesta se corre hacia frecuencias mayores, como se muestra en la 

figura·4.5. Otro parámetro importante en la respuesta del sistema -

es el valor de la fracción del amortiguamiento critico. El amorti-

guamiento del sistema abate la respuesta desde .infinito para 0.0% a 

0.1798" para 1% y 0.018" para 10%, figuras 4.5 a 4.12. 

Las cotas de desplazamiento estático que se muestran en las -

mismas figuras 4.5 a 4.12 son las que propone S.Timoshenko (Ref.17) 

para placas simplemente apoyadas y cargadas uniformemente. Se obse.r. 

va que los valores de Timoshenko son menores a los obtenidos con el 

análisis propuesto en esta tesis. Para éste último se realizó la SJ!. 

mataría de los desplazamientos de todos los modos que intervienen -

en la vibración de la placa. Se encontró que para 'm' y 'n' de 1 a 

7 se logra la aproximación de cuatro cifras significativas. 

En la figura 4.13 se resumen en doce puntos los máximos despl!f!. 

zamientos de las diferentes placas de las figuras 4.5 a 4.12 y las 

frecuencias a las que ocurren, en una envqlvente de los espectros -

de respuesta. Estas envolventes sólo dependen del valor del coefi-

ciente de amortiguamiento, es decir, que una misma curva representa 

todos los valores de diferentes placas con el mismo amortiguamiento. 

Estas envolventes trazadas en escala doble logaritmica son res 

tas de pendiente unitaria negativa, paralelas entre si y que guar-

dan una relación logaritmica con el coeficiente de amortiguamiento, 

figura 4.14a. Esta gráfica representa en realidad un ESPECTRO DE ~ 

PECTROS. 

Se encontró que los parámetros adimensionales más adecuados P!!. 

ra trazar las gráficas de las figuras 4.14a y 4.14b son: a/b, h/b y 

Wob. 

La figura 4.14b representa la ~elación que existe entre a/b y 

Wob, es decir, la rel~ción de los parámetros geométricos con la fr~ 
cuencia a la que ocurre el desplazamiento máximo. Esta relación es-
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tá dada por curvas que son función de h/b y paralelas entre si en -
forma también logarítmica. 

De las dos gráficas 4.14 se puede obtener una gran cantidad de 

información por lo que resulta interesante encontrar la expresión -

matemática que las gobierna. 

Una recta en escala doble logarítmica sigue siendo una recta -

por lo que sus ecuaciones paramétrica y punto-pendiente son senci-

llas de obtener. 

La relación entre w0 b y ºmax/h es una recta cuya pendiente es: 

m=[Ln(ómax/b) 1 - Ln(ºmax/b),)f[Ln(Wob}¡_ - Ln(Wob),) y es igual a -1. 

UJ:ilizando la ecuación punto-pendiente; 

Ln(ómax/h)= m Ln(Wob)+ B 

y para puntos en diferentes rectas se tiene que: 

B=2.785 para h=Ü.l 

B=2.078 para h=0.2 

B=l.658 para h=Ü.3 

__ (4.1) 

esta variación de B con respecto a A en escala normal-logaritmica -

es una recta de pendiente m'=[Ln(h1 )- Ln(h2 ))f(B1-B2 )=-l. Su ecua--

ción punto-pendiente es entonces: 

Ln(h)= -B+ e 
donde C=0.47 y por lo. tanto, 

B= 0.47- Ln( h) 

Sustituyendo (4.2) en (4.1), 

Ln(ómax/b)= -Ln(Wob)+ [0.47- Ln(h)], 

de donde: 

--· (4.2) 

__ (4.3) 

Por otra parte la relación entre h/b yw.b es una recta en ese~ 

la doble logaritmica de pendiente +l, con lo que: 

log(h/b)= log(Wob)+ F _·_(4.4) 
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La constante F se tabula a continuación para diferentes valo~ 

res de (a/b). 

a/b F 

1 -6.074 

.2 '.'"5.870 

3 -5;819 

4 ~-5.800 

5 ·-5.788 

6 -5.784 

7 -'-5.782 

10 :..5,777 

La expresión matemática que los representa es: 

(a/b) 

de donde F 

t-F-5. 111Cl/e 

-(a/b)-e-5.777 

Sustituyendo (4,6) en (4.4) y despejando, 
-e 

Wob = (h/b)•lO(a/b) +5.777 

__ ._(4~5)· 

__ (4.6) 

__ .. _(4.7) 

Finalmente, sustituyendo (4.7) en (4.3), la ecuación que rela

ciona al máximo desplazamiento de una placa simplemente apoyada so

metida a vibración forzada por una carga uniforme, con sus paráme-

tros geométricos es: 

( Ómax/b) 1.6 __ (4.8) 

donde e=2.71282 
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La expresión anterior define el desplazamiento máximo en vibr!!._ 

ción forzada de cualquier placa rectangular simplemente apoyada en 

sus bordes, en .función de los parámetros geométricos (a/b) y (h/b) 

y del coeficiente de amortiguamiento A. Incluye los resultados de .Q. 

tres autores y es general para el modelo empleado. 

Analizando la confiabilidad de los resultados, se encontró que 

es práctica común considerar a1 desplazamiento dinámico máximo igual 

al desplazamiento estático amplificado l/2A veces, cuando X es gra!!.· 

de .(Ref.21). 

La fórmula que propone Timoshenko (Ref.l) para desplazamiento 

bajo carga estática de placas rectangulares simplemente apoyadas, -

se afectó por el factor l/2A y se dividió entre la longitud b. Esto 

último con el fin de observar su comportamiento en la gráfica de la 

figura 4.15. La ecuación resultante es: 

Ó~x/b = (l/2X)(Óestlb) = 6(1-V2
) [Xn"Eh 3 b(l/a2+1/b2

)
2

] ~~<4.9) 

En la tabla 4.9 se dán los resultados de desplazamiento mÍiximo 

de las ecuaciónes (4.8) y (4.0) para diferentes placas. 

Los resultados de la ecuación (4.9), suponiendo que l~ frecue!!. 

cia a la que ocurre el máximo desplazamiento está cercaria a la pri

mera frecuencia natural, se grafica sobre los resultados generales 

de la ecuación (4.8) en.la figura 4.15. Los A.representan los valo-

res para A=0.3, para diferentes relaciones (h/b). Se tomó sólo una 

relación (a/b)=lO y las relaciones (h/b)=0.006,0.0l,0.02,0.03 y 0.04 

con amortiguamientos de 0.3,0.l,0.07,0.05,0.03 y 0.01. Estos valo-

res se han unido con rectas para cada valor del coeficiente de amo!:. 

tiguamiento. 

Se observa que la ecuación (4.9) representa un espacio de cur

vas que cortan al espa¿io de·rectas de la teoría que presenta esta 

tesis. Es decir que las soluciones de ambas sólo coinciden en un ~ 

punto para cada valor de A. 
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. ' Estos valores para los que coinciden las dos teorías se repr~ 

sentan por la linea punteada en la misma figura 4.15. De ellos mi§. 

mos se concluye que la ecuación (4.9) sólo es aplicable cuando W0 b 

es aproximadamente igual a 16CXlO. 

Tal vez en algunos casos en la práctica se ha coincidido al 

estar cerca de ese valor y los resultados obtenidos han sido más o 

menos satisfactorios. Sin embargo se debe tener cuidado al aplica!:_ 

la lejos de ese valor. Siw.,b es menor a 16000 el resultado real se 

estará sobrestimando, mientras que si es mayor, el resultado esta

rá subestimado, con las consecuencias de cada uno de estos dos ca

sos. 

Se puede concluir entonces que la fórmula (4.9) no sólo es a

plicable cuando el coeficiente de amortiguamiento es grande, sino 

para cualquier valor de éste siempre y cuando el valor de la fre-

cuencia a la que ocurre el máximo desplazamiento multiplicado por 

la longitud b, se encuentre en torno al valor de 16000. 



TABLA 4.9 

a 

b 

h 

A 

Wa 

100 
10 

0.06 

0.3 

360 

100 

10 

0.1 

0.3 

600 

100 

10 

-----------
100 

10 

0.2 

0.1 

1200 

100 

10 

0.1 

0.07 

600 1-----1--------------- --· 
ec 4.8 0.001478 0.000887 0;002662 · 0.001331 0.003803 

ec 4.9 0.029240 0.006316 ::" 0:0189_40 -0.002368 0.027068 

612 %error 1977 612' · 612 78 

fig.4.15 

100 

10 

0.2 

0.07 

1200 

AO 

so 
s 

0.1 

0.07 

1200 

. '10 

,0.3 

0.07, 

1800 

0.001901 0.001901 0.001268 

0.003383 0.003383 0.001003 

78 78 -21 

--- J9 
· o~i 

- ____ !____? ____ ~1_ 

100 

10 

0.2 

o.os 
1200 

100 

10 

0.3 

o.os 
1800_, 

0.0()5324 . 0.002662 U.00177S 

0.03789S 0.004737 0.001404 

612- 78 -21 
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1-----

• 2 • 2 •3 a 1 1:12 --º~ 

100 

10 

0.2 

0.03 
f----

1200 

0.004437 

0.007895 

100 

10 

0.3 

0.03 

1800 

0.002958 

0.002339 

-21 

100 

10 

0.2 

0.01 

1200 

0.013310 

0.023684 

78 

02 

100 

10 
0.3 

0.01 

1800 

100 

10 
0.4 

0.01 

2400 -------j 
0.008873 0.006655 

0.007018 0.002961 

-21 -56 
--·--··- ----------

03 04 
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en ·vibración• 
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n=J 

. m=l 

atiezadore.s ~de .. 

sección T. 



o.azo 

0.01 s 

0.010 

0.005 

DESPLAZ.A•IPTO 

n., 

PLACA 16.5"• 52,.a 3/8 .. 

"A·.º·' 

700 rod/••• 

0.001 

o.oooJ-~~~~~~~--'~-1----i-++--+l--ll~tU--1--W---il-l-+--ll--+---<>--+f-++..>---+--+--<~t-~~ 
0.11 

o.oos 

0.0010 

0.015 

o.ozo figura 4.4 

• 



'.~-. ..., 
"' ,,, . 

(In) 

o.eoo 

o.o 150 

. ;Ln 0.0100 

0.050 

o. o 20 

o.o 10 

). •O. 0 

PLACA 1e .5"a 15 2 "•eb-pesC>r 

7/a• =espesor h de la. placa 

'ºº 900 1000 1500 zooo 



...., ..... 
oc 
e:: 
'1 ., 
.o-
o.. 

(la) 

0":'290 

º·' !50 

o.roo 

0.090 

o.ozo 
0.010 

011•" 

E•t.• o .oose• 

IOO 

PLACA 1a.s•. sz••espes:>r 

). •O.DI 

.. 
:: 
" " ,, 
'•· ,, 
" " " " " . ~: ., 
" ~: 

li 

3/1" 

1000 

O.IT98 

,, 
" " " '• ., 
'• :· ,. ,, ,. 
:: 
:· 
•' 
" " ,, 
¡¡ ,, 
" 
¡¡ 
,, 
" " '• 
" :: ,, 
" :1 

., ... 

.... 

,. 
•' " ,. 
•' •' •' •' •' " 11 ,, ., ., 
'• :i 

-11-

" .,, ,, ,, 
:· 
•' .,, 
" '• .. ,, 
'• 
" ,, --- __ A •O.O ,, 
" '• ., 

O.OT9 :· 
•••••• ";\,.,•o.lo 
--- ). •0.01 

n .. ,. 
:: ?TI 

" 'i 

7/a" =espesorh de la placa 

2000 ZIOO w. 



...., ..... 
"" e: . ...,. 

PL.ACA l&.!5"1D2."KeBpesGr 

A• o.I 

en o, 1>. z_100.1~1 ,,... 
_, 

ESTATIC~ ~/8•0,00Dl!I 

100 000 700 1000 1200 

(rad/nQ) 



.). •O.Z 

(1n) 

0.020 

0.015 

'"" ..... 
00 
e ... 
"' O.DIO 

.... 
o, 

0,005 

placá 

Q.002 

0.001 

'ºº !!00 

• 



.,. 

0.002 

0.001 

""' 500 

PLACA 115.5 .. a21:'iespesor 

3/a .. 

1000 

5/8" 

200 Wo 

(rod/ .. 9) 



,.,., ..... 
00 
e: ..., 
"' !'" 
o 

J..:. .... 
lln) 

o.zoo 

0.150 

0.100 

0.050 

0.020 

0.01 o 

100 500 

).0.01 
P L .1.c• 1e.5"• ze" .. ~"!)eSOr 

1000 

,, 
" " 11 
11 

" 11 
11 
11 

" " 11 ,, 
1o· 
11 

" 11 
Q.131!11 

3/e" 

1500 

Wc1,1J• ... 

11 

" " " :! 
" ,,. 
" ,, ,, 
" " " " ,, ., 
!! 
" " ,, 
" " ,, 
•I 

" 

2000 

W(l,t )~ l'JU 

0.0837 

2500 

..,.,,1,11 

u 
" " ,, 
" 11 ,, 
" ,, 
" .lo 
11 .... ,, 
" " 11 ,, 
" ,, 
11 
11 

" 11 
IL 
11 

" ,, ,, 
" ,, 
" 

v· 

o .o 595 

•!•"=espesor h de la placa 

... 
3000 

Wo 
Crod/••91 

• 2G7e 

U1 

"' 



..... ..... 

(In) 

0.020 

o.o ~5 

0.002-

• 0,00I 

100 'ºº 1000 IOOO 2000 >OOO 3000 

V1 ...., 



). • o .• 
PL~CA 18.~•28.0'Ji~r 

f inJ 

o.ozo 

o.01s 

..... . .... 
OQ 
e: 
;J 

O.OJO 

!>--"' 
o.oos 

o.op2 

ººº' 0.0030 

100 
soo 

1000 

lOOQ 

"•d/ .. gJ 



0.020 

COT4 SUPERIOR 

DE LOS OESPLAZAM1ENTOS 

MAXIMOS 

0.015 

0.010 

0.0.0!!I 

0.0.02 

0.001 

100 200 "ºº 'ººº l!!ICJQ. 

:r 1e.!!I··. s z" 

2Q)O'· 2500 

-_(ro d / .. ; J 
'-" .... , 



'-º 
.r-; 

' 

,., o 
o 

N
 

o ó 
"' 

"? 
o 

o 
o ID

 

m
 

o o o 

,._ o 
o o 

"' o o 
o 

"' o o o 

.... o o o 

N
 

o o o 

o ~
 

o 

-o
 

3 § o ... § CD
 

§ o ,._ 
8 5l 

8 "' o o ~ o 
o o o .... o 
o 8 N

 

o ~ 8 ~
 

o 
.¡¡¡ § ,._ o o 5l 
o o il 

o o ~
 

o ~ 8 2 

u
.o

 

0
.0

9
 

O
.O

!I 

o
n

 

o
.
o
~
 

0
.0

4
 

0
.0

3
 

0
.0

2
 

0
.0

1
 

0
.0

0
 

¡o.O
O

Jj 

h
/b

• o.oc 
7 

'"
 

-
n 

--
u 

h
/b

=
 o.oo 5 

h
/b

 º·º' 
4 

-
"
' 

m
 

,._ 
<D

 

/ 

--
V

/
 

----
L

-
- v

/
J
 

--
_

/
 

-
1

/
 

_
/
 

_ ..... 
V

 
_

i
-
-

/ 

---
V

 
_

/
 

---
V

 
t.----

-
_

/
 

J
-
-

V
 

V
 

¡
_

-
~
 --

./"'.'. 
_

V
/_

 
_¡__--~

 e
--v ..... 

¡
_

-
_

/
 

.___ ... --
.
/
 

----
V

 

-- -
/ 

¡____......""' 
_

/
 

_ ..... 
V

 
t.--

~
 

-
/ 

~
 L

.--
V

 

N
 

/
/
,
,
,
 

/
/
J
 

/
/
 

/
/
 

.
/
 

/ 
_

_
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ / 
/ 

~
 

/
/
_

/
 

V
/
,
,
 

.
/
/
 

/
"
/
 

1
/
 

_
/
 

_
/
 

/ 
/ 

/ 
_

/
 

J 
/ 

V
 V

 

• o o 

~ o o o 
~
 

§ o "' g o 
o 
"' o o 
o o .. o g 
o N

 o 
8 

1 8 o i ~ ~ 



J~,b 

0.01 

o 009 

o.ooa 1-~.....>.1-""...+-~,___::>l.-+-''l.---f-+->.,,-l-+-+-~~~-1-~~+<-''-<-+<-'--"'l-".i-~+--P.t--l~~-+--+--
0.001' 

o .002 

o .oo 1 
30000 40000 ~ eooo r~eoooo 90000 w.• 

.,. 

1\ 
;\¡ 
1 .. -i·~··• •''l)J.~ :O')')'JC5,,7.)l"l"f'\"OD'YI'~.~, .J.) ... b 



57 

" 009 

o. 00. 1-i:::..~~rl=~....::>>k-µk-1~;,.,.,1-~~~-\,. 
o .001 

0.008 l--l--~~>.J_:~~+:.~P>J~:-!..ol--+"ll-:'l-\--\>~-l-___c\-l--~-l-'>..:>.!,..C>,.¡....:~~c+>k-l--~-l-~~1 

O .OG4 

o .001 

5000 4000 5>00 IOOO 7000 90009000 10000 

1 
1 .,, . 
1 

~ 1 ~ i 
7 1 

o o :;: ¡¡ ~ o o i! o 
o o :,¡ o o o ~ 's . o . . 

• 

1 1 
T 1 1 1 1 1 1 1 

\ \ \ \ \ \ f\ ' \ ' ' .. \ ' l 

' ' \ ' \ \ 1 ' ' \ \ \ 

""' :\ f\I\ f\ 1\ [\ ¡\[\ I~ \ I\ ' f\1' f\ ' 
1\ I'\ 1\ 1\ f\ 1\ 1\ !\!\ 

' ' í\ ]'\ \ " \ ~ \ \ \ I\ 1\ '\ '" l\I'\ 1\ f\ Í\ f\ [\ Í\ Í\ ~ 1\ [\ f\ 1\ [\ Í\ f\I'\ 1\. f\ " 1\ 1\ 
lOOO 4000 5000 IOOO 7000ll0oO'IOOO•Oooo lOOOO JOOOO •oooo Sooooeoooo10oootoooo tA.r. • 

figura t,.15 



58 

CAPITULO V 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES DE DISEÑO 

Las conclusiones que se derivan de este trabajo son muy vari.!!_ 

das y se refieren tanto al comportamiento dinámico general de cas

carones y placas, como al problema en particular de vibración de -

la tubería de desfogue de las turbinas de Chicoasén. 

Como se vió en los resultados del capitulo anterior las fre-

cuencias naturales del cascarón cónico atiezado se pueden elevar -

suficientemente si se retira el recubrimiento de concreto, de ser 

posible, y si se rigidiza eficientemente. En diseños futuros por 

ningún motivo debe usersc concreto en las tuL8rÍ~s de desfogue a 

menos que se haga un análisis adecuado y se demuestre su factibilj,_ 

dad. 

Esta rigidización depende principalmente de las propiedades 

del material que se utilice. Los materiales pesados y con módulo 

de elasticidad bajo disminuyen las frecuencias naturales del sist~ 

ma. Existen materiales 1igeros y de gran resistencia como los que 

se utilizan en la construcción de aviones; desde el punto de vista 

estruct"ural es el más adecuado. Ahora que trabajando con acero, se 

puede buscar la solución más económica para rigidizar el cascarón 

cónico en estudio. Esto es, con una retícula de anillos y atiezad..Q_ 

res de sección 'T', figura 4.2, adicionando patines de 6"xi-" en ª.!!!. 

bos sentidos y removiendo la capa de concreto que le fué colocada, 

se logra elevar en un 25% el valor de la- frecuencia fundamental. 

Cabe hacer notar que estructuralmente se pueden controlar las 

vibraciones y los desplazamientos del sistema, sin embargo el des

gaste de la superficie interna debido al flujo de agua y a la cavj,_ 

tación. no se pueden impedir. A este respecto sólo se puede recome~ 

dar aumentar al doble.el espesor de la tubería para aumentar en i-
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gual medida su vida útil y, por supuesto, se recomienda REVISAR el 

diseño hidráulico. 

Por otra parte, la retícula de anillos y atiezadores conforma 

el sistema de placas simplemente apoyadas analizadas en el capitulo 

ante~ior. De ese análisis se desprenden las siguient~s concluSiones. 

La relación (a/b) de una placa juega un papel importante en la res

puesta de la misma; Para tres placas con la misma área, mismo espe

sor y mismo grado de amortiguamiento, pero diferente ralación largo 

ancho, sus desplazamientos máximos son muy diferente. Por ejemplo, 

para (a/b) 1 =1, (a/b)2 =5 y (a/b) 3 =9, sus desplazamientos máximos son 

6 1 , 6 2 =0.386 1 y 6 3 =0.216 1 • De ello se concluye que es más convenie.!!_ 

te una retícula alargaüa. 

Los resultados de desplazamientos máximos obtenidos al centro 

de las placas simplemente apoyadas son mayores a los que se dan en 

la realidad puesto que existe un cierto grado de empotramiento en -

sus· bordes al ser una estructura continua. Esto sin embargo re pre-

sen ta un primer paso en el estudio del comportamiento dinámico de -

cascarones. El esquema de las figuras 4.14 será similar para otras 

condiciones de apoyo en placas, y el análisis del inciso III.3 será 

similar, aunque más complicado, para una nueva función coordenada -

Uimn· 
Yendo un poco más adelante, se espera un esquema similar de 

comportamiento para estructuras como cilindros, conos y esferas. La 

razón de estas afirmaciones se encuentra con detalle en la referen

cia 20. 
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