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PROLCGO

Bl estudio de las funciones caracteristicas, re-
auiers de un conocimiento muy vprofundo del anadlisis matemé-
tico, aue por desgracia es poco comin en estudios profesio-
nales, esto nace que el conocimiento, e incluso la Biblio-
grafia que existe en México relativa a este tema, sea muy =
pobre, -Por esta razdém es que una herramienta tan poderosa
y elegante como son las funciones caracteristicas, no sea
apreciada como deberia, ' '

La inversién numérica pretende ser un mecanismo -
pféctico para el estudio de las funciones de¢ densidad de ==
probabilidad a partir de las funciones caracteristicas, una
vez introducido el algoritmo a una computadora, puede ser -
utilizado por personas con pocos conocimientos del andlisis
matematico, en diversos estudios estadisticos, Ademés la -
inversidén numerica pudiera ser utilizada por los expertos,
para el sstudio de las funciones de distribucidn.

In este texto estudiaremos, la posible aproxima-
cién de una funcisn de densidad®de probabilidad, a pariir -
de su funcidn caracteristica msdiante mélocos numéricos, a
este mecanismo lo llamaremos, "Inversidn Numérica de Funcio-
nes Caracteristicas de Variablszs Alecatcrias Continuas",

#Unicamente tratarcmos el caso continuo.,
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INTRODUCCION

Una de las transformadas integrales mds importantes
en el analisis matematico es la transformada de Fourier-3tielt-
jes. Cuandc la funcidn a la que se le aplica esta transforma-
da es la funcidn de distribucidén de una variable aleatoria X,
el resultado es la funcidn caracteristica de la variable alea-
toria {(v.a,.,) X, 7 es una de las herramientas més Gtiles en el
estudio de las distribuciones,

Existen fdrmulas a través de las cuales, teniendo una
func1on caracteristica se determina una y s6lo una funcidn de
distribucidén. A esas férmulas se les conoce con el nombre ge
formulas de inversidn, y son en general muy dificiles de cal-
cular, . ‘ '

La férmula de inversidn que se utiliza para una fun-
cidn caracteristica de variable aleatoria codtinua, ¢s5 distin-
ta a la que se utiliza en el caso discreto,

En esta tesis estudiamos la posibilidad de realizar
la inversidn de una funcidn caracteristica asociada a una va=
riable aleatcria uniformemente continua, mediante el uso de la
computacion (inversidn numérica: de upa funcidn caracteristica
de variable aleatoria continua),

La inversidn numérica sizmpre s=ré conqxanraua como
=1 4ltimo recursc para La laversidn de una iuau;on ca"acuerlu—

tica de una variable aleatcria contlnua, 'es, aeclr, p

dvberan agotarse codos 1as mecanismcs qu-”~nrmLtan BE



sién formal, como pueden ser los artificios de’integracidnm,
cambios de variable, ia consulta de tablas de integraciéd 0

tablas’ d¢ transformadas integrales (ver bibliografﬁé'cbmﬁle_
‘mentaria), ctc, T



CAPITULO I

TRANSFORMADAS INTEGRALES

1.1 Generalidades

Cuando una funcion’g(t) se nuede expresar como: una
integral de Lebesgue-stieltaes de la forma'

g(t) = fK(x,t) dF(x) B (1;1-1)f‘

. 0 en el caso de que se pueda reducir a una 1ntegral de Lebes
sue del tipo: ‘

g(t) = .f-K(x,t) £(x)dx ‘ (1.‘}:2)”

se le conoce como la transformada integral de ¥ en el primer
caso, y comc la transformada integral de la funcidn inicial
f en el segundo,

La funcidén K es denominada el nicleo de la transe-
formada, depende de x y un parametro t que puede ser discre-
to, o bien, con dominio de variacidm continuo,

Ademés de su utilidad en el andlisis, las transfor
madas integrales tienen arlicaciones primordiales en la teo-
ria de probabilidad, como son: la funcidn caracteristica, --
la funcion generatriz de momentos, los mismos momentos alge-
braicos, y otras,

Algunas de las funcicnes nuclco mas utilizadas son
presentadas en la siguiente tabla,

/



Funciones N ﬁ leo
Tabla (1,1:1)

a) X(x,t) =«
B) K(x,t) = ixl" | i =
c) K(x, t) = xV = x(x—1)(x42) (x-t+1) ?cOn X =

que t Noo
d) K(x,t) e '
e) K(x,t) = 1§féﬁ$€ormade exponencial de Fourier
f)'K(x,t) = é“;A$H_]“:ftfanaformada de Laplace
Z2) K(x,t) cbswfo_ transformada cosend de Fourier
h) XK(x,t) = sen xt =~  transformada seno de Fourier
en ¢), ), g) ¥ h), la funcién nicles determina a cada -
transformada & su derecha,

I uu
o,
%

I

En el -caso, de que F(f) fuera una funcién de dis=-
"y tenemos por:

(10133)
= 0, 1, 2, dog

éfgrado k. Anélogamente con
omento algebraico absoluto de -

(1a134)

 conocida ¢ riz de monentos factoriales,

, ~tenemos la funcién genera-
triz de mon ' ‘



de Fourier, tznemos: ks
- 52 S
P(e) = fe“ dF(x)
b

que es la importante funcidn .caracteristic

1,2 Transformada de 7o :iél

grable, g(t) es conocmaa comu -a +rano
de la funcién inicial £, S

vés de su transformada de Fourier es:
. -
wt
“(x) == [ " g(t)dt
Y

conocida ccmo la férmula de inversidn de.la . transformaca de
Fourier, o

semedjanza que

s conveniente vr~sta* atenc1
‘“';a’ségunda

Una semejanza aln maycr se nubiera lograco con:

g(t) =

2 B R

:;j e T oi(R)éx S (1.223)

. B . . )

# Transformada ordinaria de Fourier y transformada exponen-
¢ial de Fourier, son sindnimog de esta transformada,



entonces

-

; L f(x) == [ g(b)dt o (1e2:4)

-

vy 1z di‘erencia consistiria séic en el sizno del exponente,
3in embargu, la semejanza es‘séld avarente, ya que la expre-

Sn (1. 2.1) s la defln;c10n de g, mientras que (1.2:2) es
la afirmacidn de que la 1ntegra1 que figura en el mlembro -
dereého, es igual a la funcién inicial,

La tréns’ormada de Fourier g de una funcién absc-
lutamente integrable f, es una funcién continua acctada; -
aiemas, gz(t) tlenae a cero cuandc {t{ tiende a infinito,

&
=
®

fectb,[de la estimacidn
RS- I ’

(ol dx ' (1.2:5)

se consiuys. - = ®1f] es acotada, donde T denotael ope-
rador intszral de la transformada de Fourier, S

funcién unitaria en (a,b),

estx -funci, continua ccn"oroeghaciaﬁcero para’{tl =,

CémC”al~vnera4‘"‘?,'s "n awcrauo¢~;iqeal, tenemos
que cuaiouisr combiqac én -_neal de ‘uncwones unitarias a in-
tarvalcs, &s una funcisn uont_nua y tiende a cero cuando

L
-

it! =e, on otras palabras, Lz trans‘ormada de cualquier =



;fn3
en L(-x,=). mnuonces,,lﬁl’

ana

cuc“ 33n

converge hacia ia funcid

sélo para’’f

funcicnes de v

donde T es uns

conuscida

b
Lo
-

L-o,m ; eg =1 conjunts de~tcdas/1a,,-1nc-cn‘s Quw ol 5
» - .



bdédeéé‘imbortante de
4débemos introducir -

la transform tie ,
rrada lngegral,narticular llamada convo-

primero, ‘una t
lucidn, esto.es:

'Dadas'dos funciones f y g, ambas integrables segin
Lebesgue en (== ,o), sea S el conjuntc de las x para el -
cual existe la integral de Lebesgue:

h(x) = /f(t)g(x-t)dt ‘ (142:10)

Esta 1ntegral define la funcidn h en S llamada convolucién
de f y g Para designar esta .uncién, se utiliza h'= £ % g,

La transformada de Fourier de una convolucidén. =
- f =g, 28 igual al producﬁo de las transformadas de Fourier
de f y de g,

La afirmacidén anterior se jusiifica por ser una.si
. tuacidén particular del teorema de convolueidn para transfor-
madas de Fourier-Stielitjes, el cual enuncio -més adelante,
(Ver teorema 1,2:2),

Generalicemos:primero el concepto de convolucién,
para esto, Sean: e

' "'(1 J2:11)

donde: (PR, Sl
i y’g; on ambas lnungraoles .segun Lebesgue y h de-
finida nor (1 2 10), eqtancas, lntegrando ah te-
nemos:




(au-t)ctau.

VV:H('x) af{fg(u-t)du
por (1.,2: 11) tenemos.
H(x) = fG(x-t)or-‘(t)“‘

La relacién obtenida pone e
# ¥y G con la funcibn H, .

(1.,2:14), tiene sentido para:f_
nuas de la forma (1 23 8).

de dicha integ*al rara dos func1ones cualesquiera'
c¢ién acotada, es decir a:

ax) =/ e<x-t)d?(t> L aens

con G y F dos ’un*iones aroitrarias de var 1acion acotada, la
llamaremss convoluCLOn de F'y i ' :

TZOREZMA 1.2:2.

Sea H la convolucibn de dos funciones de variacidn
acotada F y G, entonces 1la transformada de T«‘our:‘te’.f‘--’ ‘ieltjes
de H es igual al vproducto de las transformauas oe rourier-
Stieltjes de F y de G, es decir:

TH] =F[F » Giz'i:‘?.f?[(}} : (I'.2:16)

donde:

g

es 21 operador intsgral de-la transformada de

‘8Denotaremos a la convolucién de F y G como: F m G



o Demo s‘tracn.én. 'Sea H =F ®« Gy sea P una parti-
citn de Ea}b]"tal que X: €« P con 1.= 0, 1y eee s N; ¥
a = X,<X, <x.<-ﬁ<xn_ b. dntonces *ara toda A :

f A ey < L ze A (e = H%) o (ean)
.'=..ii'2,,;o?.‘e‘”"[f Sae thaF) - fate “‘“‘"7 '
.;_;"""f.,‘.—h -d_@'-m}[f Gy 'ﬁw(Yz;‘()ia F(f:\.]
TR
€s decir:-ubf_,-

e PR " =
Vo {
f u"u&l’ *Oé )

fe' m'd”(x) :

.'F.[a]_';‘?f[e T -7 1Fle)
1o que concluye la demostracién. /7

!

. El1 teorema pasado y la definicidn de transformada
de .Fourier-Stieltjes, se emplean ampliamente en la teoria de
probavilidad, gracias a que las luncicnes caracteristicas
son definidas a rartir de la transformada de Fourierw3tielt-
jes comc veremcs sn la siguiantz cscecién.



[=3

ucl

daces, de manera aue geanere 1nf0rmaciun ae a ur
nal com> mas adelante veremos,

Por ahora consideremos la. tran ormada de nour’cr
dada cor (1.2:9), perc con paradmetro (-t), esto es:

$(Ly = g(-t) = j'e” qr(x) (1.31:1)
2sta es pusz otra manera de escribir la transformada de -
?our:er-stle t;es de F, donde F{x) es.una funcidn de .varia-

3
’J
On
3
ﬂ'l
a
o
ot
o
[ ¥R
o
-

A partir de la cxp gidn (1.2,1:21) de’ininos 1o
que es una- fnncién cara stlca, esto es: _Sea “(x) una -
funciln de 'if.rlbuc1éu, entonces “(t) dada por.“i“-

'='u(t) + iv(t) e (1.3,1:3)
Por consigu 1ente uara dlSu.lOUCloneS T con densidad f, se
tiene:



f(x)dx + 1 Jfsen xt £(x)dx

Es conveniente mencionar que toda funcién de dis-
tribucién tieme asociada una funcidén caracteristica, debido
a que:por definicidn, las funciones de distribucibén son mong
tonas no decrecientes y acotadas en (- ,o ), lo que las ha-
ce de variacidén acotada, lo cual es condicidén suficiente pa-
ra la existencia de (1.3.1:1).

Los diagramas {1.3.1:2) y (1.3.1:b) nos aclaran la
definicién de funcidn caracteristica.

En el diagrama (1.3.1:a), se aprecian las restric-
ciones que obedecen a la definicién de funcién de distribu=-
cidén y sus repercusiones en la transformada de Fourier-Stiel
tjes. Mientras que el diagrama (1.3.1:b) nos permite ver

qué sucede cuando las distribuciones tienen funcidén de den-
sidad.
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1.3.2 Propiedades

_ Como hemos visto, las funclones caracteristicas -
son un caso particular de la transformada de Fourier-Stielt-
jes, resta entonces ver qué propiedades tieme esta transfor-
mada en unas funciones tan especiales como son las funciones
de distribucién.

TEOREMA 1,3.2:1

Sea X una variable aleatoria con funcidén de distri
bucién de probabilidad F,(x), y sea Pe(t) = u(t) + 1iv(t) 1a
funcién caracteristica de F (o de X), entonces:

a) fx(t) es uniformemente continua

) I¥u(t) £ 1 *t

¢) Px(o) = 1_

d) ¥x(-t) = fi(t)

Demostracidn:
a) Sea he€R, entonces:

|P(t+h) = Be(t)] &

S1e¥% o™ gp, (x) ¢ [1e™] [e™ - 1) dF, (x)
como:

1é®] = 1, tenemos:

ueen) - o)l ¢ Sle <1l ar, (x)
Note que la Gltima expresidén no depende de t, de esta ma-

nera se puede hacer tan pequeifla como se quiera haciendo a h
suficientemente pequefio, Para aclarar ésto, consideremos el



”esado matnmatlcamente serla

entonces:

sustituyendo la dltima expresién, tenemos
2 j]sen Xh dE}(x) =2 [ flsen E—{ dF, (x)
+ f]sen 5.}.1.‘ df (x) + J]sen —-] dFy (x)]
donde a m y M los escogemos de manera que:
S &y mde,((xM-f; re,

de esta manera y como:
{sen yl ¢

[ = @™, () <

tenemos:

rnofen

- ;
+°2 f‘sen -‘-(-%] dFe(x),



Si escogemos h.de manéra que-
conclulmos- , : '  fL:_‘ 5 B i
| fl,"-f “"ldF () ¢

0 bien, q&(t)
de t. '

CAE

es unlformemente contlnua ya?’ - h no dependé

Wi

B ol = [ o)

o) Wo) = Jar (x) =1

d) (-t) = ‘Ie'i‘t ,dF,(x)‘.m=‘“:f_'f:¢5$;;‘t.’dFi(x) -1 [ sen xt @Fy(x)
entonces, por (1. 3. 1-5);~ténébos:‘
CBe(=t) = u(t) - 1v(t) = Pu(t)

con lo que conclulmos la demostracidén., //

TEORZMA 1.3,2:2

Existe una correspondencia biunivoca entre las fun-
ciones caracteristicas y las funciones de distribucidn,

Demostracién,~ Partiendo de (1.3.1:2), tenemos -
que dos funciones de distribucidn idénticas 7, (x) y F,(x),
tienen idénticas funciones caracteristicas, sean éstas ¥,(t)

y qﬂ(t) respectivamente, Zscrito en lenguaje matematico:



- 15 -

Fi(x) = F(x) => () = h(t)

Ahora, supongamos que existen dos funciones de dis-
tribucién F, (x) y F,(x), con funciones caracteristicas Y,(x)
y Y,(x) respectivamente, tales nue:

k?g(t) = \Pz(t).

Entonces;

fe ar, ()

]."e""t~ dF, (x):

lo que impiica quér

Jé“ dF, (x) -

o
Je™ dF, (x) = 0

esto es:
®

[ d [y (x) = Fp(x) =0

pero B(x) = F, (x) - F,(x) es una diferencia de funciones monb-

tonas acotadas, de modo que B(x) es de variacién acotada, asi
que:

0

ixt
e’ donde t es una constante real

PGS

para toda funcidn h(x)
arbitraria,

51 consideramos a h(x) como cos xt + isen xt, sabe-

mos que es la suma de dos funciones periddicas y uniformemen-
te continuas.

Por otro lado, B(x) es de variacién acotada por lo
que la variacidén de B(x) para x|l > m es arbitrariamente pe-
quefia s1 escogemos un m suficientemente grande,

Si seleccionamos m de manera que 2m sea un milti-
plo del periodo de cos xt, y definiendo la funcién g(x) co-



mos

, “donde: J = [-m, m]
entonces,cOnéiderépaougniqaménte la parte real de e'™ tene-
mos: e i i ’

[eos xt dB(x) = [g(x) dB(x)
; 7‘-a‘ g L S ST J N

cuando: m » o

J es-un intervalo. fijo, por lo que establece una -
ccta, asi otra forma de escribir esta integral seria:

b

fcos xt dB(x) = 0

Q
con a y b puntos de continuidad de B(x), ademis g(x) es con=
tinua en a £ x ¢ b, vero 2(x) debe ser constante en sl con-

junto de puntos de continuidad, de esta manera F,(x) debe =

coincidir con F,(x) en todos los puntos de continuidad, asi
que:

Fy(x) = Fy (%)

. Concluimos entonces que:

F1 (x) = Fg (X) <=> ‘P,(t) u l?g(t)

lo que asegura una correspondencia uno a uno, //

El teorema anterior es conocido cominmente como el
teorema de unicidad de las funciones caracteristicas, y ga-
rantiza la existencia de una aplicacién inversa de la trans-
formada de Fourier-Stieltjes de una funcidn de distribucién



A cont1nuac1o«gf
convolucidn, :

TEOREMA 1.3.2:3

Una funcién de distribucidn ¥ es la convolucién de
dos funciones de distribucién F,, F, si y sélo si, las co-
rrespondientes furiciones caracteristicas satisfacen:

HOERIGLAG! (1.3.2:1)

Demostracidén.- La funcién caracteristica de una -
funcidn de distribucién F, es la transformada de Fourier-Sti

-

2ltjes de T, entonces, por ¢l teorema (1,2:2) tenemos que:
x> Pt) = R(E) H(t)

Ahora por el teorema de unicidad se tiene:

W(t) = Y(e)W(t) = F=F x 7,

Finalmente la convolucién de dos funciones de dis-
tribucién, es también una distribucién. ©n efecto:

F(x) = fp,(x—t) dF, (t).

a\’

existe debido a que tanto F, comdFF, son de variacidn acota-
da, y no sdlo eso, sino gque F(x) es una ‘uncidn de distribu-
cidén, esto se deriva del hecho de que el paso al limite ne=-
cesario puede realizarse bajo el cperador lntngral, esto es:

lin F(X) = / lim 7, (x-t) dF,(t) = de,(t)

T2 oo

< F 0

')



b5 = [ Get) am (D) = 0

m
Yarm
como F, y ¥, son monbtonas no negativas, entonces F es mo-
nétona no decreciente y no negativa. Ademas, la continui-
dad por la derecha de ¥ , F, garantiza la continuidad por
la derecha de ¥, Asi:

F=F %F < P(t) = N(t)%(t)

donde F también es una funci6én de distribucién, lo que con-.
cluye la demostracién., // o

Si consideramos las funciones caracteristicas de

la forma (1.3.1:4), veremos algunas propiedades interesan-
tes,

TZOREMA 1.3.2:4

sea W (t) 1a funcién caracteristica de la distri-
bucién Fy con densidad fy, asociada a la variable aleatoria
X, entonces:

a) ¥ (t) es continua
b) Yu(t) » O cuando Itl * e

-Demostracibén.- Es directa a partir de la defini-

cidén de funcidn caracteristica (1.3.1:4) y el teorema =

(1.2:1). //

Sabemos, por el teorcoma de unicidad, que cada fun~



cibn de distribucién tiene asociada una v sélokuna funcidn -~
caracteristica. Zntonces, es de esperar que exista una rela-
cibén entre las propiedades de la distribucidm y las de su -
funcidn caracteristica, En efecto, una de estas conexiones
y sin duda la mas importante, estd dada por: | p E
- ‘ R
DEEM) L g (1,302:2)

1 10

51 ambos miembros existen

A continuacién presento una justifiQac Qn‘de.égga'
expresidn: : T

Sustituyendo (1.3.1:4) vor Y(t), téﬁé@°5=f? ‘
DY W(t) = o [ f(x)ax = o e"tf(x)dx

“

_fkixf e £(x)dx

= i fx" e f(x)dx
cuando t = O tenemos por definicién de valor esperado:

DY e (t)
i'l

Jx" t(x)dx = E(X")-’hz/”/i..

:0 e

Para terminar con este capitulo, dev: hacerse Dpa- ~
tente que la transformada de Fourler, puede ser generaliza-
da de manera natural para funciones de varias variables, -
Consecuentemente, la definicidén de funcidn caracteristica,
tiens sentidc también para vectorce alzatsrios. 35in embar-
g0, noc se pretende introducirlos e2n este trabajo por estar
fuera de los otjetivos del mismo.



CAPITULO II

DESCRIPCION DE: ALGORITMOS .

2.1 Métodos Numéricos de integracidn

La manera mas natural de realizar una apioximacién
para la integral definida:

b o
J/f(x) dx (2.1:1)

es la de encontrar una funcidén mas eimple g(x), tal que sén-r
pueda sustituir por f(x) de manera que: :

» & : o
fe(x) dx = “ff(X) dx (2.1:2)

para esto debemos encontrar algﬁh método que nos permita =~

aproximar cualquier funcién f(x) a una funcién facilmente =
integrable, El método de aproximacidén polinomial es uno de
los mas practicos para realizar esta labor, ya que un polie
nomio de grado n es muy f4cil de integrar, y ademas, mien-

tras mayor grado tenga el polinomio que aproxima a2 la fun-

cidén, en general mejor serd la aproximacidn, de aqui que el
error se pueda reducir teéricamente tanto como se quieray

haciendo tender el grado del polinomio (n) a infinito.

El método de aproximacidén polinomial més frecuente
mente utilizado por su nobleza practica, es el de aproxima-
cién por medio del polinomioc de interpolacidén de grado n, ¥
consiste en hacer pasar un polinomio de grado n por n+l1 -
ountos de la funcidén a la cual se quiere agproximar,

Escrito de manera matematica tenemos:



Sean Xgy 'Xyy eesy xi;;x;§¢;g1  i.¢ j' ‘
puntos pertenecientes al dominio dé‘f(x), a los cuaigs L
llamaremos puntos base o puntos 'de interpolacién, y dados -
los pares de valores (x;, f(x.))'coni =0, 1,v.., 0, en-
tonces el polinomio de interpolaciém P,(x), estd dado por:

Pn(xl) = f(x;) con i= O, I, ssegy 11 (211:3)

De esta manera. el polinomio P,¢x) de grado n coincide exac-
tamente con T(x) en los n+! argumentos x = x;., Ademés, -
existe un y s61o un polinomio de grado n que pasa Lor es0s
n+1 puntos, lo cual vgrificaremds'més adelante,

De ningﬁna manera este polinomio garantiza una -
aproximacién de f(x) para x # X.. En el caso de que f(x)
fuera un pclinomio de grado n 9 menor, entonces el polino-
mio de interrolacidn provorciona upa aproximacisdn exacta,
Uste polinomio tiene la jparticularidad de que aun cuando la
aproximacidn a f(x) no sea muy exacta, al incluir el opera-
dor integral, las diferencias positivas se cancelan en al-
guna mecida ccn las negativas, y asi, la aproximacidn (2.1:2)
es mejor de lo que se esperaba, Para aclarar ésto, conside-
remos que el polinomio P.(x) tiene que cortar a f(x) en n+!
ountos, entonces haciendo:

Zn Ta ta ‘

J.J(x) dx = J#(x) dx - [P, (x) dx (2.1:4)
se ve que en un caso usual: ’

sgnlfJ(X) dx = -sgn r/({(x) dx (2.1:5)

graficamente lo apreciamos en el diagrama (2.1:a).

Un polinomio ,(x) de grado n, puede hacerse cocin-
cidir con una funcidén f(x) en n+? puntoe distintos, y no s0-



1o eso .sino que el.pélinbmio es dnico,

, ‘VEnfefectc5~estovse‘deduce'del sistema de ecuacio-
nes que se origina de escribir las condiciones gque P,(x) -
debe cumplir, esto es:’

Sea P,(X) = a, +a,X +a,X + ... +3,%" (2.1:6)
entonces: ' o '

a.+a, X, +a, X\ + oie +3,%0 = £(x.) -

2,48, X, +8, X1 + eee tanXT = £(X.)

L]
.
e

.-

8, 8, Xo+8: X0+ ese tAnXA

y el determinante generado es:

1 :
T X, X‘t vaee 'x:

1 x. X2 ..;bx:v E 'j = ]jfé;:;;;;}n>: 

.. : . : ™
conocido como el determinante de Vandermonde.

El sistema de ecuaciones (2,1:7a) tiene solucién
Gnica si y s6lo si el determinante de Vandermonde es distin-
to de cero, esto es si JE(x;- x;) # 0, lc cual es consisten-
te con el hecho de que los n+! puntos son distintos, matema-
ticamente: x; # x5 1# J = JE(x; - x.) # 0.

P, (x) es conocido con el nombre de polinomio de -~
interpolacidén, y una de las técnicas mas utilizadas en el -
cdlculo de este polinomic es la de diferencias divididas,

* La demostracidn ce (2,1:7b) se puede realizar mediante
operaciones =2ismentalss encaminadas a obtener una ma-
‘trivz diagonal inferior, de manera que su determinante
sea ¢l productc de la diagonal,



Dlagrama (2 13 a)

Con51deremos nrlmero la aeplnl 1on.de derlvada

lg_g%),]‘»v = ' (Xe) = lim _L_}____L). (2 1: 8) "

F T2 N

vara poder trabajar numéricamente, definiremos una aproxlma-
cién a ella, sea ésta: ' e

R | }3(@.1111:9”)'
con x ¢ xg"f [ﬂ

£ix,x.] es conocida como prlmewa dlferenc1 divi=-
dida finita o blen, como diferenc1a u1v1u1da flnlta de nri, -
mer orden, .. e : ' B

Ahora, a partir del teorema de valor medio del = =
célculo diferencial que dice: :

Sea f(x) continua en [a,b] y diferenciable en = =
(a,b), entoncss, =xiste al mencs un § tal aue: § € (a,b),
para el cual:

' (o) - f
£ () = Hep=la)



imera diferencia divi-.

Lo ke =f(£;) e (21-10)

para algun g e(x t.)

Diferenclas Divididas Finitas.
S Tabla (2 1: a)

Orden ;Notac16n'h. o ,Definicién
0o fixd o ©f(%a) .
1 f[x.,x-l : S (E1x] =T ix] )/(x.-x.) .
2 . f[x;,x. ,X,] (f LX: ’XJ -f[X.,X-] )/(XI“'XQ) ‘ N .
3 X 3Ry X p %] . (£ [ay, %2, %) =fi% %, %] ) /(X3 =Xg )
.n f{Xn,x--n,-.x..\ (f [Xn ,XH,.OXI] ~f [xugoaxv ’xo] )/(xn'XO)

Considerando la definicidén de diferencia dividida
finita de orden n, dada en la tabla (2.1:2), y realizando -
las operaciones algebraicas corrzsgpondientes, obtenemos lo

que se conoce por forma simétrica, es decir: (2.1:11)
. f(xa)
f(X-‘y?(--u..X.] = (X.—X...)(XA-X-:)...(Xu-Xo) ,

+ f{ %)
(ReemXn ) (XermXes) o 0 0 LYomXo )

.
L]
.

'+ £{xe)
-(—i"xnjv(xi - :)th(xc"xlj—

mas compacto es:

it
M

+

lad

£[Xa 3 Xery 0 0] 2 TR (2.1:12)



ara una -funcién. lineal se ti:ene que-“
P

vf’(x)'-'-f"ﬁc;) ’_ £(x)=f (s )

Xf" %o TR T X,

es decir:

(X)) =F(Xe ) =(x-% ) £ % ,X4) o
(x=x) [ £1%,%) - [x0 ,%.]] - (2.1:15)
(x-x.)(x-x 1E X%,y %), ‘

Haciendo la sust1tuc1on correspondiente, obtenemos- Lo

f(x)

i

f(Xe )+ (%=%e ) T (X, yXa]

+(x=%, )(x ~%4)% {x,x.,xdfﬁw (R
P, (x) + R, (x) ' (2 1 16)
donde P, (x) es el polinomio de *ntero*lac1on de orlmer grado
¥ R,(x) 2s el residuo o error.

Una vez obtenida la avroximacién mediante un poli-
nomio de primer grado, se puede generzlizar el resultado pa-
ra polinomios de grado mayor, de la sizuiente mansera:

Consideremos la férmuia funcamental de Newton:

£(x) = Pa(x) + Ra(x) (2.1:17)



entonces el. polinomlo de 1nternolac16n de’ d1ferenc1as dividi
das de grado n, tieme la forma: = ‘ (2. 1:18)

Pa(x) = fIx) +(x—x.)f[x.;¥d
: +(X1Xa)(X—x|)f[xx s Xi 9 %)
+( X=X ) (x— %, ) (x- Xl)f[x’ ,X‘,X1 .X.]

C +(X=Xo) eeeee (X~ x..)flx”x..... x]

NN el corresnondiente error estd dado por:

“Ralx) = (X-x.)..(x-xu)(x-x.)flx.,x«,.xq (2 1:19)

En efecto, en (2.,1:16) obtuvimos el ‘polinomic de interpola«
éién de primer grado y su residuo. Ahora, para poder coafir-
marlo>por induceibn;

Sea f(x) = Pa(X) + Rn(x), donde P,(x) y Ra(X) es=
tan dados vpor (2,1:18) y (2.1:19) respectivamente,

Entonces, sumando y restando un término elegido ~-
convenientemente, tenemos:

f(X) = Pn(X) + (X-XQ)-oo(x-XH)fo-"QOQ xo]
- (x-xo)..o(x-Xn)fix...,clo xul + R..(x)
sustituyendo (2,1:19) y agrupando se tiemne:
_f(X) = P.“(X)-(x-x.)ooo(x"XH)le.,’ooo x-]
+(x‘x-)oo-(x‘xn)f‘x’xngioo x'l

en donde ﬂ"(x) tiene la forma (2.1:18), asi:

£(x) = R"(x)+(x-x;)..(x-x“)[f\x,x.,..x;\-f\x_,..x&]
reordenando: '
£0x) = P (x)4+(X=X ) ee(X=%n) f[XyXeyaoXa] =F[XeyeoXn)



‘ =IlP,n.;(X):‘;‘(x-XO ) ) tx-xlu

segin la tabla (2.,1:a), tenemos:
f(x) = Pn..(X)*(x-Xo)-.(x‘ 'm)f‘,x’xn,toxu’xnu]

reordenando una vez mas, se tieme:s -

f(X) = pn-n(x)+(x =-Xo ..(x-x...)f\x,x..
de acuerdo a (241:19), concluimos"“‘~'
f(x) = Pu(x) + Ra(x).

con R,(x) y R.(x) dados por (2«1: 18) y (2 1 i,e‘bépec(fiva-’ :
mente, // - R

Ahora, a partir del teorema de Rolie que. dices

Sea f(x) funcidn continua para a ¢ x £ b y dife=-
renciable en (a,b), si f(a) = £(b), entonces 3 al menos un
& e (a,b), tal que £7 (&) =

obtendremos otra forma de escribdir R.(x).

Consideremos la formula fﬁndamental derNewton:‘“
£(x) = Pa(x) + Rn(X) |

y expresémosla de-.la sigulente manera:

£(x) = P(x) + | T (xx)] @) (2.1:20)

entonces, de (2.1:20), (2.1:19) y (2.1:17), se tiene gque G(x)
es la n+! diferencia dividida finita de f(+). Por otra parte,
sabemos que R.(x) = O para x = X i=0,l,..n, PErOo Qque en
general Ra.(x) % C para otros puntos, asi que podemos definir
una nueva funcidén 3(t), tal gque:



aCt) = £(t) = P (t) - [MW(t-x)] a(x) (241221
la cual es igual a cero, cuando t = x; i = 0,1,..n, 0 bien,
cuando t=x., De esta manera, Q(t) = O n+2 veces, cuando t=x
y otras n+1 veces cuando t = x; 1 = 0,1,..0. Esto quiere
decir que Q(t) tiene n+2 raf-es en el intervalo mds pequefio

(I) que contenga a x y a los n+1 puntog base,

"Si f(t) es continua e infinitamente diferenciable,
~1 teorema de Rolle asegura que Q'(t) = O n+1 veces en el
intervalo I, y que Q"(t) = O n veces en I, Asi, repitiendo la
aplicacién, tenemos que é"?t) = O al menos una vez en el in-
tervalo-mencionado. Sea este punto t =§ y entonces, derivan-
do (2,1:21) n+1 veces con respecto a t, se tiene:

(»

) = -t - (oe1)16(x) (2.1:22)

pero Pn(t) es un polinomio de grado n, lo que significa que
{nes

P"zt) = 0, asl que para t =§ , tenemos:
f\nw)

G(X) = T—L§l (2.1:2})
B+1Y con ¥ en (X,XeseeXn)

de est‘a manera, podemas escribir a (2,1:19) de la siguientes
formas: '

R'\(‘x) = [f‘;(x"xi )] ftXQXn ,xW.Qx‘)’ (2.1 :2‘{&)
y
n iae) \
‘Ra(x) = IL(X-XL) {;;%%% (2.1:24))

para algun ; en (X,XuyXpgooXo)

Queda un problema por resolver, y es el de cémo es-
coger los puntos base X.sX,,..Xn de manera que obtengamos -
una buena aproximacidén mediante el polincmic de interpolacion,



ya que puntos distlntos generan polinomios cxstlntos, produ-’
ciendo distintas aproximaciones. : e

Existen dos formas basicas para seleccmonar los -
puntos bases, éstas son: ‘ L

a) Férmulas de Newton-Cotes, con puntos equidiétéhé,
tes. VT

b) La cuadratura de Gauss, determinada por c1ertas
propiedades de los polinomios ortogonales.

ventro de las férmulas' de Newton-Cotes, existen
dos variantes, éstas son:

a«) Formula abierta de integracidén de Newton-Cotes,
En este algoritmo se pretende obtenmer una aproximacidn a la
integral (2.1:1), mediante un polinomio de interpolacién cu-
yos puntos base¢ sean ecuidistantes, y que no se le cbligue
al polipomic a pasar por los puntos definidos por los limites
de integracion (a,bd).

El problema de integracién abierta, es representa-
do en la figura (2,1:b), en donde el polinomio de interpola-
ci6n es de orden n-2 y los n-1 puntos base estan dados por

Ly gXggeeXaie

Sea X, = x,~ h donde el limite inferior a = x,, ¥
h es 21 espacio entre los puntos base, y sea b el limite su-
perior, arbitrarioc por el momento, entonces una aproximacién
a la integral (2,1:1) mediante férmula abier:a, se expresa



rilg

b . b: <, ) N . R
Ji(x) dx = [P (x) dx (2.1:25)

<emo:

Debido a la equidistancia entre los puntos base, la férmula
de diferenbias divididas de Newton se simplifica, gracias a
que se puede definir lo que se llama: “"polinomio de dife-
rencias finitas adelantadas de Newton". Para esto definamos
primero las diferencias adelantadas como sigue:

Af(x) = f(x+h)=f(x)
Af(x) = A(Af(x)) = A(f(x+h)=f(x))

.= Af(x+h)-Af(x) ; .
B£(x) = A£(x+h)-B1(x) o (2.1:26)

Kf(x) = Kf(x+h)-AT(x)
donde A“f(x) es la k-ésima diferencia adelantada,

_De (2.1:26) y la tabla (2,1:a), se tiene:

%y )=f(xo) _ f(xo+h)-f(xe) _ Af(Xa)
X4 =Xo - h - n

f[X| ,XQ]. =

f{xa)=F(x.) _ o H(x -f(xe) .
f {x2 4%, 1 Xo] = X2 =Xy - - X, =Xe - Ag_r(‘z(q)
R ] <




en generals: ...

ahora, como
que s

oz

A partir de (2.1:27), (2.1:28) y (2.1:29) tenemos
que la férmula fundamental de Newton se¢ escribe zn términos
de ® y de diferencias adelantadas, como sigue:

f(xo+ah) = £(xo) +=Af(xo) + X2 Lr(x,)

+°i§g‘_‘_]_%i'2(_"_2_)_d’f(xo) + e

b A1) (®=2) 0, (onrl) grpey

n'

+ Ra(x,+ah)

donde la suma’de la derecha, 2sta formada gsor el ch
difsrencias adeiantadas y un residuc, =1 cual se "u de exnre-

sar d2 las [Irmas:



f‘““)

R, (X, +ah) ‘1) (=2). - (A=n) et

yexa) o (241:312)
Ra (%, +ah) - v(«h)(«-e)..c«-n)r[x xa,..xn] |
‘ , (241 31b)
Si se tiene otro punto,.sea_éste Xwmy ¥ S€ supone que:
f[X,Xn,‘xH,-oxo] ~ f[xm’xu ,XM,GOX-] (2-‘:32)

entonces, se obtiene una estimacidén de Ra.(x,+«h), como es:

Ro(X,+ah) x & (d=1){=2), o (x-n) & £+¥°! (241:33)

Volviendo a la aproximacidn dada por (2.1:25), te=-
nemos que una representacién conveniente de R.,(x), estad dada
por las diferencias finitas adelantadas de Newton, como si-
gue:

'3
B x+xh) = f(x, )+L——-)--——L—)°("1]?f X +@-1)(3;2)Af(:_;_._)_

+...+ (2'1:34)

X 1) (X2 Xen+2) 4t

donde hemos utillzado f(x ) en lugar de f(x.). Asi:
ff(x)dx % fP...(x)dx - n/P...,(x.+uh)ud (2.1:35)

donde G:‘L}S:hx—ol; G(:-C‘l;—x&)-

De (241:34) y (2,1:35), tenemos.
Jreoax = hj [£(x )+ (A=1DAL(x, )+.0. Jda(2,1:36a)



Integrando se tiene; -

&/'Vf(x)dx = haf(x, )+( ( Atz ee)

evaluando:
ajf(X)dx = hfar(x, )+(5-9A1(x, )f(%f%*‘?)’&f(nxl’z por
| ‘ (2. 1:36¢)

el error correspondiente es:

a -
b FRoxram)aa = o J Exllaalgent ) ™ 0 oo

donde x.,¢§¢ b (2.,1:36d) -

as) Pormula cerrada de integracidén de Newton-Cotes.
A semejanza de la férmula abierta de integracién, el algorit-
mo cerrado de integracidén pretende aproximar la integral de
f(x) mediante un polinomio de interpoiacidén con puntos base
equidistantes, s6lo jue en este caso, si se le exige al poli=-
nomio pasar por los puntos (a,:(a)) y (»,{(b)), donde a y b
son los limites d= integraciodm,

El problema de integracién cerrada es mostrado gra-
ficamente en la figura (2.1:c;, en donde ¢l polinomio de in=~
terpolacidn es de grado n, l0s n+! puntSs base SON XqpX,yeeXne
Sean a y b el limite inferior y el limite superior de integra-
cién respectivamente, entoncss, considerands a = X, ¥ b = Xpe
Una apreximaeidn a la integral (2.1:1) mediante la rérmula
cerrada, esta dada por:

b b = ’
JE(x)dx = /P, (x)dx = 1/ P, (x.#+xh)de  (2.1:372)
Y %o o



{d\
A

o biens < .

4 i‘A(xé)‘H‘fo(x- )+ MA f(xo
N d!a(-‘]}“;x—a! A’f(xo)

T+ oeee * ~ (2157b)
“—i-—-li-——-l-'-d-——l“" 2=Cle o021 [ £(x0 ) do

donde a ] i;b:h—x-!l

desarrollando algunos términos tenemos:

n [P, (x4ah)dn = hlwf(x)+ $48(x,)
ot a(‘ 1
+ ( '-)Af( o) :
[ B (2.1:38a)
v G- £ Hhexa)
3 L ] 2
+ ( -%6'1“"6 ‘%)Af(xo)"'coc]

evaluando, se tiene:



0 -»*%’%‘-’ %w—‘(’xe')f.'-;lfff» .

el error correspondiente (ver 2.1:31a) esté& dado por:,j'i

(L0

R, : . '
pj Ra(%, +h )= =~n'"’,f Iu‘(«-l)(°<-2>.._(°<-n)fn+1 ]d“
con §en (XoygX, geeb) (2.1:39).

Fl conjunto de férmulas cerradas generado por
(2.1:37b) v (2,1:39) es conocido como formulas cerradas de -
integracién de Newton-Cotes. Veamos algunos casos particula-
resg en que &= 1,2,3,6,

"84 &= 1, se tiene la ccnccida regla del trapecio:
F h. b’ '
Lff(x)dx = 3 [ e(xa)+e(x)) - & () (241:40)

Con & = 2, se obtiene una de las f6rmulas mas uti-
lizadas en la practica, ésta es la regla de Simpson:

L 8 .
(2,1:41)



'Cuandd’3% 3;s ‘le conoce como segunda regla de

Simpson: .

!

£(xa) 43102, 143 (x)+ 1(x,)]

%ﬁ fm(?,) R (2 ‘ o
- %% L o2 :L*Z)
Paré « = 6, tenemos:
1 u h B
hff(x)dx = Tip [61£(x)+216£(x,)#271(x;)

+2728(Xy )+ 7£(xy }+2161£(x,)

(4

R
s1£(x)] - 85 £ (241:43)

Para las férmulas de Newton~Cotes, existe una mane-
ra de reducir el error cuando el intervaloc de integracidn es
muy grande, consiste en subdividir el rango de integracidm y
aplicar una aproximacidén polinomial de grado menor, A este
método se le conoce ccmo forma compuesta de integracidn, El
numero de subdbdivisiones y el gradc cel polincmic de interpo-
lacion, depende de la funcidn a la gque se quiera aproximar,

Resta mencionar los importantes métodos de integra-
tidén con espacios desiguales en los vun-os base (Cuadratura

de Gauss), &©n estos métodcs se persigue una aproximacién de
la forma: ' '

b n ‘
!f(x)dx % Zwif(x;) (2.1 144)

Si los x; no se han fijado, entonces quedan 2n+2 parametros



desconocidos, n+l
rrespondientes a los
mio de grado 2n#

Los x;:
derada orcnorcid
de grado én+1,

fw(x)[gn(x)]

~

en general T depende de'n.
toda n, entomces {g,(x)}
mios ortecgonales,

Las familias mas conocidas de polinomios ortogona-
les, son los conjuntos oollncmlcos de Legendre, Chebyshev,

ne

Hermite y Laguerre,

Je ellas, la que notc puede interesar mas, es la fa-
milia polindmica de Laguerre, ya que an ella los polinomios
son ortogonalss sn el intervalo [0,®) con respecto a w(x)=e"
lo que la hace de especial interés vara la inversién de fun-

ciones caracteristicas, puesto que en las férmulas de inver-
sién como s2 verd mas adelants, se involucra una integral en
el intervalo (-eo ,o ), la cual en ocasiones se puede reducir,
identirficando los integrandos pares e impares a una integral



que va de [0,03), 0 bien mediante un' cambio de variable, des-
componiendo el intervalo de integracién en (- ,0] y [0y )

Los polinomios de Laguerre estan dados por:

Fé%L"(x)Lm(x)dx =0

y .
? ok T . . .
ofe I_Ln(x)] dx = C(n) £ 0 (2.1:;}6)
de donde se obtieme la férmula recursivat o A
R S
Ln(x) =’(2n-x-1)L....(X)-(n-l) L._:(x) : (2.1:4?)
Los primeros polinomios de Laguerre sonm: SR
‘ Ls(x) = 1
Ll(x) = -X+1 s
Ly (%) = x*-4x+2 (241:48)
Lo(x) = -x*+9x*=18x+6 :

Los polinomios de Laguerre (2,1:48) pueden ser uti=-
lizados para generar lo que se liama la cuadratura de Gauss,
generando el algoritmo de integracidén que a continuacién vere-
mos,

Cuadratura de Gauss-Laguerre

BEste algoritmo fué hecho con el fin de aproximar in-
tegralss d= la forma:

Je"F(z)dz = 3 wiF(z) (241:49)

en donde para aproximar F(z) utilizaremos lo que se conoce co-

*por estar fuera del objetivo de este trabajo, no presento
el desarrollo de la obtencidén de la fdérmula recursiva, asi
como de los primeros polinomiosde Laguerre expuestos més
abajo,



mo polinomio definterPOIaCién de Lagrange, agregando un error,

De la féormula de diferencias divididas de Newton,
tomemos las expresiones (2.,1:12), (2,1:17) y (2.1:18), rea-
lizando algunas operaciones de manera conveniente, tenemos:

1]

Pa(x) = & Li(x)£(x;) (2.1:50)

F{;’:—'.—;&% ' '(2'.1_:'51')
i

con 1 = 1.2,-.1‘

donde:

L; (x)

El error Ra(x) estid dado por (2.1:24a) o bien por (2.1:24b),
entonces de (2,1:24b), (2.1:50), (2.1:51) y con las z; aln
no esvecificadas, se tiene: ‘

1Y

F(z) =‘§QL;(g)-?(z;) +[‘f7; ‘(z-za)]r £

n+
con Q<&<¢w (2.1:52)
donde: 7 S e .
. n . . °
. 7z =2z -
Li(2z) =}I[-z_:—-—?ﬂ , {R241:53)
it

Supongames que F(2) es un polinomio de grado 2n+t,

entonces: . )

(nvi)
F .
zn+15!
debe ser un volinomio de grado n., Sea este polinomio qn(z),
asi: R
n ! } LR . . .
P(z) = Z Li(2Fall(z-z0) an(z)  (2.1:58)

. . ) -2 es - ” N ;
multiplicando por e se tiene después de aplicar el opera-
dor integral: '

B



“')[e L (z)dz

J+;7° [zc(z-z I8 q,,(z)dz | (a 1:55)

Por la ortogaonalidad de los oollnomlas de Laguerre, el resi-
duo puede desavarecer y efectivamente lo hace, si se eligen
las 2, 1 = 0,1, ..n; de manera aque: ‘

T (22 | (2.1:56)

sea un miltiplo de L,(z). Debido a que se vuede expandif
an{z) en polinomios de Laguerre de grado n o menor, por ra=-

zones de independencia lineal, entonces si:
TT(z-z.) = ¢L,(2)

Y

el residuo de (2.1:55) se hace cero vor (2.1:46),

Como ¥(z) es de grado 2n+1, tenemos que' b

J&'L.(2)dz = fé"[ e ]dz (Zﬁl 57)“ﬁ‘
. e e .
fETs Se ; :
por lo tanto: , o e ,
fe'z'?(z_)dz = %F(z;)w;_ » (2.1:‘58)

Al algoritmo descrito se le llama Cuadratura de
Gauss-Laguerre con m = n+} puntos. Las demas fdérmulas de
cuadratura s¢ obtiepmen de manera analoga,

Como pudo apreciarse, todos los métocdos vistos
hasta anora, tiznen en comin la obtencidén previa de un po-
iiromio, el cual aproxima a la funcidn que se quiere in-
tegrar, '



Otra forma de.aproximar la integral (2.1:1), se
logra partiendo de la definicidn de integral de Riemann, y
su analogia con el area debajo de una funcién definida po-
sitiva,

Seglin las figuras (2.1:d) y (2.7:e), podemos eri-
gir recténgulos con base en el recorrido de f'(x), de mane-
ra que estén contenidos o que contengan a f (x), .Generali-
zando esta idea se obtienen las conocidas sumas ‘inferior y

superior,
DEFINICION
Sean:
I = [a,b] el intervalo de integracidm de f(x)
P = {XcyX,yeeX,} una particién tal que X.=za y Xn=b
AXw = (Xn=-X,) k= 1,2,.e0
me = inf { £(x)]xe(x,,x]} k= 1,2,,.n
M. = sup {t(x)lxe[xu,xq} k= 1,2,,n
entonces:
Suma inferior ,
Se(f) = 2 madx, L (2a59a)
Suma superior R
Se(f) = Z Medx B - (2.1:59b)
Por definicibén de infimo y de supremo, es directo
que:

) ,
Se(f) ¢ [f(x)dx £ §,.(f) rPp (2.1:60)



Definimos como refinamiento de la particién P, a
una particion P', tal que, contiene al menos todos los pun-
tos de P.

A partir de (2.,1:60), se tiene:

b . N B ‘,-,‘A
Se(f) ¢ [(x)dx € S(f) *p; P (2.1:61)
a .

Llamaremos norma de la particidén a It it , tal Que:
Ipll = max{axd %% 1,2,..n (2.1:62)

En palawras, l|Pl{ es el mdximo de las longitudes entre los
puntos de P,

Ahora construiremos la conocida suma de aproxima-
¢idén o suma de Riemann,

DEFINICION
Sea P una particidn en I = [a,b], escojamos de ma-

nera arbitraria un punto $xen cada Iy = [xws x]» entonces
la suma de Riemann es:

Se(£,5) = Z r(3u)Ax. (241:63)
‘esta suma tiene dos propiedades importantes:

5.(f) £ 5,(£,5) £ 5.(f) (2.1:64a)
¥ b

e s.(£,4) = [e(x)dx | (24 1:64b)

lo que nos indica que me =s necesario obtener la suma superior
ni la inferior, para lcgrar una aproximacidn razonable, y que
en general mejore cenforme se refine la particidn,



cada problema

"1;:1;2,..n; depende de
- quiera dar al algorit-

mo,
- é:' £($0)Axn (2.,1;:6‘5)"‘
o bien: o : : L
2 [0 (xexd 0], (2011266

For el teorema de valor medio de integrales de Riemann, se
tiene:

Ba(x) = 3 [(remxd (£80)-£(40))], (2,1:67)
‘ donde {,€[%. %X con k = 1,2,..n

.zatonces la. tolerancia se podria obtener definiendo:

h(x) = max {Z |mc(x)=£(§a)| 8%y 2 Mo ()= Axa }

por lo tanto:.:

En(X) £ h(x). (2.1:69)

Como se ha podido apreciar, tanto en el método de
aproximacién polinomial, como en el de suma de Riemann, hemos
obtenido aproximacidén a integrales de Riemann de una varia-
ble, Y €5 que la integral de Riemann-Stieltjes, de Lebes-
guesStieltjes, asi como las integrales de Lebesgue que no
son a la vez Riemann integrables, tienen en su mayoria fuer-
tes problemas de aproximacion,

La integral de una funcidén de varias variables, se



crece el error y el tiempo maguin
macioén, 1o hace poco préctico

fexy




CAPITULO III

INVERSION DE FUNCIONES CARACTERISTICAS,

3.1 ®érmulas de Inversidn,

Por el teorema de unicidad de las funciones carac-
teristicas, sabemos que existe una correspondencia biunivoca
entre las funciones caracteristicas y las de distribucién, lo
cual indica que existe la inversa de laaplicaciédm (transfor-
mada de Fourier- Stieltjes), RQueda entonces encontrar la ex-
presioén analitica que nos permita regresar a la funcién de -
distribucién asociada a una funcidén caracteristica, a partir
de esta ultima. P ara esto enuanciaremos aigunos teoremas,

TEZOREMA 34121

Sean X, ¥ X, dos puntos de continuidad de la funcidn

Fx ; tales que x, < X, , entonces:
T . .
1 g™ &

, int
P () -Fe(x,) = 243 JE2—h(t) at (31:1)

donde ¥, (t) es la funcién caracteristica de 7 (x).

Demostracidn,~ Sustituyendo ‘P(t) de (1.3.1: 2) en la
expresifn a la derecha de (3,1:1) tznemos
"~¢-l.'. u.t @« : .
,%';:'.f g e d-.(x)}dt (3.1:2)
cambiando el orden de 1ntegracién obtenemos:

it{z-1,) lﬂi'h) : - .
i ,’;:; {ff dt}d?,(x) (3.123)



Tomemos por ahora solamente la:i
© - (f{xeny) Lix- gl :
2 e

- dt

=3

‘o l\t

LGl

Lo -cual podemos escribir comos

nggg,t(x-x.)~+isen t{X-% )
_ So0s t(x-x;) +isen t(x-x3) }: £ ,fi f{;' . ‘
it b i (Si*fs?f;
y a ésta, como: : ;ﬂ{ j}if?’
[ sen t(x-x v.sengx— X3) e
z.f——--—i—--—-lt : dt-zj : L

o bien, comec la funcidén escalonada:

0 si X < Xy ¢ X, ol
2 st X <X<X o (Be1:8)
0 si  x, < x; < X At
fa que:
©

]'ggg_gx iy = E (signo de a)

entonces basandonos en (3,1:3 ) ¥y (3.1:6) se tlen SR

lo que concluye la demostracién. // -

Del :eorsma (J.] 1) se 51gue-
Jim Fy(x)-F,(y) = —'-""je - Q(t) dt
©(341:8)

de aqui que:

00 = 4 [ g at o (Buti9)

-



rsidn, son obtenidas mediante

‘babllidad fx(x) esta dada por:

I

£y (x) !,T',.e it LP,‘(t) dt

-0

Dchostraﬂién.- Del teorema (3 1-1) tenemos-

Li_tc_tgl:_:a.u , "fe“‘Q;:'-ET)-\P(t dt (3.1'11)

como?:

f,(x) - lim E;(X+hlﬁr Fe(x)

L

se tiene de (3.1:11) ¥y (3.1:12):

: o » : : 7 ?v;': |
f(x) = iﬁoe [ﬁ%{“{{g‘?‘“&(t) dat ”{3;1!}3)
Dero: ‘ o
1= _ l-cos th +isen th _
ith - ith
=i g1-%§s th) seghthhzb1 ‘ (5;1=]4)

juntando (3 12 13) ¥ (3.1 14), obtenemos la exnr°51on (3.1 10)
lo que concluye‘ a demostracidn, //



!
o
o3
[}

TIORIMA 3.1:2

Juando X es una 'Yariable aléaﬁqr;
cién caracteristica $(t), entonces 1

(funcidén de masa de nrobabilidad) o'(x)
pe(x) = lm & je"‘ P(t) ct

Demostracidén,=- CONO'X‘e
discreta, se tiene:. S

J':.aaf"“ 8 db
lo cual se wuede escrlbir como

- W fe ut % e 1,,5"(":".
o bien: k

. = 1 ,"q‘;st
2E pe (X)) [e

que es igual a:

Jim z n‘(x )zo f{cos t(x, -x)+ LSel'l t(x; _x)} dt

igual a:

. ®
lim
oe O

. _ fa
[ 1
Zp‘(x;);s !m dsen t(x; -x)
que podemos =2Xpresar comos:

3 lim 2 sen_0(x; =%
J.Z‘px(x, ) —-T——‘j-’-——)-x’ " '

De aqui se tiene otra expresidn equivalente:

3 i Sen (X =X

px(X) si xﬁlxl,xgyoc-}
9 .

X${Xy 9Xs yene} [/ (5-1:}6)'

o bien:



3,2 La Inversién Numérica:

Enfatlzo en qué la inversién numérica puede ser un
recurso practico, solo en aquellas ocasiones en que la inte~
gral involucrada no puede resolverse, ya sea formalmente 0 ==
bien utilizando un libro de férmulas integrales ( ver biblio-
grafia complementaria), ’

Para invertir la funcién caracteristica asociada a
una variable aleatoria X con um rango I@m,(x), debe determi-
narse si la variable aleatoria es continua o discreta, de lo
cual depende el tipo de férmula de inversidn que se debe apli=
bar. >En el caso que se tenga una variable aleatoria continua
deberd resolverse la integral involucrada en la férmula de in-
versibn por algin método que lleve a la funcién primitiva, -
En caso de que estc no sea posiblz, sntonces podra intentarse
la inversiodn numérica.

Como es una Inversidn Numérica

Sea Y (t) una funcién caracteristica, asociada a una
‘'variable aleatoria continua X, tal que f,(x) no se conoce por
ahora, pero sabemos que tiene un indicador I, (X). Intonces
para aproximar unafuncién g,(x) a f,(x) a partir de Y(t), es
decir realizar una inversién numérica,

Debe separarse la parte real de la parte imaginaria

it -ixgt

T He(t) (3.2:1)




e:.xL L\O(t)

segln se vaya a till°1r s

{341:10) respectlvamente”‘

impar que &e presenw
aso, tomando en cuenta

Identificar 1
ten en (3.,2:1) o en (3.
que;

Sea ‘P(t),_‘a(t):+ lb(t)i

ehtdnces'a(t)kéS'Pafﬂy'.-
b(t) es impar, ‘ )

Como la férmula de inversién (3,1:10) presenta menor
numero de calculos, me inclino por presentar la inversidn nu-
mérica mediante ella, De esta manera si escribimos la expre-
sidén (3,2:2) de la forma:

et [a(t) + 1b(t)] (3.233)

y ésta a su vez como:

[cos xt - isen xt] [a(t) + ib(t)] ii&

G

a partir del inciso d, del teorema*(l;S.E.

[a(t) cos xt + b(t) sen xt] A ‘
+ 1 [-a(t) sen xt + b(t) cos xt] (3 2: 5)

donde a(t)y cos xt son funciones par,. mientras que b(t) y -
sen xt son impar, de donde resulta que:

a{t)-cos xt y bo(t) -sen xt son par
a(t)-sen xt 'y b(t)-cos xt son impar

Sustituyendo (3.2:5) en (3.1:10) y partiendo por la mitad el
intervalo de integracidn, se obtiene por propiedades de fun-



CXDI‘EElOH :

ciones oar e 1mnar, L
f f (x) = u._[[_a(t‘.)c:o:s xt + b(t)sen xt]dt (5;2?6)7
Ahora debemos obtener una aproximacién de fk(x)[da-
da por (3,2:6), mediante algin método de integracién numérica®
jea ésta:

gx(x)= — /[a(t)cos xt + b(t)sen xtldt (3.2:7)

Es necesario realizar la aproximacién de manera independiente
para cada uno de los valores de X que se deseen, un mecanlemo
practico, seria dar un arranque a los valores de X, y especi-
ficar un incremento, hasta alcanzar un valor prefijado, de ma-
nera que con las aproximaciones a partir de los valores de x
que se utilicen, se represente lo mejor posible la funcidn ob~
jetivo (fy).

Como consecuencia de no poder obtener todos los va-
lores de f,(x), ya que su rango de variacién es continuo, la
aproximacidén obtenida g,(x) es una funcién escalonada, LO ==
cual aunado al error de aproximacidén provoc¢a que g,(x) en ge=
neral no sea una funcidén de densidad de probabilidad., Zs por
esto que segun el caso, debera ajustarse la tabla de valores
obtenidos, para que modificando lo menos posible, la funcién
escalonada gy (x) integre, a uno, en el rango determinado por -
el arranoue y el final de los valores de x que se hayan elegi-
do, Deberd ser considerado el error de aproximacién de la in-
tegral dada vor (3,2:7) al ajustar la tatla de valores de -=
g,(x), teniendo cuidado con resultados muy discrepantes.

¥Siguiendo el criterio de Lebesgue, (3.2:6) es Riemann inte-
grable, nuesba que es sumable(absoiutamente convergentz), y
aoymay‘ﬂ ) s .ont nua por el tecrema (1,3.2: u)



Es‘imporcante senalar juv 13 variacién de (5.2:2),
afecta directamente en la aproximacidn numérica dada vor --
(3.,2:7). FEn efecto, esto se deduce del hecho de qus la par=-
ticidén que se utilice para realizar la integraciodon numérica
de una funcidn de pgca variacidn, generalmente no bastara -
para obtener la misma aproximacién a la integral de otra fun-
cibén de mayor variacidén., Ya que, para gue algin polinomio -
aproxime satisfactoriamente a una funcidén, debe coincidir con
ella en aquellos puntos que realmente sean representativos en
cada uno de los subintervalos formados por los puntos base, '
Y esto Gltimo se dificulta conforme la variacidn de la fun-
cién aumenta,

Cuando Px(t) © 5 tiénen gran variacién, frecuente-
mente es de esperar que el producto la conserve, a menos que =
sea el caso de que la variacidn de Y(t) compense la variacidn
de e, y viceversa.

Si consideramos la férmula (3.2:6), entonces, se ve
que a medida que X aumenta, la variacién de e “*®crece, provo-
cando generalmente un incremento en la variacidn de (3.2:2),
repercutiendo (desfavorablemente en la mayoria de las ocasio=-
nes) en la aproximacidén (32,2:7), la cual debera corregirse me=-
diante algin mecanismo, si es que se quiere conservar un error
razonablemente pequelo,

=l teorema (1.2:1), asegura que toda funcidn carac-
terigtica Px(t) de variable aleatoria continua, converge a O
cuando t = w, Sin smbargo para {ines numéricos ¢st0 no es -
garantia vara poder realizar la integracidén numérica dada vor
(3,2:7). 2n efecto, si la convergencia es tan lenta, que los



valores de (3.2:2) son muy significativos para valores de t
.fuera de la capacidad de la miquina utilizada, entonces, ha-
bria que realizar un sstudio exhaustivo de la integral:

- v

Rx(x) =;%Jf&a(t)cos xt + b(t)sen xt]dt (3.,2:8)
b donde b es un nimero cercano

al limite superior de la méquina

para poder reducir razonablemente el error de aproximacidn
en (3.2:7)., Este estudio debera realizarse para cada fun-
cién caracteristica de convergencia lenta, y no siempre se
tendra control sobre el errora

Cuando la funcién converge raplidamente, de manera
que la integral dada por (3.2:8) es despreciable, entonces,
el que se involucre una integral imvropia en (3.,2:6) no aca-
rrea ningin problema,

La capacidad de refinamiento de una particion, y
el valor de la expresidén (3.2:8) dependen de la mégquina que
se utilice, Es por esto que mientras més poderosa sea ésta
Gltima, mayor variacién en (3.2:2) se podré tolerar, y se =
nodran calcular inversiones numéricas de funciones de menos

. répida convergencia,



-

34% ajemplo

'DUraﬁtefeltffanscurso'de'ésta tes4s‘hemos“xpunstn -
lo que con51ueramos &8 la base tedrica fundamental para la ob-
tencién de una anrox1mac10n razonable de una funcion de densi-
dad a partlr de la funcién caracteristica de ésta.

En esta seccidén se presenta la inversidén numérica de
una funcidn caracteristica cuya funcidén de densidad asociada
es conocida, con el fin de poder comparar los resultados .que
se obtengan.

Una de las distribuciones mds conocidas, es la,Nor-
mal, cuya funcidn carac : 3

y la funcién de den51dad es-'
- ('w#)

fx(x) J,—r ?

con x:(-no co)_ :

donde la media es M y la varianza esV

Consideraremos el caso en el que A
Esto es, X~N(O,1), donde : :

-3¢
"P‘(t) = e
: %3
y
. iyt
fo(X) =J-;'_”-;e ?

con xe(=w, @) TR

Sustituyendo (3.3:3) en (3.2:2), tenemcs:



o = £ L3 e G
st T A ey R e ( :
jff;(ﬁ) - St [z0s xt - sen xt] dt: (

Partiendo de (3.2:6) btenemos:

£ (%)

L}

¢ ; ca
% / -4 cos xt dt (3.3:6)

Ahora realizaremos la inversibébn numérica de la fun-
¢idn caracteristica dada por (3,3:3), perteneciente a una va=-
riable aleatoria X~N(C,1), Para esto,obtendremos una aproxi
macion g.(x) de fx(x), utilizando el algoritmo y el programa
que se presentan en los apéndices,

S5i comparamos a gx«{(x) .con fy(x) dados en la tabla

" (3.3:1), veremos que conforme X aumenta, la aproximacién pier
de exactitud. Isto es debido a que el términc cos xt, varia
en (3.,3:8) con‘mayor rapidéz., Para corregir esto es necesa-
rio refinar la par;ici6n 0 bien, descomponer el range de in-
tegracidén en maybr;nﬁmero de integrales independientes,

Sin embargo es alentador el resultado de la apro-
ximacidn si consideramos el grosor de la particiodn utiliza-
da, la cual nuecie ser refinada para mejorar la aproximacidn.

Debe considerarse también que existen computado-
ras mucho mds poderosas y versdtiles que la mégquina que se
utilizdé, Asi mismo,el programa y el algoritmo dados cn los
anéndices, nuecen ser substituidos por unos més cficiz=ntes,

Lo importante es que se logrd una aproximacién ="
"razonable" mediante la inversidn numérica, la cual con -
on - .



mejoras técnicas se podria convertir en una buena herramien-
ta vara los estudiosos de la probabilidad y la estadistica,

Inversidén Numérica
Tabla (5 03: 1 )

aproximacién a fx(x)
mediante 1a inversidn
numérica.

X 8x (x) .
0,00 0.398942299 0.398942280
0.10 0.396952568 0396952547
0,20 04391042717 0,391042694
0,30 0.381387843 0,381337815
040 0.,368270174 0.368270140
0.50 0,352065367 0,352065327
0,60 0.332224649 0.333224L603
.70 0,312253982 0,312253933
0.80 0,289691600 C.289691553
0.90 0.266085291 0,266085250
1,00 0.241970753 0.241970725
1,10 0,217852184 0.217852177
1.20 0.194186032 0.194186055
1430 0,171368531 0,171368592
1.40 0.149727360 0149727466
1.50 0.129517442 04129517596
1,60 0,110920634 0.110920835
1.70 0,094048837 0.094049077
1.80 0,078949890 0.073950189
1,90 0,065615539 0.065615815
2.00 0.053990708 0.053990966
2,10 0.043983384 0.043983596
2,20 00354704457 04035474593
2430 0,028327004 0.028327038
2,40 04022394617 0,522394530
2.50 0,017528512 0.,017528300
2,60 04013583292 0015582969
2.70 0.01042133%5 | 0.010420935
2,50 0.007915874 0.007915452
2.90 0,0605952904 0.005952532

#:l intervalo de integracién que se utilizé para la aproxi-

macién, fué [O,14.4].

| fx (x)
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on(x)

£ (%)
0.004432037 1 0,004431846
0.003266842 0,003266819
0.002382830 - 0,0025840¢8
0.001721996 .0.001722569
0.00123134¢ 0.0012352219
0.0003871583 0.000872683
0.,000610734 0.000611902
0.000423757 0.,000424780
0.000291545 0,000291947
0,000198785 0,000198655
.0,000135000 0.000133830
0.000091732 0.000089262
0.000062880 0,000058943
0,000043961 0.000033535
0.000031698 . 0.,000024942
0,0000235707 0.,000015984
0.,000018268 0.,00C0101 41
0.000014167 0.000006379
0.000010577 0,000003961
0000006986 0.,000002439
0.0000031 42 0.,000001447
Para los valo- el error de aproximacién
res de X en: o ~ fué menor a:
0,1 . - . 5 cienmillonésimas
(V92 o 3 diezmillonésimas
(2430 5 diezmillcnésimas
C (344) 2 millonésimas
(4,5) - 1 cienmilésima,



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

La arroximacién numérica a una funcién de densidad
fx(x), vierde exactitud conforme x aumentaf’debido a que la -
variacién de e crece. Igualmente, si se tiene una funcidn -~
caracteristica con mucha variaciém o bien, de muy lenta con-
vergencia, la inversidn numérica se dificultaf_e incluso en -

algunas ccasiones serad impracticable.

La inversidén numérica resulta costosa en tiempo ma-
quina, y requiere de un anadlisis exhaustivo para poder esti-
mar el error.,

Sin embargo la inversidén numérica de una funcién -
caracteristica de poca variacidén y réapida convergencia, pro=
rorciona aprcximaciones muy “"razonables" de f((x) cuando x
esta cercanc a 0.

Se pueden obtener aproximaciones de f,(x) para un
conjunto finito de puntos, sin efectuar mas que los célculos
que corresponden a cada punto,

A travée de la funcidén caracteristica, se conocen
las proviedades de la funcidn de densidad asociada antes de
efectuar la inversidn numérica.

Zxisten en la actualidad computadoras tan poderosas,
que en muchas ocasiones se podran obtener buenas aproximacio-
nes para valores de x y variacidén de la funcidén caracteristica,
"razonablemente grandes"',

.

*Esto se cumpls en la mayoria de lag inv., num. en que la
funcién caracteristica no compensa la variacién de e,



S0lo es
cidén caracteristic

Final
numérica debe ,
vertir una fun a

distribucion de una variable aleatoria continua:desconocida,



APENDICE T

SUGERENCIA DE UN ALGORITMO Y DESARROLLO DEL MISMO:

Pretendemos obtener una aproximacién "razonable! de
f((x) dado por (3.2:6), llamemos a esta aproximacidn g.(x).

Para determinar g.(x) en cada punto » pertemecien-
te al recorrido de x, es precisc realizar una integracioén en
el intervalo [0,03), lo cual para fines numéricos es inalcan-
»able, por eso nos conformamos con una aproximacién g,(x) de

la forma; g

gx(x) = = f[a(t)cos xt + b(t)sen xt] dt (A,1:1)
donde b es un nimero grande dentro de la capacidad de la com-
putadora que se utilice, En la mayoria de los casos, las con-
secuencias de que b sea grande pero bem s DO son tan graves,
debido al teorema (1l,2:1),

Para realizar numéricamente (A.1:1),bsugiero la for-
mula cerrada de integracion compuesta de Newton-Cotes, con =
&= 6, Las razones son las siguientes:

le- Férmula cerrada, Si es posible establecer una =
cota superior despreciable para la integral dada por;
o
Re(x) = %rf[a(t)cos xt + b(t)sen xt]dt (A.1:2)
]
entonces en general, sera preferible obtener una aproximacidn
cerrada de (A.1:1), debido a gue el polinomio de interpolacién
es de grado mayor que el de una formula abierta de integracién.



Ce ; }norma”COmnuesta de 1nt°grac1on.» Puesto cue la
integral aauavvor (A.‘,i);debe ser desvreciable, por lo que =
2l intervalo de 1qtegrac1on [O b], debera ser relativamente -
amplio, =En- estos casos la formula compuesta permite refinar
la partic1onyoe‘manera mas eficiente.

3. lvorltmo de Newton-Cotes, Por la crestancia
que tlene nara su 1ntroduccion en la computadora,

fﬁihVéfSién numérica. de una funcién carac-
‘teristica de una variable aleatoria con-
tinua X, mediante la fdrmula cerrada de -

" integracidén compuesta de Newton-Cotes con
&= 6. En el caso donde Y=N(0,1)"

DIAGRAMA DE FLUJO

Xéase la expresién (2.1:43).
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 [suma = sumass-1
' i

'(r’ Return )
{Suna)

Para ajustar este algoritmo de manera que realice
la inversidén numérica de una funcidn caracteristica:

Y (t) = a(t) + 1b(t)

asociada a una variable aleatoria Y uniformemente continua,
basta con redefinir la funcidén "CRTC" de la siguiente mane-
ra:



_?uncién‘ ﬁCRTCQ.‘(ﬁtgumentos Xyt)

o ,ﬁ f1; (T.Entrada |
- F = a(t). cos xt
.+ b(t)-cos xt

' ‘Return
( {2) >

 Dohde una expresién del error en la aproximacién
(A.1:1) seria:

Eq4 = TE(% [h1 Fla)«x)*hz F@( ,)+h: §7F@(In)

R gr“‘qo«»hsF (;“)] (A1:3)
con hy = 3% i hj = 2hjq 1= 2,3,4,5
£0 <(0 , B/6L) ¥+ < (3B/32 , B/8
Zz < (B/blk , B/32) ?' < (B/8 38/1/63
is e (B/32 ) 3B/6k) fo < (38/16 , B/L)
b+ < (38764, B/16) Fs < (B/4 , 3B/8)
's «(3/16 , 3B/32) o e (38/8 , B/2)

;H é(B/Z 3 B)

Asi, el error total en cada punto x, esta dado =

por la suma de Z: ¥y Rx(Xx) definidas en (A.1:3) ¥y (A.f:Z) -
respectivamente,



APENDICE II

PROGRAMA DE COMPUTACION CORRESPONDIENTE AL ALGORITHO SUGERIDO

Un programa que efectiue ios calculos correspondien-
tes al algoritmo sugerido en el anéndice I, puede ser reali-
zado de muy diversas maneras, depenciendo de la maquina que =
se utilice y del gusto del programador. A continuacidon pre-
sento uno de tantos programas, hecho mas con el fin de acla-.
rar el algoritmo y ejemplificar‘una inversidn numérica, que -
el de alcanzar la maxima eficiencia en los calculos, .

"Programe de computacidn vara la inver~
5idn numérica de una funcidn caracteris-
tica ascciada a una variable aleatoria -
X, normal distribuida, tal que X~N(O,1)"
(Mdquina utilizada: HKP=41CV)

01  LBL°INVER 11 VAL B?

02  CLRG 12 PROMPT

03 20 ; 13 STO 00

04 ST0 02 : 1, X DE X?
05 VAL X0? 15 PROMPT

06  DROMPT - 16 20

07 ST0 03 7+

08 VAL AX? o 18  ST0 05

09 PROMPT - S 19 LBL 01

10 ST0 Of4 Lo 20 0



STO

RCL
30k

£29

XE

AEQ
ST«
RCL

570
X532

20
ST 10
0o

01

a2
Co

10
02

Qo

10
0o

10
02

o1
00

10

00 -

10

02
01
00

10
02

LBL C2
XEGQ'ZRTZ



—_ e b e D ek b b et e

IR o
12 2137 ST+ 18
13 STO 18 138 ReL O1
14 RCL 01 - S 1329 8T+ 10
15 8T+ 10 oA o140 XBOCRTC
16 XIO°CRTC : S Sl 216 '
17 216 ST, Co2 =
18§ = ' . - W3 ST+ 18
19 ST+ 18 144 RCL Ol
20 RCL 01 I 145 ST+ 10
121 5T+ 10 o 146 XEQ CRIC
122 XEQ'CRTC o e L YaY
123 27 Co 18w :
124 = v - 149 ST+ 18
125 ST+ 18 . 150 RCL 01
126 RCL 01 o 151  RCL 18
127 ST+ 10 ~ ‘ 152 =
128 XEQ'CRTC ; 153 ST+ 20
129 272 - 154 RTN :
130 = ‘ 155 END
131 ST+ 18 - .
132 RCL 01
133 ST+ 10
134 XEQ CRTC
135 27

v Funcién"CRTC' ,
01  LBL‘CRTC |

02 RCL 10
03 XM
04 CHS
05 2

06 /

07 EAX
08 RCL 10
09 RCL 03
10 n

1 cos

12 ]

13 END

Para ajustar este ovrograma de manera que efectie la



1nvers1on numérica de una funcién. caracterlstlca de rapida
convergencia, y que esté asoc1aca a una varlable aleatoria
uniformemente contlnua, basta con red eflnlr la funcién °CRTC”
de la manera como»se,men01ona‘en e;,apén&i¢é I, considerando
cue: B o i

Los resultados serdn almacenados a partir de
la memoria 21, en el orden correspondiente, es decir:

g (arranque) memoria 21
g (arranque +4) memoria 22
g (arranque + 24 ) memoria 23
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