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PROLOGO 

El.estudio de las funciones características, re­
quiere de un conocimiento muy profundo del análisis matemá­
tico, que por desgracia es poco común en estudios profesio­
nales, esto nace que el conocimiento, e incluso la Biblio­
grafía que existe en México relativa a este tema, sea muy -
pobre. Por esta razón es que una herramienta tan poderosa 
y elegante como son las funciones caracteristicas, no sea 
apreciada como deberla. 

La inversión numérica pretende ser un mecanismo -
práctico para el estudio de las funciones de densidad de -­
probabilidad a partir de las funciones características, una 
vez introducido el algoritmo a una computadora, puede ser -
utilizado por personas con pocos conocimientos del análisis 
matemático, en diversos estudios estadísticos. Además la -
inversión numerica pudiera ser utilizada por los expertos, 
para el estudio de las funciones de distribución. 

E:n este texto estudiaremos, la posible aproxima­
ción de una funcion de densidad*de probabilidad, a partir -
de su función ca~acteristica meó.ian~e m&~oúos numéricos, a 
este mecanismo lo llamaremos, "Inversión Numérica de Funcio­
n-?.s Características de '.'ariablss Alt:at:::!'ias C:oninua.s 11 • 

~Unicamente tratar~mo.s el caso continuo • 
. ' 
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IN'rRCULiCGION 

Una de las transformadas integrales más important~s 
en el análisis matemático es la transformada de Fourier-Stielt­
jes. Cuando la función a la que se le aplica esta transforma­
da es la función de distribución de una variable aleatoria X, 
el resultado es la función caracte~ística de la variable alea­
toria (v.a.} X, y es una de las herramientas más útil~s en el 
~studio de las distribuciones. 

Existen fórmulas a través de las cuales, teniendo una 

función característica se determina una y sólo una función d~ 
distribución. A esas fórmulas se les conoce con el nombre de 
fórmulas de inversión, y son en general muy dificil!:ls d.e cal­
cular. 

La fórmu~a de inversión que se utiliza para una fun­
ción característica de variable aleatoria continua, es distin­
ta a la que se utiliza en el caso discreto. 

En esta tesis estudiamos la posibilidad de realizar 
la inversión de una función característica asociada a una va­
riable aleatoria uniformemente continua, mediante el uso de la 
computación (inversión numérica de una función característica 
de variable aleatoria continua). 

La inversión numérica si~mpr~ s~rá considerada. como 
sl ültimo recursc ~ara :a lnversi6n ~e una f~ación. caracteriD­

t.ica cie una variable al~atcria continua, e.3. aeCir, ,pri_rn~I'o -­
d.:berán <igotar.si.: ;;.ocios l.·Js mecanismc.s qu.: ;:ermitan \a ·inv1;:r-
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pión formal, como pueden ser los artificios de ·'.1ntegrad.ém, 
' ' ' 

cambios de variable, la consulta de tablas de int~graci6n o 
tablas.· dtt: transformadas integral es (ver biu.liografía comple­
mentaria), otc. 



CAPITULO. I 

TRANSFORMADAS INTÉGRALES 

1 .• 1 Generalidades 

Cuando una función g(t) se puede expresar como· una 
integral de Lebesgue-Stieltjes de la forma: . 

g(t) = }K(x, t) dF(:ic} (1.1:1) -
o en el caso de que se pueda reducir a una integral de Lebe,2 
gue del tipo: -

g(t) = }K(x, t) f(x)dx ( 1. 1: 2) ... 
se le conoce como la transformada integral de F en el primer 
caso, y como la transformada integral de la función inicial 
f en el segundo. 

La función K es denominada el núcleo de la trans­
formada, depende de x y un parámetro t que nuede ser discre- · 
to, o bien, con dominio de variación continuo. 

Además de su utilidad en el análisis, las transfo~ 
madas integrales tienen aplicaciones primordiales en la teo­
ría O.e probabilidad, como son: la función característica, - .. 
la función generatriz de momentos, los mismos momentos alge­
braicos, y otras. 

Algunas de las funciones núcleo más utilizadas son 
presentadas en la siguiente tabla. 

I 
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Funciones Núcleo 
Tabla ( 1 • 1 : 1) 

a) :{(x,t) = ;.et 

o) K(x, t) = ;xlt 

c)' K(x,t) = x 1t.> = x(x-l)(x~2) ····(x-t+l) con x< 0>,,; 
los ~a.sados tres núcleos, tienen l'~ particularidad de 

que t '"- N. · 
d) K(x, t) = t~ {.l.! .. 

e) K(x, t) ··= e·~'= transformada exponencial de ~ourier 
f) K(x,t) =e~ transformada de Laplace 
g) K{x, t) = cos xt . transformada cosenó de Fourür 

h) K(x,t) =sen xt transfórmada seno d.e Fourier 
en 9), f), g) y h), la función núcleo determina a cada -

transformada n su derecha. 

En el .caso, .de que<F(x) fuera una función de· dis-

. tribución, entóncescco!} K(x,k) = x" tenemos por: 
: ''-· · .. -.--.. <>---·'.~,<;;i,~· .. ' --~_: __ ,~~;;·:~'/;;y·::···~, ' 

g(k) .:::<, hx d." (:x):· '.\. ( 1. 1 :3) 

< . ;:-~: .• ·~~éi~~"~.~f?'.c·:·j::.\:'do~de k = o, 1, 2, •. • 
el momento alg~br'¿j;C'O':::~ae'f·l':fx);de grad"J k. Análogamente con 

, ' ' . , :; ,"' ~-.;:,'·\:}::-;_~.·':f.:.'.<·=:.::::;,:·:.,·>~ .. :<'«.·~':',.>~-~-?(·::~;'.:\~·-:· ~-,~ ( 
k(x,k) = lxLfse}!óP:t_ierieLele;iémomento algebr&ico absoluto de -

F(x) de grado·1~·~r.i:1~;~'.:~, -.~· 
1::;'' .·- \~,-.'.'-;"'\' . ':,;.'~-,:"< -., ., 

··· Cp~;1W('~;~7~.j~;';~;if~).;:. p bt~ ne m os : 

· g'<\~)'.,!"~·~;r~~ifH~_,¡~~~.~),1{> . . < 
1
·,:

4) 
conocid.:i. como!);i;a·;:fu11Ciol1,<:;:generatriz de momentos factoriales. 

, - _-·\ :':~::·.~:;!.-\::~:J:<~tr-.~~;::~/~? 1?-rTF;h.:::~:.,".:::~ ;' ,"·,· ... 

.. : u.tii'~i~ii~~.:.·*y~;··{l =>e"' tenemos J.a función genera-
triz de momeritcis!. · '· 

•'L.·.,••" 
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( 1.\: 5). "' M(t) = fe"- dF(x) .... . - ." ,.:'' 

Finalmente, ajustando · 1a tráns·i'o;ma\;a,/ex.p~~e_ncial 
! :::e;_."'-'.::··:>.--:.~-- ·:,¡· ~--

de Fouri er, tenemos: , .. · · -· · · · i'.i' 

\f ( t) = _[e '-<t dF( x) :;:~L ' ó •·· •• ·'.·:'(·,~·¡::: 6) · 

que es la importante función 

ccnsiaeremos:T~·'.~~~gu~-~~~te• .trans:of'n:ati~ 'in ~=gi;éll: 
"{/' ! ·.-, CL •. ?:) J 

- '~~--·/(;'; :~ ,= ' - "<. ' 

que tiene sentido pa~a-.tcid~_ . .t'uricii6n. r·.abso~.irta,~€?p~e-JEte~ . 
grable. g( t) es conocida como :a trans~órr.:i~"' •<!t::·7•;ur:i~r* 

·'··· !-'-' -.· 

de la f~:ición iniciaL f. · ··:· ·· '. ;);>:'. .r - ~·:, ·~'- , 

IJna :'órmula ~ue -;xpresa la función ;·:Úiicia:i:;~·á+úa-
vés de su transformada cie rourier es: :<:;.;;i \;: ,. 

conocida 

Fourier. 

:'(x) =-';::- j e•~t g( t)dt 
i .. • a; 

como la fórmula de inversión 

-·~:t,"···· -•··C{~2:2y 
, , • -o,o:;o~·-,--. - ------ -;, -

de la~f.r~nsfbf~-~¿~ .de 
: .·,· ',· ~'./:':~::_ "'.:;:/,._ \ •,, '~~ . 

' /·:.} _:_.,.~t"k?,:< 
. }'·/ ~ .. _ ... · .... _,, 

Ss conveniente :rrestar atencf6r'l.~'YT~\ se!!lejanza que 
existe entre las expresiones (1 ~2: l). y (r~2f2). La segunda 

difiere de la primera só:o en el sig~o de~.~xponente ~ en el 
coeficiente ~ delante cie la in~_egral •. · ... 

Una semejan za aún mayo~ s·e hubi·e-ra- logra¿o con: 

g( t) = ~; r s .... : :'(~)dx 
- ~"- ' 

( i .2:3) 
.,., 

~ Transformada ordinaria de Fourier y transformada exponen­
cial de Fourier, son sinónimos de esta transformada. 

-. 
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entonces .. 
f(x) = ..!s f e•-t' g( t) dt 

"fff -~· ..... 
(l.2:4) 

y 2.s, cii:'erencia consistiría sólc en el signo del exponente. 

Si!1 e1:1barg0, la semejanza es sólo a-parenta, ya que la expre­

sión (1.2:1) es la definición de g, mientras que (1.2:2) es 
la a!~rmación de que la integral que figura en el miembro -

derecho, es igua: a la función inicial, 

T j;O'm!:l·~A · 1 • 2 : 1 

La transformada de Fourier g de una función abso­
lutamente integrable f, es Una función continua acotada; -
a:iero.ás, g(t) tiende a cero cuando itl tiende a infinito, 

En ef'3cto, de la estimación 
·~ 

'g(t)\ ·.·.·~ .. ,fif(x)! dx ( 1.2:5) 
-';:.,·_~_:;, 

se ;:oncluy~ que· g é;t[f l es acotada, donde '.F denota ... el .ope-
rador int¿gral de<laYtransformada de 

"-:;·,i .. '. ; ~~.',' ¿' :· >. 
-,- ~.' '· :_~ '..~. . '. .. -' .. : ·': -'~ ' 

?ourier. 

... . . ' ~i" ' .. 

p~t~~l~~~J:~tt'~-:~: r::~ión 
·~·!a;;':,',·,····.'::,' ~"' 

unitaria e~ (a,b), 

~enamos 

(1.2:6) 
'·";·) 

ests: ·funt·i6ri'·eJ:;66riú.riua :¡ ccnve~ge hacia 
1

cero _;¡ara i tl -"° . 
.. ~,., .;, ' 

.... . ··:. ', . ' .· --

·~eme· e: operad:cr- ';.es ::.n oporacior ::.inea:., tenemos 
que cualouier combinación lineal. de .. funciones.unitarias. a in.­

t'1rvalcs, .;;s una función cont:.nua y tiende q cero cuando 

¡t.'. -w, i.:n otras palabras, :a trans:ormada de cualquier -, 
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función escalonada es continua y 'tiende a ,cero,, si \ti->":';• 

?inalmen te, las funciOncs< esca1Sriadas :·~on,: si~n:r:'~.~. 
... ' > . . . . . . . . . "<· ·: ·. ' •: .. :· ." .... "" 

densas· en L(-oa ,~) y, por lo tá?lto, si fe·L~"~:ii.1\;u)1.exisJG 

~:· L~~: ~~~. ; ~~~~::e~~~~~~:t~~W!~~:¿;~!'b~~!~l1i~tt:if i¡~-l_) \ 
converge hacia la flinc.i6l1:::g',7.~;ffrV> ;;: · · .·· 

.;,.-., 

:···,··;_,.·. ·~~.' ,' -'-,• .. :(.:·:::,'_,·;~·'!-,:~.~.:_•/ ',_ ' v• .·_::~ .. ~~;,'.'. '•. :::·::: .. ~.:~>· ·,·:··~·:·::·\~---·~: /~>' ,., 

con ünua. y P·:~~n::-_!f~·t~~~~~~/;~;j1{~g:~i.;~~~~~t"t .. f.·.' .. º." ..•. :.•.;.·~ºltam.·.::1.0§ri 
.-. ·(_.:_· ~~-'- .. ··~:·: . _-.,..;.: '! ""· . ·t;' - ... - - ",, - • -

,-,,.,- '· ::·-':;_':-;..:·::1.,. ('~~~.:_·]: •. ;~:~}~<:-'-:; ... ~-,·~ --'·-

-~~-< · --.· .-- :·:,~;- :~;¿: ' ... --. -... ~ ; .. _.-_, -:,:~-"_ó~~-xZ~~~~:~-\~~-~~ -~~~·~~;,;¿~i;~~:~~;_;~ ... :--

como una i~:e:;:~ª_·/~-c~.· ... ! ... t.:1d'.:.: .•. 'c'..t.·.-.

1

.··.'.¡j)'.: .•. '..•.·.

1

.-.•.·.c_._ •.•.•. :.·.l.·.• .. •-.'.,.•.•.¡!···;~r~~~f ~~í!l~G~~~~¡~Í~h1r 
g(t) = . .. •• __ , · :n:·~.z..,.ri.) .. ·· 

-c:a j' ',-/,."."··' }{!;i;,·'--:- (---_·: .- ·._:,.·.,_;·· --'~ 

es una función a ~~~~~\06J~~~·~~h~~~.Cl~~~~1~~~¡i~~~[~~a. 
'-'<:., :· : . , .,~:\..; ... : ~ -~~S-- · , ~; 5-; ~·i_,·::~:<· . -~~:é}· -, ;o;-.:~:-:· ;o:;;~- -::~::c.~- : :\. </- .- , . 

Sin e~barg~,; la. ~xpr~§f'9n·('.j ~:2:7) o.~~;ená sentido· no 
sólo para .funéi~ries:~deí ... · ~i~;--(t~-2~·ar1 .<<s:i..nO: ~·ara-' ¿Ja1.e

0

sq~:i.era 
funciones cie ";"atiación acob.d~~'~"-: ,:;:~~{;'.~~$ ;;:)Z'}?, • .. · ... 

• ¡' ', : • . ..:;· ._. - - ~0-..::_?.,_·.::·'.-~~-,,_<1-~ -. '_, :! ; !'--/: ~- ::;;:-';. ·:,, 
":'.::~;': ·~~··_ii .. ;_ .. :.:>.:;; '.-.'e::> 

La trankfor!nacia. i:lf~gt~~tdffin:i!Ci.a 
-~'~• .. :,_· ,·.,' ·¡¡{~/ .:- ' ('\-.:;.;"<' : ' ·,.•,:,.·: .. :··. 

g(t) -

d,:;nde ? es una 

con~cida. 

7 de :i=iida ~or 

... :(-CD,. 
;:.ipo: 

es ~l ~o~junt~ ds .. 
f lrcx>I dx t. oo 

·:;.i;/• 'JiiC: ;1 ,,>: /·, (l~2:;i) 
~ ·:--.. ,.,)~-~;:~r:('..;.,Jr:·\ .. ,,.:, '.;'f;'. :·._:: ~-· .... -: .. ,, . ;-: .• ~·. · . .;. . __ 

·.0:.C -

t:;;das _as :'unc:.orl',;s suma:oles ü.:i 



la transformtid~ .~e" E'ol1rfer'.:$üeHjes; debemos introducir -
pr~mero, un~ Ú:·~!Í~forr.:ada. integral: particular llamada convo­

lu ci6n, esto. es: 

Dadas ·dos funciones f y g, ambas integrables según 

Lebesgue en {-o:i ,oo), sea Sel conjunto de las x para el -

cual existe la integral de Lebesgue: ... 
h(x) = f r(t)g(x•t)dt (1.2:10) 

""' 
Esta integral define la función h en S llamada convolución 
de f y g. Para designar estf.1 runci6n, se utiliza h ·= 1' -.i g. 

La transformada de Fourier de una convolución 

f ~ g, es igual al producto de las transfor~adas da Fourier 

de f y de g, 

La a:irmaci6n anterior se justifica por ser una.s~ 
tuación particular del teorema de conv~lución para transfor­
madas de Fourier-Stieltjes, el cual enuncio más adelante. 

(Ver teorema 1.2:2). 

Generalicemos: primero el conce¡:·to de con vol uci6n, 

para esto. Sean: 

donde: 

~': ·,_;,' . -

F(x) = /r(u)du 
G (X) . ;,, ·:¡-~g:(ü fdfr 
. H (X ).·~;i::¿:1f( ~)ciu 

(1.2:11) 

f y g scm ambas in tE:graoles se:gún Lebesgue y h de­

finida por (1.2:10), entonces, integrando ah te­

nemos: 
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ti· "'.- ··. ·' 

H(xt = _[h(ti)~u -,ff:Bf>gCu-t)dtdu. 

De a qui · se li. e.n .. e. : · ···~·\······ - . ..·· . .. (J:. . . - ' . . . ·' ,. ,~'- ' ; 
,._-::º:·}:.:_· 'w ·)e . . --:-.-_;_. 

H(~) c_J {lg(u-t)~u} 
( 1.2: 11) tenemos: ''.:'~ ;;····· 

~ ~ 
por 

H(x) = ÍG(x-t)dF(t).;::N'y 

La relación obte~i,da pone. eil. coifiié~~n,dénci!i{:·~ la~. f~n~iones 
1 y G con la f'Jnci6n H. . .. ::;~,;,. '·_' .·.·. · (~· . ·:··· . 

- ~ }l/!~:·;~-:- . <·-· __ . ,, 
?'·~~::;_:··-'::· -· _:."-~-·-_,..,,:~_:._,-- -

~ -:-'':.-

La integral que apared~:.·;w el miembro derE!cho .de -

(1 .. 2:14), tiene sentido narafunci';~~1''1.bsclutamente·conti­
nuas de la forma (1,2:8): Sin e~b~rgo,<existe Un resÜlt'ado 
máa general del análisis funcional que asegura la existe'ricia 
de dicha integ:-al para dos funciones cualesquiera ·de varia-
ción acotada, es decir a: .. 

H(x) :: /G(x-t)d?(t) '(1.2:15) 

c0n G y ? dos !'unciones arbitrarias de variación acotada., la .. llamaremos convolución de F y G. 

TillREfw'iA 1.2:2 

Sea H la convoluci6n de dos funciones de variación 
acotada F y G, entonces la transformada de Fourier-Stieltjes 
de H es igual al ~roducto de las transformadas de Fourier-
3tieltjes de F y de a, es decir: 

(1.2:16) 

ci.onde: 

::-. es el operador inte~réi~ de<ia transforrtacia de 

·•Denotaremos a la convolución de F y G como: F• G 
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?ourier;.; Sti el~je s. · 

De1iÍos.traci6n.- Sea H = F • G y sea P una parti­
ción dt> [a,bJ, ,'.tai que Ki ~ P con L= O, 1, , •• , n¡ Y 
s = x.<x,<x, <~··<X,,= b. Entonces ~ara toda A: 

je.-~>.¿/11(-x): /;,. .. ~e-.ix,>.(l-f(;i:-,1-fHx· •. ,)) (1.2:17) 
Q, lt"l\T' 4'-..1() 

=~t...,, ii"'",¡[ f3<~1e·tjdF:t)-Í<:(~, .. -t)dF(t)] (1.~2:18) 
ac.t 4~-lo· "a.1 ._ 

'. . t\ _,.¡~(X.-t.rt) •"O .'. - . , 

=.J/:.~?..t. [f ([ic:c~·t) ·l1(Y,~·t))dF'(t\] ..... ; i(Í·.;_2\19} 

.. .1 ~i ;;.., ; ¿'"<'.; '("' [ .) ••-fr1f~~;;~h*~~!~~~\í~¡;~!~~1~D) 
-.... -:--. ·. 

es decir: ,••ce•-' 

/e· iAk d Ht~) , J[~:~;. ~ai ¿<~1.~t\c=·<i~~)-li1~~~t~ ~<ifJF{t):/1.¿: ;J ) .. 
" . .a . - -~·' ·.- ' " '• - ; ' ' . 

2cn un cambio lineal de variable. s'e'tiene: 

pasan de 

c. P a..f ... ,.· ·. :>::···.;,_._.:, 

/¿~'!1H1r 1 ~ J f f e"'·ci'"'d ¡t•td,fc1:k· 
Q. ~-1,.,,·_ '"J-~-~ ·'.' _.-

al límite en a ...... y b.:.<:o obtenemos: 
¡., ' 'C> .:' . .18 

¡, ..u ¡·""l< .. f i.\t' i c1:~!-tl "' t dGcx) i e/FU) 
a '"' 

r.·sto es: 

1.'[HJ :: 'F(G}-~(F}. = ?[F}·~tG) 
lo que concluye la demostraci6n, // 

. El teorema pasado y la definición de transformada 
de.Fourier-Stieltjes, S€ emplean ampl~~ente en la teoria de 
probabilidad, gr~cias a que las :unciones características 
son defin~das a partir de la transformada de Fourier~Stielt-
jes come veremcs en la aigu~:~te ~~ccién. 
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1 .3 Funciones Caract~ri~tic~~ .· 

l .3. 1 

Las ventajas qu-3 presentan. las funciones de ::listri 

buc::.én por su· d&finici5n; van a permitir intr~d~c_i~:la .trar.2 
f::rmafa de ?ourier-.3tieltjes en la ~~oria de.•l?~:::;:.PiPb~bili­
ciades, de manera que genere in forcaci5n d~ la~ :~~ri'Ú'.6n ·origi-

__ ......... ,._·~- _,_:,·;-:~:·;~ ' .;: 

nal c-:irn::i más adelante veremos. ·· ''S:J,'.' \/ 
~- · ___ --·'- :-~·~~~~~~i;._:__~---;t.kY -°'' =-----

:·. ;\7. \. ~-'.-.:.·· _, 

Por ahora consideremos la transformadad~Fouric;r 
dada !)Or ( 1.2:9). perc con parámetro (.1.t), esto es: .. 

f(t) = ~(-t) = Je•tx d~(x) (1.3.1:1) 

esta es puzs .:>tra manera de e'scribir la transformada de -

=our:.·:r-Stiel tj!?s de F, donde F(x) es. -:ma función de .varia­

ci6n &.cotaJ.¡¡. 

A pa:tir de la Expresión (1.3,1:1) de!inimos lo 

que es una !\::rci6n ca!'a.cteristica, esto es: _sea .F(:íc).· una -
. '· 

f·;.:-.c:'..,'.;n :::e aisttibui::ión, entonces 'Í(t) dada por:· 

( 1.3. 1 :2) 

¡;o -. 
Otra manera de escril)ir (1c~5;/l: 2) es: 

'tct) = ./cos xf ctí'ch· ·~Cf"·¡~~xt cii(xr··· 
--o ·, 4·, , • .._.•L:~, ··. 

= u(t) + iv(f) (1~3.1:3) 
' . 

?ar c.::insiguiente :;:;ara dist:-iouciones "5' con densidad r, se 

tiene: 
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-;. - ' -

y -:··-~~2'.;:_; '. ;_. 

., ...... -... '.;·;·'.;<·::·'.:"<··'.:;..,_ _.:-: -· 
~( n· = ,Jcos•;xfLf(x).dx + i j sen xt f(x)dx 

•ll;t) ;,, .. , -- --

Ü(t}·~ {~(t). ( 1.3. 1 :5) 

Es conveniente mencionar que toda función de dis­
tribución tiene asociada,una función caracteristica, debido 
a que' por definiq.ión, las funciones de distr+buci6n son monQ. 
tonas no deérecientes y acotadas en (- a:i ,oo ), lo que las ha­
ce de variación acotada, lo cual es condi'ción suficiente pa­
ra la existencia de (1.3.1:1). 

Los diagramas ( l.3. 1 :a) y ( 1.3.1: b) nos aclaran la 
definición de función caracteristica. 

En el diagrama (1.3.l:a), se aprecian las restric­
ciones que obedecen a la definición de función de distribu­
ción y sus repercusiones en la transformada de Fourier-Stie.!, 
tjes. Mientras que el diagrama (1.3.l:b) nos permite ver 
qué sucede cuando las distribuciones tienen función de den­
sidad. 
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TRANSB'ÓR~1AD~S ·:rN'l'EGRALZS 

· Dia-graiD.'.i ~' ~3.l:ar 

¡--·-·- - • ··----~--~ 
1 lf\J .. CJONl~ 
! 

1 

1 

1. 

1 

1 

1) fun:ionus un distri~uci6n d~ 7.a. continua\ .. 

U ~~~~H~:~ ;~~~f ~~;~~~H:~~~~1nuas Y de v~if~c~O~,aefo_t~da 
5) funcionP.e ::icnStcnas, acotacias y aiJsolutari•i.nt~~c:inÜ!iüaG. 
6) fun.:ion,,_~ :3rac:0rísti:as · · · · 
7) transfcrmada ordinaria de ?ourier 
3) fUnciones características de la forma ( h3~1:'i.;.} 

FUNCIONSS DL DENSIDAD 
Diagrama ( 1.3. 1 :b) 

L._ ______ __; 

T"AW5f'OllMAM 1:1 .. 

fl-;\19'.le.S\• ~TlllLTJ&'° 
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1.3.2 Propiedades 

Como hemos visto, las funciones caracteristicas -
son un caso particular de la transformada de Fourier-Stielt­
jes, resta entonces ver qué propiedades tiene esta transfor­
mada en unas funciones tan especiales como son las funciones 
de distribución. 

TEOREMA 1.3.2: 1 

Sea X una variable aleatoria con función de distri 
buci'6n de probabilidad Fx(~~ y sea 'f>C(t). = u(t) +. iv(t) l.n 

función característica de F (o de X), entonces: 
a) \f.><(t) es uniformemente· continua 
b) 1 'Pw ( t ) l =!: 1 .Y. t 
c) 'Px (o) = 1 

d) 'fx(-t) = f((t) 

Demostración: 
a) Sea he ll, entonces: 

\'Pie e t+h> - \f>. <.t>I 6 

como: 
.\e"rt\ = 1, tenemos: 

• 
l'f.(t+h) - lf"(t)I 6 fié"'"' - 1\ dFx(x) ... 

Note que la última expresión no depende de t, de esta ma­
nera se puede hacer tan pequeña como se quiera haciendo a h 
suficientemente pequeño. Para aclarar ésto, consideremos el 
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diagrama' 

Diagrama (1 • ::; • 2: a) 

sustituyendo la última expres~6n, tenemos: 

2 f¡sen x~ \ d.Fx (x) = 2 [ [!seo. ~\ d.Fx (x) 
... "1 •CD 

+ j jsen x~I dFJ( (x) + j 1 sen ~ 1 dFx (x) J 
donde a m y M los escogemos de manera que: 

"' 
.. 

f dFic (x) < 
E j dFx(x) <. t .. é.' 4 'J ... 

de esta man·era y como: 
\sen yl = 1 

ten8mos: .. "1 

/¡ 1 iih 1 . ..., ( ) <. 
~· 

2 J \sen x~¡ dF>I (x). - e a~J( :< 2 + 
·<11 ... 
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Si escogemos. h de manera que: 

.., h · E 
/!sen x2 ¡ dFx(x)-< 4 
"' . 

"lt' ·, 

concluímos: 

-m. . . - .. \· 

o bien, tFx ( t) es llnif6rm¡~ente continua ya q11e"~ :n~ dependé ' 
"·5::_:,. 

de t. f{~ 
··. --- .· 

,, .. -:;:·: -

= J'fe''t i dFic .Cx>I 
.w< 

'° . . 1 

=fdF~(x} = 1: 

b) \ll>it<t>I· . . . 

-,._¿;:ice.· • .'-:-·-'· 
- '~ :· ~- . "~'' ... ·. 

e··- .:: ,-,·.:···¡,_• 

f f J·e :.~tJ :dl"xtx~)y .. '. _:._. ··:·~. ~ . ·- ~'.'.~~ 

=> . FP~c t'>F;~' r 't t. 
-<O 

.., 
c) 4lx(o) = I dFx (x) = 

""" 
LO '° ·Íst 

d) 1x(-t) = fe dFx(X) .... . 

"' .. = feos xt dF~(x) - i f sen xt dFi(x) 
.... -CI> 

entonces, por (1.3.1:5), tene~os: 

'P,d-t) = u(t) - iv(t) = lfi(t) 

con lo que concluímos la demostración. // 

TEOR~ 1 .3.2:2 

Existe una correspondencia biunívoca entre las fun­
ciones c~racterístit~s y las funciones de distribución. 

Demostración.- Partiendo de (1.3.1:2), tenemos -
que dos funciones de distribución idénticas F1 (x) y F1 (x), 
tienen idénticas funciones caracteristicas, sean éstas lf,(t) 
y l.f1 (t) respectivamente. Escrito en lenguaje matemittico: 
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F1 (x) :. F 2 (x.) => \fl,(t) :: iJl1 (t) 
Ahora, supongamos que existen dos funciones de dis­

tribución F1 (x) y Fz (x), con funciones caracteristicas lf,(x) 
y i<x) respectivamente, tales nu•: 

\f, ( t) ~i ( t). 

Entonces: ... J e'ti dF2 (X) _.., je <"t. dF1 ( X) ':. ·-· lo que implica que~ .. 
Je'-t dF1 (x)·-

... 
J'e1vt dF1 (X) !! o 

·Q) . .., 
esto es: 

,pero B(x) = F, (x) - F, (x) es una.diferencia de funciones monó­
tonas acotadas, de modo que B(x) es de variación acotada, asi 
que: 

jh(x) dB(x) = O ... 
para toda función h(x) = e•11

t donde t es una constante real 
arbitraria. 

Si consideramos a h(x) como coa xt + isen xt, sabe­
mos que es la suma de dos funciones periódicas y uniformemen­
te continuas. 

Por otro lado, B(x) es de variación acotada por lo 
que la variación de B(x) para lxl > m es arbitrariamente pe­
queña si escogemos un m suficientemente grande. 

Si seleccionamos m de manera que 2m sea un múlti­
plo del periodo de cos xt, y definiendo la función g(x) co-
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g(x). = 

gCx)>=·o' 
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xt t: J 

xt ~ J 

donde: J. = (-m, m) 

entonces considerando únicamente la parte real de e•ct tene-
mos: .... 

. [ces xt dB(x) = .... j g(x) dB(x) 
J 

cuando: m -+ ex> 

J es ·un intervalo. fijo, por lo que establece una -
cota, así otra forma de escribir esta integral seria: 

b 

f cos xt dB(x) = O 
Q. 

con a y b puntos de continuidad de B(x), además g(x) es con­
tinua en a ~ x ~ b, pero 3(x) debe ser constante en ~1 con­
junto de puntos de continuidad, de esta manera F1 (x) debe -
coincidir con F2 (x) en todos los puntos de continuidad, asi 
que: 

F1 (x) =. F, (x) 

Concluímos entonces que: 

F1 (x) a Fi (x) <=> 'P1(t) • \f2(t) 
lo .que asegura una correspondencia uno a uno. // 

El teorema anterior es conocido comúnmente como el 
teorema de unicidad de las funciones caracteristicas, y ga­
rantiza la existencia de una aplicación inversa de la trans­
formada de Fourier-Sti el tjes de una función de distribución 
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asociada a una var~abl e a l,eáloria arbitraria.·· 

A continuadión~enunc~¿ el importante teorema de -
convolución. 

TEOREMA 1.3.2:3 

Una función de distribución F es la convolución de 
dos funciones de distribución F, , F1 si y sólo si, las .co­
rrespondientes fUIJciones caracteristicas satisfacen: 

(1.3.2:1) 

Demostración.- La función característica de una -
función de distribución F, es la transformada de ?ourier-St~ 
~ltjes de?, entonces, por el teorema (1.2:2) tenemos qus: 

? = ?, .. ?i => \f(t) = lp,(t) 41i(t) 

Ahora por el teorema de unicidad se tiene: 

\f(t) = lf,(t)~2 (t) =) F = F, 'JI !'t 

Finalmente la .convolución de dos funciones de dis­
tribución, es ta111bién una distribución. Sn efecto: ., 

F(x) = f F, (x-t) dF2 (t} 
-· ..... 't, 

existe debido a que tanto Fi comci-F 2 son de variación acota-
da, y no sólo eso, sino que ~(x) es una ~unción de distribu­
ción, esto se deriva del hecho de que el paso al limite ne~ 
cesario puede realizarse bajo el operador integral, esto es: 

Ji.., F('x) = j li"' F1 (x-t) dF2 ( t) = 
'1-.llJ •ID Jl .. CD 

CD 

f dF1 ( t) = 1 ... 
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¡¡,. F(x) :: j li.., .F1 (x-t) dF2 (t) = O 
.... ¡z, ... tl'.4•QD 

como Fi y F2 son monótonas no negativas, entonces F es mo­
nótona no decreciente y no negativa. Además, la continui­
dad por la derecha de F1 , F2 garantiza la continuidad por 
la derecha de F. Así: 

F = ~ • F, <.=> lf(t) = lf1(t)'f2(t) 

donde F tanibién es una función de distribución, lo que con­
cluye la demostración. // 

Si consideramos las funciones características de 
la forma (1.3.1:4), veremos algunas propiedades interesan­
.tes. 

TSOlill'1A 1.3.2:4 

Sea lfxCt) la funci6n característica de la distri­
bución Fx con densidad fx, asociada a la variable aleatoria 
X, entonces: 

a) \Px(t) es continua 
b) 'Px ( t) -> O cuando 1 ti ~ Q) 

·Demostración.- Es directa a partir de la defini­
ción de función característica (1.3.1:4) y el teorema 
(1.2:1). // 

Sabemos, por el teor0ma de unicidad, que cada fun-



ci6n de distribuci6n tiene asociada una y sólo una funci6n· -
característica. =.:ntonces, es de esperar que exista una rela­
ción entre las propiedades de la distribución y las de su -
función característica. F.n efecto, una de estas conexionés 
y sin duda la más importante, está dada por: 

expresión: 

or1
'f ... ~<t)l -- li:{',n) - J. ( , .3. 2: 2) 
l. \•O 

si ambos miembros exist~en 

A continuación pl'E>sento u~a justif1caefÓ11 de esta 

~x( t), tenemos: Sustituyendo (1.3.1 :4) por 

D~1 \.Pi ( t) = D': je .:..t f (X) dx = f(x)dx 
•G 

... " .~t = /(ix) e f(x)dx ... 
• 

=i"fx" e•.t f(x)dx -cuando t = O tenemos por definición de valor esperado: 

// 

Para terminar con este capitulo, deb8 hacerse pa­
tente que la transformada de Fourier, puede ser generaliza­
da de manera natural para funciones de varias variables. -
Consecuentemente, la definición de función característica, 
tiene sentidó también para •1ectorcs al'?at:)rios • .:;in embar­

go, no se pretende introducirlos en este trabaja por estar 
fuera de los ocjetivos del mismo. 
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CAPITULO II 

DESCRIPCION DE ALGORlT~ds .· . 

2.1 Métodos Numéricos de integración 

La manera más natural de realizar una aproximaci6n 
para la integral defi~ida: 

b 

/f(x) dx (2.1:1) 
" 

es la de encontrar una función más simple g(x), tal que se -
pueda sustituir por f(x) de manera que: 

~ " f g(x) dx :::: ] f(x) dx (2. 1 :2) 
Q, Q, 

para esto debemos encontrar algún método que nos permita -
aproximar cualquier función f{x) a una función fácilmente -
integrable. El método de aproximación polinomial es uno de 
los más prácticos para realizar esta labor, ya que un poli­
nomio de grado n es muy fácil de integrar, y además, mien­
tras mayor grado tenga el polinomio que aproxima a la fun­
ción, en general mejor será la aproximación, de aqui que el 
error se pueda reducir teóricamente tanto como se quiera, 
haciendo tender el grado del polinomio (n) a infinito. 

El método de aproximaci6n polinomial más frecuent~ 

mente utilizado por su nobleza práctica, es el de aproxima­
ción por medio del polinomio de interpolación de grado n, y 

consiste en hacer pasar un polin·::imio de grado n por n+ 1 -
puntos de la función a la cual se quiere aproximar. 

Escrito de manera matemática ten~mos: 
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i t j 

puntos pertenecientes al dominio de f(x), a los cual~s 
llamaremos puntos base o puntos d~ interpolación, y dados -
los pares de valores (x,, f(x, ))·con i = O, 1, · ••• , n, en­
tonces el polinomio ~e interpolación P,.(x), está dado por: 

P,.(x¡,) = f(x.) con i =O, 1, ••• , n (2.1:3) 

De esta manera. el polinomio P,.~x) de grado n coincide exac­
tamente con f(x) en los n+l argumentos x =X¡. Además, -
existe un y sólo un polinomio de grado n que pasa por esos 
n+l puntos, lo cual v.erificaremos más acielante. 

De ninguna manera este polinomio garantiza una ~ 

aproximación de f(x) para x ~ ·x~. En el caso de que f(x) 

fuera un polinomio de grado n ó menor, entonces el polino­
mio de inter~olación proporciona una aproximaciór. exacta. 
Este polinomio tiene la particularidad de que aun cuando la 
aproximación a f(x) no sea muy exacta, al incluir el opera­
dor integral, las diferencias positivas se cancelan en al­
guna ~~éida :en las negativas, y así, la aproximación (2.1:2) 

es mejor de lo que se esperaba. Para aclarar ésto, conside­
remos que el polinomio Pn(x) tiene que cortar a f(x) en n+l 

puntos, entonces haciendo: .... ~. 

f J<x> dx = fr{x) dx -
•• 
}p" (x) dx (2.1 :4) 

1, le 

se ve que en un caso usual: 
~ t¡., 

sgn fcfCx) dx = -sgn fc/Cx) dx (2.1:5) 
~~ ~ 

gráficamente lo apreciamos en el diagrama (2.l:a). 

Jo polinomio ?"(x) de grado n, puede hacerse coin­
cidir ccn una función f(x) en n+l puntos distintos, y no só-
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io eso sino que el polinomio es ónice. 

En efeétc, este> se.deciuce del sistema de ecuacio­
nes que se origina de escribir las condiciones que P,,(x) 
debe cumpltr, esto es: 

Sea Pn (x) = ªº +a,x +a z xi+ 

entonces: 
. 1 ... 

ªº+a, x. +a, x. + ••• +a,.Xo 
a.+a,x1 +a,x!+ ••• +a,.x~ 

• • • . . 
a. +a, x,, +a, x~ + ••• +a .. x':. 

y el determinante generado es: 

. . . 
X. x'o 
X, r, 

.. 
• • • Xo 

= 
= 

= 

... +a~x" (2.1:6) 

f(x.) 
f(X1) 

• • 

,-- ·, 

.c2~Y:?~i 
• 

f(x,,) 

j = 1, 2, ••• , n 

conocido como el determinante de Vandermonde: 

El sistema de ecuaciones (2.1:7a) tiene solución 
única si y sólo si el determinante de Vandermonde es distin­
to de cero, esto es si .lf (x;- X¡) ~ O, le cual es consisten­

"l 
te con el hecho de que los n+1 puntos son distintos, matemá-
ticamente: X; 1: x; i -;. j => lT (Xj - xi) ; o. ,., 

P,,(x) es conocido con el nombre de polinomio de 
interpolación, y una de las técnicas más utilizadas en el 
cálculo de este polinomio es la de diferencias divididas. 

* La demostración de ( 2. l: 7b) se nuede realizar mediante 
oneraciones e~ementales encaminadas a obtener una ma­
'tri:t. diagonal inferior, de manera que su determinante 
sea ~1 productc ie la diag0nal. 
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Diagrama ( 2·. 1 : a) 
\• 

··,, 

Consideremos primero la definid6n de >c:ieriv~da: ... 
lfil:.W.] 
l dx ••· 

::: lim 
"--"· 

f(x) - f(x.) 
X - x. (2. 1 :8) 

oara poder trabajar numéricamente, definiremos una aproxi~a­
ción a ella, sea ésta: 

f(x) - f(x,) 
f [x,x .. ) = 

X - X0 

con x :J: x. 
(2.1:9) 

•.' 

f tx,x.1 es conocida como Pl"i::De!'a diferencia diyj._-. · 

di da finita o bi.en, como diferencia dividid~ finita de pri­
mer orden. 

Ahora, a partir del teorema de valor medio del 
cálculo diferencial que dice: 

Sea f(x) continua en {a,b] y diferenciable ~n 
(a,b), entonc'9s, ~xiste al :nenes un ~ tal oue: ~e: (a,b), 

para el cual: 

r' (~) = f(b) - f(a) 
b - a 



24 

obtenernos otra forllla, .. ~e .escribir ~la. pbmera dÜ.erencia divi­
dida finita, ésta. es: 

f[ . ·1 = .. · rcx~ - !~x.) = r'·ci..> x,x.; e:, (2.1:10) 

·para algún ~ t:: (x, x.) 

Diferencias Divididas Fini t.as 
Tabla (2. 1 :a) 

Orden Notación 
O f {x.1 
1 f (X1, Xal 
2 f [x. , x. 'x.1 
3 f [x, ,x, ,x, ,x.1 
• • • • 

.n f{x.,x •. ., •• x.1 

Definición 
f(.x.) 
(ftx.] -f\x.] }/(x,-xD) 
(f_lx,,x,]-f{x,,x.J )/(xa•Xo) 
(fl>.,,x •. x.) -f[ic~.~ .. x.] )/(x1 -Xo) 

• • 
( f [x. ,x..,, •• x.1 -r tx ... , •• x, ,xol ) /(x.. -x.) 

Considerando la definición de diferencia dividida 
finita de orden n, dada en la tabla (2.l:a), y realizando -
las operaciones algebraicas correspondientes, obtenemos lo 
que se conoce por forma simét::•ica, es decir: 

f rx. ,x •. ,, •• x.J = (x. -x.~) (x:~~j ... (x.-x.) 

más compacto es: 

f [x. , ic..,, •• ic.] 

.. 

+ f( X.~ 
(~-x" )(x...-x.. ••• (:r--x•) 

• • • 
+ f(x.~ 

tx.-x.)(:r .. -x .. , ••• (x,-x,) 

= i f(x¡) 
i•o Tr( X• -x¡ ) 

''º l•• 

(2.1:11) 

(2.1:12) 
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para una-función lineal se ti0ne que: 

f(x):_.f(x9 ) = 
. X - X0 

r<xx;~~~:·> =·flx .• '•~·l.i;K'.r .; c2~.1:'13a) 
.-.. ;,:.',( . ,-:," .·;·~~ -

es decir: <·.( ,.,·::.:.'::·:_·_.,·:_)' "·"·z;::,,· 

Ahora bien ~t:~:.r::::~:nc::·~:f i~(~fy~~[~~~í~~l~~~~::i 
de un polinolaj:o":·de primer grado, s~rÍ.a!la.'.::s.~'gúi'en'~é:·> ·· 

. f-.{x~x.{~-~~.·f {x~,xol········· .... ·/.~i-··,,: :/;_;;. ~·il;é~~X';J.4a) 
de manera qüe ¿tiste .. una furiCióri ~;.;fü-~;· t¡ú~ 1~uf:ii,::.:.: 0 

·~·~· ... - ~ <. '.', .. -·:.< .. r 

en donde: 

f(x?·#/f(x.).;-(x-lcc.)f[x,,x:l + R~(x)"" ' (2ir:-14b) 

R1 (x) = f(x)-f(x. )-(x-x.)f[x, ,x.) 
= (x-x.) [ f[ x,x.] -f [x, ,x.¡} 
= (x-x,)(x-x 1 )ffx,x,,xa1, 

(2.1:15) 

Haciendo la sustitución correspondiente, obtenemos: 

f(x) = f(Xo)+(x-x.)ftx,,x.1 

+(x-x, )(x -x 0 )f[x,x,~xJ· 

= P, (x) + R, (x) (2;,1:16) 

donde P, (x) es el polinomio de interp·;;lación de primer grado 
y R~(x) es el residuo o error. 

Una vez obtenida la aproximación mediante un poli­
nomio de primer grado, se puede generalizar el resultado pa­
ra polinomios de grado mayor, de la siguiente manera: 

Consideremos la fórmula fun¿amental de Newton: 

f(x) = Pn (x) + Rn (x) (2.1:17) 
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entonces el polinomio de interpolación de diferencias di vi di 
das de grado n, tiene la forma: (2.1:18) 

Pn(x) = ftx.] +(x-x.)f[x1,x.l 

+(X-:Xo) (X- X1 ) f (Xi ,x,, X,) 

+(x-x.) (x- x, }{x- x,) f(x, ,x"x, .x.) 
• • 
+( x-x.) •••• • .(x- x .. ,) f[Xn ,x ...... 'X 0 ) 

Y. ~el corréspondiente error está dado por: 

- R,.(x) = (x-x. ) •• (x-x...)(x-x .. )f\x. ,~ •..• x.1 (2.1: 19) 

~ efecto, en (2. 1: 16) obtuvimos el 'polinomio de interpolc;. ·· 
d:i,ón de primer grado y su residuo, Ahora, para poder confir­
marlo por inducción: 

Sea f(x) = Pn(X) + Rn(x), donde Pn(X) y R,.(x) es­
tán dados por (2.1:18) y (2.1:19) respectivamente. 

En.toncas, sumando y restando un término elegido -

convenisntemente, tenemos: 

f(x) = P.{x) + (x-x.) ••• (x-xn)flx., ••• x.1 
- (x-x.) ••• (x-x .. )f\x~.,. •• x.1+ R .. (x) 

sustituyendo (2.1:19) y agrupando se tiene: 

f{x) = P .. ,(x)-(x-x,) ••• (x-x .. ) flx.,, ••• x.] 

+(x-x.) ••• ( x-x .. ) f\x, x .. , •.. x..1 
en donde P .. 1(x) tiene la forma (2.1:18), así: 

f(x) = P,,,,(x)+(x-x.) •• (x-x .. ) [flx, x.,, •• x.1-flx_, •• x.11 
reordenando: 

f(x) = P .. ,(x)+(x-x,) •• (x-x") f(x,x., •• x .. 1-f[x., •• xno.1 
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= P. (x).~(x-x ) 'x-x * fLx,x., ,,Xn) -f.\x., .,x, .. 11 
n•I o •• \ llU (X - ·xrtt,) .. 

seg6n la tabla (2.l:a)~ tenemos: 

f(x) = Pn,,(X)+(X-Xo)., (X-Xn,,Hlx,x., •• x.,,Xnu) · 

reordenapda una ~ez mis, se tiene~ 

de ~cuerdo a (2.1:19), concluimos: 
-· '~. ·- " : : 

f(x) = P,..,( x) + R.,11(-xl 
;" _: !~' .. 

'' :·:~::_ <'' 

·.· '-. 

con P..,(x) y R...,(x) dados por (.2.J :" 18) y '(2. t :f9):·respectiva• 

mente ..• // 

Ahora, a partir del teorema de Rolle que. d~ce~ 

Sea f(x) función continua para a ~ x ~ b y dife­
renciable en (a,b), si f(a) = f(b), entonces 3 al menos un 
q 4:. (a,b), tal. que f' (~) =o. 

obtendremos otra forma de escribir R~{x). 

Consideremos la fórmula fundamental de Newton: 

f(x) = Pn ( x) + Rn(X) 

y expresémosla de.la siguiente manera: 

f{x) = Pn (x) + 1 if (x-xd} G(x) l \•0 
(2.1:20} 

entonces, de (2. 1 :20), (2, l: 19) y (2. 1: 17}, se tiene que G(x) 
es la n+l diferencia dividida finita de f(•). Por otra parte, 
sabemos que Rn(X) = O para x = X¡ i = o, 1,. ,n, pero que en 
general Rn(X) * e para otros puntos, así que podemos definir 
una nueva función ~(t), tal que: 



28 

Q;(t) = f(t) -P.,(t)·-~TicCt-x¡,)]G(x) (2.1:21) 

la cual es igual a cero, cuando t =X\ i = 0,1, •• n, o bien, 
cuando t=x. De esta manera, Q(t) = O n+2 veces, cuando t=x 
y otras n+l veces cuando t =X¡ i = 0,1, •• n. Esto quiere 
decir que Q( t) tiene n+2. raí ~es en el intervalo más pequeño 
(!) que contenga a x y a los n+l punto~ base. 

·Si f(t) es continua e infinita.mente diferenciable, 
"l teorema de Rolle asegura que Q' ( t) = O n+ 1 veces en el 

intervalo I, y que Q11 (t) = O n veces en I. Así, repitiendo la 
aplicación, tenemos que Q.,t) ~ O al menos una vez en e~ in­

tervalo ·mencionado, .sea este punto t = ~ , en ton ces, derivan­
do (2.1 :21) n+l veces con respecto a t, se tiene: 

cf'"(t) = (""~t)-~:h> - (n+l)!G(x) (2.1:22) 

pero Pn(t) es 1lll polinomio de grado n, lo que significa que 
l•"~ 

Pn \ t) = O, asi que para t = ~ , tenemos: 

r1" .. 1c ~ 1 G(x) = Zñ+iTi' 
con ~ en (x,x., •• x,.) 

(2 .. 1 : 23) 

de es~a manera, podemos escribir a (2.1:19) de la siguientes 
formas: 

y 

Rn(x) =lfrcx-x;,)) flx,x.,x,... •• x.) ... 
n 

R., (x) = lf (X-X¡,) , .. t:1Il 
TD+TIT 

para algún 

(2. 1 :24a) 

(2.1:2i.b) 

Queda un problema por resolver, y es el de cómo es­
coger los puntos base x.,x,, •• xn de manera que obtengamos -
una buena aproximación mediante el polinomio de interpolación, 
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ya que puntos distintos generan polinon:ios distintos, produ­
ciendo distintas aproximaciones. 

Existen dos formas básicas para seleccionar lós 
puntos bases, éstas son: 

a} Fórmulas de Newton-Cotes, con puntos equidistan,.. 
tes. 

b) La cuadratura de Gauss, determinada por ciertas 
propiedades de los polinomios ortogonales. 

ventro de las fórmulas· de Newton-Cotes, existen 
dos variantes, éstas son: 

a. ) Fórmula abierta de integración de Newton-Cotes. 
En este algoritmo se pretende obtener una aproximación a la 
integral (2.1:1), mediante un polinomio de interpolación cu­
yos puntos base sean equidistantes, y que no se le obligue 
al polinomic a pasar por los puntos definidos por los limites 
de integración (a,b). 

El problema de integración abierta, es representa­
do en la figura (2.l:o), en donde el polinomio de interpola­
ción es de orden n-2 y los n-1 puntos base están dados por 
x, ,xa , •• x •. ,. 

Sea x. = x,- h donde el limite inferior a= x., y 

h ea ~l espacio entre los puntos base, y sea b el limite su­
perior, arbitrario por el momento, entonces una aproximación 
a la integral (2.1:1) mediante fórmula abier~a, se expresa 
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Fig~ra :(2.'l: b) 

"'."'· ..... 

• 1 .... 

-~--

b 
~cmo: 

b b 

f rCxJ dx :: /P..1(x) dx (2_.1 :25) . .. 
Debido a la equidistancia entre los puntos base, la fórmula 

de diferen¡hae divididas de Newton se simplifica, gracias a 

que se puede definir lo que se llama: "polinomio de dife­

rencias finitas adelantadas de Newton". Para esto definamos 

primero las diferencias adelantadas como sigue: 

6.f(x) = f(x+h)-f(x) 

61f(x) = il{.l\f(x)) = ~(f(x+h)-f(x)) 
, = Af(x+h)-tif(x) 

3 ' • ti. f(x) = li f(x+h)-M{x) . 
• • 

• • • 
• • • 

Lf r(x) = A'rcx+h)-ircx> 

donde A~f(x) es la k-ésima diferencia adelantada. 

(2. 1 :26) 
' 

De (2.1:26) y la tabla (2.l:a), se tiene: 

l 
__ f(x,)-f(xo) __ f(x.+hh)-f(x.) __ 1H(x .. ) f[x, ,x. · .-, ............ 

x,-Xo n 

f(x.)-f(x.) f(x, )-f(xc) 
x.-x. f lx2 , x, , x.] = X, -Y.o 

Xz - :Co 



on general: 

f{.xn.,~ •. 1, ~<x•]. ·• 
. t ~ 1; . ' 
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&rcxº) 
- . n!~" 

Para escribir (2.1:17>., (2.1:18), 

términos de di rerencias ade.lan tadas, · 

ce si tamos un parám'!tro e( tal 

X = Y. 0 + o< h 

ahora, como 

que: 

.·; 

(2~1:29} 

X -

• 
A partir de (2.1:27), (2.1:28) y (2.1:29) tenemos 

que la fórmula fundamental de Newton se escribe an términos 

de o(. y de diferencias adelantadas, como sigue: 

( ) ( 
A O( (o<.-u A'l ( ) f X 0 +~h = f Xo) +o<.uf(X0 ) + 2! uf Xo, 

oeco1.-1~co(-2) A'rc , + 1 L4 Xo 1 + • • • ,, . 
Cl(í""-l)(oc.-2) 11 ,(o(-n ... q A"r( ) 

+ 1 Ll ~ . n. 

+ Rn{X 0 +01h) (2.1:30) 
.·,,: 

donde la suma ª"'· la derec~a, -=stá f':;r::iacia por el pólinomio d~' 

riifqrenciao adelantadas J ~n r~siduc, ~l cual se puede exnre-

sar de :aa fJr~as: 



52 

(2.1:31a)· 

··.: ~.:·,·:¿'..'.· .. :,~. '··' . , . -" -
R0 (x0 Hh) .;,,. h<>\(c<-l)(c<-2) •• (o1.-n)f[x,xa, •• x,.] 

(2. 1 :31 b) 

Si se tiene otro punto, sea éste x~, y se supone que: 

f [x, Xn .J ?C--•t •o X.1 ~ f lx..., X,. , x .. ,, , •X.} (2. 1: 32) 

entonces, se obtiene una es~imación de Rn(x. +111h), como es: 
~ti 

) ·e , ) A f(xal R.,,(x0 +cxh)~ o<(c<.-1 «-2)00\c<-n (b+1)! (2.1 :33) 

Volviendo a la aproximación dada por (2.1.:25), te­
nemos que una representación conveniente de P,.,( x), está dada 
por las diferencias finitas adelantadas de Newton, como si­

gue: 

( ) f(x )+ C«-l)Af(x,)+("'-l)(o<-2) 8rcxd 
P ... 1. X+"'h = 1 1 1 ¿ ! 

+ ••• + (2. 1 :34) 

(o<-1 )(C(-2) 0 r (OC-n+2) if( ) 
+ (n-2 ! x, 

donde hemos utilizado f(x 1 ) en lugar de f(x.). Asi: 
b " il 

¡ f(x)dx ~ I P,._,(x)dx m h f P ... ,(x. +!ICh)daC (2.1 :35) 
L ~ 0 

donde (x-xo) - (b-x.) 
O(: h ; o<: h 

De (2.1:34) y (2.1:35), tenemos: . ;; 

J f(x)dx z h J [ f(x, )+(~-1 )A f(x, )+ ••• Jctae.(2. 1 :36a) 
Cl o 



Integrando se tiene: 

b 

J f(x)dx 
a. 

. · ....•.. ,: · ·;,i~/ ::ct·'r··· :,:~;:.tcc·=.' 1 •· ... · . =-

z h(c<f( x,.)+;rn·'.·~).4ff~f,;·:t<t;~473~·>.~ f(x ,· )i-·.• .. ) o 

: (2~1:.)6b) 

evaluando: 
b 

jrCx)dx ~ h[cH(x, )+(~
1

-iil)Ai'(x, )+(~-~~.Ol)licx,.~ i""·) 
(2. i':36c) 

el error coi-respondiente es: • 
¡¡¡ .. 

h /R •. rx.+«h)clA ::: 11"] {o<-l~,,(o<.~n+llt·•>(1')d« 
º r º n-1 ) 1 "i 

donde (2.1:36d) 

a,) Fórmula cerrada de integración de Newt:m-Cotes. 
A semejanza de la fórmula abierta de integración, el algorit­
mo cerrado de integración pretende aproxi~ar la integral de 
f(x) mediante un polinomio de interpolación con puntos base 
equidistantes, sólo :¡ue en este caso, si se le exige al poli­
nomio pasar por los puntos (a,:(a)) y (o,f(b)), donde a y b 
son los limites de integración. 

El problema de integración cerrada es mostrado grá­
ficamente en la i'igura (2.1:~/, en donde el polinomio de in­
terpolación es de grado n·, ~os n+l punt.:;s base son x.,x, , •• x". 
Sean a y bel limite in:erior y el lím~te superior de integra­
ción respectivaml'Onte, entonces, .::ansiciera~:io a = Xo y b = Xn• 

Una a~rex:imaaión a la integral (2.1:1) mediante la fórmula 
cerrada, está dada por: 

b ~ 

J f(x)dx ~ J Pn (x) dx = h / Pn ( Xo +Dlh) do\ (2.1:37a) .. 



34 

Figura, (2, 1 : e) 

, :''' .· . .. ,r:: -Í 

·,/:. ····'. F··?· y f ... ,.._._:-------~'!: 
"t;;· · >t;'tú'.' ,·/~:'.\!,· l.11~ 'Xn-1 ~ .. 

·. ··<l·· '.e··. .. . , . b 
• ~ '"" 1' ·:·:'.'·>:~~··<~: .. :;,.:- ·' 

o bien: · ¡_;. • .• 

. + ••• + (2.1:37b) 

donde :::; - (b-x.) 
V\ - h 

desarrollando algunos términos tenemos: 

l 

= h(cd(Xo)+ ~M(x.) 

(2~1:36a) 

evaluando, se tiene: 



el error correspondiente (ver 2.1:31a) está dado por: 

;t j'Rn( X 0 +o<h )'d... = . h ... ,¡ [C((o<-1 ) (o(-2} • • (o<-n) i:: ~l ll do( 

con~ en (xo,x,, •• b) (2. 1 :39)' 

El conjunto de fórmulas cerradas generado por 
(2.1:3?b) y (2.1:39} es conocido como fórmulas cerradas de -
integración de Newton-Cotes. Veamos algunos casos particula­
res en que ;: = 1 ,2,3,6. 

Si ~ = 1, se tiene la ccnccida' regla del trapecio: 

"' f r(x)dx = .... 
l 

~ r f(x. )+f(x, )1 - ~ f"(') (2.1 :40) 

Con ª= 2, se obtiene una de las fórmulas más uti­
lizadas en la práctica, ésta es la regla de Simpson: 

q s 
J f(x) dx = ~ ( f(x. )+4!(x ,)+f(x, >J - 9~ t'~ .. ,(,) '-• 

(2.1:41) 



Simpson: 

Cuando O<= :;; se ,le. conóc'e como segunda regla de 

11.,.,.' 
[r\x)dx = ~ [ f(x 0 )+3f(x, )+3f(x 1 )+f(x3 )) · 

5 -* f1~1(~) (2.1: 42) 

Para a = 6, tenemos: 

4 
f f(x)dx -

it. 1 ~o ( 41 f(x. )+2l 6f(x, )t27f( x~) 

+272f(x,)+¿7f(x1 }+216f(x 5 } 

+41f(X1.)1 - f~ t'(~) (2.1:43) 

Para las fórmulas de Newton-Cotes, existe una mane­
ra de reducir el error cuando el intervalo de inte~!'aci6n es 
muy grande, consi.ste en subdividir e¡ rango de integración y 

aplicar una aproximación ?Olinomial de grado menor. A este 
método se le conoce ccmo forma compuesta de integración. El 
número de subdivisiones y el g :-ad o del polincmio de interpo­
lación, depende de la funció~ a la que se quiera aproximar. 

Resta mencionar los importantes métodos de integra­
ción con espacios desiguales en los pun:os ~ase (Cuadratura 
de Gauss), En estos métodos se persigue una ap~oximaci6n de 
la forma: 

6 " 
Íf(x)dx-.:: Z. w, f(x;.) 
.. ••O 

(2.1:44) 

Si los x¡ no se han fijado, entonces quedan 2n+2 parámetros 



desconocidos, n+ 1 '=orre~spolldi!?ritéS:n~,lqs xi '<Yotr6s:ji+1 co-

:~: s~ :n :~: :: , ;n; 1 ~º~;'"•·,;f ~~~~i';;jé~f t!~~n ·' ;·• ~.~~i~·n. u; .~011 no-
·>,-_·._, ': ' -.,·., ,. _- :, ._,.-_ ·~' ,~-~':',-'? _,_ . :-: ·,::p;-.. :;/:' /'. '_' ·,; - ::::· .. - "e-\" "(~: ").:;·. :. 

Los x¡.,~6n ~~:~~ogfdds cté!~~riera que )a ·.·.··. ·, · · ·· 
· . · · · . . . . . . · uf.n~n .... •.pso~·.01:;·i~.n·.··tºP·"m0 i.~-o. 

derada pN!)Orcione utia'.kpro~lmki.ciÓri exéict~ pár:1; . 
de grado 2n+ 1 •.. ~·P~I'ª ,e·~·.t~~<~s necesario que ~~. polinomio que 
sustituya a la •f1.mci6.IÍ :e~:·:e1· residuo~ sea o'~togon~l. ·. : 

.· ·- .. , - . '· - : . 
'• ,•--

Dos polinomiQ:; :so,n ort~9na~e~ con t.~:~pec70 a ,w(x) ' 

en [a, b), si: ,.. ·"' ; ·' 
b '. l ''" '··: u ' . ' 

/wCx)g.,(x)gm(J{)dx =.o <gonn.'f ·~J,.y .ri,mé.='N · 
. _-,. ~{~:J:/:~:;:'.-~~,_·_ -_ ---·> :;·;-~-:- __ ;,;_;"~;f.\ ".' -~ -'--~<:. 
;~.:>- <I~,\~ -~··:. 

;_ ,. :i-.'.'- · .. ,- -~ ,; ~ ":·-.· 
'-'.¡"'·' ,: ' 

dx = C(n),. f ~·' 

y 

(2.1:45) 

en general ·: depende de· n. Si e'sti:l. .~ondición s'e cumple para 

toda n, ~ntonces {g .. (x)\ -::::instituye un conjunto de :;-olino­

mios ortogonales. 

Las familias más conocidas de polinomios ortO¡;ona­

les, son los conjuntos polinómicos de Legendre, Chebyshev, 

Hermite y Laguerre. 

Je ellas, la que nos puede interesar más, es la fa­

milia polinómica de Laguerr.:: 1 ya que .;?D ella los polinomios 

son ortogonales en el inter~alo [o,~) con respecto a w(x)=i', 

lo que la hace de especial interés para la inversión de fun­

ciones caracteristicas, puesto que en las fórmulas de inver­

sión como se verá más adelanc¿, se in·1olucra una integral en 

el intervalo (- Q!) , (X) ) , la cual en ocasiones se puede reducir, 

identifica~do l~s integrand:::is pares e impares a una integral 
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que va de [o,oo), o bien mediante un· cambio de variable, des­
componiendo el intervalo de integración en (-oc ,o] y [O,oo ) • 

~os polinom~os de Laguerre están dados por: 
ID 

f e~Ln(x)Lm(x)dx =O 
o 

y 
CD 2 

f e. x L L n (X) 1 dx : C ( n) -/: 0 
o 

de donde se obtiene la fórmula recursiva~ 
' '¡ 

· Ln(X) = (2n-x-1)L,.,(x)-(n-1) L •. 1(x) 

Los primeros polinomios de Laguerre son: 

La (X) = 
L, (x) = -x+l 
L 1 (x) = xl-4x+2 
L, (x) = -xi +9x2 -18x+6 

(2. 1: 46) 

(2.1:47) 

(2.1:48) 

Los polinomios de Laguerre (2.1:48) pueden ser uti­
lizados para generar lo que se llama la cuadratura de Gauss1 

generando el algoritmo de integración que a continuación vere-
mos. 

Cuadratura de Gauss-Laguerre 

Este algoritmo fué hecho con el fin de aproximar in­
tegral~s d:·~a for~a: . . " Je" F(z)dz:: ;2 w¡,F(~~) 

• -.•o 
(2.1 :49) 

en donde para aproximar F(z) utilizaremos lo que se conoce co-

*Por estar fuera del objetivo de 9Ste trabajo, no presento 
el desarrollo de la obtención de la fórmula recursiva, asi 
como de los primeros polinomiosde Laguerre expuestos más 
abajo. 
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mo polinomio de interJ?Olación de Lagrange, agregando un error. 

De la fórmula de diferencias divididas de Newton, 
tomemos las expresiones (2.1:12), (2.1:17) y (2.1:18), rea­
lizando algunas operaciones de- manera conveniente, tenemos: 

" Pn(x) = .I L¡(x)f(x~) (2.1:50) 
'ªº 

donde: 

( ) - Tr ~X - x,¡ ~ L; X - \•<!Xi. -~ 
j•• 

con 1 = 1,2, •• u 

(2.1:51) 

El error R .. (x) está dado por (2.1:24a) o bien por (2.1:24b), 
entonces de (2.1:24b), (2.l:50), (2.1;51) y con las z; aún 
no especificadas, se tiene: 

donde: 

F(z) = .;
0
L¡,{fi)·F(z¡) +[.Fo (z-z¡)J 

con O.(.~'-= 

" L~(z) =Tff z -·z!J 
j•O Z~ - ZJ 1•• 

(2.1:52) 

(2. l :53) 

Supongamos que F( z)· es un polinomio de grado 2n+1, 
entonces: .. 

~ . . 
debe ser un polinomio de .grado n. sea este polinomio q" ( z)' 
así: 

(2.1:54) 
-t multiplicando por e se tiene después de aplicar el opera-

?or integral: 



• 
/ér.F(z)dz 

o 
:: t~(.z,J]é1. ( z).dz 

o' 
CD • . " -: 

+ Je·t[Fo(z-z•)J .q"(z}dz 
o . 

.(2.1:55) 

Por la ortogonalidad de los poli-nomios de Laguerre, el resi­
duo puede desaparecer y efectivamente lo hace, si se eligen 
las z~ i = 0,1, •• n¡ de manera que: 

" 1T(z-z0 (2.t':56). 
":o 

sea un múltiplo de L .. ,( z). Debido a que se i;iuede expandir 
q"(z) en polinomios de Laguerre de grado n o menor, por ra­
zones de independencia lineal, entonce's si: 

" .Tf.(z-z;.) = cL .. .(z) 
"º 

el residuo de (2.1:55) se haoe cero por (2.1:46). 

Como F(z) es de grado 2n+1, tenemos que: 

W;, : 

por lo tanto: . 

= i é'Tr ( :; - Zi J dz 
• i•• Z ~ - Z; 

,.~ 

n 

fe-iF(z)dz = 2. ?(z.: )w¡, 
"º 

(2~ 1.: 57) 

(2.1:58) 

Al algoritmo descrito se le llama Cuadratura de 

Gauss-Laguerre ~on m = n+l puntos. Las demás fórmulas de 
cuadratura sg obtienen de manera análoga. 

Com0 pudo apreciarse, todos los métodos vistos 
hasta ahora, ti~nen en común la obtención previa de un po­
linomio, el cual aproxima a la función que se quiere in­
tegrar. 
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Otra forma de.a-proximar la i~tegral' (2 •. 1:1), se 
. . 

logra partiendo de la definición de ~ntegral de Riemann, y 

su analogia con el área debajo de una función definida po­

sitiva. 

Según las figuras (2. 1 :d) y (2. l:e), podemos eri­
gir rectángulos con base en el recorrido de f~(x), de mane­
ra que estén contenidos o que contengan a {' {x). Generali­

zando esta idea se obtienen las conocidas sumas .'inferior y 

superior. 

DEFINICION 

entonces: 

que: 

Sean: 

I = [a,b] el intervalo de integración de f(x) 
P = {x0 ,x, , •• x~\ una partición tal que x.=a y x"=b 
tix .. = (x .. -x .. ,) k = 1 ,2, •• n 

m .. = inf {f(x)lxe(x._.,x.1\ 
M,.. = sup { f(x) 1 x e. [x..,, x..1) 

Suma inferior 
Sp( f) = i m .. Ax. 
- '\&t 

Suma superior 

Sp ( f) = i M,.,Ax,. ..... 

k = 1,2, •• n 

k = 1,2, •• n 

(2. t:59a) 

(2.1:59b) 

Por definición de ínfimo y de supremo, es directo 

b 

§p(f) !: /r(x)dx !: Sr(f) (2.1:60) .. 
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Definimos como refinamiento de ln partición P, a 
. . 

una partición P', tal que, contiene al menos todos los pun~ 
tos de P. 

A partir de (2.1:60), se tiene: 
b . 

§,.( f) ~ f f(x)dx ~ S¡11(f) '\'- P9· P (2.1:61) 
Q. 

Llamaremos norma de la partición a 1\ PI\ , tal que: 

k b 1,2, •• n (2.1:62) 

En palabras, 11 PI! es e1 máximo de !.as longitudes entre los 
puntos de P.· 

Ahora construiremos la conocida suma de aproxima­
ción o suma de Rl.emann. 

DEFINICION 

Sea Puna partfci6n en I = [a,b), escojamos de ma­
nera arbitraria un punto ~ ... en cada I" = \x,.11 x Kl, entonces 
la suma de Riemann es: 

S,(f,~) = ¿ f(~.dAx,,. .. (2.1:63) 

esta suma tiene dos propiedades importantes: 

.§,(f) ~ S,.(f,~) ~ S,.(f) (2. 1 :64a) 

y 
b 

1111 s,.cr,~) = /r(x)dx 
llPll .. O " 

(2. t :64b) 

lo que nos indica que no es necesario obtener la suma superior 
ni la inferior, para ~ce~&r una aproXimación razonable, y que 
en general mejore conforme se rsfine :a parti:ión. 
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' ' 

La ele~Cióri\cte'icis·;~ 11 pa;a•k ·=• 192, •• n; depende de 

:ada probléma'.!;.,,~;~:~f~·~·iG1,~:~~;i,~%f'.füJ.:.s~ l~ quiera dar al al~orit-
mo • ... ' •:.• :2'.. /'.' ;~~é ' • 'ti',.• 

. ·;· \).::.~;::-~., :.~_:,".;~/:,:: :e\·"~,· 

El ~;f~
1

~&.ii·[~.;~é~,~~~o·\~ar: 
E~(i)'~;,,u·J.i(lx}dx: - ~ i< f 1( )tixl'. 

-.. ·:::./,'.~;-a,:.,-->:'.:(·'. Ksl 
--'. ,., ,,.-;, 

o bien: 

E .. (x) ; ~· [)~(x)dx-( xK-x •. ,) f{~,.>J. 
'"' . x, .• 

For el teorema de 
tiene: 

valor medio de integrales 

(2 •. 1:65) 

(2.1:66) 

de Riemann, se 

(2.1:67) 

donde ~~e. lx. .. , x11J con k = 1, 2 1 •• n 

.sntonces la. tolerancia se podría obtener definiendo: 

h(x) = max{~ lm..,(x)-f(~,. >l.1x..,, ~ IM ... (x)-r(f.)lilx 11 } 

(2.1:68) 

por lo tanto: 

Era(X) ~ h(x) ( 2. 1: 69) 

Como se ha podido apreciar, tanto en el método de 
aproximación polinomial, como en el de suma de R!.emann, hemos 
obtenido aproximación a integrales de Rie~ann de una varia­
ble. Y es que la integral de Riemann-Stieltjes, de Lebes­
gueaStieltjes, asi como las integrales de Lebesgue que no 
son a la vez Riemann integrables, tienen en su mayoria fuer­
tes problemas de aproximación. 

La integral de una función de varias variables, se 



podría aproximar de 
crece el error y 

~ación, lo hace poco 

foc.1 

i 
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CAPITULO II I 

INVERSION DE FUNCIONES CARAC'rEHISTICAS. 

3.1 Fórmulas de Inversión. 

Por el teorema de unicidad de las funciones carac­
teristicas, sabemos que existe una correspondencia biuniv~ca 
entre las runcione~.características y las de distribución, lo 
cual indica que existe la inversa de laaplicaci6n (transfor­
mada de Fourier- Stielt·jes). Queda entonces encontrar la ex­
presión analítica que nos permita regresar a la función de -
distribución asociada a una función característica, a partir 
de esta última. ? ara esto enunciaremos algunos teoremas. 

TEOREMA 3.1: 1 

Sean x. y x, dos puntos de continuidad de la función 
Fx tales que x, <. x~ , entonces: 

F ( ) "' ( ) 1 IÍ"' fTé;.._c - é'6.t tJ> ( t) dt 
X Xa -J:',. X1 ;: aW T•O> i t "Jll (3e 1: 1) 

·T 

donde '4'11( t) es 1.a función cara e teristica de Fx ( x). 

Demostración.- Sustituyendo ~(t) de (1.3.1:2) en la 
expresion a la derecha de (3.1:1) tenemos: 

T . 

1 . J r ~t -u.t .. . } 
ñ~'!'! 1 e :;,e J e·•t d.?11 (x) dt 

., l • .• 
cambiando el orden de integración obtenemos: 

(}.1:2) 

1 ¡¡,,. J•[ /TeitC.·•·> -e•t<•·lal l .,, 
1-¡ T--• _, it dtJ d:x (x) (3.1 :3) 
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Tomemos por ahora solamente la in't~~ral:: 
CD·c.U•·•t) 1t;.-~1.d J e -e cit 

~.. l,t 

Lo cual podecos escribir como~ 
CIO J leos t(x-x,) -+isen t(x-x1) 

-· l' . it 

cos t~x-x 5 l +•sen qx-x7J },dt 
it 

y a ésta, como: 
... • 

2 J sen tfx-x, l dt - 2 J sen ~x-
t • t 

o bien 1 como la función escalonada: 

?a que: 
CI 

si 

si 

si 

X <. X1 <. Xz 

X, <: X <. X& 

X, <. X2 < X 

J sen ay 1l" 
• y dy: z (signo d~ a). 

xal 

entonces basándonos en (3.1:3) y {3.1:6) se 
•• 

:W f 211 dFx (x) = Fx (x1 )-E'x (x 1 ) .. 
lo que concluye la demostración. // 

Jel teorema (3.1:1) se sigue: 

.dt 

' • ..... t .... t 
li111 F (x)-F (y) = -LIÍM Je·. -e 4'lC( t) dt 
,.... .. . " ft" Y-~. l. t 

de aqui que: 

:;-l( (x) 
"'r . ..,t ·ut = , ,,.,,, e -e 10 ( ) dt 

ii' i• ·•-~ it T l( t 

e.1:4) 

·0.1:5) 

(3;.1:6) 

(3.l:7) 

(3.1:8) 

(3.1 :9) 
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:os 

T~OREMA 

Si X es una variable aleatoria. cdntfn~~ cÓrÚ.ir\l1lc{Ón . :: :·., , ~ - ,_·,:::-:~:~' " 

Ca);'acterística 4'x< f)' entonces ·SU función!ct:}~~5fdatF:d.e. pro-
' babilidad fx (x) e.stá dada por: > -·· · - + .:·,é~·~ 

como: 

., .'\(~/> ·- · . .__,·.'.,_._<::.- ·"' 

· c3iá~:1·0> - . 1 ... ~4.tt . 
f" ( x) = "'ii Je tflt) dt 

.-e 

Demostración.- Del teorema (3. 1: 1) tenemos: --

F" (x+h)-?11. (x) 
h 

. • ( 1 •tlit) 
1 r-ut -e tD(t) dt = Ji ¡e i th T~ .. (3.1:11) 

C3••t:l2) 

se tiene de (3.1:11) y (3.1:12): 

pero: 

r,<x> = ~le~l~~t 1 1~:n lf"<t) dt 

.iJ,t 
1-e 
ith = 

1-cos th +tsen .th 
ith = 

_ . ( 1-cos th} + 
- -J. th 

sen th 1 
t
. .. 
n 11 ... 0 

<3a:i3> 

(3. 1 : 14) 

juntando (3.1:13) y (3.1:14), obtenemos la expresión (3.1:10) 

lo que concluye la demostración. // 



T::::OR:::HA 3. l: 2 
. . 

~uando. x es una 'variable aleatoria discr-e:fa.Con fun­

ción característica L,O"'( t), entonces la funci0~'):;cie._prd~abilidad 
(función de m~sa de probabiHdad) p"(x) :~~~~·,.:~~d~-h~'~r:: ; 

o (x) = ¡,,.. 2-Ji<xt LP,(t) et.• :,:··<r_::~:{;~'.;_;(-~.i;1_.5)" 
• 1' q .. <>' 7G i · . -: ··· • · · .:- ·· •• . 

·Q .,·<-.::~:-~·- -·.,:1'.-»< -..... :•· · '·" \'r:;~r:' 

Demostración.- Como X es·.iiri~:~a_;j_~~h·c~i~i~·ria' --

discreta~ se tiene':. 
_- - :.~ ..... ::Ai-:.,,,~·:_._- __ - ·- ._: :._~_,,-;:_,-,-~ --~- / .. :·: .. :- '_·- '-~--'i-.'. ~ ---

; -~- ' ' .. :~,.o,: 

e¡ . t 
J:C.~le·~• lfx(t) dt ... 

lo cual se puede escribir como:· 
o 

1;,,, ..!... Je·Li.t Z e .. :: 
o- ?Q·Q J" 

o bien: 

que es igual a: 

igual a: 
CI 

~1~:!p 1 (x1),~ J (x/-x) dsen t(x¡-x) 
-Q 

que podemos expresar como: 

Z-:J ( x ) ¡¡,,. ..!.. 2 sen Q( x; -x} , 
Ju - " ' q- 1Q ( x; -x) 

De aquí se tiene otra expresión equivalente: 

i o (x ) ,.., sen J(:9-x) 
!"• • " ' ... .., Q(x;-x) 

o bien: 

si x~lx 1 ,x,, ••• \ 
si X~ [x, , X1 , • • •} / / 

(3,1:16) 
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3.2 La Inversión Numérica-

Enfatizo en que la inversión numérica puede ser un 
recurso práctico, solo en aquellas ocasiones en que la inte­
gral involucrada no puede resolverse, ya sea formalmente o -­
bien utilizando un libro de fórmulas integrales ( ver biblio­
grafía cómplementaria). 

Para invertir la función caracteristica asociada a 
una variable aleatoria X con un rango Ilo..•> (x), debe determi­
narse si la variable aleatoria es continua o discreta, de lo 
cual depende el tipo de fórmula de inversión que se debe apli­
car. En el caso que se tenga una variable aleatoria continua 
deberá resolverse la integral involucrada en la fórmula de in­
ve~si6n por algún método que lleve a la función primitiva. -
En caso de que esto no sea posible, entonces podrá intentarse 
la inversión numérica. 

Cómo es una Inversión Numérica 

Sea l.Pic(t) una función caracteristica, asociada a una 
variable aleatoria continua X, tal que fic(x) no se conoce por 
ahora, pero sabemos que tiene un indicador 11•,bl (x). ~tonces 

para aproximar una.función gx(x) a fx(ic) a partir de lfx(t), es 
decir realizar una inversión numérica •. 

Debe separarse la parte real de la parte imaginaria 
en: 

(3.2: 1) 
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o en: 

según se vaya a ut~~izar :~ 
(3. 1: 10) respectivamente.-

•• (3.2:f) 

:-·8r~u.~.q_;· d·e ' .. ~.~-·:~~~.·~i\in·:r,:~~~,:-,._;-~ .. ) o 

- . ,.;'.'.\": 

ten en 
que: 

_. ------:~·rr:._:'.-·, 

<3 .!~~~t! ~:·r3.~i~~~!~~~~~t¿f ~:º~~=~~: se.presen­
en· cuenta 

Sea 4>K( t) = a(t) + ib(t) 1 entonces a( t) es par y 

b(t) es impar. 

Como la fórmula de inversión (3.1:10) presenta menor 
número de calculas, me inclino por presentar la inversión nu­
mérica mediante ella. De esta manera si escribimos la expre­
sión (3.2:2) de la forma: 

e-<J(t la(t) + ib(t)] (3.2;3) 

y ésta a su vez como: 

(cos xt - isen xt1 [a(t) + ib(t)] - (3.2:4) 

a partir del inciso d, del teorema n:'3.2:~s~:_,·~~ tiene:. 

[a{t) cos xt + b(t) sen xt] 
+ i (-a(t) sen xt + b(t) coa xt] (3.2: 5) 

donde a( t) y cos xt son funciones par, mientras que b( t) y 

sen xt san impar, de donde resulta que: 

a(t)- cos xt 
a(t)·sen xt 

y 

y 

b(t)·sen xt 
b(t).cos xt 

son par 

son impar 

Sustituyendo (3.2:5) en (3.1:10) y partiendo por la mitad el 
intervalo de integración, se obtiene por propiedades de fun-



cienes par e impar, fa: dépresión: ... 
fx(x) = ~ j[a(t.)cos xt + b(t)sen xt)dt (3.2i6). 

Ahora debemos obtener una aproximación de fK(x) da­
da por (3.2:6), mediante algún método de integración numérica~ 
3ea ésta: 

q) 

gx(x):::: ~ /[a(t)cos xt + b(t)sen xt]dt (3.2:7) 
o 

Es necesario realizar la aproximación de manera independiente 
para cada uno ~e los valores de x que se deseen, un mecanismo 
práctico, seria dar un arranque a los valores de x, y especi­
ficar un incremento, hasta alcanzar un· valor prefijado, de ma­
nera que con las aproximaciones a partir de los valores de x 

que se utilicen, se represente lo mejor posible la función ob­
je ti vo (f )( ) • 

Como consecuencia de no poder obtener todos los va­
lores de f)((x), ya que su rango de variación es continuo, la 
aproximación obtenida gx(x) es una función escalonada. Lo -­
cual aunado al error de aproximación provoca que gx(x) en ge­
neral no sea una función de densidad de probabilidad. Es por 
esto que según el caso, deberá ajustarse la tabla de valores 
obtenidos, para que modificando lo menos posible, la función 
escalonada gx(x) integre. a uno, en el rango determinado por -

el arranque y el final de los valores de x que se hayan elegi­
do. Deberá ser considerado el error de aproY.imaci6n de la in­
tegral dada por (3.2:7) al ajustar la tabla de valores de 
g&(x), teniendo cuidado con resultados m~y discrepa.ntes. 

*Sig~iando el criterio de Lebasgue, (3.2:6) es iliemann inte­
grabl~, puesto ~ue es sumable(abs~lutam~nte convergent3), y 
aa~má3 ic~) ~s :ont~nua por ol teorema (1.3.2:4). 
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Es importante ~efialar qu~ la variación de (3.¿:2), 
afecta directamente en la aproximaci6n numirica dada nor -­
(3.2: 7). En efecto, esto se deduce del hecho de que la par­
tición que se utilice para realizar la integración numérica 
de una función de p9ca variación, generalmente no bastará -
para obtener la misma aproximaci6n a la integral de otra fun­
ción de mayor variación. Ya que, para que algún polinomio -
aproxime 'satisfactoriamente a una función, debe coincidir con 

ella en aquellos puntos que realmente sean representativos en 
cada uno de los subintervalos formados por los puntos base. 
Y esto 6ltimo se dificulta conforme la variación de la fun~ 
ción aumenta. 

Cuando 'fx ( t) o é•t tienen gran variación, frecuente­
mente es de esperar que el producto la conserve, a menos que -
sea el caso de que la variación de ~~t) compense la variación 

-~xt de e , y viceversa. 

Si consideramos la fórmula (3.2:6), entonces, se ve 
que a medida que X aumenta, la variación de e-~tcrece, provo­
cando generalmente un incremento en la variación de (3.2:2), 
repercutiendo (desfavorablemente en la mayoria de las ocasio­
nes) en la aproximación (3.2:7), la cual deberá corregirse me­
diante algún mecanismo, si es que se quiere conservar un error 
razonablemente pequeño. 

El teorema (l.2:1), asegura que toda función carac­
terística fx(t) de variable aleatoria continua, converge a O 
cuando t ~a:>. Sin embargo para fines numéricos .:st.o no es -
garantia ?ara poder realizar la intagración numérica dada nor 
(3.2:7). ¿n efecto, si la convergencia es tan lenta, qu~ los 
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valores de (3.2:2) son m.UY significativos para valores de. t 
.fuera de la capacidad de la máquina utilizada,·entonces, ha­
bría. que realizar un estudio exhaustivo de la integral: 

R,,(x) =ir JTa(t)cos xt + b(t)sen xt]dt (3.2:8) 

b d d o· , on e es un numero cercano 
al límite superior de la máquina 

para poder reducir razonablemente el error d~ apr0ximacidn 
en .. (3.2: 7). Este estudio deberá realizarse para c.3da fun­

ción característica de convergencia lenta, y no siempre se 
tendrá control sobre el error. 

Cuando la función converge rápidamente, de manera 
que la integral dada por (3.2:8) e~ despreciable, entonces, 
el que se involucre una integral impropia en (3.2:6) no aca­
rrea ningún problema. 

La capacidad de refinamiento de una partición, y 

el valor de la eXJ>resión (3.2:8) dependen de la máquina que 
se utilice. Es p_or esto que mientras más poderosa sea ésta 
última, mayor variación en (3.2:2) se podrá tolerar, y se -
podrán calcular inversiones numéricas de funciones de menos 
rápida convergencia. 



3.3· Sjemplo 

Durante e~ transcurso de esta tesis hemos 'XpU:)stc -
lo que consicieram'os es la base teórica fundamental para la ob­

tención de.~na aproximación razonable de una función de densi­
dad a partir de la función caracterí~tica de ésta. 

En esta sección se presenta la inversión num&rica de 
una función característica cuya función de densidad asociada 
es conocida, con el fin de poder comparar los resultados que 
se obtengan. 

Una de las distribuciones más conocidas, es la,M!J'l'-
.. ; . • •·'(' .• 1 

mal, cuya función. carac't~;:f3t:i.~q¿~3t¿_'. ~'.~da f)Pr: 
.· ·- <~«. ·-"~' 

e¡,&lt·-~~~·)\' <?!f ... :?·.~.:: {J>_;.~L- 0•3: 1) 
.··,:·«· - ' 

~Jt(t) = 

eón -a>¿/.~ oo· <y • o~ ~·~~~9\\'. •· <:··. 
'~ '.:: ;~-· ; . 

y la función de densidad es: 

. -b.(r.·14/ = 1 e lr 
~ fi<(x) 

con xe(-ce- ,~) 

donde la media es ,A y la varianza e~ eíz • · 
'.·;; ·· ... " 

Consideraremos el caso en el que)(:: O S•:, cr'~'f:l .·. 

Ssto es, X~N(0,1), donde 

4>i( t) 
(j 

y 

(3.3:4) 
con X'(-co ,co) 

Sustituyendo (3.3:3) en (3.2:2), tenemos: 
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dt (3.3:5a) 

o bien: 

J., t' 
f 11 (x) = !lr ;;, [::os xt - sen xt) dt -Partiendo de (3.2:6) ~htenemos: 

IO 'l. 

fx ( x) = ~ J ~t ces xt dt 
• CID 

Ahora realizaremos la inversión numérica de la fun­
ción caracteristica dada por (3,3:3), perteneciente a una va­
riable aleatoria X - N(O, 1). Para esto, obtendremos una aprozj, 
mación g.c(x) d'=! f.><(x), utilizando el algoritmo y al programa 

que se presentan en los apéndices. 

Si coml)aramos a g...:(x) .con fi< (x) dados en la. tabla 
(3.3:1), veremos que conforme x aumenta, la aproximación pier 
de exactitud. ~sto es debido a que el término cos xt, varía 
en (3.3:6) con mayor rapidéz, Para corregir esto es necesa­
rio re finar la partición o bien, descomponer el rangc de in­
tegración en mayor número de integrales independientes, 

Sin embargo es alentador el resultado de la apro­
ximación si consideramos el grosor de la partición utiliza­

da, la cual ::·~eje ser refinada para mejorar la aproximación. 

Debe considerarse también que existen computado­
ras mucho más poderosas y versátiles que la máquina que se 
utilizó, Así mismo,el programa y el algoritmo dados en los 
apéndices, pueden ser substituidos por unos más 0ficient~s. 

Lo im~ortante es que se logró una aproximación -
''razonable" mediante la inversión numérica, 1 l _a cua cpn .-



mejoras técnic•s se podria convertir en uni buena herramien­
ta para los estudiosos de la probabilidad y la estadística. 

X 

º·ºº 0.10 
0.20 
0.30 
0.40 
0.50 
o.60 
0.70 
o.Bo 
0.90 
1.00 
1. 10 
1.20 
1.30 
1.40 
1.50 
1.60 
1.70 
1.80 
1.90 
2.00 
2.10 
2.20 
2.30 
2.40 
2.50 
2.60 
2. 70 
2.80 
2.90 

Inversión Numérica 
Tabla (3.3:r) 

aproximación a fK(x) 
mediant~ 14 inversión 
numérica. 11 

. g.(x) 

0.39894.2299 
0.396952568 
0.39104~717 
0.381387843 
0.368270171+ 
0.352065367 
0.333224649 
0.312253982 
0.289691600 
0.266085291 
o. 241970753 
0.217852184 
0.194186032 º· 171368531 º· 149727360 
0.129517442 º· 110920634 
0.094048837 
0.078949890 
0.065615539 
0.053990708 
0.043983384 
0.035474457 
o.02a327004 
0.022394617 
0.017528512 
0.013583292 
0.010421335 
o .007915874 
0.005952904 

f,C ( x) 
1 

0.398942280 
0.396952547 
0.391042694 
0.381387815 
0.368270140 
o. 352065327 
0.333224603 
0.312253933 
0.289691553 
0.266085250 
0.241970725 
0.217852177 
0.194186055 
0.171.368592 
0.149727466 º· 129517596 
o. 110920835 
o .094049077 
0.073950189 
0.065615815 
0.053990966 
0.043983596 
0.035474593 
0.028327038 
o.J22394530 
o.a1752a300 
0.013582969 
0.010420935 
0.007915452 
0.005952532 

•El intervalo de integración que se utilizó para la aproxi­
mación, fué [0,14.4]. 



X giL(x) f)((x)• 

:· ·ºº 0.0041+3.2007 0.004431046 
3.10 0.003266842 O.Oü3266t)19 
3.20 0.002}133830 0.002384008 
3.30 o.00·1721996 0.001722569 
3.40 0.001231346 0.001232219 
3.50 o .000871588 o.oooa726a3 
3.60 0.000610734 o .000611902 
3.70 0.000423757 0.000424780 
-3.80 0.000291345 0.000291947 
3.90 o.00019s7a5 0.000198655 
4.00 . 0.000135000 0.000133830 
4.10 0.000091732 0.000089262 
4.20 0.000062880· 0.000058943 
4.30 0.000043961 0.000038535 
4.40 0.000031698. 0.000024942 
4.50 0.000023707 O.ú00015984 
4.60 º·ºººº 18268 ª·ºººº 1014 l 4.70 0.00001416? 0.000006370 
4.80 o·ºººº 10577 0.000003961 
4.90 0.000006986 0.000002439 
5.00 0.000003142 0.000001407 

Para los valo- el ~rror de aproximación 
res de x en: fué menor a: 

to, 1] . 5 cienmillonésimas 
( 1'2) 3 diezmillonésimas 
(2,3J 5 r:iiezmillcnesimas 
(3,4) 2 millonésimas 
(4,5l 1 cienmilésima. 
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GONCLUSION~S Y RECOMENDACIONES 

La a~roximación numérica a una función de densidad 
f,c(x), pierde exactitud conforme x aumentaf debido a que la-, 
variación de e-~rt crece. Igualmente, si se tiene una función -
característica con mucha variación o bien, de muy lenta con­
vergencia, la inversión numérica se dificulta~ e incluso en -
algunas ocasiones será impracticable. 

La inversión numérica resulta costosa en tiempo ma­
quina, y requiere de un análisis exhaustivo para poder esti­
mar el error. 

Sin emtargo la inversión numérica de una función 
característica de poca variación y rápida convergencia, pro­
porciona aprcximaciones muy "razonables" de f,(x) cuando x 
está cercano a o. 

Se pueden obtener aproximaciones de f~(x) para un 
conjunto finito. de puntos, sin efectuar más que los cálculos 
que corresponden a cada punto. 

A :rav6s de la función característica, se conocen 
las propiedades de la función de densidad asociada antes de 
efectuar la inversión numérica. 

Existen en la actualidad computadoras tan poderosas, 
que en muchas ocasiones se podrán obtener buenas aproximacio­
nes para valores de x y variación de la función característica, 
"razonablemente grandes". 

~Ssto se ~~~ls en la mayoría de las inv. num. en que.la 
función cara~terística no compensa la variación de e•~. 
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APSNDIC~ I 

SUGERSNCIA DE UN ALGORITMO Y DESARROLLO DEL MISMO 

Pretendemos obtener una aproximación "razonable" de 
fx(x) dado por (3.2:6), llamemos a esta aproximación gx(x). 

Para determinar g~(x) en cada punto ~ pertenecien­
te al recorrido de x, es preciso realizar una integración en 
el intervalo [O,a:i ), lo ~ual para fines numéricos es inalcan­
~able,. por eso nos conformamos con una aproximación g .. (x) de 
la forma: ¡; 

gx(x) = ;f f[a(t)cos xt + b(t)sen xt) dt (A.l :1) 
o 

donde b es un número grande dentro de la capacidad de la com­
putadora que se utilice. En la mayoria de los casos, las con­
secuencias de que o sea grande pero 6 -f+ro , no son tan graves, 
debido al teorema (1.2:1). 

Para realizar numéricamente (A.1:1), sugiero la fór­
mula cerrada de integración compuesta de ~ewton-Cotes, con -
Ci< = 6. Las razones son las siguientes: 

1.- Fórmula cerrada. Si es posible establecer una -
·cota superior despreciable para la integral dada por: .. 

Rx(x) = -:f¡-f[a(t)cos xt + b(t)sen xt]dt (A.1:2) 
li 

entonces en general, será preferible obtener una aproximación 
cerrada de (A.1:1), debido a que el polinomio de interpolación 
es de grado mayor que el de una fórmula abierta de integración. 
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z.,;. Forma compuesta de integración. Puesto que la 
int~gral dacia ror (A. l:2) debe ser despreciable, por lo que -
el intervalo de integiación [o,b), deberá ser relativamente -
amplio. ~ estos casos la fórmula compuesta permite refinar 
la. partición de manera más eficiente. 

3.- Algoritmo de Newton-Cotes. Por la prestancia 
que tiene para su introducción en la computadora, 

' 

''Inversión numérica. de una función carac~ 
terística de una variable aleatoria con­
tinua X, mediante la fórmula cerrada de -
integración compuesta de Newton-Cotes con .. . 

a<= 6. En el caso donde z-~H0,1)" 

DIAGRAMA DE FLUJO 

------·:, 
__ ·_IN-'-I-.-C_Io _____ -'-') 

.. - -, ·'·.:_'.>'.~>:·' . 

·1 Suma = o 
to = o 

I = B/384 

•·¡éase la expresión (2.1:43). 
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Suma= I(41Fo +216F,+ 
27Fa+272F-s +2?F1t+ 
216F,+41F, )+Suma 

. evaiuárla por ··~1EW'TON'' .. 1 

= B/64· 

· evalúa Suma por •NEWTON~ 

to = B/32 

. 
evalúa Suma por"NE;YTQN''I 

ta = j !3/~4 

evalúa Suma -;ior "NE'.'l'fON+ 

to = B/16 
I = 21 

evalúa Sur.:a por ":1::·::T01( 

to = 33/32 

.evalúa Suma p·.:.r ':i~'.'ITON .• 



· 1 >evalúa 

evalúa 

evalúa 

= 3B/16 

Suma· 

ta = B 4 
I = 2! 

Suma pe r "N .c:'N'IO N' 

• 
"º = 3B/8 

Suma por 11 NEWTON' 

to = B/2 
I = 4! 

Suma por ''NEWTON" 

Igrl(J) = 
Suma/140·PI 
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·rgrl(J) ..•. · .. 

J=J+.1 
X = X '+ t:.; 

Función "NEWTON" (argumentos x, to ,I,Suma) 

Entrada 

t = to 

a 
F = é-f cos xt 

evaluarlo por 11 CRTC 11 

S = 41F 
~ = t + I 





·- ó6 

= Suma+S•I 

Entrada. ) 

( ___ R_ª .... f .... ?"11 ... l __ .,.,) 

Para ajustar este al~oritmo de manera que realice 
la inversión numérica de una función característica: 

'fy ( t) = a ( t) + i b ( t) 

asociada a una variable aleatoria Y uniformemente continua, 
basta con redefinir la función 11CRTC 11 de la siguiente mane-
ra: 
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E'Unción "C~TC" (argumentos x,t) 

( Entrada 

. ·-·-----~-----... 

.F::: a(t)· coa xt 

+ b(t)•COS xt 

·Return 
(f) 

.Donde una expresión del error en la aproximaci6n 
(A.1:1) sería: 

con h, B 
= 384 

~1 <>=(O ~ B/64) 
~i E (B/b4 , B/32) 
.~, E ( B/32 t 3B/64) 
.~+ E (3B/64 ' B/16) 
'~ E.(3/16, 3B/32) 

hi = 2hi-1 i = 2,3,4,5 

f,, é. ( B/2 , B) 

~ ~ & (3B/32 t B/8) 
~ ~ € ( B/8 )B/1 6) 
~llE{3B/1i, B/4) 
r. 9 € ( B/ 4 , 3 B/8) 
f'º E. (3B/8 , B/2) 

Así, el error total en cada punto x, está dado -
por la suma de E;, y Rx(x) definidas en (A.1:3) y (A.1:2) -
respectivamente. 
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AP~NDICE II 

PROGRAMA DE COMPVTACION CORRESPONDIENTE AL ALGORITMO SUGERILO 

Un programa que efectúe los cálculos correspondien­
tes al algoritmo sugerido en el a~éndice I, puede ser reali­
zado de muy diversas maneras, depen<iiendo de la máquina que -

se utilice y del gusto del programador. A continuación pre­
sento unq de tantos programas, hecho más con el fin da acla-. 
rar el algoritmo y ejemplificar una inversión numérica, que -
el de alcanzar la máxima eficiencia en los cálculos •. 

01 
02 
03 
04 
05 
06 
07 
08 
09 
10 

"Prograrna de computación para la inver­
sión numérica de una función caracterís­
tica asociada a una variable aleatoria ~ 
X, normal distribuida, tal que X ... N(O, 1)" 

(Máquina utilizada: HP-41CV) 

LBL'INVER 11 VAL B? 
CLRG 12 PROMPT 
20 13 STO 00 
S'ID 02 14 N DE X? 
VAL XO? 15 PROMPT 
PROMPT 16 20 
sro 03 17 + 
VAL AX? 18 S'l'O 05 
PROHPT 19 LBL 01 
STO 04 20 o 



21 sro· 20 66 ···RcL 00 
22 STO 10. 67 ~:· 
23 RCL 00 68 ... 11v · 
24 3o4 69 .•.. 16 . 
25 /. 70 ··; 
26 .31'0 01 71 STO 10 
27 x.:::~ 02 72' X!!:~ 02 
2d RCL 00 73 2 
29 64 74 ST11. 01 
30 / 75 RCL ºº 31 STO 10 76 4 
32 X.Si~ 02 77 / 
33 RCL 00 78 STO 10 
34 32 79 XEQ 02 
35 / 80 RCL 00 
36 STO 10 81 3 
37 XEQ 02 S2 ir. 

38 RCL 00 83 8 
39 3 84 / 
40 lli 85 STO 10 
41 64 .. 86 XEQ 02 
42 / .. 87 ··4\;_ .. 
43 .STO 10 88 :S~ 01 
44 XEQ 02 89' '':RCL 00 
45 2 .. 90. ·.2:· 
46 ST• 01 ...• · .. ·91 ·f 
47 RCL 00 

. <~~ GTO 10 
48 16 ,•_- XE~··o2 

49 / '• 94 PI 
50 .3TC 10 95 ST/ 20 
51 x:.::Q 02 96 140 
52 RCL 00 97 S'f/ 20 
53 3 90 1 
54 .. 99 ST+ 20 
55 32 100 RCL 20 
56 / 101 S'ro IND 02 
57 STO 10 102 RCL 02 
58 XEQ 02 103 RCL 05 
59 2 104 X!:.Y? 
60 ST• 01 105 STOP 
61 RCL 00 106 RCL 04 
62 8 107 S'l'+ .J3 
63 / 1Cü GOTO 01 
64 S'ro 10 109 Li3L 02 
65 XEQ 02 11 o XEQ'::RT'.: 
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11 1 41 136 .li 

112 ti. 137 sT+ ·,a 
113 STO 18 ·· 138 RCL 01 
114 RCL 01 · 139 · ST+ 10 
11 5 ST+ 10 140 XSC( CRTC 
1 1 6 x~r¡' ,.,R'i1r" 141 216 
117 216 \J -v 142 111. 

118 .. 143 ST+ 18 
119 ST+ 18 144 RCL 01 
120 RCL 01 145 ST+ 10 
121 ST+ 10 146 XEQ'CRTC 
122 XE~'CRTC: 147 41 
123 27 148 • 124 • 149 ST+ 18 
125 ST+ 18 150 RCL 01 
126 RCL 01 151 RCL 18 
127 ST+ 10 152 • 128 XEQ'CRTC 153 ST+ 20 
129 2?2 154 RTN 
130 • 155 END 
131 ST+ 18 
132 HCL 01 
133 ST+ 10 
134 XEQ'CRTC 
135 2? 

Función 'CRTC' 

01 LBL'CRTC 
02 RCL 10 
03 XJ2 
04 CHS 
05 2 
06 / 
O? EJX 
08 HCL 10 
09 RCL 03 
10 • 11 cos 
12 .. 
13 END 

Para ajustar este programa de manera que efectúe la 
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inversión numerica de una función característica de rápida 
convergencia, y que esté asociada a una variable aleatoria 
uniformemente continua, basta con redefinir la función 'CRTc·· 

de la manera como se m':mciona en el apéndice I, con:>iderando 
que: 

. ' 

X estáal~acenacio·en la.memoria 03 

t 

, - .··-1· - .. , ¡_·r .. ·>; . ,!'.:·;-:::' .,, . , 
r•;. , :/< '~'.;, :~~'.:_;- -::: .. :. :,¡~ .· .. · -. , , 

está. ,~ifuacenado ~id'tf~~~'~ória 
y 

10. 

Los resultados serán almacenados a partir de 
la memor.ia 21, en el orden correspondiente, es decir: 

g (arranque) memoria 21 
g (arranque + .4 ) memoria 22 
g (arranque + 24 ) memoria 23 
• • • • • • 
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