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INTRODUCCION 

En la Escuela Nacional de Estudios Profesionales Arag6n 

dentro de la carrera de Ingenieria Mecánica Eléctrica se lle 

van dos asignaturas muy interesantes llamadas Ingeniería de 

Control I e Ingeniería de Control II en el Bºy 9ºsemestres 
... 

respectivamente, en las cuales uno de los temas que se desa-

rrollan es la estabilidad en sistemas lineales invariantes 

con el tiempo, y en particular se estudian dos métodos grá­

ficos para determinarla: El Lugar Geométrico de las Ra!ces 

y El Criterio de Estabilidad de Nyquist¡ el procedimiento 

normal de aplicación de estos métodos es largo y tedioso, y 

al calcularlos en forma manual es fácil caer en errores, añ~ 

diendo a esto que las gráficas as! obtenidas son aproximadas, 

por lo que es aquí en donde surge la inquietud de realizar 

programas de computadora que hagan este trabajo, consiguie~ 

do as1 velocidad, exactitud y versatilidad. 

Si a lo dltimo mencionado le agregamos el hecho de que 

estos programas pueden ser utilizados corno apoyo didáctico, 

ya que en clase se presenta el problema de que, al estar es­

tudiando los métodos de estabilidad ya mencionados, es nece-

sario presentar suficientes ejemplos cuya realización manual, 

como se dijo anteriormente, es larga, y además, al tornar en 

cuenta la complejidad de los ejemplos realizados, entonces 

esto implicará que para el entendimiento de alguno de estos 
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métodos gráficos serán necesarias demasiadas horas-clase pa-

ra su exposición; por lo tanto, los programas de computadora 

podrán ser usados por los alumnos para la mejor comprensión 

de tales métodos llevando a cabo muchos ejemplos en poco 

tiempo, y permitiendo un ahorro y un mejor aprovechamiento 

de horas-clase. 

Considerando lo anterior tenemos que los objetivos que 

persigue el presente trabajo de tesis son: 

1.- Elaborar programas de computadora para obtener el 

lugar Geométrico de las Raíces y el lugar de Nyquist. 

2.- A trav~s de los programas de computadora se obtendrá 

velocidad, exactitud y versatilidad en el trazado de 

los lugares correspondientes. 

3.- Se podrá tener un apoyo didáctico en tales programas 
Q 

con el fin de ahorrar horas-clase. 



CAPITULO I 

ANALISIS DE LA ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 

I.1. INTRODUCCION 

En Ingenier!a desarrollar un proyecto, dioeño o resol­

ver algün problema particular, requiere del a~pleo de figu­

ras de m~rito, regulaciones, eficiencias o en general trazar 

un nümero o criterio que oriente al Ingeniero, de tal manera 

de asegurar que el diseño o proyecto va bien encaminado. 

Por ejemplo, segün lo anterior, un problema de Ingenie­

r!a muy simple podr!a ser saber si un material sólido coloc~ 

do en agua flotará o se hundirá. Un criterio para resolver 

este problema ser!a recurrir a la F!sica que nos dice que un 

cuerpo sólido de cierta materia flotará si su peso especifi­

co es menor de 1 kgf/dm3 , en caso contrario se hundirá. En 

ese caso el material puede reducirse a un ntlmero, es decir, 

una tabla que liste los pesos espec!ficos de varios materia­

les permitirá seleccionar cuáles de ellos flotarán y cuáles 

se hundirán, Una bolsa de acero se hundirá debido a que su 

peso específico var!a entre 7.8 y 9.0 kgf/dm3 dependiendo 

del tipo de acero que se trate (colado, fundido, etc.). 

El criterio explicado en el párrafo anterior podr!a pa­

recer bueno, pero ciertas condiciones particulares pueden in 
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traducir nuevos factores no considerados: como el caso de 

un barco acero que flota, una navaja de afeitar que es de 

acero o el de una delgada aguja tambi~n de acero que pode­

mos depositarlas ciudadosamente sobre una superficie de 

agua quieta¡ la navaja sobre una de sus caras y la aguja 

en forma horizontal, ambas flotarán; y si la navaja o ag~ 

ja se depositan en forma vertical se hundirán y esto no 

tendrá nada que ver con el peso específico del material, y 

el criterio antes expuesto no predice suficientemente si 

la navaja o aguja flotarán. 

En Ingenier1a de Control existe un concepto muy atil; 

la estabilidad; podemos relacionar al ejemplo anterior ese 

concepto para predecir si un material colocado sobre el 

agua flotara o no. 

Por medio de la estabilidad el Ingeniero puede resolver 

problemas de control, permitiéndole conocer si su diseño o 

solución esta bien encaminado. 

Este capitulo presentará'un análisis de lo que es la 

estabilidad de un sistema de control. 

1.2. EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD 

La estabilidad fue tratada por H. Nyquist en 1932, y 

nos dice que un sistema es estable cuando la salida no cre­

ce indefinidamente para entradas o perturbaciones pequeñas. 
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La definición anterior no es dnica¡ sin embargo, para ente~ 

der que es la estabilidad haremos uso del siguiente ejemplo 

en el que un cono esta colocado sobre su base, si es incli­

nado hacia un lado regresará a su posición inicial cuando 

se quite la fuerza externa que lo cambió de posición, por 

lo que se dice que ésta posición es estable. Si el mismo 

cono es colocado ahora sobre su costado y se desplaza lige­

ramente, este rodará sin dejar su posición de costado, a e~ 

ta posición se le llama estabilidad marginal. Finalmente 

si el cono es colocado sobre su v~rtice, suponiendo que pu~ 

de conseguirse esa posición, al sufrir una perturbación, tal 

vez una vibrari6n o una pequeñ!sima ráfaga de aire, este 

caerá adn cuando desaparezca la perturbación, por lo que es 

ta posición es inestable. Se podría pensar que no tiene ob 

jeto hacer un estudio de la estabilidad en un cono colocado 

sobre su vértice o el de un lápiz colocado en forma vertical 

haciendo equilibrio sobre su punta, ya que estos son demasia 

do inestables, sin embargo estos ejemplos son parecidos a los 

que tiene que resolver un Ingeniero de un centro espacial con 

los modernos transbordadores, en los que su ascenso además de 

ser en forma completamente vertical, la velocidad deberá ir 

aumentando lenta y progresivamente para proteger a los astr~ 

nautas que lleva a bordo desde la hora del despeque y hasta 

que toma una velocidad considerable, es este uno de los pr~ 

blemas justamente similar al ejemplo del cono o lápiz antes 

mencionados. l 
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Un ejemplo de una situaci6n más representativa se pre­

senta cuando un Ingeniero esta diseñando un nuevo avi6n, y 

el seguramente se interesará en la pregunta ¿volará?, la 

cu~! aparentemente es intrascendente, y espera tener una 

respuesta simple: si o no. Es evidente que ni la pregunta 

ni la respuesta son simples. Una pregunta ligeramente dif~ 

rente podría ser, con relaci6n a si el avi6n volará o no 

¿es estable el avión?, si la respuesta es no, entonces muy 

probablemente el avi6~ no volara, si la respuesta es si, e_!! 

tonces tal vez si vuele. El conocimiento de la estabilidad 

dará una información importante a una de las principales pr~ 

guntas en el diseño del nuevo avión ¿volará?. 

1.3. DEFINICION DE ESTABILIDAD 

Existen diferentes tipos de sistemas que pueden incluir 

algunos elementos tales corno dispositivos mecánicos, circui­

tos eléctricos, procesos químicos, factores biológicos o in­

dices económicos entre otros, combinados en las áreas de la 

Ingenierta, la Biología o la Economía 

Cualquier sistema puede ser modelado, es decir, puede 

tener una representación matemática a través de ecuaciones 

que por lo general son diferenciales. Si la ecuación dife­

rencial o el sistema de ecuaciones diferenciales que repre­

sentan el sistema en forma matemática son lineales y además 
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ninguno de sus t~rminos depende explícitamente de la varia­

ble independiente tiempo, es decir es una ecuación lineal 

invariante con el tiempo, entonces se dice que se trata de 

un sistema lineal invariante con el tiempo. 

Una definición de estabilidad es: Un sistema li 

neal e invariante con el tiempo es estable en el sentido en 

trada salida si la entrada x (t) .::_ M< "" produce una salida 

y(t)~N<~, donde M y N son dos constantes reales menores 

que infinito; lo anterior quiere decir que para que un si~ 

tema sea estable cualquier entrada acotada debe producir 

una salida también acotada. 

Paralelamente a la definici6n y ampliando lo mencionado 

anteriormente, se puede decir lo siguiente acerca de la es­

tabilidad en un sistema lineal invariante con el tiempo. Un 

sistema está inicialmente en algGn estado de equilibrio, si 

le aplicamos una pequeña perturbación, y después de ésta la 

salida del sistema es marcadamente diferente de la que tuvi~ 

ra que ocurrir sin la perturbación, se dice que el sistema 

es inestable. Si la salida difiere un poco después de la 

perturbación, se dice que el sistema es marginalmente esta­

ble. Si los efectos de la perturbación desaparecen con el 

tiempo y finalmente la salida del sistema es igual con peE 

turbación o sin ella, entonces el sistema es asintóticamen­

te estable. Evidentemente la estabilidad asintótica es el 

mejor tipo de estabilidad. 
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Volviendo al ejemplo del sistema representado por un 

aviOn en vuelo, si este es inestable y suponiendo que est& 

volando y además est~ sujeto a una ráfaga de viento aleato­

ria, este se irá por tierra debido a su inestabilidad. Por 

el contrario, si el sistema es estable y esta sujeto a la 

misma ráfaga de viento, se podrán contrarrestar los efectos 

que cause y as! seguir su vuelo normal, es decir con ráfaga 

de viento o sin ella el avión vuela igual, por lo tanto es 

asintóticamente estable. 

Segan lo anterior podemos decir que un sistema lineal 

es estable cuando el aplicársele una entrada limitada (que 

-puede ser una perturbación o una entrada de cualquier otro 

tipo, pero ambas limitadas) produce o tiene una salida limi 

tada (el que sea limitada implica que tenga un valor máximo 

que sea menor a infinito o que no tienda a infinito conforme 

transcurre el tiempo) • Corno estan;~s hablando de un sistema 

lineal, en realidad no importa la magnitud de la perturbación. 

Por otro lado todo sistema de control tiene una representa-­

ción matemática, entonces es ~ecesario conoce~ cuando un sis 

tema es estable desde el punto de vista matemático. 

1.4. LA ESTABILIDAD DESDE EL PUNTO DE VISTA MATEMATICO 

Un sistema lineal invariante con el tiempo teniendo una 

sola variable de entrada x(t) y una sola variable de salida 

y(t), como se dijo anteriormente puede ser representado por 



una ecuaci6n diferencial lineal ordinaria de la forma: 

dny(t) 
ªn + •.. +a¡ 

dtn 

b¡ dx(t) + b.x(t) 
dt 

!!i'.fil + a 0 y (t) dt 

donde ªi' bj ER, i=O,l, ... ,n, j=O, 1, ... ,m, m ~ n 

9 

La ecuaci6n anterior puede ser transformada al dominio 

de Laplace de la forma siguiente, suponiendo condiciones ini 

ciales nulas: 

a sny (s) + .•• +a 1 sY (s) +a,,Y(s) =bmsmx (s) + .. , +b¡ sx (s) +b 0 X (si 
n 

dmde X(s) y Y(s) son las transformadas de Laplace de la en-

trada y salida respectivamente. Factorizando y arreglando 

la ecuaci6n anterior tenemos: 

Y(s) _ 
XTsf -

bmsm+bm-1~m-J + ••• + b¡s+bo 
a sn+a -1sn-i+ +a e+a n n ·.. ¡.. o 

(l .l) 

Por otro lado tenemos que en un sistema lineal invarian 

te con el tiempo, la relaci6n entre la entrada y la salida 

para condiciones iniciales nulas está dada por la integral 

de convoluci6n de la forma: 

t 
y (t)= J f (t-o)x (o)do 

o 
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donde F(t) es el patrón de peso del sistema, es decir, la 

respuesta a impulso en el dominio del tiempo. Es necesario 

hacer uso de la integral de convolución porque a través de 

ella se conoce la salida del sistema. 

La transformada de Laplace de la integral de convolu-

ci6n para condiciones iniciales nulas es: 

Y(s)=F(s)X(s) (l. 2) 

donde la ec.(1.2) se obtuvo al aplicar el teorema de convo 

lución real. De (1.2) se tiene: 

Y (s) 
XTsT = F(s) 

igualando las ecuaciones (l.l)y (1.3) tenernos 

m m-1 
F(s)= bms +bm-ls + ••• +b 1s+b 0 

a sn+a 1sn-1+ .•. +a¡s+a 0 n n- · 

(1. 3) 

(l.41 

que representa la funci6n de transferencia del sistema, sien 

do F(s) =.L{f(t)} 

Como se definió anteriormente, un sistema con una entra 

da y una salida es estable si: 

x(t)~N< °' para t>O entonces y(t)~M<00 para t>O (l. 5) 

en donde N y M son dos constantes reales cualesquiera meno-

res que infinito, es decir que las funciones de entrada x(t) 

y de salida y(t) deben ser funciones acotadas, 
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Primeramente analizaremos que comportamiento deber~ te-

ner un sistema lineal invariante con el tiempo en general 

cuando se le aplica una entrada i~pulso para que este sea 

asint6ticamente estable, a continuaci6n analizaremos el 

comportamiento para finalmente generalizarlo para cualquier 

tipo de entrada. 

De la ecuaci6n (1.2) tenemos que si x(t)=o(t) implica 

que X(s)=l por lo que (1.2) se convierte en: 

entonces: 

Y(s)=F(s) 

-¡ 

~{Y(s)} 
-1 

Ív (F(s)} 

y(t)=f(t) 

por lo que f(t) es la respuesta a impulso, como se hab!a 

mencionado anteriormente. 

Supongamos que un sistema esta en reposo, con condici~ 

nea iniciales nulas, en un estado de equilibrio cero; ento~ 

ces introducimos una funci6n impulso que tiene una duración 

que tiende a cero. Después de ese pequeñ:i instante de tieM­

po en el que fue aplicada la entrada impulso, el sistema ten 

drá las mismas r.ondiciones que tenfa antes de aplicar el ÍM 

pulso, por lo que si es asint6ticamente estable, este deberá 

retornar al estado de equilibrio cero, es decir la respuesta 

impulso se deberá hacer cero. 
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Como la ecuación (1.4) es la función de transferencia, 

al transformarla al dominio del tiempo representa la respue!!_ 

ta a impulso del sistema, entonces nos conviene saber que 

características debe tener la función de transferencia para 

que cuando se transforme al dominio del tiempo (no olvidar 

que la función de transferencia al transformarla al dominio 

del tiempo nos representa la respuesta a impulso) esta tien 

da a cero conforme el tiempo tiende a infinito. 

Como se observa en la misma ecuación (1.4), la función 

de transferencia para sistemas lineales invariantes con el 

tiempo, es una relación de polinomios, lo que implica que 

se pueden expresar como el producto de sus raíces, de la 

forma siguiente: 

F(s) K (s-z1) (s-z 2) ••• (s-zml 
(s-p 1 ) (s-p2) •.. (s-pnl {l. 6) 

donde z1 , z2 , ••• , zm son los ceros de la función de transfe 

rencia y son los valores para los que la función F(s) se 

hace cero, y p 1 , p2 , •.. , pn son los polos de la misma y ad~ 

mas son los valores de s para los cuales la función F(s) se 

hace infinita. 

En un sistema lineal invariante con el tiempo practico 

n>m por lo tanto segan la ecuación (1.6), F(s) es una fun--

ción racional propia de s; para transformarla al dominio del 

tiempo debemos expanderla en fracciones parciales cuyos deno 
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minadores involucran las ra!ces del polinomio del denomina 

dor. El polinomio del denominador igualado a cero se le 

llama ecuación caracter!stica. 

Los polos pueden ser reales o complejos. Supongamos 

primero que la función de transferencia tiene un polo real 

s=a de multiplicidad q (o sea (s-a)q donde a es real y 

q~l) entonces una parte de la expansión en fracciones pa~ 

ciales sera: 

K1 K2 
s:a + ~ + 

y la transformada inversa de Laplace es: 

[ 
Kr tr-1] at 
(r-1) ! e 

los demás polos harán contribuciones similares. 

(l. 7) 

Ahora, si la función de transferencia tiene un polo 

complejo también de multiplicidad q (o sea (s-(a+ia)lq y 

q~l) entonces la parte del desarrollo en fracciones parci~ 

les correspondientes a este polo complejo será: 

K¡ + K2 2 + + --~q___ = 
s-(a+ia) (s-(a+ia)) "· (s- (a+i6) )q 

q [ Kr ] 
r~1 (s-(a+ia))r 



y la transformada inversa de Laplace es: 

;:1 J q [ Kr l} ='i [ Krtr-l]e (a+il!) t 
°'-'J.r;1 (s-(a+ia)Jr] r=I (r-1)1 

14 

(l. 8) 

Una caracter!stica de un polinomio es que si tiene una 

raíz compleja entonces el complejo conjugado del ndnlero tam 

bién será raíz de este, por lo que la respuesta e impulso 

también tendrá la siguiente componente: 

f rK: tr-l]e (a-if!) t 
r=l l<r-1) ~ 

(1.9) 

donde K: es la constante compleja conjugada correspondiente 

a Kr. 

Sumando (1.8) y (1.9), dado que son componentes que 

aparecerán en la respuesta impulso en caso de que haya un 

polo complejo, se puede hacer la siguiente reducción: 

(1.10) 

Los demas polos harán contribuciones similares. De (1.7) 

y (1.10) se observa que para que la respuesta e impulso tie~ 

da a cero conforme el tiempo tiende a infinito (condición de 

estabilidad asintótica) es necesario y suficiente que a•O, 

es decir que los polos reales y la parte real de los polos 
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complejos sean negativos, de lo contrario el sistema es ines 

table. 

Si ahora consideramos que la entrada que se le aplica 

al sistema no es un impulso sino una entrada cualquiera, en 

tonces sustituyendo (1.6) en (1.2) tendremos: 

Y(s) K(s-zi) (s-z 2 ) ••• (S-zm) X(s) 
(s-p¡) (s-p2) ••• (s-pnl 

(1.11) 

si deseamos encontrar la respuesta a cualquier entrada ten-

dremos que transformar dicha entrada al dominio de Laplace 

y sustituirla en la ecuación (1.11), para encontrar la sali 

da en el dominio del tiempo tendremos que desarrollar en 

fracciones parciales el producto de la·funci6n de transferen 

cia por la transformada de Laplace de la entrada, como indi-

ca la expresión (1.11), al desarrollarla, si la entraáa es 

acotada no introduce factores en el denominador con parte 

real positiva, por lo que se puede concluir que la .estabili-

dad de un sistema no depende de sus entradas sino de su. fun-

ción de transferencia. En otras palabras, un sistema lineal 

invariante con el tiempo es asintOticamente estable si y so­

lo si los polos de su función de transferencia se localizan 

en el semiplano izquierdo del plano complejo. 

Con la Gltima conclusión se puede cuestionar que sucede 

rta si UDO o unos polos están localizados exactamente en el 

limite entre la estabilidad y la inestabilidad, es decir so-
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bre el eje imaginario; esto lo resolveremos analizando (l.10) 

en donde a=O para que algGn polo complejo se encuentre en el 

eje imaginario, por lo tanto esa expresi6n se convierte en: 

q[2.prtr-I cos(at + 'l'r) ] 
E (r-1)1 

r=I • 
(l.12) 

Si las ratees son repetidas, es decir q>l, el sistema 
r-1 es inestable debido al factor t que hace que la respues-

ta impulso se vaya a infinito conforme el tiempo tiende a 

infinito. 

Por otra parte, si las ratees no son repetidas, es de-

cir q=l la expr1:si6n (l.12 )· se reduce a: 

la cual representa un estado oscilante de amplitud 2Pr y 

frecuencia fl y que aunque esta oscilaci6n es estable por peE_ 

manecer limitada cuando el tiempo tiende a infinito, no tien 

de a cero cuando el tiempo tiende a infinito y corresponde 

al límite entre comportamiento estable e inestable, Por es-

ta raz6n, un siste~a que no tiene polos en el semiplano der~ 

cho del plano complejo y al menos un polo no repetido est4 

sobre el eje imaginario, se dice que es marginalmente esta-

ble, evidentemente es estable pero no asint6ticamente esta-

ble. 
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Las deducciones hechas respecto a la relación que exis 

te entre los polos (rafees de la ecuación característica) y 

la estabilidad de un sistema se resumen en la Tabla l. Se 

observa en los renglones 2 y 3 y en 6 y 7 que si se tienen 

polos en el eje imaginario sin repetir, el sistema es mar­

ginalmente estable y con el simple hecho de que uno de ellos 

se repita el sistema se convierte en inestable. 

1.5.METODOS PARA DETERMINAR LA ESTABILIDAD 

Como se observó en la sección precedente, el problema 

de saber la estabilidad de un sistema lineal invariante con 

el tiempo se reduce a localizar en que parte del plano com 

plejo están las raíces de la ecuación característica. 

Por otro lado, el Ingeniero diseñador o analista está 

interesado en la estabilidad de un sistema desde tres pun­

tos de vista: 

a) Cuando tiene un sistema particular, solo desea sa­

ber si es estable o no. Con esto conocer~ la esta 

bilidad absoluta. 

b) A partir de que se conoce la estabilidad absoluta, 

si el sistema es estable, el Ingeniero también de­

seará conocer que tan estable es: muy estable, me­

dio estable, estable pero tiende a la inestabilidad, 

muy poco estable, etc.; en caso de que sea inestable 
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también es deseable conocer que tan inestable es; 

por lo tanto; .es necesario conocer la estabilidad 

relativa, la cu&l nos dirá que tan establi o ines­

table es un sistema. 

c) Dado un sistema con varios parámetros ajustables; 

que valor o rango de valores pueden tener dichos 

parametros para obtener una ci.erta estabilidad, sea 

absoluta o relativa, dependiendo de las aplicacio­

nes a que será dirigido el sistema. 

No siempre es f&cil localizar las ra!ces de la ecuación 

característica, sin contar con que tal vez no obtengamos t~ 

da la información necesaria, como ser!a el caso de la esta­

bilidad relativa o el ajustar un parámetro. 

Existen varios métodos para deterltlinar la estabilidad 

absoluta y relati\•a. Un método obvio podr!a ser analizar 

la respue~ta a impulso o, como se dijo anteriormente, local~ 

zar exactamente la posición de las ra!c.es de la ecuación ca 

racter!stica, pero se hace resaltar el hecho de que esto no 

siempre es fácil, por esta razón se usan métodos indirectos 

(gráficos y/o algebr&icos) en los que se necesitan pocos cál 

culos y que por lo demás dan la informaci6n requerida, y en 

forma indirecta están relacionados con la localización de 

los polos (ra!ces de la ecuaci6n caracter!stica) en el pla­

no complejo. 
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Los métodos formales que se estudiarán en el presente 

trabajo son: Lugar Geométrico de las Rafees y el Criterio 

de Estabilidad de Nyquist, que serán el objeto de estudio 

de los capitules II y III respectivamente, teniendo ambos 

la ventaja de que además de conocer la estabilidad absolu­

ta, también es posible conocer la estabilidad relativa y el 

valor o rango de valores que puede tener algdn parámetro 

ajustable, además de las caracterfsticas particulares de 

cada método, que para su mejor comprensión serán analizadas 

en el capitulo correspondiente. 

1.6. ESTABILIDAD EN SISTEMAS MULTIVARIABLES 

La Ingeniería de Control tiene dos enfoques: el clási­

co y el moderno. El enfoque clásico trata a los sistemas 

con una sola variable de entrada y una sola variable de sa­

lida, y el enfoque moderno lo hace con una o más variables 

de entrada y una o más variables de salida, es decir para 

sistemas multivariables. 

Los métodos que se estudiarán en el presente trabajo 

fueron hechos para sistemas con una sola variable de entra­

da y una sola variable de salida, pero en virtud de que los 

sistemas aquf considerados son lineales e invariantes con 

el tiempo se hará uso de esto para poder extender dichos mé 

todos para sistemas con varias variables tanto de entrada 
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como de salida (sistemas multivariables). 

En la expresión (l.l) tenemos definida la función de 

transferencia para un sistema con una entrada y una salida. 

En sistemas multivariables tenemos que por lo general cada 

salida está en función de todas y cada una de las entradas: 

pues bien, en un sistema multivariable puede usarse una ecua 

ción en el dominio de Laplace de la misma forma que la ex­

presión (1.1) para describir la relación entre una sola en 

trada y una sola salida del sistema multivariable, siempre 

y cuando se suponga que todas las demás entradas tienen va­

lor cero. Como el principio, de superposición es válido pa­

ra sistemas lineales, que son los que aqu! estamos tratando, 

el efecto total de cualquier variable de salida, debido a 

la actuación simultánea de todas las entradas, puede obte­

nerse sumando sus efectos individuales. 

Pongámos un ejemplo ilustrativo de las funciones de 

transferencia de un sistema multivariable lineal invariante 

con el tiempo, en el que se tienen dos entradas x 1(t) y 

~ x2 (t), y dos salidas y¡ (t) y y2 (t). En g~neral cualquiera 

de las salidas resulta afectada por la variación en ambas 

entradas, por lo tanto pueden escribirse las siguientes re 

laciones de transferencia: 

Y¡ (s)=F11 (s)X¡ (s)+F12 (s)X2(s) 

Y2 (s)=F' 21 (s)X¡ (s)+F 22 (s)X 2 (s) 

( 1.13) 

( 1.14) 



donde x 1 (s) y X2 (s) son las entradas transformadas al do­

minio de Laplace, y Y¡ (s) y Y2 (s) son las salidas también 

transformadas al dominio de Laplace. Se supone que todas 
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estas variables se miden desde ciertos niveles de referen-

cia. 

Como las ecuaciones (l.13) y (1.14) están escritas con 

la suposición de que el sistema es lineal (por lo que puede 

aplicarse el principio de superposición), por consiguiente 

F¡¡(s) representa la función de transferencia entre Y¡ (s) y 

X1 (s) manteniendo X2(s) en su valor de referencia, o sea 

x2 (s) =O. Pueden hacerse s•iposiciones parecidas para las de 

mas funciones de transferencia. 

Generalizando para un sistema lineal que tiene p entra 

das y q salidas, la función de transferencia entre la i-ési 

ma salida y la j-ésima entrada se define como: 

F .(s) = Yi(S) 
i) XjTsT 

(i=l,2, .•. ,q) 
(j=l,2, .•• ,p) (1.15) 

y Xk(s)=O: k=l,2, ••• ,p¡ krj. Cabe hacer notar que la ecua 

ción (1.15) esta definida cuando solo &ctrta la j-ésima en-

trada mientras las demás se mantienen iguales a cero, 

Por lo tanto, un sistema lineal invariante con el tiem 

po y ademas multivariable, se dirá que es estable si para 

todos los valores de i y j en la expresión (1.15), las fun-
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ciones de respuesta a impulso permanente limitadas cuando 

el tiempo tiende a infinito. En adici6n a los anteriormen­

te hecho, un sistema multivariable estable se dirá que es 

asint6ticarnente estable si todas y cada una de las funcio­

nes de respuesta a impulso tienden a cero cuando el tiempo 

tiende a infinito. Como en el caso de los sistemas de una 

sola variable tanto de entrada como de salida, un sistema 

multivariable que sea estable pero no asint6ticamente esta 

ble se dirá que es marginalrnente estable. 

En otras palabras, para que un sistema multivariable 

sea asint6ticarnente estable, las ra1ces de la ecuaci6n ca­

racter1stica de las funciones de transferencia de la expr!';_ 

si6n (l.15) para todos los valores de i y j, deberán tener 

parte real negativa. 

Ya teniendo idea de lo que es la estabilidad, ahora 

procederemos a estudiar dos métodos gráficos para determi­

narla: El Lugar Geométrico de las Ra1ces y El Criterio de 

Estabilidad de Nyquist, los que corno ya se dijo, son el ob 

.jeto de estudio de los cap1tulos II y III siguientes. 
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CAPITULO II 

PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA EL ME­

TODO LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES 

II.l. INTRODUCCION 

Corno se mencion6 en el capitulo anterior, ei problema 

de determinar la estabilidad de un sistema lineal invarian­

te con el tiempo se reduce a encontrar en que parte del pl~ 

no complejo s se localizan los polos de la funci6n de tran! 

ferencia; si una funciOn de transferencia dada tiene defini 

dos sus polos y ceros, y ~stos se localizan en el plano co!!!_ 

plejo •s•, a esa representaci6n se le denomina patrón de p~ 

los y ceros; la observaci6n del mismo permitirá saber si el 

sistema es estable o no; es decir, podremos definir su esta 

bilidad absoluta; sin embargo, no estaremos en condiciones 

de conocer otras características del sistema con solo anali 

zar esa funci6n antes mencionada corno por ejemplo el sobre­

paso a alguna entrada escalón no debe rebasar· algan valor 

prefijado, algan polo ubicado en cierta posici6n o int~rva­

lo predeterminado de valores, o la localizaci6n que deberán 

tener los polos para tener un tiempo de asentamiento espec! 

fico; tal vez la elección de un parámetro en el sistema al 

que se le deba fijar un valor para que cumpla alguna de las 

características antes mencionadas, además de hacer que el 

sistema tenga un cierto grado de estabilidad fijado de ante 
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mano, etc. En general al estudiar los sistemas de control 

.de malla cerrada se requiere poder ubicar sus polos en pos~ 

ciones predeterminadas teniendo uno o más parámetros libres 

que deben definirse con el objeto de que tales sistemas 

cumplan con ciertas caracter!sticas. 

Cuando un sistema tiene un parámetro dado debemos de­

terminarle su valor; en ese caso, la ecuaci6n caracter!sti­

ca se ve afectada por ese parámetro, de modo que si se le 

asigna un valor y se traza su patr6n de polos y ceros, pue­

de ser que la ubicaciOn de los polos no sea la adecuada, e~ 

tonces tendremos que asignar otro valor y resolver nuevamen 

te la ecuaciOn caracter!stica; es decir, encontrar sus ra!­

ces que permitan conocer la ubicaciOn de sus polos y decir 

de este modo si esta en las condiciones de estabilidad re­

queridas. Este procedimiento se tendr!a que repetir hasta 

encontrar el valor adecuado del parámetro que cumpla con 

las caracter!sticas de estabiliddd deseada; si el grado de 

la ecuaciOn caracter!stica es mayor de dos, la soluci6n es 

bastante laboriosa, por las razones mencionadas no 6G conve 

niente ese procedimiento de análisis. 

W. R, Evans (7) propuso un m~todo que le llam6 "Lugar 

de las Ra!ces", y consiste en graficar las ratees de la ecua 

ci6n caracter!stica para todos los valores de un parámetro 

de inter~s del sistema en estudio¡ este m~todo es una forma 

muy versátil de visualizar donde estarán ubicados los polos 
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para cualquier valor del parámetro y poder decidir poste­

riormente cu&l será el valor más conveniente para que el 

sistema se comporte de una forma deseable, 

Con el advenimiento y desarrollo de las computadoras 

digitales ha sido posible obtener el "Lugar de las Raíces" 

a partir del análisis de la ecuaciOn característica. El 

objetivo del pzesente capitulo es desarzollar un programa 

de computadora de tal manera que a partir de los datos to­

mados de la ecuaciOn caracter!stica, el programa calculará 

puntos que pertenecen al lugar de las ra!ces, y más a~n nos 

desplegará en pantalla la gráfica del lugar correspondiente. 

II,2, CONDICIONES EL~TALES DEL LUGAR DE LAS RAICES Y SUS 

CARACTERISTICAS MAS IMPORTANTES 

II,2,1, Condiciones de magnitud y ángulo 

Sea el sistema de control de malla cerrada de la figu-

ra 2,1 cuya funciOn de transferencia de malla cerrada es: 

C(s) _ 
RTsT -...-1-+.,.......,G=-1-.( .... s .... ) ~H,_1_,(_s .... l 

G¡ (s) 
(2.1) 

La relaciOn entre la señal de realimentaciOn B(s) y 

la señal de error actuante E(s) se denomina funciOn de trans 
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R(ll e 111 

H¡(1) 

Figuro 2.1 Si1t11110 d1 Control de lllOllo cerrod1 

ferencia de malla abierta y viene dada por: 

B (s) E1ST = G1 (s)H1 (s) (2 .2) 

La relaci6n entre la salida C(s) y la señal de error 

actuante E(s) se denomina funci6n de transferencia directa 

y viene dada por: 

C(s) = G1 (s) 
E(s) 

Es evidente que la ecuaci6n caracter!stica es: 

1 + G1 (s)H1 (s) = O 

(2 .3) 

(2.4) 

Ahora si la función de transferencia de malla abierta 

la expresamos· como; 

G1 (s) H1 (s) KG(s) H (s) (2 .5) 

entonces la ecuación caracter!stica es: 
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l + KG(s)H(s) = O (2 .6) 

en donde K es un par~metro variable que fluctua entre 

- m <K< 00 • Por lo general la ecuación caracter!stica con un 

par4metro va~iable viene dado de la forma siguiente, no al-

vidando que se trata de un sistema lineal invariante con el 

tiempo: 

l+KG (s) H (s) 

por lo tanto la funci6n de transferencia de malla abierta 

serS: 
m-1 

G(s)H(s) = K(sm+b1s + ••• +bm - s+bm) (2. 7) 
S n+aisn-1+ +a s+a 

• • • n-1 n 

La ecuaci6n (2 .4) tamb.it!!n se puede escribir como: 

G1 (sJH1 (s> = -1 (2 .8) 

o corno: 

KG (s) H (s) -l (2 .9) 

La ecuación (2.9) tambi~n se puede escribir de la si-

guiente maneras 

G(s)H(s) l 
- i< 
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ahora si la descomponernos en parte real y parte imaginaria 

tendremos: 

Re [G(s)H(sl] 1 
- i< 

imlGCs)H(s) 1 = O 

Si ahora procedemos a esciibirla en forma polar tene­

mos que encontrar una magnitud y un 4ngulo que ser4n: 

IGCs)H(s) 1 
1 

jYj" (2.10) 

IGCs)H(s) nir (2.11) 

donde: 

-{:. 
1, :!:. 3, ±. 5, para X ~ o 

n 
+ 2, ±. 4, ... para X ~ o 

(2.12) 

Y as! mediante las ecuaciones (2.10) y (2.11) tenemos 

las condiciones de magnitud y 4ngulo respectivamente que de 

be cumplir el lugar de las ratees. 

Es conveniente mencionar que el lugar de las ra!ces es 

en realidad un conjunto de puntos que se producen al obte­

ner las rafees de la ecuaci6n caracter!stica e irlas graf i-

cando en el plano complejo para diferentes valores del par! 

metro K (ver ecuac16nl2.6)) para as! describir el lugar ge~ 

rn~trico. 
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Si se construye el lugar de las raíces cuando O ~ K 

<co se le llama "Lugar Geométrico Positivo" y si se constru­

ye para -o:i< K ~O se le llama "Lugar Geométrico Negativo". 

II.2.2. Variaci6n de MÜltlples parámetros 

Las ecuaciones (2,10) y (2.11) describen las condicio­

nes que debe cumplir el lugar de las·ra!ces para cuando va­

ría un solo parámetro, no obstante en sistemas de control a 

menudo deben estudiarse los efectos producidos por la varia 

ci6n de varios parámetros. 

El principio de como atacar el problema se observa co~ 

siderando que primeramente tenemos dos parámetros que varían 

en un sistema de control. Lo que se procede a hacer es a 

considerar que a un parámetro se le van asignar valores de 

modo que para cada valor de éste, se construye el lugar de 

las ratees como si el otro parámetro fuera el linico existen­

te. 

Cuando se tienen más de dos parámetros se lleva a cabo 

un procedimiento similar. 

II.3. SISTEMAS CON RETARDO DE TIEMPO 

Un sistema de control con retardo de tiempo se puede 

considerar cuando al estar sensando una variable, el sensor 

tiene un tiempo de respuesta que produce el retardo de la 
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señal un tiempo T, es decir hay un tiempo entre la acción y 

la reacción al cambio de la variable medida. Esta demora 

en detectar el cambio, produce tarnbi~n una demora en la ac-

ci6n de control, que es la que recibe el nombre de retardo 

de tiempo. Con .lo anteriormente mencionado, es evidente 

que en la salida repercutir4 dicha demora, de tal suerte 

que si la salida era: 

y(t)=w(t) 

con el retardo de tiempo ~sta se convertirá en: 

y(t)=w(t-T) 

donde T representa el retardo de tiempo, y la transformada 

de Laplace para esta función es: 

00 

L\w(t-T)l = J W(t-T)e-stdt 

-T 

si se efectaa un cambio de variable de integración r=t-T ten 

dremos: 

ya que: 

00 

l\w(t-T)1 = J :(r)e-s(r+T)dr 

-T 

dt=dr t=r+T 
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como w(r)=O para riO entonces el límite inferior de la inte 

gral se cambia de la siguiente manera: 

"' 

Ltw(t-T)1 = e-sT J w(r)e-srdr 

por lo tanto: 

-sT Y(s)=e w(s) 

o 

Como el retardo de tiempo sucede ya sea en la planta 

o en la realimentaci6n, entonces la ecuación (2.7) vendrá 

dada por: 

rn m-1 -sT 
Gi (s)H¡(s)= K(s +bis + ... +bm- 1 s+bm)e 

sn+a1sn- + ••• + ªn-1s+an 
(2.13) 

ecuaci6n que representa la funci6n de transferencia de ma­

lla abierta con un retardo de tiempo. Considerando la ecua 

ci6n (2.5) con un retardo de tiempo tendremos: 

m m- 1 -sT 
G(s)H(s)= (s +bis + ••• +bm-1s+bm)e 

sn+a1sn- + ••• +an_ 1s+an 

(2.14) 

Entonces cuando se tenga un sistema con un retardo de 

tiempo y se usen las ecuaciones (2.10) y (2.11) para obte-

ner el lugar de las ratees, tendremos que considerar el fac 

tor de retardo e-sT. 
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Es conveniente mencionar que cuando se tiene un siste 

rna con un retardo de tiempo, este deja de ser lineal, impl~ 

cando que la expresi6n matemática que lo representa también 

sea no lineal, por lo que, aunque este trabajo solo se limi 

ta a sistemas lineales, aquí se hará una excepci6n ya que 

los sistemas con retardo de tiempo son de interés general y 

no representan un gran aumento en el grado de dificultad p~ 

ra obtener el lugar geométrico de las raíces, extendiendo 

as! el método para sistemas con un retardo de tiempo. 

Con todo lo anteriormente mencionado tendremos que pa­

ra construir el lugar de las raíces de un sistema, lo Gnico 

que haremos es ir encontrando puntos que satisfagan una de 

las ecuaciones (2.10) o (2.11) o ambas en el plano complejo, 

corno se muestra en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo: Obtener el lugar geométrico positivo para el sis­

tema de la figura 2.2. 

----IOI+ 
1( e 1• l ft ( s) 

• (. + 1) 

Fiouro 2 .2 Ejemplo 



La funcidn de transferencia de malla abierta es: 

1 
srs+rr 

y la funcidn de transferencia de malla cerrada es: 

C(s) 
RTsT 

por lo tanto la ecuacidn caractertstica es: 

s2+s+K = O 

la cual es equivalente a: 
K 

1 + s(s+l) = l+KG(::.:)H(s) =O 

por lo tanto la condicidn de ángulo (expresidn (2.11) que 

debe cumplir el sistema es: 

IG(s) H (s) 
5 (!+l) = 1 ~ - 1 s+l = n11 
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en donde n=~l, ~3, ~s, ... para obtener el lugar geométrico 

positivo (ver expresidn (2 .12)) • Como +11+311=+511= •• , enton-

ces: 

-l.:!!_ - ls+l = ~ 11 

y el l~~ar geométrico en el plano complejo que cumple esta 

condicidn se muestra en la figura siguiente: 
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·I 

_, 

de la figura se observa que para que el segmento del lugar 

geométrico positivo esté sobre el eje real, el ángulo co-

rrespondiente a U!. siempre valdrá 1T y el ángulo correspon­

diente als+l siempre valdrá cero, por lo tanto la suma de 

éstos cumple con la condici6n de ángulo, por otra parte te­

nemos que de la misma figura anterior 92 =9 3 por lo tanto 

9 1+9 2=¡¡ y también cumple con la condici6n de ángulo, y es 

as! como hemos obtenido el lugar geométrico positivo. 

Es evidente que la búsqueda de todos los puntos en el 

plano complejo que pertenezcan al lugar de las raíces es 

una tarea bastante laboriosa, y más será si el grado del 

sistema aumenta, por .esta raz6n presentamos un programa de 

computadora para el trazado del lugar de las raíces. 



II. 4. DESCRIPCION DEL ALGORI'I'MO 

El problema de graficar el lugar de las raíces se re­

duce a encontrar las raíces de la ecuaci6n (2.6) para los 

diferentes valores de K y graficarlos en el plano complejo; 

por lo tanto se podría pensar que una forma de obtener pun­

tos que pertenezcan al lugar de las raíces es dándole incre 

mentes a K y resolver la ecuaci6n, es decir encontrar los 

valores que la hagan cero para el valor de K dado, el proc~ 

dimiento se muestra a continuaci6n: 

Considerando los polinomios de la funci6n de transfe-

rencia de malla abierta: 

m m-1 b q(s)=s +b 1s + ... + m- 1s + bm (2 .15) 

n n-1 
p(s)=s +a 1s + ••• + ªn-is + ªn (2.16) 

factorizando los polinomios q(s) y p(s) quedarán de la si-

guiente forma: 

q(s)=(s-z¡) (s-z 2 ) ••• (s-zm) 

p(s)=(s-p 1)(s-pz) ••• (s-pn) 

(2.17) 

(2.18) 

donde z1 1 z2 1 ••• , zm son los ceros de la funci6n de transfe 

rencia de malla abierta, y p1 1 pz,,,,, Pn son los polos de 

la misma, entonces la ecuaci6n (2.6) la podremos escribir 

de la forma: 



l+K~=O p s (2 .19) 

o: 

p(s)+Kq(s)=O (2.20) 

si K=O la ecuaci6n (2.20) será p(s)=O 

si K=l entonces p(s)+q(s)=O 

si K=2 entonces p(s)+2q(s)=O 

si K=3 entonces p(s)+3q(s)=O 

si K=m· entonces p(s) + ooq(s)=O, o p~s) +q(s)=O, por lo 

que si K=m entonces q(s)=O. 
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En este caso los incrementos de K son de uno pero po­

dr!an ser de cualquier otro valor. Del desarrollo anterior 

se observa que cuando K=O el lugar de las ra!ces está ubica 

do en los polo~ y cuando K=00 se ubica en los ceros, ambos 

de la funci6n de transferencia de malla abierta. 

Con este procedimiento para obtener el lugar de las 

ra!ces se presenta el problema de corno hacer para que la 

computadora torne valores de K hasta infinito, además de que 

existen casos en que conforme K tiende a infinito, el lugar 

de las ra!ces también lo hace, o casos en que tenderá a al­

gan cero, esto se ve claramente en la figura 2.3, en donde 
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por convenci6n los polos se marcan con "X" y los ceros con 

"O" ambos de la funci6n de transferencia de malla abierta. 

K-ao -
Re 

(a) 

Figura 2.3 Lugar de los Raíces 

lm 

Rt 

(b) 

En la figura 2,3(a) conforme K tiende a infinito ta~ 

bién lo hace el lugar de las raíces debido a que no hay ce-

ros de malla abierta, y se considera que estos se encuen-

tran en el infinito; en la figura 2.3(b) conforme K tiende 

a infinito, el lugar de las ra!ces tiende a los ceros de ma 

lla abierta, y en una área pequeña el parámetro K habrá va-
' 

riado de cero a infinito, por lo tanto no es muy convenien-

te el uso de este procedimiento, ya que como se menaion6 an 

teriormente, no se pueden dar valores muy grandes a K. 

Otro algoritmo a utilizar podr!a también ser el hacer 
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un cuadriculado en el área del plano complejo que se desea 

observar el lugar de las ratees, y cada punto de la cuadrt 

cula ver si cumple alguna de las condiciones de las ecua­

ciones '(2,10) o (2.11), si la cumple se toma corno un punto 

del lugar y pasa al siguiente punto, si no la cumple enton 

ces también pasa al siguiente punto pero sin considerar 

que el punto pertenece al lugar, hasta analizar todos los 

puntos de la cuadrtcula. Las desventajas de utilizar este 

otro algoritmo radican en que por un lado se pierde tiempo 

buscando el lugar de las ratees en ~reas donde no está ubi 

cado, y por otro lado que si el lugar siempre pasa cerca 

de los puntos de la cuadrtcula, pero nunca por ellos, en­

tonces una de dos, o nunca encuentra el lugar de las rat­

ees o se deja un margen de error considerable para que 

cuando pase cerca de un punto analizado, lo torne corno pun­

to que pertenece al lugar, esto sin considerar que distan­

cia habr~ entre puntos de la cuadrtcula, lo que aumenta 

los problemas. 

En virtud de lo expuesto anteriormente, se ha emplea­

do el algoritmo desarrollado por Raymond H. Ash y Gerald 

R. Ash (3) el cu&l calcula y traza el lugar de las ratees 

de un sistema lineal con un retardo de tiempo dentro de 

una área especificada del plano complejo, y este se expli­

ca en lo que resta de la presente secci6n en donde se po­

drán observar las ventajas respecto a los dos algoritmos 



41 

anteriormente mencionados, y tambi~n será el que se utili­

ce para desarrollar el programa de computadora. 

El algoritmo consiste en que a partir de que se cono-

ce un punto s., del lugar de las ra!ces (ver fig. 2.4) se 

debe encontrar el ángulo 91 de tal manera que haya otro 

•1 .,..lf'Ganancla 
.,... lncr11111ntando 

/ 
~-""'"/ 

/!---~Le, 

I • r-z.-- Lugar dt laa ra1ct1 

1 

Figura 2.4 Concepto bá1lco d1I algoritmo 

punto del lugar de las ra1ces a una distancia o preespecif! 

cada, o sea si s 0 =X 0 +iY 0 es el punto inicial, entonces S1= 

(X1+ o cos 9¡)+i(Yo+ o sen 91) será el siguiente punto enco~ 

trado y ahora pasará a ser el nuevo punto conocido para vol 

ver a encontrar el nuevo ángulo que localiza otro punto del 

lugar a la misma distancia ñ, este procedimiento se conti­

nGa hasta encontrar el lugar de las ratees en el área desea 

da. Debe notarse que o es constante, por lo tanto este al­

goritmo encuentra puntos del lugar a una misma distancia o 
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no importando la direcci6n que siga. El algoritmo solo cal 

cula puntos en la direcci6n del incremento de ganancia, y 

se considerara que siempre el ntlmero de polos ser4 mayor o 

igual al de ceros, ambos de la funciOn de transferencia de 

malla abierta. 

Al lugar de las ratees que empieza en un polo y term! 

na en un cero se le llama rama, y como se considera que hay 

más polos que ceros, entonces el nllmero de ramas es igual 

al nt:imero de polos. 

El procedimiento requiere de un punto conocido, y el 

lugar de las ratees, como se observ6 anteriormente, empieza 

en los polos de malla abierta y estos son conocidos, enton­

ces el algoritmo empezará a calcular puntos del lugar de 

las ratees iniciando en los polos de malla abierta (si és­

tos están ubicados dentro d~l área que se desea ver el lu­

gar), y terminan ya sea en los ceros de malla abierta o en 

donde las ramas dejan el área deseada. 

Algunos puntos del lugar geométrico son muy especia­

les, por ejemplo un punto silla es aquel en donde se unen 

las ramas, y estos se localizan exactamente, en estos ca­

sos se modifica la distancia entre puntos calculados, tam­

bién en puntos donde termina el lugar se modifica el paso 

~. 
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Comenzaremos a explicar formalmente el algoritmo sub~ 

tituyendo {2,17) y (2.18) en (2.19), por lo que tendremos: 

l+K(S-Z¡) (S-Zz) ••• {s-zml 
(s-p¡) (s-p2),., (s-pn) o (2. 21) 

si aumentamos un retardo de tiempo tendremos (ver expresi6n 

(2 .14)): 

-sT. l+K{s-z¡) (s-z2) ••• (s-zmle 0 (s-p¡) (s-p2).,, (s-pn) (2. 22) 

por lo tanto, considerando las ecuaciones (2.10) y (2.11) 

ahora se convertir~n en: 

(2.23) 

js-pn) = mr (2. 24) 

donde n se sigue definiendo segan (2,12). 

Comos, zj y pj son nameros complejos, entonces s=X+iY, 

zj=ZRj+iZij y pj=PRj+iPij' donde X, ZRj y PRj son las partes 

reales y Y, Zij y Pij son las partes imaginarias de s, zj y 

pj respectivamente, y la ecuaci6n (2.24) ahora ser~: 
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_1 Y-Zij _1 Y-Zim e-sT 
tg x-zRj + ••• +tg x-z~ + [ 

_1 y-PI1 
- tg x=PR1 + •• • 

corno: 

_1y-PinJ 
+ tg X-PRn = n'll 

l_-sT 
E__= tg-l(~1'.)= tg-l tg(-YT) 

cos~ 

l_-sT 
~= -TY 

con lo anterior, la ecuación (2.25) vendrá dada por: 

m 1 y .. zr; 
¡; tg- __,¿ 

j=l X-ZRj 

n 1 Y-Pij _ 
¡; tg T'i 

j=l X-PRj 
n11 

Si definirnos la función: 

m Y-ZI. n - 1 Y-PI _1 

X-ZR~ -
¡; tg .:...::::J. -f(X,Y)= E tg TY-mr=O 

j=l J j=l X-PRj 

(2. 25) 

(2.26) 

(2.27) 

donde si s 0 =X 0 +iY 0 es un punto del lugar de las raíces, en-

tonces f(X 0 , Y0 )=0. 

Considerando la figura 2,5 si definirnos la función 

ARCTAN (X,Y) como: 
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91 Si X :::_ o 

91 +n si X<O, y>o 
ARCTAN (x, y) 

y:::.o 
(2.27a) 

91-n si x<o, 

o si X=O, Y=O 

donde: 

entonces la ecuaci6n (2.27) la podremos escribir de la mane 

ra siguiente: 

m n 
f(X,Y)= E ARCTAN(X-ZRj,Y-Zij)- ¿ ARCTAN(X-PR.,~-PI.)-TY-nn=O 

j=l j=l J J 
(2.28) 

lm 

Y> O Y>O 

x<o x>o 

Re 

Y <O Y <O 

X< O X >O 

Figuro 2.5 Signos en 101 cuadront11 

El algoritmo consta b~sicamente de los siguientes pa-

sos: 

1) Cálculo de la pendiente del ángulo 91 a partir de 

s 0 =X 0 +iY 0 en la dirección de ganancia incrementando usando 



el método iterativo de Newton-Raphson. 

2) Cálculo de f(s1) donde s1=X1+iY1=s 0 + o (cos 91+i 

sen81) 
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3) Si f(s1)>E, donde E es una tolerancia de error que 

la llamaremos exactitud, entonces calcula una correcci6n 

del ángulo 81 también mediante el método de Newton-Raphson 

hasta que f(s1)~E, a la correcci6n del ángulo se le llama­

rá 681 por lo tanto el ángulo que hace f(s1)~E será 02=91+ 

681. Los pasos 2) y 3) se repetirán las veces necesarias 

hasta que f(s1)~E. 

II.4.1. ~álculo de la pendient~ del ángulo 8 1 

Sea la figura 2.6 en donde s 0=~o+iY 0 es un punto con~ 

cido del lugar de las ra!ces y s1=CK0 + 6X)+i(Y 0+6Y) es un 

punto desconocido cercano a s 0 a una distancia o. Se desea 

encontrar el ángulo 81 de tal manera que en esta dirección 

y a una distancia o de s 0 se encuentre un punto del lugar 

de las ra!ces que en este caso es s 1 de tal suerte que 

f(X+ 6X,Y+6Y)=O si es que efectivamente s1 es un punto del 

lugar. 

Como se observa de la misma figura 2.6 6s=s1-s 0=6X+i6Y= 

ocos 8 1+io sen e1. 

Expandiendo f(X,Y) alrededor de s 0=X 0+iY 0 en serie de 
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~ .. ""ª'• l•ar••Ht•• 

~ ¡ r '' •IMo+AKI +ICVo+ 4YI 

' IAlV 1 
e, 1 ____ J 

Figura 2 .6 Obtención del án9ulo •1 

Taylor para 6X y 6Y pequeños, tendremos lo siguiente: 

f (X 0 +6X, Yt6Y )=f (Xo, Y 0 ) +fx (X 1 , Y 0 ) 6X+fy (X 0 , Y a)+ 

1 2 
+ !! [6x fxx<x.,Y.)+26X6Yfyy (X.,Y.l+h~fyy (X.,Y.l]+ ••• (2.29) 

Como los incrementos de X y Y son muy pequeños, enton 

ces se pueden despreciar del cuarto t~rmino en adelante de 

la serie por estar los incrementos elevados a una potencia, 

o multiplicándose entre sí, lo cuAl hace despreciable di-

chas términos, por lo tanto la ecuaci6n (2.29) quedará as!: 
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(2.30) 

Como se está considerando que s 0 y s1 son puntos per­

tenecientes al lugar de las raíces, entonces f(X 0 +AX, Y0+ 

AY)=f(X.,Y 0 )=0, entonces sustituyendo ésto en (2.30) ten-

dremos: 

como: 

A'f 
tg 01= LIX 

igualando (2,31) y (2.32): 

(2.31) 

(2.32). 

(2. 33) 

considerando la función definida en la expresi6n (2.27a): 

(2.34) 

y la ecuaci6n (2.34) nos dará el ángulo deseado, en donde 

el signo nos dará el ángulo en la dirección de la ganancia 

en aumento, ya que un signo contrario nos dará el ángulo 

en dirección de magnitud de la ganancia decreciendo. fx y 
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fy se obtienen directamente derivando parcialmente respec­

to a X y Y la ecuaci6n (2.28) como sigue: 

n (X 0 -PR .) m 
fy (x 0 , ro)= E ¿ -T 

j=l (X 0 -ZRj) 2 +(R0 -Zij)2 j=l cio-PR/ +(Y 0 -Pij)2 

(2.36) 

II.4.2. Correcci6n del ángulo 9 1 

Como se mencion6 anteriormente, y debido a las aproxima­

ciones a las que se recurre para obtener el ángulo 0 1 , hay 

ocasiones en que el cálculo respectivo no hace que f(s 1)=0, 

o como se mencionaba, f(s 1 )~ &por lo que será necesario ha­

cer una correcci6n al ángulo, de tal manera que se cumpla di-

cha condici6n, es decir habrá que obligar al ángulo para que 

al calcular la funci6n f(X,Y) en el punto s1 esté dentro de 

la exactitud E deseada. 

' Si definimos g(91)~f(X 0 + ocos 01,Y 0 + osen 01) y supone-

mosque g(9 1)=b10, entonces encontraremos un 69 tal que g 

(0 1+69)=0, expandiendo en serie de Taylor la funci6n g alre­

dedor de 9 1 y despreciando los términos de alto orden obten-

dremos lo siguiente: 

(2.37) 



so 

como se desea obtener un lle tal que g(e1+69)=0 entonces sus 

tituyendo ésto en (2.37) tendremos: 

despejando tia: 

;¡;)'(81) b 
ll9 = go(81)= - 9'0(81) 

para obtener g8 (01) se aplica la regla de la cadena: 

aomo: 

y: 

entonces: 

g (e)= a.f dil + af_ dYI 
o 1 ax d9" n d9 

01 01 

dX ,, e· ae = -usen l 

~ = ÓCOS91 

(2. 38) 

g6 (81) =-fx (X 0 +ocos811 Y 0 +osen8 ¡) • osen81+fy(X 0 +ócos81 1 Y 0 + 6sene1) 

licos81 

donde fx y fy se obtienen mediante las ecuaciones (2.35) y 

(2.36) evaluadas en el punto (X0+ócos91 1 Yo+ ó sen91). 
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II.4.3. Localizaci6n y c~lculo de los puntos silla 

Un punto silla en el lugar de las rarees corresponde a 

una raíz mOltiple o repetida de la ecuacidn característica. 

La figura 2.7 muestra un ejemplo t!pico de dos ramas que se 

unen en °un punto, el que corresponde ".l. la ra!z mOltiple, y 

)( 

Figura 2.7 Punto silla sobre el eje real del plano complejo 

luego se separan en direcciones contrarias; en este caso el 

punto silla representa la unidn de dos ramas, mientras que 

la figura 2. 8 representa la unidn de cuatro, es decir co-

rresponden a una raíz doble y a una cu§druple. 
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lm 

Ra 

Fl11uro 2.8 Punto 1illa de cuatro rama1 

En la figura 2.7 las ramas forman entre si un ángulo 

de 90° y en la figura 2.B forman un ángulo de 45º, en gen~ 

ral si n ramas llegan o salen a un punto silla, entonces 

formarán entre si ángulos de 180°/n. 

En el ejemplo siguiente se ilustra lo que es un pun-

to silla para su mejor entendimiento: 

Supongamos que se desea obtener el lugar de las ra!­

ces de la siguiente funci6n de transferencia de malla abier 

ta de un sistema de control: 

G 1 (s)H 1 (s) = K(s+l) 
s2 
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entonces: 

que representa la ecuaciGn característica, y también puede 

escribirse: 

s2+ Ks+K=O 

si K=4 entonces: 

s 2 +4s+4=(s+2) 2=0 

es decir, habr~ raíces repetidas en el punto (-2,0) para 

cuando K=4 y esto implica que en el lugar geométrico posi­

tivo (ya que K>O) se unirán las ramas en ese punto. 

Cuando se calculan los puntos pertenecientes al lugar 

de las ra!ces mediante el algoritmo propuesto, hay que to­

mar en cuenta que cuando el Gltimo punto calculado se en­

cuentra cerca de un punto silla st (ver figura 2.9), ento~ 

ces habrá una diferencia mayor de w/4 entre el ~ngulo cal-

culado para s 0 y el calculado para s 1, por lo tanto cuando 

se encuentre esta diferencia entre ~ngulos de dos puntos 

contiguos, implica que se ha localizado un punto silla, 

por lo que se debe hacer es reducir el paso o dividiéndolo 

entre un factor de 4, esto se hará hasta 4 veces, con lo 

cuál el paso se reducirá hasta un valor o/256, obteniendo 



la ventaja de situ.ar el punto s 0 lo más cerca posible del 

punto silla st' para despu~s usar la rutina que se expli­

ca a continuaci6n para calcular exactamente el punto si­

lla. 

'· ó/4, d'/16, 1/64, d"/2'J6 

(0¡: 0) 

Figura 2. 9 Ottecclón del punto 11110 
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En general, y considerando que hay una raíz repetida 

o mdltiple de orden 1 en el punto st para cuando K=Kt' en­

tonces tendremos que la ecuaci6n (2,20) ahora es: 

(2. 40) 

en donde 1 ::. 2. 

Si derivamos la expresi6n (2.40) respecto a s y la 

evaluamos en el punto silla, tendremos lo siguiente1 
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dp(s) \+ K ~1 = l(s-s ¡1-lf(s)I - (•-• ¡l d!(•ll •O as- t~ t t s 

s=st s=st s=st =st 

por lo tanto, el punto silla. st debe satisfacer las dos con 

diciones siguientes: 

o 

·~!•) \ + .. ·~·l l · o 
s=st s=st 

de la ecuacidn (2.41) tenemos que: 

sustituyendo (2.43) en (2.42): 

dp (s) P (st) 
era- - ~) 

s=st 

la cu!! es equivalente a: 

dq(s) 
as-

q(s>ªa!s> - p(sl dJ!s> 

s=st 

(2.41) 

(2,42). 

(2.43) 

= o 

o (2.44) 

por otro lado si consideramos las ecuaciones (2.19) y (2.6) 



tenernos que: 

G(s)H(s) = q(s) 
PTsT 
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y si obtenernos la derivada de G(s)H(s) respecto a s tendre 

rnos: 

dG(s)H(s) 
ds 

q(s)dP(s) -p(s)~ 
OS- ds 

si evaluamos (2.45) para el punto silla st: 

dG(s)H(s) 
ds = q(s)d~~s) - p<s> da!~) 

(2.45) 

(2 .46) 

comparando (2.46) y (2.44) observarnos que es la misma ecua 

ci6n y podernos escribir que: 

dG(s)H(s) 
s = o (2.47) 

por lo tanto podernos concluir que el valor de st en donde 

existen ra!ces múltiples en el lugar de las ra!ces, debe 

cumplir la ecuaci6n (2.47). 

Es importante señalar que la ecuaci6n (2.47) es una 

condici6n necesaria rn~s no suficiente, es decir que no to­

das las soluciones de dicha ecuaci6n serán puntos silla ya 



57 

que para que lo sean deberán también satisfacer la ecuaci6n 

(2. 6) • 

La importancia de la ecuación (2,47) radica en que a 

través de ella es posible encontrar los puntos silla. 

G(s)H(s) está desglosado en magnitud y ángulo en las 

ecuaciones (2.10) y (2.11), y ambas son funciones de 

s=X+iY que es una variable compleja. La ecuaci6n (2.28) 

es la función ángulo, que a su vez es funci6n de dos varia 

bles, por lo tanto la condicidn para la que existen raíces 

mdltiples equivalente a la ecuaci6n (2.47) es: 

(2.48) 

asumiendo que la ra1z maltiple se encuentra en st=Xt+iYt. 

Interpretando la ecuaci6n (2.47), nos dice que la va­

riación de G(s)H{s) respecto a s debe ser cero, por otra 

parte no hay que olvidar que s es una variable compleja en 

funcidn de X y Y, entonces la variaci6n de la funci6n áng~ 

lo respecto a X y Y también deberá ser cero, corno indica 

la expresión (2.48). En realidad a la ecuaci6n (2.28) pa­

ra que sea la funci6n ángulo, habrá que quitarle el térmi­

no nu solo que éste se anula al efectuar las derivadas 

parciales indicadas en (2.49) y no afecta para nada. 

Si ahora definimos el vector función h(X,Y) corno 



58 

h(X, Y) = 
[ 

fx ex, Y)J 
(2 .49) 

fy (X, Y) 

y tomamos un punto s 0 =X 0 +iYo cercano a un punto silla (as!:!. 

miendo previamente una reducci6n del paso hasta 6/256, co-

mo se dijo con anterioridad, de modo que s 0 quede lo más 

cercano posible del punto silla) dado que s 0 solo está pr~ 

ximo al punto silla, entonces h(X 0 ,y 0 )~0; deseamos encon-

trar un As= AX+i AY tal que localicemos el punto silla, 

por lo tanto: 

(2.50) 

expandiendo en series de Taylor la ecuaci6n (2.50) y despr~ 

ciando los t~rminos de alto orden tendremos: 

la ecuaci6n (2.51) es equivalente al siguiente par de ecua­

ciones: 

fx{X 0 +AX,Y0+6Y)=fx(x0 ·;Y0 )+AXF'xx(Xo,Y0 )+ 6Yfxy(Xo,Y0 ) (2. 52) 

fy (X 0 + /SI., Yo-ltiY) =fy (X 0 , Y 0) +ti Xfxy (X 0 , Y o) +6.Yfyy (Xo, Yo) (2, 53) 



como se trata de un punto silla, entonces: 

fx(X 0 +llX,Y 0 +llY) 

fy(X 0 +llX,Y 0 +llY) 

o 

o 

(2.54) 

(2.55) 
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sustituyendo (2.54) y (2.55) en (2.52) y (2.53) respectiva-

mente, y reacomod~ndolas tendremos: 

llXfXX(X 0 ,Y 0 )+llYfxy(X0 ,Y 0 )=-fx(X 0 ,Y 0 ) 

llXfxy(X 0 ,Y 0 )+llYfyy(X 0 ,Y 0 )=-fy(X 0 ,Y 0 ) 

(2.56) 

(2 .57) 

Evaluando fxx' fxy y fyy de las ecuaciones (2.35) y 

(2.36) tendremos: 

m 2(X0 -z19 (Y0-Zlj) n 2(X0 :-J'Rj) (Y0-Pij) 
~(X0,Y0)= t - - l: - - (2.58) 

i=lE x.-z~> 2+(Yo-Zij) 2
] 

2 j=l [(x0 -PRj) 2+(Y0-Pij) 2) 
2 

fyy(X0,Y 0)=-fxx(X0,Y0) (2.59) 

Considerando las ecuaciones (2.35), (2.36), (2.58), 

(2.59) y (2.60) tenernos que las ecuaciones (2.56) y (2.57) 

son un sistema de ecuaciones simult~neas en donde las dos 

inc6gnitas son los incrementos que desearnos saber, por lo 

tanto resolviendo el sistema por medio de determinantes te 

nernos: 
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fxx fxy 2 

1 ti 1 = fxx f - f 
fxy fyy 

YY xy 
(2.61) 

sustituyendo (2.59) en (2.61): 

lti 1 =-f XX - f xy (2.62) 

-f f .. 
X Xy 

AX 
-fxfy/fxyfy 

(2.63) 
-f xx2 - fxy2 

sustituyendo (2.59) en (2.63): 

-f f -f f 
AX = X XX y xy (2.64) 

fxx2 + fxy2 

por otro lado: 

AY (2. 65) 

eliminando signos tendremos.lo siguient~~ 

ti Y (2 .66) 

y as!, mediante las ecuaciones (2.64) y (2.66) obtenemos 

los incrementos para X y Y necesarios para obtener la posi-
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ci6n de un punto silla cercano a s 0 • 

A partir de que se ha encontrado exactamente un punto 

silla debemos seguir calculando puntos del lugar de las raf 

ces en la dirección de la ganancia en incremento y además 

debemos obtener una correspondencia Onica entre ramas que 

llegan y ramas que parten de un punto silla, para que cuan­

do se est~ calculando una rama y llegue al punto silla, no 

continüe sobre una rama que haya sido calculada. Anterior­

mente se menc;ionaba que sin ranas llegan o dejan un punto si­

lla, entonces las ramas formarán un ángulo de w/n radianes 

entre s!. Como no se sabe de antemano cuantas ramas llegan 

o salen de un punto silla, el procedimiento a seguir es to­

mar puntos de prueba a una distancia de 6/25 (ver figura 

2.10) con !ngulos de ~k=w/k (k=l,2,3, ••• ) hasta encontrar 

,,!, 
/ 1, • l>Ct +4'/25 •ilnHllYt ti"/~ 11t1ilnl 

•t 

Fl9uro 2.10 Angulo d1 contln11aci6n de un punto silla 



el angulo de continuaci6n. Es necesario notar que cuando 

k torne el valor del ndmero de ramas que llegan o dejan el 

punto silla, o sea k=n, ese será el valor del ángulo de 

continuaci6n ~n tal que f(Xt+6/25 cos ~n'Yt+6/25 sen ~n) 

~e junto con la condici6n de que el ángulo se calcula en 
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la direcci6n de magnitud de la ganancia incrementando; la 

diferencia entre el ángulo ~n y el siguiente 4ngulo calcu­

lado 91 es menor que O.S radianes, en este caso la diferen 

cia es menor ya que ~n tendr4 exactamente el valor del án­

gulo de continuaci6n. De esta manera se logra una dnica 

correspondencia entre ramas entrando y ramas dejando un 

punto silla, evitando que una rama al llegar a un punto si-

lla siga el camino de una rama ya calculada. 

II. 5. PROGRAMA PARA EL LUGAR DE LAS RAICES 

Una vez que se tiene el algoritmo, lo que se procede a 

hacer es a desarrollar un programa de computadora que cale~ 

le cada uno de los puntos del lugar de las ra!ces de siste­

ma deseado para que después los despliegue en la pantalla y 

as! poder visualizarlo. 

El programa esta desarrollado en lenguaje BASIC, el 

cuál es muy fácil de manejar, además no requiere de forma­

tos para la entrada y salida de datos, en pocas palabras 

es un lenguaje sencillo de entender y muy versátil, además 
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de lo f~cil que es programar con el y de poder adaptarse 

a las necesidades del algoritmo desarrollado anteriormen­

te. 

Para entender este programa no se necesita de conocí 

mientes muy pr.ofundos sobre computacidn, ni se necesita 

ser un experto en programacidn, ya que con el solo hecho 

de tener algunas bases, ser~ f~cil su comprensidn. 

El programa fue desarrollado empleando una microcomp~ 

tadora Apple II plus de 64 K de memoria, y el programa que 

se har~ en esta seccidn, uti_liza las instrucciones y coman 

dos de esta computadora. 

El.programa es desarrollar en _la forma clSsica de m~ 

nejo de programas en lenguaje BASIC, es decir el usuario 

del programa est! conversando con la computadora. 

También es conveniente mencionar que el programa cal­

cula el lugar de las ra!ces para un sistema de control con 

un solo retardo de tiempo, y cualquier ndmero de polos, 

siendo el ntlmero de polos de malla abierta mayor o igual 

al ndmero de ceros, tambi~n se malla abierta, en si el ndme 

ro de polos lo limita la capacidad de memoria de la comput~ 

dora. 
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Por otro lado conviene dejar establecido el significa­

do convencional de las figuras geom~tricas que entrar~n en 

la formacidn de diagramas de flujo. Un resumen de estas 

figuras y su significado se muestran en la figura 2.11. 

Para que la computadora empiece a calcular puntos del 

lugar de las rafees, lo que necesita en memoria en primer 

t~rmino, son los datos introducidos mediante las variables 

(ver el diagrama de flujo que introduce datos en la fig, 

(2 .12): 

FG - Factor de ganancia (es una constante que frecuen­

temente aparece multiplicando el par&metro R, que por lo 

general vale la unidad) • 

NZ - Ndmero de ceros distintos 

NP - Namero de peles distintos 

T - Retraso de tiempo del sistema 

En BASIC no existe la opcidn de manejar directamente 

variables complejas, entonces se ve la necesidad de separar 

las partes real e imaginaria de los nt1meros complejos en 



F 1 G U R A SIGNIFICADO 

e ) Llamado dt subrutinas 
• inicio y fin 
de progromoa 

D Entrada de dolos 

D Operación algebrólca 

o Deslclonea 

o Conector 

o Conector de cambio 
dt página 

o Operación 

repetitiva 

o cíclica 

o So 11 da 
de Información 

en pa ntall o 

Fiouro 2.11 Fiouros 01omítrlco1 empleados en 101 dlagromoa dt flujo 



INICIO 

OIM ZR {NZ), 

Z 1 (NZ), MZ (NZ) 

1 : 1 TO NZ 

ZR 

ZI 

MZ 

OIM PR {NP)¡ 
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2 

1 : 1 TO NP 

sigue en lo figuro 2 .13 

PI (NP), MP (NP) '-->· .,., '" ,.,,~ ... , .. ,.,",'"-·"-~'··,,., .. , .... ,, .. ;.,_,_, ..... 

Fioura 2 .12 Introducción de datos 



67 

diferentes arreglos de variables, como se muestra a conti­

nuacidns 

ZR(I) - Parte real de ceros de malla abierta (l~ I~ NZ) , 

ZI(l) - Parte imaginaria de ceros de malla abierta 

(1 ~ I ~ NZ), 

MZ(I) - Multiplicidad de ceros de malla abierta. Por 

ejemplo si el tercer cero es (s+2)2 entonces ZR(3) = -2, 

ZI(3)=0 y MZ(3)=2 por estar elevado al cuadrado (l~ I < NZ). 

PR(I) - Parte real de polos de malla abierta (1 < I 

< NP) , 

PI(I) - Parte imaginaria de polos de malla abierta 

(l < I ~ NP) , 

MP (I) - Multiplicidad de polos de malla abierta. 

Despuds de volver a visualizar en la pantalla los valo 

res que tiene en memoria cada una de las variables, se da 

la opcidn de modificar cualquier variable en caso necesario, 

esto se muestra en el diagrama de flujo de la figura 2.13(a). 

Es necesario considerat que si se introduce un polo o 

cero complejo, el conjugado tambi@n debe introducirse, por 

otra parte, como se ver&, es conveniente que se introduzcan 

en forma adyacente, o sea uno despuds del otro, por lo tan­

to el segmento de diagrama de flujo que comprueba esto se 



viene de lo figuro 2 .12 GO 

1 TO NZ 

SI 

1l9ut en la filJUra 2 .15 

(a) (b) 

F i 11 uro 2. 13 Compro boción 
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muestra en la figura 2.13(b), en la que observamos como co~ 

probar que los ceros conjugados sean introducidos uno des­

pués de otro, el diagrama de flujo para comprobar un polo 

no aparece aqut, pero se lleva a cabo un procedimiento simi 

lar. 

Definimos el ntimero n por la variable que llamaremos 

FD=J,141592655 1 y las-siguientes variables a cero: 

BP%- Variable que verifica (cuando BP%=1) si el punto 

que se est4 estudiando es un punto silla. 

S%- Variable que indica que cuando se calcula la gana~ 

cia K correspondiente a un punto cualquiera es mayor que a~ 

guna ganancia KI que nos interese, es decir, si KI > K en~ 

tonces S%=1. 

P%- Variable que verifica si el punto que se está cal­

culando es un polo o cero, cuando esto sucede P%=1. 

La operaci6n de estas tres variables se entenderá me­

jor cuando se haga uso de ellas. 

En el arreglo A(200,2) se almacenaran los valores de 

la ganancia, parte real y parte imaginaria que corresponden 

a A(L,O), A(L,1) y A(L,2) en donde a Lle daremos el rango 

de O ~ L S 200, por lo que habr4 que dimensionar esta varia 

ble. 



70 

El programa irá calculando rama por rama del 1ugar 

geométrico ya sea positivo o negativo, seg~n se desee, y em 

pezará, como se dijo anteriormente, en los polos de malla 

abierta, en el orden en que se introdujeron, por lo que ha~ 

brá que definir (además de dimensionar la variable A) las 

variables: 

RT - La cual si RT=l indica que deseamos se ca1cule el 

lugar geométrico positivo, y si RT=-1 entonces el lugar ge~ 

métrico será negativo. 

ST - El paso, o sea la distancia 6 de la que ya se ha-

bl6. 

El - Exactitud. 

Kl - Indicador para un punto de prueba de cuantas ve­

ces se está haciendo la correcci6n del ángulo á9. 

KI - Corno ya se sabe, el algoritmo calcula puntos a 

una distancia 6 sin importar que ganancia tenga cada punto 

calculado, y podrá haber ocasiones en que se desee calcular 

el punto exactamente para alguna ganancia deseada, por lo 

que en esta variable se almacenará tal ganancia, solo en ca 

so de que así se quiera. Hay que tornar en cuenta que el 

signo de la ganancia debe ir de acuerdo con el lugar que se 

desee, sea positivo o negativo, por tanto también hay que 

verificar tal condici6n. 
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o- es la distancia, en magnitud, del origen a cual-

quiera de los semiejes del área, en el plano complejo, que 

se desea observar el lugar de las raíces (ver figura 2.14), 

en la pantalla de la comoutadora. 

lm 

r----- -----, 
1 D 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

1·D o Rt 
1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 1...----- -----.J 

Figura 2.14 La vorlolllt O 

El diagrama de flujo de la figura 2.15 expresa desde 

la definici6n de la variable FO hasta lo dltimo mencionado. 

Ahora si se puede empezar el cálculo de puntos del lu­

gar de las raíces para el cu~!: 

J- Es la variable que nos dice que se está calculando 

la J-ésima rama. 

L- Esta variable nos indica el L-ésimo punto de la ra-

ma del lugar de las raíces que se esté calculando. 

Los primeros valores conocidos de la J-ésima rama se-

rán: 



viene de la Figura 2.13 

o 

1iou1 en lo f"iguro 2.16 

Figuro 2 .15 Dio grama de Flujo 



A(0 1 0) =O 

A(O,l)=PR(J) 

A(0,2)=PI(J) 

en los ~ue, como se observa, L=O. 
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El ángulo con el que empezaremos a calcular los pun­

tos es el ángulo de partida de los polos, que se calcula de 

la forma siguiente: 

Considerando la ecuaci6n (2.26), la que como se rece~ 

dará, es la condici6n de ángulo que debe cumplir cualquier 

punto que pertenezca al lugar de las ra!ces, y que repeti-

remos a continuaci6n, separando las sumatorias: 

_1 Y-ZI 1 _1 Y-Z1m _1 Y-PI Y-Pim 
tg x-ZR1 + ••• + tg X-Zl\n - (tg X-PR1 1-... + X-PI\n ) - TY=mr (2.67) 

donde n se sigue definiendo segan (2.12). Si de la ecua­

ci6n (2.67) cada ángulo le llamamos respectivamente: 

«1+ ... -+"' -(B1+ ... +a )-TY=mr 
Ir. n 

y deseamos saber el valor del ángulo al punto s 0 de tal ma 

nera que la distancia entre este punto y el j-ésimo polo 

tienda a cero, entonces el ángulo encontrado será el valor 

del ángulo de salida del j-ésimo polo será: 

a .=m1t [.-i+ .•. +a> -(B1+ ••• +Bj +B ·+ + .. • +B l-TY] J m -1 J 1 n (2.68) 
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si el j-ésimo polo tiene multiplicidad r, entonces el ángu­

lo aj deberá aparecer r veces o estar afectado por el f ac­

tor r, y la ecuación (2,68) se modifica como sigue: 

nn+I (a:1+ ••• +"'n·<S1+ ••• +8. +aj+ + ... +8n)-TY 1 
a = J-, - 1 c2.G9l 

j r 

Ahora definamos la función F1 considerando la ecuación 

(2.28) como sigue: 

m n 
F1= .E ARCTAN(X-ZRj,Y-Zij)- I: ARCTAN (X·PRj,Y-Pij)-TY 

J=l j=l 
(2. 70) 

si compararnos la ecuación (2,28) y la (2.70) notaremos que 

falta el término nn que define si se trata del lugar geomé­

trico positivo o negativo a través de n, como se definió en 

(2.12), y este término puede ser sustitu!do por: 

{

Positivo-(2k+l)=nn para n=l,3 15, ••• 

wgar Geatétrioo para k=O, 1, 2, 3, ••• 

Negativo- 2kn=m1 para n=0,2,4, ••• 

(2. 71) 

por lo tanto a 1a ecuación (2.70) le faltar~a aumentarle el 

término correspondiente de la ecuación (2.71) para que fuera 

igual a la ecuación (2.28), segan el lugar geométrico que se 

desee, pero resu1ta que para todos los valores de k los áng~ 

los que resulten al sumarle el término correspondiente segGn 

el lugar en cuestión de la expresión (2.71) a la (2,70) se-

rán los mismos, por lo tanto por facilidad se toma que k=O y 
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la expresi6n (2.71) ahora es: 

rad. 

Z
. Positivo-n7T=1T 

Lugar Geométrico (2. 72) 
Negativo-n7T= O rad 

y entonce~ podemos concluir que si se desea comprobar que 

un punto pertenece al lugar geométrico positivo, entonces 

la funci6n F1 de la expresi6n (2.70) habrá que sumarle 7T 

radianes y esta deberá valer cero si es que dicho punto 

realmente pertenece al lugar, y si pertenece al lugar geo­

métrico negativo entonces directamente la funci6n ~ 1 debe­

rá valer cero, todo esto basado en (2.72) por lo que: 

F= J F1 + 
\ F1 

11 para el lugar geométrico positivo 

para el lugar geométrico negativo 

Si sustitu!mos (2.73) en (2.69) tendremos: 

a =L.. 
j r 

(2.73) 

(2.74) 

pero solo valdrá para cuando k=O ya que aunque k=0,1,2, ••• 

el ángulo F1 sigue siendo el mismo ya que solo se le están 

sumando 211 radianes (raz6n por la que se dedujo (2.73)) al 

dividirlo entre r ya no son iguales todos los ángulos para 

aj 1 por lo que habrá que encontrar que agregarle a ( 2. 7 4) 

para que sea válido para todos los valores de k y as! po­

der saber los diferentes valores de ángulos que podrá to-
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Si el j-ésimo polo tiene multiplicidad 1 y se desea 

obtener el lugar de las raíces, el ángulo de inicio de ca-

da rama será: 

F 
r 

para cualquier valor de k, y todos los ángulos para k=0,1, 

2, • • • son iguales. 

Si ahora tiene multiplicidad 2: 

aj 
F k=O 2 para 

aj 
F+21T _ F + 1T para k=l --r - 2" 

aj 
F+h 
~= 

F + 
2" 21T para k=2 

aj 
F+61T _ F + 311 para k=3 -r- - 2 

se observa que para k=0,2,4, .•• es un ángulo de partida y 

para k=l,3,5, •.• es otro, es decir habrá dos valores deán 

gula de inicio o partida del lugar de las rafees y es algo 

16gico porque existen dos polos en ese punto. 

Si el mismo j-pesimo polo tiene multiplicidad 3: 
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aj = F para k=O ! 

aj 
F+2TI ~+ 2 TI par,a k=l -3-= 3 3 

aj 
F+4TI F + 4 TI para k=2 -y--= ! ! 

aj F+6T1 _ F + 2 TI para k=3 -r- ! 

aj ~= F + 8 F 2 +2T1 para k=4 ! 3 TI= ! + J TI 

entonces para k=0,3,6,9, ••• hay un ángulo, para k=l,4,7, 

10, ••• hay otro ángulo y por dltimo para k•2,S,B,ll, •.• h~ 

brá otro ángulo más, o sea en total tres ángulos diferen-

tea de partida o inicio del lugar de las ra!ces corr~spon-

dientes a los tres polos ubicados en el mismo punto. 

Siguiendo la misma secuencia, si hay 6 polos ubicados 

en un solo punto, entonces deberá haber 6' diferentes ángu-

los de ~j y serán: 

0 
_ F+h2TI 

µj - ~ donde h=0,1,2,3,4,S 

< 
y si hay r polos ubicados en un solo punto, entonces: 

F+h2TI 
r donde h=0,1,2, ••• , r-1 (2.75) 

y as!, mediante la ecuación (2.75) obtendremos los r ángu-



los de inicio del lugar de las ra!ces (positivo o negati­

vo) para un polo de multiplicidad r. 
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En la figura 2.16 está el segmento de diagrama de flu­

jo desde que se define la primer rama (J=l) hasta lo Gltimo 

mencionado, en el cuAl: 

SA- Angulo en cuya direcci6n se encuentra un punto pe~ 

teneciente al lugar de las ra!ces a una distancia 6. Cuan­

do comienza la rama j toma el valor del ~ngulo de inicio de 

dicha rama, por lo tanto SA= aj. 

MP(J)- Multiplicidad de J-ésimo polo (es equivalente a 

r) • 

F- Condici6n de ángulo la cual se calcular4 en una sub 

rutina de este nombre para un punto (X 0 , Y0 ), corresponde a 

la expresi6n (2.73). 

Estas tres Gltimas variables se usan para definir el 

ángulo de comienzo para un polo de multiplicidad r, defini­

do en la ecuaci6n (2.75), y como se observa, comparando el 

diagrama de flujo con la ecuaci6n antes mencionada, 

h=II=MP(J)-1; por lo tanto cuando h=II=O será el altimo án 

gulo posible para el polo maltiple en cuesti6n y as! pasar 

al siguiente polo, por consiguiente II=MP(J)-1, MP(J)-2, ••. , 

2, 1, o. 

Teniendo el ángulo SA, es necesario normalizarlo, es 
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viene de la lioura 2.15 

GRAFICACION 

sigue en la figura 2.17 

Fl9uro 2.16 Oia9rama de flujo 
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decir obtener el ángulo equivalente en el rango -n~SA~n y 

esto se hará a trav~s de la subrutina NORMALIZA ANGULO que 

será explicada posteriormente. '8.0
, .~onveniente mencionar 

que en la explicaci6n del programa principal solo se hará 

menci6n de las subrutinas que utiliza, as! como de los va­

lores que de ellas se obtienen y en que variables se en­

cuentran almacenados, posteriormente se explicará cada sub 

rutina con el nombre que se le di6 en el programa princi­

pal. 

Con el punto y el ángulo de salida se calcula el si­

guiente punto, segtln la figura 2.4 como sigue: 

XO=A(L,l)+SS*COS(SA) 

YO=A(L,2)+SS*SIN(SA) 

como anteriormente ya se hab!a puesto L=O, entonces la ra­

ma comenzará en el primer polo introducido, como ya se ha­

b!a dicho. 

A partir de aqu! se empieza a calcular los puntos en­

contrando primero el ángulo SA, y en lo que resta del pro­

grama se utilizan las ideas expuestas en la descripci6n 

del algoritmo, considerando las siguientes variables: 

X=fx(XO,YO) 

Y=fy(XO,YO) 



XX=fxx(YO, YO) 

YY=fyy(XO,YO) 

XY=fxy(XO,YO) 
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DA- Incremento del 4ngulo dado por la ecuación (2,38), 

esto se visualiza en la figura 2.17 1 en la que aclararemos 

los siguientes detalles para su mejor entendimiento: 

a) Al calcular el punto exacto correspondiente a la 

ganancia de interés, se modifica el paso a través de una 

interpolación, esto se hace para encontrar exactamente el 

punto que corresponde a la ganancia de interés. 

b) Cuando el programa sale a GRAFICACION es que ha 

terminado el c4lculo de una rama y ahora se deber4n grafi­

car los puntos obtenidos. En caso de que se quiera calcu­

lar otra rama, entonces el programa pasará al diagrama de 

flujo de la figura 2.18 para qespu~s regresarse a la figu­

ra 2.16 y comenzar de nuevo la secuencia expuesta anterior 

mente. 
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OA••,/hHH(IA)•l 1 •(U)J/U 

Figura 2.17 Diagramo de flujo del Algoritmo 
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GRAFICA CION 

11•11 o Aliltkl •A(L,OIJ,,.(L+l,Ol•A(L,O 

Figuro 2.17 ContlnuoclÓn 
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ORAnCACION 

Figuro 2.17 Continuación 



Punto 4 de lo 
Figuro 2,16 

SI 

Punto 3 de lo 
Fiouro 2.16 

Figura 2.18 Diagramo de flujo que se aumento a lo rutina cuando 11 

quiere otro rama 
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A continuaci6n se explican las subrutinas que se usan 

en el programa: 

-subrutina Condici6n de Angulo: 

Esta subrutina calcula la condici6n de ángulo dada 

por la expresi6n (2.73), en la cu&l F1 está dada por la ex 

presi6n (2.70). Hay que notar que al final de la subruti-

na se normaliza el ángulo F, es decir se obtiene el ángulo 

equivalente en el rango -n~F~n. El diagrama de flujo se 

puede observar en la figura 2.19. 

-subrutina Cálculo de Angulo: 

Esta subrutina es la funci6n ARCTAN(X,Y) definida en 
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1N1C1 O 

Si 

1 = 1 TO NZ 

s 

RETURN 

Figura 2.19 Subrutina condición dt ángulo 
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la expresi6n (2,27a) y se muest:r:a en la figura 2,20, 

-Subrutina Derivadas Parciales: 

Esta subrutina calcula las derivadas par~iales corre~ 

pendientes a las expresiones (2.35), (2.36), (2,58), 

(2,59) y (2.60), y el diagrama de flujo se muestra en la 

figura 2. 21. 

-Subrutina Punto Silla: 

Esta subrutina está basada en las ideas expuestas en 

la sección II.4.3 y su diagrama de flujo se observa en la 

figura 2. 22. 

-Subrutina Normaliza Angulo: 

Esta subrutina obtiene el ángulo equivalente de SA en 

el rango -~~ SA<~ y su diagrama de flujo se observa en la 

figura 2.23. 

-Subrutina Cálculo de Ganancia: 

Considexando la expresión (2.23). la cual repetimos a 

continuaci6n con el nllmero: 

(2.76) 

y tomando en cuenta que hay ocasiones en las cuales G(s)H 

(s) está multiplicada por un factor FG, entonces (2.76) se 
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SI 

AN• ATN ( RE/IM) 

SI 

A N • F0/2 N SGN (IM) 

SI 

AN • - FO 

Afrt•ATN {IM/IU) + 'D• llN (1 M} 

1 

CRETURN) 

Figuro 2. 20 Subrutina cÓlculo dt ónoulo 
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1 N ICI O 

ll• IX+ l• IHhJ•P•l/TI I TI 

IY•JCY•lll(J).(O.G•PaP) /ti/TI 

SI 

Figuro 2.21 Subrutina derivados porclolu 



9() 

1 N 1C1 O 

2 

F loura 2.22 Subrutina Punto silla 
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SI 

PH: FO / K 

DX•IS/25 1 col (PH +SA•FO) 

DY• SS/ 25' sin ( PH + SA •FO) 

K: K t 1 

NO 

SI 

RETURN 

Floura 2.22 Continuación 
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1 N ICI O 

NO 

NO 

RETURN 

Figura 2.23 Subrutina Normaliza Anoulo 
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modifica como sigue: 

1 ls-z1lls-z21 •• - ls-zrnl le-sT¡ IFGI 
TKT = ls-p¡ l ls-p2 I ... js-pnj (2.76) 

si despejarnos IKI tendremos: 

1s-p1 ~-p¡ • • ·I s-pnl K = ~~~~~~~~~~-=~~ 
ls-z1 l ls-z2 I ... ls-zml le-s'i'¡ IFGI 

(2. 77) 

pero: 

le-e.T. l=le- (X+iY)T¡ =le-XT·e-iYT 1= le~· 11e-i~I 

¡ 

le -s'l'I= le-~ 1 lcosYT-isenYT I= le-XT 1 fcos 2Yt.+sen2YT
1 

por lo tanto: 

1 e -sT 1 = 1 e -X'l'. I 

sustituyendo (2.78) en (2.77) tenernos: 

ls-p1 l ls-p2 I • •• js-pnl IK 1 = ________ .;.;..__ __ 

1 s-z1 l ls-z2 l ls-z 3j ... js-zml1 e~X'I'.1 lFGI 

Is-pi l ls-p2 l • •• ls-pnl jeXT 1 
IKI = js-ziils-z2l ... js-zmllFG 1 

(2.78) 

(2.79) 

Por otro lado recordando que s=X+iY, pj=PRj+iPij y 

zj=ZRj+iZij entonces: 
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(2.80) 

= /(X-ZR.) 2+ (Y-ZI.) 2 

J J 
(2. 81) 

Considerando (2.80) y (2.81) tenernos que (2.79) se 

transforma en: 

11<1 = 

XT n ~ 2 2
1 

le 1 n (:X-PRj) +{Y-PI.} 
j=l J 

n 

eYT· 
K = FG 

j!1 (CX-PRj} 2+{Y-Pij} 2
) 

m 
n ((X-ZR

3
.) 2+(Y-Zij) 2

] 
j=l 

(2. 92) 

Por lo tanto, ccn la expresi6n {2.82) podemos calcu­

lar la ganancia correspondiente a un punto {X,Y) que perte­

nezca al lugar de las raices de un sistema dado, que es pr~ 

cisamente lo que hace la subrutina, la cu&l se representa 

en el diagrama de flujo de la figura 2.24. 

-subrutina Cambio de Exactitud: 

Como se observa en el programa principal, esta subrut~ 

na solo se utiliza después de hacer una corrección del áng~ 

lo SA, pero hay ocasiones en que debido a las aproximacio-

nea que se hacen en los algoritm.9.S y la exactitud que da el 
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1 N 1 C 1 O 

1: 1 TO NP 

J: 1 TO NZ 

A(L,O)•OToMa ( A(L,elJ eN'llOef)/pt 

R[TUIU 

A(L,O)•RT1 IE30 

R E T U R N 

Elouro 2. 24 Subrutina cálculo d1 oonancia 
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usuario del programa, nunca se encuentra un punto del lugar 

con la exactitud dada, por lo que se ve la necesidad de mo­

dificarla, y esta subrutina la va haciendo por un factor de 

10, y se puede observar su diagrama de flujo en la figura 

2.25. 

II. 6. LISTADO 

En el ap~ndice A se muestra el listado del programa el 

cual es el resultado de la recopilacidn de todas las ideas 

expuestas en la secci6n anterior. 

Si se est4 un poco familiarizado con la computadora 

empleada, el entendimiento del m~todo empleado para la gra­

ficaci6n ser4 muy sencilla de entender con el solo hecho 

de observar el listado. 

II.7. OPERACION DEL PROGRAMA 

En esta secci6n se explica como el usuario deber4 ma­

nejar el programa y, como ya se menciond, est4 escrito en 

la forma cl4sica de llevar una "conversaci6n con la comp~ 

tadora". 

La explicaciOn se har4 a trav~s de un ejemplo. Supo~ 

gamos que se desea obtener el lugar geom~trico positivo de 

la siguiente funci6n de transferencia de malla abierta1 
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1 N 1 C 1 O 

NO 

NO 

EXACTITUD 
PARA EL SIGUIENTE 

PUNTO• EZ 

RETURN 

Figuro 2 .25 Subrutina cambio de exactitud 
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) - K 
G i (s H i (s) - s (s+3) (s+l+j (s+i-j) 

la funci~n no tiene ceros de malla abierta, el factor de g! 

nancia es el nmnero que multiplica a K y vale en este caso 

la unidad, no tiene ningGn retraso y los polos de malla 

abierta son: 

P1 = O+jO 

P2 =-J+jO 

p3 =-1-jl 

p 4 =-l+jl 

como todos los polos est4n elevados a la primer potencia, 

entonces la mult~plicidad vale uno, as! al correr el progr! 

ma y la computadora nos empiece a hacer preguntas, tendre­

mos que contestarle c"omo se indica a continuacidn. Las no 

tas que se presentan a continuacidn son aclaraciones adicio 

nales a lo que aparece en pantalla: 

FACTOR DE GANANCIA? 1 

t DIFERENTE DE CEROS? O 

t DIFERENTE DE POLOS? 4 

RETRASO? O 



POLOS· 

PARTE REAL, PARTE IMAG,, MULTIPLICIDAD 

? O, O, 1 

? -3, o, 1 

? -1, -1, 1 

? -1, 1, 1 
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Nota: Es necesario que en caso de polos y ceros complejos, 

se introduzca el correspondiente conjugado, adyacentes en­

tre s!, como se hizo en el presente ejemplo. 

FACTOR DE GANANCIA=! 

RETRASO= O 

DESEAS CAMBIAR ALGUNO DE ESTOS PARAMETROS (S/N) ? N 

NUMERO DIFERENTE DE CEROS=O 

NUMERO DIFERENTE DE POLOS=4 

LOS POLOS SON: 

PARTE REAL, PARTE IMAG., MULTIPLICIDAD 

o o l 

-3 

-1 

-1 

o 

-1 

1 

DESEAS CAMBIAR ALGUN POLO? N 

1 

1 

1 

LUGAR GEOMETRICO POSITIVO O NEGATIVO(l/-1)? l 

PASO? .1 

EXACTITUD? .1 
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Nota: No debemos olvidar que el paso es la distancia entre 

puntos calculados, en tanto que la exactitud es el error m! 

ximo permitido al calcular un punto, ambos deben ser menores 

que la unidad. Un valor adecuado para ambos es 0.1 y en ca­

so de que por alguna raz6n no calcule la rama deseada, hay 

que cambiar los valores, pero siempre menores que la unidad. 

GANANCIA DE INTERES (S/N)? S 

GANANCIA? 10 

Nota: Con lo anterior, el programa calcular~ el punto co-

rrespondiente a la ganancia 10. Obviamente se le puede dar 

otro valor de ganancia. El signo de la ganancia debe ir en 

relaci6n con el lugar deseado (positivo o negativo) • 

AREA DESEADA (EL NUMERO QUE AQUI SE INTRODUZCA CORRES­

PONDE A LA MAGNITUD A PARTIR DEL ORIGEN HACIA LAS PAR­

TES POSITIVA O NEGATIVA D~ CADA EJE) DE PREFERENCIA UN 

MULTIPLO DE 5? 5 

CALCUit~DO R.1\.r.tA • , , , , , . , • ~ , 1 , • , • , , , •••• , t: • , •• , , • , , • , , •• 

Nota: Cada punto que aparece en la pantalla indica un ci-

clo para calcular un punto. Cuando termina de calcular pu~ 

tos, aparece lo siguiente: 

(1) IMPRESION DE DATOS 

(2) GRAFICA 

(3) OTRA RAMA 

(4) OTRA FUNCION 
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(5) FIN 

CUAL DESEAS? 1 

Nota: Si se oprime el Nº l, aparecera en la pantalla el va 

lor de cada punto calculado con su respectiva ganancia. N6 

tese que el programa debi6 haber calculado el punto corres­

pondiente a la ganancia 10 o alguna que hayamos especifica­

do. Terminada la impresi6n de datos en la pantalla, volve­

rá a aparecer: 

(l) IMPRESION DE DATOS 

(2) GRAFICA 

(3) OTRA RAMA 

(4) OTRA FUNCION 

(5) FIN 

CUAL DESEAS? 2 

BORRO LA PANTALLA (S/N) PRESIONA CUALQUIER TECLA DES­

PUES DE DESPLEGAR GRAFICA? S 

Nota: Como es la primera rama que se está calculando, en­

tonces hay que borrar toda la basura que tenga en memoria 

la computadora, esto en lo que a gráficas se refiere. 

Cuando se quiera observar una segunda rama ya calculada, 

no deberá borrar la pantalla, si es que se quiere ver tam­

bién la gráfica anterior, para que encima se grafique la 

nueva rama. Después de que aparezca la gráfica se deberá 

presionar cualquier tecla con lo cual aparecerá: 
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MA~CA DE GANANCIA (S/Nl? 

Nota: Si se desea otra marca de ganancia, se dan las ins­

trucciones como se mencion6 en la nota anterior, y si no 

se desea, se presiona la tecla N con lo cual volverá a ap~ 

recer: 

(1) IMPRESION DE DATOS 

(2) GRAFIC;A 

(3) OTRA RAMA 

(4) OTRA FUNCION 

(5) FIN 

CUAL DESEAS? 

Nota: Si ahora se oprime el Nº 3, el programa empezará a 

calcular otra rama, si se oprime el Nº 4 es para introdu­

cir otra funci6n de transferencia de malla abierta, y si 

se oprime el Nº 5 se saldrá del programa y se borrará de 

la memoria de la computadora. 

II.8. EJEMPLOS SELECTOS 

A continuaci6n se dan algunas funciones de transferen 

cia de malla abierta de las cuales se ha obtenido el lugar 

geométrico positivo a través de la computadora: 
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K 
a) G1(S) H,(S) "10+'4'j5 

lm 

4 

-8 -4 4 e 

-4 

b) G1(S) H¡(S): (S + 4) si 
K 

lm 

·4 4 e 

lt• 



K 
e) Gi(S)H¡(S)• (S t4)2 S 

lm 

-a -4 

K 
d) ll1(S)Hi(S)= S(S+4)(S+4+4J)(S+4·4j) 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

,/' 

tm 

104 

8 

4 e 

Rt 
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1( 

e) Gi(S) H1 (S): S(S + 4)(S-2j )( s +2J)( S+2-2j )(S+2 + 2 ¡)(s+ 4 -2) )(S +4+2j) 

lm 

4 

4 e 

-4 

1( 

f) G1(S)H1(S): S(Stl) (S+2) 

-4 -2 . 2 ... 
Re 

-
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K 
o) G,(s! H,(S)• S(S+2)(S+ 1 +J) (S + 1-j) 

lm 

-4 2 4 

K 
h) G1(S)H1(S)• S(St3)(Stl+j)(s+l-j) 

'"' 

2/ 

-4 -2 2 4 

Rt 

) 



Kl21 
i) G¡(S)H,(S):STs+íT 

-2 

Ke-s 
J) Go(S)H,(S):STS'TIT 

-2 

-1 

-1 
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lm 

Re 

-1 

lm 

2. 

Rt 
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CAPITULO III 

PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA EL CRITERIO DE NYQUIST 

III.I. INTRODUCCION 

Otro método, también gráfico, para investigar la esta­

bilidad de un slstema lineal invariante con el tiempo es el 

criterio de Nyquist (5) el que, como se verá en el presente 

cap!tulo, posee las siguientes caracter!sticas, entre otras: 

a) Nos da la estabilidad absoluta del sistema 

b) Además de la estabilidad absoluta, nos informa acer­

ca Je la estabilidad relativa. 

e) Se puede determinar el valor de algdn parámetro I< 

de tal manera que el sistema sea estable. 

d) Puede usarse en sistemas con retraso de tiempo. 

e) Nos proporciona la estabilidad de un sistema en el 

dominio de la frecuencia, es decir en términos de 

la respuesta de frecuencia. 

La respuesta de frecuencia es la respuesta que tiene un 

sistema cuando se le aplica una entrada senoidal¡ es decir a 

partir de que se le aplica una entrada senoidal esta tendrá 

una cierta amplitud y una cierta frecuencia y cuando a esa 

entrada se le var!a solo la frecuencia, el sistema responde­

rá de diferente manera de tal modo que si se investiga como 



responde (el sistema) al variar la frecuencia de la misma 

señal senoidal de entrada, se habrá obtenido la respuesta 

de frecuencia. 
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El m~todo de Nyquist consiste en determinar, de manera 

indirecta, en que parte del plano complejo están ubicados 

los polos de malla cerrada a partir del conocimiento de la 

función de transferencia de malla abierta. 

En este capitulo se desarrollará un programa de compu­

tadora que presentará una gráfica, en la pantalla de la mis 

ma, llamada Lugar de Nyquist, a partir de la cu~l se podrá 

aplicar el criterio del mismo nombre. 

Es necesario considerar que para poder aplicar el cri­

terio de estabilidad de Nyquist es necesario obtener la re~ 

puesta en frecuencia del sistema que su diagrama polar y ta~ 

bién entender el teorema de Cauchy el que se explicará sin 

demostración por lo que estos serán los temas a desarrollar 

en l~s siguientes secciones y posteriormente se estudiará 

el criterio de Nyquist. 

III.2. OBTENCION DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA 

En esta sección vamos a demostrar que para obtener la 

respuesta a la frecuencia, de un sistema lineal invariante 

con el tiempo, es necesario reemplazar jw por s en la fun­

ción de transferencia de malla cerrada. 
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Sea la ecuación (1.3), la que repetimos a continuación: 

F(s) = Y(s) 
XTsT 

como se observa en (1.4), F(s) es la relación de dos polin~ 

mios en s. Como estamos suponiendo que la entrada es senoi 

dal, ésta vendrá dada por: 

x(t) =X sen wt 

donde X es la amplitud pico máxima y w es la frecuencia an­

gular, por lo que al transformarla al dominio de Laplace se 

convertirá en la siguiente expresión, suponiendo condiciones 

iniciales nulas: 

X(S) = wx 
s2 + w2 

y la salida del sistema será: 

Y(s) = F(s)X(s) = sJ!!l X(s) p(s) 
q(s) wx 
PTsT s2+w2 (3.l) 

en donde q(s) es el polinomio del numerador y p(s) el del 

denominador de F(s) (ver expresión (1.4)). El polinomio 

del a~n~tninador puede ser expresado como el producto de sus 

ratees, por lo tanto la expresión (3.1) será: 

Y(s) wx 
s2+ w2 
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Si hacemos un desarrollo en fracciones parciales para 

obtener la respuesta en el dominio del tiempo, tendremos lo 

siguiente, suponiendo que p(s) tiene ratees distintas: 

Y(s) 
b1 b2 bn a ~ 
--+--+ ... +-+....,.....--+-­s-pl s-p 2 s-pn s+Jw s-jw (3. 2) 

rlonde a y bi (i=l,2, .•• ,n) son los residuos constantes, y 

a es el complejo conjugado de a. La transformada inversa de 

Laplace de la expresión (3.2) nos dará la respuesta del si~ 

terna en el dominio del tiempo, como se muestra a continua--

ci6n: 

(3. 3) 

si Y(s) tiene polos de multiplicidad rnj, entonces en el do-

i i d l i ~ ~ i de la forma thjepjt m n o e t empo apareceran t~rrn nos 

(hj=0,1,2, •.• ,mj-l), y si el sistema 

los polos p1 , p 2 , ... , pn tendrá parte 

~ P1t P2t Pnt que los t ... rminos .e , e , ••. , e 

es estable, entonces 

real positiva, por lo 

tenderán a cero con-

forme el tiempo t tiende a infinito, por lo tanto en estado 

estacionario desaparecerán todos los términos de la expre-

sión (3.3) incluso si tiene polos mQltiples desaparecerán 

las expresiones correspondientes a estos), excepto los dos 

primeros, quedando de la forma siguiente: 

y(t) = ae-jwt + aejwt (3. 4) 
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donde a y a se calculan de las expresiones (3.1) y (3.2) co 

mo sigue: 

F(s)~ = s +w 

despejai:ido a: 

b¡ b2 bn 
-ª-+-~-+--!---+ + s+jw s-JW s-p1 s-p2 ••• s-pn 

b 
[ wx a 

a= F(s) $2+w2 - s:]'W' - - ___!!_] (s+jw) 
s-pn 

si s= -jw tendremos: 

a= F(s) sW::.w (s+jw) 1 
s=-'jW 

=F (s) wx (s+jw) I 
(s+jw) (s-jw) s=-jw 

a = _ XF(-jw) 
2j 

de manera similar para a tenemos: 

a= XF(jw) 
2j 

como F(jw) es una cantidad compleja: 

donde: 

F (jw) = 1 F (jw) 1 ej¡6 

IFCjw) 1= f[Re{F(jw) l]2+[1m{F(jw) >]2 

lm{F(jw)} 
Re{F(jw)} 

para F(-jw) tenemos también que: 

F(-jw)=IF(-jw) le-j¡¡S =IF(jw) le-j¡¡S 

(3.5) 

(3.6) 

(3. 7) 

(3.8) 

(3. 9) 
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sustituyendo (3,7) en (3,6) y (3.9) en (3.5): 

(3.10) 

(3 .11) 

sustituyendo (3,10) en (3.11) en (3,4): 

y(t)= _ X!F(jw)~rj~e-jwt + JGtp(jw) 'z~~ ejwt 

. . ej (wt+~) e -j (wt+¡¡S) 
y(t) = XIF(jw) 1 ---~-~---

y(t)=XIF(jw) lsen(wt+~) 

y(t) = Y sen (wt+¡¡S) (3 .12) 

donde Y=X F(jw) 

De la expresidn (3,12) se'observa que para un sistema 

lineal invariante con el tiempo y estable, la salida es se­

noidal cuando se le aplica una entrada tambi~n senoidal, a~ 

has de la misma frecuencia pero de diferente amplitud y de-

fasadas entre si. Del desarrollo anterior se obtiene lo si 

guiente, considerando (3.12) y (3.8); 

y 

I~ 
~ 



de tal manera que en general: 

y (jw) - F (. ) 
X (jw) - JW 
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(3 .13) 

con lo anterior se demuestra que la respuesta a la fecuencia 

se obtiene sustituyendo a s por jw en la funcidn de transfe-

rencia. 

III.3 DIAGRAMAS POLARES 

La respuesta en frecuencia F(jw) es una cantidad compl~ 

ja que se puede representar en dos dimensiones tomando a w 

como par~metro, y se puede expresar de las siguientes dos for 

mas equivalentes: 

Forma rectangular: F(jw)=Re{F(jw) }+j Im (F(jw)} (3 .14) 

Forma polar: F(jwl=IF(jw) lej¡6(jw) = jF(jw) 1 lr6!jw) (3.15) 

Un diagrama polar es la representacidn gráfica de la res 

puesta en frecuencia F(jw) para O~w<m en un sistema de coor­

denadas cartesianas de Re {F(jw)} contra Im {F(jw)} • Como 

las ecuaciones (3.14) y (3.15) son equivalentes, es ldgico 

pensar que el diagrama polar tambi~n se puede representar en 

coordenadas polares, en realidad la eleccidn de coordenadas 

ya sean cartesianas o polares depende de como sea más fácil 

expresarla funcidn F(jw) ya que en ambos sistemas de coorde-

nadas la gr~fica será exactamente la misma. 
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A continuación se realizar4 un ejemplo para dejar m!s 

claro como se hace el diagrama polar de una función de trans 

ferencia. 

Ejemplo: Obtener el diagrama polar para la siguiente función 

de transferencia: 

· s+6 
F (s) = (s+3) (s+l) 

Forma rectangular: 

. l8-2w2 (w3+2lwl 
F (jw) = (3-w2) 2+16w2-j (3-w2) 2+l6w2 

Forma polar: 

jF(jw)j = - (l8-2w2 ) 2 +(w3 +2lw) 2 

1 (3-wZ) 2 +l6w2 j 2 

F (jwl = tg-1 1_ w +2lw l 
I8-2W 

w jF(jw) 1 

o.o 2.00 
o.s l. 77 
l.O l.36 
2.0 0.78 
3.0 o.so 
6.0 0.21 

10.0 o .11 

o.oo 

IF!jw) 

o 
-31° 

-54° 
-18.íº 

-90° 
-99 o 

-98.Sº 

-90° 
~--
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lm 

·I 

III,4, TEOREMA DE CAUCHY 

El teorema de Cauchy también llamado Principio del arg~ 

mento tiene su base en la representación de funciones compl~ 

jas de una variable compleja, dicho teorema se explicar~ en 

esta sección sin demostrarlo. 

Una función de una variable real como lo es f(x) siendo 

x real se puede representar en un solo plano cortesiano gra­

ficando f(x) contra x. Una funcidn compleja de una variable 

compleja, como lo es F(s) donde s~cr+jw no se puede represen­

tar en un anico plano cartesiano. 
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La variable compleja s depende de una parte real y otra 

imaginaria, y tambi~n la función compleja F(s)=Re {F(s)} + 

jim{F(s)} por lo que un punto de plano s(o contra jw) ten­

drá su representación en el plano F (s) (Re{F (s)} contra jlm 

{F(s)}) a trav~s de la función compleja F(s), de tal manera 

que para representar F(s) se requiere de dos gráficos bidi­

mensionales, proyectando los puntos del plano s sobre los 

del plano F(s) a través de la funr.i<Sn F (s) , como se muestra 

en la Figura 3.1, tal proyección es unívoca. 

jw 

Re{l'l•l} 
Plano 1 Plano F (1) 

F'lgu ra 3.1 Proyeccidn del plcin"o ,- al ir:(a l 
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Una funci6n F(s) es analttica si existe en todos los 

puntos de una regi6n de plano s (es decir, si el límite es 

finito y anico) • Un punto en el cuál F(s) no es analítica 

(no tiene limite finito y anico) se le llama punto singular 

o singularidad, y como ejemplos de puntos singulares est~n 

los polos de F(s). 

Una característica de las proyecciones del plano s al 

plano F(s) es que si en el primero hay un contorno cerrado, 

al proyectarlo al segundo el contorno resultante también se 

rá cerrado. 

Un punto est~ rodeado por un contorno si este se encuen 

traen su interior. En la figura 3.2(a) y (b) el punto A 

está rodeado y el punto B no lo está. 

lm lm 

.e 
•ª 

Re Re 

(o) (b) 

Figuro 3.2 Rodeo de un punto 
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Hasta ahora no se ha hablado acerca del sentido que 

resultará en el plano F(s) al escoger un contorno cerrado 

en el plano s con un sentido determinado. El sentido que 

aquí siempre consideraremos en el contorno del plano s, s~ 

rá el de las manecillas del reloj (aunque se puede escoger 

el sentido contrario) , para lo que el teorema de Cauchy di 

ce: 

Si un contorno rs es el plano s rodea Z ceros y P po-

los de F(s) y no pasa a través de ningQn polo o cero de F(s) 

cuando el recorrido es en la dirección del movimiento de las 

manecillas del reloj a lo largo del contorno, el contorno 

correspondiente r"f en el plano F (s) rodea el origen de dicho 

plano N=Z-? veces en la misma dirección, Un signo negativo 

de N quiere decir que los rodeos al origen en el plano F(s) 

serán en sentido contrario a las manecillas del reloj. 

veamos un ejemplo para entender mejor el teorema de 

Cauchy. 

Sea la funcitSn: 

F¡ (s) = 
(s-z¡) (s-z2) 

1s-p¡) (s-p2l (s-p3 ) 

su patr6n de polos y ceros aparece en la figura 3.3 junto 

con un contorno cerrado rs' y F1 (s) es anal!tica para todos 

los puntos pertenecientes al contorno. 



jw 

ll r, 
X p1 

Z2 pJ ZI 

X pi .. 
u 

Figuro 3.5 Patrón de polos r ceros de F 1 (•) ., 

un contorno cualquiera 
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Al hacer la proyecci~n al plano F1 (s) y considerando el 

teorema de Cauchy, tenemos que en el plano s el nt1mero de ce 

ros que rodea el contorno r s es Z=l y el ndrnero de polos que 

rodea el mismo contorno es P=2, por lo tanto N=Z-P=l-2=-l y 

esto implica que el ndmero de rodeos al origen en el plano 

F1 Cs) s~r~ uno, en sentido contrario a las manecillas del 

reloj, debido al signo, esto se observa en la Figura 3.4. 
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lm F¡(s) 

Figura 3.4 Proyección al plano F1(1) 

Hay que hacer hincapiE! en el hecho de que en la fórmula 

N=Z-P, Z es el nt1mero de ceros rodeados por Ts y Pes tam­

biE!n solo el nt1mero de polos rodeados por r s y N el nt1mero 

de rodeos del contorno rF al origen del plano F(s). 

En las figuras 3.5 y 3.6 se muestran otros ejemplos 

acerca del teorema de Cauchy para su mejor comprensión. 

-III.5. CRITERIO DE ESTABILIDAD DE NYQUIST 

Consideremos la expresión (2.ll., la cu~l representa la 

función de transferencia de un sistema de malla cerrada, en 

donde P(s)=l+G1 (s)H1 (s)=O es la ecuación caracter!stica. Si 

P(sl=O se expresa como una relación de polinomios en s, en-
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jw lm F(s) 

r,... 

R1{F!1l) 

(a) ( b) 

Figura 3.5 Ejemplo del Teorema de Cauchy 

r. r r· "'' 
r,... 

X 

Rt {F!sl} 

(a) (b) 

Figura 3.6 Ejemplo del Teorema de Cauchy 
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tonces para determinar si un sistema es estable habr~ que 

conocer la localizacidn de los ceros de P (s) (que vienen a 

ser los polos de todo el sistema) • Con lo mencionado en las 

C(s) 
RTSr = l+G1 (s)H1 (s) (2.1) 

secciones anteriores, nos podr!amos poner en la situacidn de 

Nyquist hace algunos años, en la que el deseaba saber la ubi 
' cacidn de los ceros de l+G1 (s)H1 (s)=O para conocer la estabi 

lidad de un sistema y que, evidentemente encontrO que se po­

d!a aplicar el teorema de Cauchy si en el plano s se escog!a 

un contorno que abarcara todo el semiplano derecho para as! 

saber cuantos ceros de P(s)=O se ubican en esa regidn. El 

contorno que Nyquist escogid es el que se observa en la f i­

gura 3,7, el cu~l es todo el eje jw junto con un semic!rculo 

de radio infinito que abarca todo el semiplano derecho, y su 

sentido es el de las manecillas del reloj, y segrtn el teore­

m~ de Cauchy, no debe pasar a trav~s de ninguna singularidad: 

como se observa en la misma figura, si existen singularidades 

en el.eje jw, el contorno la rodear~ con un semic!rculo cuyo 

radio tiende a cero. A dicho contorno se le llama contorno 

de Nyquist. 
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Fltura 3.7 Contorno de Nr1111t1t 

Si el contorno de Nyquist lo proyectamos hacia el plano 

P(s) a través de la funci6n P(s)=l+G1 (s)H1 (s)=O entonces co­

noceremos cuantos ceros hay en el semiplano derecho de s si 

analizamos el comportamiento del contorno resultaute en el 

plano P(s), y además sabemos cuantos polos de P(s) están ro­

deados por el contorno de Nyquist. Analizar el comportamiento 

del plano P(s) quiere decir investigar el nllmero de rodeos 

al origen y el sentido de tales rodeos. Con lo mencionado 

un criterio de estabilidad ser!a: considerando el contorno 

de Nyquist, representado en la Figura 3.7, que no pasa por 

ningún punto singular de P(s), el ndmero de ceros de P(s) 

que se encuentran en el semiplano derecho del plano s es 

igual al número de polos de P(s)=l+G1 (slH 1 (s)=O que se en-
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cuentran en el semiplano derecho más el narnero de rodeos 

al origen del contorno resultante en el plano P(s). 

Nyquist observ6 que el contorno de l+G1 (jw)H 1 Cjw) para 

cuando (-~<w<m) (es decir la porci6n de todo el eje jw en 

el planos), es el plano P(s) es la suma del vector unita-

rio y del vector· a1 Cjw) H1 Cjw), por lo tanto l+G1CjwlH 1 Cjw) 

(contorno de la figura 3.&(a)) es igual al vector que va. 

1 +811lwlH1ll•l 

lm lm 

Plano 1 + G1H1 Plano G1 H1 

Rt 

l+l11JwlH11lwl 

(a) (b) 

Figura 5.8 Olagromaa de Gi(jw) Hi(jw) 
en 101 plono1 l+G 1H1 y G1H1 

Rt 

~el punto (-1,0) hasta el extremo del vector G1 (jw)H1 Cjw) 

corno se observa en la Figura 3.B(b), además considerando 

que los polos de l+G1 CsJH 1 Csl son los mismos que de G1 (s) 

H1 Csl, entonces se puede obtener el narnero de ceros de 

l+G1 (s)H 1 (s) que se encuentran en el semiplano derecho a 

partir de la proyecci6n del contorno de Nyquist a través de 
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la funci6n G
1

(sJH
1 

(s) y observando el namero de rodeos al 

punto (-1,0) del plano G
1

CsJH
1

(s) y su sentido, junto con 

el namero de polos de G1 (s)H1 (s). Al contorno del plano 

G1H1 , resultante de proyectar el contorno de Nyquist sobre 

dicho plano, se le llama "Lugar de Nyquist". 

As! pués, el criterio de estabilidad de Nyquist puede 

establecerse formalmente como sigue; 

Un sistema de control, realimentado lineal e invarian-

te con el tiempo es estable si y solamente si el contorno 

rG H (lugar de Nyquist} resultante de proyectar el contor 
1 1 

no de Nyquist en el plano G1H1 , no rodea el punto (-1,0) 

cuando el namero de polos de G1 (s}H1 Cs} en la parte derecha 

del plano s es cero (P=O}. 

Si el ndmero de polos de G1H1 , con parte real positiva 

no es cero, entonces el criterio de estabilidad de Nyquist 

es1 

Un sistema de control realimentado, lineal e invarian-

te con el tiempo· es estable si y solamente si para el canto~ 

no rG H (lugar de Nyquis~ resultante de proyectar el con-
1 1 

torno de Nyquist en el plano G1H1 , el namero de rodeos al 

punto (-1,0}, en sentido contrario al de las manecillas del 

reloj, es igual al narnero de polos con parte real positiva 

de G1 (s} H1 (s). 



128 

Para que haya estabilidad se requiere que no haya ceros 

con parte real positiva (Z=O) por lo tanto, si no hay polos 

con parte real positiva, de la funcidn G1 (s)H1 (s), de la 

fdrmula Z=N+P como P=O implica que Z=N, entonces para que 

haya estabilidad no debe haber rodeos al punto (•l,O), es 

decir Z=N=O. 

Pero si P~ O, para que siga habiendo estabilidad se de 

be cumplir que Z=O, y entonces .O=N+P o N=-P por lo tanto el 

nttrnero de rodeos al punto (-1,0) en sentido contrario a las 

manecillas del reloj (por el signo menos) debe ser igual al 

ndmero de polos con parte real positiva de G1 !slH1 (sl. 

A continuacidn vamos a desarrollar un ejemplo para en-

tender mejor el criterio de estabilidad de Nyquist. 

Ejemplo, Sea la siguiente funcidn de transferencia 

de malla abierta1 

en la figura 3,7 se observa el contorno de Nyquist y para 

aplicarlo te.,¡¡emos que hacer lo siguiente: 

G(jw)H(jw)= ~l = r+!z - j ¡":.,.2 :: Pe{G{jw)H{jw) }+jlm{G(jw) H (jw)) 

tabulando la parte real y la parte imaginaria de la funcidn 

de transferencia de malla abierta tomando a w como par~me-

tro, tendremos lo siguiente1 



w Re{G(jw)H(jw} 

o.o 1.0 

o .s o·ª 
2.0 0.2 

00 o.o 

lm{G(jw)H (jw)} 

o.o 
-0.4 

-0.4 

o.o 
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graf icando los resultacba anteriores y oonsideranCb que la gr~fica es 

sim~trica para G(jw)H(jw) y G(-jw)H(-jw) tendremos: 

(-1,0) 

w--,,,.-- .... , 
I ' 

l \ 

w+ 

como la gr~fica no rodea el punto (-1,0) entonces N=O, y co­

mo no hay polos de malla abierta dentro del contorno de Nyquist 

P=O, por lo tanto Z=N+P=O, es decir que no hay ningdn polo de 

la funcidn de transferencia de malla cerrada en el scmiplano 



130 

derecho, por.lo tanto el sistema es estable. 

III.6, ESTABILIDAD RELATIVA 

En las secciones anteriores se obtuvo la estabilidad de 

un sistema en función de los rodeos del lugar de Nyquist al 

punto (-1,0) y aplicando la fórmula del teorema de Cauchy 

N=Z-P. 

Ahora vamos a obtener la estabilidad relativa de un sis 

terna en base a que tan cerca est~ de encerrar el punto (-1,0) 

el Lugar de Nyquist. Por ejemplo el sistema correspondien­

te al lugar de Nyquist de la figura 3,9(a) es rn~s estable 

que el correspondiente a la figura 3.9(b). 

R1 

Plano GaHe 

(-1,0) lm (-1,0) lm 

(o) (b) 

Figuro 3. 9 Lugar dt Nyqul1t dt do11l1t1ma1 
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se han establecido medidas de cercanía del lugar de 

Nyquist al punto (-1,0). Una de estas es el Margen de Ganan 

cia y otra es el Margen de Fase. 

El Margen de ganancia es el mínimo factor por el cu~l 

habr!a que multiplicar G1 (s) u1 (s) para que el sistema se 

vuelva inestable, y este se calcula en base a la Figura 

3.10 como sigue: 

1 
Margen de Ganancia 

I• {•oll•I Ho{Jwl) 

Fi9ura 3.10 Mar91n dt Ganancia 
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El Margen de Fase es el mínimo ~ngulo que debe sumarse 

a jG1 CslH1 (s) para que el sistema sea inestable, es decir 

corresponde al ~ngulo que se debe girar el lugar de Nyquist 

para que este rodee al punto (-1,0) y se calcula en base a 

la Figura 3.11 como sigue: 

Margen de Fase = ~MF 

Si ahora consideramos que la ecuacidn caracterrstica es 

como se muestra en la expresidn (2.6) que ahora repetimos 

con el nt1mero: 
l+KG(s)H(s)=O 

la cu~l también se puede escribir como: 

1 P(s)= [ + G(s)H(s)=O 

1 .. le Cfwl HlJ•I} 

/" 
/ \

.,.. 

1 r: 1 
I 
I 

(-1,0l"'' 
RI { G(JwlH(Jwl) 

Figuro 3.11 Margen d1 fo11 

(3.16) 

(3 .17) 
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en donde K es un par~metro libre y cuyo valor se debe dete~ 

minar de tal manera que el sistema en cuestión sea estable, 

entonces ahora el criterio de estabilidad de Nyquist se mo­

difica ya que la función P ( jw) =l/K+G ( jw) H ( jw) para - "'< w <"' 

(que es el lugar de Nyquist en el plano P(s) es la suma del 

vector l/K y el vector G(jw)H(jw), entonces l/K+G(jw)H(jw)=O 

es igual al vector que va del punto (-1/K,O) hasta el extr~ 

mo del vector G(jw)H(jw) y la figura 3.8 se modifica como 

en la figura 3.12, 

Es evidente que el ndmero de rodeos para aplicar el te~ 

rema de Cauchy es respecto al punto (-1/K,O), por lo tanto 

si se quiere que el sistema sea estable hay que escoger el 

valor de K de tal manera que el lugar de Nyquist no rodee 

en sentido horario el punto (-1/K,O), y si adem&s se quiere 

lm lm 

Plono-k- t GH PloftO GH 

•CJ•l .. l•I 

FIQura 3.12 Dl0Qromo1 d1 G(jw) H(jw) In 101 plano• 
1 /K +GH y GH 

Re 
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un cierto grado de estabilidad, habr~ que jugar con el pa­

r4metro K y sus correspondientes m4rgenes de ganancia y f~ 

se, los cuales se calculan en base a la figura 3.13 como 

sigue: 
l 

Margen de ganancia = ¡ax¡ 

Margen de Fase ~MF 

III.7. DESCRIPCION DEL ALGORITMO 

El problema de graf icar el lugar de Nyquist se reduce 

a sustituir s=jw en la funci6n de transferencia de malla 

abierta, es decir obtener G ( jw) H ( jw) para -"" <w<"" encentran 

do asi la proyeccidn del contorno de Nyquist correspondien­

te al eje jw para finalmente analizar solo la semicircunfe-

rencia de radio infinito. 

Flauro 3.13 Maraen de ganancia y foH paro un 
1i1t1ma con un parámetro K 



El algoritmo que aqu! se considera gr~fica G(jw)H(jwl 

para -m<w<~¡ tomando en cuenta que el lugar de Nyquist es 

simétrico respecto al eje real, entonces podemos obtener 
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el lugar de Nyquist para O<w< 00 y despu~s obtener los val~ 

res simétricos cambiando el signo que corresponde, para as! 

obtener también el lugar de Nyquist para -m<w<O. 

Como la función de transferencia de malla abierta es 

un cociente de dos polinomios en s, como se muestra a conti 

nuacidn: 

(3 ,18) 

sustituyendo jw por s en la ecuacidn anterior: 

bm(jw)m+bm-1 (jw)m-l + .•• +b1 (jw)+b 0 G(jw)H(jw)= (3 19) 
a (jw)n+a {jw)fi-I++ ••• +a (jw)+a 0 ' 

n n-1 1 

por otro lado tenemos que para graficar el lugar de Nyquist 

debe separarse a G(jw)H(jw) en su parte real y en su parte 

imaginaria, por lo tanto en la expresión (3.19) observamos 

que el factor jw elevado a una cierta potencia se puede sim 

plificar de acuerdo a lo siguiente: 

~
jw)P =-jwP 

(p=3, 7, 11, 15119 1 ••• l 

Ex¡:x;>nentes IIT{lares p P 
jw) = jw ( P=l, 5, 9, 13, ••• ) 

(3.20) 



{

(jw) P (p=2,6, 10,14,18, ••• ) =-wP 

Exponentes Pares 
(jw)P =wP 

(p=0,4,B,12,16,20,.,,) 
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(3 .21) 

tomando en cuenta las expresiones· f3 .20) y (3 .21), podemos 

separar el numerador y el denominador de (3.19) en su parte 

real e i~aginaria, como se muestra a continuaci~n: 

G ( jw) H ( jw) ; O~·b2w2.+b1¡w'+-b5w6+ •• .) +j !b1w-b3w3 +b5ws -b.,.,7 + •• .) (3 .22) 
(a 0 -a2w2+a4w4 -a6w6 + •• ,)+J(a1w-a.jw3 +a5w5 -a7w7+ ••• ) 

si tenemos que: 

entonces la expresi~n (3.22) ser~: 

G(jw)H (jw) NR+jNI 
DR+jDI 

(3 .23) 

(3 .24) 

si queremos separar parte real y parte imaginaria de G (jw) 

H(jw) tenemos que hacer los siguiente: 

G(jw)H(jw)= NR+jNI DR-jDI _ DR·NR-:1NR•DI+jNI 0 DR+NI•DI 
fiR!-jDI • DR-JDI - DR2 + 012 

(3.25) 



simplificando y separando: 

si1 

G(J'w)H(]'w)~ DR•NR+Nl·DI + J' 
oRZ+orz 

PR 

PI 

DR;NR+NI,DI 
oRz+orz 

NI• DR+NR· DI 
OR!+W-

entonces la expresión (3.26) es: 

NI •DR+NR•DI 
oRz+orz 

G(jw)H(jw)= PR+jPI 
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(3. 25) 

(3. 27) 

(3 .28) 

si la función de transferencia de malla abierta tiene un 

retardo de tiempo e-sT entonces habr! que multiplicarlo 

por G(s)H(s), pero como s=jw entonces: 

-sTl -jWX. e =e 

=jw 

cosw'E-j sen wT 

por lo tanto la función de transferencia de malla abierta 

con un retardo de tiempo T es: 

G(jw)H(jw)=(PR+jPI) (cos wT- j sen wT) 

G(jw}H(jw)=(PR.cos wT+PI.sen wT)+j(PI.cos wT-PR.sen wTl (3.29) 

y as! mediante la expresión (3.29) podemos calcular el lu-

gar de Nyquist en un sistema de cordenadas cartesianas. En 

la siguiente sección se describe el programa computadora. 



III.B PROGRAMA PARA EL LUGAR DE NYQUIST 

Ya que se tiene el algoritmo, lo que se procede a hacer 

es a desarrollar el programa de computadora. Al igual que 

el programa del cap!tulo anterior, este est! desarrollando 

en lenguaje BASIC sobre la misma computadora Apple II plus 

de 64 K de memoria. Tarnbi~n en este caso el programa est~ 

desarrollado en la forma cl~sica de manajo de programas en 

lenguaje BASIC, es decir el usuario del programa est! "con 

versando" con la computadora. 

El programa que aqu! se· desarrollar& sirve para calcu 

lar y graficar el lugar de Nyquist de una funcidn de trans 

ferencia de malla abierta con un retardo de tiempo, dicha 

funcidn debe estar expresada como un cociente de dos polin~ 

mios, como se muestra a continuacidn: 

(3 .30) 

donde K1 es una constante dada, K es el par!metro libre al 

que le determinaremos su valor y Tes el retardo. rcabe men 

cionar que el grado de los polinomiJs no tiene l!mite, y en 

realidad el l!mite lo da la capacidad de memoria de la com-

putadora. 

Las figuras georn~tricas que entrar!n en la formacidn de 

diagramas de flujo ser~n las mismas que se usaron en el capf 

tulo anterior, es decir las mostradas en la figura 2.11. 
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Antes de que la computadora empiece a calcular puntos 

del lugar de Nyquist, es necesario que tenga en memoria 

los valores de los coeficientes de los polinomios del nume 

rador y denominador, adem~s del grado de cada uno de ellos 

as! como los valores de K1 y K junto con el retardo de tiem 

po, estos datos se almacenar~n en las siguientes variables: 

FG-Factor de Ganancia. Corresponde a K1 de la ecuaci6n 

(3.30) y como ya se dijo es una constante que frecuentemen­

te aparece multiplicando al par~metro K y que por lo gene­

ral vale la unidad. 

NU - Grado del numerador 

ND - Grado del denominador 

T - Retardo 

Los coeficientes se introducen a travds de los siguie~ 

tes arreglos: 

CN(I)- Coeficientes del polinomio del numerador(02I~NU) 

CD{I)- Coeficientes del polinomio del denominador(O<I<NU) 

La introduccidn de datos se hace como muestra el segme~ 

to del diagrama de flujo de la figura 3.14 en donde se da 

la opción de verificarlos; la misma verificaci6n que se usa 

para los coeficientes en el denominador se usa en el numera 

dor. En la figura 3.14 aparecen dimensionadas la variable 

A(lS0,2) y 0%(150) en donde en el arreglo A(L,0) se almace 

nan los valores de las frecuencias, en A(L,ll la parte real 



1N1C1 O 

DTM CN (NU), 
CD (NO), 

A (150,2), 0% (150 

O TO NU 

CN (NU-1) 

Flouro 3.14 Introducción de datos y verificación 
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SI 

SI 

ligue en la figura 3.1!5 

Figura 3.14 Continuación 



y en (L,2) la parte imaginaria de los puntos calculados¡ 

el arreglo 0% (L) es un detector de puntos calculados es­

t~n fuera de la pantalla, no olvidando que O< L<lSO. 

Las siguientes variables también entran dentro del 

programa: 

i2-M~ximo valor absoluto del eje real, 

Y2-M4ximo valor absoluto del eje imaginario. 

W -Frecuencia inicial. 

WF-Fracuencia final. 

WI-Frecuencia de interés. 

DW-Incremento de frecuencia. 

SL-Paso, o sea es la distancia ideal entre puntos 

contiguos calculados. 
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K -Distancia real entre puntos contiguos calculados y 

detector de cercanía al origen (no confundir con el 

par~metro K) , 

L -Ndmero de puntos calculados (O<L<lSO) 

LI-Aqu! se almacena el ndmero de punto que corresponde 

a la frecuencia de inter~s. 

Kl-Contador del nt!mero de puntos que est!n fuera de 

pantalla, 

GA-Ganancia, ésta corresponde al valor que se le haya 

fijado a la variable K en la expresidn (3.30). 
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Inicialmente X2=lo 10 , Y2=lo10 , W=O, WF=lo 6, DW=.l,Kl=O, 

a las dem~s variables el usuario les da su valor. Es eviden 

te que si el t~rmino independiente del polinomio del denomi­

nador vale cero entonces la frecuencia inicial no puede valer 

cero ya que habría una divisidn entre cero, por lo que hay 

que evitar esto. 

A partir de aqu! se usa el algoritmo descrito en la se~ 

cidn anterior, tomando en cuenta que, el que haya un incre-­

mento de frecuencia DW no implica que la distancia entre pu~ 

tos contiguos sea SL, por lo que los incrementos de frecuen­

cia variar~n tratando siempre de que la diferencia entre la 

distancia real K (no confundir con el parametro) y el paso 

SL est~n entre el +20% de SL o K<SL. 

En la Figura 3.15 se observa el resto del diagrama de 

flujo del programa, en donde: 

NR-Numerador real 

NI-Numerador imaginario 

DR-Denominador real 

DI-Denominador imaginario 

CM-Magnitud del denominador (si DM=O implica que se tra 

ta de un punto singular, por lo que hay que variar el valor 

de la frecuencia) • 

PR-Parte real de G(jw)H(jw) 

PI-Parte imaginaria de G(jw)ll(jwl 
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· viene de lo figuro 3.14 

NO 

Figura 3.15 Programo principal poro calcular el lugor de Nyqulst 



~I• '9o(NI¡, Dll+NRoDll/DM 

Pll•f8 o(MlaU.Ul oDIJ/DM 

Jf"'9HttCH{1}• ION(X) • W t 1 

Figuro 3.15 Continuación 
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SI 

GRAFICACION 

K•IQO((A(L, l)-.l(L·l,l»ltt1/.(L•l,t)·A(L•l,l))ll) 

SI 

K' 
11

5 
11 

SI 

w 

.. IOfl(A(L,l)ft+A(L,t) 1 t) 

Figuro 3.15 Continuación 
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GRAFICACION 

Fl9uro 3.15 Continuación 



148 

III.9. LISTADO 

En el ap~ndice B se muestra el listado del programa de 

computadora que obtiene el lugar de Nyquist, el cual es el 

resultado de la recopilaci6n de todas las ideas expuestas 

en la secci6n anterior. 

La parte del programa que corresponde a graf icaci6n 

ser4 muy sencilla de entender con el solo hecho de obser-

var el listado del mismo. 

III.10. OPERACION DEL PROGRAMA 

En esta secci6n se explica como el usuario deber4 ope­

rar el programa, dicha explicaci6n se har4 a trav~s de un 

ejemplo para su mejor comprensi6n, 

Supongamos que se desea obtener el lugar de Nyquist 

de la siguiente funci6n de transferencia de malla abierta: 

1 
G(s)H(s) = (s+l) (s+2) 

como el programa esta hecho suponiendo que la funci6n de 

transferencia de malla abierta 9s un cociente de polinomios 

corno se muestra en la expresi6n 3.30, entonces tendremos 

que la siguiente expresi6n es equivalente y de esta manera 

cumplimos tal condici6n: 

1 
G(s)H(s) = s2+3s+2 
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por lo tanto al correr el programa los datos pedidos se da­

rgn comc.i se muestra a continuación, considerando que las no­

tas que.aparecen solo son aclaraciones adicionales a lo que 

va apar~ciendo en la pantalla, m~s no son parte del progra­

ma: 

GANANCIA? l 

Notas Esta ganancia se refiere al factor K1 de la ex~residn 

(3 .30) 

GRADO NUM.? O 

GRADO DEN • ? 2 

RETRASO? O 

COEF. NUM. 

COEF. DE S"O?l 

COEF. DEN. 

COEF. DE S"2? 

COEF. DE S"l? 

COEF. DE S"O? 

GANANCIA = l 

RETRASO = O 

l 

3 

2 

DESEAS CAMBIAR ESTOS PARAMETROS (S/N)? N 

Nota: Si se desea cambiar alg~n par!metro por haber cometido 

algOn error al introducir los datos, entonces se opri­

me S y se hace la correccidn que corresponda. 



GRADO NUMERADO = O 

COEFICIENTS NUMERADOR: 

SAO=l 

DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE (S/N)? N 

GRADO DENOMINADOR=2 

COEFICIENTES DENOMINADOR: 

SA2=1 

SA1=3 

SA0=2 

DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE (S/N)? N 

PASO? .1 
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Nota. El paso es la magnitud entre punto y punto calculado; 

por lo general es bueno un valor de 0,l pero si se d~ 

sea variar, entonces es conveniente hacerlo multipli­

c~ndolo o dividi~ndolo, segan sea el caso, entre o 

por diez (O .01, O .l, 1, 10, ••• ) • El paso se var!a 

cuando la gr~fica obtenida no est~ completa o cuando 

se desea que se calculen rn~s puntos. Cabe mencionar 

que el nrtrnero m~xirno de puntos que se calculan es 150. 

GANANCIA? 1 

Nota: Esta ganancia se refiere al par~metro K de la expre­

si6n (3.30) y que en este caso vale la unidad. 

FRECUENCIA DE INTERES (S/N)? S 

CUAL FRECUENCIA? 10 
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Nota1 Esta frecuencia se refiere a alguna frecuencia en pa~ 

ticular a la que se desee calcular las coordenadas 

exactas del lugar de Nyquist. 

CALCULANDO LUGAR •• , •••••••••••• , •••••••••••••••• 

Nota: Al aparecer lo anterior se entiende que se est4n cal 

culando puntos del lugar y cada punto significa un 

punto calculado, por lo que al terminar aparecer~ lo 

siguiente: 

(1) IMPRESION DE DATOS 

(2) LUGAR DE NYQUIST 

(3) OTRA FUNCION 

(4) FIN 

Nota: Si se oprime la tecla que corresponde a (l) aparecer& 

en la pantalla el valor de todos y cada uno de los 

puntos calculados junto con su re~pectivo valor de 

frecuencia, si se oprime el (3) se va al inicio del 

programa para as! poder introducir otra funci~n, si 

se oprime el (4) se sale del programa y por dltimo 

si se oprime el (2) aparecer4 lo siguiente: 

BORRO LA PANTALLA (S/N) PRESIONA cuAJ,QUIER TECLA DESPUES 

DE DESPLEGAR LA GRAFICA? S 



Nota1 Si no se borra la pantalla, la gr4fica aparecerá so 

brepuesta en la ~ltima gr4fica que se haya hecho en 

la computadora. También es importante señalar que 

el programa fue hecho considerando que el lugar de 

Nyquist es simétrico respecto al eje real, por lo 

tanto primero se calculan los puntos correspondien-
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tes a O~ w<= y después lo dnico que se hace es cam­

biar de signo la parte imaginaria de cada punto ca~ 

culada, para as! obtener el lugar de Nyquist para 

-=<w~O, por esta razdn al analizar la gr4fica, el sen 

tido de giro que esta tenga ser! el sP.ntido en que se 

empiece a dibujar la primera mitad del lugar de Nyquist 

ya que la otra mitad se dibuja por pura simetr!a. Des 

pués de haberse desplegado la gr4fica aparecer!: 

(1) INDICA FRECUENCIA 

(2) CAMBIA AREA 

(3) NINGUNA 

CUAL DESEAS? 

Nota: Si se oprime el (1) aparecerá: 

QUE FRECUENCIA? 

Nota: Aqu! se pondrá la frecuencia que se desee observar su 

punto correspondiente del lugar de Nyquist, para des 

pués volver a visualizar: 



(1) INDICA FRECUENCIA 

(2) CAMBIA AREA 

(3) NINGUNA 

CUAL DESEAS? 
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Nota: Si se oprime el (2) es para cambiar el ~rea de visua­

lizaci6n de 1a gr~fica, es decir se puede achicar o 

amplificar l~ gr~fica, y por altimo si se prime (3) 

se regresar~ para que nuevamente aparezca: 

(1) IMPRESION DE DATOS 

(2) LUGAR DE NYQUIST 

( 3) OTRA FUNCION 

(4) FIN 

CUAL DESEAS? 

III,11. EJEMPLOS SELECTOS 

En esta seccic'.ln se presentan algunas funciones de trans 

ferencia de malla abierta de las que se a obtenido el lugar 

de Nyquist a trav~s de la computadora. 

1 a)G(s)H(s)= s+T 

b)G(s)H(s)= Á s-.1. 

1 1 
c) G (s) H (s) = (s+l) (s+2) ·s +3s+2 

1 1 
d)G(s)ll(s)= (s+l) (s+2) (s+3)- s 3 +6s 2 +lls+6 



f)G(s)H(s) 

g)G(s)H(s) 

h)G(s)H(s) 

1 

l l 
s (s+l) (s+2) = s3+3s2 ~2s 

-s e 
S+T 

154 
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CONCLUSIONES 

A trav~s de este trabajo de tesis se puede observar co­

mo la computadora puede jugar un papel muy importante en el 

desarrollo de alguna asignatura en el !rea de Ingeniería, ya 

que esta puede servir como apoyo did!ctico para el profesor, 

explicando en clase la parte teórica y, en la parte pr!cti­

ca, es decir al hacer problemas sobre la teoría, se auxiliar! 

de la computadora, ahorrando as! mucho tiempo y pudiendo re­

solver m!s problemas en menos tiempo, con la ventaja de que 

si se tiene algQn problema complejo este se podr! resolver 

a través de la computadora, ya que los m~todos de estabili-­

dad aquí tratados (Lugar Geom~trico de las Raíces y Criterio 

de Estabilidad de Nyquist) se hacían casi inaccesibles para 

usar cuando se tenra un sistema un tanto complejo, por lo 

que ahora es todo lo contrario ya que hay una ganancia sig­

nificativa en velocidad y exactitud al hacer las gr!ficas 

correspondientes a cada m~todo a trav~s de los programas de 

sarrollados. 

Es importante hacer notar que con los programas se puede 

analizar la estabilidad de sistemas complejos a trav~s de 

los m~todos estudiados, cosa que sin el uso de la computad~ 

ra requiere de demasiados c!lculos, dando lugar a errores, 

ademas de que las gr!ficas as! obtenidas solo son aproxima­

das. 



GLOSARIO DE TERMINOS 

ECUACION CARACTERISTICA: Es el polinomio del denominador 
de la funcidn de transferencia de malla cerrada 
igualado a cero. 

FUNCION ANALITICA: Una funcidn F(s) es analítica si existe 
en todos los puntos de una regidn del plano comple 
jo (lo que equivale a que tenga un l!mite finito y 
dnico en todos los puntos de la regidn mencionada) • 

FUNCION DE TRANSFERENCIA DIRECTA: Es la relacidn entre la 
salida y la señal de error ~ctuante. 

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE MALLA CERRADA: Es la relacidn 
entre la salida y la entrada de un sistema en el 
dominio de Laplace. 

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE MALLA ABIERTA: Es la relacidn 
entre la señal de realimentacidn y el error actuan 
te. 

MARGEN DE GANANCIA: Es el m!nimo factor por el c=u~l hay que 
multiplicar G1 (s)H1 (s) para que el sistema se vuelva 
inestable, 

MARGEN DE FASE: Es el mínimo ~ngulo que debe sumarse a 
G1 (slH1 (s) para que el sistemu sea inestable. 

PATRON DE PESO: Es la respuesta a impulso en el dominio 
del tiempo. 

RESPUESTA EN FRECUENCIA: Es la respuesta que tiene un sis­
tema cuando se le aplica una entrada senoidal. 

SINGULARIDAD: Es un punto en donde la funcidn F(s) no es 
analítica. 

SISTEMA: Una relacidn entre entradas y salidas. 

SISTEMA ASINTOTICAMENTE ESTABLE: Es cuando a un sistema le 
aplicamos una perturbaci~n y sus efectos desaparecen 
con el tiempo, es decir la salida es igual con per­
turbacidn o sin ella. 



SISTEMA MARGINALMENTE ESTABLE: Es cuando a un sistema le 
aplicamos una perturbacidn y su salida varía un 
poco, despu~s de haber aplicado la perturbaci6n. 
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SISTEMA INESTABLE: Es cuando a un sistema le aplicamos una 
perturbaci6n y la salida es marcadamente diferente 
de la que obtendríamos sin la perturbación. 



APENDICE A 

Listado del Programa de Computadora para obtener 
el Lugar Geométrico de las Ratees 
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10 PRINT 1 PRINT "FACTOR DE GANANCIA"11 INPUT FG1 PRlNT 1 PRIN 
T "41 DIFERENTE DE CEROS"JI INPUT NZ1 PRINT 1 PRINT "4' DIFERENTE 

DE POLOS"; 1 INPUT NP1 PRINT : PRINT "RETRASO"¡ 1 INPUT T 
20 IF NZ = O GOTO 40 
30 DIM ZR<NZ>.ZI<NZ>,MZ<NZ>1 PRINT 1 HTAB (10>1 INVERSE 1 PRIN 
T 11 U•UCEROSUU*"1 NORMAL 1 PRINT : PRINT "PARTE REAL,PARTE l 
MAG.,MULTIPLICIDAD 11 1 FOR I = 1 TO NZ1 INPUT ZR<l>,Zl<I>.MZ<Il1 
NEXT I 
40 IF NP = O GOTO 60 
50 DIM PR<NP>,PIINP>,HP<NP>: PRINT : HlAB <10)1 lNVERSE 1 PRIN 
T "*UUPOLOS*UU"1 NORMAL : PRINT 1 PRINT "PARTE REAL,PARTE 1 
MAG.,MULTIPLIC1DAD 11 1 FOR I == 1 TO NP: INPUT PR<D,PI<I>,MP<Il1 
NEXT I 
60 PRINT 1 PRINT "FACTOR DE GANANCIA="FG1 PRINT "RETRASO="T 
70 PRlNT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ALGUNO DE ESTOS PARAMETROS <S 
/N) ";a GET K$1 IF K• = "N" GOTO 90 
80 PRINT "FACTOR DE GANANCIA"; 1 INPUT FG1 PRINT "RETRAS0"11 IN 
PUT Ti GOTO 60 
90 PRINT s PRINT "NUMERO DIFERENTE DE CEROS= 11 NZ1 IF NZ "' O GOT 
o 170 
100 PRINT "LOS CEROS SON1 ": PRINT "PAR'íE REAL, PARTE IMAG., MUL 1 
IPLlCIDAD"1 FOR I,. 1 TO NZ1 PRINT ZR<I>s TAB< 14>1ZIH>1 TAB< 
28) l MZ (1>1 NEXT 11 PRINT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ALC3UN CERO (S/ 
N) 11 JI GET K$1 IF K• = "N" GOTO 120 
110 PRINT 1 PRINT "DA 4t DE CERO <1 A "NZ" >•PARTE REAL, PARTE 
MAG. ,MULTIPLICIDAD" 1 INPUT I • ZR < I >, ZI <1 > , MZ <I l 1 GOTO 100 
120 K = 01 FOR I = 1 TO NZ1 IF K =O ANO ZI<Il m O C30TO 160 
130 lF K • O THEN K = la GOTO 160 
140 IF ZR<I> = ZR<K> ANO ZI<ll = - ZICKl ANO MZ<I> = MZCKl TH 
EN K • 01 GOTO 160 
1!50 PRINT 1 PRINT "CEROS COMPLEJOS CONJUGADOS DEBEN SER ADYACE 
NTES" 1 GOTO 100 
160 NEXT I: IF K < > O THEN PRINT 1 PRINT "CEROS COMPLEJOS D 
EBEN SER PARES" t GOTO 100 
170 PRINT 1 PRINT "NUMERO DIFERENTE DE POLOS="NP1 IF NP = O GO 
TO 230 
'180 PRINT "LOS POLOS SON1"1 PRINT "PARTE REAL,PARTE IMAG.,MULT 
IPLlCIOAD"1FORI"'1 TONPt PRINT PRCI>1TAB<14l1PIC1>s TAB< 
28lJMP<I>1 NEXT 1& PRINT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ALGUN POLO <SI 
N> "I t GET K$1 IF KS "' "N" GOTO 200 
190 PRINT 1 PRINT "DA tt DE POLO <1 A "NP" >,PARTE REAL,PARTE 
MAG., MUL TIPLlCIDAD" 1 INPUT I, PR < Il •PI <1 >, MP ( I > 1 GOTO 180 
200 K =O: FOR I = 1 TO NPt IF K =O ANO PI<I> =O GOTO 240 
210 lF K = O THEN K a lt GOTO 240 
220 IF PR<I> = PR<Kl AND PI<I> = - PI<K> AND MPCll = MP<Kl TH 
EN K = 01 GOTO 240 
230 PRINT t PRINT "POLOS COMPLEJOS CONJUGADOS DEBEN SER ADVACE 
NTES 11 1 GOTO 180 
240 NEXT 11 IF K < > O lHEN PRlNT 1 PRINT "POLOS COMPLEJOS D 
EBEN SER PARES 11 1 GOTO 180 
250 FO= 3.1415926551BP%"' 01SY. = O:P'l. = 01 DIM AC:Z00,21 
260 PRINT 1 PRlNT "LUGAR GEOMETRICO POSITIVO O NEGATIVO ( 11-1> 
"¡:INPUT RT1 PRINl "PAS0 11 ;1 INPUl 811 Pf<IN'T "EXAClllUD 11 11 INPU 
T E1:E2 =El / 1001Kl = O 
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270 PRINT "GANANCIA DE INTERESCS/Nl": Gé.l GS1 IF GS =- "b" IHEN 
PRINT "GANANCIA"11 INPUT KI1 IF SGN <RT * ~:Il = - 1 THEN P 

RINT "GANANCIA DEBE SER DE SIGNO CONTRARIO": G010 270 
280 PRINT "AREA DESEADACEL NUMERO QUE AOUI SE INTRODUZCA CORRE 
SPONDE A LA MAGNITUD A PARTIR DEL ORIGEN HACIA LAS f-'ARTES POS l"I 
IVA O NEGATIVA DE CADA EJElOE PREFERENCIA UN MULTIPLO DE 5l":: 
INPUT D:J 1 
290 IF J > NP THEN PRINT "RAMAS DENTRO DEL AREA COMFLEl AS": G 
OTO 530 
295 II = MPCJ> - 1 
300 L = 01LI - l:Kl = O:SS = ST:SI = SS 
310 ACL,Ol = O:ACL,ll = PRCJl:A<L,2l PI<J>:XO = PRCJl1YO =PI 
(J) 

320 IF XO < - O OR XO > O OR YO < - O OR YO > D THEN J = ~ + 
11 GOTO 290 

330 GOSUB 20001SA = <F + 2 $ II * FO> I MPCJ>1 GOSUB 40001AG a 

SA1 PRINT 1 PRINT "CALCULANDO RAMA" 11 GOTO 350 
340 KC = 01SA = AG1SS =SS / 41SI = SS1 IF ABS <X> < 1 ANO AB 
S <Y> < 1 ANO SS< ST / 256 THEN BPI. = 11XO = A<L,ll:YO = A<L,2 
)1SS = ST / 2561 GOSUB 2200 
350 XO = A<L,ll +SS* COS CSA>1YO = ACL,2> +SS* SIN CSA>1 
GOSUB 21001 IF PI. = 1 THEN SS = 4 * SS I 51PI. = 01 GOTO 350 
360 RE= - Y:IM = X1 GOSUB 30001 IF ABS CAG - AN> < •FO I 4 

OR ABS CAG - CAN+ 2 *FO)) < •FO I 4 OR APS CAN - CAG + 2 
*FO>> < =FO I 4 GOTO 380 

370 GOTO 340 
380 Al = AN1 GOSUB 20001DA = - F I CY t CDS CSAl - X $ SIN C 
SA>> / SS1 IF ABS <F> < E2 OR ABS <DA> < El THEN E2 =El I !O 
01Kl = 01 BOTO 400 
390 SA = SA + DA1 BOSUB 40001 GOSUB 90001 GOTO 350 
400 IF XO < - D OR XO > D OR YO < - O OR YO > D GOTO 530 
410 L = L + 1:A<L,1> = X01A<L,2> =YO 
420 GOSUB 80001 IF ABS (ACL,Oll > = 1E6 GOTO 530 
430 IF ABS <A<L,Ol) + 1E - 3 < ABS (A(L - 1,0>> THEN L s L -

11 BOTO 340 
440 IF ABS <X> > 1E4 OR ABS <Y> > 1E4 GOTO 530 
450 IF BS = "N" OR LI < > - 1 GOTO 480 
460 IF ABS <ACL,O> - KI> < = 1E - 4 THEN LI = L:SS = SI / 21 
SY. • 01 BOTO 480 
470 IF ABS <KI> < ABS <A<L,O>> THEN L = L - 11SS =SS t ABS 

<<KI - A<L,0)) / <A<L + 1,0) - A<L,O>>>:SI. = 1: BOTO 350 
480 IF SI. = 1 GOTO 510 
490 IF SS < ST THEN KC = KC + 11 IF KC = > 4 THEN 66 • 2 * SS 
1KC = 01 IF SS > ST THEN SS = ST 
500 SI = SS 
510 SA = Ali IF ABS <X> >El OR ABS <Y> > El THEN AG = Al 
520 PRINT ". "11 IF L < 200 GOTO 350 
530 PRINT 1 PRINT "(1> IMPRESION DE PATOS"1 PRINT "<2>GF<AFICA"1 

PRINT "(3lOTRA RAl1A"1 PRINT "C4lOTRA FUNCION": PRINT "<S>FIN"1 
PRINT l PRINT "CUAL DESEAS 11 1 GET K1 ON K GOTO 540,590,\560 1580, 

585 
540 TEXT : PRINT "GANANCIA"¡ TAB< 14> 1 "PARlE REAL" 1 TAB< 30>;" 
PARTE IMAG. ": PRINT 
550 FOR I:: O TO L1 PRINT A<I,O>; TABC 13>1A<I,l>1 'IAB< 2'ilJAC 
I,2>1 NEXT 11 GOTO 530 

.. 



560 IF II = O THEN J = J + 11 GOTO 290 
570 II = II - 11 GOTO 300 
580 CLEAR 1 GOTO 10 
585 HOME : NEW 1 END 
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590 HCOLOR= 3: ROT= 01 SCALE= 11EJ = 2 * D1XD a 241 / EJ1VD = 
173 I EJ 
600 PRINT 1 PRINT "BORRO LA PANTALLA(SIN>PRESIONA CUALtlUIER TE 
CLA DESPUES DE DESPLEGAR LA GRAFICA"I GET K• 
610 IF K$ = "S" THEN HGR2 1 GOSUB 9001 GOSUB 10001 GOTO 630 
620 POKE - 16304,0: POKE - 16299,0 
630 XA = 157 + A<0,1> * XD1YA = 88 - AC0,2> *VD 
640 FOR I = 1 TO L 
650 XB = 157 + A<I,1> * XD:YB = 88 - A<I,2> *VD 
660 HPLOT XA,VA TO XB,YB 
670 XA = XB1YA a YB 
680 NEXT I 
690 GET K$ 
700 TEXT 1 PRINT 1 PRINT "MARCA DE GANANCIA(SIN>"1 GET K$ 
710 IF K$ ·= "N" GOTO 330 
720 PRINT "GANANCIA"t INPUT W 
730 L1 • - 11 POKE - 16304,0t POKE - 16299,0 
740 FOR I = 1 TO L1 IF W > a A<I - 1,0> ANO W < = A<I,O> THE 
N L1 = I1 GOTO 760 
750 NEXT I 
760 IF Ll = - 1 THEN TEXT 1 PRINT "GANANCIA FUERA DE RANG0"1 

GOTO 700 
770 X m W - A<L1 - 1,0>1V = A<L1,0) - W 
780 IF X < V THEN Ll = L1 - 1 
790 X= 157 + ACL1,1) * XD1Y = 88 - A<Ll,2> *VD 
800 HPLOT X - 2,v - 2 TO X - 2,v + 2 TO X + 2,v + 2 TO X + 2,Y 

- 2 TO X - 2,V - 2 
810 GET K•1 TEXT 
820 PRINT "GANANCIA MAS CERCANA ES•"1A<Ll,Ol1 GOTO 700 
900 REM ESTA SUBRUTINA TRAZAS LOS EJES EN LA PANTALLA 
910 FOR I = 2 TO 174 STEP 41 HPLOT 35,It HPLOT 95,It HPLOT 155 
,11 HPLOT 215,Ii HPLOT 275,1: NEXT I 
920 FOR I = 35 TO 275 STEP 41 HPLOT I,21 HPLOT I,451 HPLOT I,B 
81 HPLOT I,1311 HPLOT I,1741 NEXT I 
930 RETURN 
999 REM ESTA SUBRUTINA GRAFICA LOS POLOS V CEROS ASI COMO TOD 
OS LOS CARACTERES ALFANUMERICOS 
1000 IF NZ = O GOTO 1050 
1010 A$ = "0" 
1020 FOR I = 1 TO NZt IF ZR<I> < - D OR ZR<I> > a D OR ZI 
<I> < = - D OR ZI<I> > = D GOTO 1040 
1030 XO = 155 + ZR<I> * XD - 21VO = 88 - ZI<I> *VD+ 31 GOSUB 
1900 
1040 NEXT 1 
1050 
1060 
1070 
< I > < 
1080 
1900 

IF NP = O GOTO 1100 
A$ = "X" 

FOR I a 

= - D 
xo = 155 

1 TO NP1 IF PR <I > < - D OR PR ( I> > = D OR PI 
OR PI<I> > = D GOTO 1090 
+ PR(l) * XD - 21YO = 88 - PI (1) *VD + 31 GOSUB 



1090 NEXT I 
1100 HPLOT 152,8 TO 155,2 TO 158,8 
1110 HPLOT 269,85 TO 275,88 TO 269,91 
1120 AS = "IM"1XO = 1711YO = 91 GOSUB 1900 
1130 AS= "RE"1XO = 2691YO = 1001 GOSUB 1900 
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1140 AS= STRS <D>:XO = 26:YO = 61 GOSUB 19001XO 275:YO 18 
31 GOSUB 1900 
1150 AS = STRS < - D> 1 XO = 26: YO = 1771 GOSUB 190(1 
1160 A$= STRS <DI 2>1XO = 261YO = 481 GOSUB 19001XO = 2191YO 
= 183: GOSUB 1900 

1170 AS= STRS ( - DI 2>:XO = 26:YO 1341 GOSUB 19001XO = 99 
1YO = 1831 GOSUS 1900 
1180 AS = "LUGAR GEOMETRICO" 1 IF fff > (1 "IHEN A$ = AS + " POSil 1 
VO": GOTO 1200 
1190 AS = AS + " NEGATIVO" 
1200 XO = 2321YO = 1911 GOSUB 1900 
1210 RETURN 
1900 FOR JJ-= LEN <ASl TO 1 STEP - 11Z = l~SC C MIOS <AS,JJ, 
1>> - 301 DRAW Z AT XO,Y01XO = XO - 7: NEXT JJ1 RETURN 
2000 REM SUBRUTINA CONDICION ANGULO <EVALUA F (XO, Y(ll > 
2010 F = O 
2020 IF NZ • O GOTO 2040 
2030 FOR I = 1 TO NZ:RE = XO - ZR<I>:IM =YO - ZI<I>: GOSUB 3(1 
001F = F + MZ<Il * AN1 NEXT I 
2040 IF NP = O GOTO 2060 
2050 FOR I e: 1 TO NP1RE = XCI - PR<I>: IM YO - PI <Il 1 GOSUB 30 
001F = F - MP<Il * AN: NEXT I 
2060 F = F - T * YO 
2070 IF RT > O THEN F = FO + F 
2080 IF F < - FD THEN F = F + 2 * FD1 GOTO 2080 
2090 IF F > • FD THEN F = F - 2 * FO& GOTO 2090 
2095 RETURN 
2100 REM SUBRUTINA lA V 2A DERIVADAS PARCIALES DE F<X, Y> EN XCI 
,YO 
2110 X = 01Y = O&XX = 01YY = 01XY = O 
2120 IF NZ = O GOTO 2140 
2130 FOR I = 1 TO NZ1Q = XO - ZR<I>&P •YO - ZI<I>1TE = P t P 
+ Q * Q1 IF TE = O THEN P'Y. = 11 PRINT "PUNTO DE PRUEBA ES UN CE 
R0 11 1 RETURN 
2132 X e X - MZ(l) * P I TE:Y =Y+ MZ<Il t Q I TE 
2134 IF BP'Y. • O GOTO 2139 
2136 XX= XX + 2 * MZ<I> * P * Q I TE / TE1XY =XV - MZ<I> * <O * Q - P * P> I TE I TE 
2139 NEXT I 
2140 IF NP = O GOTO 2160 
2150 FOR I = 1 TO NP1Q = XO - PR<I>:P =YO - Pl(ll1TE = P * ~ 
+ Q * Q1 IF TE = O THEN 1 P'Y. = 11 PRINT "PUNTO DE PRUEBA ES UN P 
OL0 11 1 RETURN 
2152 X= X + MP<I> * P I TE:Y =Y - MP<I> * Q I TE 
2154 IF BP'Y. = O GOTO 2159 
2156 XX = XX - 2 * MP<I l * P * Q I TE I TE: XV = XV + MP<I l * <O 
* Q - P * P> I TE I TE 

2159 NEXT I 
2160 Y = Y - T:YY ~ - XX 
2170 RE.TURN 
2200 REM sur~RUT INA PUNTO s 1 LI. (\ 



2205 GOSUB 2000: GOSUB 2100 
2206 IF PI. = l THEN XO = XO + El I ".! * CDS CSAl: YO = YO + é.l 
I 2 t SIN CSA>1PY. = 01 GOTO 2205 
2207 IF ABS <X> < lE - 15 ANO ABS (Y) < 1E - 15 GOTO 2225 
2210 Z = XX * XX + XV * XY: IF Z = O GOTO 2225 
2212 OX = - <XX * X +Y * XV> / Z1DV = <XX * Y 
2215 IF ABS <DX> < 4 * SS ANO ABS <DV> < 4 * 
2218 SS = SS / 4:DX = SS * CDS <SA>1DY = SS * 
2219 XO = XO + DX1YO = YO+ OY 

- X t XV> I Z 
SS GOTO 2219 
SIN <SA> 

> El GOTO 2205 
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2220 IF ABS (OX> > El OR ABS COY> 
2225 SS = ST1SI = SS:BPY. = 01K = 11L 
= V01 GOSUB 80001 IF ABS <A<L,O> -

L 

= L + 11A<L,1> • X01A<L,2> 
KI> < = 1E - 4 THEN LI • 

2230 PH =FO I K1DX =SS I 25 * CDS <PH + SA - FD>1DY =SS I 2 
5 * SIN <PH + SA - FD>1XP = A<L,11 + DX1VP = A<L,2> + DY 
2240 XO = XP1VO e VP1 GOSUB 20001 IF ABS <F> > 1 GOTO 2242 
2241 GOSUB 21001RE = - Y1IM = X1 GOSUB 30001SL • AN1RE = DX1I 
M = DY1 GOSUB 30001 IF ABS IAN - SL> < m .5 OR ABS CAN - <SL 

+ 2 *FO>> < = .5 OR ABS (SL - <AN + 2 t FD>> < • .5 GOTO 2 
250 
2242 K = K +· 11 GOTO 2230 
2250 SA • AN1AB a SAa RETURN 
3000 REM SUBRUTINA 
3010 IF RE > O THEN AN a ATN <IM / RE>1 BOTO 3050 
3020 IF RE• O THEN AN =FO I 2 t SGN <IM>1 GOTO 3050 
3030 IF IM = O THEN AN = - FD1 GOTO 3050 
3040 AN = ATN <IM I RE> + FD t SGN <IM> 
3050 RETURN 
4000 REM SUBRUTINA NORMALIZA 
4010 IF SA > = FO THEN SA = SA - 2 t FD1 GOTO 4010 
4020 IF SA < - FD THEN SA = SA + 2 t FD1 GOTO 4020 
4030 RETURN 
8000 REM SUBRUTINA CALCULO DE GANANCIA 
8010 A<L,O> = 1 
8020 IF NZ = O GOTO 8040 
8030 FOR I • 1 TO NZ1Q = XO - ZR<I>1P =YO - ZI<I>1TE = P * P 
+ Q * Q1TE =TE A MZCI)1 IF TE= O THEN A<L,Ol = RT t 1E301 RET 
URN 
8035 A<L,O> = A<L,O> I TE1 NEXT I 
8040 IF NP = O GOTO 8060 
8050 FOR I = 1 TO NP1Q = XO - PR<I>1P =YO - PI<I>1TE = P * P 
+a* Q:TE =TE A MP<I>•A<L,o> = A<L,o> * TE• NEXT 1 
8060 A<L,O> = RT * SQR <A<L,Ol> * EXP IXO t T> I FG1 RETURN 
9000 Kl • Kl + 11 JF Kl = 10 THEN Kl • 01E2 • 10 t E21 IF E2 > 
lE - 4 THEN INVERSE 1 PRINT "EXACTITUD PARA EL SIGUIENTE PUNTO 
.. "E2" "11 NORMAL 
9010 RETURN 



APENDICE B 

Listado del Programa de Computadora para obtener 

el Lugar de Nyquist. 
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9 CLEAR 
10 PRINT 1 PRINT "GANANCIA";: INPUT FG1 PRINT 1 PRINT "GRADO N 
UM. "11 INPUT NU1 PRINT 1 PRINT "GRADO DEN." 11 INPUT ND1 PRINT 
20 PRINT "RETRASO"p INPUT T: DIM CN<NU> ,CD<NDl ,A<l50,2) ,OY.<15 
0): PRINT 1 PRINT "COEF. NUM. 11 1 FOR 1 = O TO NU1 PRINT 1 PRINT " 
COEF. DE S""NU - l; 1 INPUT CN <NU - 1): NEXT l 
30 PRINT 1 PRINT "COEF.DEN. 11 1 FOR 1 =O TO ND1 PRINT 1 PRINT" 
COEF. DE S·""ND - l ;a INPUT CD <NO - 1>1 NEXT l 
40 PRINT : PRINT "GANANCIA= 11 FG1 PRINT "RETRASO .. "T 
50 PRINT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ESTOS PARAMETROS <SIN)"¡: GET 

Kt1 IF Kt = "N" GOTO 70 
60 PRINT "GANANCIA 11 ;1 INPUT FG1 PRINT "RETRASO"¡: INPUT T1 GOT 
o 50 
70 PRINT 1 PRINT "GRADO NUMERADOR= 11 NU1 PRINT "COEFICIENTES NUM 
ERADOR1 11 1 FOR I = O TO NU1 PRINT "S""NU - I ¡ TAB ( 5>1 ...... , TAB < 
8>1CN<NU - ll1 NEXT 1 
80 PRINT a PRINT "DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE <SIN>"11 GE 
T K•a IF Kt • "N" GOTO 100 
90 PRINT "DA LA POTENCIA Y EL COEFICIENTE 11 11 INPUT l,CN<l>1 GO 
TO 70 
100 PRINT 1 PRINl "GRADO DENOl1INADOR•"ND1 PRINT "COEFICIENTES 
DENOMINADOR1 11 1 FOR I • O TO ND1 PRINT "S"'"ND - 11 TAB < 5) 111

•" 1 
TAB( 8>1CD<ND - I>1 NEXT 1 
110 PRINT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE <SIN> 11 p G 
ET Kt1 IF Kt = "N" GOTO 130 
120 PRINT "DA LA POTENCIA Y EL COEFICIENTE"p INPUT I,CD<I>1 G 
OTO 100 
130 X2 • 1El01Y2 a 1El01W = 01WF a 1E61DW = .1 
145 IF W "' O ANO CD(O) • O THEN PRINT 1 PRINT "FRECUENCIA INI 
CIAL DIFERENTE DE CER0" 11 INPUT W 
150 PRINT 1 PRINT 11 PAS0 11 11 INPUT SL1 L = 01 LI = - 111<1 ., 01 IF 
W > O THEN DW = W I 10 

155 PRINT 1 PRINT 11 GANANCIA"11 INPUT GA 
160 PRINT 1 PRINT "FRECUENCIA DE INTERES <SIN>"11 GET K•1WI = 
1E61 IF Kt = "S" THEN PRINT 1 PRINT "CUAL FRECUENCIA"11 INPUT 
Wlt IF WI < W OR WI > WF THEN PRINT "FRECUENCIA FUERA DEL RANG 
O DESEAD0 11 1 BOTO 160 
165 PRINT 1 PRINT "CALCULANDO LUGAR"11 GOTO 180 
170 w = 1.000001 * w 
180 IF W > WF GOTO 455 
190 NR = 01NI = 01DR .. 01DI = O 
200 X = 11 FOR I = O TO NU1 IF I / 2 - INT <I / 2> • O GOTO 22 
o 
210 NI a NI + CN(Il * SGN <X> * W"' I1X = - X1 GOTO 230 
220 NR = NR + CN<I> * SGN <X> * W "' I 
230 NEXT I 
240 X • 11 FOR I a O TO ND1 IF / 2 - INT <I I 2) = O GOTO 26 
o 
250 DI =DI + CD(I) * SGN <X> * W ~ I1X a - X1 GOTO 270 
260 DR = DR + CD<I> * SGN <X> * W "' 1 
270 NEXT 1 
280 DM = DR " 2 + DI " 21 IF DM s: O GOTO l 7C> 
290 PI = FG * <NI * DR - NR * DI> / DM1PR •• FG * <NR * DR + NI * DI) I DM 
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310 A<L,Ol = W1A<L,ll = PR * COS <W $ Tl +PI * SIN <W * Tl1A 
<L,2> = PI * COS <W * T> - PR t SIN <W * Tl 
340 IF X2 - ABS <A<L,1>> <O OR Y2 - ABS <A<L,2)) <O GOTO 4 
32 
360 IF L = O GOTO 410 
370 K = SQR <<A<L,1) - A(L - 1,1>> A 2 + <A<L,2) - A<L - 1,2)) 

A 2)1 IF ABS <K - SL) < = SL / 5 GOTO 410 
380 IF ~: < SL GOTO 400 
390 W = W - DW1DW • DW * SL I K1 GOTO 440 
400 DW = 1.5 * DW 
410 K = SQR <A<L,1> A 2 + A<L,2) ·'• 2)1 IF K = (1 GOTO 430 
420 IF K < SL / 1E4 GOTO 460 
430 L = L + 11 GOTO ~40 
432 O'l.<L> = 1!L = L + l:DW = 1.1 * DW1Kl K1 + 11 IF K1 = 16 G 
OTO 450 
440 W • W + DW1 IF W < WI THEN K• = 11 6 11 

441 IF K• • "S" AND W > = WI THEN W • WI1LI = L1K• = "N" 
442 IF W > WF AND WI < > WF THEN W = WF 
445 IF L < = 150 THEN PRINT "." • 1 GOTO 180 
446 GOTO 455 
450 PRINT 1 PRINT K1" PUNTOS FUERA DEI_ AREA" 1 PRINT "DESEAS CO 
NTINUAR <SIN> "pK1 = 01 GET A•• IF A$ = 11 6 11 GOTO 440 
451 IF L = O GOTO 130 
455 L = L - 1 
460 PRINT 1 PRINT "<lllMPRESION DE DATOS 11 1 PRINT "<2>LUGAR DE 
NYQUIST 11 1 PRINT "(3)0TRA FUNCION 11 1 PRINT "<4>FIN"1 PRINT 1 PRIN 
T "CUAL DESEAS 11 1 GET K1 ON K BOTO 470,490,9,485 
470 TEXT 1 PRINT "FRECUENCIA"; TAB< 14> !"PARTE REAL"I TAB< 30> 
•"PARTE IMAG. 11 1 PRINT 
480 FOR I =O TO La PRINT A<I,Oll TAB< 13l;GA t A<I,1ll TAB< 2 
9>1GA t A<I,2>1 NEXT 11 PRINT 1 GOTO 460 
485 END 
490 Nl = 01N2 = L1 GOSUB 8301 GOSUB 5001 GOTG 460 
500 HCOLOR= 31 ROT= 01 SCALE= 11SH = 2 * X21SV = 2 * Y21XD = 2 
41 / SH1YD = 173 I SV 
510 PRINT 1 PRINT "BORRO LA PANTALLA<SINl PRESIONA CUALQUIER T 
ECLA DESPUES DE DESPLEGAR LA GRAFICA 11 1 GET K$ 
520 IF K$ • 11 6 11 THEN HGR2 1 GOSUB 1000: GOSUB 11001 GOTO 535 
530 POKE - 16304,01 POKE - 16299,0 
535 SIM = - 1 
540 XA • 157 + GA * A<N1,1> * XD1YA = 88 - GA t A<Nl,2> t YD 
550 FOR I = Nl + 1 TO N21XB = 157 + GA * A<I,1> * XD1YB • 88 -

GA * ACI,2> t YD 
560 IF 0%(1 - 1) = 1 OR O'l.<Il = 1 GOTO seo 
570 HPLOT XA,YA TO XB,YB 
580 XA = XB1YA = YB 
590 NEXT I 
595 IF SIM < O THEN SIM = 11 FOR I = Nl TO N2:A<l,2l = - A<I, 
2>1 NEXT 11 GOTO 540 
596 FOR I = Nl TO N21A<l,2l = - A<I,2l: NEXT I 
600 A$ = "t"1XO "' 154 - GA * XD1 IF XO > •O THEN YO • 911 GOS 
UB 19001 
610 GET K$1 TEXT 1 PRINT 1 PRINT "< 1 l INDICA FRECUENCIA 11 1 PRINT 

"<2lCAMBIA AREA"1 PRINT "(3lNINGUNA": PRINT 1 PRINT "CUAL DESE 
AS 11 1 GET K: ON K GOTO 62C•,690,710 
620 PRINT "QUE FRECUENCIA"11 INPUT W1Ll "' - 11 POKE - 1bJ04,. 



O: POKE - 16299,0: FOR 1 = N1 + 1 TO N21 IF W > = A<I - 1,0> 
AND W < = A<l,OJ ANO OX(I - 1) = O AND OY.<Il = O THEN Ll = I1 
GOTO 650 
630 NEXT I 
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640 IF L1 = - 1 THEN TEXT 1 PRINT "FRECUENCIA FUERA DE RANGO 
11 1 BOTO 610 
650 X• W - A<L1 - 1,0>1Y = A<L1,0> - W1 IF X < Y THEN L1 = L1 
- 1 
660 X m 157 + GA t A<L1,1> * XD1Y = 88 - BA * A<L1,2) *VD 
670 HPLOT X - 1.5,Y - 1.5 TO X - 1.5,Y + 1.5 TO X + 1.5,Y + 1. 
5 TO X + 1.5,Y - 1.5 TO X - 1.5,Y - 1.5 
680 BET Kt1 TEXT 1 PRINT "FRECUENCIA MAS CERCANA ES "A <L1, Ol 1 
GOTO 610 
690 PRINT "11AX. VALOR ABSOLUTO EJE REAL"•• INPUT X21 PRINT "MA 
X. VALOR ABSOLUTO EJE IMAG. 11 p INPUT Y21 GOSUB 13001 IF Nl < O 
GOTO 690 
700 GOTO 500 
710 RETURN 
830 MAX = GA * A<O,l)1MIN = GA * A<0,1> 
840 FOR I • 1 TO L1Y • GA * A<I, 1> 1 GOSUB 9401 NEXT I 
850 MAX = ABS <MAXl1MIN = ABS <MINl1 IF <HAX - MINl > s O TH 
EN X2 • INT <MAX + ll1 GOTO 870 
860 X2 Q INT <MIN + 11 
870 MAX Q GA * A<0,2>1MIN • GA t A<0,2> 
880 FOR I = 1 TO L1Y = GA * A<I,2>1 GOSUB 9401 NEXT I 
890 MAX = ABB <MAXl1MIN • ABS <l1INl1 IF <MAX - HIN> > •O TH 
EN Y2 • INT <HAX + ll1 GOTO 910 
900 Y2 • INT <MIN + ll 
910 RETURN 
940 IF Y - MAX > m O THEN MAX a Y 
950 IF MIN - Y > • O THEN MIN • Y 
960 RETURN 
1000 REM SUBRUTINA EJES 
1010 FOR I = 2 TO 174 STEP 41 HPLOT 35,Ii HPLOT 155,11 HPLOT 2 
15,Ii HPLOT 275,11 HPLOT 95,11 NEXT I 
1020 FOR I • 35 TO 275 STEP 41 HPLOT I, 21 HPLOT I, 451 HPLOT I, 
881 HPLOT I.1311 HPLOT I,1741 NEXT 1 
1030 RETURN 
1099 REM SUBRUTINA CARACTERES ALFANUMERICOS 
1100 HPLOT 152,8 TO 155,2 TO 158,B 
1110 HPLOT 269,95 TO 275,BB TO 269,91 
1120 At "' "IM 11 1 XO = 1711'10 • 91 GOSUB 1900 
1130 At = "RE 11 1 XO ,. 2691YO • 1001 GOSUB 1900 
1140 At • STR* <Y2l1XO • 261VO • 61 GOSUB 19001At • STRt 1 -
V2>1XO m 261VO = 1741 GOSUB 1900 
1150 At • STRt <Y2 / 2l1XO ~ 261VO = 491 GOSUB 19001At • STRt 

( - Y2 I 2>1XO = 261YO = 134: GOSUB 1900 
1160 At = STRt <X2l1XO = 2751VO • 1831 GOSUB 19001At = STRt < 

- X2>:XO = 391YO = 1831 GOSUB 1900 
1170 At = STRt <X2 / 2l1XO • 2191YO m 1831 GOSUB 19001At = ST 
Rt ( - X2 / 2l1XO = 991YO = 1931 GOSUB 1900 
1190 At • "LUGAR DE NVQUIST" 1 XO = 2081 YO • 1911 GOSUB 1900 
il90 RETURN 
1300 FOR I =O TO L10X<I> • 01 IF ABS <GA t A<I,lll > X2 OR 
ABS <GA * A<I,2>> > Y2 THEN OY.(Il • 1 
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NEXT I 1310 
1320 
THEN 
1330 
ORMAL 

Nl = - 11 FOR I = 1 TO L1 IF OX<I> • O ANO OZ<I - 1> = O 
N1 m I - 11 GOTO 1340 

TO 
1340 
60 
1350 
1360 
1900 
1)) -

NEXT I: INVERSE 1 PRINT "NINGUN PLINTO DENTRO DEI. AREA" 1 N 
1 PRINT " REAL1 -"X2¡" TO "X21 PRINT " IMAG: -"Y2¡" 
"Y21 RETURN 
FOR I = O TO L 1 I F OX < L - I > = O THEN N2 = l. - I 1 GOT O 1 3 

NEXT I 
RETURN 
FOR JJ = 
301 DRAW 

LEN <A•> TO 1 STEP - 11Z = ASC C HIDS CAS,JJ, 
Z AT XO,Y01XO = XO - 71 NEXT JJ1 RETURN 
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