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INTRODUCCION

En la Escuela Nacional de Estudios Profesionales Aragén
dentro de la carrera de Ingenieria Mecdnica Eléctrica se lle
van dos asignaturas muy Interesantes llamadas Ingenierfa de
Control I e Ingenierfa de Control II en el 8°y 9°semestres
respectivamente, en las cuales uno de los teméé que se desa-
rrollan es la estabilidad en sistemas lineales invariantes
con el tiempo, y en particular se estudian dos métodos gré-
ficos para determinarla: El Lugar Geométrico de las Ralces
y El Criterio de Estabilidad de Nyquist; el procedimiento
normal de aplicaci6én de estos métodos es largo y tediocso, y
al calcularlos en forma manual es fdcil caer en errores, afia
diendo a esto que las gr&ficas as{ obtenidas son aproximadas,
por lo que es aquf en donde surge la inguietud de realizar
programas de computadora que hagan este trabajo, consiguien

do as! velocidad, exactitud y versatilidad.

Si a lo Gltimo mencionado le agregamos el hecho de que
estos programas pdeden'sef utilizados como apoyo did4ctico,
ya gque en clase se presenta el problema de que, al estar es-
tudiando los mé&todos de estabilidad ya mencionados, es nece-
sario presentar suficientes ejemplos cuya realizacién manual,
como se dijo anteriormente, es larga, y ademds, al tomar en
cuenta la complejidad de los ejemplos realizados, entonces

esto implicard que para el entendimiento de alguno de estos



métodos grdficos serdn necesarias demasiadas horas-clase pa-
ra su exposicidn; por lo tanto, los programas de computadora
podrdn ser usados por los alumnos para la mejor comprensién
de tales métodos llevando a cabo muchos ejemplos en poco
tiempo, y permitiendo un ahorro y un mejor aprovechamiento

de horas-clase.

Considerando lo anterior tenemos que los objetivos que

persigue el presente trabajo de tesis son:

1.- Elaborar programas de computadora para obtener el

lugar Geométrico de las Rafces y el lugar de Nyquist.

2.- A través de los programas de computadora se obtendrd
velocidad, exactitud y versatilidad en el trazado de

los lugares correspondientes,

3.~ Se podr8 tener un apoyo diddctico en tales programas

>
con el fin de ahorrar horas-clase.



CAPITULO I
ANALISIS DE LA ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES

I.1. INTRODUCCION

En Ingenierfa desarrollar un proyecto, disefio 0 resol-
ver algln problema particular, requiere del empleo de figu-
ras de mérito, regulaciones, eficiencias o0 en general trazar
un nfimero o criterio que oriente al Ingeniero, de tal manera

de asegurar que el disefio o proyecto va bien encaminado.

Por ejemplo, segfin lo aﬁterior, un problema de Ingenie-
ria muy simple podrfa ser saber si un material s6lido coloca
do en agua flotard o se hundird. Un criterio para resolver
este problema serfa recurrir a la Fisica que nos dice que un
cuerpo s6lido de cierta materia flotard si su peso especifi-
co es menor de 1 kgf/dm3, en caso contrario se hundird. En
ese caso el material puede reducirse a un ndmero, es decir,
una tabla que liste los pesos especificos de varios materia-
les permitird seleccionar cufiles de ellos flotardn y culles
se hundirdn, Una bolsa de acero se hundir& debido a que su
peso especifico varfa entre 7,8 y 9.0 kgf/dm3 dependiendo

del tipo de acero que se trate {(colado, fundido, etc.).

El criterio explicado en el pdrrafo anterior podrfa pa-

recer bueno, pero ciertas condiciones particulares pueden in



troducir nuevos factores no considerados: como el caso de
un barco acero que flota, una navaja de afeitar que es de
acero o el de una delgada aguja también de acero que pode-
mos depositarlas ciudadosamente sobre una superficie de
agua quieta; la navaja sobre una de sus caras y la aguija
en forma horizontal, ambas flotardn; y si la navaja o agu
ja se depositan en forma vertical se hundirdn y esto no
tendrd nada que ver con el peso especifico del material, y
el criterio antes expuesto no predice suficientemente si

la navaja o aguja flotarén.

En Ingenieria de Control existe un concepto muy d¢til;
la estabilidad; podemos relacionar al ejemplo anterior ese
concepto para predecir si un material colocado sobre el

agua flotard@ o no.

Por medio de la estabilidad el Ingeniero puede resolver
problemas de control, permitiéndole conocer si su disefio o

solucién estd bien encaminado.

Este .capitulo presentard un an8lisis de lo gue es la

estabilidad de un sistema de control.

1.2. EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD

La estabilidad fue tratada por H. Nyquist en 1932, y
nos dice gque un sistema es estable cuando la salida no cre-

ce indefinidamente para entradas o perturbaciones pequefias.



La definicibn ahterior no es dnica; sin embargo, para enten
der que es la estabilidad haremos uso del siguiente ejemplo
en el que un cono esta colocado sobre su base, si es incli-
nado hacia un lado regresari a su posicifn inicial cuando

se quite la fuerza externa que lo cambi6 de posicibn, por

lo que se dice que ésta posicidén es estable. Si el mismo
cono es colocado ahora sobre su costado y se desplaza lige-
ramente, este rodari sin dejar su posicibn de costado, a eg
ta posicidn se le llama estabilidad marginal. Finalmente

si el cono es colocado sobre su vértice, suyponiendo que pue
de conseguirse esa posicibn, al sufrir una perturbacitn, tal
vez una vibracifn o una pequeifsima rd&faga de aire, este
caerd adn cuando desaparezca la perturbacidn, por lo que es
ta posicifn es inestable. Se podria pensar que no tiene ob
jeto hacer un estudioc de la estabilidad en un cono colocado
sobre su vértice o el de un lapiz colocado en forma vertical
haciendo equilibrio sobre su punta, va que estos son demasia
do inestables, sin embargo estos ejemplos son parecidos a los
que tiene gue resolver un Ingeniero de un centro espacial con
los modernos transbordadores, en los gue su ascenso ademis de
ser en forma completamente vertical, la velocidad deberd ir
aumentando lenta y progresivamente para proteger a los astro
nautas que lleva a bordo desde la hora del despeque y hasta
que toma una velocidad considerable, es este uno de los pro
blemas justamente similar al ejemplo del cono o lapiz antes

mencionados.



Un ejemplo de una situacién m&s representativa se pre-
senta cuando un Ingeniero esta disefiando un nuevo avién, y
el seguramente se interesar& en la pregunta ¢volard?, 1la
cudl aparentemente es intrascendente, y espera tener una
respuesta simple: si o no. Es evidente que ni la pregunta
ni la respuesta son simples. Una pregunta ligeramente dife
rente podrfa ser, con relacibfn a si el avidn volard o no
les estable el avifn?, si la respuesta es no, entonces muy
probablemente el avidn no volard, si la respuesta es si, en
tonces tal vez si vuele, El conocimiento de la estabilidad
dard@ una informacidén importante a una de las principales pre

guntas en el disefio del nuevo avién ¢volardr,

1.3. DEFINICION DE ESTABILIDAD

Existen diferentes tipos de sistemas que pueden incluir
algunos elementos tales comoc dispositivos mec&nicos, circui-
tos eléctiricos, procesos quimicos, factores biolbgicos o In-
dices econfémicos entre otros, combinados en las &reas de la

Ingenierfa, la Biologlfa o la Economia.

Cualquier sistema puede ser modelado, es decir, puede
tener una representacibn matemdtica a través de ecuaciones
que por lo general son diferenciales. Si la ecuacitn dife-
rencial o el sistema de ecuaciones diferenciales que repre-

sentan el sistema en forma matemdtica son lineales y ademds



ninguno de sus términos depende explficitamente de la varia-
ble independiente tiempo, es decir es una ecuacifn lineal
invariante con el tiempo, entonces se dice que se trata de

un sistema lineal invariante con el tiempo.

Una definicifn de estabilidad es: Un sistema 1i
neal e invariante con el tiempo es estable en el sentido en
trada salida si la entrada x({t}< M< e« produce una salida
y({t)<N<= , donde M y N son dos constantes reales menores
que infinito; lo anterior quiere decir que para que un sis
tema sea estable cualquier entrada acotada debe producir

una salida también acotada.

Paralelamente a la definicién y ampliando lo mencionado
anteriormente, se puede decir lo siguiente acerca de la es-
tabilidad en un sistema lineal invariante con el tiempo. Un
sistema estd inicialmente en algtn estado de equilibrio, si
le aplicamos una pequefia perturbacién, y despué&s de &sta la
gsalida del sistema es marcadamente diferente de la que tuvie
ra que ocurrir sin la perturbaci®n, se dice gue el sistema
es inestable. 8i la salida difiere un poco después de la
perturbacién, se dice que el sistema es marginalmente esta-
ble. 8i los efectos de la perturbacidén desaparecen con el
tiempo y finalmente la salida del sistema es igual con per
turbacibn o sin ella, entonces el sistema es asintOticamén-
te estable, Evidentemente la estabilidad asint6tica es el

mejor tipo de estabilidad.



Volviendo al ejemplo del sistema representado por un
avidn en vuelo, si este es inestable y suponiendo que esté
volando y ademls est§ sujeto a una rifaga de viento aleato-
ria, este se ird por tierra debido a su inestabilidad. Por
el contrario, si el sistema es estable y esta sujeto a la
misma rifaga de viento, se podrdn contrarrestar los efectos
que cause y asi sequir su vuelo normal, es decir con rdfaga

de viento o sin ella el avifn vuela igual, por lo tanto es

asint6ticamente estable.

Segin lo anterior podemos decir que un sistema lineal
es estable cuando el aplicéArsele una entrada limitada {que
"puede ser una perturbacitén o una entrada de cualquier otro
tipo, pero ambas limitadas) produce o tiene una salida limi
tada (el que sea limitada implica que tenga un valor mdximo
que sea menor a infinito o que no tienda a infinito conforme
transcurre el tiempo). Como estamos hablando de un sistema
lineal, en realidad no importa la magnitud de la perturbacidn.
Por otro lado todo sistema de control tiene una representa--
cién matemética, entonces es necesario conocer cuando un sis

tema es estable desde el punto de vista matemdtico.

1.4. LA ESTABILIDAD DESDE EL PUNTO DE VISTA MATEMATICO

Un sistema lineal invariante con el tiempo teniendc una
gola variable de entrada x(t) y una sola variable de salida

y{t), como se dijo anteriormente puede ser representado por



una ecuaéién’qifeggnéiéi iiﬁeé1,ordinérialdé la forma:

2, SHE v e SR ey - SXIEL L
a B dt

by dx(t}
—EE—_ + b.x(t)

donde a;, by eR, 1=0,1,...,n, 3=0,1,...,m, m < n

La ecuacif6n anterior puede ser transformada al dominio
de Laplace de la forma siguiente, suponiendo condiciones ini

ciales nulas:
ansny(s)+...+ale(s)+a;ﬂs)=bmémx(s)+...+bléx(s)+boX(5)

donde X{s) y Y(s) son las transformadas de Laplace de la en-
trada y salida respectivamente. Factorizando y arreglando

la ecuacifén anterior tenemos:

Y(s) _ bms™tbm-1g" ' +...+ b;s+b,

X[5} - an n+an-lsn-l+---+als+ae

(1.1

Por otro lado tenemos que en un sistema lineal invarian
te con el tiempo, la relacidn entre la entrada y la salida
para condiciones iniciales nulas estd dada por la integral

de convolucib6n de la forma:

t
y(t)= S f(t-o)x(o)do
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donde F(t) es el patrdén de peso del sistema, es decir, la
respuesta a impulso en el dominio del tiempo. Es necesario
hacer uso de la integral de convolucifén porque a través de

ella gse conoce la salida del sistema.

La transformada de Laplace de la integral dé convolu-~

cibn para condiciones iniciales nulas es:

Y({s)=F(8)X(s) {1.2)

donde la ec.(1l.2) se obtuvo al aplicar el teorema de convg

lucidn real. De (l1.2) se tiene:

o

8) . F(s) (1.3)

g

igualando las ecuaciones (l.l)y (1.3) tenemos

m m=1

Fis)= bmS +bm-18" +...+b;5+b,
Sn sn-1

a Sn¥a +...4a154a,

(1.4)

que representa la funcifn de transferencia del sistema, sien

do F(s) =&IE())

Como se definid anteriormente, un sistema con uha entra

da y una salida es estable si:
x(t)<N< = para t>0 entonces y{t)<M<= opara t>0 {1.5)

en donde N y M son dos constantes reales cualesquiera meno-
res que infinito, es decir que las funciones de entrada x(t)

y de salida y{t) deben ser funciones acotadas,



11

Primeramente analizaremos que comportamiento deberd te-
ner un sistema lineal invariante con el tiempo en general
cuando se le aplica una entrada impulso para que este sea
asintGticamente estable, a continuacidn analizaremos el
comportamiento para finalmente generalizarlo para cualquier

tipo de entrada.

De la ecuaci6n (1.2) tenemos que si x(t)=&(t) implica

que X(s)=1 por lo que (1.2) se convierte en:

Y(s)=F(s)

entonces:

-1 -1
Lxen = L rean

y(t)=£f(t)

por lo que f(t) es la respuesta a impulso, como se habfa

mencionado anteriormente.

Supongamos que un sistema estd en repose, con condicio
nes iniciales nulas, en un estado de equilibrio cero; enton
. ces introducimos una funcién impulso que tiene una duracién
que tiende a cero, Después de ese pequefic instante de tiem-
po en el que fue aplicada la entrada impulso, el sistema ten
drd las mismas condiciones que tenIa antes de aplicar el inm
pulso, por lo que si es asintSticamente estable, este deberd
retornar al estado de equilibrio cero, es decir la respuesta

impulsc se deberd hacer cero.
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Como la ecuacién (l1.4) es la funcidén de transferencia,
al transformarla al dominio del tiempo representa la respues
ta a impulso del sistema, entonces nos conviene saber que
caracterfsticas debe tener la funcién de transferencia para
que cuando se transforme al dominio del tiempo {no olvidar
que la funcifn de transferencia al transformarla al dominio
del tiempo nos representa la respuesta a impulso) esta tien

da a cero conforme el tiempo tiende a infinito,

Como se obgerva en la misma ecuacién (l1.4), la funcifn
de transferencia para sistemas lineales invariantes con el
tiempo, es una relacién de polinomios, lo que implica que
se pueden expresar como el producto de sus rafces, de la

forma siguiente:

F(s) = Kl87%1)(s-25)... (s~2p)
(s-py) (s=p2) ... (8=py) {(1.6)

donde z;, z,,..., Zy son los ceros de la funcidn de transfe
rencia y son los valores para los que la funcién F{s) se

hace cero, ¥ Pi, Posreeer p, son los polos de la misma y ade
mds son los valores de s para los cuales la funcifn F(s) se

"hace infinita.

En un sistema lineal invariante con el tiempo pr&ctico
n>m por lo tanto segdn la ecuacidn (l1.6), F(s) es una fun-~
cién racional propla de s; para transformarla al dominio del

tiempo debemos expanderla en fracciones parciales cuyos deno
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minadores involucran las rafces del polinomic del denomina
dor. El polinomio del denominador igualado a cero se le

llama ecuacién caracteristica.

Los polos pueden ser reales o complejos. Supongamos
primero que la funcién de transferencia tiene un polo real
s=u de multiplicidad g (o sea (s~3)9 donde a es real y
g>1l) entonces una parte de la expansifn en fracciones par

ciales sera:

K) Ky K, g |_K ]
ryare + —_T(S-c:) L R ———g-—q-(s_a) —ril[(s_u)r

y la transformada inversa de Laplace es:

-1rar K q -
g X _J} = & Ko (=17 4t
L r=1}(s~a)r r=1 -—-———————-(r-l)l e (L.7)
los demds polos hardn contribuciones similares.

Ahora, si la funcidn de transferencia tiene un polo
complejo también de multiplicidad g (o sea (s-{a+iB))¥ y
q>1) entonces la parte'del desarrollo en fracciones parcia

~ les correspondientes a este polo complejo serd:

Ky K, .- SR
8- (a+ip) + (s<(a+1R17)2 e {s-(a+ig))Q

-
r21{ {s-(a+iB)) T,
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y la transformada inversa de Laplace es:

-1 rel
I IR | [ Krt ] (a+ip)t
L{rﬁx [(s-(aue))r]} o L Je (1.8)

Una caracteristica de un polinomio es que si tiene una
rafz compleja entonces el complejo conjugado del ndmero tam
bién serd rafz de este, por lo que la respuesta e impulso

también tendrd la siguiente componente:

(a-ip)t
[(r_l)l ] (1.9)

donde K; es la constante compleja conjugada correspondiente
a Kr'

Sumando (1.8) y (1.9), dado gue son componentes gque
aparecerdn en la respuesta impulso en caso de que haya un

polo complejo, se puede hacer la sigquiente reduccifn:

lI 0.0

-igt -1 ~
[(Kre Eoaxy e 1By T o0t g ZQrtr 00s (Bt+¥r] ot
1 (r=171 r=1 (x-1)1 J

{1.10)
donde Kr=preiwr
Los demas polos hardn contribucioncs similares. De (1.7)
y (1.10) se observa que para que la respuesta e impulso tien
da a cero conforme el tiempo tiende a infinito (condicién de
estabilidad asint6tica) es necesario y suficiente que a<0,

es decir que los polos reales y la parte real de los polos
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complejos sean negativos, de lo contrario el sistema es ines

table.

51 ahora consideramos que la entrada que se le aplica
al sistema no es un impulso sino una entrada cualquiera, en

tonces sustituyendo (l1.6) en (1.2) tendremos:

Y(s) = K(s~z;) {8~z,)... (S~z2p)

v_(E'Pl)_ (s-PZ) v (S"pn) X(s) (l.ll)

s1 deseamos encontrar la respuesta a cualquier entrada ten-
dremos que transformar dicha entrada al dominio de Laplace
¥ sustituirla en la ecuaecidn (1l.11), para encontrar la sali
da en el dominio del tiempo tendremos que desarroilar en
fracciones parciales el producto de la‘funcién de transferen
cla por la transformada de Laplace de la entrada, como indi~
ca la expresién (l1l.11), al desarrollarla, si la entrada es
 acotada no introduce factores en el denominador con parte
real positiva, por lo que se puedé concluir que la .estabili-
dad de un sistema no depende de sus entradas sino de su. fun-
cién de transferencia. En otras palabras, un sistema lineal
invariante con el tiempo es asintOticamente estable si y so-
lo 81 los polos de su funcidn de transferencia se localizan

en el semiplano izquierdo del pland complejo.

Con la dltima conclusin se puede cuestionar que sucede
rfa si uno o unos polos estdn localizados cexactamente en el

limite entre la estabilidad y la inestabilidad, es decir so-
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bre el eje iméginario; esto lo resolveremos analizando (1.10)
en donde o=0 para que algln polo complejo se encuentre en el

eje imaginario, por lo tanto esa expresif6n se convierte en:

q 2.prtr_l cos (Bt + V)
(1.12)

z -
S A

v
S1 las rafces son repetidas, es decir g>1, el sistema
es lnestable debido al factor t:r"l que hace que la respues~
ta impulso se vaya a infinito conforme el tiempo tiende a

infinito.

Por otra parte, si las ralces no son repetidas, es de-

cir g=1 la expresibn (1.12) se reduce a:

2frgos (8t +¥yp)

la cual representa un estado oscilante de amplitud 2p, y
frecuencia 8 y que aunque esta oscilacifn es estable por per
manecer limitada cuando el tiempo tiende a infinito, no tien
de a cero cuando el tiempo tiende a infinito y corresponde
al lfmite entre comportamiento estable e inestable, Por es-
>ta razén, un sistema que no tiene polos en el semiplano dere
cho del plano complejo y al menos un polo no repetido estd
sobre el eje imaginario, se dice gue es marginalmente esta-
ble, evidentemente es estable pero no asint6ticamente esta-

ble.
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Las deducciones hechas respecto a la relacifn que exis
te entre los polos (rafces de la ecuacidn caracteristica)>y
la estabilidad de un sistema se resumen en la Tabla 1. Se
observa en los renglones 2 y 3 y en 6 y 7 que si se tienen
polos en el eje imaginario sin repetir, el sistema es mar-
ginalmente estable y con el simple hecho de que uno de ellos

se repita el sistema se convierte en inestable.

1.5. METODOS PARA DETERMINAR LA ESTABILIDAD

Como se observl en la seccif6n precedente, el problema
de saber la estabilidad de un sistema lineal invariante con
el tiempo se reduce a localizar en que parte del planc com

plejo estdn las rafces de la ecuacifn caracteristica.

Por otro lado, el Ingeniero disefiador ¢ analista estd
interesado en la estabilidad de un sistema desde trés pun~

tos de vista:

a) Cuando tiene un sistema particular, solo desea sa-
ber si es estable o no. Con esto conocerd la esta

bilidad absoluta.

b) A partir de que se conoce la estabilidad absoluta,
si el sistema es estable, el Ingeniero también de-
seard conocer que tan estable es: muy estable, me-
dio estable, estable pero tiende a la inestabilidad,

muy poco estable, etc.; en caso de que sea incstable
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también es deseable conocer que tan inestable es;
per lo tanto; es necesario conocer la estabilidad
relativa, la cufl nos dir§ que tan estable o ines-

table es un sistema,

c) Dado un sistema con varios parimetros ajustables;
que valeor o rango de valores pueden tener dichos
pardmetros para obtener una cierta egtabilidad, sea
absoluta o relativa, dependiendo de las aplicacio-

nes a que serd dirigido el sistema.

No siempre es fdcil legalizar las rafces de la ecuacidn
caracteristica, sin contar con que tal vez no obtengamos to
da la informacifn necesaria, como serfa el caso de la esta-

bilidad relativa o el ajustar un pardmetro.

Existen varios métodos para determinar la estabilidad
absoluta y relativa, Un mé&todo obvio podria ser analizar
.la respuegta a impulso o, como se dijo anteriormente, locali
zar exactamente la posicifén de las rafces de la ecuacidn ca
racterfstica, pero se hace resaltar el hecho de que esto no ,
"'siempre es f&cil, por eéta razén ée usan métodos indirectos
(grdficos y/o algebrdicos) en los que ge necesitan pocos cél
culos y que por lo dem&s dan la informacidn requerida, y en
forma indirecta est8n relacionados con la localizaci6n de
los polos {rafces de la ecuacién caracteristica) en el pla-

no complejo.
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Los métodos formales que se estudiaridn en el presente
trabajo son: Lugar Geométrico de las Rafces y el Criterio
de Estabilidad de Nyquist, que serdn el ocbjeto de estudio
de los capitules II y IITI respectivamente, teniendo ambos
la ventaja de que ademds de conocer la estabilidad absolu-
ta, también es posible conocer la estabilidad relativa y el
valor o rango de valores que puede tener algdn pardmetro
ajustable, ademds de las caracteristicas particulares de
cada método, que para su mejor comprensién serén analizadas

en el capitulo correspondiente,.

1.6, ESTABILIDAD EN SISTEMAS MULTIVARIABLES

La Ingenieria de Control tiene dos enfogues: el cldsi-
co y el moderno. El enfoque clisico trata a los sistemas
con una sola variable de entrada y una sola variable de sa-
lida, y el enfoque moderno lo hace con una o mds variables
de entrada y una o més variables de salida, es decir para

sistemas multivariables.

Los métodos que se estudiardn en el presente trabaijo
fueron hechos para. sistemas con una sola variable de entra-
da y una sola variable de salida, pero en virtud de que los
sistemas aqui considerados son lineales e invariantes con
el tiempo se har& uso de esto para poder extender dichos mé

todos para sistemas con varias variables tanto de entrada



21

como de salida (sistemas multivariables).

En la expresifén (1l.l) tenemos definida la funci6én de
transferencia para un sistema con una entrada y una salida.
En sistemas multivariables tenemos que por lo general cada
salida estd en funcidén de todas y cada una de las entradas;
pues bien, en un sistema multivariable puede usarse una ecua
cién en el dominio de Laplace de la misma forma que la ex-
presitn (1.1) para describir la relacifn entre una sola en
trada y una sola salida del sistema multivariable, siempre
y cuando se suponga que todas las dem&s entradas tienen va-
lor cero. Como el principio,de superposicién es vdlido pa-
ra sistemas lineales, que son los que aqui estamos tratando,
el efecto total de cualquier variable de salida, debido a
la actuacif6n simultdnea de todas las entradas, puede obte-

nerse sumando sus efectos individuales.

Pongdmos un ejemplo ilustrativo de las funciones de
transferencia de un sistema multivariable lineal invariante
con el tiempo, en el que se tienen dos entradas x;(t) y
Xy (t), y dos salidas y) (t) y ya(t). En general cualquiera.
de ias salidas resulta afectada por la variacién en ambas
entradas, por lo tanto pueden escribirse las siguientes re

laciones de transferencia:

¥, (s)=Fy; (8)X) (8)+F 2 (8)X2(s) (1.13)

YZ(S)'—'FZI(S)XI(S)+F22(S)X2(S) (1.14)
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donde X, (s) y Xp(s) son las entradas transformadas al do-
minio de Laplace, y Y;(s) y Ya(s) son las salidas también
transformadas al dominio de Laplace. Se supone que todas
estas variables se miden desde ciertos niveles de referen-

cia.

Como las ecuaciones {1.13) y (1.14) estln escritas con
la suposicién de gue el sistema es lineal (por lo que puede
aplicarse el principio de superposicifn), por consiguiente
Fyi1(s) representa la funci6n de transferencia entre Y, (s} y
X1 (s) manteniendo X (s) en su valor de referencia, o sea
X, (s)=0. Pueden hacerse suposiciones parecidas para las de

mds funciones de transferencia.

Generalizando para un sistema lineal que tiene p entra
das y q salidas, la funcifn de transferencia entre la i-ési
ma salida y la j-&sima entrada se define como:

F (S) = Yi(8) (i=1,2,...,9) ;
xj ‘5’ (j=l,2,..-'p) (l.ls)
y xk(s)=0: k=1,2,...,p: k#3. Cabe hacer notar que la ecua..
cién (1.15) estd definida cuando solo actda la j-ésima en-

trada mientras las demds se mantienen iguales a cero,

Por lo tanto, un sistema lineal invariante con el tiem
po y ademds multivariable, se dir§ que es estable si para

todos los valores de i y j en la expresién (1.15), las fun-
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ciones de respuesta a impulso permanente limitadas cuando
el tiempo tiende a infinito, En adicidén a los anteriormen-
te hecho, un sistema multivariable estable se dird que es
asint6ticamente estable si todas y cada una de las funcio-
nes de respuesta a impulso tienden a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Como en el caso de los sistemas de una
sola variable tanto de entrada como de salida, un sistema
multivariable que sea estable pero no asint6ticamente esta

ble se dird que es marginalmente estable.

En otras palabras, para que un sistema multivariable
éea asintSticamente estable, las rafces de la ecuacién ca-
racteristica de las funciones de transferencia de la expre
sién (1.15) para todos los valores de i y j, deberan.tener

parte real negativa.

Ya teniendo idea de lo qﬁe eg la estabilidad, ahora
procederemos a estudiar dos m&todos grd&ficos para determi-
narla: El Lugar Geométrico de las Rafces y El Criterio de
Estabilidad de Nyquist, los que'como ya se dijo, son el ob

.ieto de estudio de los capitulos II y III siguientes,
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CAPITULO IT

PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA EL ME-
TODO LUGAR GEOMETRICO DE LAS RAICES

II.1. INTRODUCCION

Como se menclond en el capftulo anterior, el problema
de determinar la estabilidad de un sistema lineal invarian-
te con él tiempo se reduce a encontrar en gue parte dei pla
no comélejo s se localizan los polos de la funcifn de trans
ferencia; si una funcidn de transferencia dada tiene defini
dos sus polos y ceros, y @stos se localizan en el plano com
plejo "s", a esa representacifn se le denomina patrén de po
los y ceros; la observacifn del mismo permitird saber si el
sistema es estable o no; es decir, podremos definir su esta
bilidad absoluta; sin embargo, no estaremos en condiciones
de conccer otras caracteristicas del sistema con solo anali
zar esa funcién antes mencioﬁada como por ejemplo el sobre-
paso a alguna entrada escalén no debe rebasar alg(n valor
prefijado, algfin polo ubicado en cierta posicién o intérva=-
lo predeterminado de valores, o la localizacién que deber&n
tener los polos para tener un tiempo de asentamiento especi
fico; tal vez la eleccién de un parmetro en el sistema al
que se le deba fijar un valor para que cumpla alguna de las
caracteristicas antes mencionadas, adem&s de hacer que el

sistema tenga un cierto grado de estabilidad fijado de ante
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mano, etc. En general al estudiar los sistemas de control
.de malla cerrada se requiere poder ubicar sus polos en posi
ciones predeterminadas tenienao uno o mds pardmetros libres
que deben definirze con el objeto de que tales sistemas

cumplan con ciertas caracteristicas.

Cuando un sistema tiene un pardmetro dado debemos de-
terminarle su valor; en ese caso, la ecuacifn caracteristi-
ca se ve afectada por ese parimetro, de modo que si se le
asigna un valor y se traza su patrén de polos y ceros, pue-
de ser que la ublcacibn de los polos no sea la adecuada, en
tonces tendremos que asignar otro valor y resolver nuevamen
te la ecuacifn cafacteristica; es decir, encontrar sus raf-
ces que permitan conocer la ubicacidn de sus polos y decir
de este modo sl estd en las condiciones de estabilidad re~
queridas, Este procedimiento se tendrfa que repetir hasta
encontrar el valor adecuado del pardmetro que cumpla con
las caracteristicas de estabilidad deseada; si el grado de
la ecuacidn caracterfstica es mayor de dos, la soclucifén es
bastante laboriosa, por las razones mencionadas no et conve

niente ese procedimiento de andlisis,

W. R, Evans (7) propuso un método que le llamé "Lugar
de las Rafces", y consiste en graficar las rafces de la ecua
cifn caracteristica para todos los valores de un parémetro
de interés del sistema en egtudio; este método es una forma

muy versdtil de visualizar donde estardn vbicados los polos
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para cualquier valor del pardmetro y poder decidir poste-
riormente cuidl seri el valor mds conveniente para gque el

sistema se comporte de una forma deseable,

Con el advenimiento y desarrollo de las computadoras
digitales ha sido posible obtener el "Lugar de las Rafces"
a partir del andlisis de la ecuacidn caracterfstica. El
objetivo del presente capftulo es desarrollar un programa
de computadora de tal manera que a partir de los datos to-
mados de la ecuacidn caracterfstica, el programa calculari
puntos que pertenecen al lugar de las rafces, y md&s adn nos

desplegard en pantalla la grdfica del lugar correspondiente.

T1.2, CONDICIONES ELEMENTALES DEL LUGAR DE LAS RAICES Y SUS
CARACTERISTICAS MAS IMPORTANTES

II,2,1, Condiciones de magnitud y &ngulo

Sea el sistema de control de malla cerrada de la figu-

ra 2,1 cuya funcifn de transferencia de malla cerrada es:

C(s) _ G, (s)
R(s) 1 + Gy (s)Hi(s)

L {2.1)

La relacifn entre la sefial de realimentacién B(s) y

la sefial de error actuante E(s) se denomina funcibn de trans
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R{s) E(s) C ()
B G|(l) >

B (s)

Hils)

Figura 2.1 Sistema de Contro! de malla cerroda

ferencia de malla abierta y viene dada por:

2k = aitaimi s (2.2)

La relaci6n entre la salida C(s) y la senal de error
actuante E(s) se denomina funcién de transferencia directa

y viene dada por:

(9]

(s)
E(s)

= Gy (8) (2.3)

Es evidente que la ecuacién caracterfstica es:
1l + Gi(s)Hi(s) =0 (2.4)

Ahora si la funcién de transferencia de malla abierta

la expresamos como;

G, (s)H;(8) = KG(s)H(s) » (2.5)

entonces la ecuacién caracterfstica es:
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1 + KG{s)H(s) =0 . (2 6)

en donde K es un pardmetro variable que fluctua entre

- o <K<o, Por lo general la ecuacisn caracterfstica con un
pardmetro variable viene dado de la forma siguiente, no ol-
vidando que se trata de un sistema lineal invariante con el
tiempo:

K(s™bys™ 1+, . .4bm~} s+bm

L+KG (s)H(s) = 1+ — 1=
starg" Ty | 4 a -1 stag

por lo tanto la funcidn de transferencia de malla abierta

seré:
Gla) HIE) = K(s™bys™ Y4.,.4Py - s+bp) (2.7)
sT+alsn=l+. . +a _ s+a
La ecuacidn (2.4) tambidn se puede escribir como:
Gy (s)Hy(s) = -1 (2.8)
0 como:
KG(s)H(s) = -1 oo (2,9)

La ecuacién (2.9) también se puede escribir de la si-

guiente manerat

G(s)H(s) = - é
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ahora si la descomponemos en parte real y parte imaginaria

tendremos:

Re [G(s)H(s)]

1}
!
b Lol

Im|G(s)H(s) |

it
(=}

Si ahora procedemos a escribirla en forma polar tene-

mos que encontrar una magnitud y un 8ngqulo que serén:

|G(s)H(s) | = TéT (2.10)

[ctsimts) nw (2.11)

donde:

iv
o

1, +3, +5, ... para K (2.12)

1A
o

0, +2, +4, ... para K

Y asi mediante las ecuaciones (2.10) y (2.11) tenemos

las condiciones de magnitud y dngulc respectivamente que de

be cumplir el lugar de las rafces.

Es convenlente mencionar que el iugar de las rafces eé
en realidad un conjunto de puntos que se producen al obte-
ner las rafces de la ecuacién caracterfstica e irlas grafi-
cando =n el plano complejo para diferentes valores del pard

metro K {ver ecuaci6én{2.6)) para asf describir el lugar geo

métrico.
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Si se construye el lugar de las rafces cuande 0O 2K
<® ge le llama "Lugar Geométrico Positivo” y si se constru~

ye para -=< K £ 0 se le llama "Lugar Geométrico Negativo".

II.2.2. Variacién de Mdltiples pardmetros

Las ecuaciones (2,10) y (2.11) describen las condicio-
nes que debe cumplir el lugar de las rafces para cuando va-
ria un solo parfmetro, no obstante en sistemas de control a
menudo deben estudiarse los efectos producidos por la varia

cién de varios pardmetros.

El principio de como atacar el problema se observa con
siderando que primeramente tenemos dos pardmetros que varfan
en un sistema de control. Lo que se procede a hacer es a
considerar que a un par&metro se le van asignar valores de
modo que para cada valor de éste, se construye el lugar de
las rafces como si el otro par&metro fuera el Gnico existen-

te.

Cuando se tienen mis de dos parémetros se lleva a cabo

un procedimiento similar.

IT.3. SISTEMAS CON RETARDO DE TIEMPO

Un sistema de control con retardo de tiempo se puede
considerar cuando al estar sensando una variable, el sensor

tiene un tiempo de respuesta que produce el retardo de la
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sefial un tiempo T, es decir hay un tiempo entre la accién y
la reaccifn al cambio de la variable medida. Esta demora
en detectar el cambio, produce también una demora en la ac-
cién de control, que es la que recibe el nombre de retardo
de tiempo. Con .lo anteriormente mencionado, es evidente
que en la salida repercutird dicha demora, de tal suerte

que si la salida era:

y(t)=w(t)

con el retardo de tiempo ésta se convertiri en:

y (£)=w (t=T)

donde T representa el retardo de tiempo, y la transformada
de Laplace para esta funcifn es:

L{w(t-m} = j w(t-T)e %tat

-T

si se efectfia un cambio de vériable de integracifn r=t-T ten

dremos:
[=+]

L{W(t-'l‘)} = J wir)e 8{(r*N g

-T
ya que:

dt=dr ; t=r+T
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como w(r)=0 para r30 entonces el limite inferior déllaf;ntg

gral se cambia de la siguiente manera:

&

L{w(t-T)} = e—STJw(r) e %far

[-]

L{w(t—'r)} = e *Tu(s)
por lo tanto:
¥(s)=e"STy(s)

Como el retardo de tiempo sucede ya sea en la planta
o en la realimentacién, entonces la ecuacién (2.7) vendri

dada por:

-1 -
K(sm+blsm +...+bm-18+hm)e sT

sP+a, s +...+ a_ . sta
oot A sta

G; {s)H,(s)= (2.13)

ecuacibn que representa la funcién de transferencia de ma-
lla abierta con un retardo de tiempo. Considerandc la ecua

cifn (2.5) con un retardo de tiempo tendremos:

! -
(s™b1s™ .. .+bm-15+bm)e sT (2.14)

ne +
oota sty

G(s)H(s)=
’ s +ai1s

Entonces cuando se tenga un sistema con un retardo de
tiempo y se usen las ecuaciones (2.10) y (2.1l1l) para obte-
ner el lugar de las raices, tendremocs que considerar el fac

tor de retardo e ST,
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Es conveniente mencionar que cuando se tiene un siste
ma con un retardo de tiempo, este deja de ser lineal, impli
cando que la expresién matemdtica que lo representa también
sea no lineal, por lo que, aunque este trabajo solo se limi
ta a sistemas lineales, aquf se hard una excepcién ya que
los sistemas con retardo de tiempo son de interés general y
no representan un gran aumento en el grado de dificultad pa
ra obtener el lugar geoméﬁrico de las rafces, extendiendo

as{ el mé&todo para sistemas con un retardo de tiempo.

Con todo lo anteriormente mencionado tendremos que pa-
ra construir el lugar de las rafces de un sistema, lo Gnico
que haremos es ir encontrando puntos que satisfagan una de
las ecuaciones (2.10) o (2.11) o ambas en el plano complejo,

como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo: Obtener el lugar geométrico positivo para el sis-

tema de la figura 2.2.

X C({L
slsth s

Figura 2.2 Ejemplo
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La funcifn de transferencia de malla abierta es:

Gy(s)H)(s)= KG(s)H(s) = ;(ém'

y la funcifn de transferencia de malla cerrada es:

Cis) _ X
R(s) sz+s+K

por lo tanto la ecuacidn caracterfstica es:

s?+g+K = 0

la cual es equivalente a:
K
L4 sy < 1+KG(c)H(s) = 0

por lo tanto la condici6n de &ngulo (expresidn (2.11) que

debe cumplir el sistema es:
. 4
l(s)H(s) = zppr=1ls - |stl =nr

en donde n=+l, +3, 1+5,... para obtener el lugar geométrico
positivo (ver expresién (2.12)). Como +u+3n=+57=.., enton-
ces:

-ls - |lstl =+ 7

y el lugar geométrico en el plano complejo que cumple esta

condicifn se muestra en la figura siguiente:
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de la figura se observa que para que el segmento del lugar
geométrico positivo esté sobre el eje real, el dnguleo co-
rrespondiente a Lg_siempre valdr§ T y el dngulo correspon-
diente a|st+l siempre valdrd cero, por lo tanto la suma de
éstos cumple con la condicifén de dngulo, por otra parte te-
nemos que de la misma figura anterior 6;=6; por lo tanto
8,+8,=1 y tambi&n cumple con la condicién‘de dngulo, y es

asf como hemos obtenido el lugar geométrico positivo.

Es evidente que la blisqueda de todos los puntos en el
plano complejo gue pertenezcan al lugar de las ralces es
una tarea bastante laboriosa, y més serd si el grado del
sistema aumenta, por esta razén presentamos un programa de

computadora para el trazado del lugar de las raices.



II.4. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

El problema de graficar el lugar de las rafces se re-
duce a encontrar las raices de la ecuacién (2.6) para los
diferentes valores de K y graficarlos en el plano complejo;
por lo tanto se podria pensar que una forma de obtener pun-~
tos que pertenezcan al lugar de las raices es ddndole incre
mentos a K y resolver la ecuacién, es decir encontrar los
valores que la hagan cero para el valor de K dado, el proce

dimiento se muestra a continuacién:

Considerando los polinomios de la funcién de transfe-

rencia de malla abierta:

m~1

q(s)=5m+bls oot bm—;S + bm (2.15)

p(s)=s"+alsn-1+...+ a s + a (2.16)

n-1 n

factorizando los polinomios g{s) y p(s) quedar&n de la si-

guiente forma:

q(s)=(s-z])(s-zz)...(s-zm) {2.17)
p(s)=(s-p1)s-p2) ... (s-p,) . D (2.18)

donde 2z, Zo,..., z, son los ceros de la funcifn de transfe
rencia de malla abierta, Y Pi1, Pasrers P, son los polos de
la misma, entonces la ecuacifn (2.6) la podremos escribir

de la forma:
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1+ K pleT = 0 . (2.19) _
p(s)+Kq(s) =0 (2:20)

si K=0 la ecvacién (2.20) seri p{s)=0
si K=1 entonces p(s)+q(s)=0
si K=2 entonces p(s)+2q(s)=0

si K=3 entonces p(s)+3q(s)=0

si K=« . entonces p(s) + »=q(s)=0, o Eéﬂl +q(s)=0, por lo

que si K== entonces gq(s)=0,

En este caso 1los incrementos de K son de uno pero po-
drfan ser de cualguier otro valor. Del desarrolloc anterior
se observa que cuando K=0 el lugar de las raifces estd ubica
do en los polos y cuando K== se ubica en los ceros, ambos

de la funcifén de transferencia de malla abierta.

Con este procedimiento para obtener el lugar de las
rafces se presenta el problema de como hacer para que la
computadora tome valores de K hasta infinito, ademds de gue
existen casos en que conforme K tiende a infinito, el lugar
de las rafces también lo hace, o casos en que tenderd a al-

glin cero, esto se ve claramente en la figura 2.3, en donde
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por convencifn los polos se marcan con "X" y los ceros con

"0" ambos de la funcién de transferencia de malla abierta..

Im /K-oo 4 Im

K=cw

&
—tr

oy

N\

\K-—oo
{a) (b}

Figura 2.3 Lugor de las Raices

En la figura 2.3(a) conforme K tiende a infinito tam
bién lo hace el lugar de las rafces debido a que no hay ce-
ros de malla abierta, y se considera que estos se encuen-
tran en el infinito; en la figqura 2.3(b) conforme X tiende
a Infinito, el lugar de las rafces tiende a los ceros de ma
1la abierta, y en una érea pequenia el pardmetro K habrd va-
riado de cero a infinito, por lo tanto no es muy convenien-
te el uso de este procedimiento, ya que como se mencion$ an

teriormente, no se pueden dar valores muy grandes a K.

Otro algoritmo a utilizar podrfa también ser el hacer
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un cuadriculado en el &rea del plano complejo que se desea
observar el lugar de las rafces, y cada punto de la cuadrf{
cula ver si cumple alguna de las condiciones de las ecua-
ciones '(2.10) o (2.11), si la cumple se toma como un punto
del lugar y pasa al siguiente punto, si no la cumple enton
ces también pasa al siguiente punto pero sin considerar
que el punto pertenece al lugar, hasta analizar todos los
puntos de la cuadricula. Las desventajas de utilizar este
otro algoritmo radican en que por un lado se pierde tiempo
buscando el lugar de las rafices en 4reas donde no estd ubi
cado, y por otro lado que si el lugar siempre pasa cerca
de los puntos de la cuadricula, pero nunca por ellos, en-
tonces una de dos, o nunca encuentra el lugar de las raf-
ces o se deja un margen de error considerable para que
cuando pase cerca de un punto analizado, lo tome como pun-
to que pertenece ai 1dgar, esto sin considerar que distan-
cia habri entre puntos de la cuadricula, lo que aumenta

los problemas.

‘ En virtud de lo expuesto anteriormente, se ha emplea-
do el algoritmo desarrollado por Raymond H. Ash y Gerald
R. Ash (3) el cufl calcula y traza el lugar de las raices
de un sistema lineal con un retardo de tiempo dentro de
una &rea especificada del plano complejo, y este se expli-
ca en lo que resta de la presente seccién en donde se po-

drén observar las ventajas respecto a los dos algoritmos
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anteriormente mencionados, y también serd el que se utili-

ce para desarrollar el programa de computadora.

El algoritmo consiste en que a partir de que se cono-
ce un punto 5, del lugar de las rafces (ver fig. 2.4) se

debe encontrar el &dngulo 8; de tal manera que haya otro

# Ganancio
incrementando

{"’b Lugar de las raices

Figura 2.4 Concepto bdsico de! algoritmo

punto del lugar de las rafces a una distancia ¢ preespecifi
cada, o sea si S,=X,+1Y¥, es el punto inicial, entonces S)=

(X1+ 8 cos 8,)+i(Y,+ ésen 8;) serd el siguiente punto encon
trado y ahora pasard a ser el nuevo punto conocido para vol
ver a encontrar el nuevo &ngulo que localiza otro punto del
lugar a la misma distancia 6, este procedimiento se conti-

nGa hasta encontrar el lugar de las ralces en el drea desea
da. Debe notarse que § es constante, por lo tanto este al-

goritmo encuentra puntos del lugar a una misma distancia §
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no importando la direccifn que siga. El algoritmo solo cal
cula puntos en la direccifin del incremento de ganancia, y
se considerari que siempre el ntmero de polos serd mayor o
igual al de ceros, ambos de la funcidn de transferencia de

malla abjierta,

Al lugar de las rafces que empieza en un polo y termi
na en un cero se le llama rama, y como se considera que hay
mis polos que ceros, entonces el nfimero de ramas es igual

al nGmero de polos.

E1l procedimiento requiere de un punto conocido, y el
lugar de las rafces, como se observé anteriormente, empieza
en los polos de malla abierta y estos son conocidos, enton-
ces el algoritmo empezari a calcular puntos del lugar de
las rafces iniciando en los polos de malla abierta (si é&s-
tos estd&n ubicados dentro del &rea que se desea ver el lu-
gar), y terminan ya sea en los ceros de malla abierta o en

donde las ramas dejan el &rea deseada.

Algunos puntos del lugar geométrico son muy especia-
les, por ejemplo un punto silla es aquel en donde se unen
las ramas, y estos se localizan exactamente, en estos ca-
sos se modifica la distancia entre puntos calculados, tam=-
bién en puntos donde termina el lugar se modifica el paso

8.
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Comenzaremos a explicar formalmente el algoritmo subs
tituyendo (2.17) y (2.18) en (2.19), por lo que tendremos:

(s-z ) (S-Z ) s (S-Z )
1 1 2 -
+K(S‘Pl)(S—Pz)...Té-p§) 0 (2.21)

si aumentamos un retardo de tiempo tendremos (ver expresi6n

(2.14)):

(s-21) (5=22) ... (s-zp)e ST

M ep1T(5p2) 1 (57p,)

=0 (2.22)

por lo tanto, considerando las ecuaciones (2.10) y (2.11)

ahora se convertirén en:

|s-al||s-z2 ). . S—zm]]e_§r|_ 1
[s-pTe-p2l---18-p 1 TK[ (2.23)

sT

[s-z1 +|s—zz+ veot lS=2 + le- = ([s=p1 + ... +
ls-p ) = nmw (2.24)

donde n se sigue definiendo segfin (2.12).

R

Como s, zj Ve pj son nfimeros complejos, entonces s=X+iY¥,

zj=ZR +iZIj y pj=PR +iPIj, donde X, 2R, ¥ PRj son las partes

] 3 i

reales v Y, ZIj V' PIj son las partes imaginarias de s, z:.| Yy

p. respectivamente, y la ecuacién (2.24) ahora seré:

]
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tc._-;'l i + '+t:g”1 %y +e 5T _ tg"l P +
X=-2ZR s X-ZRm : X-PRy e
]
-IY—PID
+ tg ﬁ-ﬁ—‘]'—' nm (2.25)
n
como:
Ig-BT = Lg;(x+iY)T ='e-XTe-1YT = |e”¥T(cos¥T-isenyT)

-gT -1,- -
e ¥ = tg 1(—%%%%%)= tg 1 tg (-¥T)

e ST - _my

con lo anterior, la ecuacién (2.25) vendr& dada por:

m _ ¥Y-2I n  _i Y-PI
It gmmb - I te" goped = TY =7 (2.26)
i=1 3 =1 3
Si definimos la funcién:
M) Y-zl Dot ¥-PI :
£(X,¥)= L tg" gd - 1Y d - myenw=0 (2.27)
j=1 j 4=1 ERy S .

donde si s.,=X.+i¥, es un punto del lugar de las rafces, en-

tonces f(X,, Y,)=0.

Considerando la figura 2.5 si definimos la funcifn

ARCTAN (X,Y) como:
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81 8iXx20

81 +7 si X<0, Y>0 ‘
ARCTAN(x,y) = 5 - (2,27a)

©1-1 si X<0, Y0

0 si X=0, Y=0

donde:

81 = tg ! (E)

entonces la ecuacién (2.27) la podremos escribir de la mane

ra siguiente:

mn n
f(x,Y)= z ARCTAN(X-ZRj,XfZIj)- Z ARCTAN(X~PR_.,Y~PI.)~Ty-nn=0
3=t i=1 o
(2.28)
'{l lm
Y>0 Y >0
X<0 X>0
Re
Y<0 Y <0
X<O x>0

Figura 2.5 Signos en los cuadrantes

El algoritmo consta bdsicamente de los siguientes pa-

S0S;

1) Célculo de la pendiente del &ngulo 8; a partir de

8,=X,+1¥, en la direccidn de ganancia incrementando usando
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el método iterativo de Newton~Raphson.

2) Cdlculo de £f£(s1) donde si1=Xi1+iYi1=5.+ & (cos ©1+i

send)

3) 8i f(s1)>e, donde € es una tolerancia deé error gque
la llamaremos exactitud, entonces calculé una correccilén
del &ngulo @; también mediante el método de Newton-~Raphson
hasta que f£(s1)3e, a la correccibn del 4ngulo se le llama-
rd A8; por lo tanto el &ngulo que hace f(s:1)Se ser§ ©:=0+
AB:. Los pasos 2) y 3) se repetirén las veces necesarias

hasta que f(s3)Ze.

II.4.1,., Z4lculo de la pendiente del &ngulo 8;

Sea la figura 2.6 en donde s,=X.+iY¥, es un punto cono
cido del lugar de las rafces y si1=(X, + AX)+1i (Y +4Y¥) es un
punt& desconocido cercanc a s, a una distancia 6. Se desea
encontrar el &ngulo 61 de tal manera que en esta direccidn
y a una distancia § de s, se encuentre un punto del lugar
de las rafces que en este caso es s; de tal suerte que
f(X+ AX,Y+AY)=0 si es que efectivamente s; es un punto del

lugar.

Como se observa de la misma figura 2.6 As=g;-3,=8X+id¥=

Scos ©,+18 sen 9;.

Expandiendo f(X,Y) alrededor de s,=X,+i¥, en serie de
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. Gsnencia (Ncremontonde

vl
Sy :(Xg+ 8X) +i (Yot AY)

= Luger delay refom

Figura 2.6 Obtencion del dngulo @,

Taylor para AX y AY pequefios, tendremos lo siguiente:

f(x°+AX,Y+AY)=f(Xo,Y°)+fx(X,,Y°)AX+fy(XO,Y°)+

2
+ 30 (0% £, (Ko, ¥o) +20XAYEyy (Xo,Yo) HARE, (Xo,Yo) ]+ ... (2.29)

Como los incrementos de X y Y son muy pequeiios, enton
ces se pueden despreciar del cuarto t&rmino en adelante de
la serie por estar los incrementos elevados a una potencia,
o multiplicindose entre sf, lo cudl hace despreciable di-

chos términos, por lo tanto la ecuacibn (2.29) guedard asi:
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f(x°+6x,Y°+A¥);f(Xo,Y°)+fx(XO,Y°)Ax+fy(x,,Y,)AY (2.30)

Como se estd considerando que s, y 81 son puntos per-
tenecientes al lugar de las rafces, entonces £({X,+AX, Y. +
AY)=£(X,,Y¥,)=0, entonces sustituyendo &sto en (2.30) ten~

dremos:

fx(xoxo)Ax—fY(xono)A&=0

AX. fx(XQYO) .

IS E;(xofo) (2-31)
como

tg 0= 5% (2.32)°

igualando (2.31) vy (2.32):

. £, (Ko, ¥o) -
MRS 1 P ) (2.33)

considerando la funcién definida en la expresifn {(2.27a):
©1 (Xo,s¥o) =ARCTAN [~£, (Xo,¥o) /£, (Ko /¥o) ] (2.34)

y la ecuacibn (2.34) nos dard el &ngulo deseado, en donde
el signo nos dar8 el &ngulo en la direccidén de la ganancia
en aumento, ya que un signo contrario nos dar& el &ngulo

en direccién de magnitud de la ganancia decreciendo. fx Y
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fy se obtienen directamente derivando parcialmente respec-

toa Xy Y la ecuaci6n (2.28) como sigue:

. m (Yo—=2I.) n (YQ-PIj)
£, (Xos¥o)=- L J + E (2.35)
. j=1 (xo—znj)2+(y°-zzj)2 j=l(X°-PRj)2+(Y —PIj)2

m (Xo-2R.) n
£y (Xo,ro)= I J -z ~T
j=1 (Xo-ZRj)2+(R°-ZIj)2 j=1 (1<‘,~1’Rj)2+(y‘,—91j)2

(XQ-PRj)

(2.36)
II.4.2. Correccién del &ngulo 6,

Como se mencion8 anteriormente, y debido a las aprdxima-
ciones a las que se recurre para obtener el dngulo €,, hay
ocaslones en que el cdlculo respectivo no hace que £(s,;)=0,

o como se mencionaba, f£(s,)5 epor lo que ser& necesario ha-
cer una correccién al &ngulo, de tal manera que se cumpla di-
cha condicién, es decir habr4 que cbligar al &ngulo para que
al calcular la funcién f(X,¥) en el punto s, esté dentro de

la exactitud e deseada.

Ssi definlmoa g(8,)=f(X.+ Scos 81,Y,+ 8s5en 8)) y supone-
mos que g(8;)=b#0, entonces encontraremos un A® tal que g
(0:+46)=0, expandiendo en serie de Taylor la funcifén g alre~-
dedor de 9, y despreciando los términos de alto orden obten-

dremos lo siguilente:

g(e,+ A9)=g(91)+99(91)A9 (2.37)
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como se desea obtener un 48 tal que g(g1+A@}=( entonces sus

tituyendo ésto en (2.37) tendremos:
g({6e,;)+ 90(91)A9=0

despejando A8:

"g (gl) b

48 = gen” T gen

{2.38)

para obtener ge(ej) se aplica la regla de la cadena:

_AMf & of QY
g,(€1)= sxae| tyr 3
e, =D
como &
g% = =§sendj
v
g% = §cosd1
entonces:

ge(91)=—fx(x,+6c0891,Y°+Gsenel).Gsen9x+ﬁdx,+6cosex,Yo+ﬂsenh)

acosex'

donde fx y £, se obtienen mediante las ecuaciones (2.35) y

Yy
(2.36) evaluadas en el punto (X0+6cosel, Y.+ § sen®,) .
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I1.4.3. Localizacién y cdlculo de los puntos silla

Un punto silla en el lugar de las rafces corresponde a
una rafz mdltiple o repetida de la ecuacién caracterfstica.
La figura 2.7 muestra un ejemplo tfpico de dos ramas que se

unen en un punto, el que corresponde a la rafz mdltiple, y

aiz miitiple (punto sitia)

R
» P -~
. W

x

Figura 2.7 Punto silla sobre el eje real del plano complejo

luego se separan en direcciones contrarias; en este caso el
punto silla represanta la unidn de dos ramas, mientras que
la figura 2.8 representa la uni8n de cuatro, es decir co-

rresponden a una rafz doble y a una cufidruple.
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$im

Figura 2.8 Punto silla de cuotro romas

En la figura 2.7 las ramas forman entre si un 4dngulo
de 90° y en la figura 2.8 forman un &ngulo de 45°, en gene
ral si n ramas llegan o salen a un punto silla, entonces

formardn entre si &ngulos de 180°/n.

En el ejemplo siguiente se ilustra lo que es un pun-

to silla para su mejor ontendimiento:

Supongamos que se desea obtener el lugar de las raf-
ces de la siguiente funci6n de transferencia de malla abier

ta de un sistema de control:

Gy(s)H, (s) = '5-‘-5?1
g
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entonces:

K(s+l) _

1+

que representa la ecuacifn caracterfstica, y también puede

escribirse:

52+ Ks+K=0
si K=4 entonces:
S2+4s5+4=(8+2) 2=0

es decir, habr4 raices repetidas en el punto (-2,0) para
cuando K=4 y esto implica que en el lugar geomé&trico posi-

tivo (ya que K>0) se unir&n las ramas en ese punto.

Cuando se calculan los puntos pertenecientes al lugar
de las raices mediante el algoritmo propuesto, hay que to-
mar en cuenta que cuando el Gltimo punto calculado se en-
cuentra cerca de un punto silla s, (ver figura 2.9), enton
ces habr4 una diferencia mayor de n/4 entre el &ngulo cal~
culado para s, y el calculado para S;, por lo tanto cuéndo
se encuentre esta diferencla entre &ngulos de dos puntos
contiguos, implica que se ha localizado un punto silla,
por lo que se debe hacer es reducir el paso § dividiéndolo
entre un factor de 4, esto se hard hasta 4 veces, con lo

cudl el paso se reducird& hasta un valor 6/256, obteniendo
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la ventaja de situar el punto s, lo m4s cerca posible del
punto silla S, para después usar la rutina que se expli-
ca a continuacién para calcular exactamente el punto si-

1la.

Punto silla s

/

Ll
{(e1=0)

7, J/4,9)\6, /64, 5/256

Figura 2.9 Deteccidn del punto silla

En general, y considerando que hay una rafz repetida
o mltiple de orden 1 en el punto s, para cuando K=Kt, en-

tonces tendremos que la ecuacién (2,20) ahora es:

p(8)+K a(s)=(s-s,) ‘£ (8)=0 (2.40)
en donde 1 = 2,

Si derivamos la expresifén (2.40) respecto a s y la

evaluamos en el punto silla, tendremos lo siquiente:
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dp (s)
“ds

dg(s) | _

R | R TLE (£ I

S=St S=St S=3t =St

por lo tanto, el punto silla,st debe satisfacer las dos con

diciones siguientes:

p(sg)+K.q(s,) = 0 (2.41)

dp (s) dg(s) | _
Ll 4k, o)) - @2,
. .
de la ecuacidn (2.41) tenemos que:

—p(st)
K, _51'3?;' S (2.43)

sustituyendo (2.43) en (2.42):

dp (s) p(s,) da(s)
Y@ | T qlsy ds =0
s=st g=st

la cufl es equivalente a:

as)28l) o pig) dglali - (2.44)
S=St s=St

por otro lado si consideramos las ecuaciones (2.19) y (2.6)
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tenemos- que:

als)
G(s)H(s) = SO
y si obtenemos la derivada de G(s)H(s) respecto a s tendre

mos
dG(e)H(s) _ g(g)dRLs) _p(5)dqls) (2.45)

si evaluamos (2.45) para el punto silla 8¢

dG(S;H(s) = q(s)é%éﬂl - p(s)dgqis) (2.46)

8 .

= s= =
S St ‘ t 8=85

comparando (2.46) y (2.44) observamos que es la misma ecua

cién y podemos escribir que:

dG(s)H(s)

S =0 (2.47)

por lo tanto podemos concluir que el valor de 5, en donde
existen rafces mdltiples en el lugar de las raices, debe

cumplir la ecuacién (2.47).

Es importante seﬁalar‘que la ecuacién (2.47) es una
condlcién necesaria m&;‘no suficiente, es decir que no to-

das las soluciones de dicha ecuacifn serfn puntos silla ya
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que para que lo sean deber&n también satisfacer la ecuacién

(2.6).

La importancia de la ecuacién (2.47) radica en que a

través de ella es posible encontrar los puntos silla.

G(s)H(s) esti desglosado en magnitud y dngulo en las
ecuaciones (2.10) y (2.11), y ambas son funciones de
=X+1¥Y que es una variable compleja. La ecuacién (2.28)
es la funcifn &ngulo, que a su vez es funcibn de dos varia
bles, por lo tanto la condicidn para la que exlsten raices

miltiples equivalente a la ecuacidén (2.47) es:

£y (Xy r¥y) =E, (X, ¥, ) =0 (2.48)

asumiendo que la raiz mdltiple se encuentra en 8, =K +1Y, .

Interpretando la ecuacién {2.47), nos dice que la va-
riacién de G(s)H{s)} respecto a s debe ser cero, por otra
parte no hay que olvidar que s es una variable compleja en
funcién de X y ¥, entonces la variacifn de la funcién &ngu
lo respecto a X y Y también deberd ser cero, como indica
la expresifn (2,.48), En realidad a la ecuacidh (2.28) pa-
ra que sea la funcién &ngulo, habri que quitarle el térmi-
no nr solo que &ste se anula al efectuar las derivadas

parciales indicadas en (2.48) y no afecta para nada.

Si ahora definimos el vector funcién h(X,Y) como
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fx(x,v)

h(x, ¥) = (2.49)
‘ £, (X,¥) :

Yy tomamos un punto s,=X,+i¥, cercano a un punto silla {asu
miendo previamente una reduccién del paso.hasta §/256, co-
mo se dijo con anterioridad, de modo gue s, guede lo mis
cercano posible del punto silla) dado que s, solo esti pré
ximo al punto silla, entonces h(X,,Y.)#0; deseamcs encon-
trar un As= AX+i AY tal que localicemos el punto silla,

por lo tanto:

fx(x°+ AX, Y +AY)

h{Xo+MX ,¥ o +AY) =

It
o

(2.50)
£, (Xo+AX, Yo +4Y)

expandiendo en series de Taylor la ecuacidén (2.50) y despre

ciando los términos de alto orden tendremos:

Eo (Xo+aX, Yoravi] [E (X ¥o)]  [H (Xar¥a)]  [E (o¥e)

= +AX +HAY|e (X.,Y.)

By (Ko B, Yot 8Y)| ™ [£5 (X0, ¥o) Fay (Kor¥ad| Lyy'orte
(2.51)

la ecuacifn (2.51) es equivalente al siguiente par de ecua-

ciones:

fx(x,+Ax,Y°+AY)=fx(xo;Y°)+AXFxx(x°,Y,)+ Afoy(x.,Y,) (2.52)

fY(X,+lR,Y€MM)=§y(X,,Y,)+Axfxy(x,,Y,)+Anyy(Xo,Yo) (2.53)
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como se trata de un punto silla, entonces:

fx(x°+Ax,Y°+AY)

0 (2.54)
0 (2.55)

£y (XabAX, ¥ o0Y)

sustituyendo (2.54) y (2.55) en (2.52) y (2.53) respectiva-

mente, y reacomodidndolas tendremos:

AXfxx(x,,,Y,)+Afoy(X°,Y,,)=-fx(x,,Y°) (2.56)

AXfxy(Xo,Yo)+Anyy(X°,Y°)=-fy(X,,Y,) ' (2.57)

Evaluando fxx' fxy y £ v de las ecuaciones (2.35) y

s
(2.36) tendremos:

f)c‘(x ) ;‘ 2(xo"ZRj) (Yo~ZT])

g z(xo_-mj) (Yo'PIj)
=] XoZR) 2+ (Yo21,) 2 4=1 [(xo-PR )+ (%mPT) 2]2

(2.58)

fyy(XOIYO) ='fxx(xwyo) (2.59)

m (x,,-zp,j)’-(!t‘,-mj)2 N (X,=PR,)2=(Yo~PI )2
£, (X, Yo)= 3 , + J b
"Y =1 [(Xe-BR)2+(ve-2I3) 2] j=1 [(Xe-PR)?+(¥,-PI P07

J 3
(2.60)

Considerando las ecuaciones (2.35), (2.36), (2.58),
(2.59) y (2.60) tenemos que las ecuaciones (2.56) y (2.57)
son un sistema de ecuaciones simultdneas en donde las dos
inc6gnitas son los incrementos que deseamos saber, por lo
tanto resolviendo el sistema por medio de determinantes te

nemos:
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fxx fxy . ; i ) | o
|A| = . ; = fxx fyy _\fo:Lf;' (2_§1)
Xy Yy . R S SR

sustituyendo (2.59) en (2.61):

ol =-£,, - £,y S (2.62)
-f, £ £+ '
AX = fy Yyt _ fx Yy fXY Y (2.63)
IAI "fxxz - fxyz

sustituyendo (2.59) en (2.63):

-f£f £ :
AX = __E_EE__X__X (2.64)
fyx? * fxy2
por otro lado:
xx = Ty
£ - f| -f£f__f +f £
AY = Xy Y = xxfy zxY xz (2.65)
|a] xx ~Exy

eliminando signos tendremos lo siguientes

f £ _~f F
Ay = L XX XY X (2.66)

2 2
fxx + fxy

y asf, mediante las ecuaciones (2.64) y (2,66) obtenemos

los incrementos para X Y Y necesarios para obtener la posi-
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cidén de un punto silla cercano a s,.

A partir de que se ha encontrado exactamente un punto
silla debemos seguir calculandc puntos del lugar de las rai
ces en la direccién de la ganancia en incrementc y ademis
debemos cbtener una correspondencia tinica entre ramas que
llegan y ramas que parten de un punto silla, para que cuan-
do se esté calculando una rama y llegue al punto silla, no
continfie sobre una rama que haya sido calculada, Anterior-
mente se mencionaba que si n ramas llegan o dejan un punto si-
lla, entonces las ramas formar&n un 4ngulo de w/n radianes
entre sf. Como no se sabe de antemano cuantas ramas llegan
o salen de un punto silla, el procedimiento a seguir es to-
mar puntos de prueba a una distancia de §/25 (ver figura

2.10) con &ngulos de ¢k=v/k {k=1,2,3,...) hasta encontrar

)

728

/ 8 2 (Xy 44725 oon o) 1Yy +7/ 23 sun )

e -
-

st

Figura 2.10 Angulo de continuacién de un punto silla
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el dngulo de continuacifén. Es necesario notar que cuando
k tome el valor del nlimero de ramas gue llegan o dejan el
punto silla, o sea k=n, ese serd el valor del dngulo de
continuacidn ¢n tal que f(xt+6/25 cos ¢n,¥t+6/25 sen ¢n)

Ze junto con la condicién de que el &ngulo se calcula en
la direccién de magnitud de la ganancia incrementando; la
diferencia entre el dngulo ¢n y el siguiente &ngulo calcu-
lado 8; es menor que 0.5 radianes, en este caso la diferen
cia es mencr ya que ¢n tendrs exactamente el valor del 4n-
gulo de continuacifén. De esta manera se logra una Gnica

_ correspondencia entre ramas entrando y ramas dejando un
punto silla, evitando que una rama al llegar a un punto si-

lla siga el camino de una rama ya calculada.

IT.5. PROGRAMA PARA EL LUGAR DE LAS RAICES

Una vez que se tiene el algoritmo, lo que se procede a
hacer es a desarrollar un programa de computadora que calcu
le cada uno de los puntos del lugar de las ralces de siste-
ma deseado para que después los despliegue en la pantalla y

as! poder visualizarlo.

El programa estd desarrollado en lenguaje BASIC, el
cull es muy f4cil de manejar, ademds no requiere de forma-
tos para la entrada y salida de datos, en pocas palabras

es un lenguaje sencillo de entender y muy versdtil, ademds
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de lo f&cil que es programar con el y de poder adaptarse

a las necesidades del algoritmo desarrollado anteriormen=-

te.

Para entender este programa no se necesita de conoci
mientos muy profundos sobre computacidn, ni se necesita
ser un experto en programacidn, ya que con el solo hecho

de tener algunas bases, serd f&cil su comprensifn.

El programa fue desarrollado empleando una microcompu
tadora Apple II plus de 64 K de memoria, y el programa que
se hard en esta seccidn, utiliza las instrucciones y coman

dos de esta computadora.

El programa es desarrollar en la forma clisica de ma
nejo de programas en lenguaje BASIC, es decir el usuario

del programa estd conversando con la computadora.

Tambié&n es cénveniente mencionar que el programa cal-
cula el lugar de las rafces para un sistema de control con
un sclo retardo de tiempo, y cualquier ndmero de polos,
siendo el ntdmero de polos de malla abierta mayor o igual
al nOmero de ceros, también se malla abierta, en si el ntme
ro de polos lo limita la capacidad de memoria de la computa

dora.
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Por otro lado conviene dejar establecido el significa-

do convencional de las figuras geom#tricas que entrardn en
la formacidn de diagramas de flujo. Un resumen de estas

figuras y su significado se muestran en la figura 2.11.

Para que la computadora empiece a calcular puntos del
lugar de las rafces, lo que necesita en memoria en primer
t8rmino, son los datos introducidos mediante las variables

{ver el diagrama de flujo que introduce datos en la fig,

(2.12) s

FG - Factor de ganancia (e@s una constante que frecuen-
temente aparece multiplicando el par&metro K, que por lo

general vale la unidad).

NZ - Ndmero de ceros distintos
NP -~ Nfimero de polcs distintos

T - Retraso de tiempo del sistema

En BASIC no existe la opcién de manejar directamente
variables complejas, entonces se ve la necesidad de separar

las partes real e imaginaria de los ntimeros complejos en
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DIM ZR (NZ),

Z1 {NZ), MZ(NZ)

NO

DIM PR (NP);

?

Figura 2 .12 |Introduccidn de datos

Pl ‘NP)' MP (NP) . “n by W s e A v uhﬂ.x-.{; .,;,»....;5.,‘,:.“.. TEN , .

66

sigue en la tiguwro 2.13

I o R e et D
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diferentes arreglos de variables, como se muestra a conti-

nuacién:

ZR(I)

Parte real de ceros de malla abierta (1< I< N2),
2I(1) - Parte imaginaria de ceros de malla abierta
(L <1 <N2),

MZ (I}

Multiplicidad de ceros de malla abierta. Por
ejemplo si el tercer cero es (s+2)? entonces ZR(3) = =2,

ZI(3)=0 y MZ(3)=2 por estar elevado al cuadrado (l< I < N2},

PR(I) - Parte real de polos de malla abierta (1

IAa

I

< NP).

PI(I) - Parte imaginaria de polos de malla abierta

(1 <1 <NP),

Mp (I) - Multiplicidad de polos de malla abierta.

Después de volver a visualizar en la pantalla los valo
res que tiene en momoria cada una de las variables, se da
la opcidn de modificar cualquier variable en caso necesario,

esto se muestra en el diagrama de flujo de la figura 2.13(a).

Es necesario considerar que si se introduce un polo o
cero complejo, el conjugado también debe introducirse, por
otra parte, como se verd, es conveniente que se introduzcan

en forma adyacente, o sea uno despufs del otro, por lo tan-

to el segmento de diagrama de flujo que comprueba esto se



ALGUNOS

FG, T
DESEAS CAMBIAR

PARAMETROS (SA

viene de la figura 2,12

DE ESTOS

68

GET Ki
Si
NO
FG, T
y
1=t TO NZ
ZR (1)
Z1 (N
MP (1)
CoMPLEJOS
DESEAS DEREN BIR
CAMBIAR ALGUNOS ADYACENTES
DE ESTOS PARAME:
GET K34
S| o
CENnOS
NO _ coMPLEJOS
DEBEN BER
PARES
(a)

{b)

Figura 2.13 Comprabacion

sigus enlafigure 2,18
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muestra en la figura 2.13(b), en la que chservamos como com
probar que los ceros conjugados sean introducidos uno des-
pués de otro, el diagrama de flujo para comprobar un polo
no aparece aqui, pero se lleva a cabo un procedimiento simi

lar.

Definimos el nGmero n por la variable que llamaremos

FD=3,141592655, y las siquientes variables a cero:

BP%t- Variable que verifica (cuando BP%=1} si el punto

que se est8 estudiando es un punto silla.

5%~ Variable que indica gue cuando se calcula la ganan
cia K correspondiente a un punto cualquiera es mayor que al
guna ganancia KI que nos interese, es decir, si KI > K en~

tonces Sg=1.,

PR~ Variable que verifica si el punto que se estd cal-

culando es un polo o cero, cuando esto sucede P3=1,

La operacifin de estas tres variables se entenderi me-

jor cuando se haga uso de ellas.

En el arreglo A{200,2) se almacenarin los valores de
la ganancia, parte real y parte imaginaria que corresponden
a A(L,0), A(L,1) ¥y A(L,2) en donde a L le daremos el rango
de 0 £ L 5 200, por lo que habrd que dimensionar esta varia

ble.
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El programa ird calculando rama por rama del lugar
geométrico ya sea positivo o negativo, segln se desee, y em
pezard, como se dijo anteriormente, en los poles de malla
abierta, en el orden en que se introdujeron, por lo que ha-
brd que definir (ademds de dimensionar la variable A) las

variables:

RT - La cual si RT=1 indica que deseamos se calcule el
lugar geométrico positivo, y si RT=-1 entonces el lugar gec

mé&trico serd negativo.

ST - El paso, ¢ sea la distancia § de la que ya se ha-

blé.
El - Exactitud.

K1l = Indicador para un punto de prueba de cuantas ve-~

ces se estd haciendo la correccién del dngulo A6.

KI ~ Como ya se sabe, el algoritmo calcula puntos a
una distancia § sin importar que ganancia tenga cada punto
calculado, y podrd haber ocasiones en que se desee calcular
el punto exactamente para alguna ganancia deseada, por lo
que en esta variable se almacenard tal ganancia, solo en ca
so de que asf se quiera., Hay que tomar en cuenta que el
signo de la ganancia debe ir de acuerdo con el lugar que se
desee, sea positivo o negativo, por tanto también hay que

verificar tal condicién.
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D- es la distancia, en magnitud, del origen a cual-
quiera de los semiejes del drea, en el plano complejo, que
se desea observar el lugar de las rafices (ver figura 2.14),

en la pantalla de la computadora.

4Im
_____ y

r I

I D i

! |

I

i I

| 1

-l b v
1-D Di Re
1

‘ '.

|

' :

b e ) oI

Figura 2.14 La variable D
El diagrama de flujo de la figura 2.15 expresa desde

la definicién de la variable FD hasta lo dltimo mencionado.

Ahora si se puede empezar el cdlculo de puntos del lu-

gar de las rafces para el cudl:

J=- Es la variable que nos dice que se estd calculando

la J-&sima rama.

L- Esta variable nos indica el L-&simo punto de la ra-

ma del lugar de las rafces que se esté& calculando.

Los primeros valores conocidos de la J-ésima rama se-

rén:
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ro

l viene de la Figura 2.13
FD= 3.141592655
ST

BpP o/o =0
EXACTITUD
P% =0 )

¥y
vl =
S$% =0 ! £ 1 ;

GANANCIA

L GANANCIA
= DESE BER
LUGAR OEOME- K 0 DE 8i@NO

TRICO PORITIVO
0 NEGATIVO
(1/-1)

CONTRARIO

GANANCIA
DE INTERES
(s/8)

GET 64

AREA

PASO NO DESEADA

Si

sigue on lo Figure 2.16

Figure 2.15 Diagrama de Flujo
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A(0,0)=0
A(0, 1) =PR{J)

A(0,2)=PI(J)
en los gue, como se observa, 1L=0.

El dngulo con el que empezaremos a calcular los pun-
tos es el &ngulo de partida de los polos, que se calcula de

la forma siguiente:

Considerando la ecuaecifn (2.26), la que como se recor
dar8, es la condicién de &ngulo que debe cumplir cualquier
punto que pertenezca al lugar de las rafces, y que repeti-

remos a continuacién, separando las sumatorias:

-1 Y-2I, aY-z L Y-PI Y-PI
Y9 <Ry Y-t B9 = (tg —pgy teeot X‘P"m) - TY=nm  (2.67)

donde n se sigue definiendo segfin (2.12). Si de la ecua~

cién (2.67) cada &ngulo le llamamos respectivamente:
m1+...+uhr(81+...+Bn)‘TY=nn

Y deseamos saber el valor del 5ngulo‘al punto s, de tal ma
nera que la distancia entre este punto y el j-&simo polo
tienda a cero, entonces el &ngulo encontrado ser8 el valor

del 8ngulo de salida del j-&simo polo serd:

By [t s Ao (Bake s 4By 4By, bee 4B ) TY] (2.68)

j..
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si el j-8simo polo tiene multiplicidad r, entonces el &ngu-~
lo Bj deberd& aparecer r veces o estar afectado por el fac-

" tor r, y la ecuacién (2,68) se modifica como sigue:

aftd} (b, e ~ (Bt B FRLL o +B )T |
Sj= n = 37 j+1 n - (2.69)

Ahora definamos la funcifn F1 considerando la ecunacién

(2.28) como sigue:

m n
Fi= I ARCTAN(X-ZRj,Y-ZIj)-‘E ARCTANIX~PRj,Y-PI

) -TY (2.70)
3=1 j=1 :

si comparamos la ecuaci6n (2,28) y la (2.70) notaremos que
falta el término nr que define si se trata del lugar geomé-
trico positivo o negativo a través de n, como se definil en

(2.12), y este término puede ser sustituido por:

Positivo-{2k+l)=nn para n=}, 3,5,...
Iugar Geomstrico para k=0,1,2,3,... (2.71)

Negativo~ 2km=nw para n=0,2,4,...

por lo tanto a la ecuacifn (2.70) le faltarfa aumentarle el
término correspondiente de la ecuacién (2.71) para gue fuera
igual a la ecuacifn {2.28), segln el lugar geométrico gque se
desee, pero resulta que para todos los valores de k los 4ngu
los que resulten al sumarle el término correspondiente seg@n
el lugar en cuestién de la expresifbn (2.71)'a la (2.70) se-

rén los mismos, por lo tanto por facilidad se toma que k=0 ¥
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la expresién (2,71) ahora es:

Positivo~nm=7 rad.

Lugar Geométrico {2.72) -
Negativo-nm= 0 rad

Y entonces podemos concluir que si se desea comprobar que
un punto pertenece al lugar geométrico positive, entonces
la funcién Fi de la expresién (2.70) habri que sumarle 7w
radianes y esta deberd valer cero si es que dicho punto
realmente pertenece al lugar, y si pertenece al lugar geo-
métrico negativo entonces directamente la funcifn ¥, debe-
rd valer cero, todo esto basado en (2.72) por lo que:

F, + 7 para el lugar geométrico positivo

F= (2.73)
Fi para el lugar geom&trico negativo

Si sustitufmos (2.73) en (2.69) tendremos:

Bj == (2.74)

pero solo valdrd para cuando k=0 ya que aunque k=0,1,2,...
el dngulo F; sique siendo el mismo ya gque sqlo se le estdn
sumando 2n radianes (razén por la que se dedujo (2.73)) al
dividirlo entre r ya no son iguales todoé los 4ngulos para
Bj' por 1o que habrd que encontrar que agregarle a (2.74)
para que sea v4dlido para todos los valores de k y asf po-
der saber los diferentes valores de &ngulos que podri to-

mar Bj.
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5i el j-ésimo pole tiene multiplicidad 1 y se desea
obtener el lugar de las raices, el &ngulo de inicio de ca-

da rama serd:

para cualquier valor de k, y todos los &ngulos para k=0,1,

2,... son iguales.

S1 ahora tiene multiplicidad 2:

0

oW
i
|
el
o
H
)
=
It

Bj = e = g + T para k=1

Bj = E;il = g + 27 para k=2
B, = F+6m _ F + 3r para k=3
J 2 2

se observa que para k=0,2,4,... es un dngulo de partida y
para k=1,3,5,... es otro, es decir habri dos valores de &2
gulo de inicic o partida del lugar de las rafces y es algo

16gico porque existen dos polos en ese punto.

Si el mismo j-pesimo polo tiene multiplicidad 3:
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Bj = g- para k=0

By = F;Z" = g + % " parp k=1

Bj = E%il = g + % m para k=2

By = Efbm _ g + 2 7 para k=3

By = Fi8m g + % = g + % T +21 para k=4

entonces para k=0,3,6,9,... hay un &nqulo, para k=1,4,7,
10,... hay otro dngulo y porAﬁltimo para k=2,5,8,11,... ha
bra otro.angulo m&s, o sea en total tres Angulos diferen-
tes de partida o inicio del lugar de las rafces correspon-

dientes a los tres polos ubicados en el mismo punto.

Siguiendo la misma secuencia, si hay 6 polos ubicados
en un solo punto,'entonces deberd haber 6 diferentes &ngu-

los de By Y serdn:

= E%EEE donde h=0,1,2,3,4,5

By

~“y si hay r polos ubicados en un sdlo punto, entonces:

F+h2n
r

Bj = donde h=0,1,2,..., r-1 (2.75)

y asf, mediante la ecuacién (2.75) obtendremos los r &ngu-
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los de inicio del lugar de las rafces (positivo o negati-

vo) para un polo de multiplicidad r.

En la figura 2,16 estd el segmento de diagrama de flu=-
jo desde que se define la primer rama (J=1) hasta lo filtimo

mencionado, en el cufl:

SA- Angulo en cuya direccifn se encuentra un punto per
teneciente al lugar de las rafces a una distancia 6§, Cuan-~
do comienza la rama j toma el valor del dngulo de inicio de

dicha rama, por lo tanto SA= Bj.

MP(J} - Multiplicidad de J-&simo polo (es equivalente a

r).

F- Condici6n de dngulo la cual se calculard en una sub
rutina de este nombre para un punto (X,, Y,), corresponde a

la expresién (2,73).

Egstas tres Gltimas variables se usan para definir el
dngulo de comienzo para un polo de multiplicidad r, defini-
do en la ecuacién (2.75), y como se observa, comparando el
diagrama de flujo con la ecuacién antes mencionada,
h=II=MP{J)-1; por lo tanto cuando h=II=0 ser4 el dltimo &n
gulo posible para el poio mﬂltiple en cuesti6h y asi pasar
al siguiente polo, por consiguiente II=MP(J)-1, MP(J)-2,...,
2,1,0,

Teniendo el &dngulo SA, es necesario normalizarlo, es



l viena da lafigura 2.15

L
"
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@_1. AlL,i)= PR(J)

J> NP st AlL,2)= PLLY)

'

@.____. NO X0 = PR(\’)
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angule

sigue anla figura 2.17

Figura 2.16 Diagrama de flujo
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decir obtener el dngulo equivalente en el rango =-msSAST y
esto se har4 a través de la subrutina NORMALIZA ANGULO que
serd explicada posteriormente, . ..onveniente mencionar
que en la explicacifn del programa principal sole se haré
mencién de las subrutinas que utiliza, asf como de los va-
lores que de ellas ;e obtienen y en que variables se en=-
cuentran almacenados, posteriormente se explicard cada sub
rutina con el nombre que se le di6é en el programa princi-

pal.

Con el punto y el &ngulo de salida se calcula el si-

guiente punto, segfin la figura 2.4 como sigue:

X0=A(L,1)+55*COS (SA)

YO=A(L,2)+55*SIN(SA)

como anteriormente ya se habia puesto L=0, entonces la ra-
ma comenzard en el primer polo introducido, como ya se ha-

bfa dicho.

A partir de aquf se empieza a calcular los puntos en-
contrando primero el &ngulo SA, y en lo que resta del pro-
grama se utilizan las ideas expuestas en la descripcifn

del algoritmo, considerando las siguientes variables:

X=fx(XO,Y0)

Y=£, (X0, Y0)
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XX=fxx(YO,YO) : ~
YY=fyy(XO,YO)

XY=fxy(X0,YO)

DA- Incremento del dngulo dado por la ecuacién (2.38),
esto se visualiza en la figura 2.17, en la que aclararemos

los siguientes detalles para su mejor entendimiento:

a) Al calcular el punto exacto correspondiente a la
ganancia de interés, se modifica el paso a través de una
interpolacién, esto se hace para encontrar exactamente el

punto que corresponde a la ganancia de interés.

b) Cuando el programa sale a GRAFICACION es que ha
terminado el célculo de una rama y ahora se deber&n grafi-~
car los puntos obtenidos. En caso de que se quiera calcu-
lar otra rama, entonces el programa pasari al diagrama de
flujo de la figura 2.18 para despuéds regresarse a la figu-
ra 2.16 y comenzar de nuevo la secuencia expuesta anterior

mente.
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AG =

SA
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RAM A

X0* A[Li1}+88 w cen{84)

!

Yor A(L2)+ B8 & Hia{sR)

DAL-F/{Yuges(Sa)-Xnoia{ga))/0n

NO Sl

SA=z SA + DA

€2 : €1 /100

SUBRUTINA
DERIVADAS
PARCIALES

S$S=z 4% 55/5
! RE:-v
P% :0 l
IMz X

SUBRUTINA
CALCULO DE
ANGUL O

An3 (Ag-(AN t2 w FONs7DAS
M-ua’l‘n-l'ﬂ" y

SUBRUTINA
CONDICION DE
ANGULO

SUBRUTINA
NORMALIZ A
ANGULOS

SUGRUTING
CAMBI0 DE
EXACTITUD

GRAFICACION

‘ GRAFICACION ) L=bL +1
A{L,l)= XO
AL,2)= YO

SUBRUTINA
CALCULO DE
GANANCIA

Figura 2.17 Diagrama de flujo del Algoritmo
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!
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Figure 2.17 Continuacion

KC: KC +1

§S:=2+88
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§1=568
SA = Al

At {x}»0)
on
ans (Yvi>m)

Figura 2.17 Continuacion

X0 = A{L,D)
Yo=A(L,2)
8§z ST /2%

SUBRUTINA
PUNTO
S$ILLA
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St
11=0
No dEdtl

=11 -1 l
Punto 3 de la
Figura 2.16

Punto 4 de Ia

Figura 2,16

Figura 2.18 Diagrama de flujo que se aumento a la rutina cuando se
quiere otra ramao

A continuacién se explican las subrutinas que se usan

en el programa:
~Subrutina Condici6én de Angulo:

Esta subrutina calcula la condicién de 4ngulo dada
por la expresién (2.73), en la cufl F; estd dada por la ex
presién (2.70). Hay que notar que al final de ia subruti-
na se normaliza el &ngqulo F, es decir se obtiene el &ngulo
equivalente en el rango -1<F<n. El diagrama de flujo se

puede observar en la figura 2.19.

-Subrutina Cdlculo de Angulo:

Esta subrutina es la funcién ARCTAN(X,Y) definida en



F=0

L]

NO
RE = X0 ZR(1)

v

IM= Yo- ZI(1)

SUBRUTINA
CALCULO DE
ANGULO

FsF4+NP(I} & AN

I

ey

FsF-T#Y0

S!
FsFD+F NO

t

FeFt2 n FD
. st )
F<-FD
NO
§ !
F:F-2#FD

NO
RE= X0~ PRI(1)

1

M= YO~ PI (L)

SUBRUTINA
CALCULO DE
ANgULO

FzF-MP(I) » AN

e

31

NO
RETURN

Figura 2.19 Subruting condicidn de angulo
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la expresién (2,27a) y se muestyra en la figura 2,20,

~Subrutina Derivadas Parciales:

\Esta subrutina calcula las derivadas parciales corres
pondientes a las expresiones (2,35), (2.36), (2.58),
(2,59} y (2.60), y el diagrama de flujo se muestra en la
figura 2.21.

~Subrutina Punto Silla:

Esta subrutina est&@ basada en las ideas expuestas en
la seccidn II.4.3 y su diagrama de flujo se observa en la

figura 2.22.
-Subrutina Normaliza Angulo:

Esta subrutina obtiene el &ngulo equivalente de SA en
el rango -w$ SA<tw y su diagrama de flujo se observa en la

figura 2.23.
-Subrutina Cidlculo de Ganancia:

Considerando la expresidn (2.23) la cual repetimos a

continuacién con el nfimero:

la~zy|]s~22]... |s-z_| |e”5F]
TlT = il (2.76)
K [s-p,||s—pzf;..1s—pn]

y tomando en cuenta que hay ocasiones en las cuales G(s)H

(s) estd multiplicada per un factor FG, entonces (2.76) se



AN' ATN

{RE/IM)

AN

% SGN (IM)

ANSATN (TR/RE) + FO® 30N (1 u)—‘

Figuro 2.20 Subrutino cdicule de dnguio

{ RETURN ’
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XX* XX+ 20 HIillePan/TR/ TR

¢

Xve XY -ME(the(0wa - PP} /TE / V0

O

51
NO
Lt we >—]

Q= X0-PR (1) Yev-7
T Y
PLYU-PL (1) Yy roxx
¥
TE: PaP+QaQ . RETURN
Q= X0- ZR(I)
¥
5|
P:Y0-21(1) P% =1
P %=1
)
TE:zPaP +QnQ I MO

XsX~-M2{l} = p/TE

3

Yay-MZ (L) s Q/TE

PUNTO
DE PRUESBA
£3 UN CERD

RETURN

Figura 2.2I

PUNTO
0C PRUEDA
€8 UN POLO

RETURN

KeX+MP(l} e P/ TE

1

Yey-MP (L) eQ /TE

KxexXa2a Mp()) e Pau/TR/TE

1

RYoRY +MP(1) w{enQ-Pap)iTI/TE

— 1

Subrutina derivadas parciales
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SUBRUTINA
CONDICIGN DE
ANGULO

SUBRUTINA
DERIVADAS
PARCIALES

P% = |
NO

ABSIX)I<IE-13
ANO
ABS(Y)<IE-)

N0

2 XXM UKAXYNXY

NO

L

P% =0

1

YOrYOrE 1/2 nain{Sa)

¥

XOs X0k € 1/2 & coa{BA)

oxXe-{KXuX+YuXY}/Z

'

pYv(xxev-xuXxvli2

1

DX=SS » co5(SA)

!

DY=8S » sin(SA)

X0= X0+ DX

!

YCo=Y0 + DY

§S = ST
1 =SS
8P % =
¥
K =1
%
L=L+1
'
ALY =X0
R
A{L,2)=Y0

Figura 2.22 Subrutina Punto silla
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SUBRUTINA

CALCULO DE
GANANCIA

ARD{L,0)-ullerg-4

PH:FD /K

¥

DXs85/25 » cos {PH +3A-FD}

+

CY:58/2% sin (PH+8A -FD)

Y

XP s AL )+ DX

v

YPs AlL,2) ¢ DY

¥

X0 = XP

Yo = YP

SUBRUTINA
CONDICION DE
ANGULD

Figura 2.22 Continuacion

KzK¢t

SUBRUTINA
DERIVADAS
PARCIALES

SUBRUTINA
CALCYLO DE
ANS UL O

SL = AN

RE : DX

iM:=DY

SUBRUTINA
CALCULO OF
ARGULO

NO

St

SA =z AN

3

AG 3 SA

RETURN
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INIC!I O

g

NO
SA>:= FD
SI
SA=SA-2 % FD
NO

St

SA=SA+2#FD

| A

RETURN

Figura 2.23 Subruting Normoliza Angulo
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modifica como sigues

1 IS'Zl”S-zz'...ls—zm]le_ST”Fc.;I
T_KT - [5"‘le [S"pg I rs-pnl {2.76)

si despejamos ]K] tendremos:

Is-z1]|s-22 ...ls-zmlie_STleGi

pero:

Ie-sT. l=le- (X+iY)T| = le‘m.é-iYT l= (eﬂl le-iYTl

[e“STI=!e~XT[|§osTr~isenYTl=leﬁxn|JCOEQYt+sen2YT

por lo tanto:

e |=|e7*F)

(2.78)
gustituyendo (2.78) en (2.77) tenemos:
X ls-palls-pal...|s-p,l
|s-z,[[s-zzl|s—z;|...|s-zm|]e%x?l§FG| -
Ik |5'P1|‘S’le---ls"PnlleXTl (2.79)
ki = ls-z;lls—22|...|s—zm[]FG | *

Por otrc lado recordando que s=X+iY, pj=PRj+iPIj Yy

’ zj=ZRj+iZIj entonces:
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i}

‘B%pjl /(x—pRj)2+(y-yxj)T {(2.80)

i

As-2y] ¢7x~znj)2+(y—zxj)2 (2.81)

Considerando {2.80) y (2.81) tenemos que (2.78) se

transforma en:

n
1eXT] ¢ h-.x-paj
IKl = J:Il x 2 ral
[Fa| jﬂl{Y‘-znj) +(y-zxjr

)
)’+(y-91j)2

n

ve |0 [(X-PR.) 2+ (¥-PI,)?]
= S 5;1[ i ) (2.82)
n [(x-zR.) 2+ (¥-21,) 2]
j=1 3 i

Por lo tanto, ccn la expresién (2.82) podemos calcu-
lar la ganancia correspondiente a un punto (X,¥) gue perte-
nezca al lugar de las rafces de un sistema dado, que es pre
cisamente lo gue hace la subrutina, la cufl se representa
en el diagrama de flujo de la figura 2.24.
~Subrutina Cambio de Exactitud:

Como se observa en el programa principal, esta subruti
na solo se utiliza despufs de hacer una correccifén del &ngu
lo SA, pero hay ocasiones en que debido a las aproximacio-

nes que se hacen en los algoritmos y la exactitud que da el



INICLO

A (L0} = |

Q:X0®R (1)
NO L
1 PsYO-P1 (1)
Q= X0-ZR (1}
j TE:PaP + QuQ
P3 YO-ZL (1)
1 TE: TE$ MP{1)
TE: PuB ¢ Qa0 v
i A{L0}e A{L,0) 0 TE

TE:TE ¢+ Mz (1) ‘ l

AlLolsnTesar {a(L, o) smr{n0at)/re
St
RETURN
NO

A(L,O}c 400/ TE

A(L,0): RT » IE 30

RETURN

Eigurc 2,24 Subrutina cdlculo de gononcio
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usuario del programa, nunca se encuentra un punto del lugar
con la exactitud dada, por lo que se ve la necesidad de ho-
dificarla, y esta subrutina la va haciendo por un factor de
10, y se puede observar su diagrama de flujo en la figura

2.25,

II.6, LISTADO

En el apéndice A se muestra el listado del programa el
cual es el resultado de la recopilacidn de todas las ideas

expuestas en la seccién anterior.

81 se estd un poco familiarizado con la computadora
empleada, el entendimiento del m&étodo empleado para la gra-
ficacidn serd muy sencilla de entender con el sclo hecho

de observar el listado.
II,7. OPERACION DEL PROGRAMA

En esta seccifn se explica como el usuario deber8 ma-
nejar el programa y, como ya se menciond, estd escrito en
la forma cldsica de llevar una "conversacifn con la compu

tadora".

La explicacidn se hard a travds de un ejemplo. Supon
gamos que se desea obtener el lugar geomdtrico positivo de

la sigulente funcifn de transferencia de malla abierta:



INICI O

]

Ki=z KI + 1

Sl

K1

n
(o]

E2 = IO®E2

Si

INVERSE

EXACTITUD
PARA EL SIGUIENTE
PUNTO = €2

NORMAL

RETURN

Figura 2.25 Subrutina cambio de exoctitud
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K

Cilsli(8) = SrErR T TFs (v D)

la funcifn no tiene ceros de malla abierta, el factor de ga
nancia es el nfimero que multiplica a K y vale en este caso
~la unidad, no tiene ningGn retraso y los polos de malla

abterta son:

p; = 0+40
P2 ==3+50
py =-1-31
Py ==l+gl

como todos los polos estdn elevados a la primer potencia,
entonces la multiplicidad vale uno, asf al correr el progra
ma y la computadora nos empiece a hacer preguntas, tendre-
mos que contestarle como se indica a continuacién. Las no

tas que se presentan a continuacién son aclaraciones adicio

nales a 1o que aparece en pantalla:

FACTOR DE GANANCIA? 1
# DIFERENTE DE CEROS? 0 . ... .
# DIFERENTE DE POLOS? 4

RETRASO? O
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POLOS-
PARTE REAL, PARTE IMAG., MULTIPLICIDAD
20,01
? =3, 0,1
? -1, -1, 1
?2 -, 1,1

Nota: Es necesario que en caso de polos y ceros complejos, .
se introduzca el correspondiente conjugado, adyacentes en~

tre sf, como se hizo en el presente ejenplo,

FACTOR DE GANANCIA=1

RETRAS0=0

DESEAS CAMBIAR ALGUNO DE ESTOS PARAMETROS (S/N)? N
NUMERO DIFERENTE DE CEROS=0

NUMERO DIFERENTE DE POLOS=4

LOS POLOS SON:

PARTE REAL, PARTE IMAG., MULTIPLICIDAD

0 0 1
-3 0 . 1
-1 -1 1
-1 1 1

DESEAS CAMBIAR ALGUN POLO? N
LUGAR GEOMETRICO POSITIVO O NEGATIVO(l/-1)}? 1
PASO? .1

EXACTITUD? .1
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Nota: No debemos olvidar que el paso es la distancia entre
puntos calculados, en tanto que la exactitud es el error md
ximo permitido al calcular un punto, ambos deben ser menores
que la unidad. Un valor adecuado para ambos es 0.1 y en ca-
so de que por alguna razfn no calcule la rama deseada, hay

que cambiar los valores, pero siempre menores que la unidad.

GANANCIA DE INTERES (S/N)}? S
GANANCIA? 10

Nota: Con lo anterior, el programa calculard el punto co-
rrespondiente a la ganancia 10. Obviamente se le puede dar
otro valor de ganancia. El signo de la ganancia debe ir en

relacién con el lugar deseado (positivo o negativo).

AREA DESEADA (EL NUMERO QUE AQUI SE INTRODUZCA CORRES~
PONDE A LA MAGNITUD A PARTIR DEL ORIGEN HACIA LAS PAR-
TES FOSITIVA O NEGATIVA DU CADA EJE) DE PREFERENCIA UN

MULTIPLO DE 57 5
CALCULANDO RAMA
Nota: Cada punto que aparece en la pantalla indica un ci-

FREC AR AP RIET NPT TIIPPRUECELOEPIOEROIODOOIOOQETDSTS

clo para calcular un punto. Cuando termina de calcular pun

tos, aparece lo siguiente:

(1) IMPRESION DE DATOS
(2) GRAFICA
(3) OTRA RAMA

(4) OTRA FUNCION
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(5} FIN

CUAL DESEAS? 1

Nota: S5i se oprime el N° 1, aparecerd en la pantalla el va
lor de cada punto calculado con su respectiva ganancia. N6
tese que el programa debiS haber calculado el punto corres=-
pondiente & la ganancia 10 o alguna que hayamos especifica-
do. Terminada la impresién de datos en la pantalla, volve-

rd a aparecer:

(1) IMPRESION DE DATOS

(2) GRAFICA

(3) OTRA RAMA

(4) OTRA FUNCION

{5) FIN

CUAL DESEAS? 2

BORRO LA PANTALLA (S/N) PRESIONA CUALQUIER TECLA DES-
PUES DE DESPLEGAR GRAFICA? S

Nota: Como es la primera rama que se est8 calculando, en-
tonces hay que borrar toda la basura que tenga en memoria
la computadora, esto en lo que a gr&ficas se refiere.
Cuando se quilera observar una segunda rama ya calculada,
no deberi borrar la pantalla, si es que se quilere ver tam-
bién la gr&fica anterior, para que encima se grafique la
nueva rama. Después de que aparezca la grifica se deberd

presionar cualquier tecla con lo cual aparecerd:
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MARCA DE GANANCIA (S/N)?

Nota: Si se desea otra marca de ganancia, se dan las ins-
trucciones como se mencion6 en la nota anterior, y si no
se desea, se presiona la tecla N con lo cual volverd a apa

recer: ”

- (1) IMPRESION DE DATOS
(2) GRAFICA
(3) OTRA RAMA
(4) OTRA FUNCION
(5) FIN

CUAL DESEAS?

Nota: Si ahora se oprime el N° 3, el programa empezari a
calcular otra rama, si se oprime el N° 4 es para introdu-
cir otra funcién de transferencia de malla abierta, y si
se oprime el N° 5 se saldrd del programa y se borrard de

la memoria de la computadora.
II.8. EJEMPLOS SELECTOS

A continuacién se dan algunas funciones de transferen
cia de malla abierta de las cuales se ha obtenido el lugar

geométrico positivo a través de la computadora:
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S
a) &\(8) W(S) =573 "

b) 6,(8) H, (S) = —(§~+-K;r)-§r

+o

v
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¢} G:(S)H.(shm

4
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-4

K

d} G,{8S) H((8)s

4

S(3+4){5+4+4))(S+4-4))

) Im

F X
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L e
S(s+4al(s-2/1(s+2j)(5+2-2])(S+2+2]MS+4-2|)S+4+2))

o) Gy (S)H,(S)=

4 Im
+4
k
[
4 a8
¥ o } e
-8 -4 Re
p—
K
T4
K
f) G|(S)H|(S)=-s-(—s-m
’ Im
2..
-4 2 / .2 7.4
ot T La)

Re

A
—F
v
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K
s{s+2){s+1+j){s+1-])

9) 6/(8)H,(5)=

A Im

2 ¢
} —
' X
h) GUSIMIS) 2 SIE R TS H 1410 (S+T-])
4 Im
{2 /
’\_//
2 ¢4
" Re
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Ke$
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b Im
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CAPITULO III

PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA EL CRITERIO DE NYQUIST

III.I. INTRODUCCION

Otro método, también gréfico, para investigar la esta-
bilidad de un sistema lineal invariante con el tiempo es el
criterio de Nygquist (5) el que, como se verd en el presente

capitulo, posee las siguientes caracterf{sticas, entre otras:

a) Nos da la estabilidad absoluta del sistema

b) Ademds de la estabilidad absoluta, nos informa acer-
ca de la estabilidad relativa, ‘

c) Se puede determinar el valor de algdn pardmetro K
de tal manera que el sistema sea estable,

d) Puede usarse en sistemas con retraso de tiempo.

e) Nos proporciona la estabilidad de un sistema en el
dominio de la frecuencia, es decir en términos de

la respuesta de frecuencia.

La respuesta de frecuencia es la respuesta que tiene un
sistema cuando se le aplica una entrada senoidal; es decir a
partir de que se le aplica una entrada senoidal esta tendrd
una cierta amplitud y una cierta frecuencia y cuando a esa
entrada se le varifa solo la frecuencia, el sistema responde-

rd de diferente manera de tal modo que si se investiga como
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responde (el sistema) al variar la frecuencia de la misma
sefial senoidal de entrada, se habr& obtenido la respuesta

de frecuencia.

El método de Nyquist consiste en determinar, de manera
indirecta, en que parte del plano complejo estdn ubicados
los polos de malla cerrada a partir del conocimiento de la

funcién de transferencia de malla abierta.

En este capftulo se desarrollard un programa de compu-
tadora que presentard una grdfica, en la pantalla de la mis
ma, llamada Lugar de Nyquist, a partir de la cufl se podrd

aplicar el criterio del mismo nombre.

Es necesario considerar que para poder aplicar el cri-
terio de estabilidad de Nyquist es necesario obtener la res
puesta en frecuencia del sistema que su diagrama polar y tam
bién entender el teorema de Cauchy el que se explicard sin
demostracién por lo que estos serdn los temas a desarrollar
en las siguientes secciones y posteriormente se estudiarg

el criterio de Nyquist.

III.2. OBTENCION DE LA RESPUESTA EN FRECUENCIA

En esta seccifn vamos a demostrar que para obtener la
respuesta a la frecuencia, de un sistema lineal invariante
con el tiempo, es necesario reemplazar jw por s en la fun-

cibn de transferencia de malla cerrada.
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Sea la ecuacién (1.3}, la que repetimos a continuaci6n:

Fl8) = —<xtsy

como se observa en (1.4), F(s) es la relacién de dos polino
mios en s. C(Como estamos suponiendo que la entrada es senoi

dal, ésta vendrd dada por:

x(t) = X sen wt

donde X es la amplitud pico médxima y w es la frecuencia an-
gular, por lo que al transformarla al dominio de Laplace se
convertiri en la siguiente expresifn, suponiendo condiciones
iniciales nulas:

wX
52 + we

X{s) =

y la salida del sistema serd:

. _ _ g(s) _ q(s) WX
Y{s)}) = F(s)X(s) = G A(s) = FET STee? {(3.1)

en donde g(s) es el polinomio del numerador y p{s) el del
denominador de F(s) (ver expresién (1.4)). El polinomio
del denuminador puede ser expresado como el producto de sus

ralfces, por lo tanto la expresidn (3.1) seri:

WX

- qis)
¥(s) = (s-p1) (5-p2)...(s-p ] = s%+ w?
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8i hacemos un desarrcllo en fracciones parciales para
obtener la respuesta en el dominio del tiempo, tendremos lo

siguiente, suponiendo que p(s) tiene rafces distintas:

v(s) = b) b2 + + bn + a a
8 = s-p, &-p, ' " ° §:Eh sFiw T osmgw 3.2)

donde a y bi {(i=1,2,...,n) son los residuos constantes, y

a es el complejo conjugado de a. La transformada inversa de
Laplace de la expresidén (3.2) nos dard la respuesta del sis
tema en el dominio del tiempo, como se muestra a continua--
cién:

jwt pnt

y(t)=ae” + edvt | bleplt +b2ep2t *...+ be

(3.2)

8l Y(s) tiene polos de multiplicidaad mj, entonces en el do-
minio del tiempo aparecerdn términos de la forma thjepjt
(hj=0,l,2,...,mj-l), y si el sistema es estable, entonces
los polos pl, pz,..., pn tendrd parte real positiva, por lo
que los términos eP1t, epzt,..., e"nt  tenderan a cero con-
forme el tiempo t tiende a infinito, por lo tanto en estado
estacionario desaparecerdn todos los términos de la expre-
si6n (3.3) incluso si tiene polos mdltiples desaparecerdn

las expresiones correspondientes a estos), excepto los dos

primeros, quedando de la forma siguiente:

jwt - jwt

ylt) = ae” + ae {3.4)
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donde a y a se calculan de las expresiones {3.1) y (j.z).aél:‘.

mo sique:
- by ba b
WX _ a a o -°n
FOIg&Tw = sw teow ¥ s-p, S-p, Foaeet 5P,
despejando a:
= b b, b
_ wx _a _ 2 - n
a= [F(8) gogyr = 553w ~ 575, 55, s_an(s+jw)
si s= =jw tendremos:
a = F(s) g5 (stiw) | =F(s) wx(s4jw) |
s==jw (s+jw) (s=Jw) ! s=-jw
a = - BLiv) (3.5)
de manera similar para a tenemos:
= _  XF(jw)
a= =5 (3.6)
como F(jw) es una cantidad compleja:
F (3w) = [F (3u) | 3% (3.7
donde:
|F(3w) | = /[Re(F (3w) }] 2+ [Im{F (3w ]2
= : = =1 i
g=|F (jw) = tg Im{F (jw) ) (3.8)

Re{F (jw))
para F{~jw) tenemos también que:

F(~3w}=|F(-3w) e 3% =|F (ju) |e”3? (3.9)
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sustituyendo (3.7) en (3.6) y (3.9) en (3.5):

_kIFGw |e Lo (3.10)

a-= x-'——z-f——-——lﬂj‘” o737 (3.11)

a
sustituyendo (3.10) en (3.11) en (3.4):
- - XIF(jw)]e'j%'th x"F(jW)JeN eJwt
,Y(t)_ 5 + 53
oy gitwtdd) _-j(whig)
y(t) = 2|F (3w | 3
y (£)=X|F (jw) | sen (wt+d)
y(t) = Y sen (wt+g) (3.12)

donde Y=X F{jw)

De la expresifdn (3.12) se ‘observa que para un sistema
lineal invariante con el tiempo y estable, la salida es se-
noidal cuvandec se le aplica una entrada también senoidal, am
bas de la mismA frecuencia pero de diferente amplitud y de-
fasadas entre si. Del desarrollo anterior se obtiene lo si

guiente, considerando (3.12) y (3.8});

[F{3w) |- = “{%%T
et - |43
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de tal manera que en general:

Y (jw) _ \ :
}—{—-(-j—w—)- = F(JW) (3.13)

con lo anterior se demuestra que la respuesta a la fecuencia

se obtiene sustituyendo a s por jw en la funcidn de transfe-

rencia.

IXII.3 DIAGRAMAS POLARES

La respuesta en frecuencia F{jw) es una cantidad comple
ja que se puede representar en dos dimensiones tomando a w
como pardmetro, y se puede expresar de las siguientes dos for

mas equivalentes:

Forma rectangular: F(jw)=Re{F(jw)}+j Im {F{jw)} (3.14)
1% (4 38 (Jw) _ . .
Forma polar: F(jw) =|F (jw) |e = [F(3w) | |g(3w) (3.15)

Un diagrama polar es la representacifn gr&fica de la res
puesta en frecuencia F(jw) para 0<w<e en un sistema de coor-
denadas cartesianas de Re {F(jw)} contra Im {F{jw)} . Como
las ecuaciones (3.14) y (3.15) son equivalentes, es légico
pensar que el diagrama polar también se puede representar en
coordenadas polares, en realidad la eleccién de coordenadas
ya sean cartesianas o polares depende de como sea mis fdcil
expresar la funcién F(jw) ya que en ambos sistemas de coorde-

nadas la grdfica seri exactamente la misma.



1le

A continuacifn se realizard un ejemplo para dejar mis

claro como se hace el diagrama polar de una funcién de trans

ferencia.
Ejemplo: Obtener el diagrama polar para la siguiente funcifn

de transferencia:

s+6

‘ F(s) = T3V (EF

Forma rectangular:
£ (4ir) = 18-2w? - (w3+21w)
Jw (F-wZy 21+ T6éw2 (3-w2) 2+16w2

Forma polar:
(18-2w?) 2+ (w3 +21w) 2

|2 (3w] = - [(3<u?) Z+1l6w2|2
P(3i) = tg™) (- L2
w [F (5w) | IF(jw)

0.0 2.00 0
0.5 1.77 -31°
1.0 1.36 -54°
2.0 0.78 -78.%°
-3.0 0.50 ©-90°
6.0 0.21 -99°¢
10.0 0.11 -98,5°

o 0.00 -90°
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I1I .4, TEOREMA DE CAUCHY

El teorema de Cauchy también llamado Principio del argu
mento tiene su base en la representacidén de funciones comple
jas de una variable compleja, dicho teorema se explicard en

esta seccidn sin demostrarlo.

Una funcidn de una variable real como lo es f(x) siendo
x real se puede representar én un solo plano cortesiano gra=-
ficando f(x) contra x. Una funcidn compleja de una variable
compleja, como lo es F(s) donde s&o+jw no se puede represen-

tar en un fnico plano cartesiano.
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La variable compleja s depende de una parte real y otra
imaginaria, y tambi&n la funcidn compleja F(s)=Re {Fi{s)} +
jIm{F(s)} por lo que un punto de plano s(g contra jw) ten-
dri su representacidn en el plano F(s) (Re{F(s)} contra jIm
{F(s)}) a trav&s de la funci6n compleja F(s), de tal manera
que para representar F(s) se requiere de dos grdficos bidi-
mengionales, proyectando log puntos del plano s sobre los
del plano F(s) a travds de la funnién F(s), como se muestra

en la Figura 3.1, tal proyeccién es unfvoca.

4w pim {Fio)

/’F-(.i-)_\

—l

Re(F(s)}

Sy

Plano s Plang F (s)

‘Figura 3.1 Proyeccidn del plano s’ ol Fi(s) ~
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Una funcidén F(s) es analitica si existe en todos los
puntos de una regifn de plano s (es decir, si el limite es
finito y finico). Un punto en el cuil F(s) no es analftica
{no tiene limite finito y finico) se le llama punto singular
o singularidad, y como ejemplos de puntos singulares esté&n

los polos de F(s).

Una caracterfstica de las proyeccionés del plano s al
plano F(s) es que si en el primero hay un contorne cerrado,
al proyectarlo al segundo el contorno resultante también se

r& cerrado.

Un punto est§ rodeado por un contorno si este se encuen
tra en su interior. En la fiqura 3.2(a) y (b) el punto A

estd rodeado y el punto B no lo esti.

() (b)

Figura 3.2 Rodeo de un punto
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Hasta ahora no se ha hablado acerca del sentido que
resultard en el plano F(s) al escoger un contornc cerrado
en el plano s con un sentido determinado. El sentido que
aquf siempre congideraremos en el contorno del plano s, se
rd el de las manecillas del reloj (aunque se puede escoger
el sentido contrario), para lo que el teorema de Cauchy di
ce:

Si un contorno P es el plano s rodea 2 ceros y P po-
los de F(s) y no pasa a travég de ningtn polo o cero de F(s)
cuando el recorrido es en la direccién del movimiento de las
manecillas del reloj a lo largo del contorno, el contorno

correspondienter, en el plano F(s) rodea el origen de dicho

F
plano N=Z-P veces en la misma direccién. Un siéno negativo
de N quiere decir que los rodeos al origen en el plano F(s)

serdn en sentido contrarioc a las manecillas del reloj.

Veamos un ejemplo para entender mejor el teorema de
Cauchy,

Sea la funcién:

(s-21) {s~23)
(s=p1] (s=p2] (s-py)

F) (s)

su patrdn de polos y ceros aparece en la figura 3.3 junto
con un contorno cerrado rg, y Fl(s) es analftica para todos

los puntos pertenecientes al contorno.
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4w

z2 p3 T

X pe _J .

Qv

A

Figuro 3.3 Patron de pofos y ceros de F,(s) y
un contorno cuolquiera

'Al hacer la proyeccidén al plano Fl(s) y considerando el
teorema de Cauchy, tenemos que en el plano s el ndmero de ce
ros que rodea el contorno ry es Z=1 y el ndmero de polos que
rodea el mismo contorno es P=2, por lo tanto N=Z-P=l-2=-1y
esto implica que el n@mero de rodeoé al origen en el plano
Fl(S) sari uno, en sentido contrario a las manecillas del

reloj, debido al signo, esto se observa en la Figura 3.4.
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1\ im F,{s)

L \ /.4 ,, RefFi(s)}

Figura 3.4 Proyeccidn al plano F,{s)

Hay que hacer hincapi# en el hecho de que en la fdérmula
N=2~P, 2 es el nfimero de ceros rodeados por T, Y P es tam=-
bién solo el ndmero de polos rodeados por T Y N el ndmero

de rodeos del contorno e al origen del plano F(s).

En las fiquras 3.5 y 3.6 se muestran otros ejemplos

acerca del teorema de Cauchy para su mejor comprensién.

L

III.5. CRITERIO DE ESTABILIDAD DE NYQUIST

Consideremos la expresién (2.l1), la cufl representa la
funcién de transferencia de un sistema de malla cerrada, en
donde P(s)=1+G1(s)Hl(s)=0 es la ecuacidn caracterfstica. Si

P(s)=0 se expresa como una relacién de pelinomios en s, en-
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4 Im F(s)

_,<
/

P

Re {f(s))

ydh

(a) (b)

Figura 3.5 Ejemplo del Teorema de Cauchy

r 4w §1im Fis)
s

b
L ]
x
1

{a) (b)

Figura 3.6 Ejemplo del Teoremo de Cauchy



124

tonces para determinar si un sistema es estable habri que
conocer la localizaci6n de los ceros de P(s) (que vienen a
ser los polos de todo el gistema). Con lo mencionado en las

c(s) G (s)

R(sT = IFGT(sTHL(S) (2.1)

secciones anteriores, nos podrfamos ponexr en la situacifn de
Nyquist hace algunos afios, en la que el deseaba saber la ubi
cacién de los ceros de l+G1(s)Hl(s)=0 para conocer la eétabi
lidad de un sistema y que, evidentemente encontr8 que se po-
dfa aplicar el teorema de Cauchy si en el plano s se escogfa
un contorno que abarcara todo el gemiplano derecho para asf
saber cuantos ceros de P(s)=0 se ubican en esa regién. El
contorne que Nyquist escogid es el que se'observa en la fi-
gura 3.7, el cull es todo el eje jw junto con un semicfrculo
de radio infinito que abarca todo el semiplano derecho, y su
sentido es el de las manecillas del reloj, y segdn el teore-
ma de Cauchy, no debe pasar a través de ninguna singularidad;
como se observa en la misma figura, sl existen singularidades
en el eje jw, el contorno la rodeard con un semicfrculo cuyo
radio tiende a cero. A dicho contorno se le llama contorno

de Nyquist,
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Poode PINY) /B

ot

Polo de P(s)

T

Figura 3.7 Coniorno de Nyquist

S5i el contorno de Nyquist lo proyectamos hacia el plano
P(s) a través de la funcidn P{s)=1+4G, (s)H,(8)=0 entonces co-
noceremos cuantos ceros hay en el semiplano derecho de s si
analizamos el comportamiento del contorno resultante en el
plano P(s), y ademfs sabemos cuantos polos de P(s) estdn ro-
deados por el contorno de Nyquist. Analizar el comportamiento
del plano P(s8) quiere decir investigar el n@mero de rodeos
al origen‘y el sentidobde tales rodeos. Con lo mencionado
un criterio de estabilidad serfa: considerando el contornoc
de Nyquist, representado en la Figura 3.7, que no pasa por
ningfin punto singular de P(s), el nfimero de ceros de P(s)
que se encuentran en el semiplano derecho del plano s es

igual al nGmero de polos de P(s)=1+Gl(s)Hl(s)=0 que se en-



cuentran en el semiplano derecho mis

al origen del contorno resultante en

Nyquist observS que el contorno

cuando (-=<w<w)

(es decir la porcién
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el nGmero de rodeos

el plano P(s).

de 14G, (jw) Hy (jw) para

de todo el eje jw en

el plano s), es el plano P(s) es la suma del vector unita-

rio y del vector'Gl(jw) Hl(jw), por lo tanto 1+G1(jw)Hl(jw)

(contorno de la figura 3.8(a)) es igual al vector que va

Im A

Plano 1+ GH,

1N

(-1,0)

Im 4
Plano G H,

148, {jwlb(jw)

{a)

P
—
]

R

140, { |jw)HydjuiA

L 4

L—‘ Giliwliil)w)

(b)

Figura 3.8 Diagramas de G,(jw) H;(jw)
en los planos !#+GH, y GiH;

del punto (-1,0) hasta el extremo del vector G, (Jw)Hy (jw)

como se cbserva en la Figura 3.8(b), ademis considerando

gque los polos de 1+Gl(s)Hl(s) son los mismos gque de Gl(s)

Hl(s), entonces se puede obtener el nGimero de ceros de

1+Gl(s)Hl(s) que se encuentran en el semiplano derecho a

partir de la proyeccién del contorno de Nyquist a través de
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la funcién Gl(s)Hl(s) y observando el ndmero de rodeos al
punto (-1,0) del plano Gl(s)Hl(s) y su sentido, junto con
el ntmero de polos de Gl(s)Hl(s). Al contorno del plano
Gl“l' resultante de proyectar el contorno de Nyquist scbre

dicho plano, se le llama "Lugar de Nyquist",

Asf puds, el criterio de estabilidad de Nyquist puede

establecerse formalmente como sigues

Un sistema de control, realimentado lineal e invarian-
te con el tiempo es estable si y solamente si el contorno
rGlﬁl {lugar de Nyquist) resultante de proyectar el contor
no de Nyquist en el plano Glﬂl, no rodea el puntoc (-1,0)
cuando el ndmero de polos de Gl(s)Hl(s) en la parte derecha

del plano s es cero (P=0).

Si el ndmero de polos gde GlHl, con parte real positiva
no es cero, entonces el criterio de estabilidad de Nyquist

es

Un sistema de control realimentado, lineal e invarian-
te con el tiempo'es estable si y solamente si para el contor

no'T (lugar de Nyquist) resultante de proyectar el con-

Gy

torno de Nyquist en el plano Glﬂl, el nGmero de rodeos al
punto (-1,0), en sentido contrario al de las manecillas del

reloj, es igual al ndmero de polos con parte real positiva

de Gl(s)Hl(s).
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Para que haya estabilidad se requiere gque no haya ceros
con parte real positiva (Z=0) por lo tanto, si no hay polos
con parte real pogitiva, de la funcién Gl(s)Hlts), de la
f8rmula Z=N+P como P=0Q implica que 2=N, entonces para que
haya estabilidad no debe haber rodeos al punto (-1,0), es
decir 2=N=0,

Pero si P# 0, para que siga hablendo estabilidad se de
be cumplir que Z=0, y entonces 0=N+P o N=-P por lo tanto el
nimero de rodeos al punto (-1,0) en sentido contrario a las
manecillas del reloi (por el signo menos) debe ser iqual al

ndmero de polos con parte real positiva de G, (s)H, (s).

A continuaci®n vamos a desarrollar un ejemplo para en-

tender mejor el criterio de estabilidad de Nyquist.
Ejemplo. Sea la siguiente funcién de transferencia
de malla abiertas
1
G){(s)lH; (s) = 3T
en la figura 3.7 se observa el contorno de Nyquist y para
aplicarlo tegemos que hacer lo siguiente:
. ! 1. R (e e . .
GUMRI= ooy = oy = 3 g = Be(G(RIH(H) HiMniG () H ()}
tabulando la parte real y la parte imaginaria de la funcién

de transferencia de malla abierta tomando a w como parfme-

tro, tendremos lo siguiente:
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w  Re(GUiwH(W)  Im{G{3WH(w)}

0.0 1.0 0.0
0.5 0.8 0.4
2.0 0.2 -0.4
o0 0.0 0.0

graficando los resultados anteriores y considerando que la gréfica es

simé@trica para G(jw)H(jw) y G(-jw)H(-jw) tendremos:

- 4 Re {cn}

«,0)

w s ¢ wio m{:on}

como la grifica no rodea el punto (-1,0) entonces N=0, y co-
mo no hay polos de malla abierta dentro del contorno de Nyquist
P=0, por lo tanto Z=N+P=0, es decir que no hay ningdn polo de

la funcidn de transferencia de malla cerrada en el semiplano
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derecho, por.lo tanto el sistema es estable.

ITI .6, ESTABILIDAD RELATIVA

En las secciones anteriores se obtuvo la estabilidad de

un sistema en fuucidn de los rodecs del lugar de Nygquist al

punto- (-1,0) y aplicando la f6rmula del teorema de Cauchy

N=Z-P,

Ahora vamos a obtener la estabilidad relativa de un sis

tema en base a que tan cerca estd de encerrar el punto (-1,0)

el Lugar de Nyquist,

te al lugar de Nyquist de la figura 3.9(a) es més estable

que el correspondiente a la figura 3.9(b),

4 Re

Plano GaHp

lr Re
Plano GgHg

(,0)

{a)

(b)

Figura 3.9 Lugar de Nyquist de dos sistemas

Por ejemplo el sistema correspondien-
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Se han establecido medidas de cercanfa del lugar de
Nyquist al punto (-1,0). Una de estas es el Margen de Ganan

cia y otra es el Margen de Fase,

El Margen de ganancia es el mfnimo factor por el cufl
habrfa que multiplicar Gl(s)Hl(s) para que el sistema se
vuelva inestable, y este se calcula en base a la Figura
3.10 como sigue:

1
IGi(jwi)Hl(jW|)l

Margen de Ganancia =

g (s.(m Hiw)
I8t jwnd Hil ol

-—4ln——-

Re fa,tiw) wtivl)

Figura 3.10 Margsn de Ganancio
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El Margen de Fase es el mfnimo &ngulo que debe sumarse
a lGl(s)Hl(s) para que el sistema sea inestable, es decir
corresponde al dngulo que se debe girar el lugar de Nyquist
para que este rodee 2l punto (-1,0) y se calcula en base a

la Figura 3.1l como sigue:

Margen de Fase = ¢MF

§i ahora congideramos que la ecuacidn caracterfstica esg
como se muestra en la expresidn (2.6) gque ahora repetimos

con el nmero:
1+KG(s)H (s} =0 (3.16)

la cufl también se puede escribir como:

Pls)= ¢ + G(s)H(s)=0 (3.17)
- ﬂ“m{d“ﬂﬂ“-ﬂ
/I
/
/
/ r=l
/
!
(‘||°)‘\! .
‘ #ur Re {otimntin)}
A
A\
\
W

Figura 3.11 Margen de fase
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en donde K es un pardmetro libre y cuyo valor se debe deter
minar de tal manera que el sistema en cuestidn sea estable,

entonces ahora el criterio de estabilidad de Nyquist se mo-

difica ya que la funcién P(jw)=1/R+G(jw)H(jw) para - @< w«<=

{que es el lugar de Nyguist en el plano P(s) es la suma del

vector 1/K y el vector G(jw)H(jw), entonces 1/K+G(jw)H{jw)=0
es igual al vector que va del punto (-1/K,0) hasta el extre
mo del vector G(jw)H(jw) y la figura 3.8 se modifica como

en la figura 3.12,

Es evidente que el ndmero de rodeos para aplicar el teo
rema de Cauchy es respecto al punto (-1/K,0), por lo tanto
si se quiere que el sistema sea estable hay que escoger el
valor de K de tal manera que el lugar de Nyquist no rodee

en sentido horario el punto (-1/K,0), y si adem&s se quiere

ﬁl Im 1‘ Im
Plono  + GH Plono GH
/'\ ‘-+.°’
Re Re
] -
- el L
TS Un () ¢Sl L otjwi )

Figura 3.12 Diagromas de G{jw) H(jw) sn los planos
i/K +GH y GH
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un cierto grado de estabilidad, habrd gue jugar con el pa-
rdmetro K y sus correspondientes m&rgenes de ganancia y fa
se, los cuales se calculan en base a la figura 3.13 como

siqgue:
1

Margen de ganancia = | ak|

Margen de Fase = "SMF

IIX.7. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

El problema de graficar el lugar de Nyguist se reduce
a sustituir s=jw en la funcifn de transferencia de malla
abierta, es decir obtener G(jw)H(jw) para -w<w<e encontran
do asi la proyeccién del contorno de Nyquist correspondien-
te al eje jw para finalmente analizar solo la semicircunfe-

rencia de radio.infinito.

- 1\ im
”
7/
/
/ ;| Prano oH
X

Figura 3.3 Margen de gonancio y fase para un
sistema con un pardmetro K
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El algoritmo que agquf se considera gri&fica G{jw}H{jw)
para -=<w<=; tomando en cuenta que el lugar de Nyguist es
simétrico respecto al eje real, entonces podemos obtenerx
el lugar de Nyquist para O<w<~w y después obtener los valo
res simétricos cambiando el signo gue corresponde, para asf

obtener también el lugar de Nygquist para ~=<w<0.

Como la funcidn de transferencia de malla abierta es
un cociente de dos polinomios en s, como se muestra a conti
nuacidn:

oM - T}
G(s) +(s)= bpS +bm=is "'+, . .+thstb,

- e (3.18)
a gh+a -1gn I+,, . +ajsta,
sustituyendo jw por s eén la ecuacifn anterior:
e .yl .
G (5w H (§w) = bm(jw) +bm~1 (jw) +..04b1 (Jwltb, (3.19)

x =T
an(Jw)n+an_l(Jw) ++...+a1(jw)+ao

por otro lado tenemos que para graficar el lugar de Nyquist
debe separarse a G{jw)H{jw) en su parte real y en su parte
imaginaria, por lo tanto en la expresién (3.19) observamos
que el factor jw elevado a una clierta potencia se puede sim

plificar de acuerdo a lo siguiente:

.\ P P
W™ (a3, 7,11,15,19, ., ) ="

Exporentes Impares (3.20)
(jw)p = jwp
(p=1,5,9,13,...)
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(5w)P(p=2,6,10,14,18,...)°%

Exponentes Pares _ (3.21)
. P P
()% ho0,4,8,12,16,20,...)0 =¥

tomando en cuenta las expresiones(3.20) y (3.21), podemos
separar el numerador y el denominador de (3.19) en su parte

real e imaginaria, como se muestra a continuacién:

Gl i (gw) 5 JBED2v*ouw' Dbt )+ (brwbaw® +bgw® b” +...)

(3.22)
(ag=awawt -awb +...)+jlaw-a;w3 tawd -awi+...)

si tenemos que:

NR

it

by~ byw?+ byw" -bgw +...

NI = byw -b3w3+b5w5— b7W7+ o

(3.23)
DR = a,~asw+ ayw'-agwb+...
DI = ajw-azwi+agwi-a;w’+,..
entonces la expresién (3.22) ser4:
: .\ _ NR+3JNI
G{jw)H{jw) = DR¥JDI (3.24)

si queremos separar parte real y parte imaginaria de G (jw)

H(jw) tenemos que hacer los siguiente:

NR+3NI  DR-JDI _ DR-NR-JNR.DI+3NI.DR+NI*DI

GUJw)H{jw)=  PrFspT * DRESDT = DRZ + DIZ

(3.25)
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simplificando y separando:

. ..v. DReNR+NI.DI . NI.DR+NR:DI
G(JW)H(JW)— —W + 9 DRZ+DIZ (3.25)
sis ’

DR ‘NR+NI:DI :

R =

P DRZ+DIZ oo (3.2n
NI.DR+NR. DI

PI = :
TDREADIZ | (3.28)

entonces la expresifén (3.26) es:

G(jw)H(jw)= PR+jPI

si la funcidn de transferencia de malla abierta tiene un
retardo de tiempo esT entonces habrd que multiplicarlo
por G(s)H(s), pero como s=jw entonces:

-JjwT

e~ST = e = coswT-j sen wT

=jw
por lo tanto la funcifn de transferencia de malla abierta
con un retardo de tiempo T es:
G(jwlH (3w} =(PR+3PI) (cos wT- j sen wT)
G (jWjH(jw) = (PR.cos wT+PI.sen wT)+3j(PI.cos wT-PR.sen wt) (3.29)

y as! mediante la expresifn (3,29} podemos calcular el lu-
gar de Nyquist en un sistema de cordenadas cartesianas. En

la siguiente seccién se describe el programa computadora.



II1I.8 PROGRAMA PARA EL LUGAR DE NYQUIST

Ya que se tiene el algoritmo, lo que se procede a hacer
es a desarrollar el programa de computadora. Al igual que
el programa del capftulo anterior, este estd desarrollando
en lenguaje BASIC sobre la misma computadora Apple II plus
de 64 K de memoria. Tambi€n en este caso el programa esti
desarrollado en la forma cl&sica de man2jo de programas en
lenguaje BASIC, es decir el usuario del programa estd "con

versando" con la computadora.

El programa que aquf se desarrollard sirve para calcu
lar y graficar el lugar de Nyquist de una funcifn de trans
ferencia de malla abierta con un retardo de tiempo, dicha
funcién debe estar expresada como un cociente de dos polino
mios, como se muestra a continuacién:

-1 -
KX (bmsm+bm-lsm +...th;5+h. g sT (3.30)
asts 80714 [+ asta,

G(s)H(s)=

donde Kl es una constante dada, K es el pardmetro libre al

que le determinaremos su valor y T es el retardo. 'Cabe men
clonar que el grado de los polinomiys no tiene lfmite, y en
realidad el 1fmite lo da la capacidad de memoria dé ia com=-

putadora.

Las figuras geomf#tricas que entrar&n en la formacién de
diagramas de flujo serin las mismas que se usaron en el cap{

tulo anterior, es decir las mostradas en la figura 2.11.
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Antes de que la computadora empiece a calcular puntos
del lugar de Nyquist, es necesario que tenga en memoria
los valores de los coeficientes de los polinomios del nume
rador y denominador, ademis del grado de cada uno de ellos
asf como los valores de Kl y K junto con el retardo de tiem

po, estos datos se almacenardn en las siguientes variables:

FG~-Factor de Ganancia. Corresponde a Kl de la ecuacién
(3.30) y como ya se dijo es una constante que frecuentemen-
te aparece multiplicando al par8metro K y que por lo gene-

ral vale la unidad.

NU - Grado del numerador
ND - Grado del denominador

T - Retardo

Los coeficientes se introducen a través de los siguien

tes arreglos:

CN(I}- Coeficientes del polinomio del numerador(0<I<NU)

CD(I) -~ Coeficientes del polinomio del denominador (0<I<NU)

La introduccidén de datos se hace como muestra el segmen
to del diagrama de flujo de la figura 3.14 en donde se da
la opcién de verificarlos; la misma verificacién que se usa
para los coeficientes en el denominador se usa en el numera
dor. En la figura 3.14 aparecen dimensionadas la variable
A(150,2) y 0%(150) en donde en el arreglo A(L,0) se almace

nan los valores de las frecuencias, en A(L,1) la parte real
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1=0 TO NU

GRADO DEN.

L=0T7T0 ND

COEF DE
SAND -1

DTM CN (NU), l ! ]
co (ND), |- s o B e

A{150,2), 0% (150]

RETRASO

Figura 3.14 Introduccidn de datos y verificacion



Fo, T
DESEAS CAMBIAR
€3T0S PARAMETROS,
(s/N)

NU
COLFICIENTES

NUMERADOR

LOEFICIENTE
(8/ M)
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DA LA POTENCIA
Y EL
COEFICIENTE

sigue en lafigura 3.13

Figura 3.14 Continuacidn
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y en (L,2) la parte imaginaria de los puntos calculados;
el arreglo 0% (L) es un detector de puntos calculados es=-

tdn fuera de la pantalla, no olvidando que 0< L<150.

Las sigulentes variables tambi&n entran dentro del

programa

¥2-Mdximo valor absoluto del eje real.

¥2-Mgximo valor absoluto del eje imaginario.

W ~Frecuencia inicial.

WF-Fracuencia final.

WI-Frecuencia de interés,

DW-Incremento de frecuencia,

SL-Paso, 0o sea es la distancia ideal entre puntos
contiguos calculados.

K -Distancia real entre puntos contiguos calculados y
detector de cercanfa al origen (no confundir con el
parémétro K).

L -Ndmero de puntos calculados (0<L<150)

LI-Aquf se almacena el nfimero de punto que corresponde
a la frecuencia de interés,

Kl-Contador del nflmero de puntos que estin fuera de .
pantalla,

GA-Ganancia, &sta corresponde al valor que se le haya

fijado a la variable K en la expresifn (3.30).
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10 -0, wr=10%, Dmw=.1,Kl=0,

Inicialmente x2=101°, Y2=10
a las demds variables el usuario les da su valor. Es eviden
te que si el término independiente del polinomio del denomi-
nador vale cero entonces la frecuencia inicial no puede valer

cero ya que habrfa una divisién entre cero, por lo que hay

gue evitar esto.

A partir de aquf se usa el algoritmo descrito en la sec
cién anterior, tomando en cuenta que, el que haya un incre=--
mento de frecuencia DW no implica gue la distancia entre pun
tos contiguos sea SL, por lo que los incrementos de frecuen-
cia variardn tratando siempre de que la diferencia entre la
distancia real K (no confundir con el pard&metro) y el paso

SL estén entre el +20% de SL o K<SL.

En la Figura 3.15 se observa el resto del diagrama de

flujo del programa, en donde:

NR-Numerador real
NI-Numerador imaginario
DR-Denominador real
" DI-Denominador imaginario
DM-Magnitud del denominador (si DM=0 implica que se tra
ta de un punto singular, pdr lo que hay que variar el valor

de la frecuencia).

PR-Parte real de G(jw)}H(jw)

PI-Parte imaginaria de G(jw)H{jw)
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. i viene dela figura 3.14

X2 = [E 10
) . Kl =0
Y2:1E 10
¥ sl
W>0
Ww:0
DW= W/I10 NO
WF:IEG
DW= |
GANANCIA

T:0
AND
€D(0}s0

NO

FRECUENCIA
INICIAL DIFERENTE
DE CERO

FRECUENCIA
DE INTERES

(8/N]

AS
PASO Wiz iE6

Figura 3.16 Programa principol para calcular el lugar de Nygquist



S| St
GRAFICACION NO
NR: O DieDi+ CON)nOQPU (X} u W |
T 2
N1:O Ke-x
7 1
FRECUENCIA )
DR= 0O FUIRA DEL {
RANGO
} PESEADO oRron ¢CO{t)n Jun(x)aw 1
pr:=0 i
1 4 i
Xzt ) DMSOR 2 4DL t 2
Ws 1, 000001 s W
10 TO NU ]
Si
S| NO
PlaFou(NlL ORENRADE) /DN
NO I
MIsNL$CNIT}e SBN(X)aW # | PR1FG s (MRaOR+NEDL) /0N
1 Y
X=-X - ‘ o A(LO) =W
P 1
i—-_—_—_ﬂ
AL,rRe ase(WaT) ¢ P10 sta (Wat)
Nrotin 4 Ch(i} s son{x) e wt T {
H——_—_—_—_—_—J » A(Ll“"l.!”('lf)‘nllll('l'y

Figura 3.15 Continuacion
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51
K<SL/IES
GRAFICACION
NO
LesL 4+
@‘“_*.
W W+ DW
e gor{{AL, 1) Al LAl AL L)
Si

ABS(K-SL)<*5L/S

W= W-DW

DW = DW & SL /XK l

DW = 1.5 » DW

xapom{a{L ,Jtesalt. ) be)

()*
NO

Figura 3.15 Continvacidn




0% L) =1

:

L=t +t

1

DW =Lt » DW

!

KizKb+ i

Kt PUNTOS
FUERA DEL AREA
DESEAS CONTINUAR
(S/8)

Lzl

GRAFICACION

Flgura 3.15 Continuocion
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TII.9. LISTADO

En el apé&ndice B se muestré el listado del prdgrama de
computadora que obtiene el lugar de Nyquist, el cual es el
resultado de la recopilaci6n de todas las ideas expuestas

en la seccién anterior.

La parte del programa que correspcnde a graficacidén
serd muy sencilla de entender con el sclo hecho de obser-

var el listado del mismo.

III.10. OPERACICN DEL PROGRAMA

En esta seccifn se explica como el usuario deberd ope~
rar el programa, dicha explicacifn se hard a través de un

ejemplo para su mejor comprensidn,

Supongamos que se desea obtener el lugar de Nyquist
de la siguiente funcifn de transferencia de malla abierta:

1
(s+1 5+2

G(s)H(s) =
como el programa estd hecho suponiendo que la funcidén de
transferencia de malla abierta 2s un cociente de polinomios
como se muestra en la expresién 3.30, entonces tendremos

que la siguiente expresitn es equivalente y de esta manera

cumplimos tal condicién:

1

G(s)H(s) = ;3:3;:5
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por lo tanto al correr el programa los datos pedidos se da-
r&n comv se muestra a continuvacidén, considerando gque las no-
tas que aparecen solo son aclaraciones adicionales a lo que
va apareciendo en la pantalla, m&s no son parte del progra-
ma:

GANANCIA? 1
Nota: Esta ganancia se refiere al factor Ky de la expresién

(3.30)

GRADO NUM.? 0

GRADO DEN,? 2

RETRASO? 0

COEF. NUM.

COEF. DE 5°071

COEF. DEN.

COEF. DE §"2? 1

COEF. DE S8~17? 3

COEF. DE 5°0? 2

GANANCIA = 1

RETRASO = 0

DESEAS CAMBIAR ESTOS PARAMETROS (5/N)? N

Nota: Si se desea cambiar algtn pardmetro por haber cometido
alg@in error al introducir los datos, entonces se opri-

me S y se hace la correccifn que corresponda.



150

GRADO NUMERADO = 0

COEFICIENTS NUMERADOR:

§"0=1

DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE (S/N)? N
GRADO DENOMINADOR=2

COEFICIENTES DENOMINADOR:

s*2=1

s*1=3

$70=2

DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE (S/N)? N
PASO? .1

Nota. E1 paso es la magnitud entre punto y punto calculado;
por lo general es bueno un valor de 0.1 pero si se de
sea variar, entonces es conveniente hacerlo multipli-
c&ndolo o dividié&ndolo, segdn sea el caso, entre o
por diez (0.01, 0.1, 1, 10,...}. El paso se varfa
cuando la grdfica obtenida no estd completa o cuando
se desea que se calculen mds puntos. Cabe mencionar

que el nimero miximo de puntos que se calculan es 150,

GANANCIA? 1

Nota: Esta ganancia se refiere al parémetro K de la expre-

sién (3.30) y que en este caso vale la unidad.

FRECUENCIA DE INTERES (S/N)? S

CUAL FRECUENCIA? 10
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Nota: Esta frecuencia se refiere a alguna frecuencia en par
ticular a la gue se desee calcular las coordenadas

exactas del lugar de Nyguist.
CALCULANDO LUCGAR s cvinnssasessnsransassssranssnss

Nota: Al aparecer lo anterior se entiende que se estdn cal
culando puntos del lugar y cada punto significa un

punto calculado, por lo que al terminar apareceri lo

siguiente:

{1) IMPRESION DE DATOS
{2) LUGAR DE NYQUIST
(3) OTRA FUNCION

(4) FIN

Nota: Si se oprime la tecla que corresponde a (1) aparecers
en la pantalla el valor de todos y cada uno de los
puntos calculados junto con su respectivo valor de
frecuencia, si se oprime el {3) se va al inicio del
programa para as! poder introducir otra funcifin, si
‘se oprime el (4) se sale del programa y por @ltimo

si se oprime el (2) aparecerf lo siguiente:

BORRO LA PANTALLA (S/N) PRESIONA CUALQUIER TECLA DESPUES
DE DESPLEGAR LA GRAFICA? S
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Notat Si no se borra la pantalla, la grdfica aparecerd so
brépuesta en la dltima gridfica gque se haya hecho en
la computadora. También es importante sefialar que
el programa fue hecho considerando que el lugar de
Nyquist es simétrico respecto al eje real, por lo
tanto primero se calculan los puntos correspondien-
tes a 0< w<= y despuds lo dnico que se hace es cam-
biar de signo la parte imaginaria de cada punto cal
culado, para as! obtener el lugar de Nyquist para
-=<y<0, por esta razdn al analizar la grdfica, el sen
tido de giro que esta tenga ser§ el sentido en que se
empiece a dibujar la primera mitad del lugar de Nyquist
ya que la otra mitad se dibuja por pura simetrfa. Des

pués de haberse desplegado la gr&fica apareceri:

(1) INDICA FRECUENCIA
(2) CAMBIA AREA

{3) NINGUNA

CUAL DESEAS?

Nota: Si se oprime el (1) apareceri:
QUE FRECUENCIA?
Nota: Aquf se pondrd la frecuencia que se desee observar su

punto correspondiente del lugar de Nyquist, para des

puds volver a visualizar:
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(1) INDICA FRECUENCIA
(2) CAMBIA AREA
(3) NINGUNA

CUAL DESEAS?

Nota: Si se oprime el (2) es para cambiar el &rea de visua-
lizacidn de la gr&fica, es decir se puede achicar o
amplificar la gr8fica, y por 6ltimo si se prime (3)

se regresar§ para que nuevamente aparezca:

{1) IMPRESION DE DATOS
(2} LUGAR DE NYQUIST
(3) OTRA FUNCION

(4) FIN

CUAL DESEAS?

III,11, EJEMPLOS SELECTOS

En esta seccifn se presentan algunas funciones de trans
ferencia de malla abierta de las que se a obtenido el lugar
de Nyquist a través de la computadora,

alG(s)H(s)= —r

b)G(s)H(s)= Lp

1 1
c)G(s)H(8) = 1oryyETFIT = S¥35+7

1 1
DGISIHIS) = [Ty EraT(ETIT™ o3 4652+11546




e)G(s)H(s)
£)G(s)H(s)
g)G(s)H(s)

h)}G(s)H(s)
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1

Vs§+252+s+1

s(s+1] (s+2) ~ §3¥+3s2 v2s

e”S

s+T
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CONCLUSIONES

A trav8s de este trabajo de tesis se puede cbservar co-
mo la computadora puede jugar un papel muy importante en el
desarrollo de alguna asignatura en el &rea de Ingenierfa, ya
que esta puede servir como apoyo didictico para el profesor,
explicando en clase la parte tefrica y, en la parte pricti-
ca, es decir al hacer problemas sobre la teorfa, se auxiliari
de la computadora, ahorrando asf mucho tiempo y pudiendo re-~
solver mis problemas en menos tiémpo, con la ventaja de que
si se tiene algfin problema complejo este se podr§ resolver
a travé€s de la computadora, ya que los mé&todos de estabili--
dad agquf tratados (Lugar Geométrico de las Rafces y Criterio
de Estabilidad de Nyquist) se hacfan casi inaccesibles para
usar cuando se tenfa un sistema un tanto complejo, por lo
que ahora es todo lo contrario ya que hay una ganancia sig-
ni%icativa en velocidad y exactitud al hacer las grdficas
correspondientes a cada méftodo a través de los programas de

sarrollados,

Es importante hacer notar que con los programas se puede
analizar la estabilidad de sistemas complejos a través de
los mdtodos estudiados, cosa que sin el uso de la computado
ra requiere de demasiados cilculos, dando lugar a errores,
ademds de que las grificas asf obtenidas solo son aproxima-

das.



GLOSARIO DE TERMINOS

ECUACION CARACTERISTICA: Es el polinomic del denominador

de la funcidn de transferencia de malla cerrada
igualado a cero,

FUNCION ANALITICA: Una funcidn Fls) es analftica si existe
en todos los puntos de una regidn del plano comple
jo (lo que egquivale a que tenga un lfmite finito y
fnico en todos los puntos de la regifn mencionada) .

FUNCION DE TRANSFERENCIA DIRECTA: Es la relacidn entre la
salida y la sefial de error actuante,

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE MALLA CERRADA:; Es la relacifn
entre la salida y la entrada de un sistema en el
dominio de Laplace.

FUNCION DE TRANSFERENCIA DE MALLA ABIERTA: Es la relacifn

entre la sefial de realimentacidn y el error actuan
te.,

MARGEN DE GANANCIA: Es el mfnimo factor por el cuil hay que

multiplicar Glis)Hl(s) para que el sistema se vuelva
inestable,

MARGER DE FASE: Es el mfnimo fngulo que debe sumarse a
Gl(S)Hl(S) para que el sistemu sea inestable.

PATRON DE PESO: Es la respuesta a impulso en el dominio
del tiempo.

RESPUESTA EN FRECUENCIA: Es la respuesta gue tiene un sis~
tema cuando se le aplica una entrada senoidal,

SINGULARIDAD: Es un punto en donde la funcifin F{s) no es
analftica.

SISTEMA: Una relacidn entre entradas y salidas.

SISTEMA ASINTOTICAMENTE ESTABLE: Esg cuando a un sistema 1le
aplicamos una perturbaci®n y sus efectos desaparecen

con el tiempo, es decir la salida es igual con per-
turbacifn ¢ sin ella,
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SISTEMA MARGINALMENTE ESTABLE: Es cuando a un sistema le
aplicamos una perturbacidn y su salida varfa un
poco, despuds de haber aplicado la perturbacidén.

SISTEMA INESTABLE: Es cuando a un sistema le aplicamos una
perturbacidén y la salida es marcadamente diferente
de la que obtendrfamos sin la perturbacién.




APENDICE A

Listado del Programa de Computadora para obtener
el Lugar Geométrico de las Rafces
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10 PRINT t PRINT "FACTOR DE GANANCIA'"p3 INPUT FB: PRINT @ FRIN

T "% DIFERENTE DE CEROS"j: INPUT NZ: PRINT 1 PRINT “# DIFERENTE
DE FPOLOS"3: INPUT NPt PRINT : PRINT “RETRABO";: INPUT T

20 IF NZ = O GOTO 40

30 DIM ZR(NZ),ZI{NZ),MZ{(NZ): PRINT 1 HTAB (10): INVERSE : PRIN
T "$s3XACEROSEXEEE"1 NORMAL 1 PRINT : PRINT "PARTE REAL,PARTE I

MAB. ,MULTIPLICIDAD":s FOR I = 1 TO NZ: INPUT ZR(X),ZI(1),MZ(I)s

NEXT 1

40 IF NP = 0 GOTO &0

50 DIM PRINP),PI(NP),MP(NP): PRINT : HTAH (10): INVERSE t FRIN
T "ESRXRPOLOSKEXXE"1 NORMAL : PRINT 1 PRINT "PARTE REAL,PARTE 1
MAG. MULTIPLICIDADY: FOR I = 1 TO NP: INPUT PR(I),FPIC(I),MP(1)
NEXT I

60 PRINT 1 PRINT "FACTOR DE BANANCIA="FG: PRINT "RETRASO="T

70 PRINT 3 PRINT "DESEAS CAMBIAR ALSUNO DE ESTOS PARAMETROS (S
/NY 31 BET K$3 IF K& = "N" BOTO 90

B0 PRINT "FACTOR DE GANANCIA“3: INPUT FGr PRINT PRETRASO"§s IN
PUT T: GOTO 60

90  PRINT 3 PRINT "NUMERD DIFERENTE DE CEROS="NZ: IF NZ = 0 GOT
g 170

100 PRINT "L.OS CEROS 8DN:“": PRINT “PARTE REAL,PARTE IMAG.,MULT
IPLICIDAD": FOR I = 1 TO NZx PRINT IR{I173 TAB( 14)3ZI(I1)} TAB(
28) sMZ(D): NEXT 1: PRINT : PRINT “DESEAS CAMBIAR ALBUN CERD (5/
Ni"g1 BGET Ke: IF K& = "N" GOTO 120

110 PRINT 1 PRINT "DA # DE CERD (! A "N2" ),PARTE REAL,FARTE I
MAB. ,MULTIPLICIDAD"r INPUT I,IR(I),ZI(Y),MZ(I)y BOTD 100

120 K= 03 FOR I = 1 TO NZ1 IF K = 0 AND 2I1(I) = O GBOTO 140

130 IF K = O THEN K = I: BOTO 160

140 IF ZR(I) = ZR(KY AND ZI(1) = - ZI(K) AND MZ(I) = MZ(K) TH
EN K = Or BOTO 140

1350 PRINT @ PRINT “CEROS COMPLEJOS CONJUGADOS DEBEN SER ADYACE
NTES": GOTO 100

160 NEXT I: IF K < > O THEN PRINT ¢ PRINT "CEROS COMPLEJUS D
EBEN SER PARES": GOTO 100

170 PRINT : PRINT “NUMERO DIFERENTE DE POLOS="NP: IF NP = O GO
TO 2T0

180 PRINT "L0OS POLOS SON:“: PRINT “PARTE REAL,PARTE IMAG.,MULT
IPLICIDAD": FOR I = 1 TO NP: PRINT PR(I)}) TAB( 14)PICI)y TABS
28)3MPLI) 1 NEXT It PRINT : PRINT "DESEAS CAMBIAR ALBUN POLOD (B/
N) "31 GET Ksa IF K& = "N“ GOTO 200

190 PRINT 1 PRINT “DA # DE POLO (1 A "NP" ),PARTE REAL,PARTE I
MAB., MULTIPLICIDAD": INPUT I,PR(I),PI(I),MP(I): GATO 180

200K = 0: FOR I = | TO NPs IF K = O AND PI(I} = O BOTO 240

210 IF K = 0 THEN K = I: GOTO 240

220 IF PR(I) = PR(K) AND PI(I) = =~ PI(K) AND MP(I1) = MP(K) TH
EN K = Or GOTO 240

230 FRINT : PRINY “POLOS COMPLEJOS CONJUGADDS DEBREN SER ADYACE
NTESYs GOTO 180

2640 NEXT It IF K < > O THEN PRINT : PRINT "FOLOS COMPLEJOB D
EBEN SER PARES": GOTO 180

280 FD = 3.141592655:1BF% = 1§57 = O:F4 = 0y DIM A(200,2)

260 PRINT 1 PRINT "LUGAR GEOMETRICO POSITIVO O NEGATIVO (1/-1)

"ee INPUT RT: PRINT "PASD"st INFUT STt PRINT "EXACTITUD"s3s INPU
T EL:E2 = ELl / 100sK1 = O
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270 PRINT “BANANCIA DE INTERES (S5/N)%: GE1 G$: IF G$ = "8" THEN
PRINT "GANANCIA"31 INPUT KI: IF SGN (RT % KI) = - 1 THEN P

RINT "GANANCIA DEBE SER DE SIGND CONTRARIO": GOTO 270

280 PRINT "AREA DESEADA (EL NUMERD QUE AQUI SE INTRUDUZCA CORRE

SPONDE A LA MAGNITUD A PARTIR DEL ORIGEN HACIA LAS FARTES POSLI

IVA D NEGATIVA DE CADA EJE)DE FREFERENCIA UN MULTIPLO DE S)"3:

INPUT D:d = 1

290 IF J > NP THEN PRINT "RAMAS DENTRO DEL AREA COMFLETAS": G

070 530

295 I1 = MF(J) - 1

00 L = 01LY = - 1:Kl = 0186 = ST:61 = S

10 AlL,0) = O1A(L,1) = PR(JI:A(L,2) = PI(J):X0 = PR(JV1YO = PI

3

320 IF X0 < - DOR XO >DOR YO < —-DOR YO > D THEN J = & +
11 GOTO 290

330 GOSUB 2000:5A = (F + 2 & 11 ¥ FD) / MP(J)t GDSUB 40001AG =
SA1 PRINT 1 PRINT "CALCULANDO RAMA"j1 GOTO 350

340 KC = 0:1SA = AG:SS = §S / 4161 = 561 IF ABS (X) < 1 AND AB

B (Y) < 1 AND S8 ¢ ST / 256 THEN BPZ = 11X0 = A(L,1)s1Y0 = A(L,2

Y168 = ST / 25&6: GOSUB 2200

350 X0 = A(L,1) + B5 & COS (BAY1YO = AL,2) + 56 X SIN (SA):

GOSUB 21001 IF P% = 1 THEN 86 = 4 % 8§88 / 5iP% = O: GOTO 350

360 RE = =~ Y:IM = X: GOSUB 30001 IF ABS (AG — AN) < = FD 7 4
OR ABS (AB - (AN + 2 X FD)) < = FD / 4 OR APS (AN — (AG + 2
2 FD)) < = FD /7 4 GOTO 380

370 GOTO 340

380 Al = AN: BGDSUB 2000tDA = - F / (Y & COS (BA) - X & SIN (

B8A)) / S61 IF ABS (F) ¢ £2 OR ABS (DA) ¢ El THEN E2 = E1 / 0

01Kl = 01 GOTO 400

390 5A = 5A + DA: GOSUB 40001 GOSUB 9000: GOTO 350

400 IF X0 < - DOR X0 >DOR YO < - D OR YO > D GOTQ 530

410 L = L + 1:ACL,1) = X01A(L,2) = YO

420 GOSUB B000: IF ABS (A(L,0)) > = 1E6 GOTO 530

430 IF ABS (A(L,0)) + 1E -~ 3 < ABB (AL - 1,0)) THEN L = L -
11 GOTO 340

440 IF ABS (X) > {E4 DR ABS (V) > 1E4 GOTO 530

450 IF G = "N" OR LI ¢ > ~ i GOTD 480

450 IF ABS (A(L,0) — KI) ¢ = 1E - 4 THEN LI = (165 = 81 / 21

S% = 01 GOTO 480

470 IF ABS (KI) < ABS (A(L,0)) THEN L = L - 1156 = S5 ¥ AES
(KT = A(L,0)) / (AL + 1,0) = A(L,0))):8% = 1: GOTO 350

480 IF §% = 1 GOTO 510

490 IF 85 ¢ BT THEN KC = KC + 1: IF KC = > 4 THEN 68 = 2 & 6§

1KC = 01 IF 8S > ST THEN S§ = ST

500 51 = 8§

510 5A = ALt IF ABS (X) > Ef OR ABS (V) > E1 THEN AG = Al

520 PRINT "."j1 IF L < 200 GOTO 350

530 PRINT 1 PRINT " (1) IMPRESION DE DATOS"t PRINT "{(2)BRAFICA":
PRINT " (3)0TRA RAMA"1 PRINT "(4)0TRA FUNCION": FRINT "(S5)FIN"3
PRINT : PRINT "CUAL DESEAB": GET Ki ON K GOTD 540,590,560, 580,

585

540 TEXT : PRINT “"GANANCIA"; TAB( 14)1"PAKTE REAL") TAB{ 30) 3"

PARTE IMAG. ": PRINT

550 FOR 1 = O 7O L.r PRINT A(1,0); TAB( 13)3ALLT, 1)y TABL 29) g AL
I,2): NEXT I: GOTO S30
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560 IF I1 = O THEN J = J + {: GOTO 290

570 1I = It ~ 1: GOTO 300

580 CLEAR : GOTO 10

585 HOME : NEW : END

590 HCOLOR= 3I: ROT= 01 SCALE= 11EJ = 2 £ DiXD = 241 7/ EJ1YD =
173 / €3

600 PRINT 3 PRINT "BORRO LA PANTALLA(S/N)PRESIONA CUALBUIER TE
CLA DESPUES DE DESPLEGAR LA GRAFICA": GET K$

610 IF K$ = "S" THEN HGR2 1 GDSUB 9001 GOSUB 100031 GOTO 630

620 POKE - 16304,0: POKE -~ 16299,0

630 XA = 157 + A(0,1) &k XDiYA = BB -~ A(0,2) & YD

640 FOR I =1 TOL

650 XB = 157 + A(1,1) & XD:YB = BB — A(I,2) & YD

460 HPLOT XA,YA TO XB,YB

470 XA = XBIYA = YB

680 NEXT I

690 BET K$

700 TEXT & PRINT i1 PRINT "MARCA DE GANANCIA(S/N)"1 GET K$

710 IF K$ = "N" GOTO 330 .

720 PRINT "GANANCIA"1 INPUT W

730 L1 = ~ 13 POKE - 16304,01 POKE - 16299,0

780 FOR I = 1 TOL:s IF W > = A(I - 1,0) AND W < = A(1,0) THE

N Ll = I1 GOTO 760

750 NEXT I

760 IF L1 = - {1 THEN TEXT t PRINT "GANANCIA FUERA DE RANBO":
8OTO 700 ,

770 X = W = A(LL =~ 1,001Y = A(L1,0) - W

780 IF X < Y THEN L1 = L1 ~ 1

790 X = 157 + A(L1,1) & XDsY = BB - A(LI,2) ¥ YD

800 HPLOT X - 2,Y -2 TO X - 2,Y + 2 TOX + 2,Y + 2 TO X + 2,Y
~2TOX - 2,Y - 2

B10 GET K$: TEXT

820 PRINT "GANANCIA MAS CERCANA ES="jA(L1,0): GOTOD 700

900 REM ESTA SUBRUTINA TRAZAS LOS EJES EN LA PANTALLA

910 FOR I = 2 TD 174 STEP 41 HPLOT 35,11 HPLOT 95,1t HPLOT 155
,11 HPLOT 215,12 HPLOT 275,1: NEXT I

920 FOR I = 35 TO 275 STEP 41 HPLOT 1,21 HPLOT I,4%: HPLOT 1,8

81 HPLOT I,131: HPLOT I,174: NEXT 1

930 RETURN

999 REM ESTA SUBRUTINA GRAFICA LDS POLOS Y CERDS ABI COMD TOD

0S LOS CARACTERES ALFANUMERICOS

1000 " 1IF N2 = O GDTO 10%0

1010 A$ = "O"

1020 FOR 1 = 1 TO NZs IF ZR(I) < = - D OR ZR(1) > = D OR 21
(1) ¢ = —DOR ZI(D) > = D GOTO 1040

1030 X0 = 155 + IR(I) ¥ XD - 21Y0 = 88 ~ ZI(I) % YD + 3; GOSUB
1900 .

1040 NEXT 1

1050 IF NP = 0 GOTO 1100

1060 A% = "X

1070 FOR I = 1 TONP: IF PR(I) < = - D DR PR(I) > = D OR Pl
(I) < = =-DORFI(I) > = D GOTO 1090

10BO XO = 155 + PR(I) ¥ XD - 21Y0 = B8 - PI(1) % YD + 3; GOSUB
1900
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1090 NEXT I

1100 HPLDT 152,8 TO {55,2 TO 158,8

1110 HPLOT 249,85 TO 275,88 TO 269,91

1120 A% = "IM"1X0 = 171:Y0 = 91 GOSUB 1900

1130 A$ = "RE":1X0 = 269:Y0 = {00: GOSUB 1900

1140 A% = STRS (D):X0 = 26:Y0 = &3 GOSUB 1900:X0 = 275:Y0 = 18

3: GOSUB 1900

1150 A$ = BTRS ( - D)2XO = 26:Y0 = 177t GOSUE 1900

1160 A = STRe (D / 2)1X0 = 261Y0 = 48: GOSUB 19001X0 = 2191Y0
= 1833 GOSUB 1900

1170 A% = SBTR$ ( - D / 2):1X0 = 26:Y0 = 1341 GOSUB 19001X0 = 99
1YO = 183: GOSUB 1900

1180 A¢ = "LUGAR GEOMETRICO": IF KT > O THEN A$ = A% + " POSITI

vOo": GOTO 1200

1190 A$ = A® + " NEGATIVO"

1200 X0 = 232:Y0 = 191 GOSUB 1900

1210 RETURN

1900 FOR JJ = LEN (A$) TO 1 BTEF - 112 = ASC ( MID$ (AS,JJ,
1)) ~ 301 DRAW Z AT XO,Y0: X0 = X0 = 7: NEXT JJ: RETURN

2000 REM SUBRUTINA CONDICION ANGULO (EVALUA F(X0,Y())

2010 F = O

2020 IF NZ = O GDTO 2040

2030 FOR I = 1 TO NZ:RE = X0

00tF = F + MZ(I) ¥ ANt NEXT 1

2040 IF NP = 0 GOTO 2060

2050 FOR I = 1 TO NFtRE = X0

O0sF = F = MP(I) & AN: NEXT I

2060 F = F -~ T &% YO

2070 1IF RT > O THEN F = FD + F

2080 IFF< ~FDTHENF = F + 2 & FD: GOTOD 2080

2090 IFF > =FD THEN F = F - 2 ¢ FD: GOTO 2090

2095 RETURN

2100 REM BUBRUTINA 1A Y 2A DERIVADAS FARCIALES DE F(X,Y) EN X0

» YO

2130 X = O:Y = O01XX = O1YY = O1XY = 0

2120 IF NZ = 0 GOTO 2140

2130 FOR I = 1 TO NZ2:@ = X0 - ZR(I)iP = YO - ZIC(I}ITE = P 8 P

+Q @ IF TE = 0 THEN P%4 = {1 PRINT "PUNTO DE PRUEBA ES UN CE

RO"s RETURN

2132 X = X - MICX) ¥ P 7/ TE:Y =Y + MZ2(X) ¥ Q@ / TE

2134 1IF BPZ = O GOTO 2139

2136 XX = XX + 2 ¢ MZ(I) x P ¥ Q@ / TE / TE1XY = XY - MZ(I) *» (Q
£ Q~PXP) /TE/TE

2139 NEXT I

2140 IF NP = O GDTO 2160

21830 FOR I = 1 TO NP1Q = XO - PR(I):F = YO - PI(I):TE = F ¥ F

+ 0 x @ IF TE = 0 THEN 1P%Z = 11 PRINT "PUNTO DE PRUEBA ES UN P

OLO": RETURN

2152 X = X + MP(I) * P / TE:Y =Y - MP(I) ¢ @ /7 TE

2154 IF BPZ = O GOTO 2159

2156 XX = XX — 2 ¥ MP(I) ¥ P % @ 7/ TE /7 TE:XY = XY + MP(I) % (O
*£rQ~-PxP) /s TE/TE

2159 NEXT 1

2160 ¥ = ¥ = T:YY = = XX

2170 RETURN

2200 REM BUBRUTINA FUNTO SI1LlL4

ZR(ID):IM = YO - 21(I): GOSUB 30

PRC(IV:IM = YO - PI(I): GOSUB 30
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2205 GOSUR 2000: GOSUB 2100
2206 IF PZ = 1 THEN X0 = X0 + E1 /7 2 & (D5 (SA):Y0 = YO + E
/ 2 ¥ SIN (SA)1PZ = 03 GOTO 2205

2207 IF ABS (X) < 1E - 15 AND ABS (Y) < 1E - 15 GOTD 2225
2210 Z = XX ® XX + XY ¥ XY: IF Z = O GOTQ 2225
2212 DX = = (XX ¥ X + Y ¥ XY) / Z1DY = (XX & ¥ - X & XYy / Z

2218 IF ABS (DX) < 4 x S8 AND ABS (DY) < 4 x 88 GDTO 2219
2218 85 = 85 /7 4:DX = 85 x (CO0S (6AR):1DY = §5 ¥ SIN (5A)

2219 X0 = X0 + DX1YO = YO + DY

2220 IF ABS (DX) > El OR ABS (DY) > Ei GOTO 2205

2225 68 = 8Ti1SI = §8:BP% = 01K = 131l = L + 13A(L,1) = XO1A(L,2)
= Y03 GOSUB BO0O: IF ABS (A(L,0) ~ KI) < = 1E - 4 THEN LI =

L

2230 PH = FD /7 KiDX =86 7 25 ¥ €OS (PH + SA ~ FD)1DY = 88 / 2
5 & SIN (PH + 8A — FD)1XP = AlL,1) + DX1YP = A(L,2) + DY

2240 X0 = XP1YO = YP: G0OSUB 20001 IF AB8 (F) > 1 GOTO 2242
2241 GOSUB 21001RE = - YiIM = X1 GOSUB J00016L = ANI1RE = DX11
M = DY: BOSUB 30003 IF ABS8 (AN - 6L) < = .5 OR ABE (AN - (BL
+ 28 FD)) < = .,50R ABS (SL - (AN + 2 3 FD)) < = .5 GOTO 2
250

2242 K. = K + 1 GOTO 2230

2250 8A = ANIAG = 8A1 RETURN

3000 REM SUBRUTINA

3010 IF RE > O THEN AN = ATN (IM / RE)1 BDTO 3050

3020 IF RE = O THEN AN = FD / 2 ¥ 8GN (IM): GOTO 3030

3030 IF IM = O THEN AN = - FD: GOTO 3050

3040 AN = ATN (IM / RE) + FD x 8GN (IM)

3050 RETURN

4000 REM SUBRUTINA NORMALIZA

4010 IF SA > = FD THEN SA = 5A - 2 ¥ FD: GOTD 4010

4020 1IF BA < -~ FD THEN 8A = SA + 2 & FD: GOTD 4020

4030 RETURN

8000 REM SUBRUTINA CALCULD DE GANANCIA

8010 A(L,0) = 1

8020 IF NZ = O GOTO 8040

8030 FOR I = 1 TO NZ1@ = X0 - ZR(I)1P = YO ~ ZI(I)ITE = P & P

+Q ¥ MTE = TE ~ MZ(I)1 IF TE = 0 THEN A(L,0) = RT & 1E3031 RET
URN

8035 A(L,0) = A(L,0) / TE: NEXT I

8040 1IF NP = O GOTO 8040

B050 FOR I = 1 TD NP1 = X0 -~ PR(I):P = YO - PI(I)ITE = P ¥ F
+Q & Q:TE = TE ~ MP(D1AlL,0) = AL,0) & TE1 NEXT I

8060 A(L,0) = RT ¥ BGR (A(L,0)) & EXP (X0 ¥ T) / FB1 RETURN
9000 Kt = Kt + 11 IF KI = 10 THEN K1 = O:E2 = 10 & E2x IF E2 >
1E - 4 THEN INVERSE 3 PRINT "EXACTITUD PARA EL SIBUIENTE PUNTO
="E2" "33 NORMAL

9010 RETURN
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Listado del Programa de Computadora para obtener
el Lugar de Nyquist.
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9 CLEAR

10 PRINT 1 PRINT "GANANCIA";: INPUT FGr PRINT 1 PRINT "GRADO N

UM, "33 INPUT NU: PRINT : PRINT “GRADO DEN."3t INPUT ND: PRINT

20 PRINT "RETRAS0"3: INPUT T: DIM CN(NU),CD(ND),A(150,2),0% (15

0): PRINT 1 PRINT "COEF.NUM."s FOR I = O TO NUi PRINT : PRINT "

COEF. DE B~"NU - Ij: INPUT CN(NU - I): NEXT 1

30 PRINT 3 PRINT "COEF.DEN.": FOR 1 = O TO ND: PRINT : PRINT "

COEF. DE S5~"ND - I3: INPUT CD(ND ~ 1)1 NEXT I

40 PRINT : PRINT "GANANCIA="FBs PRINT "RETRAS02"T

S50 PRINT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ESTOS PARAMETROS (S/N)"3;: GET
K$: IF K& = "N" GOTO 70

60 PRINT “GANANCIA"3;1 INPUT FB: PRINT "RETRASO0"j;: INPUT T: GOT

a S0

70 PRINT 1 PRINT "GRADG NUMERADOR="NU: PRINT "COEFICIENTES NUM

ERADOR:1 "3 FOR I = O TO NU: PRINT "S*~"NU ~ Ij TAB( 5)j3"="j TAB(

B8) JEN(NU ~ I): NEXT I

B0 PRINT 1 PRINT "DESEAS CAMBIAR ALGUN COEFICIENTE (8/N)"31 GE
T Ké: IF K$ = "N" GOTO 100

90 PRINT "DA LA POTENCIA Y EL COEFICIENTE"j:1 INPUT I,CN(I):s GD
TO 70

100 PRINT 3 PRINY "GRADO DENCOMINADOR="ND: PRINT "COEFICIENTES
DENOMINADOR: "3 FOR I = O TO ND: PRINT "S~"ND - I} TAB( 5)ytmhy
TAB( B)JCD(ND - I): NEXT I

110 PRINT 1 PRINT "DEBEAS CAMBIAR ALGLN COEFICIENTE (8/N)"jy: G
ET K$: IF K¢ = "N GOTO 130

120 PRINT "DA LA POTENCIA Y EL COEFICIENTE"3: INPUT I,CD(I): B
070 100

130 X2 = LE101Y2 = 1E101W = O3WF = 1E61DW = .1

14% IF W = 0 AND CD¢0) = 0 THEN PRINT 1 PRINT "FRECUENCIA INI

CIAL DIFERENTE DE CERO"j: INPUT W

150 PRINT 1 PRINT "PASO"3:1 INPUT SLiL = 0iLI = - 11Kl = O1 IF
W >0 THEN DW = W /7 10

135 PRINT t PRINT "GANANCIA"jt INPUT GA

160 PRINT 3 PRINT "FRECUENCIA DE INTERES (B/N)"j1 GET KerWl =
1E6: IF K¢ = "8" THEN PRINT @ PRINT "CUAL FRECUENCIA"j: INPUT
WI: IF WI < W DR WI > WF THEN FRINT "FRECUENCIA FUERA DEL RANG

-0 DESEADO": GOTO 140

163 PRINT 1 PRINT "CALCULANDO LUBAR"j§: GOTO 180

170 W = 1.000001 % W

180 IF W > WF GOTO 455

190 NR = OsNI = O1DR = 01D] = O -

gOO X =1 FOR I =0 TONUs IF I /2 ~ INT (1 / 2) = O GDTO 22

210 NI = NI + CN(I) % SGN (X) ® W ~ I1X = ~ X1 GOTO 230

220 NR = NR + CN(I) & SGN (X) s W~ I

230 NEXT I

260 X = 13 FOR I = 0 TOND: IF I /7 2~ |INT (1 / 2) = O GOTO 26
o]

250 DI = DI + CD(I) % BGN (X) % W
260 DR = DR + CD(I) & 8GN (X) * W
270 NEXT I

280 DM = DR ~ 2 + DI ~ 2: IF DM = 0 GOTD 170

290 P1 = FB (NI ¥ DR - NR & DI) / DMiPR = FG ¥ (NR ¥ DR + NI
% DI) / DM

~ I1X = - X1 BOTO 270
1

>

»»
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310 AlL,0) = WiA(L,1) = PR x CDS (W ¥ T) + PI % SIN (W ¥ T)tA
(Ly2) = Pl ¥ COS (Wt T) —-PR & SIN (WX T)

340 IF X2 - ABS (A(L,1)) < O OR Y2 - ABS (A(L,2)) < 0 GOTO 4
32

I60 IF L = O GOTO 410

370 K = BGR ((A(L,1) — AL - 1,1)) =~ 2 + (A(L,2) - AL - 1,2))
~ 2t IF ABS (K - 8L) <& = 6L /v 5 GOTO 410

380 IF K < SL GOTO 400

IF0 W =W ~ DWiDW = DW % SL /7 K: BOTO 440

400 DW = 1.5 % DW

410 K = 8QR (AL, 1) ™~ 2 + A(L,2) ~ 2): IF K = O GOTO 430

420 IF K < SL 7/ {E4 GOTO 440

430 L = L + 11 GOTO 440

432 O%CL) = 1l =L + 1:DW = 1.1 ¥ DWeK: = Kf + 1: IF Ki = 16 B
0oT0 450

440 W = W + DW: IF W < WI THEN K¢ = "&"

441 IF K¢ = "S" AND W > = WI THEN W = WIiLI = LiK$ = "N"

442 IF W > WF AND WI ¢ > WF THEN W = WF

445 IF L € = {50 THEN PRINT "."j31 GOTO 180

4446 GOTO 455

450 PRINT 1 PRINT K1" PUNTOS FUERA DEL. AREA": FRINT "“DESEAS CO

NTINUAR (S/N)"31K1 = O1 GET A%:1 If As$ = "S" GOTO 440

451 IF L = O GOTO {30

435 L = L - 1

460 PRINT : PRINT " (1) IMPRESION DE DATOS": PRINT "(2)LUGAR DE

NYQUIST"3 PRINT "(3)OTRA FUNCION": PRINT "(4)FIN"1 PRINT t PRIN

T "CUAL DEBEAS": GET Ki ON K GOTO 470,4%0,9,485

470 TEXT 1 PRINT "FRECUENCIA"3; TAB( 14)3"PARTE REAL"}; TAB( 30)
3 "PARTE IMAG.": PRINT

480 FOR I = O TO L1 PRINT A(I,0); TAB( 13);GA & A(I,1); TAB( 2

9))6A % A(I,2): NEXT I: PRINT : GOTQ 440

485 . END

490 N1 = O1N2 = L: GOSUB B830: GOSUB S500: -GOTO 460

500 HCOLOR= 31 ROT= 0: SCALE= 118H = 2 % X218V = 2 & Y2:XD = 2

41 / SH:YD = 173 /7 &V

510 PRINT ¢+ PRINT "BORRO LA PANTALLA(S/N) PRESIONA CUALQUIER T

ECLA DEBPUES DE DESPLEGAR LA BGRAFICA"3 BGET K¢

520 IF K¢ = "5" THEN HGR2 3 GOSUB 1000: GOSUB 11003 GOTO 535

830 POKE -~ 16304,0: POKE -~ 16299,0

535 SIM = - 1

540 XA = 157 + GA ¥ A(N1,1) ¥ XD:YA = BB — GA ¥ A(NI1,2) ¥ YD

550 FOR I = N1l + 1 TO N2:XB = 157 + GA & A(l,1) % XDiYB = 88 -
GA £ A(I,2) % YD

560 IF O%(I ~ 1) =1 OR OZ<(I) = 1 GOTO 580

570 HPLOT XA, YA TO XB,YB

580 XA = XB:YA = YB

590 NEXT I

595 IF SIM < O THEN SIM = 131 FOR I = Ni TO N2:A(1,2) = -~ A(I,
2)1 NEXT I: GOTO 540

596 FOR I = N1 TO N2sA(I,2) = =~ A(I,2): NEXT I

600 A% = "1 X0 = 154 ~ GA ¥ XDt IF XO > = O THEN YO = 9f31 GOS8

UB 1900

610 GET K$1 TEXT 3 PRINT 1 PRINT "(1)INDICA FRECUENCIA": PKRINT
" (2)CAMBIA AREA": FRINT " (3)NINGUNA": PRINT 1 PRINT "CUAL DESBE

AS"s GET K: ON K (BO0TO 620,690,710 :

620 PRINT "QUE FRECUENCIA"js INPUT Wili = ~ |3 POKE -~ 16304,
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Ut POKE - 16299,0: FOR I = NI + {4 TO N2: IF W > = A(I - 1,0)
AND W < = A(I,0) AND DO%Z(I - 1) = O AND O%(I) = O THEN L{ = It
GOTO 450

630 NEXT I

640 IF L1 = - { THEN TEXT : PRINT "FRECUENCIA FUERA DE RANGO
"3 BOTO 610

650 X = W - AC(LL - 1,0)1Y = A(L1,0) - W1 IF X < Y THEN L1 = L1
-1

660 X = 157 + GA ¥ A(L1,1) ¥ XDiY = BB - GA ¥ A(L1,2) ¥ YD

670 HPLOT X - 1.8,Y - 1.5 70 X - 1.5,Y + 1.5 TO X + 1.5,Y + 1,
570 X + 1.5,Y - 1.5 T0O X -~ 1.5,Y - 1.5

480 GET K$: TEXT 1 PRINT "FRECUENCIA MAS CERCANA ES "A(lL1,0)1
GOTO 410

690 PRINT "MAX. VALOR ABSOLUTO EJE REAL"j3: INPUT X2: PRINT "MA

X« VALOR ABSOLUTO EJE IMAG."3: INPUT Y2: GOSUB 13001 IF Ni < ©
GOTD &90

700 GOTG S00

710 RETURN

B30 MAX = BA & A(O,1)1MIN = BA X A(O,1)

B840 FOR I = { TO Li1Y = GA % A(I,1) GOSUB 9403 NEXT I

850 MAX = ABS (MAX)IMIN = ABS (MIN): IF (MAX ~ MIN) > = 0 TH

EN X2 = INT (MAX + 1)1 GOTO 870

860 X2 = INT (MIN + 1)

870 MAX = GA ¥ A(0,2)1MIN = GA ¥ A(0,2)

880 FOR I = 1 TO LiY = BA ¥ A(I,2):1 GOBUB 9401 NEXT I

890 MAX = ABB (MAX)IMIN = ABS (MIN)3 IF (MAX ~ MIN) > = 0 TH

EN Y2 = INT (MAX + 1)1 BOTO 910

900 Y2 = INT (MIN + 1)

910 RETURN

G40 IF Y -~ MAX > = 0 THEN MAX = Y

950 IF MIN =Y > = O THEN MIN = Y

960 RETURN

1000 REM SUBRUTINA EJES

1010 FOR I = 2 TD 174 STEP 41 HPLOT 35,Is HPLOT 155,11 HPLOT 2
15,11 HPLOT 275,11 HPLOT 95,11 NEXT I

1020 FOR I = 35 TO 275 STEP 41 HPLOT I,23 HPLOT 1,451 HPLOT I,

881 HPLOT I.131: HPLOT I,1741 NEXT I

1030 RETURN :

1099 REM SUBRUTINA CARACTERES ALFANUMERICOS

1100 HPLOT 152,8 TO 155,2 TO 138,8

1110 HPLOT 269,85 TO 275,88 TO 269,91

1120 A$ = "IM"1X0 = 171:1Y0 = 91 GOSUB 1900

1130 A$ = "RE": X0 = 269:1Y0 = 100; GOSUB 1900 : :
1140 A8 = STR$ (Y2)1X0 = 261Y0 = b1 GOSUB 19001A% = 8TRS ( ~

¥2)1X0 = 261Y0 = 174: GOSUB 1900

1150 A$ = STRS (Y2 / 2)1X0 = 261Y0 = 483 GOSUB 19001A8 = STRS
( = Y2 7 2)1X0 = 261Y0 = 134: GOSUB 1900

1140 A% = STRE (X2)1X0 = 27%1Y0 = 1831 GOSUB 1700tA® = STRe (
- X2):X0 = 391Y0 = 1831 GOSUB 1900

1170 A% = STRS (X2 / 2)31X0 = 2192Y0 = 183: BOSUB 190031A% = ST

R$ ( -~ X2 / 2):X0 = 993Y0 = 1831 GOSUB 1900

1180 A$ = "LUGAR DE NYQUIST"31X0 = 208:1Y0 = 1911 GOSUB 1900

1190 RETURN

1300 FOR X = O TO L1D%(I) = Or IF ABE (BA ¥ A(I,1)) > X2 OR
ABS (BA & A(I,2)) > Y2 THEN 0O¥%(I) = |
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1310 NEXT I

1320 Ny = =~ 11 FOR I = 1 TO Lt IF O%(I) = O AND O%Z(I - 1) = 0

THEN Ni{ = I - {3 GOTO £340

1330 NEXT I: INVERSE 1 PRINT "NINGUN PUNTO DENTRO DEIl. AREA":1 N

ORMAL 1 PRINT " REAL: ="X23" TO *“X21 PRINT " IMAG: -"Y23"
TO "Y21 RETURN

1340 FOR I = 0 TO Lz IF O%¢L - I) = O THEN N2 . -~ Is GOTO 13

i

1350 NEXT I

1340 RETURN

1900 FOR JJ = LEN (AS) TO i1 BTEP ~ 112 = ABC ( MIDS (As,JJ,
1)) — 30: DRAW Z AT XO0,YO0sX0 = X0 ~ 71 NEXT JJd: RETURN

et e IS B AR ST A T 8
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