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1. INTRODUCCION

E1 disefio de muchas obras hidrdulicas requiere de la determinacidn de la
magnitud de un evento relacionado con fendmenos naturales cono
precipitaciones o avenidas cuyos valores son variables con respecto al

tiempo y tienen caracter aleatorio.

En el disefio de determinados tipos de obras hidrdulicas, el concento

del periodo de retorno de las avenidas o gastos maximos posee gran
importancia ya que tal periodo estd asociado a la probabilidad de ocu--
rrencia (riesgo) de un evento de mayor magnitud que el de disefio durante

la vida Gtil de 1a obra.

La magnitud del evento hidrolégico de disefio debe ser tal que satisfaga
las condiciones de seguridad y economia de una obra de Ingenieria Civil.
Para determinar esta magnitud, el ingeniero puede recurrir a registros
de algunos eventos (gastos, precipitaciones, vollUmenes,...) medidos en

estacjones para tal efecto.

E1 ingeniero, por lo tanto, se enfrenta por lo menos a tres tipos de

incertidumbre*: La natural o esencial debida 4 la consideracidn de

* Referencia 2.




que los eventos hidroldgicos son eventos aleatorios; la estadistica,
relacionada con una determinacion fmprecisa de los parametros del modelo;
y 1a de modelo, al no poder tener la sequridad de que el modelo escogido

es la mejor eleccion.

La incertidumbre natural no puede evitarse debido a la misma naturaleza
de los eventos hidroldgicos al carecer de una informacion completa de
ellos. Lo que en éste trabajo se trata, estd relacionado con la incerti

dumbre estadistica y con la incertidumbre de modelo.

E1 uso de modelos probabilisticos yde laes tad is tica para in-
ferir el comportamiento de los eventos hidroldgicos data de mucho tiempo

y estd respaldado por una amplia teoria,

En este trabajo. se presenta la teoria en la que se basan las inferen--
cias a partir de las cuales se obtienen eventas de disefo, asi como su
aplicacion a los gastos mdximos anuales registrados en una estacion hi--

drométrica.

Se presentan ejemplos, algunos de ellos, con la finalidad de visuvalizar
mejor conceptas tedricos y otros que, haciendo usa de 1a teoria de Proba-
bilidad y Fstadistica, pretenden hacer notar la importancia que tiene el
hacer ciertas considersciones a priori, las cuales pueden conducir a erro

res de mayor magnitud en Ta abtoncion de un evento de diseno,

Se trata también, con la informaciagn disponible. de reducir las incerti-
dimbres estadistica y de modelo al aplicar la teoria, ademds de cuantifi

carlas.



El capitulo 2 se refiere a las distribuciones empiricas y la teoria de
Probabilidad, ademds de conceptos utilizados en la estimacidn de eventos

como el periodo de retorno y valores extremos,

En el capitulo 3, se estudian varios modelos usados en Hidrologia super-
ficial; conociendo sus caracteristicas y con la experiencia del ingenie-

ro puede reducirse 1a tarea de seleccionar o rechazar un modelo.

En el capitulo 4 se tratan las propiedades de los estimadores de los pa-
rdmetros; en el capitulo 5, los métodos de estimacion de esos pardmetros

asi como sus propiedades al ser estimados por los distintos métodos.

E capitulo 6 se dedica a la verificacién o seleccion del modelo propues
to para lo cual se usan pruebas de bondad de ajuste; se tratan varios

criterios, que se relacionan bdsicamente con la incertidumbre de modelo.

En el capitulo 7 se presenta la aplicacién de los conceptos de los capi-
tulos anteriores a los gastos maximos anuales registrados en una esta---

cién hidrométrica; los resultados se analizan y se hacen observaciones.

Finalmente, en el capitulo 8, se plantean las conclusiones del desarro--
110 de este trabajo y se hacen algunas recomendaciones que pretenden ser

de utilidad.




2. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
2.1. Estadistica
200,01, Pablacddn y muostxe,

A la totalidad de posibles observaciones o datos que sc obtienen cuando

se 1leva a cabo un experimento en forma exhaustiva se Te 1lama poblacidn,

Una muestra es un grupo de datos obtenidos de la pohlacidn de una deter-
minada forma; el nimero de elementos que la componen se llama tamano de

la muestra y generalmente se denota por u.
2.1.2, Distnibuc(ones de gaecuenc {a,

na vez que se ha extraido una muestra de h datos (observaciones), es- -
conveniente ordenarlos de acuerdo a su valor (de mayor a menor o vicever
sa) cuando pucden cuantificarse. De acuerdo al ndmero de datos y al cri
terio del ingenicro, es posible determinar intervalos a 10s que se Jes--
1lama intervalos de clase, definidos por Timites Tlamados limites de cla

SC.




Los puntos medios de los intervalos se 1laman marcas de clase y el nlme-

ro ce dates que corresponden al intervalo, frecuencia.,

Cuando los intervalos de clase y sus correspondientes frecuencias se pre
sentan en forma orderada en una tabla, se tiene una distribucidn de.fre-
cuencias. Un histograma es una representacion grafica de la distritu --
cidn de frecuencias, en la que, en el eje horizontal (abscisas) se repre
senta la caracteristica del fendueno estudiado por medio de intervalos =
de clase y en el cje.vertical (ordenadas), la frecuencia con que se pre-
senta esa caracteristica. Esto da Tugar o una serie de rectangulos cu--
yas hases son los intervalos de clase y sus alturas, las correspondien--

tes frecuencias.

Si se divide la frecuencia de cada intervalo entre el nimero total de ob
servaciones (n}, se obtienen “recuencias relalivas, a cuya distribucion

se le 1lama distribucidn de frecuencia reiativas,

Un histograma puede ser de frecuencias o de frecuencias relativas. La
suma de las dreas de los rectangulos para un histograma de frecuencias

relativas es igual a Ta unidad.

Si en un histograma d¢ (roouencias se unen los puntos medios de los lados
superiores de sus rectdngulos, & la Tinea aue resulta de esa unidn se le
1lama poligono de frecuencias. Similarmente, puede obtenerse un poligo-
no de frecuencias relativas a partir del histograma de frecuencias rela-
tivas. Los puntos ticnen camo abscisas las mavcas de clase y como orde-

nadas las frecuencias o las frecuencias relativas.,

Si se suman parcial y sucesivamente las frecuencias, la frecuencia total

(&2}




de todos los valores menores que un cierto 1imite de un intervalo se 1la
ma frecuencia acumulada, si se presenta en una tabla, se tiene una dis--
tribucion de frecuencias acumuladas y si se hace para las frecuencias re

Tativas, la distribucidn es de frecuencias relativas acumuladas,

Las graficas correspondientes a la distribucidn de frecuencias acumula--
das y a la de frecuencias relativas acumuladas se construyen por medio de
puntos que tienen como abscisas los 1imites reales de clase y como orde
nadas las sumas parciales de las frecuencias acumuladas v las frecuencias
relativas: acunuiadas respectivamente. Las grdficas obtenidas al unir
los puntos se Ylaman poligono de frecuencias acumuladas y poligono de- -
frecuencias relativas acumuladas. E1 punto inicial del poligono de fre-

cuencias relativas tiene como ordenada o y ¢l punte Final, 1.

2.1.3, Medddas de tendencda centnal, de dispersccn v de asimets i,

De una muestra, pueden calcularse valores representativos de ella 1lama-
dos estadisticos muestrales o sélo estadisticos. A los correspondientes
valores de la poblacidon se les 1lama pardmetros poblacionales o sélo pa-

rimetros, A continuacidn se describen alqgunos importantes estadisticos.

Media, Es el promedio aritmético de todos los datos de Ta muestra. 5i
los valores observados se denotan por X . X, . . . WX, Y 1a media por

X, s tiene:

(2.1)

Hedlana., Us el valor para el cual, la mitad de los datos son menores- -



que &1 y la mitad, mayores. Si el nlmero de datos es par, la mediana--
es el promedio aritmético de Tos dos valores medios cuando los datos es

tdn ordenados de mayor a menoyr o viceversa.

Hoda., E€s el valor con mds frecuencia de los datos de la muestra., Es -

posible que no exista o que no sea {nica.

Vanianeda, Ls una medida de dispersidn de los valores observados; indi

ca como &stos se encuentran agrupados alrededor de la media. Se repre-
)

senta por S°.

(2.2)

La division entre n se hace para obtener un promedio de las desviaciones

y de tratar asi de evitar Ja dependencia del tamaio de la muestra.

Dosviaeddn estdndan.,  Se define como Ta vraiz cuadrada positiva de 1a va-

riancia.

s
Sw - \_( Su”

(2.3)

Cochicionte de vaniacidn. Se define como el cociente de Ta desviacion
estandar de Ta muestra entre su nedia, Resulta Gtil cuando se comparan

las dispersiones de varias muestras. Se representa por V.

V}‘Z

(2.4)

Covdiccente do asdmetnia, , precisamente una medida de asimetria de la




distribucidn de frecuencias de la muestra, Si el histograma de frecuen-
cias (o el de frecuencias velativas) tiene un eje vertical de simetyia,

este coeficiente vale cero; se define como:

(2.5)

La divisidn entre el cubo de la desviacidn estdndar es para hacer adimen

cional el coeficiente.

La media, la mediana y la moda son 1lamadas medidas de tendencia central,
la variancia, la desviacidn estdndar y el coeficiente de variacién, medi
das de dispersion; el coeficiente de asimetria, como se menciong, es una

medida de asimetria.
2.7.4, Momentes de wn muestra,

Dados los valores o datos X, X, . . ., X —con media X, el momento de

orden r con respecto a la media estd dado pov:

(2.6)

De acuerdo & esta expresidon, la vaviancia (cc. 2.2 ), representa el mo-
mento de segundo orden con respecto a la media. Asimismo, el dividendo

en (2.5) es el momento de tercer orden de la muestra.
2.1,5, Medidas de corvhelacddn,

a

Cuando se tienen das muestras del mismo tamano, es posible establecer --




una correlacidn entre ellas, es deciv una relacidn ung a uno entre los
datos. Por medio de la covariancia y ¢) coeficiente de correlacidn es

posible cuantificar la correlacidn.

Cevariancia, Si se representan por X; y X respectivamente los datos y
la media de una muestra y por i y i/ los datos y la media de otra, 1la

covariancia de esas dos muestras se expresa como:

RPN - (xi X)) (g1 - U)

(2.7)

Ceefdedente de connelacddn, Al igual que la covariancia correlaciona- -
dos muestras de igual tamako. Siendo Sy y S las correspondientes des--
viaciones estandar de las muestras formadas poy los valores Xi y ¢i, el

coeficiente de correlacion estd dado por:

E1 coeficiente de correlacidn toma valores en el intervalo [-1,1].
lLos valores extremos *1indican que los puntos (X , i) se encuentran - -
exactamente sobre una linea recta cuando estos se dibujan en un sistema

de coordenadas X Y. [1 signo del coeficiente indica la pendiente aproxi

mada que siguen 10s puntos en conjunto,
2.2. Probahilidad

7.0.1. Lxpecdmente, ovenfe, axdemds,



Los problemas de ingenieria son en parte también problemas de incertidum
bre debido al conocimiento incompleto del fendémeno estudiado y a la fal
ta de informacién suficiente (datos). Esta incertidumbre es tratada por

la teoria de probabilidad.

Definiendo como experimento a cualquier proceso de observacién, al con--
junto de todos los posibles resultados de un experimento se le 1lama es-
pacio muestral, el cual consiste en una serie de puntos 1lamados puntos
muestrales, cada uno de las cuales estd asociado con un solo resultado--

definido.

Un evento es un conjunto de puntos muestrales; si tiene un solo elemen-
to se 1lama evento simple y si tiene dos o mds, evento compuesto. Cuan
dos eventos no tienen puntos muestrales en comin son 1lamados mutuamente

exclusivos,

Un espacio muestral continuo es aquel en el que sus puntos pueden tomar
cualquier valor real entre ciertos 1imites (que pueden ser -ooy +w), Un
espacio muestral discontinuo o discreto es aquel en el que sus elementos

toman solo valores enteros.

Es importante definir los siqguientes axiomas de probabilidad.

1. La probahilidad de un evento n es mayor o igual que 0 y menor o = -~

gual que 1.

p(n):significa probabilidad de n (2.9)

10




2, La probabilidad de un evento seguro S o5 1
b [s]= 1
(2.10)

3. La probabilidad de un evento, resultado de la unidn de dos eventos --
Ay B nutuamente exclusivos es igual a la suma de sus respectivas -

probabilidades

i

p(aug)=r (A]+ P [l)
(2.11)

3. Del axioma 2, si $es la unidn de 1 eventos simples y estos son --
mutuamente exclusivos:

N

i=1

, . . 2.12
Donde Ei son eventos simples asociados a puntos muestrales. (2.12)

2.2.1 Probabdlddad conddedonad e (ndepondencia,

Probabilidad condicional. La probabilidad condicional del evento A dado

que el evento B ha ocurrido, se define como:

PooAH T }‘ngfﬂjm P 7o
1 [11’)
(hn i) es Ta interseccidn de los eventos n oy r (2.13)

Independencia, Dos eventos Ay r son uutuamente independientes si

I [A%r]: P(a)




Tgualando (2.13) y (2.14)

po(B
(2.15)
Por 1o que para eventos independientes se tiene que:
P (anu) = r(@) » {1
(2.16)
y también,
Po(sla) = e (v)
(2.17)

En general, si los eventos A,B,...,N son mutuamente independientes, de~

be cumplirse que:

I{Annm..nﬂ=x’[ﬂ r>ﬁ4.J*hﬂ

2,2.3 Vaniables afeatendas,

En la teoria de probabilidad, resulta de gran utilidad el concepto mate-
mitico de variable y de funcién; en dicha teorfa se manejan variables --

aleatorias y funciones de esas variables,

Una variable aleatoria es una variable numérica cuyo valor no puede pre-
decirse con precision antes de un oxperimento. Existe un valor de la --

variable aleatoria asociado a cada evento simple del espacio muestrald,

12
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pero diferentes eventos simples pueden tener el mismo valor asociado de
la variable aleatoria, es decir, una variable aleatoria asigna un valor

numérico a cada posihle resultado,

Cuando el ndmero de valores (finito o infinito) que una variable aleato-
ria puede tomar es contable (0,1,2,3,....,), a ta variable se le 1lama

discreta, de otra forma, variable aleatoria continua.
2.2.4 Funcdenes de probab (Cddad

La ley de probabilidad de una variable discreta es 1lamada funcidn wasa

de probabilidad (fmp) v tiene la forma:

P (x)=P(X <

La Tetra maydscula X representa una variable aleatoria, Ta misma letra

pero minuscuta {x), el valor que puede tomar.

Para una variable aleatoria continua, su ley de probabilidad es 1lamada

funcidn de densidad de probabilidad {(fdp).

Una variable continua puede tomar cualquier vator en los cjes de coorde-
nadas reales por Yo que la probabilidad de que la variahle aleatoria to-
me un valor especifico es cero, cs decirv, P (¥=x)=0. Debido a lo ante-
rior se toma un intervolo diferencial de a ¢ d tal que Ta probabili
dad de que 4 esté oen 81 es () disque es 1a funcidn de densidad de --

14

probabhilidad,

Como los oventos de difeventes intervalos <on mutuamente ciclusivos, o




probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor en un intervalo
de longitud finita es la integral de la fdp en ese intervalo., En forma

grafica, si el intervalo estd limitado por ¢. y x_, la probabilidad de -

1
que X asuma un valor dentro del intervalo es el area bhajo la curva  ---

fx {x) dx; es decir:

(2.20)

Como se menciond, a fx (x), se le 1lama funcidon de densidad de probabili
dad y su valor no es propiamente una prababilidad, como su nombre lo in-
dica es s810 una medida de densidad en un punto. En la figura 2,1. Se

presenta esta funcidn,

£ (x)

X

————

=¥

Figura 2,1. Funcidn de densidad de probabilidad.

Una fdp debe cumplir dos condiciones:

f. (x) 0 para toda x

14
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Otra forma de describir la distribucian de probabilidad de una variable

aleatoria la representa la funcidn de distribucién acumulada (fda) dada

por:

Folx) =P (X < x)

A X
(2.22)
Para una variable discreta:
X
Fx {(x) = P (\()
i=y X
(2.23)
y para una variable continua
Fogxy =P o<y = x) j £ dy
X -0 X
(2,24)
es decir:
dF (x)
k .
i f 04 dr
(2,25)

£n Ya figura 2.2 se presenta la funcidn de distribucion acumulada,




Fx{x)

Figura 2.2. Funcidn de distribucion acumulada.

2.2.5 Espenanzas o valones espesades,

Para una variable aleatoria,dada su funcidn de prababilidad, la esperan-

za matemdtica se define como la convergencia a un valor constante de la

suma de los productos de la variable por su respectiva probabilidad cuan

do el namero de productos tiende a infinito.

(33

E{X} = xfx(x) dx si x es continua
- (2'26)
y
0
E {X} = Yim. ’, x(Px(x() si ¥ es discreta
TR (2.27)

X: es la variable aleatoria

E{X}: es la esperanza. esperanza matematica, valor

esperado o media de X.

Para una funcion de X; q{¥):

16




E{g(X)} = Jr glx) f (x)dx si X es continua
o) (2'?8)
Y
"
ECg(X)) = 1im. % glx,) P (1) si X es discreta
oo =] (2.29)

2.2,6 Momentos de una vaniable aleatoria

Una funcion de distribucién de probabilidad puede ser definida en térmi-
nos de sus momentos. Los momentos representan parametros que tienen sig-

nificado fisico o geométrico al igual que en mecdnica de los sdtidos,

Simbolicamente, 1os momentos de una variable aleatoria con respecto al

origen se definen como:

oy

(r)’ . r , , e
IN = x t (x) dx si X es continua
’ {2.30)
) n - "
N ) 5 X! Px(x ) ! Lox, si X es discreta
i-1 ¢ © g (2.31)
Donde:
X: es la variable aleatoria
)
ui') :es el momento de orden r de X con respecto al origen

r: es el orden del womento: 1, 2. 3,...

E1 momento de orden 1, de primer orden o primer momento con respecto

al origen es la redia o promedio aritmético de £, se denotara para .

Fs dgual al valor esperado de X expresidepor (2.26) 6 (2.27) seqin el

caso. Por lo tanto:




(1)
We = B (X} - mx fj X f (x) dx si v es continua

X
(2. 32)
1 n
(' E X} - o - . DR si x es discreta
i
(2.33)

Los momentos con respectn a la media se 1laman momentos centrales y se

definen como los momentos de una funcidn de la variable aleatovia;

(1)
g (x) = X - ix - X - mx:
()
1 - X . .
! (X - ) () dx si ¥ es continua
- x
(2.34)
(x) 1 ! si y es discreta
W '~ == 5 (x.-m)! 21K 6s ¢
n ie)
n » w (2.35)
“ﬁr): es el momento de orden » respecto a la media 6 r-ésimo mo--

mento central.
Al igual que el primer momento respecto al origen,el sequndo momento cen
tral es de gran impotancia ya que representa la variancia de la poblacion

y se representa por of

Sustituyendo (x - m ) por g (x) en (2.28) y (2.29), se tiene:
(2) ~ 2 2

My = Yo =Var (X} E X - m\) if(x mx) 1X (x) dx si X es continua
(2,36)
(2) , n ) ‘ ‘
Wy v, =Var {X ¢ {X = my ¢ - m) 51 X es discreta
i { X
-

(2 37)

18
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£ [X —i&] : es el valor esperado de la funcidn

g {x) = X —xnx

La raiz cuadrada positiva de la varianciaen (2.36) y (2.37) es llamada

- Q O (2.38)

E1 coeficiente de variacidn de una variable aleatoria formaliza, al -~---

desviacion estandar,

igual que para una muestra, la comparacion entre la desviacion esténdar
y la media  Se define por:

0
X

X oomy
* (2.39)

E1 tercer momento central es necesario para definir el coeficiente de

asimetria Y

(2.40)

Ademds de , » en funcién de 1os momentos centrales pueden obtenerse:
! u(4)

Yo = LA )
Y y =
Y/l = i JURNI

(Ref, 9)
(2.41)

Y, es 1lamado coeficiente de curtosis y al igual que Y.y v, 1lega a re

sultar de utilidad en aplicaciones de probahilidad y estadistica,



2.2,7 Probabilidad conjuita

Cuando dos o mds variables aleatorias son consideradas en forma simultd-
nea, su comportamiento conjunto sigue una ley de probahilidad conjunta

que al igual que para el caso de una sola variable, puede ser descrito
por una funcidn de densidad de probabilidad, una funcién masa de pro--

babilidad o por funciones de distribucion acumulada.

Para variables discretas:

Pxyy (eoy) = PLUK =)0 (Y = )
(2.42)

P,y (s,y) - P[(X SX)NP(Y - y)]= P\ (xisy,)
S N2 T 2

(2.43)
X,y & son las variables aleatorias consideradas en forma conjunta.

En forma andloga, para variables continuas:

SO TS M PN A S G A R

y
P (2.40)
Fx y (x,y)=P[(x <xyy (Y 9— P[t Sk k) v ﬂ
J{ j fu,y (x,y) dy dx
(2,45)
En forma andloga a (2.25):
: 5
fray (X y) == > -~ Fxyy (x,y)
v (2.46)

Si las variables aleatorias X y Y son independientes, es decir, si los
eventos relacionados con X son independientes de los eventos relaciona-
dos con Y, se tiene (Ref 2):

Fuly Gog) £, (x)
folu (vex)= T, (y)

H
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fx,y {x,y) =
Faoy (%,y) =
Fzly (x,v) =

'
—
~ —
-
—
~C
—

1
7T —
il
——
P
-
-
~
—_
~
—

P

(2.47)
También es posible definir Tos momentos de una funcidn de probabilidad
conjunta. Aqui se tratard sdlo uno llamado covariancia, que es una medi

da de correlacidn entre X y Y, dada por:

ox,y = Cov (X,¥) - E(X - m) (V - m )

H (- m) (y -t ) fisy (oy) dx dy

para X,Y continuas.

(2.48)
o 7 Cov(x,y)= % ) (x =m ) (y -=m) Px,y (x,y)
X,y todas todas X y
las x las y
para x,y discretas (2.49)

Otra medida de la correlacidn, 1a representa e} coeficiente de correla--
cién de dos variables aleatorias.

8]
X5y ax

oy
(2.50)

Donde:
Px,y: es el coeficiente de correlacidn

ox,0y:son las respectivas variancias de las variables aleatorias X,Y

Al igual que el coeficiente de correlacidn para dos muestras, el coeficien

te de correlacifn de dos variables aleatorias, tiene como 1imites los

valores + 1 y su magnitud el mismo significado.

Aunque, aparentemente, un histograma y un poligono de frecuencias son si
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milares a una funcidn de densidad de probabilidad y a una funcién de
distribuci@n acumulada respectivamente, los primeros se refieren a datos

empiricos observados y los sequndos, a modelos de probabilidad tedricos.

A partir de los datos empiricos, el ingeniero puede proponer un modelo
matemdtico como representativo del fendmenoestudiado  Generalmente es
dificil encontrar un modelo exacto del fendmeno por lo que pueden propo
nerse varias funciones de probabilidad y de acuerdo a ciertos criterios
y pruebas, que se estudiardn posteriormente, elegir un modelo represen-

tativo con el cual puedan hacerse "predicciones”,

En resumen, el ingeniero debe adoptar un modelo matemitico y posterior-
mente probar su validez con las observaciones hechas o datos disponi---
bles, para 1o cual deben fijarse ciertas reqglas y asi aceptar o rechazar

un modelo particular 6 eleqir uno de entre varios posibles

2.2.8 Perfode de wedotne, wdesge o valeres extiemes,

Vorcode de wotonne,  E1 perfodo de cotorrno © de eventos hidroldgicos se
define como el tiempo promedio entre dos ocurrencias de un evenlto mayor
que una determinada magnitud (excedencias) Fato no significa que una
excedenciao ocurva cada T afos, <ino que ol tiempo promedio entre dos ---
crcedencias es de T anos P concepto de periodo de retorng también es

aplicable a oventos de menor magnitud {minine ),

51 1 periodn de votorno se re‘fere o eventos de mayor magnilud que un
cierto valor, tuede rolacionarse con una prolabilidad de excedencia. 3

el tiempo promedio entre doco excedensins Iy Ta probabitidad de que ol




evento (excedencia) ocurra en cualquier aio es I/T  Asi:

I | [X x]

1 9t
(2.51)

Siendo p la probabilidad de que el evento sea mayor que un cierto valor

(excedencia).

Cuando se realizan n observaciones. la probabilidad observada de cada ~--

evento es:

(2 62)
¢t es el rango o numero progresivo (1,2,3,...) del evento cuando han sida

Ordenacos de mayor a mepor

En hidrologia, en vez de (2,52) se usa:

(2.53)
Lsto se debe a que cundo se dibujan las observaciones (puntos) y las pro
babilidades acumuladas en papeles especiales, la escala correspondiente
a las probabilidades no es de 0 a 1. Por otro lado «/(nt1) o5 un estima
dor insesgado de Ta probabilidad observada para cada punto. La propie--

dad de insesqo sevd estudiado en capitulo 4.
Sustituyendo (2 53) en (2.51), s¢ Liene:

ikt
{

1
(2.54)
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de donde:

PX>x)-1-PK<x)1-Fx (x)

Sustiruyendo en (2.51)

; - 1
Tw ()\') = 1‘"‘_‘_‘7:;(“*(')(*)

O

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Ricsgo. Se define como la probabilidad de que el evento de disefio sea

excedido al menos una vez durante la vida Gtil de disefo

La probabilidad de no excedencia estd dada por (2.22)

Fx (x) P [X ‘ x]

Si los eventos son independientes, la probabilidad de no excedencia en

cualquiera de los n anos de vida 0til es:

p [x‘ x] p (X/, » >] P [Xn - X] [Fx (X)} ”

Por lo tanto, la probabilidad de excedencia es:

P(X> x) 1 - Fx(x)

A esta probahilidad se le 1lama riesgo, se representa por R,

do (2.57) en (2.59) se tiene finalmente:

vl {1 ) TQJT%)]”

Generalmente ol viesgo ey dado en porciento.

(2.59)

Sustituyen

(2.60)
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Valores extremos.  Los valores extremos de una serie de variables aleato
rias son de gran interés para 1levar a cabo el disefio de obras hidrduli-
cas, Los valores extremos son también variables aleatorias. La distri-
bucion de los valores extremos depende del tamafio de l1a muestra y de la

distribucién que sique la poblacion.

Si una muestra de tamaiio n tiene como elementos xy,X»,...,%,, siendo Y

el valor mdximo, Fy (y) P[Y - U] , Fx (») - P[X( x] y ademds fy (1)
{

¢

y:f, (x) son las respectivas fdp de Y y de x,
Fy (¢) PIY <yl =P ix; 2w
[ ] [tédas ] (2 .61)

si las X¢ son variables independientes:

Fy (g) = Fxy (0) Fey () oo Py ()= [Fa ()"

(2.62)
Aplicando (2.25):

n-1

Fy (4) - *-(-!-~S§--(--'-Q n [F'x (u”)] fo ()

(2.63)

De (2.63) puede observarse que fy (1) depende del  tamafio de la mues--
tra 1y de la distribucidn de la pohlacién de donde se obltiene Ta mues--

tra,
7.7.9 Muestneo y dostaibuciones maestale:

Muesinoo, Una condicidn que debe tener una muestra para que a partir de
ella puedan hacerse "predicciones™ de otros valores de la poblacién, es
la de ser representativa de dsta, es decir, que sin contener a todos los
elementos de la poblacion, «ea del tamaho suficiente, de tal forma que

contenga todas Tas varicdades e 1a caracteristica estudiaday para salbis
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facer 8sto, todos los elementos deben tener la misma oportunidad de ser
seleccionados y ademds ser independientes. Esto Gltimo significa que,
al extraer un elementa, no debe afectarse la oportunidad de seleccidn
de los demds Una muestra representativa también es 1lamada muestra --

aleatoria.,

Al proceso de obtencidn de muestras de una poblacidn se le 1lama mues--
treo. Ya que las muestras deben ser representativas, es de especial in
terés el muestreo aleatorio. En términos matemdticos, el muestreo alea
torio se define como aquel en que las n observaciones Xy,X.,...x, de un
experimento son independientes y siguen Ta misma funcidn de probabili--

dad,

E1 muestreo puede ser con rveemplazo y sin vreemplazo [Es con reemplazo
cuando cada elemento de la poblacion puede ser seleccionado una o mds
vecess si s6lo puede ser seleccionado una vez, es sin reemplazo, Por lo
tanto, cuando se extrae una muestra con reemplazo, sus observaciones son

independientes.

E1 tamafio de una poblacion puede ser finito o infinito dependiendo del
experimento realizado. Cuando el muestrev que se hace de una poblacion
finita, se 1leva a cabo con reemplazamiento puede considerarse esta 1~

tima como de tamafo infinito.

E1 muestreo aleatorio sélo puede obtenerse si el nuestreo es con reempla
zamiento en poblaciones finitas o si se hace de poblaciones infinitas.
En la prictica, el muestreo de poblaciones muy grandes puede considerar-

se como aleatorio




Distndbue dones muesthales. Si se toman de una poblacidn, varias mues--
tras de igual tamaibo, al compararlas entre si, se obtienen series dife-
rentes de valores y por consiguiente, diferentes histogramas; esto se--
debe a la naturaleza aleatoria del fendmeno estudiado y origina por lo
tanto, estadisticos aleatorios. Si a cada muestra se calcula el mismo
estadistico, la distribucién que éste sigue es 1lanada distribucion mues
tral del estadistico y puede estudiarse como la distribucidon de una va-

riable aleatoria.
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3. FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Como se menciond en el capitulo anterior, para poder 1levar a cabo pre-

dicciones a partir de una muestra, debe adoptarse un modelo representa--
tivo del fendmeno hajo estudio. Los modalos matemiticos o, brevemente,

modelos, para el caso de este trabajo, son leyes o funciones de probabi-
1idad, también 1lamadas funciones de distribucion, distribuciones de

probabilidad o solamente distribuciones.

En el presente capitulo se describen varios modelos probabilisticos. En
el capitulo 6 se estudiardn algunos criterios para seleccionar el "mejor"

modelo.

3.1 Distribucion normal

Es la distribucion de probabilidad mas utilizada en el campo de la
Probabilidad y Estadistica. La representacidon grafica de su funcidn de
densidad de probabilidad (fdp) es una curva simétrica en forma de campa-
na 1lamada Curva normal o Gaussiana (fig. 3.1). Con frecuencia otras
distribuciones pueden aproximarse a la curva normal. Muchos métodos es-

tadisticos parten de yna consideracion de normalidad.
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Figura 3.1 fdp Normal

31,1 Funeddn de densdidad, funeddn de ddstdbucddn acumulada y

pardmetnaos .

La fdp de Ta Distribucidn Normal estd dada por la siguiente expresidn:

1 2
fx(x)= — - exp { - ! (—X7 - < (3.1)
Oy 2n 2

Nonde:

Xies la variable aleatoria y « es su valor

Me> 9%+ son respectivamente la media y la desviacion

estandar de la variable ¥

LRI T 2% B

exp[ ] = () ¢ es 1a base de los Togaritmos naturales.

.a variable:

K=y (3.2)
»




es llamada variable normal estandarizada, tiene medic cero y desviacidn
estandar iqual a uno, por lo que la expresion (3.1) en funcién de /Z, se
escribe:
1
fZ(Z) = o oexp (-1 2?) (3.3)

\I'Zn )
Los pardmetros de la Distribucion Normal son de media m y la desviacion

estdndar o por lo que puede representarse por N (m, n). Cuando se usa

la variable normal estandarizada, se tiene N{C,1).

La probabilidad de que una variable aleatoria normal esté en un interva-
To estd dada por la integral de la fdp para ese intervalo. También
puede obtenerse a partir de las probabilidades acumuladas. No existe
una expresion sencilla de la funcién de distribucidn acumulada (fda)
para la distribucion normal pero su evaluacion numérica se encuentra en
la tabla 1 Jel apéndice

Considerando (2.27)

F 0P ) = p [z SRS } r, [fl‘.x] ()

9] [
L

Las Tetras mayusculas X, Z se refieren a variables aleatorias y las mi-

z X ¥
Jﬁovexp (-2 /2)dz o7 (3.4)

nisculas x,z a sus correspondientes valores.

En la tabla 1 del apéndice se presenta la expresion (3.4) s6lo para z:0
debido a 1a simetria de la fdp Haciendo la siguiente consideracion,

pueden obtenerse valores de r?(‘z);

30



31

Para encontrar la probabilidad de que una variable aleatoria normal esté
en el intervalo [XI’ XZ] con ayuda de la tabla 1, debe obtenerse la
probabilidad acumulada hasta Xz y la probabilidad acumulada hasta X’,
después, obtener la diferencia; siendo ésta la probabilidad en el inter-
valo; la expresion es:

PUX; SX X)) =F (%) - (X (3.6)

3.1.2  Momentos o s nelacddn con Les pardmethos.

Debido a la simetria de la Distribucidon Normal con respecto a su media,
todos los momentos centrales de orden impar {de esta distribucidn)valen

cero,

Los momentos de orden par deben estar relacionados sélo con la media y
con la desviacidn estandar, ya que estos dos momentos son los parimetros

de todas las Distribuciones Normales.

Los momentos centrales de orden par, estdn dados por (Ref. 2):

“(1‘) . r * r
X Lo X—mx) f Jfﬁ (x-mx) Fx(x) (X

ro. ); b= 2,4,6,..., (3.7)
?r/Z

(r/2).

Gonde:
T{} es 'a esperanza o valor esperado definido por (2.28)
m, . estd dada por (2.32)
0 estd dada por (2.38)

El coeficiente de asimetria vale cero para la Distribucion Normal,




3.2 Distribucidn Lognormal (dos y tres pardmetros)

Esta distribucidn considera el caso en que la variable dependiente se
expresa como el producto de dos o mds variables aleatorias; si se inten-
tara hacer un estudio por separado de estas Gltimas variables, resulta--

ria mas complicado y no se justificaria.

Dada:

o= Xy Xp e X (3.8)

Si se toman logaritmos naturales, se tiene:
Lny = LnxO + Ln v i ...+ Ln ' (3.9)
Si Tos logaritmos naturales de una variable aleatoria, se
distribuyen normaimente, Ta distribucion se 1lama lognormal.
En:
X =Lny (3.10)
Si X se distribuye normalmente, forma una Distribucion Lognormal
equivalente a:

y - et (3.11)
3.2.1 Funcddn de densddad, funcidn de ddatndbue (dn acwmlada y pardme--
thas.

La funcidn de densidad de probabilidad para (3.10) estd dada por:

\ M p)

. 1 X "
fo(x) = === exp{ -1¢ B .
X ,I' ' 2 v

0y 2 , X (3.12)
y en funcién de « tomando en cuenta (3.10) 6 (3.11)

) 1 ] : Ln y m )
F L) - S __oexp ! e I T
y ULJKJ ) (3.13)
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Yes una variable lognormalmente distribuida ya que su logaritmo natural

es normalmente distribuido.

mL’OL : son respectivamente la media y la desviacion estandar de los lo-

garitmos naturales de y. El subindice L se refiere a la Distribucidn

Lognormal.
Las expresiones para L oLson:

mpE sy E(x)-E (Lu) (3.14)

)

O =9, 7o, y £ (X—mX

Los parametros de esta distribucidon, 1lamada en forma mds especifica
Disthlbucddn Lognonmal de dos pandmeitros, son moy . Se representa

por L (mL o).

Al igual que para la Distribucién Normal, puede usarse la tabla de areas

bajo la curva normal estandarizada para el cdlculo de probabilidades.

La variable normal estandarizada queda dada por:

bny - my
25 e o (3.15)

Con los valores de z pueden ohtenerse las probabilidades acumuladas y
probabilidades en un intervalo en forma semejante que para la Distribu-

cion Normal.
3,2.2  Momentos g sw welac i con Loy pandmetrod.

Los momentos de la variable aleatoria Y estan dados por:
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!
N (y) dy (3,16)

de cuya solucidn, se obtiene:

m, - exp (m +1 07) (3.17)
2
*
2 2 2
oy = g { exp (OL) - 11 (3.18)

3.2.3 Distnibucddn Lognommal de tres pardmetnos.

Puede introducirse un tercer parametro en esta distribucion, Esto es
apropiado si existe un limite inferior (valor 1imite minimo) que no es
cero. Este pardmetro se representa por a vy afecta a la variable de

la distribucion restandose de elia: (U—aL). sustituyendo y-a, en Tugar

de ¢y en (3.13):

tn(y-a,) - m, °
£ ([): l.,_ exp g - 1 ‘L }:w (3‘19)
vy 5
(u-al) OLJ?ﬁ 2

(U"aL) >0

Cuando se introduce 3 la distribucion se representa por L (mL, uL,al)
y es 1lamada Distribucion Lognormal de tres parametros; en la figura 3.2
se presenta su funcion de densidad de probabilidad (para el caso de

dos pardmetros, la curva se inicia en el origen)

Puede suceder que el Timite inferior sea conocide; si es asi, a se de~

termina a partir de ese valor conocidoy en este caso, se usan las
* Ref. 2
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expresiones vistas para la distribucion de dos pardmetros.

Figura 3.2. fdp Lognormal (3 pardmetros)

Cuando no se conoce a priori el limite inferior, que es lo mas frecuente,
no pueden usarse en forma directa las expresiones correspondientes a la
distribucion de dos pardametros. La variancia de (y-aL) es la misma que
para y pero 1a media cambia, 1o cual implica que cambie también e}

coeficiente de variacin: v, ¢ V(Y'aL)

Si a, tiene un valor negativo, uy puede tomar valores negativos siempre

que se satisfaga que (y;al) sea mayor que cero para toda y.

Se sabe de {2.39) que el coeficiente de variacidn estd dado por:

)
v, = ﬁfy* (3.20)
y

Para este caso, (3.20) corresponde a la Distribucién Lognormal de tres

paranetros.




Sia yse le resta 3, se tiene:

v - ffy“at) (3.21)
(y-aL) m(y_aL)

que corresponde a la distribucion de dos parametros.

Como la variancia es independiente de a

]
’

L

0 (3.22)

O
yooolyma)

Ademds:

m(y_aL) =3 (3.23)

La expresidn (3.23) representa la media de una distribucidn de dos pard-
metros en funcidén de la media de una distribucion de tres parametros.

Sustituyendo (g—aL) por ¢ en (3.17), se tiene:

il

m(y_al) = exp (mL +1 oL) (3.24)
) 2

Sustituyendo (3.24) en (3.23) y despejando s

- Loy £
ny = exp (mL ¢ ; ul> i 9, (3.25)

Obtencion del pardmetro a

De (3.23):

= - 3.26
a = my -y ( )

'y-al.)

De (3.20) y (3.21), considerando (3.22):
(7

. Y (3.27)
m
y Vy
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My-a )~ _V(y-5[5 (3.28)

Sustituyendo (3.27) y (3.28) en (3.26)"

a, = il - g7 (3.29)
y (y-a )

Cansiderando de (3.20) que:

= Y =
m Y z v
N Oy m}'

resulta:

v
o [ 0

1
0 m_ {exp (of) -1} ) !
Vo= = = { exp (o) - 1}2 (3.31)
y my my !

La expresién (3.31) se refiere a 1a Distribucidn Lognormal de tres pard-

~ Dy A ¢ Y © A H 2 -
metros. Para el caso de dos pardmetros:! mL(y-aL) y 0L(y~aL) se expre

san en funcion de m y Vv como ;
y=a ) Ny,
2 4 *
! "y-a,) | "(y-a) ’
M (y-a) ln | ——g———=eri== = Ln ol (3.32)
L ? vV, o] ? motoo ‘
(y-a,) (y-a ) = (y-a))

* Referencia 3
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2 ?

2 N o b
2 - cn [y y=a )Y
OL(y_a ) Ln[V(yha ) + ].J Ln[ ; L } (3.33)
L L Y
(y-a )
A partir de (3.32) y (3.33) el coeficiente de asimetria y,, para una Dis
tribucion Lognormal de dos pardmetraos, puede expresarse como:
ki
1 = V( o3 V( (3.34)

.Y“al_) y"aL)

a partir de (3.34) debe resolverse una ecuacion

Para calcular V
(y-a)
cibica cuya solucion es:
1 1
e ey N -TN——" 3 3
V(y»a | :[ Yi + 4 + v ] ,{ vi v 4w 11] (3.35)
L 2 2

Sustituyendo el valor obtenido de (3.35) en (3.30) se obtiene el valor

del parametro a -

E1 20. y el 3er momentos dados por (3.16) son independientes de a -
La variable normal estandarizada ¢ toma la forma:
In (g»aL) - mL

2 5 e——— . =

ql

3,3 Distribucion Gumbel

Es comin en la ingenieria civil, requerir de un valor maxino o de un

*eferencia 3
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valor minimo para poder 1levar a cabo el disefio de una obra, por ejemplo:
conocer el valor aproximado de la avenida maxima probable de un rio du--
rante la vida Gtil de una obra de control. La capacidad de un sistema

puede depender sdlo de valores extremos.

Una distribucion puede restringirse al valor extremo de interés. Si se
quiere conocer el limite de esa distribucidn para un valor mdximo, dis-
poniendo de n mdximos (por ejemplo: avenidas maximas anuales), obviamen-
te el valor extremo de interés es el maximo. Considerando que los valo-
res mdximos siguen una curva exponencial, la Distribucidn Gumbel, tam--
bién 1lamada de valores extremos tipo I, frecuentemente resulta ser una
buena aproximacion de la distribucion de las avenidas mdximas anuales de

un rio.

3.3.1 Funeiln de densddad, funciin de distucbueddn acumulada g pardme-

tnos.
La funcidon de distribucidn acumulada Gumbel esta dada por:

@ (y) = exp {- exp (“ll (u-v)] by (3,36)

y la funcidn de densidad de probabilidad (figura 3.3) por:

fy(u) =aexp boa (u-8) - exp [+ (o)) (3.37)
Donde:
Y: es la variable aleatoria y u correspondiente valor.
ay :oson los parametros que le dan forma a esta distribucion.

o oes una medida de dispersion  Se representa por G (w, ).
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Figura 3.3. fdp Gumbel

3.2.7 Momentos y su nelacddn con Los pardmetros,

Los momentos se obtienen a partir de la integracidn de (3.37) y son los

siguientes:

.

lny B S (3.38)
) 2

0, = — (3.39)
Y 6o 2 '
y ?

My Y Uy son el primer momento con respecto al origen y el segun-

do momento central respectivamente definidos por (2.32) y (2.36)
v+ es la constante de Fuler; y = 0.,5772156. ..

ny 3.14159. .,

E1 coeficiente de asimetria de esta distribucion es independiente de «

y de gy ademds es positivo; estd dado por:

o7 e - 1.1396 (3.40)
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Ejemplo 3.1 Se presenta enseguida, la variacidn en los "pardmetros" de

la Distribucion Gumbel al aumentar el tamaio de la "muestra"

Dados los parametros de la Distribucidn Gumbel:

0.004

1

[$4

¢ = 505,0000
se calculan 100 eventos simples a partir de (3.36), para lo cual es ne-
cesario igualar esta expresidn con (2.57):

J % =exp { - exp(-a (y-8)) | (3.a)

T es el periodo de retorno definido por (2.54)

donde n es el nimero de datos (en este caso 100) e i es el rango defini-

do en 2.28.
Despejando i de (3.1) se llega a:

y= B - Lintn L (3.b)
o 1-1

Con esta expresidn se calculan los 100 eventos simples ¢, que quedan or-

denados de mayor a menor.

Una vez obtenidos los 100 eventos, se obtienen 100 ndmeros “aleatorios"
entre 1 y 100 (enteros) de tal forma que ninguno se repita (sin reempla-

z0),

De acuerdo a esos nlmeros aleatorios, se toman los primeros veinte even-
tos (si por ejemplo, el primer ndmero aleatorio es 19, se toma el evento
que corresponde a ese nimero, cuando estdin ordenados de mayor a menor,

To misno se hace para el 2o., 30 . ..., 20“ndmere ), se oblienen los
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parametros 0,y By también se calcula®

n
v, -y, )?
po o izl T (3.c)

1

W

donde:

Wi: son los eventos estimados aplicando en forma similar (3.b)

¥i: son 1os eventos seleccionados aleatoriamente de los 100
valores, (ordenados de mayor a menor)

Nyt oes el numero de 1os primeros ¥; (en este caso 20)

ay Yy Byt son obtenidos de los ny brimeros Y;

Lo mismo se hace para los primeros 21, 22,,..,100 eventos; es decir,

Ny T 20,21,...100.

Se hicieron cuatro ensayos. En las cuatro veces en que se "revolvieron"

aleatoriamente los eventos simples, se observd lo siguiente:

Aproximadamente para o> 60, los valores de los parametros ay,Bq tien-
den hacia los valores dados inicialmente para calcular los 100 eventos,

(o = 0.004, g = 505)

Cuando Ny 7 30 (aproximadamente), los valores de Y ﬁl varfan mucho en

tre si de un ensayo a otro.

Para ny o= 20
a .003274 ‘1" 577.2930
ay = 0.004235 oF 592. 3791
- 0,005333 498.8725

._Ld
i




o = 0.004118 R = 633.7997
1
Para n1 = 60:
ay = 0.004090 By - 511.0107
%1 = 0.,004014 F, 532.5116
oy = 0.004186 , 479.9319

a) = 0.004207 522.6406

En cuanto a ES calculado por medio de (3.c) se observa que en los cuatro

ensayos decrece cuando ny aumenta.

En la figura 3.4 se muestra la variacion de ay Gl con respecto al ta--
mafio ny y en Ta figura 3.5 se observa como varia [~ (ec.3.c) también con

respecto a hy para los correspondientes ensayos.

Conio se menciond, sélo se realizaron cuatro ensayos, siendo necesarios

mas para reafirmar las observaciones hechas.

3.3a, Distribucion Doble Gumbel*

En los registros de gastos maximos anuales, en muchas ocasiones pueden

observarse dos grupos de avenidas con caracteristicas diferentes,

Si se considera que los gastos maximos anuales se originan por distintos
procesos, es decir, si existen dos poblaciones, es dificil ajustar el
registro a una sola distribucidn de probabilidad por ejemplo la Gumbel;
sin embargo, es razonable suponer que cada grupo de avenidas por separa-
do sigue una distribucién Gumbel.

* Obtenida de la Referencia 12
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Cuando se dibujan en papel de probabilidad Gumbel, los gastos mdximos de
un rio contra sus periodos de retorno, en muchas ocasiones pueden ohser-
varse puntos que es posible ajustar a dos segmentos rectos. El ajuste a

una sola recta aunque se ha usado tradicionalmente, rara vez ocurre, es-

to se debe quizd a la presencia de dos poblaciones formadas por avenidas

provocadas por fendmenos diferentes.

5.3a1 Funcdén de densddad, funcién de distrdbucdibn acumilada y pard--

methos.

Considerando que cada grupo de avenidas por separado sigue una Distribu-
cion Gumbel y que la causa de un grupo son los ciclones, los gastos ma-

ximos cuando no se presentan estos tienen parametros a4y Y Bl‘ Su dis---
tribucion estd dada a partir de (3.36) por:

Fy (x) = exp {- exp [-al(x - Bl)]} (3.41a)

Si los pardmetros del otro grupo de avenidas (ciclénicas) tienen pard--
metros a y B , su distribucién en forma andloga a (3.4la) estd dada

? 2
pors

Fo (x) exp { - exp [~ o, (x - ﬁz)]} (3.42a)

Por medio de los registros meteoroidgicos, es posible separar los ahos

cicldnicos de los no ciclonicos.

La probabilidad de que en un afo cualquiera se tenga un gasto maximo
menor o iqual que cierto valor pucde escribirse como la suma de probabi-
lidades condicionales:

PUXtx) - P(xZx[A) PP (X [A)P(R) (3.433)
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donde:

><

: es la variable aleatoria (gastos mdximos) y x su valor.
A: representa un afio no cicldnico

A: representa un afio ciclonico

Por definicion de funcion de distribucidn acumulada (ec. 2.22), en un
afio no ciclonico:

P X SxjR)=F (%)

Si el afio es cicldnico, el gasto mdximo puede presentarse debido a un
cicldn o por causas "normales", aungue generalmente los ciclones ocasio-
nan avenidas muy grandes por lo que la probabilidad de que el gasto ma--

ximo anual en un afio ciclénico sea causado por un ciclén es muy cercana

a uno. )
- max (gastos cicldnicos)
(X | A)= méx

max (aastos no cicldénicos)

La distribucidn de los gastos madximos X dado que el afio es ciclonico es-
td dada por.

P(X = x| A) = P{méx (g.c.)=x}P{mdx(g.c.)s x}

J

+ Piméx(g.n.c.)= x} P{{g.c.) ¢ x} (3.44a)
Las funciones de densidad de probabilidad correspondientes a Fl(x) y

Fo (x) son respectivamente (ec, 2.25):

dF1 (x)
fl(x) e e

dF, (x)
folX) = —qr—

Por 1o tanto, considerando (3.44a)
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fX ()\) - fl (X) Fz(v\') + f2 (\) Fl (x)

(XméxIA)

Por 1o que:

Ademads:

d{Fl(x) Fz(x)} = fl (x) F2 (x) + fz(x) Fl(x) dx

Por 10 que (3.463) npuede calcularse como:
X

P(X <X l;\) = F1<E;) Fz(«’:)lm

Considerando que:

(t’ S e P
< -
PX - x|R)=F (x)F, (x)

Sustituvendo (2.22) v (3.49a) en (3.43a) se tiene:
XS g= Frlx) POAYE Fy(x)Fa(x) P (M)

Haciendo:

p=P {A)

(3.50a) se escribe como:

Fx) - Flapt (1p) £ (x) Fyly)

Fx) = Fl(x){ pt(1-p) Fz(x)]
Sustituyendo (3.41a) y (3.42a) en (3.52a):

(3.

.45a)

.46a)

.47a)

.48a)

.49 a)

50a)

52a)
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F (x) = exp (- exp [- a, (x-Bl)] Y {p+ (1-p) exp [—exp (-az(x-Bz))] )
(3.53 a)

que es la expresion de la funcion de distribucién acumulada.

Esta expresion toma en cuenta distintas condiciones meteoroldgicas que

generalmente se ignoran,
3.3a.2, Momentos y su relacibn con Los pardmetrnos.

Es vdlido utilizar las expresiones (2.26) 6 (2.30) para la obtencion de
Tos momentos de (3.53a). Es necesario hasta el 5o. momento ya que

son cinco los pardmetros que se tienen (p, s gy By, 82). La estima-
cion de pardmetros serd estudiada en el capitulo 5; s6lo se aclara aqui
en forma breve, que los métodos usados para estimar los 5 pardmetros

propuestos en la referencia 12 no son estudiados en este trabajo.

Inicialmente se usan las relaciones dadas por (3.38) y (3.39):
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3.4 Distribucion Exponencial

Es conveniente conocer como es un proceso de Poisson antes de explicar

la Distribucion Exponencial.

La funcidn de probabilidad discreta para una distribucion de Poisson es-

td dada por:

Px (x) = ”B;TELE"“ x =0,1,2,3,...,» (3.41)
donde: "

Vv = pn

p = probabilidad del suceso

n = nimero de pruebas o datos

e = 2,71828. ..

Los momentos de (3.41) estdn dados por:

E(X) =m, = v

Los procesos de Poisson son funciones aleatarias de tiempo que general--

mente estiman los tiempos entre 1legadas de vehiculos o entre eventos.

Si (3.41) se expresa como:

x -t
P (x)= A el s 0,1,2,3,. . (3.42)

X,

es decir, v = At, esta forma (3.42) es fdcil de asociar con un proceso

de Poisson, si t representa el tiempo o es una variable similar.

Un proceso de Poisson debe cumplir las siguientes condiciones:
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1. La probabilidad de un evento en un intervalo pequefio de tiempo de

£ a it + hes aproximadamente Ah para cualquier ¢. (h - At).

2. La probabilidad de que ocurran dos o mds eventos en un intervalo de

tiempo corto es despreciable comparada con Mh, es mucho menor que Ah.

3. E1 ndmero de eventos en un intervalo de tiempo es independiente del

nimero de eventos en otro intervalo.

En una muestra aleatoria se tienen nimeros aleatorios X: X{) X9, Xgseens

X3 en forma similar en observaciones de procesos aleatorios se tienen

funciones de la muestra generalmente de tiempo;

Xt xl(t), Xy (x),...,xn(.t]

Aplicando (3.42) para el caso en que x = 0

L° ot ,
(0) = L8l e -n (3.43)
ol

Py

También:

Py (0) -1 - FT(t) (3.44)

debido a que 1a probabilidad de que T exceda algin valor ¢ es igual a la

probabilidad de no ocurrencia de eventos en ese intervalo de longitud £,

3.4.1 Funedibn de dendddad, funcidn de distndbucidn acumulada y pardme--
Lhos,
Igualando (3.43) y (3.44), se tiene:

1-Fo(e) - et L20 (3.45)




Por 1o que:

Fr(t) = 1 - e £20 (3.46)

’

dF - ()
dt

—=aeM 20 (3.47)

o+
~—
i

(3.46) y (3.47) definen las funciones de distribucidn acumulada y la

funcidn de densidad de probabilidad respectivamente.

T es la variable aleatoria independiente y ¢ su valor.

A es el pardmetro de esta distribucidn.

La Distribucién Exponencial de un pardmetro se representa por EX(A) y

corresponde a la primera ocurrencia de un evento de Poisson,

3.4.2. Momentos y su nelacidn con Los pardmetnros.

l.os momentos de la Distribucion Expenencial estdn dados por:

E(T) = JO e M gt (3.48)
de donde se obtiene:
1 )
My = = (3.49)
T A
o . 1 (3.50)
2\’

. . . 1 .
A representa el promedio de eventos por unidad de tiempo; - es el tiempo
A

promedio entre ocurrencias de eventos,

- p——— ————

* Ref, 7
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3.4.3 Distribucddn Exponencial de dos pardmetros,

Al igual que a la Distribucion Lognormal, a esta distribucidon puede in-
troducirse otro parametro; este segundo parametro 1lamado «, se resta de

la variable t.

La expresion (2.46) toma la siguiente forma:

Fo(t) = 107 B0 (t-a) ~ 0 (3.51)

Con este nuevo parametro, la variancia no se modifica en su valor, pero

la media si y por lo tanto también el coeficiente de variacion:

my - Lya (3.52)
A

2 .1 53

o1 . (3.53)

Esta distribucion de dos pardmetros se representa por EX{A,u). Cuando
o vale cero, se tiene la distribucion de un pardmetro. En la figura 3.6

se presenta la funcion de densidad de probabilidad (de dos pardmetros).

f (t

K

S

S ———

T t

!
i

o m——————— - -~ —————————

Floura 3.6, Fdp Exponencial(2 pardmetros)




La estimacion del tiempo entre ocurrencia de eventos es la principal
aplicacion de la Distribucion Exponencial y es en este tipo de problemas

donde cabe esperar una mejor aproximacion.

En la practica es bastante usada en problemas no relacionados con el
tiempo entre ocurrencia de eventos, por ejem: en lluvias y avenidas ma-
ximas; cuando se tienen datos observados, puede 1levarse a cabo el ajus-
te a esta distribucion aunque no parezca adecuado por la naturaleza del
fenomeno que se estudia ya que la distribucidon exponencial es mds apro-
piada para procesos de Poisson. Muchas veces es empleada s6lo como una
representacion conveniente de un fendmeno cuando los datos observados

parecen indicarlo al ingeniero debido a experiencias similares,

3.5 Distribucion Gamma

Al igual que la Distribucidn Exponencial, la Distribucion Gamma estd

relacionada con procesos de Poisson.

o

3.5, 1 Funeddn de densidad, funedidn de distndbucsdn acumalada y pardme--

Thos.

Considerando que los tizmpoes 11, 1 1,2.3,..., k entre 1a ocurrencia de
dos eventos siguen una Distribucién Exponencial y son independientes,
Ta suma de k intervalos de tiempos Xk T1 | 17 oL Tk tiene una

distribucian de la forma:

N ¢ k‘l " , ¢ N N
{. (Y) A/{)\(YH)} ~_p)(l) {:_)‘(\(w)_l , k:].,?,,,.' - . /\,» 0 (3'54)
* (k-1)!




que es la funcidn de densidad de probabilidad (fdp) de la Distribucidn
Gamma

Ky A y & son los pardmetros de esta distribucidon por lo que es
11amada Distribucidn Gamma de tres parametros y se representa por

G(K,A,8).

En forma general, K puede referirse no sdlo a valores enteros, (3.54)

toma entonces la forma:

k-1
f (X)= )\{)\(X- LS) ) GXE_J-E\ (X- N ) } s ko0 X:(\J; 120

(3.55)
X (k)
donde:
P(k) = (k+1). para k = 1,2,3,... (3.56)
I(k+1)= kI'(k) para k>0 (3.57)
P(k) = jﬂ Xk-l e * dx para k > 0 (3.58)
0
La funcidn de distribucion acumulada Gamma estd dada por:
X -
rx(x) = Jf {Ak Xk‘l Q'AX /T(K)Y dy = Pkoh(x-8)8 (3.59)

0 (k)

E1 numerador en la integral es 1lamado funcidn Gamma incompleta.

En la fiqura 3.7 se presentan varias curvas de la funcion de densidad

gamma para 3 valores de Ky & 0.



k2

0 2 4 6

AX

de k Figura 3.7, Curvas de la fdp Gamma nara tres valores
e 3

3.5.2. Momentos y su nefacdidn con Los pardmetrhos.

De 1a integracidn de (3.55) el aplicar (2.30) a (2.32) se obtienen los

momentos. Estos son  (Ref. 2):

_ko
mo= Sk (3.60)
A
02 = K (3.61)
A’
E{(x-m_ )%}
Y- o ke (3.62)

E1 pardmetro § representa un cambio del origen y afecta a la varijable de
estadistribucidn restdndose de ella (x-§). Si el valor de § es cero,
se tiene la Distribucidn Gamma de dos pardmetros representada por

G(K,A).

E1 cdlculo de Ta probabilidad acumulada puede hacerse en forma alterna--
tiva a la aplicacidn de (3,59), de la siguiente forma:
Como:

i =(.\’~<‘}))\ (363)
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sigue una distribucidn X< cuadrado (X*) (Ref.2) con v - 2k grados de 1i-

bertad y:

X? = 2y (Ref.4) (3.64)

se tiene que:

X = 2% (x-8) g (3.65)

Ademas :

3 Ty
z"[ X, ,?-1N?_v (3.66)

sigue una distribucionaproximadamente normal con media 0, y variancia 1
para v = 2k > 30 (Ref.4). Se ha observado también, bastante aproxima-

cion para v < 30.

Con los valores obtenidos al aplicar (3.66), se busca en 15 tabla 1 del

apéndice 1a probabilidad acumulada correspondiente a cada z.

La estimacion de eventos simples x utilizando esta forma alternativa,
se hace siguiendo un procedimiento inverso:

Despejando X% de (3.66), se tiene:

’

, . 2 2 ‘
ezl -2t (3.67)
9v Qv

E1 valor de 2 se obtiene de la tabla de dreas bajo la curva normal es--

tandarizada (tabla 1 del apéndice); se busca a partir de la probabilidad
No debe confundirse la notacién X’ con x; X¥ se refiere a la distribu-
cin X¢ cuadrado y x es la magnitud del evento asociado a la variable
aleatoria de la distribucion gamma,



observada que esta dada por (2.57);

donde T es el periodo de retorno, (el rango y n el nlmero de datos; fue

ron definidos en el capitulo 2.

Una vez calculado el valor de X', debe calcularse y, de (3.64):
(_/ - —'2‘ (3.()8)

También, de (3.63) puede despejarse el valor de x:

y
ve o, 48 (3.69)

que es el valor correspondiente al evento simple estimado.

En 1a tabla 3.1 se presenta un resumen de las funciones de densidad de

probabilidad vistas en este capitulo y sus pardmetros. Para las Distri-
buciones Lognormal y Gamma de 3 pardmetros y Exponencial de 2 pardmetros,
hasta con hacer cero a, § y v para tener las Distribuciones Lognormal y

Gamma de dos parametros y Exponencial de uno.
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TABLA 3.1

DISTRIBUCION FUNCION DE UENSTDAD DE PROBABTILIDAD i
L, kem,
NORKAL f(x)= —2mo exp [ LTy ] "
X
] 2'” ? (?\
” LRI O G
Ln{y-a, )-m y?
LOGNORMAL f(g)e ek —agpde L [___..;,..L._-«l-.] )
(3 pandmetros) Y (”"aL> ol{§T 2 0 l
i t ‘_" a4
GUMBEL fy((,’)= aexp { -o (y-8) - exp [- “'(U"P')]\ N
- l, . 0
EXPONENCTAL frltd = vexp - (L= \

(2 pandmetnos)

GAMMA
{3 prudmetnos )




4, ESTIMADORES
4.1 Introduccion

Gran parte de la ingenieria estd hasada en el uso de funciones mediante
Tas cuales es posible conocer el valor de una variable (dependiente) da-

do el valor de otra (independiente),

Cuando en una expresidn y = f(x), la variable independiente x se conside
ra aleatoria, la aleatoreidad afecta a las variables que dependen funcio
nalmente de ella, en este caso y . Las variables hidroldgicas son varia

bles aleatorias y se tratan como tales,

Dehido a su misma naturaleza, no es posible predecir el valor exacto que
tomard una variable aleatoria al realizar un experimento, pero puede te-

nerse una aproximacidn a &1 por medio de un modelo probabilistico.

E1 comportamiento exacto de las variables, se conocerfa solamente si se
pudiera establecer su funcion completa, es decir, conocer la poblacidn.

En la prdctica, &sto no es posible y puede no ser necesario,

Un modelo representativo vesume solamente las caracteristicas dominantes
del comportamiento de la variable aleatoria; ésto es suficiente, Ta ma--

yoria de las veces, para los propdsitos de la ingenierfa,




Como se menciond en el capitulo 2, las cantidades que resumen y descri-
ben caracteristicas de Ta poblacidn son 11amadas pardmetros y las canti
dades que describen una muestra, estadisticos.

2
La media mx y lavarianciaur son ejemplos de pardmetros; Ta media de la

fa - . , 2 ,
muestra (de esa poblacidn) x y su variancia Sx° 1o son de estadisticos.

Un estimador es una funcidn de la variable aleatoria en estudio aplicada
en una muestra,se determina a partir de los estadisticos muestrales y se
usa para inferir o "predecir" el valor de un pardmetro. Al valor corres
pondiente del estimador se le llama estima del pardmetro o brevemente,

estima.

No debe esperarse que de una secuencia de observaciones finita, resulte
el valor exacto del pardmetro de un modelo probabilistico ya que los da-
tos mismos son aleatorios. Es necesario, al aceptar valores de parime--
tros derivados de una muestra, considerar que s6lo son estimaciones de -
sus verdaderns valores sujetos a errores, Los pardmetros son valores --

constantes y los estadisticos, variables,

Si Ja estimacion de un pardmetro poblacional se hace por medio de un so-
1o valor de un estadistice, es decir, por medio de una sola estima, el

estimador se 1lama de punto 6 puntuals; por otra parte, si se considera--
que el valor del pardmetro se encuentra con cierta probabilidad entre- -

dos valores, se tiene una estimacion del pardmetro por medio de un inter

valo de confianza.

4.2 Estimadores de punto o puntuales,
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La eleccidn del estimador a usar depende de las propiedades que posea el
mismo  Si de una poblacion se extraen nuestras de un mismo tamafio y se
calcula el mismo estadistico a cada muestra, l1a distribucidn que sique

el estadistico se 1lama distribucidn muestral del estadistico, por ejem~

plo, si el estadistico calculado es la media, se tendra una distribucidn

muestral de medias (secc. 2.2.9).

Las caracteristicas o propiedades deseables en un estimador puntual son:

4,2.1 Thsesao,

Un estimador es insesgado si 1a media de su distribucion muestral es igu
al al parametro poblacional Es decir, un estimador es insesgado si:
m o= L [0]? U

t

[{Ra2M

A

n: es el nimero de muestras de las que se obtiene 0
0+ es un parametro poblacional

6: es el estimador de 0

E[G]:esté definida por (2.26) ¢ (2.27)
4,22 Efieiencia.

Se 1lama estimador eficiente de un pardmetro al de menor variancia de en
tre los estimadores insesgados de ese pardmetro, La eficiencia relativa
de dos estimadores insesgados cstd dada por:

-~

U . Var 0
eficiencia relativa — =each

VHY' ¢ K

(4.2)

62



ke

0l es el estimador de menor variancia.

La eficiencia "absoluta" (Ref. %) se obtiene de la siguiente forma:

Sea la funcion:

£ (xp0x,0000,x 30) = f (X5 0)
H
(4.3)
Haciendo:
_ 0 .
V = Ll Ln f(X;0)
Y
T(0)=Var V=E { 52~ Ln f (X;0))%=nE{ 5—8“ Ln £ (X30)1°
(4.4)

Donde:

0 es un pardmetro poblacional asociado a la funcidon f (x)

N

Si 6 es un estimador insesgado del pardmetro 0, la eficiencia de T (0)

estd dada por:

Donde T = T (8) estd daca por (4.4)

E1 rango de e(T) es(0,1)

Un estimador de eficiencia 1 es 1lamado eficiente.

Eficiencia asintdtica es el valor limite de la eficiencia cuando el tama
fio de la muestra tiende a infinito. Para que este limite sea un nlmero
finito positivo la variancia del estimador debe ser asintotica en forma

proporcional 1/n.

Cuando 1a eficiencia asintotica del estimador es 1, éste es 1lamado asin
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téticamente eficiente

4,2.3 Consistencia

A
Se 1lama a 9 un estimador consistente de & si es insesgado o su sesgo--
se aproxima a cero al igual que su variancia cuando el tamafio de lamues-

A

tra tiende a infinito. Dicho de otra forma y usando simbolos: € es--
un estimador consistente de @ st y sélo si para un valor positivo arbi-

trario & proximo a cero se cumple que:

P (]o-0l~d) »1 cuandon »w

P: significa probabilidad

4.2.4 Invardiancsa,

Utilizando la misma expresidn que en (4.3) para explicar el concepto de
invariancia:

\
f‘\x‘] ,XQ,.. -\,n; )‘Il = {(X;O)

Si la media de la distribucidn es funcidén de 0, es decir mx= g (v), por

ejempio mx = -%w y el estimador de la media poblacional es la mediade 1a

muestra x,se tiene que:

.
Si al sustituir en la funcidn de un pardmetro g (9) el estimador (v por

0), el estimador no cambia, se dice que es invariante, es decir:

70 - g () (4 6)
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4.2.5 Mondino enron meddo al cuadnado,

Esta medida compara no sGlo estimadores insesgados sino también estima--

dores sesgados( entre si y con insesgados).

Representa una medida de como se encuentra esparcido el estimador antes
y después de su verdaderoc valor,

Error medio al cuadrado - E [6 - 0]2
(4.7)

4.2.6 Suglelencia,

Un estimador 0 es estimador suficiente de ¢ si hace uso de toda la infor

macion concernientc a ¢ contenida en la muestra.

En 1a prdctica, generalmente las propiedades mds importantes requeridas

para la estimacién en problemas de Hidrologia, son el insesgo y la efi--
ciencia cuando es necesario obtener la mdxima informacidn de los datos--
disponibles. La eficiencia generalmente implica consistencia y suficien

cia

En el capftulo 5 se estudiardn los métodos de estimacion de parimetros,
cada método proporciona estimadores con algunas de las propiedades aqui

vistas; estas propiedades como se verd, varian de un método a otro,

A continuacidn se presenta un ejemplo que explica algunas de las propie-

dades mencionadas.

Efemplo 4. 1Dada una poblacidn formada por los siguientes nameros: 2, 3,

9, 6, 5, 7; tomando todas las posibles mueslras de tamaio n=3, comprobar
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si la media y la mediana son estimadores insesgados de la media y cual -
de .1os dos es un estimador eficiente, ademds, comprobar si la variancia

de Ta muestra es un estimador insesgado de la variancia poblacional,

l.a media poblacional es :

mg = 2 X 3FIXOFO T g o333

6

La mediana de:
2,3,5,6,7,9
es:

5106 5 50
2

Med =
X

La variancia:

2 . 2
0 x = j—:-—(———Xln— ) 5.5556

Todas las posibles muestras de tamano n=3 que pueden obtenerse son: 6°=
216 muestras. Obteniendo en forma exhaustiva la media, la mediana y la
variancia de cada muestra, se forman distribuciones muestrales (capitulo

2) de medias, de méiianas y de variancias Calculando la media muestral
2
de mediagm , la variancia muestral de mediaso_ , la media nuestral de
5 X
X
medianas mmed, 1a variancia muestral de medianas o* ],1a media muestral
mec

. . . . . 2
de variancias m , y la variancia muestral de variancias 0 28e 1lega a--
s .

los siguientes resultados,

m— 5 3333 o 1.8519
X ®
m . 5,3241 0" 4.5153
med med
2 - 3.7037 o’ 8.4390
E$A 5%
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Puede observarse que la media de la nuestra y la wediana de la muestra -

son estimadores insesgados de la media poblacional ya que cumplen con --

(4.1).

Como la variancia de la distribucion muestral de medias es menor que la
de la distribucion muestral de medianas; la media de la isiestra es un es
timador eficiente de la media poblacinnal y la mediana de la muestra es

un estimador no eficiente del wimmo pardmetro (secc. 4.2.2)

lLa variancia de 1a miestra Si ho es un estimador insesgado de la varian-

cia poblacional ya que no cumple con (4.1), es decir:

- 2). g
3 [Sx] m§7 # .
Y
Puede comprobarse también que:
£ [Sz]= mo = LN S
x S il
X (4.8)
ya que:
n - 1 2 . , -
- 0y (5.5556) - 3,7037 = m ,
S‘(
Por 1o tanto, un estimador insesgado de la variancia poblacional es:
¢ | N
S - S

(4.9)
Donde:

S’ i es la variancia de la nmuestra dada por (2.2)

n ¢ as el nimero de datos de 1a muestra.

También puede comprobarse que:

- e )

0= g
% i x

(4,10)
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ya que:

L o, = 1 [5.5556 = 1,3608

V3
Esta caracteristica serd presentada y utilizada mds adelante en el presen

te capitulo,

4,3 Estimadores por intervalos de confianza.

Cuando se 1leva a cabo la estimacién de un pardmetro, no debe esperarse
que Ta estima sea exactamente igual al valor de @ste, en cambio, es razo-

nable esperar que su valor (del pardmetro) se encuentre entre dos valores

Timite.

E1 intervalo de confianza se define como un rango del estadistico a par--
tir del cual se obtiene el estimador. Si se pretende que el valor del pa
rametro se encuentre en ese intervalo, a este Gltimo depe asocidrsele una
probabilidad 1 - %,0 < a <1 La probabilidad 1 - ccasociada al interva
To significa que el valor del pardmetro O se encontrard el (1 - ) ¢ de--
Tas veces en el intervalo y fuera del é1 el « % de las veces, A1 - ase
le 1lama nivel de confianza y se acostumbra darlo en porciento ., A ase

Te 17ama nivel de significancia

E1 intervalo de confianza varfade una mues*»a a otra aunque sean del mis-

mo tamafo ya que cada muestra proporciona una diferente estima,

A Tos nimeros que Timitan el intervalo se les 1lama 1imites de confianza
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de la estina
~
En simbolos, si O es un estimador del pardmetro 0O:

~
0=0 t un error

(4.11)
representa los 1imites de confianza,
N ~
k)- error, O + error} representa el intervalo del parametro,
A la expresidn:
PED -error <0< 0O+ error]— 1-a
(4.12)

se le Tlama intervalo de confianza. (P significa probabilidad).

La magnitud del error depende de la distribuci6n muestral del estadistico
considerado como estimador y en especial de su desviacidn estdndar asi co

mo del nivel de confianza que se considere.
4,35.1 Ernnon estdndan

A la desviacién estdndar de un estimador cualauiera se le 1lama también--

error esténdar,

Por lo tanto, el error que aparece en (4,11) tiene la forma;

error = + K 03
-t (4.13)
donde: ~
og . es el error estandar del estimador O

K ¢ es una constante que depende del nivel de confianza y de la--
~

distribucion que sigue 0,

Sustituyendo (4.13) en (4.11)




(4.14)

Andlogamente, (4.12) puede escribirse de la siguiente forma:

P [6 - Koy < 0 3.6 + K 07]= 1 -«
© © (4.15)

expresando asi el intervalo de confianza.

N
Si se considera que O sigue una distribucidn normal, el valor de K se ob
tiene de la tabla 1 del apéndice de areas bajo la curva normal estanda-

rizada y es el correspondiente a zpara un nivel de confianza determinado:

k = z,

Generalmente, los niveles de confianza que se asignan son: 0.9, 0.95 y
0.99; después de esta asignacién, al aplicar (4.15),como la curva normal
es simétrica,se busca en la tabla el valor de z corvespondiente a (1l-u)/2

ya que las dreas antes de-z ydespués de z son «/2 (figura 4.1),

Figura 4.1, Distribucion muestral de medias (Prueba de dos colas)

70



Es posible proceder en forma inversa, es decir dado un valor de z.obte-
ner el nivel de confianza 1-u. Se busca en la tabla 1 el drea corres--
pondiente a z que serd igual a (1-a)/2 con 1o cual se obtiene el nivel

de confianza.

Sustituyendo z por k en (4.15)

A

P(O - 20"-»’»05_64-20’:)“ 1 -0
O (l (4‘16)

Similarmente al uso de z puede usarse "t" (Ref. 5), considerando también
~

que O se distribuye normalmente. El uso de t se prefiere el de z cuan

do la muestra es pequeia; esto se establece a partir de la precisifn re-

querida.t puede ohtenerse de la tabla 2 del apéndice con el nivel de

confianza 1l-q'y n-l grados de libertad.

E1 nimero de grados de libertad se define como el nimero de observacio--
nes independientes de n menos el ndmero de pardmetros m que se estiman a

partir de la nuestra.

Se denokd porv :

v T e

(4.17)
Sustituyende t por k en (4.15):
PO — o €0 <0+ L o)) L (4.18)
4.3.2, Dastnibuctdn muestial de medias

Para el caso de las medias muestrales, su ervror estindar esta dado por

(4.10)

,}',._.
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Por lo que usando (3.15) y (3.16) el intervalo y los 1imites de confian-

za de X como estimador de m, son:

P(x -t o= < My X kot o= ) P(x -t J%§~ Mg <X bt G%;N )= 1-u
(4.19)
Sustituyendo o por S*; desarrollando (4.19) y haciendo t = t /2 se tie
ne: e
X = My

P (=thom, /2 < '”S'IT‘I—I’]—'{* -2 tn-n',q/Z )~ 1-a

sx N2 : S™ o5 un estimador insesgado de o? dado por (4,9)

En este caso el nimero de grados de libertad es n-1, es decir,m=1 ya que

debe estimarse un solo pardmetro que es my, aunque Se usen x y S*,

Cuando ¢l intervalo de confianza tiene como limites, vaiores extremos del
estimador a ambos lados del desconocido valor del pardmetro como en - - -
(4.15), se tiene una prueba de dos colas; si sélo se tiene un limite ya

sea superior o inferior, la prueba es de una cola. "Dos colas" signifi-
ca que a cada extremo de la distribucidn cxiste un drea igual a «/2 cuyo
significado tue explicade al principio de este capitulo. Si Ta prueba -
es de "una sola cola", sélo se tiene un Timite (superior o inferior) y -
en ese extremo se tiene un drea iqual a . [n da figura 4.1 se presenta
Ta distribucién de un estadistico (narmal) en 1a que se aplica una prue-

ha de dos c¢olas.
d, 4,08, DEstacbue ddn piee sl de o vanfanedas

ET estadistico Cigue una dictribucidn % con n-1 grados de libertad
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(Ref. 2). Utilizando esta caracteristica pueden establecerse lmites

de confianza para la variancia ¢ siendo el estimador S”:

Si se realiza una prueba de una cola, se tiene:

2
p nS” “ X2 » -1 -y
02 o=ty N~

(4.21)
0
2 0S n S__?'______ .

P [0 2% ]— 1 -
=0y N=1 (4 22)

gue proporcionan el Timite inferior para o*
X o, n-, 5@ obtiene, en forma similar a t, de 1a tabla 3 del apéndice

I = Wy -

con el nivel de confianza l-o y n-1 grados de libertad. La prueba tam--

bién es vdlida si se sustituye en (4.22) S°* por 57,

Si el limite que se desea obtener es el superior. la expresidn (4.22)

toma la forma:

iy M- (473)

E1 valor de X¢ se obtiene de la misma tabla 3 ahora a partir de oy

n-1. Cuando se realiza una prucba de dos colas., se tiene:

" ons? nst
p .nﬁmmww~WM. - .- P EO R

X
1_("/?’ -y ll/;y n- (4'24)
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5, METODOS DE AJUSTE
c.1  Introduccidn

Al contar con una serie de observaciones (mucstra), para poder hacer in-
ferencias con base en ella, es necesario conocer el modelo o funcidn de

distribucidn de probabilidad que mejor la represente,

Debe proponerse el modelo y en seguida deben estimarse sus pardmetros;
también pueden proponerse y, después de estimar sus pardmetros, seleccio
nar de acuerdo a ciertos criterios el que mejor se ajuste a las obser--

vaciones; esto Ultimo serd estudiado en el capitulo 6.

En este capitulo se trata lo veferente a Ja estimacion de pardmetros
por tres diferentes métodos: Ajuste por Momentos, por Minimos Cuadra--

dos y por Maxima Verosimilitud.

También, respecto a estimaciones particulares Ypa S trata su enten e

tandar; coda método de estimacion suministra una forma e ohtenerlo,

E1 ennon odtdndan vepresenta una medida de la variacion en la magnitud

del evento estimado debido a que los pardmetros estimados no son exac--



tamente los de la poblacidn por el tamaio insuficiente de la muestra.
Tiene un significado similar al error estandar de un estimador (capitulo

4), y es utilizado también para obtener intervalos de confianza (de es--

timaciones particulares).

5.2 Momentos
5.2.1 Descrdpetdn del método.

La estimacion de los parametros de una funcidn de distribucion de proba-
bilidad por el método de Ajuste por Momentos es bastante usado por su
relativa sencillez en ¢l cdlculo de los estimadores y en el estudio de

las distribuciones que siguen €stos.

E1 procedimiento consiste en jguatar los momentos de los datos observa-
dos (muestra) a los correspondientes momentos de la poblacion definida

por la funcidn de distribucion de probabilidad,

£1 nimero de momentos de la muestra a usar depende del nimero de pard--
metras del modelo probabilistico; por ejemplo: si el modelo es de dos

pardmetros, el primero y el sequndo momentos de la muestra X y S, res--
pectivamente son necesarios y suficientes para la estimacion de los dos

parametros.

Varios estimadores ajustados por el método de somentos son asintivica--
mente normales, os decir, su distribucion miestral tiende a ser normal
cuando ¢l nimero de muestras crece; su media difiere de los valores de

los parametros aprogimadamente en una cant idad /0 siendo n el nimero de

75




76

datos de la muestra; el sesqo 1/n se corrige usando estimadores insesga-

dos.

La media y la variancia de las medias definidas por (2.1) estdn dadas

por:
ETXY = n, (5.1)
Var{ x}= o’ - Ay (5.2)
X noooX
donde:
x : representa la variable aleatoria de la funcidn de distri-
bucidn.
m, Y o;: son la media y la variancia de la poblacién, respec--
tivamente.

Por lo que se refiere a la variancia muestral o segundo momente muestral,

de (2.2) se tiene:

2 Pl “\7
5= 5o (x,
DX ) ! (\( Y)
i=]
y de (4.8):
; 2 P 1 "l
CLSip-m 0 -
% Sy p %

2]
¥

ya que:

- e [
E (SQ*} (5.3)
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Por 1o tanto:

2Kk - ]' '1 bl N 1 { 2 -2
SN 5 (x‘ - x)? = e Xp ook (5.4)
n-1 - n-1

La variancia de S;* esta dada por (Ref. 2):

2
Var'{S;* } =(ﬁ%fyz Var [Si] (5.5)
Var {S;;= AT B (5.6)
n X

Las raices cuadradas de las expresiones (5.2) y (5.6) proporcionan el

error estandar de los estimadores x y S; respectivamente.

5.2.2 Ennen estdndan de Las estimaciones

El error estindar de una estimacidn particular para el método de ajuste

por momentos, estd dado por:

donde

6 (1aky, + - - BT (Ref. 4). (5.8)

KO: es Vlamado factor de frecuencia; depende del periodo de retorno y de
los pardmetros de la distribucién de probabilidad empleada ya que cual--

quier estimacién puede expresarse como {Ref.4):

(Sl
O
=

. [
Uy lm‘ +a y (




Y es Ta magnitud del evento estimado para un periodo de retorno T.

| oy son la media y la desviacion estdndar de la poblacidén estimadas

yﬁ
a partir de una muestra

v, en (5.8): es el coeficiente de asimetria definido por (2.40)

i
)
Y,= T (canitulo 2)
(2)
"
u(z) y u(“) son momentos centrales definidos por (2.34) 4 (2.35)

Yy se estiman a partir de la muestra.
1 ?

En Ta referencia 4 existen tablas que suministran valores del factor de
frecuencia Kn para diferentes periodos de retorno y distintas distribu-

ciones,

Los Timites de confianza para una estimacion particular i, cuando Jos pa

rametros son estimados por el método de momentos. son:

Limites - y + k, SU kS, (5.10)
donde:
oy 5,0 son la media y la variancia de Ta muestra, respectiva-
N
mente.
ST: estd dado por (5.7)

K es una canstante

ET vator de ¥ depende de 1a distribucidn que siguen las diferencias de

Tos eventos estimados y loo eventos observados (errores) y del nivel de
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confianza 1 - «. Si se considera que siguen una distribucién normal,
K = za/ ; si se considera que siguen una distribucidén £ con v = n-1-m
grados ée libertad (Ref. 1), K =t g ames el nimero de pardmetros
estimados a partir de 1a muestra. Pa;a el primer caso, se utiliza la

tabla 1 y para el sequndo, la tabla 2 (ambas del apéndice).

5.2.3 Propiedades de Les estdnadonos

Los estimadores de pardmetros ajustados por momentos son asintdticamente
eficientes (secc, 4,2 2) generalmente su eficiencia es menor que la uni-
dad, para distribuciones asimétricas puede ser mucho menor que uno. De-
bido a que Tos momentos de la muostra son estimas consistentes de los

momentos de la poblacidn, las estimas de los parametros son generalmente

consistentes.

A pesar de Ja eficiencia asintdotica de los estimadores, como muchas ve-
ces es menor que une, frecuentemente este método se usa s6lo come una

primera apraximacion de los valores de los estimadores (estimgs)

Si 1a distribucion de frecuencias es sim@trica v particularmente normal,
Ta eficiencia puede ser igual o acercarse mucho a la unidad; en este

caso, pueden descartarse olros métodos de estimacion y aplicar el de wo-
mentos. Desafortunadamente, en Hidrologia, Ta mayoria de las variables
que se manejan son en wayor o menor grade sesgadas por le que el uso de

este método representa una pérdida en Ta eslimacidn

5.2.4  Eatameidn do Cos pakidae thos o obtepe (G del enien estdndon padia
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algunas distribuciones de probabdlidad.,

Como fue visto en el capitulo 3, los momentos de una variable aleatoria
estan relacionados con los pardmetros de la poblacidn (funcidn de proba-
bilidad que la describe). Ensequida se presenta una tabla (tabla 5.1)
donde se relacionan los parametros de las distribuciones estudiadas en
el capitulo 3 con sus momentos respectivos. Los pardmetros pueden esti-
marse al sustituir el momento correspondiente de la poblacidn por el de

Ja muestra.

La obtencidn del error estdndar requiere de aplicar (5.7) para lo cual
s@ necesita el valor de &, que puede obtenerse de tablas que existen
en la referencia 4 para varias distribuciones, varios periodos de retor

no y tamhién varios tamafios de la wuestra.
5,3 Minimos cuadrados.

5.3.1. Descrdpedn del método

21 método de estimacion por minimos cuadrados considera el ajuste de los

valores observados (gastosmiximos anuales para el caso de este trabajo)

a un modelo lineal,

Un modelo Tineel es aquel en que una vapriable (dependicnte) g es afecta-
da por otra u otras variables (independienics) Ko Xow s, de Ta si-
guiente manera:

g, i "X, LI
£ /xpxy, . o, ( v 2o Lt
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En la expresion (5.11):
E {}: esel valor esperado
y: es la variable dependiente

) 5Xpy oo, b osON variables independientes

m,Bl,Bz,... ﬁ” : son los parametros del modelo

ET modelo:

E{Y }\= e b PX (

o
—
~No
~—

es el caso mds simple de modelos lineales, sélo correlaciona dos varia-
bles: X e Y. E1 segundo miembro representa una linea recta con pendien
te £ y ordenada al origen o. Este es el caso que se presenta en ade--

lante,

Para 1levar a cabo el ajuste de una serije de avenidas mdximas anuales
observadas a una funcién de distribucidn de probabilidad, resulta de
utilidad correlacionar funciones del periodo de retorno Xe = F (T() con

las avenidas observadas 0y ., €5 decir, asociar a cada gas

- Qméx anual A
to un determinado perfodo de retorno.

E1 ajuste  por minimos cuadrados obtiene estimas de « y de 2, que mini-
mizan la suma de las diferencias elevadas alcuadrado de los valores es-
timados y sus correspondientes valores observados.

A ~
Los estimadores de « y de ¢ se representan por a y (o; en forma semejante,
”
a la estimacion de y, se le representa por Y5 por To tanto:
L4 ~ ’

//(, <ot A(. (5~13)

n y £ son los verdaderos, pero desconocidos, pardnetros poblacionales.



Deben encontrarse los valores de o y de @ que hagan minima la suma:

n A ~

( g g )2 =L§) {UC - a+pox,)) (5.14)

W S

£=1

N
Las diferencias 4. - Y, son 11amadas errores o residuos.

n:es el nimero de datos de la muestra.

Derivando parcialmente esta expresion con respecto a « y con respecto a

el
B e igualando ambas derivadas a cero; se tiene:

ap M ~ A ) n N ~
ol Dy (a+ B x ) = Sy~ (okn x )
dak L=1 T4 < (=] da 8
no ~ o~ ,
=52y, - (a+l a)} (-1} -0 (5.15)
= £ 13
N 1 NN i " A
Sl Dy, - (o B xL.)V s 0 s ly, = (o Box )
9B Wi=1 (=1 9?
7 ~ ;
= 22 {y, - (ot 2 x.)) (~x,)-0 (5,16)
(=1 4 £ £
De (5.156):
I oo inoo.
~2 Y oy, - 0 - 7 P x b0 (5 17)
. { . {
L= (-1 ¢!
De (5.16)
H 0w n°
2 S T S SRR SO S TIPS SR (5,18)
, [ . { , {
£=1 {1 i1
M A ¥l 1 -
Ya que vy & son constantes y como ¥ dy oo gy Yo, se
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tiene,
De (5.17):
Ay - o -nBEX=0 (5.19)
De (5.18):
n ~ N
Px,-n ax - B Hx(=0 (5.20)
. A7 L ’ {
£=1 (=]

~ ~

Resolviendo simultidneamente (5.19) y (5.20) para o yB8 se llega a:

n .
X Ci’xiy& - Xy
o= = - (5.21)
o
NooxA - (x)¢
=10t
o=y - é X (5.22)

~ ~

Es posible expresar a y 8 como funciones deo la covariancia o del coefi--

ciente Je correlacidn. (Capitulo 2).

La correlacion se calcula a partir de las avenidas maximas anuales obser

vadasy y de las furciones del pericdo de retorno X, = F(T()
y . :

Como se vid en el capitulo 2, las expresiones de la variancia y de la

covariancia estdn dadas respectivamente por:

g’ ! ; (x. - x)? - ) { ; x,” - n(x)*}

X noep e e {

T ; (x, - x) Q. -u) - by ; x4y, - nig )
Y,y i ‘(__., { A * 1 (=1 L ¢ .

por 1o que (5.21) puede expresarse como:

PR
LKLY {

[&x]

,23)

*
Ix




También se sabe de (2,8) que:

l“ - S.x ,QY..
X,y Sg@y

A

Sustituyendo (2.8) en (5,23), B puede expresarse como:

~ S
] = y [
{ Y‘)\,y —-S——x (5,24)

Sy S; representan las correspondientes variancias de x y de y.

ry y es el coeficiente de correlacion entre las funciones del periodo
)

de retorno x y los gastos observados y definido en 2.1.5

Al cuadrado del coeficiente de correlacion (rX y’) se le 1lama coefi--

ki

ciente de determinacidn; cuando se usa el método de estimacion por mi---

nimos cuadrados, puede expresarse Como:

i A
. ? (J( - )
ey T T T (5.25)
y {y - y)
{
£
va que corresponde a:
?
noset Sp
ry ? _S)}{m - .n(‘si;‘_;jw.{.”.f:.)_. (5.26)
»Y i y
y
siendo ifow oot R

Una de las propiedades de las variancias es (Ref. 2):

Var { o +F x Var {x} (5.27)

que aplicada a una muestra corresponde a-
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A

7 A ~ - 2 ?
ST (5,28)

Sustituyendo (5.28) en (5.26), se tiene:
S0 er
Pt 1 “iﬁu (5.29)
X,y S ’
y

Sustituyendo (5.23) en (5.29):

S SX’ Sx
rx) = KoYy X . ._TJQL~ (5.30)
sy S?, S? S/ S?
X y Xy

que es el cuadrado del coeficiente de correlacidn definido por (2.8)

Los momentos de los estimadores obtenidos por el método de minimos cua--

drados ( o yB ) tienen los primeros y segundos momentos respectivamente

(Ref. 1):
E{al-a (5.31)
-~ 2 -
Var {a b= 2 {1+ 59 (5.32)
n SQ
X
E{3)=0 (5.33)
A ?
Var {p) - < — (5.34)
nS?
X
Donde:
E{ ! : es el valor esperado definido por (2.27) y/o
(2.32).

Vor { 1 : es la variancia definida por (2.36)

o ¢ representa la varisncia de los errores (U("Ui)§



es 1lamada variancia residual,

2 2
La variancia residual o se estima por medio de S de la siguiente forma:

A n N
s iy 5.9

Al sustituir S? por o? en (5.32) y (5.34) y luego extraer raiz cuadrada

a cada expresion, se tiene:

S X
X
——
- S (5.37)
nSi

FaY A
que son respectivamente, los errores estandar de o y de 8.

5,3.2 Ernoh estdndan de Las estimaciones.

E1 error estdndar o& para una estimacion particular &0 correspondiente
'U

a un valor X, estd dado por:

’ (x - %)7
o- = ;—J{ {1+ - " ] (RGf.Z) (5.38)
0 SX

Qx es el estimador de « 1 px
o ;

Si se toman 1imites de confianza, éstos estan dados por:

”
imites = o 4 x4 k¢
Limites = o 4 fix | k 0,

¢

s ]
[$2}

.39)
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k es una constante que depende del nivel de confianza y de la distribu-
cién que siguen los errores,

o es estimado por S& al sustituir en (5,38) S* por o2,

X
0 ¢

Si se considera que los errores siguen una distribucidn t (Ref. 2);
k=1t o/, 1 - se obtiene de 1a tabla 2 del apéndice. S se conside-
ra una distribucion normal, k=z o/, SC obtiene de 1a tabla 1 del apéndi-

ce.

a es el nivel de significancia y se considera de la misma forma gue en

el método de ajuste por momentos.

Sustituyendo la estimacion de o& en (5,35), los limijtes de confianza

~

para upa estimacion particular v Y, estan dados por:
7o
- M
.. ~ ~ S') (X(} - .\')?
Limites = o + B x ok —-{ 14 —= = — (5.40)
54
X

que obviamente proporcionan el intervalo de confianza.

5,3.3 Puropiedades de Los estimadones.,

-~

De (5.31) vy (6.33), se observa (segin cap. 4), que « y B son estimado-
res insesgados de o y de R,

~

De los estimadores 1ineales insesgados de @, el estimador @ obtenido por
minimos cuadrados tiepe la minima variancia, es decir, es eficiente.*

’H

En forma similar, « es un estimador eficiente de «o.

* Teorema de Gauss-Markoy (Ref.1)
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Para que las estimaciones hechas a partir del método de minimos cuadra-

dos se consideren eficijentes, deben satisfacer las siguientes condicio-

nes:

A
la, Que los residuos Y, - Y, sean normalmente distribuidos 6 cuando me-

nos, distribuidos simétricamente,

2a, Que la variancia de la poblacion formada por los residuos sea in-
dependiente de la posicion de un grupo dado de residuos 0 que las des-=-

viaciones sean independientes.

3a. Que la variancia de la poblacién formada por los residuos a lo largo

de la Tinea de ajuste sea constante.

Es dificil, en Hidrologia, satisfacer estas condiciones, sobre todo la
2a. y la 3a. ya que, generalmente, los residuos se incrementan cuando se

1]
incrementa 4o

5.3.4, Eatimacidn de Los pardmetros y obtencddn del enron estdndan

pana afgunas disdtribuciones de probabilidad,

En la expresion (5.13), varia la X;s dependiendo de la distribucidn a
la cual se ajusta, Se sabe también, que X; = F (T) por lo que (5,13)

puede también escribirse como:

~ ~ "N

T b BOF(T

y; o kB F(T)

La funcidn del perfodo de retorno F(T) depende de Ta distribucidn a la
cual se ajusta. lqualando (2,57) con las respectivas funciones de dis-

N »

tribucidn acumulada (cap. 3), los eventos Uy las X asi como o ¥y F oen



funcion de los parametros de cada distribucién se expresan cowo se pre--

senta en la tabla 5.2

TABLA 5.2

DISTRIBUCTON x( a q &
NORMAL z, mU Og o+ B X,
LOGNORMAL z, m, 0 exp {a+8 x,}
(2 pardmetros) ' ] *
GUNBEL Sl 2y g / o h X,

Ti-1 o !
EXPONENCTAL n T4 o ’ & + R XL

A

Estas mismas consideraciones se utilizan para obtener el error estdndar
de una estimacién particular, es decir, X, ose sustituye por X, ¥ x es la

media de Jas X, en (5,38)

5.4 Méxima Verosimititud
5.4,1 Descnipeiln del métudo.

Es también, un método de estimacion de pardmetros ampliamente usado.
Ademds, proporciona una aproximacion de la distribucién del estadistico

ysado comn estimador,

Si se tienen n observaciones aleatorias, su distribucion de probabili--

dad conjunta estd dada por:

30
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fxls Koy oy xn (X,,Xz,...,xn 1 gz"""m)
£ o) i
= X f N ~ ] X 10, .
x Xz(xz) Xn(x”) o MERN J) (5.41)

donde:

X{y Agy-evy X, SON las n observaciones aleatorias.

O, = 01,02,...,0_son los parametros de la distribucion,

m

m : es el nlmero de pardmetros,

En (5.41) se consideran conocidos 0,02,..,,9,

Si se toma la posicidn de que sdlo se tienen los valores observados de
la muestra X, = Xy, X2 = xz,...,xn = X, Y no se conocen Tos pardmetros

CI’QA""’Gm como ocurre realmente, hfx(x{iﬁj), es vista s0lo como una
funcion de Gj 1o cual da lugar a la relativa verosimilitud de las obser-

vaciones de 1a muestra como una funcidn de O. En simbolos:

1
L(@jIX;»XQ,-~-,X”) = | fX(Xilgj) (5.42)

(=1

A esta expresidn se le 1lama funcidn de verosimifitfud de la muestra,

A partir de 1a funcifn de verosimilitud se determinan Jos estimadores de

~
Tos parametros GJ.
Los valores de los m pardmetros que maximizan la funcién de verosimili--
A

tud L(Oj) son 1lamados cstimadores de maxima verosimilitud

v




Una técnica bastante empleada para la maximizacién de L(oj), es Ja de

u

igualar a cero la primera derivada del jogaritwo natural de L(Qi)' La

funcidn de verosimilitud y su Togaritmo natural tienen un méximo para el
~
mismo valor de 0. Ademds, debido a que muchas distribuciones de probabi-

Tidad involucran la funcion exponencial, la maximizacién de su logaritmo

natural se facilita,

S m es el nimero de parametros de Ta distribucién de probabilidad, la

maximizacion requiere resolver una serie de m ecuaciones:

s Lol
akak g
~
ARG
1

alnt | (5.43)

a6,

;ail!]_l'.‘. o O

FaY
20
“m

donde L estd dada por (5.42)

5.4.7 Ennon estdndan de Lasr esiimaciones.

~

Se tratard el caso de una distribucion de tres pardmetros 01, 6,0, 5w

timados por maxima verosimilitud;

Para ¢l periodo de vetorno 7, se tiene un evento simple XI de forma que:

A ~

i{o, 0, (6.44)
)

§
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Como T no varia, se tiene que (Ref. 4):

N2 i N o 2 -
2= |2 varo X var 0+ |-2X0 var 6+ 2 X 2% ovio o)

~
70 a0 20 “ "
1 3

¢, 00

J A ~ r) - A ~ ’
v2 8 2oy (o0 ) ez B 2K oy (0,0 ). (5.45)
~ ~ 2 3
00 3@ po IS
1 3 2 3

donde:

STZ es el cuadrado del error esténdar para una estimacidn

correspondiente @ un periodo de vetorno 7.
X: es la variable aleatoria

3 X , . .
-2t representan las derivados parciales de la variable
30,

A

aleatoria X con respecto a 0,

Las derivadas parciales pueden obtenerse de la funcion de verosimilitud,

y las variancias estin dadas por (Ref, 4):

~ 7)[_ y 2 ’ 52 ?‘}
varo - db L (5.46)
50 po? SO, G

D ARG 7 sy
T AT o “
o O Gl HEC

~
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Bl R AP L p%L 7L
~ A ~ ~ - A A ~ B
20 B0 290 80 50 ? FOYO 960 00
2 1 2 q : 3 1 3
? 2 » ? n 7
3 3}
7L [ 8L i) E a7 L AL (5.47)
~ ~ A Py o A A ~
P0 B0 l'ao 30 50 30 207 20 30
1 3 1 ? ? 3 2 ] 3

ra) ~ .
VYar 0 y Var 63 se obtienen en forma similar a (5.46)
2

De esta forma es posible evaluar ST7 y por consiguiente Tos Timites e
intervaios de confianza de las estimaciones para un determinado pericdo
de ietorno. Los iimites son:

Limites = XT + k5. (5.48)

donde k depende del nivel de confianza empleado y de la distribucién
gue siguen los errores ol igual que para los otros dos métodos de esti-

macion vistos.
5.4.3 Propiedades de £os estimadones.,

Los estimadores obtenidos por el método de méxima verosimilitud no son
siempre insesgados pero si asintdticamente insesgados. Son suficientes
y consistentes. Si existen estimadores eficientes este método los en--

cuentra. Ademds tienen la propiedad de ser invariantes (secc.4,2,4)

Las propiedades de estos estimadores son asintéticas, es decir, sus
estimas sc aproximan mas al valor de los pardmetros cuando el nimero

de datos de la muestra crece.




Una gran ventaja de los estimadores obtenidos por mdxima verosimilitud
es que sus propiedades han sido ampliamente estudiadas y en forma inde--
pendiente de las funciones de distribucion de probabilidad en considera--

cion, por lo que al aplicarse a cualquier distribucidn, se tiene en buen

grado de confiabilidad.

5.4.4 Estimacion de Los parndmetros y obtoncidn del ernon estdndar para

alyunas disinibueiones de probab.ilidad,

E1 procedimiento para la estimacion de parametros y el de la obtencién
del error estindar utilizandc el Método de Mdxima Verosimilitud varia de

ung distribucion a otra:

5.4.4.1 Diatiibucddn Lognommal (dos y thes pardmetios)

La funcion de densidad de probabilidad esta dada por (3.19); al aplicar-
Te (5.42) a su logaritmo nmatural, resulta:

" A N
Lnk ==z Ln(y.-a ) - " Ln (21) - n Ln 5,

A=1 ) ¢
n A A
% {Ln (g(~aL) - mL}2 (5.49)
T S
) ?):ZL

y al aplicar (5.43), se Vlega a:
A 1 ~

21 - 5.50
moe g (:? Ln (”4 - a) (5.50)

‘ 3) - 5.5
o Ln (u( 1L> ) (5.51)



yi
n. ~ A AY n A 1 A
2y, - a) : (m -o) %y, -a)" Ln (y; - ) (5,52)
L= (-1
~n2

Al sustituir m oy o en (5.52) puede resolverse el sistema y encontrar

~ ~ ~

los valores de a , m_y o que son los pardmetros de ésta distribucidn.

Para la Distribucidén Lognormal de dos pardmetros, el cdlculo se simpli--

fica a hacer a, = 0y aplicar (5.50) v (5.51)

El error estindar resulta de aplicar (5.45). Yy estd dada por:

~
"

o= P n 7 4 5.l".
Yq = XD (mL * 70 L) a (5.53)
por To que (de la ec. 5.45):
2 " 2?2 ~2 2 T Ay
$.2 = Var a, + =~®——. Var 0% + «? Var m + = cov {a, ,07)
[ L ~ [ 2L
4 g ? L a
L .
. zp * PR
” 2w 9 *
+ 20 cov (aL, mL) + = cov (oL, mL) (5.54)
9]
L
donde:
2+ es la variable normal estandarizada
ws exp (m 4z 3[)
~ A l ) "o ’ A~
cov(a, m ) = - —— exp (3°/2 ~m)
L*L . 3
ZnD L
cov(a, , 67) = o7 exp (877, - 0)
R A

I} ”

cov (m, 62) = & ol exp (of - 2m )
L . n § i l. I.

¥ Raferencia 4
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Var { QL} <L
2nD
A2 A
oA o (012_ +1) " R > "
Var' { mL} = T | e exp {2(of - mQ}-exp (oL - 2mL)
nb »
(0]
A2 OL? ~nD , A2 A A2 -~
Var { OL} = _EET_ (uL + 1) exp’ { 2(0L - mL>} - exp (oL -2 mL)J
(o, + 1) (26, + 1) :
0 + ~D "~ U 1 1 A ”
D —t exp { 2(c, -~ m )} - b T exp (OL -2 mL)
A2 L l. ~AD
20L 20L

Para la Distribucion Lognormal de dos parametros, el cdlculo del error

estdndar se reduce a aplicar: *

~2

GL A ~
S;% = - . exp {2 (m + 2z Ol) Y (1 +2%,) (5.55)
5.4,4.7 Distnibueidn Gumbel:
Aplicando (5.42) al logaritmo natural de (3,37), se obtiene:

~ ~ n “~ it A ~
tnbl=nlna~-o I(y -8)- 2expi-oly -6)) (5.56)
=1t i=1 :
y aplicando (5,43)
B LY [P — (5.57)
~ n A

=3

¥ explra q()

* Referencia 4
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~ 4] A n A
ML k() = yexp (g ) - (m - L) Y exp (wa y.)=0  (5,58)
a& (::7 ’ - ("\( (':,7 A

La expresion (5.58) no puede resolverse analiticamente para a, sin embar-
go, por medio del método de Newton Raphson se puede 1legar a obtener un

valor bastante aproximado (de d).

Haciendo: ~
wF o._‘.)
h = —— Y (5.59)
F (qi)
Uiy =0 t+ h 0= 1,2,
donde:
F* (o)) es la primer derivada de F (u,):
~ M A M
t PR ? , R . R o= , >: i-A, .
F' (o) = - y: exp ( u}gi) 4 (my A) o g, expl dlut)
1
! H "
. :\-', ) }: exp ( - (1 g(:) (5.60)
of L=1

y sustituyendo el nuevo valor «, . en (5.59) hasta que h sea menor que

{r]
un valor pequefio fijado de antemano (por ejemplo 0.0001 6 0,000001)

~
se obtiene un valor de o por este método. Sustituyendo este valor de

s S
aen (5.57), se obtiene el correspondiente valor degp .

Apldcando (6.4%), el error estindar para una es timacién particular es-

td dado por:

S7 = 111086 + 0.5180 4 4 0.6079 4

! noa G
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dondge:

Yo = - Ln (Ln T:E )

5.4.4.5 DOtribucidn Gamma (dos y trnes pardmetros)

Al aplicar (5.42) al logaritmo natural de la funcién de densidad dada

por (3.55) resulta: *

N

’ AT N ~ n ~ ~ ,
lLnl=nT (k) -2 (x(-&) + (k-1) & Ln( x(—&) ~ak tn (=) (5.62)
(=1 (=1 A

y al aplicar (5.43):

~ 2 N A A
Ak LN v (x8) - mh k=0 (5.63)
3 Lt
n » o n "
ULSL s | () 7 Ln x(—%) ~aln L= 0 (5.64)
3 Pk) e A
il _ 0 e o
S e - (kel) YT 0 (5.65)
8 {1 x <6
ot {
donde:
tl&&l e (k) = Ln(ke2) - T S S
(k) 2(k42)  12(ke2)?  120(k+2)"
e (5.66)
252(F12)%  k+l k

Referencia 4
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A Y se le 1lama funcidn digamma.

Despejando 3 tanto de (5.63) como de (5.65); igualando y despejando

después k, se 1lega a:

~ o n .
k=1/ |1- — TR (5.67)

>2(xc.—6) J—

£=1 L=l x ;=8

Sustituyendo (5.67) en (5.63):

1 A -1
P (xi-ﬁ)

A 22 _.‘. ————— e —~.l.._ - e m—— (5'68)

—

(=1 (xtuﬁ)

Al sustituir (5.87) v (5.68) en {5.64) se obtiene una expresién que sélo
puede resolverse numéricamente ey forma iterativa.

Haciendo: *

N . Lok e . .
F(G)«Lnk1 - w(kl) v ’}]Ln (xi-dl) - Ln { ﬁizl(x(-él)] (5.69)
y

Py Y17 o« 2 n 1
F’(t‘i) - l,_ . w (k]) v _]-.. . ...l‘rw._”..-_.-__ ) A =
Ky ‘ (=1 (x -8) 50k -8) A1 [x.-8)
4 . A {
. 4-1
gl ( AR T L ) R S
a T e bl e = 2 -
i1 (xi"éu) ’ (\i 6]) (”3 (\_ 81 n ol (xj § )
AL — (5.70)
7
b |x(~6 )
V2

b Referencia 4



donde:
Y’ (kl) = ! 1 1,1 P b d
K42 2(k +2)26(k,"+2)® 30(k.+2)° 42(k +2)7
) 1 N 1 w 1 (5.71)
30(k+2)° (k+1)7 kg7

E1 valor de kl se obtiene aplicando (5.66), sustituyendo 61 por 0.98xm,

siendo X el menor de todos los gastos midximos anuales (primer iteracion),

~ "
Cuando h = F(§)/F*(8) es menor que un determinado valor pequeiio fijado de
antamano (por ejem. 0.0001), se considera que la aproximacion a los valo-
res estimados de los pardmetiros es suficiente (Méiodo de Newion-Raphson).

F*( 5): es la primer derivada de F(§)

"~
¥ (k) : es 1lanada funcion trigamma.
E1 error estindar para esta distribucidn (ec. 5.45), estd dado por:

ST2 = { 95—}2 Var A +{~§§-J? Var k + 1 X372 yar 5 + 2 X 3K oy (»,k)

9 ok 28 ax ok
, 0X X ¢} 4 o9 9% 9X
+ 2 5y 3y Cov (2,6) + 2 S mr Cov (k,8) (5.72)
donde: * \
o )] Y
ngi_ i [k / 3 _Lr.-_,,u 4 AN ] (5.73)
’ 9k 2/3 3}( 1/(,
?
%ﬁ © 3 [k XTI S ] {M_JWMMA4 R
‘ 9k 2/, 3k e 9k */y 27k S/* 18k /¢

(5.74)

* Roferencia 4
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3
34
Var a = 1.7.. .\y.(.k_)_ Lo b
noaD k-2 (k-1)2
Var k = I
nDa (k-2)
tor 5 = K (81
noat D
cov (w,k) = _-'-1—- [__L . J,J
n oo’ k-2 k-1

==

cov{a, §)= - L. [ 1 -

. )
raD L k-1 J

¥ (k): estd dado por (5.66)
Y (k) esta dado por (5.71)

z estd dada por (3.66)

.75)

.76)

.77)

.81)

.82)
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Ejemplo 5.1,
Ajustar los valores maximos de 30,60 y 100 conjuntos de 365 ni--

meros que siguen una Distribucidn Exponencial (mdximos exponenciales) a
las Distribuciones Normal, Lognormal (de dos pardmetros), Gumbel y Ex--

ponencial. Calcular la Desviacion Estandar de los Errores,

Los conjuntos de nimeros con Distribucion Exponencial para una media my
una desviacion estandar o de interés, se obtienen de la siguiente forma
(Ref. 13):

a) Dados 365 nimeros aleatorios con distribucidn uniforme entre cero y

(y).

uno, estos representan la probabilidad acumulads dada por FU

De (3.51) se tiene que:

F,o () = 1 - exp { -3 (g0 )}

de donde puede despejarse

yea-t {1 -F(y)) (5.83)
) y

b) La media y la desviacion estdndar de la distribucion se asignan como:
mo= 30

y
g = 10

\Y
7

c) Los pardmetros » y u se obtienen aplicando (3.53) y (3.52) respectiva-

mente:

Q=

o=
N

nom -
\

P B ]

d) Param = 30y o, " 10 se obtiene que & = 0.1 y o = 20,
N
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e) Sustituyendo estos valores de X y de o en (5.83), se obtienen los 365
ndmeros ¢ con Distribucidon Exponencial:

=20 - 10 Ln (1 Fy (y)) o < f (v =1

De 30 , 60 y 100 conjuntos de 365 nimeros asi obtenidos se escogen 1os

miximos v se ajustan a las cuatro distribuciones.

El ajuste se efectda utilizando el método de minimos cuadrados (secc.5.3)
para 1o cual es necesario correlacionar dos variables (X e Y). Represen
tando por y a los eventos exponenciales, las x son funciones del periodo

de retorno que dependen de la distribucion a la cual se ajusta:

Para la Normal: v = z. Se obtiene a partir de 1 - 1/T de 1a tabla 1 del

apéndice de dreas bajo la curva normal estandarizada.

il

Para la Lognormal:  «x

Para Ta Gumbel: x ==Ln Ln 7/(T-1)

Para la Exponencial; x = Ln T

~
Los estimadores por minimos cuadrados ay R se obtienen aplicando (5.21)

y (5.22). Las estimaciones yi resultan de aplicar (5.13):

’ A ~
gi = a %«
La Desviacion Estdndar de los Errores § se calcula a partir de (5,35)

laY

(g - ya)?

~
S = ¢l = AT 1

n

b
n-2 (=1
En fa tabla 5.3 se presentan los resultados del cdlculo de la Desviacidn
Esténdar de los Errores para 1os ajustes respectivos de 30, 60 y 100 mi-

ximos exponenciales y en las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 las curvas de ajuste
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junto con los maximos exponenciales.

Se observa para este ejemplo, que cuando el nimero de mdximos cambia (30,
60, 100),1o0s valores de la Desviacion Estdndar de los Errores (D.E.) no
son correspondientes en cuanto a su magnitud; es decir, si una distribu-
cion tiene la mixima D.E. para 30 mdximos, no lo tiene para 60 o para
100.

TABLA 5.3

DISTRIBUCION MAXIMOS n.E. = §

Normal 30 1.712
Loghormal 30 1.871
Gumbel 30 2.661
Eyponencial 30 4,485
Normal 60 4,204
Lognormal 60 3.285
Gumbel 60 1.831
Exponencial 60 1.385
Normal 100 3.756
Lognormal 100 2.761
Gumbe] 100 1,686
Exponencial 100 2,232
l.a Distribucidn Normal presenta el mehor valor de la D.E. cuando n = 30,

en cambio, presenta el mayor cuando n = 60 y cuando n = 100

l.a Distribucidn Exponencial tiene el mayor valor de la D.E. para p = 30,
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el mds bajo para n = 60 y el segundo mds bajo para n = 100,

La Distribucion Gumbel en cambio, presenta para n = 30 el segundo valor

(mds alto), para n - 60, el tercero y para n = 100 el mis bajo.

Estas observaciones de los resultados del cadlculo de D.E. coinciden con

las de las figuras (figuras 5.1, 5.2y 5.3):

La Distribucion Normal, es la que mds se asemeja a los puntos maximos

para n = 30,

Entre la Distribucion Gumbel y la Lognormal es dificil una eleccion de

Ta que pueda representar las observaciones (puntos).

Para n = 60 la curva que siguen aproximadamente los puntos es la exponen
cial.
Para n = 100 la curva de ajuste Gumbel es a Ta que mds se aproximan los

puntos en los extremos, para los valores intermedios, la curva exponen--

cial coincide con nuchos,

Resulta interesante observar de este ejemplo, como la curva de Ta Distri
bucidn Gumbel se aproxima mds a los valores mdxinmos exponenciales cuando
el nidmero de mdximos crece; en cambijo, ocurre To contrario con 1a Curva
Normal. La Distribucion Lognormal conserva aproximadamente su ajuste

relativo,

Debe admitirse que este ensayo (para 30, 60 y 100 maximos) es sélo ilus-
trativo y que es necesaria la realizacidn de otros mds para confirmar o

rechazar como vdlidas las consideraciones que de aqui puedan hacerse.
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Figura 5.2, 60 eventos mdximos exponenciales ajustados a 4
distribuciones.
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Figura 5.3 100 eventos mdximos exponenciales ajustados a 4 distribuciones
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6. BONDAD DE AJUSTE

6.1 Introduccion

ATl proponer una distribucidn de probabilidad como un modelo que siguen
determinados eventos (gastos méximos awuales), después de estimar sus
pardmetros, se debe verificar su validez al compararla con la distribu-

¢ion que siguen las observaciones.

Resulta (til hacer primero una comparacion grifica del histograma de
frecuencias relativas o su poligono con la funcion de densidad de proba-
bilidad. También pueden compararse el poligono de frecuencias relativas
acumuladas y la funcién de distribucion acumulada. Cuando se usa un his
tograma, resulta conveniente que la funcidn de densidad de probabilidad
se presente en forma de barras que coincidan para que la comparacion sea

mas sencilla y de mayor utilidad.

Existen papeles especiales, 1lamados papeles de probabilidad, en los
cuales las escalas (horizontal o vertical) cambian segln la distribucidn
empleada que simplifican la comparacion del poligono de frecuencias

relativas acumuladas con la funcion de distribucidn acumulada, 1a com-



paracion puede hacerse también, representando sélo con puntos las obser-
vaciones. El papel contiene escalas de tal forma que la funcidn de dis-
tribucion acumulada aparece como una linea recta en é1. Asi, la compara
cion se hace entre los puntos y una linea recta. Un ajuste ideal seria

aquel en el que todos los puntos estuvieran sobre una linea recta,

Cuando se tiene una total incertidumbre acerca de cual modelo particular
puede representar al conjunto de gastos miximos anuales, la blsqueda se
inicia suponiendo que el "verdadero" modelo es una distribucion de pro-
babilidad conocida por ejemplo: Normal, Gumbel, Exponencial, etc. Una
vez decididos los modelos a utilizar, después de calcular sus parametros
por los métodos de maxima verosimilitud, womentos y/o minimos cuadrados,
la seleccidn del mejor modelo se hard de acuerdo al ajuste que presenten

con las observaciones.

"Debido a la complejidad de los eventos hidroldgicos, no hay un modelo
probabilistico conocido al cual puedan ajustarse en forma ideal y por
lo tanto tomar a éste como "verdadero", es decir, no hay eventos hidro-

16gicos que sigan un modelo particular". Ref. (8)

A1 comparar grdficamente los modelos propuestos con los datos, algunos
pueden descartarse de inmediato, (es recomendable también una compara--~
cifn en escalas aritméticas iguales); pero otros pueden ajustarse en for
ma grafica de una manera igualmente aceptable, por 1o que es necesario
aplicar otros criterios de seleccion, es decir, pruebas de Bondad de
Ajuste.

La Bondad de Ajuste usada en la aplicacion de este tipo de pruebas es

¢
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Ta forma por la cual se determina si una serie de datos puede ser ex--
presada por Tos valores que toma una variable aleatoria habiendo propues

to su distribuciodn.

Es importante al aplicar pruebas de Bondad de Ajuste hacer la siguiente

consideracian:

"E1 ajuste a distribuciones de probabilidad es considerado por convenien
cia, ya que éstas estdn respaldadas por una firme teoria y ademds ex----
traen la maxima informacion de una muestra por medio de técnicas propias.
Si se usaran polinomios de orden alto, frecuentemente darian un ajuste
mucho mejor que cualquiera de las distribuciones; no se usan porque no

hay una justificacion hidroldgica" (Ref. 9).

El uso de Pruebas de Hipotesis* es comin cuando se trata de decidir si
una distribucion tedrica se ajusta a una serie de datos (una muestra).
En términos generales, para el caso de la Bondad de Ajuste, consiste en
formular una hipotesis. 1lamada hipoteds nula, acerca de que distribu--
cidn siguen los datos; a esa hipOtesis se le asocia una probabilidad
1Tamada nivel de significancia (generalmente es de 0.1,0.05 6 0.01) que
es la maxima probabilidad con que se acepta tener el error de rechazar
una hipétesis que debiera de aceptarse {error del tipo 1). Al aceptar

una hipotesis que debiera rechazarse se comete un error del tipo I1.

Con el nivel de significancia (a) y con el nimero de datos (1) se obtie

ne un nimero 1lamado valor critico que representa un limite que debe

* [n varias referencias se trata en forma amplia este tema, para.e1._
desarrollo de este trabajo no se considera necesaria una descripcion
mayor.



compararse con el estadistico calculado en la prueba de Bondad de Ajuste
correspondiente; en este trabajo, para las pruebas usadas, ¢l valor del
estadistico debe ser menor que el valor critico ya que las hipdtesis nu-

las son, en general, de la forma: "Los datos se ajustan a) nodelo proba-

bilistico 0"; cumpliendo esta condicidn, no se rechaza la hipdtesis nula.

6.2. Prueba Xi cuadrado (X?)

E1 uso de esta prueba de Bondad de Ajuste es muy generalizado para eva-

luar el ajuste de una serie de datos a una funcion de distribucidn.

Debe dividirse la muestra en k intervalos o categorias de datos que por

facilidad es recomendable que sean 1os mismos del histograma.

N

La prueba X? compara el nimero de eventos simples observados con el ni-

mero de eventos simples esperados en los intervaios correspondientes (in

tervalos de clase) segin una determinada funcidn de distribucién de pro-

babilidad.

E1 nimero de eventos esperados en un intervalo se obtiene multiplicando
Ta probabilidad en ese intervalo por el nimero total de observaciones »
y la probabilidad en un intervalo, restando la probabilidad acumulada
del 1imite inferior de la probabilidad acumulada del 1imite superior, es
decir, aplicando (2,20).

Debe calcularse:

(0¢ - E4)?

A (6.1)
=1 {8

oG X

Dy

donde;
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Dyt es un estadistico que sigue una Distribucién X? con n-l

grados de libertad (Ref, 2)

£: es el nimero de intervalo, ¢ = 1,2,...,k
04: es el numero de observaciones en el intervalo ¢ (frecuencia

observada)

E<: es el namero de eventos simples esperados en el intervalo i

(frecuencia esperada); depende de la distribucién usada.

Si Tos parametros se estiman a partir de la muestra, debe restarse un

grado de libertad por cada uno.

Cuando se propone un modelo como representativo de la poblacion a la que
pertenecen los datos, se busca en la tabla 3 el valor critico de X* para
k-1-m grados de libertad y un nivel de significancia o (Prueba de hipd-

tesis).

Debe cumplirse que:

< X3 6.2
Dl - Xl-(x, f-1-m (6.2)
m: es el nimero de pardmetros estimados a partir de 1a muestra.

También es posible aplicar la prueba X’ procediendo en forma inversa a
la explicada, es decir, fijando primero un nimero constante de eventos
simples esperados en cada intervalo y posteriormente, calcular los 1imi-
tes de los intervalos segln la distribucion empleada, En este caso, ge-
neralmente, los intervalos de clase tendrin diferentes tamafios y estaran

en funcion de la distribucién empleada.
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Cuando se trata de seleccionar un modelo de varios propuestos siguiendo
este criterio, se elige aquel que tiene el menor valor de D, al aplicar
1a prueba de la misma forma para todas las distribuciones, Es importan-
te, cumplir con la condicion de tener el mismo nimero de grados de liber

tad para todos los modelos al aplicar esta prueba (Ref. 8).

Ejemplo 6.1 Dados los siguientes gastos miximos anuales correspondien-
tes a la estacidn Bolafos, Rio Bolafios de la cuenca del Rio Santiago,

ajustarlos a las distribuciones normal y gumbel y aplicar la prueba X*

ANO GASTO MAXTMO [ /seg)
1947 428
1948 1 067
1949 268
1950 210
1951 363
1952 27§
1953 467
1954 565
1955 777
1956 449
1957 109
195 601
1959 147
1960 303
1961 365
1962 628
1963 §12
1964 .
1965 377
1966 190
1967 I 302
1968 120
1969 16§
1970 1017
1971 504

l.1amando K Yos gastos maximos anuales:

Y
« 13 199 - ‘
= e het.t

1
]

n



116

n(x.-x)?

§2 = —L . = 8] 982,92
X 1

Estimando los pardmetros por el método de ajuste por momentos (capitulo

5), se tiene para la Distribucién Normal (secc. 3.1.1):

mx = x - 527.96
o, = Sx - 286.33

En Ta tabla 6.1 se presentan los intervalos de clase con su respectiva
frecuencia asi como los resultados y los cdlculos necesarios para la

aplicacion de la prueba a la Distribucion Normal.

TAGLA 6.1
frecuencla  Timdlte real Probabliidad ™ Probabiliidad — frecuencda
Intervalo  observada de clase 2 acumlada en el esperada
04 X {ntervalo B4

108.5  -1.465 0.0500

109-307 5 0.1706 4.2650
307.5  -0.770 0.2206

508-5006 1 0.2495 6.2375
506.5 -0.075 0.4701

507-705 3 0.2623 6.5575
705.5  -0.620 0.7324

706-904 3 0.1733 4.3325
904 .5 1.315 0.9057

905-1103 2 0.0721 1.8025
I 103.5 2,010 0.9778

| 104-1302 1 0.0158 0.4700

. 18025 2705 09966 . .
Y 25 0.9466
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Los Timites reales de clase se fijan para identificar en forma clara a

que intervalo de clase pertenece un dato.
2: se obtiene al aplicar(3.2),

La probabilidad acunulada se obtiene de la tabla 1 del apéndice a par--

tir del valor de z (secc, 3.1.1)

La probabilidad en el intervalo es la diferencia de probabilidades acu-
muladas de dos 1imites reales consecutivos y la frecuencia esperada, es

el producto de esta probabilidad por el numero de datos n.

De (6.1):
1 (-1 E(
D, = £§.4.265Q12+ g}}:§.2375)2+ $§—6.5575)2 " (3-4.3325)2
1 4.,2650 6.2375 6.5575 4,3325
' (2—1.8025)?4 (1-0.4700)°?
1.8075 0.4700
Dl = §,7221

Para un nivel de significancia de 0,05 y 3 qgrados de libertad (ec. 6.2),
se tiene de la tabla 3 del apéndice que:

2 =
X0.95,3 7.81

Como D, es menor que X4 ap o, se cumple con (6.2) por lo que para este
hivel, noserechaza que los gastos maximos se ajustan a una

distribucion normal.




Procediendo ahora en forma inversa, es decir, fijando primero la fre--

cuencia esperada para calcular después la frecuencia observada (tabla
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6.2)
TABLA 6.2
T TgrccuenclaT Chadte weal T T T Phobabl&{dad " Probabll{dad  “fRecdencia
Intervale  observada de clase acunulada en el esperada
04 X e Antervalo L4
] -2 0
~00=251,94 $ 0,1667 4,1667
251,94  -0.964 0.1687
251,95-403.69 b 0.1667 4.1647
403,69 0.434 0.3333
403.70-527.96 6 0.1667 4.1667
527.94 0 0.5000
527.97-652.23 3 0.1667 4.1667
652,23 0,434 0.6667
652.24-803.98 ? 0.1667 4.1667
§03.9§ 0.964  0.8334
§03,99-» 5 0.1667 4.1667
S 10000 e
) 25 1,0000 25.0000
D = et (3-4.1667)% + (6-4.1667)" + (6-4.1667)2 + (3-4.1667)7
v 4166
4 (2-4.1667)7 + (5-4,1667)7 |
Dy = 3.5600
En este caso Dl e5 menor que Dl y también cumple con (6.2).
Se observa 1a gran diferencia entre los valores de Dy y D, al aplicar
la prueba X’ en las dos diferentes formas a Jos mismos datos.
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Ahora, se aplica la prueba X* a la Distribucién Gumbel.

Ajustando por momentos los parametros, se tiene de (3.38) y (3.39), res-
pectivamente:

o -7 . 0.577

Q

i

(@s,

X

Haciendo operaciones:
a = 0.00448
B 399.144

y calculando la probabilidad acumulada por medio de la ec. (3.36):

Fy (x) - exp {-exp [- o (x - )]t

En la tabla 6.3 se presenta el desarrollo de los cdatculos en la obten--
cion de la frecuencia esperada, que se realiza en forma similar a la
explicada para la Distribucion Normal,

TABLA 6.3

flecuenced Comdte neal ™ Probabll{dad” ~Probabdlidad ™ frecuencia

Intervalo  observada de clase acwnulada en el esperada
0L X AnLervalo £L

105.5 0.0253

109-307 5 0.1961 4.9033
307.5 0.2214

508-506 11 0.3175 7.9373
506.5 0.5589

507705 3 0,2572 5.9795
705.5 0.7761

706-904 3 0.1252 3,1295
904.5 0.901%

905-1103 ? 0.0570 1,4250
1 105.% 0.9565

1 104-1302 ] 0.0244 0.6100

1 302.5 09677




0. o (5-4.9033)2  (11-7.9373)? , (3-5,9206)®  (3-3.1205)°
L 4.9033 7.9373 59295 3.1295

(2-1.4250)" + (1-0.6100)?
1.4250 0.6100

4

Dy 3.1177

Como puede observarse, D1 para la Distribucion Gumbel es menor que el va
tor D, para 1a Distribucidn flormal. Para un nivel de significancia de .05
ambas distribuciones pueden considerarse como representativas de los da-
tos siguiendo este criterio. 51 se trata de elegir enire estas dos dis-
tribuciones, Ta que tiene el wmenor valor de Ly es la que mejor se ajusta,

en este caso, la Gumbel.

6.3 Prueba Kolmogorov-Smirnov.

También cuantifica la bondad de ajuste, es usada en forma alternativa
con Ta prueba X*. Consiste en calcular las diferencias en valor absolu-
to:

1P, (<) = 5, ()] (6.3)

y seleccionar Ta mdxima:

n
Dy - wix (P x) -3 (x)] (6.4)

(-1
donde:
Py (x): es la probabilidad acumulada que se obtiene a partir de

Ta funcién de distribucion acumulada empleada r (x).

S {x) = L i ¢ es el nimero de observacién cuando estan orde-

nadas de mayor a menor, n es el nimero total de observaciones, por to que
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(6.4) también puede expresarse como:
H

P £
DZ n}ax IPX(X) S l (65)
L=1
Esta prueba también puede 1levarse a cabo en forma grifica. Si se usa
papel de probabilidad, debe considerarse cuidadosamente 1a escala, Debe

seleccionarse la desviacion maxima en la escala de probabilidad de un

punto a la Tinea tedrica del modelo,

E1 uso de «(/{n+1} en lugar de (/n se debe en parte a que la escala del
papel de probabilidad no estd Timitada de 0 a 1. FEn ocasiones, es con--
veniente dibujar I—FX (x) en lugar de Fx (x). Cuando los datos se cla--
sifican de mayor a menor su probabilidad acumulada estd dada por {capi--
tulo 2):

R B LT Qg (6.6)

por lo cual también conviene el uso de {/[n+l)

Una vez calculado Doy s cuande se ha propuesto un modelo, debe compararse
con un valor critico d2 que se obtiene de la tabla 4 del apéndice., Debe
cumpirse que Dy = d2 a un nivel de significancia « para no rechazar que
los datos se ajustan al modelo (Prueba de Mipdtesis). En la tabla 4 se

busca d7 Con oy .

La prueba Kolmegorov-Smirnov tiene la ventaja sobre la £* de que com-~
para los datos con el wodelo en Ta forma en que se presentan, sin nece-

sidad de agruparios.

6.4 Suma de las diferencias al cuadrado.
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Otra forma de cuantificar el ajuste es por medio de la suma de los cua--

drados de las diferencias de probabilidades observadas y probabilidades

estimadas,

N n ()17 (6.7)

Px(x) yS, (x) son los mismos que para la prueba Kolmogorov-Smir

nov.

Analogamente, puede calcularse Ta suma de las diferencias el cuadrado de

Tos eventos mdximos estimados y los correspondientes gastos observados:

5 (x, - x.)? (6.8)

donde:
n: es el nimero de datos de la muestra.

~

Xt es el evento estimado £ obtenido a partir de la funcidn de

densidad de probabilidad o funcidon de distribucion acumulada.

x;ies el evento observado .(.

La variancia residual (ec. 3.35) estd en funcidon de (6.8) por lo que tam
bién proporciona una idea acerca de la hondad de ajuste cuando se compa-

ran entre si varios modelos (que modelo se ajusta mejor a los datos).

Efempbo 6,7 Para los mismos datos del ejemplo 6.1, aplicar la prueba
Kolmogorov-Smirnoy y la suma de las Diferencias al Cuadrado de Tas

probabilidades observadas y las probabilidades estimadas (acumuladas) .
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En la tabla 6,4 se muestra el desarrollo de las pruebas, esta tabla co--
rresponde a la Distribucién Normal; para la Distribucion Gumbel, el desa

rrollo se efectla en forma similar,

La primera columna (<) representa el rango del dato, es decir, su orden

progresivo cuando todos Tos datos han sido ordenados de mayor a menor.

La segunda colunna (g{) soh los gastos maximos anuales ordenados de ma--

yor a menor,

La tercera columna .contiene Tas probabilidades observadas calculadas a

partir de (2.57).

P (1) = 1 1
T
x(x)
5iendo:
nt |
T = T e S
]X(x) i {

y n, el nimero de datos de la muestra.

En la cuarta columna Sn (x) se presentan las probabilidades estimadas,
calculadas a partir de Ta respectiva funcidn de distribucion acumu-

1ada.

Las columnas quinta y sexta presenta respectivamente las diferencias en
valor absoluto de las probabilidades observada y estimada, y las diferen

cias al cuadrado de las wismas probabilidades.
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(P, Ix) ~S“(x) }?

TABLA 6.4
; g »J ,

L Y Px(x) 8, (%) llx(x)~3n(x)l
! 1 302 0.9615 0.9966 0.0350
2 1 067 0.9231 0.9701 0.0470
3 1 017 0.8846 0.9567 0.,0716
4 512  0,8462 0.5§394 0,0067
5 §04  0.8077 0.58325 0.024%
6 777 0.7692 0.5078 0,0376
7 626 0.7308 0.6366 0.0947
& 601 0.6923 0.6007 0.0916
9 565  0.6536 0.5515 0.1024
10 490 0.6154 0.4473 > 0,1681
11 467  0.5769 0.4157 0.16172
12 449  0.5385 0.3914 ¢. 1471
13 447  0.5000 0.3887 0.1113
14 478  0.4615 0.3635 0.0980
15 42? 0.4231 0. 3557 0.0674
16 477 0.3846 0.3557 0.0789
17 385  0.3462 0,3088 0.0374
18 377 0.3077 0,7990 0.0087
19 363 0.,2492 0.2827 0.0130
20 323 0.230¢ 0.2371 0.0063
21 278 0.1923 0.1913 0.0010
27 268 0.153§ 0.15820 0.07281
23 210  0.1154 0.1334 0.07180
24 158 0.0769 0.1176 0.0404
25 109 0.0385 0.0717 0.0337

Suma de Las diferencias af. cuadhady

Prueba Kolmogorov-Smimaov =

0.1681

Los resultados son los siguientes:

Para la Distribucién Normal:

D, = max. | Px(x) -

n

(=1

(

i}

ni

R
nt !

- 0.1681]

v
- 0.1473

(.

1473

g,0011

0.0012
0.0022
0.0051
0.0001
0.0006
0.0015
0.0089
0.0084
0.0105
0.0283
0.0260
0.0216
0.0124
0,009
0.0045
0.0008
0.0014
0.0007
0.0002
0.0000
0.0000
0.0008
0,0003
0.0017



Para 1a Distribucian Gumbel

it g
D, = méx | P (x) - | =0.1014
i1 ]
1 ‘
Dy =5 (P (x) - ==1)%=10.049
i=1

De estos resultados se observa que tanto para la prueba Kolmogorov-Smir-
nov como para la Suma de Tas Diferencias al Cuadrado, los estadisticos
correspondientes de Ja Distribucidn Gumbel son menores que los de la

Normal.

Ademas. de la tabla 4 del apéndice se tiene que para n = 25 y un nivel
de significancia o« = 0.10:

d, = 0.24

2

d2 es mayor que D2 para ambas distribuciones por lo que de acuerdo a
este criterio, para un nivel de significancia del 10% tanto Ta Distri--
bucion Normal como la Distribucién Gumbel pueden elegirse como represen-
tativas de las observaciones. Si se trata de selecciopar uno de los dos
modelos, el mejor, de acucrda a los resultados de estas pruebas es la

Distribucidn Guabel,

6,5 Muestras de verosimilitud,

Otro criterio de seleccion es el de clasificar los modelos por la fun--

cion de verosimilitud de la mucstra observada bajo cada modelo (Ref. 8),
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también 1lamada muestra de verosimilitud.

De 1a expresion (5.41), la muestra de verosimilitud dada fo(x) es:

La muestra de verosimilitud (Ref. 2) representa la probabilidad de obte-
nerr la muestra observada como una funcion del verdadero estado de la na-
turaleza. También puede interpretarse como la relativa verosimilitud de

los diversos estados de la naturaleza dadas las observaciones,

Es necesario definir probabilidad anterior, probabilidad posterior y
probabilicad condicional para explicar el procedimiento para aplicar es-

te criterio.

Las probabilidades anteriores o asignadas representan la evaluvacidn de
Ta informacion disponible antes de las observaciones que considera el
ingeniero. Esta evaluacidn puede basarse en observaciones pasadas, en
Ja semejanza con otros cases estudiados y también medidas subjetivas con
base en la experiencia del posibie modelo representativo. Cuando se
proponen varios modelos, Ja suma de probabilidades asignadas debe ser 1;
51 se tiene una ignorancia total acerca del modelo que sigue el fendmeno
hajo estudio, so asignan probabilidodes iquales a cada uno de 1os pro---
puestos. Las probabilidades anteriores se representan por P'(0), siendo

O( el modelo <, ¢ 1,2,3,...

Las probabilidades posteriores P" (H() se obtienen a partir de las proba-

hilidades anteriores y de las observaciones hechss /y (datos).

8
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E1 teorema de Bayes es utilizado en la obtencién de la probabilidad pos-

terior de un modelo OL. A continuacion se explica su obtencion y ense--

guida su aplicacion para obtener P" (OL>
A partir de (2.13) se obtiene:

P(ANB) - P(A|B) P(B) P(B) # 0 (2.13a)

P(ANB)  P(BJA) P(A) P(A) # O (2.13b)
Si a2l evento B se descompone en K eventos simples, es decir:

k

B~ By Byt 4By =(,; B, (6.9)
De Ta figura 6.1 puede verse que:

P(A) = P (AN Bl) + P(AN BIZ) b, 4 P(AN Bk>

k
S P(ANB, ) (6.10)
o £
1y B l
ANE,
A
A ﬂ B lm LT TR “-\m;..,"\%\
L T Y th -l%
e i g e w —
ANB , .
4

Figura 6.1 [lustracion del teorema de probabilidad total,
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Tgualando (2.13b) y (6.10):

k
P(A) - & P(A[B,) P (B) (6.11)

¢ <
que es el teorema de probabilidad total.

£s claro que:

P(BJ NA) P(Ar)Bi) (6.12)
De (2.,13)
P(B.NA) P(ANB,)
P(B.JA) =~ e = (6.13)
J P(A) P(A)

Sustituyendo (2.13) y (6.11) en (6.13) se tiene finalmente:

P(A|B:) P (B.) )

PIR.JA) & ome o i=1,2,... 0 k 16.14)
] K
-

p(AIB,) #(B,)
(-

A (6.14) se Te conoce como el Teorema de Baves.

Tqualando (2.13a) y (2.13h):

PCAIB) P(B) - P(BIA) PLA) PCA) /0, p(B) £ 0 (6.15)

Por lo que también puede considerarse.

p(o, 2) Pz P (gled ) (6.16)

P(zploi) es 1a probabilidad de que e) resultado del experimento sea z,

cuando se considera ¢, cono el verdadero modelo.,
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Plzio,) Prie)

P(o lz,) = N - p" {0,) (6,17)

Por el teorema de probabilidad total (kc¢.6.11)

H
P(z)) =j>=7’ P(zklfﬂj) P'(f:)j) (6.18)
Por 1o tanto:
P(z, 10,) P'(0.)
P“(Qi) o k A4 = (=1,2,...4dn (6.19)
oz e.) PO,
RACAENRACH
Haciendo:
i 1
N - T s e e (6.20)
5oP(z e pre))
=1 : !
se Liene
Peo) = 1 Plzlo,) Pio) (6.21)

AN se e Ttama factor de normalizacion y dnicamente asegura que P" (5)

Torma una serie propia de probabilidades que suman .

La unidn de la informacién nueva (observacioines) con la anterior (asig-

nada) se hoce por medio del producto P(zkimé) P'(Oj) que es 1lamado mues~

tra de verosimilitud o probabilidad condicional del modelo H( dadas las

ohservaciones zp. Para obtener P (Zk'”i) debe obtencrse 1a probabilidad
A

en el intervale de clase (Ec. 2.20).

el

Los intervalos pueden ser los mismos que para la pruebha X .



Si 0, es un modelo relativamente improbable para ser asociado con las
observaciones z,, esto se reflejard en P”(Oi) que sera la mis pequefia que

P'(OL).

De los modelos propuestos, el que se selecciona usando este criterio es
aquel que presenta la mdxima probabilidad posterior. La probabilidad an-

terior que se asigna es la misma para cada modelo.

E1 uso de Muestras de Verosimilitud para la seleccién de un modelo yre--

quiere tomar en cuenta que Tas probabitidades posteriores son muy sensi-
bles a errores numéricos del factor de normalizacion N por lo que es ne-
cesario tener especial cuidado al realizar su célculo; un error puede in

crementar demasiado la probabilidad pesterior de un modelo.

Ejemplo 6,3, Para los mismos datos def ejempio 6.1 aplicapr el criterio
de muestras de yerosimilitud para seleccionar una de las dos distribucio

nes (Normal o Gumbel).

Se uytilizan por facilidad, los mismos intervaios de clase que en la prug
ba xz; en la tabla 6.5 se presentan las probahilidades en los intervalos

obtenidos en el ejemplo 6.1

Los modelos O, en este caso son+ Oy Nopmal y O, Gumbel, Como se tie
ne una ignorancia total del modelo gque siguen los gastos maximos anuales
de este ejemplo, a ceda distribucion se Je asigna la misma probabilidad

anterior: P'(Gl) . P'(Uz) 0.5
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ideles o,
neaultados zh

z1 < 109

z 109 307
?

z 308 506
3

24 507 705

25 706 904

2, 905 1 i03

27 1104 1 307

"5 S 1302

)

TABLA 6.5
Olrnonmaﬂ 0 gumbel
?
0.0500 0.0253
0.1706 0.1961
0.2495 0.3175
0.2623 0.2572
0.1733 0.1252
0.0721 0.0570
0.0158 0.0244
0.0034 0.0173
1.0000 1.0000

De (6.15) y (6.17):
) -

Calculo de P(ZRIQL)

{ o Yy
P\Zklbi) PH{0,)

n
vop(z 0o pr(o.)
je1 k‘ < ( J

p {(zz, 23,...,27) | HI)H Pz, | O]) p (23 | Ul)... P(z7 i ul)

P Jl(l?a 239-”,:"'/) l|

2.5716 x 107°

0,

)

P lzy |y P2y | 02)

ya que se trata de observaciones independientes,

(0.1706) (0.2495)...(0.0188) = 2.6226 x 107°

.. bl )

29192



132

n
Calculo de 7. P(zklo() P'(Qj);

j=1
n 6 6
roPz]e,) P'(Oj) = (2.6226 + 2.5716) x 1070 x 0.5 = 2.5971 x 10°
j=1

Aplicando (6.17)

2.6226 x 107° (0.5)

P"(@]) = (0.5049
2.5971 x 1077
6,
i
PM(OZ) N 2.5716 x 10 (0‘))_ 0.4951
6

2.5971 x 10
Puede observarse que empleando este eriterio, es mayor Ta probabil{dad
posterior de O = normal en una cantidad muy pequefia por o que 1a de-
cision de cudl distribucidn representa los datos resutte difici™ uti--

Tizando esta prueba.

jemple 6,4, Sabiendo que 30 eventos siguen una distiibucion de proba--
hilidad, ajustar a la Distribucidn Nowmwal, a la Lognormal de dos pard--
metras, a la Gumbel y a Ta Exponencial (de dos pardmetros). Obtener la
Desviacidn Estandar de Tos Errores (para cada ajuste), aplicar las prue
bas Kelmogorov-Simivnov, Suma de Tas Diferencias al Cuadrado de las pro-
habilidades "observada" vy “estimada” (acumuladas), %i Cuadrado y Mues--
tras de Verosimilitud, Considérese gue los 30 eventos Cienen distribu-
¢cién a) Normal. D) Lognormal de dos pardmetros. c¢)Gumbel. d) Exponen

cial,

Los 30 eventos (ajustados) estan en funcion de Ta distribucion de pro--

babilidad que siguen y del periodo de retorno.



donde:

Tx(x): es el periodo de retorno definido por (2.54):

T (x)= 141l - R

T (x) T, =~ —=—; { es el rango definido en 2.2.8

¢ 4

Fx(x) corresponde en este caso a la funcidn de distiribucidn acumulada

del modelo.

Para la estimacion de los pardmetros al ajustar los 30 eventos a las cua
tro distribuciones mencionadas <e usa o1 métodn de minimos cuadrados
(secc.5.3). para 1o cual deben correlacionarse dos variables (¥ o ¥).
Representando por o & tos 30 eventos, Tos valores de » dependen de la

distribucidn a2 la ceal se ajusta (Tabla %,¢):

Para la Normal: X -
Para ta Loghorme - v = 7 (se correlaciona con “ny)
Para ta Gumbel: X < . nbn !

o

Para |

o

Exnonenciats » = lp |

-~ ~

Los estimadares por minimes cusdvados « vy i se obticnen aplicande

(5 21) y (5.22). Los valoves catimadoc ", vesultan de anlicar (5.13).

oA
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La prueba Kolmogorov-Smirnov consiste en aplicar (6.4)
i
D, = max | Px(x) -5

(=1

(x)]

n

donde:

Px(x) y Sn(x) son las probabilidades acumuladas “observada" y

"estimada" respectivamente definidas en la seccion 6.3.

La suma de las diferencias al cuadrade de las probabilidades "observada"

v "estimada" acumuiadas se obtiene al aplicar {6.7)

Px(x) y Sio(x) son Jos mismos que para da prueha Xolmogorov-Smirnov,

Para aplicar Ta prueba Xi cuadrado (¢, debe calcularse (6.1)

E1 procedimiento se explicd en « seccion 6.2, donde también se definie-

ren o, k, DOy

La Prusha Muestras de Verosimitited we aplicd en fa misma forme que en

el ejemnlo 63

Los cilculos de este cjrmplo, se vealizavon utilizanco programas de com-

putadora; los resuitades se muestran en la tabla 6 0

Se obserya de Yos resultadoes, que ceando los eventos se ajustan a la



misma distribucidn con que fueron generados, en todos los casos, el ajus
te es perfecto seqlin los criterios de la Desviacidn Estandar de los
Errores, Kolmogorov-Smirnov y Suma de las Diferencias al Cuvadrado de

Tas probabilidades “"chbservadas" y probabilidades "estimadas™; por lo

que respecta a la prueha Xi cuadrado y Muestras de Verosimilitud (M.V,),
s6lo los eventos que siguen una Distribucion Gumbel se ajustan mejor a
una distribucion distinta (la Lognormal) a aguella con que fueron gene--
rados, debe notarse que las diferencias, correspondientes o estas prue--

has, entre las distribuciones de ajuste es pequeiia:

Logrorinal DJ - 1.0198 MoV, 0.2707
Gumbel 0y = 1.0806 M.V, 0.2669
Mormal MoV, - 0.2641

Cuando lTos eventos ajustados siguen una Distribucidn Normad, sequn lus
resuitados de lag pruebas, ¢l ajuste o una Disteibucion Exponencial es
muy pobre ya aue los valoeres Djf DZ y D3 sor muy altos asi como el de 1a
desviacidn estdndar de los Urrores,  Para ¢ caso de la Prueba X4 cua
drado, un intervalo resultd coa probabilidad cero (Exponencial) y hor
consiguiente, frecuencia esperada cero. por 1o gue se calculd un sumando
de {6.1) como 0;3 al aplicar el criterio de Maxima Yerosimilitud, esta
distribucidn (exponencial), tuvo por To tanto, una prebabilidad posterior

igual a cero.

Sucede algo ~imitar cusndo los eventos asjustados <iquen una Distribu--
cion Nopmal v se ajustan a una Uxponencial, aungue los valores de lgs
estadisticos Je Tae pruebas de Bondad de Ajusle indican un mejor ajuste

que en el casy de eventos normales ajustades o upa Distribucion Exponen
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cial.

En general, se observa para este ejemplo que la Distribucion Gumbel es
la que presenta mejor ajuste a los 30 eventos después de la distribu~-

cidn que se sabe siguen éstos,

De la tabla 4 del apéndice, para n = 30 y un nivel de significancia

a -~ 0.10, se obtiene un valor critico d2 = 0.27 que al compararlo con

lTos valores D, que resultan de la prueba Kolmogorov-Smirnov se observa
gue es mayor en todos los cascs, lo cual indica segin este critero y pa-
ra este nivel de significancia que los 30 eventos se ajustan aceptable--
mente a las cuatre distribuciones. Sucede algo similar al comparar el
valor critico X% ,, ,= 6,25 con los estadisticos Dy (prucba X, cuadrado)
ya que s8lo se rechazaria, pare este ejemplo, que los eventos normales

s ajustan a una Distribucion Exponencial y que Tos eventos exponenciales

se ajustan a una Distribucion Mormal, para los demds casos by - X:'G ag 3
. . g

Lo anterior sugiere el uso de un criters de seleccion cuando se tienen
dos o mds medelos que son aceptados come representativos de una muestra,
Para el caso de la prueba X, Cuadrado puede seleccionarse ol modelo con
menor valor del estadistico Dy de todos jos que no son rechizados (Ref,
8) y To mismo puede hacerse cn el case de las atras pruebas ya que en
general, todas coinciden en elegir el mismo modeio (valures correspon--
dientes) como el de awejor ajuste, o el que mejor se ajusta despuds de Ta
distribucidn que se sabz siguen los 30 eyentos asi como en indicar cual

es el que peor se ajusta.

Fn ol caso del criterio "Muestras de Yerosimilitud® ) eo propismente un
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criterio de seleccidon por lTo que el que tiene mayor probabilidad poste--

rior es el que resulta escogido de entre varios modelos propuestos.
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‘I(Z’:_’l,[)f)(r?

TABLA 6.6
T T STUMA DE
LAS DI- MUESTRAS
CVENTOS DISTRIBUCION PARAMETROS VARTANCIA PRUEBA  FEREN-  PRUEBA  DE
DE AJUSTE  ESTIMADOS RESTDUAL CIAS AL 0 VEROST -
e 8T cuAorADO MILTTUD
, NORMAL m, = 800 0 0 0 0.7345  0.4073
! G - 333,333
0 1
R = r
i LOGNORMA L Mo 63981 000876 0.0811  0.0793  3.8199  0.3106
A o - 0,484
L L
E o = 0.00376
S GUMBEL 57,2423 0.0573 0,041  3.1090  0.1§71
B s 657.5482
o = 481.9070
EXPONENCTAL 109.7123  0.1613  0.194 15.1037 0
A= 0.007971
m, - 787.8063 T T T e
L NORMAL E 61,5586  0.0646  0,0507  4.6644  0.7515
0 o = 311,07687
G o
v LOGNORNAL My = e 80ds 0 0 11585 07667
¢ o, 2 0.400]
.ﬂ . {
M - 0.00388
A GUMBEL 70355 0.009§  0.0000 1.3740  0.2640
: P 649.5976
g 1077861
EXPONEMCTAL 146504 01219 0.0626  1.4711  0.0183
O SR 181 A A N e ,
\y . Pl I8
c NORMAL By TECSISY o ey Gon7r 0.0395 3.0945 0,964 ]
6 3150797
. oy
M | 6, 6041
’ Lochorial 0 sig) 196495 G.0000% 0.0075 10196 0.2702
B GUMBEL : 0.0058476 ¢ 0 10806 0.2609
r o g
EXpONENCTAL T AOTATI0 ey e p ege gl 2.5910  0.1988
T n.‘ 002957 R
T m 7&T7951
£ NORMA!. . 100,712 0 1172 001721 11,6601 0.1645
789, 1791
0 LOGNORMAL "] 60006 pp sqny 00723 0.0583  4.6546  0.1355
7 ‘ 0.3467
Ny A
; GUMBEL . oI o sess 002 0,061 43995 0.2906
I - e
’ [XTONCNETAL 0,00 0 0 0 0,6735  0.2896
g




7, APLICACIONES

En los capitulos anteriores se han tratado las bases tedricas sobre los
que se apoyan las inferencias oue se reaiizan a partir de una muestra
(observaciones); en algunos casos se han presentado ejemptos numéricos
que pretenden explicar lo tratado en los capitulos correspondientes. A
excepcidn de los ejemplos 6,1, 6.2 y 6.3, que se refiercn a gastos maxi-
mos anuales registrades por una estacion hidroméirics, Tos demds tratan
coh ndmeros supuestos (ejemplo 3,1) y con nimeros aleatorios. Del desa-

rrollo y de los resultados, se hacen comertarios que resultan de utilidad

para 1legar a conclusiones que se mencionaran en el siquiente capitulo.

En el presente capitilo se aplica la feoria  desorita o los gastos ma-
Aimos anuales registrados en la "etacion Hidrométrica £ Puente del Rio

Omitlan en el Estado de Guerrero *

* Boletin Hidroldgico v Climatoldgico Ho.o 13 C.F.0, (Cuencas Pacifico
Sur.,
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Los gastos mdximos anuales (eyentos simples miximos) son:

ARO _GASTO (m3/seg). ARO  GASTO (m3/seg)

1953 285 1966 531
1954 816 1967 1 325
1955 639 1968 477

1956 594 1969 734
1957 224 1970 720
1958 319 1971 339
1959 246 1672 501
1960 537 1973 1 161
1861 1 Qb2 1974 1541
19€2 428 1875 639
1962 boke 1976 1231
[RhY 521 1277 379
1954 430 1673 475

al Clasd gooaedin de fatos o owndanacidn dol porfodo do o tonne.

Se procede a ordenar los diatos de mayor a wenor asignando a cada uno su
range. periodo de retorno v consiguientie probabilidad observada (captu-
1o 2); @sio se presesta en 1o tabla 7.1,

El rango se representa pov ¢, Tos gastos maximos anuales por Vo el pe-
riodo de retorno correspondiente, por 1( y 1o jrobabilidad observada

acumulada por P(V()




TABLA 7
v, Ply,)
1 1591 27 0.9630
? 1325 13.5 0.925%9
3 1231 9 (.8889
4 1151 6.75 0.8519
5 1086 5.40 0.8148
6 1052 4.50  0.7778
7 316 3,86 0.7407
8 73 3.3 0.7037
g 726 3.00 0.6667
10 633  2.70 0.6296
11 639 2.45% 0.5926
12 637 2.25  0.5556
13 bag  2.08 0.5i85
14 531 1,93 0.4815
15 YA 1,80 (0.4444
16 501 1.69 (0.4074
¥ 4717 1,59 (.3704
19 415 1.50 $.3333
19 430 1.47 (.2963
20 428 1.35 0.2593
21 379 1,79 0.2022
27 339 1.23 (3.1852
73 319 1.17 00,1481
24 285 113 0.1111
25 246 .08 0.0741
26 224 1.04 (0.0370

b) Cdlfeulo de esfadistices

La media, la variancia y el coeficiente de asimetria de estos datos se

obtienen respectivamente a partir de las ecs. (2.1}, (2.2) y (2.5).

Tlega » Tas siguientes resultados:

»
RIS
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y = 6680769
5,2 = 126 338.9443; 5, = 355.441862
g = 0.9594

c) Distnibuciones de probabilidad empteadas y su ajuste.

Las distribuciones a las cuales se ajustan los datos son estudiados en
el capitulo 3:

Normal

Lognormal de dos pardmetros

Lognormal de tres pardmetros

Gumbel

Exponencial de dos parémetros

Gamma de dos pardmetros

Gamma de tres pardmetros

E1 ajuste se 1leva a cabo por el método de Maxima Verosimilitud para
las distribuciones Lognormal (de 2 y de 3 pardmetros), Gumbel y Gamma
(de 2 y de 3 pardmetros); y por el método de Minimos Cuadrados para las

distribuciones Normal y Exponencial (capftulo 5).

d) Estimaci6n de Los pardmethod y cdlewlp de fa desviaci6n estdndar de

Los ernones,

Los cAlculos para ta estimacién de los pardmetros y para la obtencidn
A !/,

de la desyiacion estandar de los errores s='{1/(n-2),(v(-v>2} ’

(capftulo 5), se hicieron utilizando programas de computadora que se

presentan en el apéndice. Los eventos observados una yez que han sido
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ordenados de mayor a menor y los periodos de retorno asignados fueron
presentados en la tabla 7.1,

Los resultados obtenidos son:

Para la Distribucion Normal:

m, = 668,0769 S =114.2130

g, = 379.3653

Para la Distribucion Lognormal de dos parametros:

6.3699 S =73.1142
0.5190

M

oL

Para la Distribucion Lognormal de tres pardmetros:

m_= 6.1430 S = 64,1255
a_ = 0.6467
a = 100.5804
Para la Distribucion Gumbel:
a = 0,0039 S = 98.1536

g = 509, 3597

Para la Distribucin Exponencial de dos pardmetros:

1

265.5298 S = 51,5022
0.0023342

a

A

14

Para la Distribucion Gamma de dos pardmetros:
i
K

0.006433 = 96,8658

1

4,2976

Para la Distribuci6n Gamma de tres parametros:
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A =0.002788 S = 56,2222
K = 1,2656
§ = 217.7643

e) Enmon estdndar e dnfenvalos de confianza.

Para los eventos estimados por Minimos Cuadrados, el error estdndar se
calcula a partir de (5.38), dondezxa es la x particular obtenida a par-
tir del periodo de retorno asignado (De 1a tabla 5.2 x= z para la Distri-

bucion Normal y x = Ln T para la Distribucién Exponencial).

Para los eventos estimados por Maxima Verosimilitud, la ob;encién del
error estandar reguiere de aplicar (5.45); el desarrollo de esta expre--

sion para las distribuciones utilizadas se presentd en la seccion 5.4.4.
Los 1imites e intervalos de confianza estdn dados por (5.40) 6 (5.48).
Los cdlculos se realizaron también utilizando un programa de computadora.

En Jas tablas 7.2 a 7.8 se presentan los periodos de retorno asignados
con los correspondientes eventos observados, eventos estimados y el error
estindar. Se presentan también los eventos estimados para periodos de
retorno de 10, 20, 50, 100, 1000 y 10 000 afios con su respectivo error

esténdar e intervalo de confianza (90%),

En las figuras 7.1 y 7.2 se presentan Jos intervalos de confianza para
un nivel del 90% (seccion 4.2) para el cual t 1.71 (de la tabla 2 del

apéndice); estos intervalos son para seis distribuciones. Los interyalos
para la Distribucion Gamma de dos pardmetros son muy grandes y ne se
dibujan.
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a) Distribucidn Normal

b) Distribucidn Lognormal
de dos pardmetros

¢) Distribucidn Lognormal
de tres pardmetros
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d) Distribucion Gumbel

e) Distribucidn Exponencial
de dos parametros

f) Distribucidn Ganma de
3 pardmetros
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§) Bondad de ajuste

El cdlculo de las probabilidades estimadas acumuladas se hizo aplicando
las correspondientes funciones de distribucidn acumulada (capitulo 3);

la probabilidad observada acumulada estd dada por (2.57).

A partir de las probabilidades estimadas y obseryadas (acumuladas) se
aplican las pruebas Kolmogorov-Smirnov (ec.6.5) y suma de las Diferencias
al Cuadrado (ec.6.7), la primera de Bondad de Ajuste y la segunda, rela-
cionada con ésta; en Jlas tablas 7,10 a 7.16 se presentan las probabilida-
des acumuladas (observadas y estimadas) y los correspondientes eventos
observados, también se presentan los resultados de las pruebas y la suma
de las diferencias al cuadrado de eventos estimados y eventos observados

(ec.6.8),

Los célculos se hacen usando un programa de computadora que se presenta

en el apéndice.

Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla (tabla 7.9):

TABLA 119,_

PRUEBA SUMA DE LAS ~
DISTRIBUCION KOLMOGORQV-SMIRNQY  DIFERENCIAS AL X(yi-yi)’

(02) CUADRADO (D3)

NORMAL 0.1602 T 0.1587 313 070.71
I.OGNORMAL 0,0938 0,0333 128 296.38
de 2 parametros
LOGNORMAL 0,0878 0,0259 98 690.05
de 3 parametros
GUMBEL 0,1092 0.0625 231 219.15
EXPONENCIAL 0,0741 0,0320 63 659.41

de 2 pardmetros



TABLA 7.9 (CONTINUACION)

SUMA DE LAS
DIFERENCTAS AL
CUADRADO (D3)

PRUEBA
DISTRIBUCION KOLMOGOROV-SMIRNOV
GAMMA (Dy)
de 2 pardmetros 0.1026
GAMMA
de 3 parametros 0,0787

La aplicacidn de la prueba x* (secc.6.2) requiere formar intervalos de

0.0835

0.0273

clase e identificar los limites reales de clase.

La secuencia en el cdlculo fue ilustrada en el ejemplo 6,1

Los intervalos de clase no son los mismoes para las distribuciones de
tres pardmetros ya que debe satisfacerse la condicidn (para comparar re-

sultados) de tener el mismo nimero de grados de libertad para todos los

modelos.

En las tablas 7.17 a 7.23 se presenta el desarrollo seguido en el cdlcu-

lo del estadistico D1 dado por (6.1)

Los resultados obtenidos son para las distribuciones utilizadas se pre--

sentan a continuacion:

DISTRIBUCION

Normal

Lognormal de 2 pardmetros
Lognormal de 3 pardmetros
Gumbel

Exponencial

Gamna de 2 pardmetros

Gamma de 3 pardmetros

l.__.
.0006

6215
. 2566

.8330

2.9380

.7184
L1385

225 144,95
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TABLA 7.17 Aplicacidn de la Prueba x? para la Distribucion
Normal
frecuencia 1imite veal probabilidad ~ probabiTidad  trecuencia
Intervalo observada de clase 7 acumulada en el espe rada
0 intervalo E;
223.5 1,172 0.,120¢6
204 - 451 & 0,155 4.2487
451.5 0.571 0.2840
452 - 679 9 0.2280 5.4273
679.5 0.030 0.5120
&80 ~ 907 3 0.2240 5.£241
207.5 §.651 G.7360
208 -1135 ? 0. 1550 4.00308
1135.5 Y4 g.8010
136- 1365 3 .0756 1.5645
1363.5 1,833 0.9680
364- 159 0.0259 0.6743
1591.5 2,454 .9972%
P 26 R 0,8719
Los Yimites resles de o

pertenece & uno U otyro

v
{

I chteulo de

i

noohace

. Lo e gn
Hae L5000,

?,1.2) permiten fdeniifizar sioun da
ntervatio.

Los pardmetros o dimados por el metode doominimes coadrados son:

Y
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m, = 668.0769
o, = 379.3653

El cdlculo de 1a probabilidad acumulada se hace usando la tabla 1 del

apéndice como se explicé en la seccidn 3.1.1,

De (6.1)
& \0 —L¢)~
Dl - A e
c1 T,
A,
o . (B-0.2087) | (9-5,9273)% | (3-5.8241)% (2-4.0308)"
! 0.2487 5.9273 . 5.8241 2.0308

(3-1.9648)% , {1-0.6743)>
1.9645 0.6743

By = £.0006

TABLA 7.18 Aplicacifn de 1a Prueba x? para la Distribucién

Lognormal de dos pardmetros

frecuencia  limite real probabilidad probabilidad  frecuencia

Intervalo  observada de clase z acumilada en el esperada
0 intervalo Ei
R e e st e s e -

273.5 -1, 851 0.032)

794 - 451 & 6.,2779 71,2255
45715 ¢ 490 0.3100

252 - 479 9 0.304% 7.9242
679.5 0.792 0.6148

680 - 907 3 0.1874 4,8713
907 .5 0,649 0.6020

205 -1135 7 0.0978 25474
1135, ° I.781 0.89e9

I 136 1363 3 o 0.0459 1,716
15635 1A g4

I 944 -jhil ! 0,024 0,6557

pLar L 1.9352 TR Y KR



E1 cdlculo de z se hace por medio de (3.15):

Los pardmetros estimados por el método de maxima verosimilitud son:

mL = 6,3699

1

81 0.5190

£l cdalculo de la probabilidad acumulada se hace con la ayuda de la tabla

1 como se explicd en la seccidon 3.2.1.

Apiicando (6.1):

_(8~7.2255)*  (9-7,9242)° (3-4.8713)% | {2.2.5425)°
Dl ¥ [ I +
7.2255 7.924: 4. 8713 2.5425

[

(1-0.6357)

1.2716 0.6357

(3-1.2716)°

D 3.621¢%

1
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TABLA 7.19 Aplicacion de la Prueba 1’ para la
Distribucion Lognormal de tres

parametros.

Intervalo frecuencia Timite real probabilidad probabilidad  frecuencia
observada de clase 2 acumuiada en el esperada
0, intervalo Ei

723.5 2,059 0,019

224.0 - 418.4 6 0.2587 6.7256
418.9 0.588 0.2784

419.4 - 613.9 5 0.2523 7.3405
614 .4 0.153 0.5608

614.9 - %09,3 5 0.1818 1, 726¢
§09.% 0.651 0.7426

§10,3 -1004.7 0.1054 2.7396
1005.7 1.028 0.8479

1005.7-1200.1 3 J.0603 1.5680
1200.6 1,350 §.9082

1201.1-1395.6 2 0.0350 0,9110
1396.1 1.583 0.9433

1396.6-1591.0 ! 0.020% 0.5412
1591.5 I.800 0.9641

El cdlculo de z se hace por medio de (3.15) al sustituir ¢y por 44
Ln(g~al) -

Los pardmetros estimados por ¢l método de mdxima verasimilitud son,

moo= 6,1430

a2l ~ -[lr .
9 0.,6467

a 100, 5804
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La probabilidad acumulada se obtiene siguiendo el mismo procedimiento

que para la Distribucidn Lognormal de dos parametros,

Aplicando (6.1)

\ (1-2.7396)°

D. = (6-6.7256)7 N (8-7.3405)" : (5-4.7268)°
L=

6.7256 7.3405 4.7268

, (3-1.5680)7 | { 2-0.9110)°

.'

(1-0.5412)°

1.5680 0.,9110 0.5412

TABLA 7.20. Aplicacian de la Prueba 7

2.7396

para Ta Distribucion Gumbel.

Intervalo

224 - 451
452 - 679
680 - 907
908~ 11325

1136-1565

1364-1591

frecuencia Timite real probabiiidad
chservada de clase acumulada
0i
223,45 0.0474
&
451.5 0.2856
9
679,5 0.5975
3
g1, 0.80917
2
11355 0.9167
3
1363.5 0.9649

1491.5 0.9651

probabil idad
en el
intervalo

*T. .
espalgng™
Ej

0.2382

0.3119

0.2117

0.1074

0.0482

0.,0205

6.

U
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La probabilidad acunmulada se calcula a partir de la ec. (3.36):
Los parametros estimados por el método de mixima verosimilitud son:

a = 0,0039

~

i - 509,3597
Apticando (6.1):

D, = (8-6.1933)* , (9-8.1089)° , (3-5.5054)7 | (2-2.7937)°

6.1933 8.1089 5.5054 2.7937
. {3-1.2530)7 y (1-0.5339)"
1.2530 0.5339
0, - 4,8330
TABLA 7.21. Aplicacidn de la Prueba 1% para
Ta Distribucidn Exponencial.
ntervalo frecuencia Timite real probabilidad probabilidad frecuencia
observada de clase acumulada en el esperada
03 intervalo Ei
223.5 0 -
224-45] § 0.35¢1 9.1558
451.5 0.3521
452-679 9 0.7674 6.9514
679.5 0.619%
680-907 5 0,1570 4.0826
907.5 0.7765
908-1135 2 0.,0927? 72,3978
1135.5 0.5688
1136-1363 3 0.0542 1.4083
1565.% 0.2729
1564-1591 I 0.0518 0,8271

1591.5 0.9517



lLa probabilidad acumulada se calcula a partir de la expresidn (3.51):

Los pardmetros estimados por el método de minimos cuadrados son los
siguientes:

a - 265,5298

X = 0.00233418
Aplicando (6.1)

(8-9.1558)?+ (9-6.9514)° * (3-4,0826)" . (2-2.3978)°
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Dl 9.1558 6.9514 4,0826 2.3978
, (3-1.4083)*,  (1-0.8271)°
1.4083 0.8271
Dl = 2.9380
TABLA 7.22. Aplicacién de la Prueba x° para la
Distribucion Gamma de dos pardmetros .
Intervalo frecuencia 1imite real probabifidad ™ probabilidad  frecuencia
obsgrvada de clase v Y acumulada _en el esggrada
01 intervalo [
223.5 2.8755 1.741  0.0385
224-451 § 0.2798 5.,9757
451.5 5.8088 0.601 0.2083
452-679 9 0.35043 7.9110
679,5 §,74270  0.196  0.5726
680-907 3 0.2269 5.7434
907,5 11,6755 0,879  0,7935
908-1135 ? 0.1187 3.0868
1135 4 14,6089 Fosed 00,9172
1136 1363 3 0.0554 1,5936
13655 17.542% 1,830 0.9658
F364-1591 0.0217 U,5655

5915 20.4756 7.248  0.9i75



Las ¢, se obtienen a partir de la expresion (3.63)

y={(x-8)-k}A
Los pardmetros, estimados por el método de maxima verosimilitud son:

k

)

4,2976
A

0,006433
§ - 0.0000 (ya gque la distribucidn es de dos pardmetros)

z se obtiene al aplicar (3.66):

N Jif' 2 - }\[§§f; X' =2y = 2 k.
N v 2

Con los valores de z asi obtenidos se busca en 1s tabla 1 del apéndice

Tz probabilidad acumulada correspondiente.

Aplicando {G.1):
o . (8-5.9757)" | (9-7.9110)*  (3-

" 7434)%  (2-3.0868)°
1 5.9757 7.9110

(
* 7Tyt TIO868

[S3iNS]

N (3-1.3936)? | (1-0.5635)?
TI393 T C TT0U5635

Dy = 4.7184
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TABLA 7.23 Aplicacidn de la Prueba x* para

la Distribucion Gamma de

tres pardmetros.

171

frecuencia limite real

Intervalo observada de clase 2y
04 X

223.5 0.0320 2.279

224.0-418.4 é
418.9 11216 0.424

419,4-613.9 §
614.4 2,211 0.158

614.9-509.3 5
§09.§ 3.3015 0.618

§10.3-1004.7 !
1005.2 4,391 0.986

1005.7-1200.1 3
1200.6 5.4807 1.196

1201.1-1395.6 2
1396.1 6.5709 1.568

1396.6-1591.0 ]
7.6606 1,811

1591.5

probabilidad
acumulada

0.0100

0.3086

0.5615

0.7310

0.8373

0.902?

0.9414

0.9648

y se calcula a partir de (3.63):

g = 2x (x - 8)

probabilidad frecuencia
en el esperada
intervalo Ei
0.2989 1,727
0.2529 6.5758
0.1695 4,4071
0.1064 2,7651
0.,0649 1.6875
0.0391 1.0175
0,0235 0,6098

Los pardmetros estimados por el método de mixima verosimilitud son:

k = 1,2666
A = 0.002788
& = 217.7643

z se obtiene al aplicar (3.66) en la misma forma que para la distribucion

de das pardmetros y 1a probabilidad acumulada también en forma similar,

Aplicando (6.1)



(5-4.4071)° t (1-2.7651)2

(6-7.7727)* | (8-6.5758)°
758 4,4071 2.7651

7.7727 6.5

\

(8- {2- l_(1--0.6098)2
1.687% 1.0175 0.6098

(3-1.6875)7 , (2-1.0175)"

4.1385

=
—
"

Mueatras de vekosdmilitud

Los modeios 6.4 a los que se aplica esta prusha son las distribuciones:

it

b normal

(o]
i

lognarmai de dos parametros
6 = gumbel
G = exponencial

O = gams de dos pavametres

La probabilidad anterior que se acicna o cads modelo es Ta misma, consi-
) NN . T N - O TR SR T I al S
derando que se tiene ung ignoraicia foter del comportamiento del fenéme-

no {aasto maximes anuales):

Low posibles 5

(o mi s que mara Ta uebs

., - TN , s e eyt ] HIPN 1 .
RN VR P E A SR A !{).J MTerYalns Ge Crase.
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Pr(00) = P (04]2,)= Plz [0,) P'(0)

Para este caso ZP

1]
N
~N
~

talculo de Pz, ]04)

P(zkIOL) representa el producto de las probabilidades de los intervalos

de interés ya que se trate de eventos independientes, por lo tanto:

(o y Vil )=
P{(.:— ) A., ey 36)!01! P(Z\I()l) P(Zé!(’?l)., P(Zblﬁl)

6
={0.1634) (0.2280) (0.2240) (0.1550) (0.0756) (0.0259)=2.53535353 x 10~

Similarmente para los demds modelos:

1.855688 x 107

N

P{.(z](z2 ces zs)lez}

Plz , 2 ,o.0, 2 ){8 } = 1.672801 x 10
1 2 6 3
.6
P{zl 7 Z )}Ol? 2.349182 v 10
a0 t
&

= 2,130704 x 10

P{zl, 7 oy n?

¢ > W

—
o
1

Por lo tento:

1]

s, Pz 10.)  10,54373924 % 1~
N k"L

A~

b

Como 1a probabilidad antorier P (U() oo o wisma para cada wodelo, es
suficiente, para fa ahtencidn Jdo Ta probabitided posterior (ec. 6.21)

50T muitipiices PO, 3 do cida modeto per el Factor de nomaliza--
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cion N dado por (6.20):

Aplicando (6.21) se 1lega a los siguientes resultados:

pr (o\)

i

0.2404

5t

P (o))

2

0.17560

"

P* (0 ) = 0.1587

PY (0 ) = 0.222

<o

it

P (n ) = 0.2021

g) Andlisds de nesulindos

Se ghserva, de las figuras 7.1 2 7./ una gran diferencia en los inter--
valos. Llag distribuciones cuvaes pardmetvos se estiman por el mdtodo de

Maxima Verosimilitud (FV.) presentan, para estos datos, intervalos wds

grandes aue aquelias en guo sus pardmetros so estimgron por Mindimes Cua-

Pars las Jistribucionss ajustadas por MY, se observa también que los
intervalos se hacen wayures para fos valores wds grandes (mayorus gastos

miximos observados).

La Distribucidn Camma de dos pavanetros prasenta inteyvales de confian-
za (para un nivel del 90%) wacho mis grandes gue fas otras distirtbucic-
nes pars estes datos (uo se dibujaron).

brocuanto a la desyiacion estdndar de bes crveres {y consiguente suma
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de las diferencias al cuadrado de eventos estimados y eventos obser--
vados correspondientes ), el menor valor, comparativamente, corresponde
a la Distribucidn Exponencial y el mayor a la Distribucién Normal: la
Distribucidn Gamma de dos pardmetros tiene el tercer valor mds grande
por To que se ohserva que este valor y los intervalos de confianza no
coinciden en cuanto a1l crden de "clesificacidn de lTos modelos” para
estos datos (seglin 1a desviacion estdndar de los errores y el tamafio de

Tos intervales do cenfianza).

Respecto a la Prueba Kolmogorov-Smivnov, se tieve que pars un nivel de
significancis del 10% {secc. 6.1) y n 20, se obtiene de Ta tabla 4 del
apéndice un valor {secc. 6.3}

d o ¥ 0,24

Ny
;

or este nivel de significencia, se cumple Ya condicion de que D, {cal--
celado por da ec. 5.5% sea menor que do pave tndas 'as distribuciones
sropuestas como modelo gue siauen tes dotos to curl auiers deciy gue,
cagin aste eriterio, cualyuiora de esuas disiribucicones puade sdostarse
come 1a <de Ta poblacion & la cual pertencoen Yoo gasitos waximos anuales
abservades. S cwbargo, o0 o Cesta de selecodonar una sola distribu.-
cian, reselita rozonab e enceoger cguelta gue presenta of wenor vaior de

Do de touas tas propuestas, op esie case T D teibucion sponencial,

Be ies youultadoes o) edloulo de DL {Suma Ao oo diterencias al cuadrado

,
N

dee e pechatilidaes abservaaa vy asbimads acumladas), se observa ]

compararton ortye o7 dpndeles ) e en ogeneral concucedan can los de da

arueba Folwargorey el awy vor cqesiplo, e Dicmbucion Bormal tieoe ¢l
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maximo valor tanto de D, como de Dy, También debe observarse que, para
estos datos, las distribuciones de tres pardmetros {(Lognormal y Gamma, en

ese orden) tuvieron los valores menores correspondientes de D.

En forma semejante, para Ta Prueba x*, para un nivel de significancio
iqual (10%) y para n - k = 3 grados de libertad (seccidn 4.3.1), de la
tabla 3 del apéndice se obtiene el valor critico:

o - -
X2 = 6.2
U903

Para este nivel (10%), sdlo Ta Distribucion Normal es rechazada y de las
restantes distribuciones, la Distribucidn Exponzncial es 1 que presanta
el menor valor de su correspondienie D ; las otras distribuciones pre--

sentan vaiores del mismo orden de waghitud de Dl.

La prueba 7 es también un criterio para seleccionar un modelo de va--
rios propuestos, por lo gue en esie caso ce escogeria la Distribucion
‘wponencial camo ta distribucion a la que pertenccen los gastns miximos
anuales, sin enbargo, debe ftomavyse er cuenta, yue los resultados (vaio-

ves de )Y vardan <1 we escogen otros intervalos de clase.
H

Por otro lade, en fopms qeacral, Lon cokados doocba sruebd cofnet-
dixip {oomparativemeate) con Tos resoitados de la Pruebi Kolmogorov-Smiv-
novs por ejomnla. Ta dovocbuecion con maver vaice di booes Lo que pree

senta fambion 1 osayey voler e P dDisteibucion flormad)

De Yo apiicac.du fol oo iy Sweatra, oo Meincinibiiod rosulia e @)
mejar movele pure o o g oves wintades obsovvadas, o 80 ool

el cual presenia 1 oowoyoy peohal Tdid pos e 7L ). Bosyuds de @
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Gl = exponencial es Ja distribucion con mayor probabilidad posterior,
+

E1 hecho de que Ta Distribucion Normal sea la mejor eleccidn siguiendo
este criterio estd en desacuerdo con los resultados de las otras pruebas
aplicadas, en las cuales es el "peor" modelo (de los propuestos) para
estos datos. Sin embargo, el segundo mejor modelo es la Distribucion
Exponencial, que las otras pruebas sugieren como representativo de los

datos.

Debe seffatarse también, que T2 diferencia en la probabilidad posterior

entre Tos modeloss y o es pequefia (menos de 0.02)

H 1
En Ta tabla 7.24 se presenta un resusen de Yas pruehas aplicadas a los

gastos maximos enuales registrados.

De acuerde a Jos - csultados v a las chservaciones de Yios hechas, ol
modelo seleccionado cono acuel que siquen fos datos y o parti del cual

sweden hacerse tnverencios es la Distribucidn Duponencial.
|

Ensequida se presentan Gas expresiones ubilizodas  tos parvametros esti--
matos y o5 eventos estimsdos correspondientes o cferentes poriodos de
retorne con s corresponeienies intervares de confianza para 1o disbri-

bucion escogida:

Modelo seleccionsdo: Distribucion twponencia, {de dos parvdmetios) .

Funcidn de di trd o ion acumdas TR
by 1) CAP Ay i
Pardmetyos estine (porv windmos vadrados )

-

1
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A - 0,0023342

Expresion de los eventos estimados i (a partir de 3.51 y 2.57)

Yo- o ! Ln T

Eventos estimodos para diferentes periodos de retorno e intervalos de

confianza

T(afios) y(mS/ﬁeg) ybts,
50 1 941,50, 1 876.67, 2 006.33
100 ¢ 238.40, 2 169,49, 2 317.43
1 000 3 224,92, 3 098,28, 3 321.5¢6

16 000 4 211.39, 4 036.66, 4 386.17



METODO DE

DISTRIBUCLON AJUSTE
NORMAL min nos
cuadrados
. OGNORMAL maxima
de 2 verosimi i tud
pardmetros

LLOGNORMAL
de 3
parametros

GUMBEL.

EXPONENCIAL
de 2 paramelros

GAMMA

de 2
pardmetros
GAMMA

de 3
pardmetros

X ima
veros miliiud

max 1ma
verosia 11 tuc

minimos
cuadrados

M2 xims

veros m hroud

a1
verostid H tud

PARAMETROS

ESTIMADOS

=
i

~<
EH

G, =

v68.0769

3/9.3653

6. 309

0.5190

6.1430

0.6407

= 100. 5804

{().0039
209,359/

26,.5298
0.0023342

—

).006435
4,2070
000788

1.,25506

AVAVIILE:

1

TABLA 7.24

DESVIACION
ESTANDAR DE

LOS
ERRORLS

L4,

73.

U

46 .

0.

2150

112

1255

636

L5022

)
L)(‘l)((,

2207

PRUEBA

0

0

¢.

0

K-35

. 1607

.0938

L0878

1092

L0741

1026

0787

SUMA DE LAS
PIFERENCIAS
AL

CUADRADO

0.1587

0.,0333

0.0259

0.0625

0.0320

0.,0835

0.0273

MUESTRAS.

PRUEBA DE
VEROST -
X2 MILITUD,
8.0006 0.2404
3.6215 0.1760
4,2566 - - -
4.8330 0.1587
2.9380 0.2728
4,7184 0,2021
4,1385 -

/7



8. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el desarrollo de este irabajo, tanto en la parte tedrica como en las
aplicaciones, se destaca la necesidad de contar con reaistros historicos
largos, 1o que conduce a reducir las incertidumbres estadistica y de me-
delo, ésto, Ta mayoria de Tas veces no es posible para eventos hidrold-
gicos, por 1o que se debe tratar de aprovechar al mdxime la informacion

disponibie.

E1 uso de la Prebabiiidad y [stadistica preporciona los medios de ex--
traer de la informacidn las caracteristicas que permiten hacer inferen-

cias, ast como formas de ovaluacion de resultados.

No existe un nodeio probabilistico 8] cual una muestra se ajuste en
formz perfecta, pero muchos se aproximan bastante a o1la. las distribu-
cicnes de probabilided cstudizdes, son modeias que pueden ser ussdos pa-
ra obtencr el evenio de disens (de diversas ohras hidrdulicas), cusndo
Gst se obbicne whitizendo registvos de ovenios mixiacs foastos mixines
anuales); habrd unmodelo nue presenie un oejor ajuste que los otros y
fabrd otros que definitivamerto o can vdabidon pare caos datos y deban

doscarlarse,



E1 ejemplo 3.1 muestra la importancia que posee el tamafio de la muestra
en la reduccion de la incertidumbre estadistica ya que aunque los valo-
res de los estimadores variaron arriba y abajc de los valores verdade--
ros en una forma ne censistente en Tos ensayos hechos, la desviacian es-
tandar de Tos errores siempre tuvo la tendencia a disminuir al aumentar
el tamaiio de Ta "muestra": cabe ahora sefialar que los pardmetros se ajus
taron por momentos. Ademds se observd que los valores de los estimadores
de los pardmeiros (de Ta Distribucidn Gumbel), variaron menos v tendie-
ron hacia los verdaderos valores (eonocidos en este ejemplo), para un ta-

mafo de Ta muestra del orden de 60 en el caso estudiado.

Relacionando el ejemplo 3.1 con el 5.1, en donde la estimacitn de pard-~
metros se hace por dos métodos diferentes, vesulta interesante la siguien

te observacion:

AT ajustar una serie de eventos que se sabe siguen una determinada dis--
Lribucion, a esa misma distribucion, es de csperarse que los pardmetros
esbimades tengan valores mily aproxiinados a los de los verdaderos, Para
el caso de ajuste por nomentos, la diferencia tue considerable en tanto
que para el caso de ajuste por mininos cuadrados

fue nuia, Esto conduce

7

a considerar una posibie ventaja de un wotodo sobre el otro

Por 1o gue rospecte a tas propiedades de oo estimadores, -«las son ime-
portantes o son wsados dmplicilamente al aplicar algin metodo de cestim -
ciony en ol eiempl A0t ademas de comprobar 2bqunas prapicdades, weosub-
caya 1o necesidad deocontar con o Ulmadores que 5 pasean. 14 pric .-

tica, Tar propiedades iasesgn o elicioncia o bas primeramentc requeri- -
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das ya que generalmente implican otras,

Los métodos de ajuste estan en relacién con Ya incertidumbre estadistica,
Debe destacarse la importancia de aprovechar la experiencia del ingenie-
ro al ajustar una muestra ya que esta puede facilitar la eleccion del
método a usar. También debe sefalarse que tanto en los ejemplos como en
las aplicaciones de este trabajo, se considerd siempre el caso de una
poblacidn, pero no debe eliminarse la posible existencia de dos pohla~--
ciones (secc.3.3a), en cuyo caso debe recurrirse a métodos de ajuste di-

ferentes a los estudiados aqui.

El método de ajuste por momentes tiene 1a wventaja, sobre los otros dos
aqui estudiados, de su sencillez al aplicarlo: los estimadores obtenidos
por momentos son funcicnes de la muestra que pueden usarse como primera
aproximacion en el método de midxima verosimilitud que requiere en muchos
£asos resolver una ecuacifin no lineal para obtener las estimas de los

parametros,

Los métodos de winimos cuadrados y mixime verosimilitud necesitan de
céleutos para los cuales en muchas ccasiones debe recurpirse al uso de
programas de computadora aungue las propiedades que poseen Tos estimado-
res obtenidos por estes métodos To Justifican va que en muchos casns su-

peran ¢ las de Tos estimadores obtenidos por momentos

En el cjemplo 5.1, aungue se aptica ¢ método de estimocion por minimos
cuidrados. s principal finalidad  : 1a de shservar ef comportamiento de
valores mazimos y gustifica- de alguna forme o1 usn generalicodo de al-

qunas distribuciones como b Gumbel en Ja obtencion de un gasto maximo
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de disefo.

Los resultados también confirman la impovtancia que tiene el tamafio de
1a muestra, ya que a manera que este fue mayor en los ensayos realiza--
dos. La Distribucidn Gumbel fue "mejorando" con respecto a las otras
distribuciones empleadas de acuerdo a la desviacion estandar de los

errores calculada.

De la observacidn de las graficas cerrespondientes a este ejemplo (5.1),
se deduce, aunque el nimero de ensayos fue corto, que no obstante que

algunis curvas se ajustan en forma bastante aceptable (en forma gréfica)
para valores intermedios y menores, no sicmore su ajuste es el nejor pa-
ra los valores mayores, 10 que represenia una circunstancia desfavorable

que tamhién va siendo eliminada cuando el tamafio de la muestra crece,

Tamhién, de acverde a los resultados chservados en Tas graficas, puede
confirmarse que es acertado el uso de estas distribuciones de probabili-
dad en relacidn con funciones del periodo de retorno como modelos pro--
puestos de una =erie de observocionss de valores miximos ye gue ninguna

curva difiere en forma exagerada de las observacionies.

De las observaciones hochas & los resultados del edemplo 6.1, se reafir-
ma Yo fmportancis cue tienen las prushas de bowdad de ajuste y la nece-
sidad de contar con criterios de seleccidn. 5S¢ propone la seleccion del
modeto que presente el wonor valor de los estadisticos correspondienics
\

a las pruchas (4

2 i),-ﬂ.). et como o) Je moncr vator de 5 (v, 5.35)

Lag prachas o homdad de sjuste ectin asociadas a Ja incertidunbre de

modele,  Yaule o Yos egempios como en Tas aplicaciones. e observa que
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los resultados para elegir un determinado modelo coinciden en forma ge-

neral, en elegir el mismo al aplicar distintas pruebas.

Algunos criterios (X2 y Kolmogorov-Smirnov), pueden relacionarse con
pruebas de Hipotesis, 1o que reafirma su conveniencia en la seleccion de
una distribucion de probabilidad. Los otros ¢riterios no estdn relacio-
nados con pruebas de hipotesis, es decir, el estadistico obtenido no si-
gue una distribucion tedrica cenocida o no ha sido suficientemente estu-
diado, aunque sus resultados, al aplicar las pruebas en este trabajo,

- ol .
coinciden en forma general con los de Jas otras (X° y Kolmogorov-Smirnov)

Debe considerarse la posibilidsd de utilizar un modelo compuesto (Ref.8)
para obtener ¢l evante de diserio; tal modelo consiste en una combing--
cign tineal de los modelos propuestos, siendo la probabiiidad posterior
(Criterio Muestras de Verosimilitud), la proporcién en que interviene
cacda uno. E1 evento de disefin estaria dado por lo tanto, por la suma de
porcentajes de los eventos de disefio obtenidos seglin cade modelo pro«--
puesto; tos porcentajes representan la probabilidad postericr de cada

uno {su cidleulo fue ilusirado en el ejemplo 6.3).

EV criterio de Muestras de Verosimilitud es muy sensible a errores numé-
ricos por Jo que debe tenerse especial cuidado en el manejo de Tas ci--

frias decimales para no incremenlar o restar importaccia 3 un medelo.

. ? : 1
A oaplicar Ya pruebs X', las muestras representadas por registros de
aBsion madximos orualoes geneealneate no sabisfacen algunas de tas condf-
canaes renqueridis: poe cdempios "no menos del 200 de Tog intervalos ten

gan wenas de ciiaco cosnton Sdmpdest | o cunl conduck @ unid menopr con--

Refevonciag B
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fiabilidad en la prueba.

La aplicacion de las pruebas de Bondad de Ajuste a Jos gastos medidos

en una estacion hidrométrica conduce a resultados que en general coin-
ciden en seieccionar la misma distribucion como el modelo al que se
ajustan mejor los datos, a partir de esa distribucion puede obtenerse

el evento de disefio; esta concordancia trae consigo una mayor cenfiabi--

Tidad en Ta aplicacion de estas pruebas.



APENDICE *

Plas tablas 1, ¥y 3 se obtuvieron de do referencia 14y 1a tabla 4

de Yo reforencia



TABLA 1.,

Areas bajo Ca curva

nownal estandanizada de 0 @ z

z 0 1 2 3 ) 5 6 7 8 9
0,0 00000 000840  0.0G20 000120 00160 L0199 0.0239 00279 0039 00389
0, 0.0398 00435 00478 00517 00557 00596 00636 00675 00718 0,0754
G2 00793 0,0832 0087 0,0910 05,0948 0,007 1026 01064 01103 O,1(d}
0,3 00179 04217 01255 00,1293 0,1331 G.1368  0,1406 01443 0,1480 01517
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TABLA 4. Valoxes criticos d2 de La prueba
KoLmoqurov -Sméanaoy,

Tamaiio de
La muestna, w - 0.10 g o= 0,05 e - 0,01

5 0.51 8,56 .67

20 0.25 0.29 .35
25 0.24 0.76 0,32
30 6.2¢ 0.24 0.2¢

40 g.19 0.21 8.25

i > 40 1,22/ i (YR T i 83/
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