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1. 	INTRODUCCION 

El diseño de muchas obras hidráulicas requiere de la determinaci'n de la 

magnitud de un evento relacionado con fenómenos naturales como 

precipitaciones o avenidas cuyos valores son variables con respecto al 

tiempo y tienen carácter aleatorio. 

En el diseño de determinados tipos de obras hidráulicas, el conrpnt0 

del período de retorno de las avenidas o gastos máximos posee gran 

importancia ya que tal período está asociado a la probabilidad de ocu-

rrencia (riesgo) de un evento de mayor magnitud que el de diseño durante 

la vida útil de la obra. 

La magnitud del evento hidrológico de diseño debe ser tal que satisfaga 

las condiciones de seguridad y economía de una obra de Ingeniería Civil. 

Para determinar esta magnitud, el ingeniero puede recurrir a registros 

de algunos eventos (gastos, precipitaciones, volúmenes,...) medidos en 

estaciones para tal efecto. 

El ingeniero, por lo tanto, se enfrenta por lo menos a tres tipos de 

incertidtimbre*: La natural o esencial debida a la consideración de 

* Referencia 2. 



que los eventos hidrológicos son eventos aleatorios; la estadística, 

relacionada con una determinación imprecisa de los parámetros del modelo; 

y la de modelo, al no poder tener la seguridad de que el modelo escogido 

es la mejor elección. 

La incertidumbre natural no puede evitarse debido a la misma naturaleza 

de los eventos hidrológicos al carecer de una información completa de 

ellos. Lo que en éste trabajo se trata, está relacionado con la incerti 

dumbre estadística y con la incertidumbre de modelo. 

El uso de modelos probabilísticosyde la e s t: a d í s t i c a para in-

ferir el comportamiento de los eventos hidrológicos data de mucho tiempo 

y está respaldado por una amplia teoría. 

En este trabajo, se presenta la teoría en la que se basan las inferen--

cias a partir de las cuales se obtienen eventos de diseño, así como su 

aplicación a los gastos máximos anuales registrados en una estación hi--

drométrica. 

Se presentan ejemplos, algunos de ellos, con la finalidad de visualizar 

mejor conceptos teóricos y otros que, haciendo uso de la teoría de Proba-

bilidad y Estadística, pretenden hacer notar la importancia que tiene el 

hacer ciertas consideraciones a priori, las cuales pueden conducir a erro 

res de mayor magnitud en la obtención de un evento de diseno. 

Se trata tambijw, con la informilición disponible. de reducir las incerti-

dumbres estadística y do modelo al aplicar la teoría, además de cuantifi 

cartas. 
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El capítulo 2 se refiere a las distribuciones empíricas y la teoría de 

Probabilidad, además de conceptos utilizados en la estimación de eventos 

como el período de retorno y valores extremos. 

En el capítulo 3, se estudian varios modelos usados en Hidrología super-

ficial; conociendo sus características y con la experiencia del ingenie-

ro puede reducirse la tarea de seleccionar o rechazar un modelo. 

En el capítulo 4 se tratan las propiedades de los estimadores de los pa-

rámetros; en el capítulo 5, los métodos de estimación de esos parámetros 

así como sus propiedades al ser estimados por los distintos métodos. 

El capítulo 6 se dedica a la verificación o selección del modelo propues 

to para lo cual se usan pruebas de bondad de ajuste; se tratan varios 

criterios, que se relacionan básicamente con la incertidumbre de modelo. 

En el capítulo 7 se presenta la aplicación de los conceptos de los capí-

tulos anteriores a los gastos máximos anuales registrados en una esta---

ción hidrométrica; los resultados se analizan y se hacen observaciones. 

Finalmente, en el capítulo 8, se plantean las conclusiones del desarro-

llo de este trabajo y se hacen algunas recomendaciones que pretenden ser 

de utilidad. 
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2. 	FUNDAMENTOS DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA 

2.1. 	Estadística 

2.1,1. 	PobeacícIn 	mue:s.t.w. 

A la totalidad de posibles observaciones o datos que se obtienen cuando 

se lleva a cabo un experimento en forma exhaustiva se le llama población. 

Una muestra es un grupo de datos obtenidos de la población de una deter-

minada forma; el número de elementos que la componen se llama tamaño de 

la muestra y generalmente se denota por u. 

2.1.2. 	0i3P1,dylec..ovie de t;necuenc¿. 

Una vez que se ha extraído uua muestra (le u datos (observaciones), es- - 

conveniente ordenarlos de acuerdo a su valor (de mayor a menor o vicever 

sa) cuando pueden cuantificarse. De acuerdo al número de datos y al cri 

terio del ingeniero, es posible determinar intervalos a los que se les--

llama intervalos de clase, definidos por límites llamados limites de cia 

se 



Los puntos medios de los intervalos se llaman marcas de clase y el núme-

ro de datos que corresponden al intervalo, frecuencia, 

Cuando los intervalos de clase y sus correspondientes frecuencias se pre 

sentan en forma ordenada en una tabla, se tiene una distribución de fre-

cuencias.. Un histograma es una representación gráfica de la distritu -- 

ción de frecuencias, en la que, en el eje horizontal (abscisas) se repre 

senta la característica del fenómeno estudiado por medio de intervalos -

de clase y en el eje vertical (ordenadas), la frecuencia con que se pre- 

senta esa característica. 	Esto da lugar a una serie de rectángulos cu-- 

yas bases son los intervalos de clase y sus alturas, las correspondien—

tes frecuencias. 

Si se divide la frecuencia de cada intervalo entre el número total de ob 

servaciones (u), se obtienen frecuencias relativas, a cuya distribución 

se le llama distribución de frecuencia relativas. 

Un histograma puede ser de frecuencias o de frecuencias relativas. La 

suma de las áreas de los rectángulos para un histograma de frecuencias 

relativas es igual a la unidad. 

Si en un histograma de fr(,,:uencias se unen los puntos medios de los lados 

superiores de sus rectángulos, a la línea oue resulta de esa unión se le 

llama polígono de frecuencias. Similarmente, puede obtenerse un polígo-

no de frecuencias relativas a partir del histograma de frecuencias rela- 

tivas. 	Los puntos tienen como abscisas las marcas de clase y como orde- 

nadas las frecuencias o las frecuencias relativas. 

Si se suman parcial y sucesivamente las frecuencias, la frecuencia total 



de todos los valores menores que un cierto límite de un intervalo se lla 

ma frecuencia acumulada, si se presenta en una tabla, se tiene una dis--

tribución de frecuencias acumuladas y si se hace para las frecuencias re 

lativas, la distribución es de frecuencias relativas acumuladas, 

Las gráficas correspondientes a la distribución de frecuencias acumula--

das y a la de frecuencias relativas acumuladas se construyen por medio de 

puntos que tienen como abscisas los límites reales de clase y como orle 

nadas las sumas parciales de las frecuencias acumuladas y las frecuencias 

relativas' acumuladas respectivamente. 	Las gráficas obtenidas al unir 

los puntos se llaman polígono de frecuencias acumuladas y polígono de- - 

frecuencias relativas acumuladas. 	El punto inicial del polígono de fre- 

cuencias relativas tiene como ordenada o y el punto final, 1. 

2.1.3. 	Medída de tendencia eentnae, de d_14)en,s_ic'n '' de cuimrPlía. 

De una muestra, pueden calcularse valores representativos de ella llama-

dos estadísticos muestrales o sólo estadísticos. A los correspondientes-

valores de lo población se les llama parámetros poblacionales o sólo pa-

rámetros, A continuación se describen algunos importantes estadísticos. 

Meia. Es el promedio aritmético de todos los datos de la muestra. Si 

los valores observados se denotan por X I , X 	,Xii 
 y la media por 

X, se tiene: 

(2,1) 

MedíaHa. Es el valor para el cual, la mitad de los datos son menores- - 
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que 11 y la mitad, mayores. 	Si el número de datos es par, la mediana-- 

es el promedio aritmético de los dos valores medios cuando los datos es 

tán ordenados de mayor a menor o viceversa. 

Modo. 	Es el valor con más frecuencia de los datos de la muestra, 	Es - 

posible que no exista o que no sea única. 

Vcm(:aHcía. Es una medida de dispersión de los valores observados; indí 

ca como éstos se encuentran agrupados alrededor de la media. Se repre-

senta por S-. 

(2.2) 

La división entre u se hace para obtener un promedio de las desviaciones 

y de tratar así de evitar lo dependencia del tamaño de la muestra. 

nt(ludwz. Se define como la raíz cuadrada poSitiva de la va-

riancia. 

1I- Sx 2  

(2,3) 

Coe¡ícente. de va,liw('h. 	Se define como el cociente de la desviación 

estándar de la muestra entre su media. Resulta útil cuando se comparan 

las dispersiones de varias muestras. 	Se representa por V. 

\IX 
X 

(2,4) 

Coi,. !I  t.e (en te. (1,,  o 	, 	Es precisamente una medida de asimetría de la 



distribución de frecuencias de la muestra, Si el histograma de Frecuen-

cias (o el de frecuencias relativas) tiene un eje vertical de simetría, 

este coeficiente vale cero; se define corno: 

1 
n 	' 

(X,  -  

(2.5) 

La división entre el cubo de la desviación estándar es para hacer adimen 

cional el coeficiente. 

La media, la mediana y la moda son llamadas medidas de tendencia central, 

la variancia, la desviación estándar y el coeficiente de variación, medí 

das de dispersión; el coeficiente de asimetría, como se mencionó, es una 

medida de asimetría. 

2.7,4, 	WW4.11t03 de una ,mEllPlu. 

Dados los valores o datos X I , X , . . . , X con inedia V, el momento de 

orden r con respecto a la media está ciado por: 

11 
lh  11 i=1 

(2,6) 

De acuerdo a esta expresión, la variancia (cc. 	2.2 ), representa el mo- 

mento de segundo orden con respecto a la inedia. Asimismo, el dividendo 

en (2.5) es el momento de tercer orden de la muestra. 

2,1,5. 	Medikla.s de CCMCe0C-61H. 

Cuando se tienen dos muestras del mismo tamaño, es posible establecer -- 

8 



una correlación entre ellas, es decir una relación uno e uno entre los 

datos. Por medio de la covariancia y el coeficiente de correlación es 

posible cuantificar la correlación. 

Couwliancía. Si se representan por Xi y X respectivamente los datos y 

la media de una muestra y por Iri y ic los datos y la media de otra, la 

covariancia de esas dos muestras se expresa como: 

Sx,y = 	
1 	

(xd - X) 	- u) 

(2.7) 

CoWcieute de ce,tu.eacill, Al igual que la covariancia correlaciona- - 

dos muestras de igual tamaño. Siendo Sx y 	las correspondientes des--

viaciones estándar de las muestras formadas por los valores Xi y (fi, el 

coeficiente de correlación está dado por: 

Sx,v 
rx,y 

El coeficiente de correlación toma valores en el intervalo 1.-1, II 

Los valores extremos+1 indican que los puntos 
	

) se encuentran 

exactamente sobre una línea recta cuando estos se dibujan en un sistema 

de coordenadas X Y. 	Ll signo del coeficiente indica la pendiente aproxi 

nada que siguen los puntos en conjunto, 

2,2. 	Probabilidad 

2.2.1. 	rypryi.ímente, 	(1X('CPW. 

9 

x Sy 

(2.8) 
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Los problemas de ingeniería son en parte también problemas de incertidum 

bre debido al conocimiento incompleto del fenómeno estudiado y a la fal 

ta de información suficiente (datos). 	Esta incertidumbre es tratada por 

la teoría de probabilidad. 

Definiendo como experimento a cualquier proceso de observación, al con--

junto de todos los posibles resultados de un experimento se le llama es-

pacio Muestra', el cual consiste en una serie de puntos llamados puntos 

muestrales, cada uno de las cuales está asociado con un solo resultado--

definido. 

Un evento es un conjunto de puntos muestrales; si tiene un solo elemen-

to se llama evento simple y si tiene dos o más, evento compuesto. Cuan 

dos eventos no tienen puntos muestrales en comiln son llamados mutuamente 

exclusivos. 

Un espacio muestral continuo es aquel en el que sus puntos pueden tomar 

cualquier valor real entre ciertos límites (que pueden ser --, y 4.,0). Un 

espacio muestral discontinuo o discreto es aquel en el que sus elementos 

toman sólo valores enteros. 

Es importante definir los siguientes axiomas de probabilidad. 

1. La probabilidad de un evento R es mayor o igual que o y menor o i --

gual que 1. 

O < Pr R )  

PH:significa probabilidad de A 	 (2,9) 



2, La probabilidad de un evento seguro S es 1 

P (SI= 1 

(2,10) 

3. La probabilidad de un evento, resultado de la unión de dos eventos -- 

A y.E3 mutuamente exclusivos 	es igual a la suma de sus respectivas - 

probabilidades 

P (A U 13, = r (A)+ P (U) 

(2.11) 

3. Del axioma 2, si S es la unión de 	eventos simples y estos son -- 

mutuamente exclusivos: 

n 

Donde Ei son eventos simples asociados a puntos muestrales. 
(2.12) 

 

2.2.2 	P.kolmWaad cond.¿.ei.onaC e aderende_ncia. 

Probabilidad condicional. 	La probabilidad condicional del evento A dacio 

que el evento o ha ocurrido, se define como: 

P 	A 1 13 
	P (7,n P,) 	I (11 / 

(ron 	es la intersección de los eventos A y e 	(2,13) 

Independencia. 	Dos eventos A y e son mutuamente independientes 'si 

[a) 

(2, 14 ) 

11 



Igualando (2,13) y (2,11) 

-T-(Tgr' (A) 

A n B) 

(2.15) 

Por lo que para eventos independientes se tiene que: 

fAn 	= P (A) 

(2.16) 

y también: 

(13 A) -= p ( 13) 

(2.17) 

En general, si los eventos A,B,...,N son mutuamente independientes, de-

be cumplirse que: 

1) (71 11 	n 	= e (A) P H. ..e ( 

(2.18) 

2.2.3 	V 	b e25 ae tel (in. 

En lo teoría de probabilidad, resulta de gran utilidad el concepto mate-

mático de variable y de función; en dicha teoría se manejan variables --

aleatorias y funciones de esas variables. 

Una variable aleatoria es uno variable numórica cuyo valor no puede pre-

decirse con precisión antes de un experimento. Existe un valor de la --

variable aleatoria asociado a cada evento simple del espacio muestral, 

12 



pero diferentes eventos simples pueden - tener el mismo valor asociado de 

la variable aleatoria, es decir, 	una variable aleatoria asigna un valor 

numérico a cada posible resultado. 

Cuando el número de valores (finito o infinito) que una variable aleato- 

ria puede tomar es contable 	a la variable se le llama 

discreta, de otra forma, variable aleatoria continua. 

2,2.4 	ruilffilieS de_ 1v,(1(thi« 

La ley de probabilidad de una variable discreta es llamada función masa 

de probabilidad (fmp) y tiene la forma: 

( 	P(X - 

(2.19) 

La letra mayúscula X representa una variable aleatoria, la misma letra 

pero mínuscula (x), el valor que puede tomar. 

Para una variable aleatoria continua, su ley (le probabilidad es llamada 

función de densidad de probabilidad (fdp). 

Una variable continua puede tomar cualquier valor en los ejes de coorde-

nadas reales por lo que la probabilidad de que la variable aleatoria to- 

me un valor específico es cero, es decir, Py (X-x),---o 	Debido a lo ante- 

rior se toma un intervalo diferencial de 	a \ 	tal que la probabill.  

dad de que X esté en él es I 	( 1 ti,  que es la función de densidad de -- 

probabilidad. 
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probabilidad de que una variable aleatoria tome un valor en un intervalo 

de longitud finita es la integral de la fdp en ese intervalo. En forma 

gráfica, si el intervalo está limitado por x
1 
 y X 2 , la probabilidad de - 

que X asuma un valor dentro del intervalo es el área bajo la curva 

fx (x) dx; es decir: 

P(x1
< X < "' 
	

fx (x) dx 

X 1 
(2. 20) 

Como se mencionó, a fx (x), se le llama función de densidad de probabili 

dad y su valor no es propiamente una probabilidad, como su nombre lo in- 

	

dica es sólo una medida de densidad en un punto. 	En la figura 2,1. Se 

presenta esta función, 
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1101. 
1 	2 

Figura 2,1. Función de densidad de probabilidad. 

Una fdp debe cumplir dos condiciones: 

f V  (x) 	0 para toda x 



fx (x) (:' 	1  

(2.21) 

Otra forma de describir la distribución de probabilidad de una variable 

aleatoria la representa la función de distribución acumulada (fda) dada 

por: 

(\) = P (X 
x 

(2,22) 

Para una variable discreta: 

Fx (x) = 	í 	) 

i=1 x 

(2,23) 

y para una variable continua 

x (x.) = P 	< 
	x) 
	

f 	) dY: 

(2,21) 

es decir: 

dF x (x.) 

= f 	d,  

(2,25) 

En la figura 2.2 se presenta la función de distribución acumulada, 
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Figura 2.2. Función de distribución acumulada. 

2.2.5 hpentinza 	vafone,!, e,spew(do,s. 

Para una variable aleatoria,dada su función de probabilidad, la esperan-

za matemática se define como la convergencia a un valor constante de la 

suma de los productos de la variable por su respectiva probabilidad cuan.  

do el número de productos tiende a infinito. 

E (X} 
	

xf
x
(x) dx 
	

si x es contínua 

(2.26) 

Y 
rr 

E 	{X} 	lím. 	x.P 
x
(x) si x es discreta 

u , 	¿,1 	 (2,27) 

X: es la variable aleatoria 

E(Xl: es la esperanza. esperanza matemática, valor 

esperado o media de X. 

Paca una función de X; q(X): 
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E(g(X)) = 	g(x) fx(x)dx 	si X es contínua 

(2.28) 

E{g(X)} 	g(x.) P
x 
 (x.) si X es discreta 

(2.29) 

2,2,6 Momento,5 de una uwtiabCe a£cato/m:a 

Una función de distribución de probabilidad puede ser definida en térmi-

nos de sus momentos. Los momentos representan parámetros que tienen sig-

nificado físico o geométrico al igual que en mecánica de los sólidos. 

Simbólicamente, los momentos de una variable aleatoria con respecto al 

origen se definen como: 

Donde: 

(r)' 	r 
ux 	

7. 	 xf
x 
(x) dx 	si X es continua 

r 	1  (r) 	1 
= 	x. P

x
(x 	= - 	x. si X es discreta 

i=1 

(2.30) 

(2.31) 

X:. es la variable aleatoria 

(r : es el momento de orden r de X con respecto al origen 

r: es el orden del momento: 1, 2. 3,—. 

El momento de orden 1, de primer orden o primer momento con respecto 

al origen es la media o promedio aritmético de X, se denotará para mx. 

Es igual al valor esperado de X expmsldopor (2.26) ó (2.27) según el 

caso. Por lo tanto: 
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f 	( x) dx 

(1),  
g (x) = X - llx 	= X - mx: 

(ry. 
II = 	( X - 111x 

- C,J 
si X es continua 

( 1 ) 1  
iix 	= E {X 1= mx 	X f 

x 
) dx 	si x es continua 

18 

(2 32) 
11 

(t)'= 	E ;X1 = 	
n 
	si x es discreta 

(2,33) 

Los momentos con respecto a la media se llaman momentos centrales y se 

definen como los momentos de una función de la variable aleatoria: 

(r) 	, 	n 

- 	1 	• 	'x -m ) r  
n 	x 

n 

si x es discreta 

(2.34) 

(2.35) 

es el momento de orden r respecto a la media ó r-ésimo mo--

mento central. 

Al igual que el primer momento respecto al origen,el segundo momento cen.  

tral es de gran impotancia ya que representa la variancia de la población 

y se representa por ()': 

Sustituyendo (x 	m ) por g (x) en (2.28) y (2.29), 	se tiene: 

(2) 	2 
= (-1,„ =VarIX1- 	E1X -mi 1(x -m 	f

x 
 (x) dx 	siXes continua 

(2,36) 

( 2) 
Px = 	=Var 	1- 	L {X - m - m ) 	si X es discreta 

x' 	1.1 

(2 37) 



E 	- m 	: es el valor esperado de la función 

9 (x) = X - m
x 

La raíz cuadrada positiva de la variancia en (2.36) y (2,37) es llamada 

desviación estándar. 

19 

(2.38) 

El coeficiente de variación de una variable aleatoria formaliza, al ----

igual que para una muestra, la comparación entre la desviación estándar 

y la media 	Se define por: 

o 
V = •-- 

X 	111 
(2.39) 

El tercer momento central es necesario para definir el coeficiente de 

asimetría 

(2.40) 

Ademásde 	, en función de los momentos centrales pueden obtenerse: 

(4) 

p (5) 

u  
1 x  

p (6)  

(2.41) 

es llamado coeficiente de curtosis y al igual que y.,),  y4, llega a re.  

soltar de utilidad en aplicaciones de probabilidad y estadística. 
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2,2,7 	PkobabU,Mad conjunto. 

Cuando dos o más variables aleatorias son consideradas en forma siMultá-

nea, su comportamiento conjunto sigue una ley de probabilidad conjunta 

que al igual que para el caso de una sola variable, puede ser descrito 

por una función de densidad de probabilidad, una función masa de pro-

babilidad o por funciones de distribución acumulada. 

Para variables discretas: 

Px,y (x,y) = P[(X =x)n(Y 	y)) 

(2.42) 

Fx,y (::,y) = PPX 
	

) n P (Y 	Y)) 	

xyi <Y 

(2.43) 

x,y : son las variables aleatorias consideradas en forma conjunta. 

En forma análoga, para variables continuas: 

X? Y9 

P (xi  < X < x2) y P (Y1 	Y = y2] -j 	fx, y (x,y) dx dy 

x
1  y

i  

Fx y  (x5Y)=Pt( 	x) Y ( 	Y))' 

x y 
.j 	fx,y (x,y) dy dx 

En forma análoga a (2 25): 

(2.44) 

(2,45) 

(2,46) 

Si las variables aleatorias X y Y son independientes, es decir, si los 

eventos relacionados con X son independientes de los eventos relaciona-

dos con Y, se tiene (Ref 2): 

fxiY (x,y)' fx  (x) 

fYlx (7,x)' f, (y) 
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fX1 	(x,y) = fx  (x) fy (y) 

Fm,y (x,y) 	Fx (x) Fy (y) 

FxIy (x,v) = F. (>:) 

(2,47) 

También es posible definir los niomentos de una función de probabilidad 

conjunta, Aquí se tratará sólo uno llamado covaríancia, que es una medí 

da de correlación entre X y Y, dada por: 

ox , y = Coy ( X , Y) = E (X - lu) (Y - my  

=ff (x - 9 Cy 	fm,y (x,y) dx dy 

para X,Y continuas. 

o 	= Cov(x,y). 	(x 	m
x
) (y - m ) Px,y (x,y) 

x,y 	todas todas 	Y 

las x las y 

para x,y discretas 

(2,48) 

(2.49) 

Otra medida de la correlación, la representa el coeficiente de correla--

ción de dos variables aleatorias. 

COVJX 1 Y] 
P
X,y ox oy 

(2.5T) 

Donde: 

Ox,y: es el coeficiente de correlación 

ox,oy:son las respectivas variancias de las variables aleatorias X,Y 

Al igual que el coeficiente de correlación para dos muestras, el coeficien 

te 	de correlación de dos variables aleatorias, tiene como limites los 

valores + 1 y su magnitud el mismo significado. 

Aunque, aparentemente, un histograma y un polígono de frecuencias son si 
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mi lares a una función de densidad de probabilidad y a una función de 

distribución acumulada respectivamente, los primeros se refieren a datos 

empíricos observados y los segundos, a modelos de probabilidad teóricos. 

A partir de los datos empíricos, el ingeniero puede proponer un modelo 

matemático como representativo del fenómenoestudiado 	Generalmente es 

difícil encontrar un modelo exacto del fenómeno por lo que pueden propo 

nerse varias funciones de probabilidad y de acuerdo a ciertos criterios 

y pruebas, que se estudiarán posteriormente, elegir un modelo represen-

tativo con el cual puedan hacerse "predicciones". 

En resumen, el ingeniero debe adoptar un modelo matemático y posterior-

mente probar su validez con las observaciones hechas o datos disponi---

bles, para lo cual deben fijarse ciertas reglas y así aceptar o rechazar 

un modelo particular ó elegir uno de entre varios posibles 

2.2.8 	Pe/tiodo de. '1.etilUO, tc'eo u l'21 C'1(.'_3 c\t'Acw. 

,ictu'oo 	El período de retorno f de eventos hidrológicos se 

define como el tiempo promedio entre dos ocurrencias de un evento mayor' 

que una determinada magnitud (excedencias) 	Fsto no significa que una 

excedencia ocurra cada f dilOS, sino 'loe el tiempo promedio entre dos 

excedencias es de T años 	I I concepto cl período (e retorno tambión es 

aplicable a eventos de menor magnitud (mínii.w,). 

Si el período de retorno se reHere d eventos de mayor magnitud que un 

cierro valor, puede relacionar;(- ( Olí ur,a probabilidad de excedencia. 

el tiempo promedio (a re dor, ex,(,edri 	1, le probabilidad de que el 
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evento (excedencia) ocurra en cualquier año es 1/1" 

(2.51) 

Siendo p la probabilidad de que el evento sea mayor que un cierto valor 

(excedencia). 

Cuando se realizan n observaciones, la probabilidad observada de cada --

evento es: 

P - -1(11 
_ _ 

(2 

es el rango o número progresivo (1,2,3,,..) del evento cuando han sido 

ordenados de mayor a menor. 

En hidrología, en vez de (2,52) se usa: 

11+ 

(2.53) 

Esto se debe a que cundo se dibujan las observaciones (puntos) y las pro 

babilidades acumuladas en papeles especiales, la escala correspondiente 

a las probabilidades no es de O a 1, 	Por otro lado i/(10. 1) es un estilla,  

dor insesgado de la probabilidad observada para rada punto. La propie—

dad de insesgo será estudiada en capítulo 1. 

Sustituyendo (2 53) en (2.51), se tiene: 

(?,51) 

La Drobabi l i ciad ric, 	, , 7( priori( id 	dada 	*?? ) 
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de donde: 

   

24 

P (X > x ) = 1- P (X 	- Ex (x) 

(2,55) 

 

Sustiruyendo en (2,51) 

1 - Fx1  

   

  

(2.56) 

 

E 	( x) = 1 	_ 
Tx(x) 

 

(2.57) 

 

12,1emc. Se define como la probabilidad de que el evento de diseño sea 

excedido al menos una vez durante la vida útil de diseño. 

La probabilidad de no excedencia está dada por (2.22) 

Ex (x) 	P 
	

J 

Si los eventos son independientes, la probabilidad de no excedencia en 

cualquiera de los Ii años de vida útil es: 

P iX 	1) 	p [xvi 	x ) 	(Ex  ( 

(2.58) 

Por lo tanto, la probabilidad de excedencia es: 

P (X 	x)=1 - 	Ex (x) 	

(2„59) 

A esta probabilidad se le llama riesgo, se representa por R. Sustituyen 

do (2,57) en (2,59) se tiene Finalmente: 

R - 1 -{1 

Generalmente el riesgo es dado en purcienlu. 

il 

(2.60) 
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Vatune e.xtflemo,s. 	Los valores extremos de una serie de variables aleato 

rias son de gran interés para llevar a cabo el diseño de obras hidráuli-

cas, Los valores extremos son también variables aleatorias. La distri-

bución de los valores extremos depende del tamaño de la muestra y de la 

distribución que sigue la población. 

Si una muestra de tamaño u tiene como elementos xl,x2,...,xim  siendo 

el valor máximo, Fy  (y) = P[Y 	yj 	, Fx (x) = P[Y,.(. 	xl y además fy  (u) 

y'f t  (x) son las respectivas fdp de Y y de 

í 

Fy  (u) . p(y < ul = 
P todas 	 (2.61) 

si las X¡ 	son variables independientes: 

Fy (y) = Fx.i  (y) Fx 2  (y). . 	Fx l. (y)= 

Aplicando (2„25): 
e-] 

FY (u) cly 
((!) 	[Fx  (0] 	f x  (if) 

( 

(2.62) 

(2.63) 

De (2.63) puede observarse que fy (u) depende del tamaño de la mues-

tra u y de la distribución de la población de donde se obtiene la mues--

tra, 

2,2.9 	blice,s.tiieu rl disPiibticiciiies 'mies 

Una condición que debe tener una 11111 estra para que a partir de 

ella puedan hacerse "predicciones" de otros valores de la población, es 

la de ser representativa de (?sta, es decir, que sin contener a todos los 

elementos de la pob 1 ac 	s a del tamaño suf in lente, de tal forma que 

contenga todas las variedades di, la característica estudiada; para satis. 



facer ésto, todos los elementos deben tener la misma oportunidad de ser 

seleccionados y además ser independientes. 	Esto último significa que, 

al extraer un elemento, no debe afectarse la oportunidad de selección 

de los demás,. Una muestra representativa también es llamada muestra --

aleatoria, 

Al proceso de obtención de muestras de una población se le llama mues--

treo. Ya que las muestras deben ser representativas, es de especial in 

terés el muestreo aleatorio. 	En términos matemáticos, el muestreo aleo 

torio se define como aquel en que las e observaciones 	de un 

experimento son independientes y siguen la misma función de probabili—

dad. 

El muestreo puede ser con reemplazo y sin reemplazo 	Es con reemplazo 

cuando cada elemento de la población puede ser seleccionado una o más 

veces; si sólo puede ser seleccionado una vez, es sin reemplazo, 	Por lo 

tanto, cuando se extrae una muestra con reemplazo, sus observaciones son 

independientes. 

El tamaño de una población puede ser finito o infinito dependiendo del 

experimento realizado 	Cuando el muestreo que se hace de una población 

finita, se lleva a cabo con reemplazamiento puede considerarse esta úl-

tima como de tamaño infinito. 

El muestreo aleatorio sólo puede obtenerse si el muestreo es con reempla_ 

zamiento en poblaciones finitas o si se hace de poblaciones infinitas. 

En la práctica, el muestreo de poblaciones muy grandes puede considerar-

se como aleatorio. 
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IYath.¿buc.íme muntMal. Si se toman de una población, varias mues—

tras de igual tamaño, al compararlas entre sí, se obtienen series dife-

rentes de valores y por consiguiente, diferentes histogramas; esto se--

debe a la naturaleza aleatoria del fenómeno estudiado y origina por lo 

tanto, estadísticos aleatorios. Si a cada muestra se calcula el mismo 

estadístico, la distribución que éste sigue es llamada distribución mues 

tral del estadístico y puede estudiarse como la distribución de una va-

riable aleatoria. 
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3. 	FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD 

Como se mencionó en el capítulo anterior, para poder llevar a cabo pre-

dicciones a partir de una muestra, debe adoptarse un modelo representa-

tivo del fenómeno bajo estudio. Los modelos matemáticos o, brevemente, 

modelos, para el caso de este trabajo, son leyes o funciones de probabi-

lidad, también llamadas funciones de distribución, distribuciones de 

probabilidad o solamente distribuciones. 

En el presente capítulo se describen varios modelos probabilísticos. En 

el capítulo 6 se estudiarán algunos criterios para seleccionar el "mejor' 

modelo. 

3.1 	Distribución normal 

Es la distribución de probabilidad más utilizada en el campo de la 

Probabilidad y Estadística. La representación gráfica de su función de 

densidad de probabilidad (fdp) es una curva simétrica en forma de campa-

na llamada Curva normal o Gaussiana (fig. 3.1). Con frecuencia otras 

distribuciones pueden aproximarse a la curva normal. Muchos métodos es-

tadísticos parten de ona consideración de normalidad. 



m
X
-o

X 
m
X 

m
X
4.o

X 
	x 

Figura 3.1. fdp Normal 

3.1.1 	Funeíón de dewlidad, (unción de diAPLíbucjAl acamueRda 

pantinetmm. 

La fdp de la Distribución Normal está dada por la siguiente expresión: 

f
x
(x)- 	exp { - 1  ( ---X-)2  

o
x 

2fl- 	2 	o
x 

1
x-m 	

(3.1) 

Donde: 

X: es la variable aleatoria y ,( es su valor 

mx' 	: son respectivamente la media y la desviación 

estándar de la variable X 

exp( ) 	e()  : es la base de los logaritmos naturales. 

La variable: 

X - 
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es llamada variable normal estandarizada, tiene media cero y desviación 

estándar igual a uno, por lo que la expresión (3.1) en función de Z, se 

escribe: 

1 
f
z
(z) = 	exp ( 	1 z2 ) 
	 (3.3) 

2r 	2 

Los parámetros de la Distribución Normal son de media m y la desviación 

estándar o por lo que puede representarse por N (m, n). Cuando se usa 

la variable normal estandarizada, se tiene N(0,1». 

La probabilidad de que una variable aleatoria normal esté en un interva-

lo está dada por la integral de la fdp para ese intervalo. También 

puede obtenerse a partir de las probabilidades acumuladas. No existe 

una expresión sencilla de la función de distribución acumulada (fda) 

para la distribución normal pero su evaluación numérica se encuentra en 

la tabla 1 1.9.1 apéndice . 

Considerando (2,27) 

F
x
(x)---P(X 	) = P Z

rz

11 	
r 7( ) 

ox  
1

x  

= 	exp (-z /2 )dz 	z 	 (3,1) 

Las letras mayúsculas X, 7. se refieren a variables aleatorias y las mi-

núsculas x,z e sus correspondientes valores. 

En la tabla 1 del apéndice se presenta la expresión (3,4) sólo para 7:::o 

debido a la simetría de la fdp. 	Haciendo la siguiente consideración, 

pueden obtenerse valores de(-?). 

	

z 	' 

F7(-z) - 1 - Ez(z) 	 (3.5) 
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Para encontrar la probabilidad de que una variable aleatoria normal esté 

en el intervalo [X
1, 

X] con ayuda de la tabla 1, debe obtenerse la 

probabilidad acumulada hasta X
2 
y la probabilidad acumulada hasta X1, 

después, obtener la diferencia; siendo ésta la probabilidad en el inter-

valo; la expresión es: 

P (X 1 X 	X2  ) 	Fx  (X,,) - Fx  1X 1 ) 
	

(3,6) 

3.1.2 Momentos 	Xacain con los paulmetfto.s. 

Debido a la simetría de la Distribución Normal con respecto a su media, 

todos los momentos centrales de orden impar (de esta distribución) valen 

cero. 

Los momentos de orden par deben estar relacionados sólo con la media y 

con la desviación estándar, ya que estos dos momentos son los parámetros 

de todas las Distribuciones Normales. 

Los momentos centrales de orden par, están dados por (Ref. 2): 

(r) 

' 

,r/2 

Donde: 

E 	( 	( 	X-mx ) 

o
x 

(r/2) 

r 
= 

; 

(x-m
x
)► 	f

x
(x) 	dx 

r = 2,4,6,—, (3.7) 

7(1: es 	esperanza o valor esperado definido por (2.28) 

mx: está dada por (2.32) 

o : está dada por (2.38) 

El coeficiente de asimetría vale cero para la Distribución Normal. 
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3.2 	Distribución Lognormal (dos y tres parámetros) 

Esta distribución considera el caso en que la variable dependiente se 

expresa como el producto de dos o más variables aleatorias; si se inten-

tara hacer un estudio por separado de estas últimas variables, resulta--

ría más complicado y no se justificaría. 

Dada: 

y - xo.x l 
	 (3,13) 

Si se toman logaritmos naturales, se tiene: 

Lnu = Lnx
o 
 + Ln x + 	+ Ln x

n 
	(3.9) 

Si los logaritmos naturales de una variable aleatoria, se 

distribuyen normalmente, la distribución se llama lognormal. 

En: 

X = Ln p 	 (3.10) 

Si X se distribuye normalmente, forma una Distribución Lognormal 

equivalente a: 

y = ex 	 (3.11) 

3.2.1 Funcan de deJlidad, (micíA de (1.<",sPui_bucl.h a2unneada 	paAffing_-- 

La función de densidad de probabilidad para (3.10) está dada por: 

f
x
(x) =   exp 	- 1 ( 

o
x (3.12) 

y en función de a  tomando en cuenta (3.10) ó (3.11) 

1 	1 	
Ln u - m

L 
exp 	 ° y() 	

 
fY  (Y) - 

(3.13) 



Ves una variable lognormalmente distribuida ya que su logaritmo natural 

es normalmente distribuido. 

m
L 
 ,0

L 
 : son respectivamente la media y la desviación estándar de los lo- 

garitmos naturales de y. 	El subíndice L se refiere a la Distribución 

Lognormal. 

Las expresiones para 11-\,  y oLson: 

m
L 

= m
x 

= m
Ln u

= E (X) = E (Li'u) 	 (3.14) 

= °IP y = E (X-mx )  

Los parámetros de esta distribución, llamada en forma más específica 

Dínkibucióm Lognokmat de do ,5 pvtdmetu,s, son 
	

Se representa 

por L 	L ).  

Al igual que para la Distribución Normal, puede usarse la tabla de áreas 

bajo la curva normal estandarizada para el cálculo de probabilidades. 

La variable normal estandarizada queda dada por: 

Ln u - m
t 
	

(3.15) 

Con los valores de z pueden obtenerse las probabilidades acumuladas y 

probabilidades en un intervalo en forma semejante que para la Distribu-

ción Normal. 

3,2.2 	Momentvs y ,su wtacióit culi tol pcn4metno,s. 

Los momentos de la variable aleatoria Y están dados por: 
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(r) 
Y' 	fy  (Y) dY 

Y 	o 
(.3,16) 

34 

de cuya solución, se obtiene: 

m
y 
 = exp (ni

L 
 + 1 o

L  2
) 

2 

2 	2 

oy 
Y 

= W2 	exp (oi) - 1 1 

3.2.3 W3Pmlucjón Lquoinme de ,tke,s pcndmetno. 

(3,17) 

(3,18) 

Puede introducirse un tercer parámetro en esta distribución. Esto es 

apropiado si existe un límite inferior (valor límite mínimo) que no es 

cero. Este parámetro se representa por a l.  y afecta a la variable de 

la distribución restándose de ella: (r¡-al ). 	sustituyendo y-a l  en lugar 

de y en (3.13): 

f (Y)-  
	 1 

Y 	(u-a
1
) 01_17 

exp{- (3,19) 

("L) O 

Cuando se introduce a l , la distribución se representa por L 	GL,a L) 

y es llamada Distribución Lognormal (le tres parámetros; en la figura 3.2 

se presenta su función de densidad de probabilidad (para el caso de 

dos parámetros, la curva se inicia en el origen). 

Puede suceder que el límite inferior sea conocido; si es así, a l_  se de- 

termina a partir de ese valor conocido; en este caso, se usan las 

* Ref. 2 



expresiones vistas para la distribución de dos parámetros. 

f
Y 
 (y) 

 

a
L 
	

y 

Figura 3.2. fdp Lognormal (3 parámetros) 

Cuando no se conoce a priori el límite inferior, que es lo más frecuente, 

no pueden usarse en forma directa las expresiones correspondientes a la 

distribución de dos parámetros. La variancia de (u-aL) es la misma que 

para y pero la media cambia, lo cual implica que cambie también el 

coeficiente de variación: V 	V 
Y 	(Y-a ) • 

Si a l_  tiene un valor negativo, u puede tomar valores negativos siempre 

que se satisfaga que (y.-al) sea mayor que cero para toda y. 

Se sabe de (2.39) que el coeficiente de variación está dado por: 
o 

V y 
	m 
	 (3.20) 

Para este caso, (3.20) corresponde a la Distribución Lognormal de tres 

parámetros. 
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(3.21) 
G(Y-aL)  

V 
( Y-8L ) 	'"(y-aL) 

Si a y se le resta aL, se tiene: 

36 

que corresponde a la distribución de dos parámetros. 

Como la variancia es independiente de aL: 

o = o 

( Y-aL )  

Además: 

m(v—a ) 
	my-aL 

L 

(3.22) 

(3.23) 

La expresión (3.23) representa la media de una distribución de dos pará-

metros en función de la media de una distribución de tres parámetros. 

Sustituyendo (y-aL) por y en (3.17), se tiene: 

M/ 	\ 	exp (mL  + 	01) 	 (3.24) 
lY-a ) 

2 

Sustituyendo (3.24) en (3.23) y despejando my: 

= exp 	1- 1  
Y 	' 2 

uL J 	
a l_ 

(3.25) 

Obtención del parámetro aL: 

De (3,23): 

aL = my " m(y-aL ) 

De (3.20) y (3,21), considerando (3.22): 

(3.26) 

(3,27) 



o 
Y 

M(P-aL ) 2  911 ,J7 
Y (V 

(3.28) 

37 

Sustituyendo (3.27) y (3.28) en (3.26): 

o 0 

	

-  y 
	Y a 

L V -V--  

	

Y 	(Y-aL) 

Considerando de (3,20) que: 

(3.29) 

o 
m 	y o .m V 
y V 

	

	Y Y Y 
Y 

resulta: 
Vj  

a
L 

= m
y 

1- -v 21- 

(Y-a l ) 

 

 

(3.30) 

  

Haciendo el cociente de (3.20) considerando (3.17) y (3.18) se llega a: 

O 	o (exp (ol) - 1 } 2 
V 	- 	 - { exp (o 	1 } 2 	(3.31) 
Y 	n ly 	M

Y  

La expresión (3.31) se refiere a la Distribución Lognormal de tres pará- 

metros. 	Para el caso de dos parámetros: mi(y_aL)  y o2L(.51-aL)  se expre-

san en función de o(y_y V y 	
( .y-al 

) 

  

¿4  

 

1 
— M

L(y-a
L
) 	2 I -n  

1 
- In 
2 

) 

2 

l 
Mi 	k (Y-a ) (Y-al) • L 

(3.32) 
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•-• 

i 

(Y-aL) 	 2 2 
V 

L 

_ bI + 4 + -Yi (3.35) 

2 	2 

2 	0 	M 
n.2 	= Lnp 	=In 	(y-aL)  
-L(y-aL) 	

(Y-aL) 	
Lm(Y-aL) 

A partir de (3.32) y (3.33) el coeficiente de asimetría Y15 

tribución Lognormal de dos parámetros, puede expresarse como: 

3 

yi = V(yaL)  4-  3 V(y _aL)  

Para calcular V
(y-a ) 

a partir de (3.34) debe resolverse una ecuación 

cúbica cuya solución es: 

38 

(3.33) 

para una Dis 

(3.34) 

Sustituyendo el valor obtenido de (3.35) en (3.30) se obtiene el valor 

del parámetro aL. 

El 2o. y el 3er momentos dados por (3.1.6) son independientes de aL. 

La variable normal estandarizada z toma la forma: 

In (m-aL) 	 II 

z 
z 	I. 

3,3 	Distribución Gumbel 

Es común en la ingeniería civil, rPquerir de un valor máximo o de un 

*Referencia 3 



valor mínimo para poder llevar a cabo el diseño de una obra, por ejemplo: 

conocer el valor aproximado de la avenida máxima probable de un río du--

rante la vida útil de una obra de control. La capacidad de un sistema 

puede depender sólo de valores extremos. 

Una distribución puede restringirse al valor extremo de interés. Si se 

quiere conocer el límite de esa distribución para un valor máximo, dis-

poniendo de u máximos (por ejemplo: avenidas máximas anuales), obviamen-

te el valor extremo de interés es el máximo. Considerando que los valo-

res máximos siguen una curva exponencial, la Distribución Gumbel, tam--

bién llamada de valores extremos tipo I, frecuentemente resulta ser una 

buena aproximación de la distribución de las avenidas máximas anuales de 

un río. 

5.3.1 Funci611 de delwdad, 01.110(115H de di,stbue,i.1u acdmuTada u panáme- 

La función de distribución acumulada Gumbel está dada por: 

39 

Y 
F (y) = exp {- exp 

	
(u-V)) 	- - 	u 	 (3,36) 

y la función de densidad de probabilidad (figura 3.3) por: 

f ((i) . ()( eXp {- n (u-fl - exp 	(y- ) 	(3.37) 
Y 

Donde: 

Y: es la variable aleatoria y e correspondiente valor. 

y y.: son los parámetros que le dan forma a esta d stribución, 

es una medida de dispersión, 	Se representa por G (1, 



-2 
(  
4 w 

W 	(Y -P)U 

Figura 3,3. fdp Gumbel 

3.2.2 Momento 	bu Waci611 un? 	pandmetko. 

Los momentos se obtienen a partir de la integración de (3.37) y son los 

siguientes: 

i,ti
Y 
	

(3.38) 

2 
2 

o 

Y 2 
63 

(3.39) 

2 

ffi 
y -v °y son el primer momento con respecto al origen y el segun- 

do momento central respectivamente definidos por (2,32) y (2.36) 

es la constante de Euler; y 	0.5772156... 

fi: 3.14159.„ 

El coeficiente de asimetría de esta distribución es independiente de 

y de p, y además es positivo; está dado por: 

( ) 
x 

- 1.1396 
11 

X 

(3.40) 
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Efunplo 3.1 Se presenta enseguida, la variación en los "parámetros" de 

la Distribución Gumbel al aumentar el tamaño de la "muestra" 

Dados los parámetros de la Distribución Gumbel: 

cc = 0.004 

= 505,0000 

se calculan 100 eventos simples a partir de (3.36), para lo cual es ne- 

cesario igualar esta expresión con (2.57): 

1 - 	= exp ( 	- exp(- n (11-P))) 1 	 (3.a) 
T 

T es el periodo de retorno definido por (2.54) 

T =
n + 1 

donde n es el número de datos (en este caso 100) e i es el rango defini- 

do en 2.213. 

Despejando y de (3.1) se llega a: 

= 	- - Ln Ln- 
	 (3.b) 
T-1 

Con esta expresión se calculan los 100 eventos simples ti, que quedan or-

denados de mayor a menor. 

Una vez obtenidos los 100 eventos, se obtienen 100 números "aleatorios" 

entre 1 y 100 (enteros) de tal forma que ninguno se repita (sin reempla-

zo). 

De acuerdo a esos números aleatorios, se toman los primeros veinte even-

tos (si por ejemplo, el primer número aleatorio es 19, se toma el evento 

que corresponde a ese número, cuando están ordenados de mayor a menor, 

lo mismo se hace para el 2o., 3o,, .,., 20'númere ), se obtienen los 
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parámetros G1  y pl, también se calcula: 

42 

ES - 
(3.c) 

donde: 

Wi: son los eventos estimados aplicando en forma similar (3.b) 

Vi: son los eventos seleccionados aleatoriamente de los 100 

valores, (ordenados de mayor a menor) 

ni: es el número de los primeros yi  (en este caso 20) 

al  y pi: son obtenidos de los n
1 
primeros y. 

1 

Lo mismo se hace para los primeros 21, 22„..,100 eventos; es decir, 

n
1 

= 20
'
21
'
„.100. 

Se hicieron cuatro ensayos. En las cuatro veces en que se "revolvieron' 

aleatoriamente los eventos simples, se observó lo siguiente: 

Aproximadamente para ni  > 60, los valores de los parámetros al,P1  tien-

den hacia los valores dados inicialmente para calcular los 100 eventos. 

(a = 0.004, p = 505) 

Cuando n
1 
< 30 (aproximadamente), los valores de o y p

1 
varían mucho en 

tre sí de un ensayo a otro. 

	

Para n
1 	
= 20 

0.003271 "1 

	

01 	0.004235 

	

al 	0,005333 

p
1 	
= 577.2930 

= 	592.3791 

V1 	
z 498.8725 
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al  . 0,004118 

Para n
1 
 = 60: 

8 = 633.7997 
1 

	

al  = 0.004090 	p
1 
 = 511.0107 

-  

al = 0.004014
1 
 - 532.5116 

	

al  - 0.004186 	1 = 479.9319 

	

al  = 0.004207 	= 522.6406 

En cuanto a ES calculado por medio de (3.c) se observa que en los cuatro 

ensayos decrece cuando nl  aumenta. 

En la figura 3.4 se muestra la variación de al  y r;',. con respecto al ta— 

maño n
1 
y en la figura 3.5 se observa como varia 	(ec.3.c) también con 

respecto a nl  para los correspondientes ensayos. 

Como se mencionó, sólo se realizaron cuatro ensayos, siendo necesarios 

más para reafirmar las observaciones hechas. 

3.3a, Distribución Doble Gumbel* 

En los registros de gastos máximos anuales, en muchas ocasiones pueden 

observarse dos grupos de avenidas con características diferentes. 

Si se considera que los gastos máximos anuales se originan por distintos 

procesos, es decir, si existen dos poblaciones, es difícil ajustar el 

registro a una sola distribución de probabilidad por ejemplo la Gumbel; 

sin embargo, es razonable suponer que cada grupo de avenidas por separa-

do sigue una distribución Gumbel. 

* Obtenida de la Referencia 12 
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Cuando se dibujan en papel de probabilidad Gumbel, los gastos máximos de 

un río contra sus períodos de retorno, en muchas ocasiones pueden obser-

varse puntos que es posible ajustar a dos segmentos rectos. El ajuste a 

una sola recta aunque se ha usado tradicionalmente, rara vez ocurre, es-

to se debe quizá a la presencia de dos poblaciones formadas por avenidas 

provocadas por fenómenos diferentes. 

3.3a/ Funci6n de den ídad, luncan de caistbaucín1 acumeada y pata--

metium. 

Considerando que cada grupo de avenidas por separado sigue una Distribu-

ción Gumbel y que la causa de un grupo son los ciclones, los gastos má-

ximos cuando no se presentan estos tienen parámetros al  y (31. Su dis—

tribución está dada a partir de (3.36) por: 

F1  (x) = exp t- exp [-a1(x - y) 1 	(3.41a) 

Si los parámetros del otro grupo de avenidas (ciclónicas) tienen paró--

metros a2 
 y O , su distribución en forma análoga a (3.41a) está dada 

por: 

F2  (x) = exp t -exp (- a2, (x 	p, ))1 	(3.42a) 

Por medio de los registros meteorológicos, es posible separar los años 

ciclónicos de los no ciclónicos. 

La probabilidad de que en un año cualquiera se tenga un gasto máximo 

menor o igual que cierto valor puede escribirse como la suma de probabi-

lidades condiciowlles: 

P (X 	x) 	P( x 	xiA) P(A) i P (X 	A ) P (A) 

	
(3.43a) 



donde: 

X: es la variable aleatoria (gastos máximos) y x su valor. 

A: representa un año no ciclónico 

A: representa un año ciclónico 

Por definición de función de distribución acumulada (ec. 2.22), en un 

año no ciclónico: 

P (X 	x I A)= F1  (x) 

Si el año es ciclónico, el gasto máximo puede presentarse debido a un 

ciclón o por causas "normales", aunque generalmente los ciclones ocasio- 

nan avenidas muy grandes por lo que la probabilidad de que el gasto má-- 

ximo anual en un año ciclónico sea causado por un ciclón es muy cercana 

a uno. 
máx (gastos ciclónicos) 

(X 1 A)= máx 
máx (gastos no ciclónicos) 

La distribución de los gastos máximos X dado que el año es ciclónico es- 

tá dada por: 

P(X = x 	A) = P{máx (g.c.)=xjP(máx(g,c.) 	x 

P(máx(g,n,c.)- x) P((g.c.) 	x) 	(3,44a) 

Las funciones de densidad de probabilidad correspondientes a F
1
(x) y 

F2  (x) son respectivamente (ec, 2.25): 

dF
1 

(x) 

f
1
(x) M 1  

GX 

dF
2 
 (x) 

f
2
(x) = 	

d
—
x
— 

Por lo tanto, considerando (3.44a) 
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fx (x)  = fl (x) F2(x) 	f2 (x) F1  (x) 

	
(3.45a) 

(X1115x 1A) 

Por lo que: 
x 

P(X 	x iA) 	

(

{f1(d F2(0 + f 2(t) Fi(r,)} dr, 

Además: 

(3.46a) 

d{F1(x) F2(x)) = f l  (x) F?  (x) + f2(x) F1(x) dx 	(3.47a) 

Por lo que (3.46a) puede calcularse como: 

P(X 	x IA) =( F1(1) F2(J1. 
	 (3.48a) 

Considerando que: 

F1( 	o F (17) 
2 

Y 

	

->. ..... 1» 	 - 

P(X 	x I 	) = Fl  (x) F2  (x) 	 (3.49a) 

Sustituyendo (2.22) y (3.49a) 	en (3,'3a) 	se tiene: 

P( X <-ix )= F1(x) 	P(A)F F1(x)F2(x) P (A ) 

Haciendo: 

p=P (A) 

(3.50a) se escribe como: 

F (x) 	F1(x) p+ (1-p) F1(x) F2(x) 

o 

(3.50 a) 

(3,5la) 

F (x) = F1(x) 1 p 
1 	(1-p) F2(x) ) 	(3.52a) 

Sustituyendo (3,41a) y (3,42a) en (3.52a): 



F (x) = exp {- exp (- a, (x-81 )) } { p + (1-p) exp [-exp (-c12(x-82) )) ) 

(3.53 a) 

que es la expresión de la función de distribución acumulada. 

Esta expresión toma en cuenta distintas condiciones meteorológicas que 

generalmente se ignoran. 

3.3a.2. Momento,s y )su ketaci6n con .eo pandmetAo. 

Es válido utilizar las expresiones (2.26) 6 (2.30) para la obtención de 

los momentos de (3.53a). Es necesario hasta el 5o. momento ya que 

son cinco los parámetros que se tienen (p, 	(12, ( 1, í 2). La estima- 

ción de parámetros será estudiada en el capítulo 5; sólo se aclara aquí 

en forma breve, que los métodos usados para estimar los 5 parámetros 

propuestos en la referencia 12 no son estudiados en este trabajo. 

Inicialmente se usan las relaciones dadas por (3.38) y (3.39): 

0.5772 

	

m
yi 	1 

T  

2 
2 

	

Y 	2 

	

' 	6 al  

2 

m
y 

= 8
2 	

_0.5772 

2 a2 

2 
2 

11 

	

Y2 	6 r  
9 
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3.4 Distribución Exponencial 

Es conveniente conocer como es un proceso de Poisson antes de explicar 

la Distribución Exponencial. 

La función de probabilidad discreta para una distribución de Poisson es- 

tá dada por: 

y x e-x'  

	

Px (x)
! 	

x 	0,1,2,3,...,w 	(3.41) 

donde: 

= pn 

p = probabilidad del suceso 

n . número de pruebas o datos 

e = 2.71828... 

Los momentos de (3.41) están dados por: 

E( X ) =mx =v  

0
X
2 = y 

Los procesos de Poisson son funciones aleatorias de tiempo que general--

mente estiman los tiempos entre llegadas de vehículos o entre eventos. 

Si (3.41) se expresa como: 

	

(At) 
	-At 	

x r 0,1,2,3,...,' 	(3.42) 

x! 

es decir, v 	At, esta forma (3.42) es fácil de asociar con un proceso 

de Poisson, si t representa el tiempo o es una variable similar. 

Un proceso de Poisson debe cumplir las siguientes condiciones: 
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1. La probabilidad de un evento en un intervalo pequeño de tiempo de 

tat+hes aproximadamente 1h para cualquier .t. (h = At). 

2. La probabilidad de que ocurran dos o más eventos en un intervalo de 

tiempo corto es despreciable comparada con Mi, es mucho menor que 

3. El número de eventos en un intervalo de tiempo es independiente, del 

número de eventos en otro intervalo. 

En una muestra aleatoria se tienen números aleatorios X: xl, x2, x3,..., 

x; en forma similar en observaciones de procesos aleatorios se tienen 

funciones de la muestra generalmente de tiempo; 

(t): x (t), x2  (x),...417 (t) 

Aplicando (3.42) para el caso en que x = O 

 

_ (Xt) 	e
-t 

p (0) 	- e 
o' 

(3.43) 

También: 

P
x 
(0) = 1 - F

T
(t) (3.44) 

debido a que la probabilidad de que T exceda algún valor t es igual a la 

probabilidad de no ocurrencia de eventos en ese intervalo de longitud t. 

3.4.1 Función de dená.idad, Oncail de diztkibucíón «imitada y pahdme-- 

t1103. 

Igualando (3.43) y (3.44), se tiene: 

1-F-
T( 
1) = e-At 
	

t 	 (3.45) 
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Por lo que: 

F(t) = 1 - e-U 
	

t 	O 
	

(3.46) 

y: 
dF(t) 

f
T
(t) =  	- )ke 

d.t 

(3.47) 

(3.46) y (3.47) definen las funciones de distribución acumulada y la 

función de densidad de probabilidad respectivamente. 

T es la variable aleatoria independiente y t su valor. 

es  el parámetro de esta distribución. 

La Distribución Exponencial de un parámetro se representa por EX(,\) y 

corresponde a la primera ocurrencia de un evento de Poisson, 

3.4.2. Moment(m y ,5(1 utaz¿citl can .10,5 pakeket4o,s. 

Los momentos de la Distribución Exponencial están dados por: 

(a) 
E (T) = )0  De-?'t  dt 

de donde se obtiene: 

1 
M
T  

= 
02 
T 	

1 

X2  

(3,48) 

(3,49) 

(3.50) 

representa el promedio de eventos por unidad de tiempo; 
1  
- es el tiempo 

promedio entre ocurrencias de eventos. 

* Ref, 2 



f
t
(t 

1_ 
CY t 

Fioura 3,6, fdp Exponencial(2 parámetros) 

3.4.3 Dititibuci6n Exponenale de c1 paAdmetno. 

Al igual que a la Distribución Lognormal, a esta distribución puede in-

troducirse otro parámetro; este segundo parámetro llamado u, se resta de 

la variable t. 

La expresión (2.46) toma la siguiente forma: 

F
T
(t) = 1-e -A(t-o) 
	

(t-u) , 0 	(3.51) 

Con este nuevo parámetro, la variancia no se modifica en su valor, pero 

la media sí y por lo tanto también el coeficiente de variación: 

m
T 
= 1 + a 
	

(3.52) 

u
- = 1 
r 	)‘2. 

Esta distribución de dos parámetros se representa por EX(X,a). Cuando 

vale cero, se tiene la distribución de un parámetro. En la figura 3.6 

se presenta la función de densidad de probabilidad (de dos parámetros). 
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(3.53) 



La estimación del tiempo entre ocurrencia de eventos es la principal 

aplicación de la Distribución Exponencial y es en este tipo de problemas 

donde cabe esperar una mejor aproximación. 

En la práctica es bastante usada en problemas no relacionados con el 

tiempo entre ocurrencia de eventos, por ejem: en lluvias y avenidas má-

ximas; cuando se tienen datos observados, puede llevarse a cabo el ajus-

te a esta distribución aunque no parezca adecuado por la naturaleza del 

fenómeno que se estudia ya que la distribución exponencial es más apro-

piada para procesos de Poisson. Muchas veces es empleada sólo como una 

representación conveniente de un fenómeno cuando los datos observados 

parecen indicarlo al ingeniero debido a experiencias similares, 

3.5 Distribución Gamma 

Al igual que la Distribución Exponencial, la Distribución Gamma esta 

relacionada con procesos de Poisson. 

3.5.1 Fulicíón de dewídad, ,9incan de. di,25th-iluWn ~mutada 	pahdme-- 

Considerando que los tU.Apos Ti, i - 1,2,3,.,,, k entre la ocurrencia de 

dos eventos siguen una Distribución Exponencial y son independientes, 

la suma de k intervalos de tiempos Xk 	T1  + T 	+ T
k 

tiene una 

distribución de la forma: 

%{›,(xq1
k1 

ex9 1-)' ( x - 1 1 	; f
xk
( ) 

(k-l)! 

(3,54) 
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que es la función de densidad de probabilidad (fdp) de la Distribución 

Gamma 

K, X y (S son los parámetros de esta distribución por lo que es 

llamada Distribución Gamma de tres parámetros y se representa por 

G(K,X,(S). 

En forma general, K puede referirse no sólo a valores enteros, (3.54) 

toma entonces la forma: 

f
x
(x)= 

 MX(x- (5) }
k-1 

 exp (-X (x- 	) } 
 ; k>0; x-ó; 

(k) 

(3,55) 

donde: 

r(k) = (k 4- 1): 

r(k+1)= kF(k) 

r(k) 	f. 
x  
k-1 

e
-x 

o 

para k = 1,2,3,... 

para k›0 

dx para k > O 

(3.56) 

(3.57) 

(3.58) 

La función de distribución acumulada Gamma está dada por: 

rx(x) =
k 

x
k-1 

e -N /r(k)) d,, 
 

o U(k) 

El numerador en la integral es llamado función Gamma incompleta. 

(3.59) 

En la figura 3.7 se presentan varias curvas de la función de densidad 

gamma para 3 valores de K y (S r O. 
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0 2 4 6 xx 

de k. 
	Figura 3.7, Curvas de la fdp Gamma para tres valores 

3.5.2. Momento4 y 4tí kelacah con .e.w pakametnm. 

De la integración de (3.55) el aplicar (2.30) a (2.32) se obtienen los 

momentos. Estos son (Ref. 2): 

mx  = _ 	 (3.60) 

k _ 	 (3.61) 

A 2  

Y _ 
E{(x-mx ) } 	2 

(3.62) 

o 

El parámetro 6 representa un cambio del origen y afecta a la variable de 

esta distribución restándose de ella (x-6). 	Si el valor de S es cero, 

se tiene la Distribución Gamma de dos parámetros representada por 

G(K,X), 

El cálculo de la probabilidad acumulada puede hacerse en forma alterna-- 

tiva a la aplicación de (3,59), de la siguiente forma: 

Como: 

(3.63) 
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sigue una distribución 	cuadrado X') (Ref.2) con y = 2k grados de li- 

bertad y: 

X2  = 
	

(Ref,4) 	 (3.64) 

se tiene que: 

X2  - 2a (x-(5) 
	

k 
	

(3.65) 

Además: 

2
1 
 9v 

-  
9v 	I\ 2 	

(3.66) 

sigue una distribución aproximadamente normal con media 0, y variancia 1 

para y 	2k > 30 (Ref,4). Se ha observado también, bastante aproxima-

ción para y s 30. 

Con los valores obtenidos al aplicar (3,66), se busca en la tabla 1 del 

apéndice la probabilidad acumulada correspondiente a cada z, 

La estimación de eventos simples x utilizando esta forma alternativa, 

se hace siguiendo un procedimiento inverso: 

Despejando X2  de (3.66), se tiene: 

2 	2 	3 
h -  
7V 9v 

(3.67) 

El valor de z se obtiene de la tabla de áreas bajo la curva normal es--

tandarizada (tabla 1 del apéndice); se busca a partir de la probabilidad 

No debe confundirse la notación X2  con x; X" se refiere a la distribu- 

ción 	cuadrado y . es la magnitud del evento asociado a la variable 

aleatoria de la distribución gamma. 



observada que está dada por (2.57): 

Po = 1 - 
1 
 - 1 - -j--- 

T 	114-1 

donde T es el período de retorno, í el rango y o el número de datos; fue 

ron definidos en el capítulo 2. 

Una vez calculado el valor de X', debe calcularse y, de (3.64): 

X' 
-T- 

También, de (3.63) puede despejarse el valor de x: 

x 

que es el valor correspondierite al evento simple estimado. 

(3.68) 

(3.69) 

En la tabla 3.1 se presenta un resumen de las funciones de densidad de 

probabilidad vistas en este capítulo y sus parámetros. Para las Distri-

buciones Lognormal y Gamma de 3 parámetros y Exponencial de 2 parámetros, 

basta con hacer cero aL, 	y 1.1 para tener las Distribuciones Lognormal y 

Gamma de dos parámetros y Exponencial de uno. 
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TABLA 3,1 

DISTRTRICION FUNCION DL i)EINIS1DAD DE PROBABIODAO 1 

MAL
NI 

NOR ) f 	( x ) = -----1 	 ----- exp [ 	- 	
, 	

( ± 
2 

-ITi 
- ----1 	" 	1 

o 'x 
x o \121 x 

LOGNORMAL 1 — — f 	(u).«, 	______---exo 
\F al) I_ 

- 
' 

L n ( tí -  a L  )-mi   
--"---7-----' 

0 1 
tf 5  d 1 

(11 I 

GUMBE 1 fy  ( u )= 	el exp 	i. 	- 	CY 	(U-E) 	- exp 	(- 	n( u-F,)) (Y. 

EXPONENCIAL 
(2 	panainet4) 

f 	(t) 	= 	..1 /4 	exp 	i 	- 	\ 	(1-,) 	1 

GAMMA 
( 3 	13/1../dmetno.5 I 

k 	, k-1 ixl.. 	t 	",(x. 	) - ' 	eg_.  
t   
,

X ‘ 	1 ( k ) 

. -.:\ D (9 L. 

x .• , k > O 



4, ESTIMADORES 

4.1 Introducción 

Gran parte de la ingeniería está basada en el uso de funciones mediante 

las cuales es posible conocer el valor de una variable (dependiente) da-

do el valor de otra (independiente)fl 

Cuando en una expresión y = f(x), la variable independiente x. se conside 

ra aleatoria, la aleatoreidad afecta a las variables que dependen funcio 

nalmente de ella, en este caso y . Las variables hidrológicas son varia 

bles aleatorias y se tratan como tales, 

Debido a su misma naturaleza, no es posible predecir el valor exacto que 

tomará una variable aleatoria al realizar un experimento, pero puede te-

nerse una aproximación a él por medio de un modelo probabilístico. 

El comportamiento exacto de las variables, se conocería solamente si se 

pudiera establecer su función completa, es decir, conocer la población. 

En la práctica, ésto no es posible y puede no ser necesario. 

Un modelo representativo resume solamente las características dominantes 

del comportamiento de la variable aleatoria; ésto es suficiente, la ma--

yoría de las veces, para los propósitos de la ingeniería. 



Como se mencionó en el capítulo 2, las cantidades que resumen y descri-

ben características de la población son llamadas parámetros y las canti 

dades que describen una muestra, estadísticos. 

La media mx y la varianciaox son ejemplos de parámetros; la media de la 

muestra (de esa población) X y su variancia Sx2  lo son de estadísticos. 

Un estimador es una función de la variable aleatoria en estudio aplicada 

en una muestra,se determina a partir de los estadísticos muestrales y se 

usa para inferir o "predecir" el valor de un parámetro. Al valor corres 

pondiente del estimador se le llama estima del parámetro o brevemente, 

estima. 

No debe esperarse que de una secuencia de observaciones finita, resulte 

el valor exacto del parámetro de un modelo probabillstico ya que los da-

tos mismos son aleatorios. Es necesario, al aceptar valores de paráme--

tros derivados de una muestra, considerar que sólo son estimaciones de - 

sus verdaderos valores sujetos a errores. Los parámetros son valores --

constantes y los estadísticos, variables. 

Si la estimación de un parámetro poblacional se hace por medio de un so-

lo valor de un estadístico, es decir, por medio de una sola estima, el 

estimador se llama de punto ó puntual; por otra parte, si se considera--

que el valor del parámetro se encuentra con cierta probabilidad entre- -

dos valores, se tiene una estimación del parámetro por medio de un inter 

valo de confianza. 
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Estimadores de punto o puntuales. 



La elección del estimador a usar depende de las propiedades que posea el 

mismo 	Si de una población se extraen muestras de un mismo tamaño y se 

calcula el mismo estadístico a cada muestra, la distribución que sigue 

el estadigtico se llama distribución muestral del estadístico, por ejem-

plo, si el estadístico calculado es la media, se tendrá una distribución 

muestral de medias (secc. 2.2.9). 

Las características o propiedades deseables en un estimador puntual son: 

4,2.1 	In3eu. 

Un estimador es insesgado si la media de su distribución muestral es igu 

al 	al parámetro poblacional. 	Es decir, un estimador es insesgado si: 

m 	= E [61- o 

(4.1) 

nl es el numero de muestras de las que se obtiene O 

01 es un parámetro poblacional 

O: es el estimador de O 

E(1:está definida por (2.26) 6 (2.27) 

1,2,2 

Se llama estimador eficiente de un parámetro al de menor variancia de en 

tre los estimadores insesgados de ese parámetro. La eficiencia relativa 

de dos estimadores in sesgados está dada por: 

eflciencia relativa :.Var O  

Var O, 

(4.2) 

62 



63 

O es el estimador de menor variancia. 

La eficiencia "absoluta" (Ref. r)) se obtiene de la siguiente forma: 

Sea la función: 

,...,x";0) = f (X; O) 

(4.3) 
Haciendo: 

V = 	Ln f(X;o) 

Y 

T(0)=Var V=E {
DO 
 Ln f (X;0)}2=nE{— Ln f (X;O)?` 

(4.4) 

Donde: 

O es un parámetro poblacional asociado a la función f 

Si O es un estimador insesgado del parámetro O, la eficiencia de T (o) 

está dada por: 

e(T) . 1 /T(1) 

Var O 
	

(4.5) 

Donde T = T (0) está dada por (4.4) 

El rango de e(T) es(0,1) 

Un estimador de eficiencia 1 es llamado eficiente. 

Eficiencia asintótica es el valor límite de la eficiencia cuando el tima 

Do de la muestra tiende a infinito. Para que este límite sea un número 

finito positivo la variancia del estimador debe ser asintótica en forma 

proporcional 1/n. 

Cuando la eficiencia asintótica del estimador es 1, éste es llamado asin 



tóticamente eficiente 

4.2.3 	Con4Zstencia 

Se llama a O un estimador consistente den si es insesgado o su sesgo--

se aproxima a cero al igual que su variancia cuando el tamaño de la mues-

tra tiende a infinito. Dicho de otra forma y usando símbolos: U es--

un estimador consistente de O sí y sólo si para un valor positivo arbi-

trario ¿ próximo a cero se cumple que: 

P ( 	- 	O) 	1 	cuando n 

P: significa probabilidad 

,L2,4 	luvwtianc.¿a. 

Utilizando la misma expresión que en (4.3) para explicar el concepto de 

invariancia: 

f;x1 ,x 2,... 1 	f(x;0) 

Si la media de la distribución es función de 0, es decir mx- q (0), por 

ejemplo mx = 1 
	

y el estimador de la media poblacional es la mediade la 

muestra x,se tiene que: 
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g (0) = —1- 
O 

" X 

Si al sustituir en la función de un parámetro g ((.1) el estimador (iJ por 

O), el estimador no cambia, se dice que es invariante, es decir: 

q (o) - q e)) 
	

(4 6) 
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4.2.5 	Wiamo M0/1 medio al cuaditadu. 

Esta medida compara no sólo estimadores insesgados sino también estima--

dores sesgados( entre sí y con insesgados). 

Representa una medida de como se encuentra esparcido el estimador antes 

y después de su verdadero valor. 

Error medio al cuadrado = 	- 0)2 	

(4.7) 

4.2.6 	Sulicícucia. 

Un estimador O es estimador suficiente de O si hace uso de toda la infor 

mación concerniente a O contenida en la muestra. 

En la práctica, generalmente las propiedades más importantes requeridas 

para la estimación en problemas de Hidrología, son el insesgo y la efi-

ciencia cuando es necesario obtener la máxima información de los datos--

disponibles. La eficiencia generalmente implica consistencia y suficien 

cia, 

En el capítulo 5 se estudiarán los métodos de estimación de parámetros, 

cada método proporciona estimadores con algunas de las propiedades aquí 

vistas; estas propiedades como se verá, varían de un método a otro. 

A continuación se presenta un ejemplo que explica algunas de las propie-

dades mencionadas. 

ujemp.0  4.1Dada una población formada por los siguientes números: 2, 3, 

9, 6, 5, 7; tomando todas las poyibles muestras de tamaño n-3, comprobar 



si la media y la mediana son estimadores insesgados de la media y cual - 

de.los dos es un estimador eficiente, además, comprobar si la variancia 

de la muestra es un estimador insesgado de la variancia poblacional. 

La media poblacional es : 

2 + 3 	9 + 6 + 5 + 7  
mx 	 - 5.3333 

6 

La mediana de: 

2, 3, 5, 6, 7, 9 

es: 

Med = 5 + 
6 
 - 5.50 

x 	
2 

La variancia: 

2 
o 	

(Xi  - Mx)
2 

x 

	

	- 5.5556 
n 

Todas las posibles muestras de tamaño n=3 que pueden obtenerse son: 63--

216 muestras. Obteniendo en forma exhaustiva la media, la mediana y la 

variancia de cada muestra, se forman distribuciones muestrales (capítulo 

2) de medias, de mdianas y de variancias. Calculando la media muestral 

2 

de mediasen , la variancia muestra] de mediase_ 	, la media muestra] de 

X  
medianas mmed,la variancia muestral de medianas o2 	, la media muestral 

med 

de variancias m 2 y la variancia muestral de variancias 0¿( -2se llega a--

los siguientes resultados, 

m— = 
X 

m
med 

= 

M 	2 = 
SK 

5 3333 

5.3241 

3.7037
x  

X 

' O 
med 
2 

(.7 
S 

1.8519 

= 4.5153 

- 8.4390 
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Puede observarse que la media de la muestra y la mediana de la muestra -

son estimadores insesgados de la media poblacional ya que cumplen con --

(4.1). 

Como la variancia de la distribución muestral de medias es menor que la 

de la distribución muestral de medianas; la media de la muestra es un es 

timador eficiente de la media poblacinnal y la mediana de la muestra es 

un estimador no eficiente del mimo parámetro (secc. 4,2.2) 

La variancia de la maestra S'
x 
 no es un estimador insesgado de la varian-

cia poblacional ya que no cumple con (4.1), es decir: 

E (Sj= m / 02  
S7 
	X 
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Puede comprobarse también que: 

E [Sj= 1  
m  , 	n - 02 

n Sx (4.8) 
ya que: 

n - 1 
(5.5556) = 3.7037 = m 

S2  

Por lo tanto, un estimador insesgado de la variancia poblacional es: 

s2*s2  
n - 1 

Donde: 

S2 	: es la variancia de la muestra dada por (2.2) 

n 	: es el numero de datos de la muestra. 

También puede comprobarse que: 

O- = 1 
.111 	x 

(4.10) 

(4.9) 



ya que: 
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O- = 

2 
= 1.3608 

 

Y 

    

1 	
o = 1 	15,5556 = 1,3608 

Esta característica será presentada y utilizada más'adelante en el presen 

te capítulo. 

4.3 Estimadores por intervalos de confianza. 

Cuando se lleva a cabo la estimación de un parámetro, no debe esperarse 

que la estima sea exactamente igual al valor de éste, en cambio, es razo-

nable esperar que su valor (del parámetro) se encuentre entre dos valores 

límite. 

El intervalo de confianza se define como un rango del estadístico a par-

tir del cual se obtiene el estimador. Si se pretende que el valor del pa 

rámetro se encuentre en ese intervalo, a este último debe asociársele una 

probabilidad 1 - a,0 < a < 1. La probabilidad 1 - a asociada al interva.  

lo significa que el valor del parámetro O se encontrará el (1 -u  ) t de--

las veces en el intervalo y fuera del él el a % de las veces, A 1 - a se 

le llama nivel de confianza y se acostumbra darlo en porciento , A ase 

le llama nivel de significancia. 

El intervalo de confianza varía de una mueCva a otra aunque sean del mis-

mo tamaño ya que cada muestra proporciona una diferente estima. 

A los números que limitan el intervalo se les llama límites de confianza 



de la estima, 

En símbolos,  si O es un estimador del parámetro O: 

O = O + un error 

representa los límites de confianza. 

- error, O + error) representa el intervalo del parámetro. 

A la expresión: 

P O - error <,o < O + errorj= 

se le llama intervalo de confianza, (P significa probabilidad). 

(4.11) 

(4.12) 

La magnitud del error depende de la distribución muestral del estadístico 

considerado como estimador y en especial de su desviación estándar así co 

mo del nivel de confianza que se considere. 

4.3.1 	EkAM utándwi 

A la desviación estándar de un estimador cualquiera se le llama también--

error estándar. 

Por lo tanto, el error que aparece en (4,11) tiene la forma: 

error - + K O 	
(4.13) 

donde: 

01„.; : es el error estándar del estimador O 

K : es una constante que depende del nivel de confianza y de la-- 

, 

distribución que sigue O. 

Sustituyendo (4.13) en (4.11) 
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0= + K 0 

Análogamente, (4,12) puede escribirse de la siguiente forma: 

P [e; 	K o" < 0 	0 + K al= 1 - 
— 	O 

expresando así el intervalo de confianza, 

(4,14) 

(4.15) 

Si se considera que O sigue una distribución normal, el valor de K se ob 

tiene de la tabla 1 del apéndice de areas bajo la curva normal estanda-

rizada y es el correspondiente a :para un nivel de confianza determinado: 

k = z. 

Generalmente, los niveles de confianza que se asignan son: 0.9, 0.95 y 

0.99; después de esta asignación, al aplicar (435),como la curva normal 

es simétrica,se busca en la tabla el valor de z correspondiente a (1-(y)/2 

ya que las áreas antes de -z y después de z son 42 (figura 4.1). 

-z 	 z 

Figura 4.1. Distribución muestral de medias (Prueba de dos colas) 

70 



Es posible proceder en forma inversa, es decir dado un valor de z,obte- 

ner el nivel de confianza 1-r,(.. 	Se busca en la tabla 1 el área corres--

pondiente a z que será igual a (1-a)/2 con lo cual se obtiene el nivel 

de confianza. 

Sustituyendo z por k en (4,15) 

	

P (O 	z dc; 	0 < 0 + z o^ ) = 1 - 

(4,16) 

Similarmente al uso de z puede usarse "t" (Ref, 5), considerando también 

que O se distribuye normalmente. El uso de t 	se prefiere el de z cuan 

do la muestra es pequeña; esto se establece a partir de la precisión re- 

querida,t 	puede obtenerse de la tabla 2 del apéndice con el nivel de 

confianza 1-0,'y n-1 grados de libertad. 

El número de grados de libertad se define como el número de observacio-

nes independientes de u menos el número de parámetros m que se estiman a 

partir de la muestra. 

Se denota pon) : 

(4,17) 

Sustituyendo t por k en (4,15): 

	

P(C) 	t 	<00-1-t 	1-(., 	 (4.18) 

4.3,2, 	UsOt.íbuc,.(411 InnezsPica de Ine.d ícLs 

Para el caso de las medias muestrales, su error estándar esta dado por 

(4,10) 
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Por lo que usando (3.15) y (3,16) el intervalo y los límites de confian-

za de x como estimador de m„ son: 

P(X - t o < mx  < x 	t 	) = PG( - t 	< mx  < x + t 
x — 	 fr7 	s.rñ' 

(4.19) 

Sustituyendo o por S*; desarrollando (4.19) y haciendo t'= t 	se tie 
v,a/2 

ne: 

P (-tn_111,  
-  My 

s*/417 	tn-ry,cx/2 ) 

(4.20) 

S* =V S2* : S2*  es un estimador insesgado de o2  dado por (4,9) 

En este caso el número de grados de libertad es n-1, es decir,m=1 ya que 

debe estimarse un solo parámetro que es m, aunque se usen x y S*. 

Cuando el intervalo de confianza tiene como límites, valores extremos del 

estimador a ambos lados del desconocido valor del parámetro como en 	- 

(4.15), se tiene una prueba de dos colas; si sólo se tiene un limite ya 

sea superior o inferior, la prueba es de una cola. 	'Dos colas" signifi- 

ca que a cada extremo de la distribución existe un área igual a ft/2 cuyo 

significado fue explicado al principio de este capitulo. 	Si la prueba - 

es de ''una sola cola'', sólo se tiene un límite (superior o inferior) y - 

en ese extremo se tiene un área igual a 	[n la figura 4,1 se presenta 

la distribución de un estadístico (normal) en la que se aplica una prue-

ba de dos colas. 

,1, 	 P¿•••s)1(11104'i'lil oui 	5 I' 	 tia 'I ItUIC 	S 

El estadístico 
	',S' 	• 	una  d mribucido iH con n-1, grados de libertad 
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(Ref. 2). 	Utilizando 	esta característica pueden establecerse límites 

de confianza para la variancia o" siendo el estimador S': 

Si se realiza una prueba de una cola, se tiene: 

P 
[nS7  

	

-o 	u, 

(4.21) 
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n 
	1 - 1:i 

o 

[ 
o 
2 	

- 	
n  S' 	. 

- X 
)-cx, n-I (4.22) 

que proporcionan el límite inferior para G2  

X I  
- 	n-1 S

e obtiene, en forma similar a t, de la tabla 3 del apéndice 

con el nivel de confianza 1-(y. y n-1 grados de libertad. La prueba tam-

bién es válida si se sustituye en (4.22) S?* por S2. 

Si el límite que se desea obtener es el superior, la expresión (4.22) 

toma la forma: 

X ?  
í'r •  n 

 

(4.23) 

El valor de X' se obtiene de la misma tabla 3 ahora a partir de u y 

n.-i. Cuando se realiza una prueba de dos colas, se tiene: 

n5' 

[ 1-0/7, .-1 

 

(4.24) 



5. 	METODOS DE AJUSTE 

E.1 Introducción 

Al contar con una serie de observaciones (muestra), para poder hacer in-

ferencias con base en ella, es necesario conocer el modelo o función de 

distribución de probabilidad que mejor la represente, 

Debe proponerse el modelo y en seguida deben estimarse sus parámetros; 

también pueden proponerse y, después de estimar sus parámetros, seleccio 

nar de acuerdo a ciertos criterios el que mejor se ajuste a las obser--

vaciones; esto último será estudiado en el capitulo 6. 

En este capitulo se trata lo referente a la estimación de parámetros 

por tres diferentes métodos: Ajuste por Momentos, por Mínimos Cuadra--

dos y por Máxima Verosimilitud. 

También, respecto a estimaciones particulares yT, se trata su 01.10/1 

tándan; cada método de estimación suministra una forma de'obtenerlo. 

El 	e.standwi representa una medida de la variación en la magnitud 

del evento estimado debido o que los parámetros estimados no son exac-- 



tamente los de la población por el tamaño insuficiente de la muestra. 

Tiene un significado similar al error estándar de un estimador (capítulo 

4), y es utilizado también para obtener intervalos de confianza (de es--

timaciones particulares). 

5.2 Momentos 

5.2.1 Denc'n 	de t mUodo. 

La estimación de los parámetros de una función de distribución de proba-

bilidad por el método de Ajuste por Momentos es bastante usado por su 

relativa sencillez en el cálculo de los estimadores y en el estudio de 

las distribuciones que siguen e-stos. 

El procedimiento consiste en igualar los momentos de los datos observa-

dos (muestra) a los correspondientes momentos de le población definida 

por la función de distribución de probabilidad. 

El número de momentos de le muestra a usar depende del número de pará—

metros del modelo probabilistico; por ejemplo: si el modelo es de dos 

parámetros, el primero y el segundo momentos de la muestra X y S'5.(  res--

pectivamente son necesarios y suficientes para lo estimación de los dos 

parámetros. 

Varios estimadores ajustados por PI m(?todo de momentos son asintótica—

mente normales, es decir, so distribución mnestral tiPnde a ser normal 

cuando el número de mnerAras crece; su media di fi 	de los valores de 

los parámetros aprwtimaddmente en Una cantidad 1/o siendo I/ el número de 
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datos de la muestra; el sesgo 1/u se corrige usando estimadores insesga-

dos. 

La media y la variancia de las medias definidas por (2.1) están dadas 

por: 

E(›(1 = m
x 

Var( >Cr= (1 2  = 	
1 	, 

n 

donde: 

x : representa la variable aleatoria de la función de distri- 

bución. 

m
x 
y 0-

x
: son la media y la variancia de la población, respec-- 

tivamente. 

Por lo que se refiere a la variancia muestral o segundo momento muestra], 

de (2.2) se tiene: 

n 
S2  = 	

, 	
(x. x 	

i=1 

y de (4.8): 

E 

De (1.9), se tiene también que un estimador insesgado de o2  es: 

(" 2 *
-,  

x 	11 - 

ya que: 

E 1 S'
x
*1 
	 (5.3) 
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(5.2) 



Por lo tanto: 
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S" 1 = 	(x
i 	

= 1 
II-1 	n-1 

i=1 

2 
P. XI - VJC (5,4) 

La variancia de S'* está dada por (Ref. 2): 

,2 
liar' (Sr 	-(J!2-r)-7 	Var 	 (5.5) 

Var { s2  1. 21111.. 

n
2 	Y. 

(5.6) 

Las raíces cuadradas de las expresiones (5.2) y (5.6) proporcionan el 

error estándar de los estimadores 	y S'); respectivamente. 

5.2.2 DiAvn. c6tándan de .ea:s estifflaci.ones 

El error estándar de una estimación particular para el método de ajuste 

por momentos, esta dado por: 

S .= 
T 

(5.7) 

donde: 
K2  

y + —9—( ,  
o 	‘1  

(Ref, 4). 	(5.8) 

K
o 

es llamado factor de frecuencia; depende del período de retorno y de 

los parámetros de la distribución de probabilidad empleada ya que cual--

quier estimación puede expresarse como (Ref.4): 

yl  - 	+ va 	 (5 9) 



y : es la magnitud del evento estimado para un período de retorno T. 

my, o : son la media y la desviación estándar de la población estimadas 

a partir de una muestra. 

y
►  
 en (5.8): es el coeficiente de asimetría definido por (2.40) 

(4) 
Y - 	/-1  

2 	 (capítulo 2) 
(2)2  

(2) 	(j 
1.1 	y 	son momentos centrales definidos por (2,34) ó (2.35) 

,r  y y se estiman a partir de la muestra. 
2 

En la referencia 4 existen tablas que suministran valores del factor de 

frecuencia KO  para diferentes periodos de retorno y distintas distribu-

ciones, 

Los límites de confianza para una estimación particular uo  cuando los pa 

rámetros son estimados por el mótodo de momentos, son: 

donde: 

Limites -q-lk S -1-1,,S 
o u 	T 

(5.10) 

v o. son la media y la variancia de la muestra, respectiva- 
J 

mente. 

ST: está dado por (Si) 

K : es una constante 

El valor de K depende de la distribución que siguen las diferencias de 

los evenl'os estimados y iv eventos observados (errores) y del nivel de 
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confianza 1 - 	Si se considera que siguen una distribución normal, 

K = z 	; si se considera que siguen una distribución t con y = n-l-m 
2 

grados de libertad (Ref. 1), K = t 	m es el número de parámetros 
di 2  ,V 

estimados a partir de la muestra. Para el primer caso, se utiliza la 

tabla 1 y para el segundo, la tabla 2 (ambas del apéndice), 

O . a 	1 

5.2.3 Nopiedade(s de. U,s e_timci.cdone,s 

Los estimadores de parámetros ajustados por momentos son asintóticamente 

eficientes (secc, 1,2.2) generalmente su eficiencia es menor que la uni-

dad, para distribuciones asimétricas puede ser mucho menor que uno. De-

bido a que los momentos de la muestra son estimas consistentes de los 

momentos de la población, las estimas de los parámetros son generalmente 

consistentes. 

A pesar de la eficiencia asintótica de los estimadores, como muchas ve-

ces es menor que uno, frecuentemente este método se usa sólo como una 

primera aproximación de los valores de los estimadores (estimas) 

Si la distribución de frecuencias es simétrica y particularmente normal, 

la eficiencia puede ser igual o acercarse mucho a la unidad; en este 

caso, pueden descartarse otros métodos de estimación y aplicar el de mo-

mentos. Desafortunadamente, en Hidrología, la mayoría de las variables 

que se manejan son en mayor o menor grado sesgadas por lo que el uso de 

este método representa una pérdida en lo estimación. 

79 

5,2.4 	U.!eUmcieWli 	poi( 11~ 	4l'U1iCW (1,1' ev,w, W,1,111(0, pa.nn 



atguncbs di,stAibucíows de pulábiti.dad. 

Como fue visto en el capítulo 3, los momentos de una variable aleatoria 

están relacionados con los parámetros de la población (función de proba-

bilidad que la describe). Enseguida se presenta una tabla (tabla 5.1) 

donde se relacionan los parámetros de las distribuciones estudiadas en 

el capítulo 3 con sus momentos respectivos. Los parámetros pueden esti-

marse al sustituir el momento correspondiente de la población por el de 

la muestra. 

La obtención del error estándar requiere de aplicar (5,7) para lo cual 

se necesita el valor de cS, que puede obtenerse de tablas que existen 

en la referencia 4 para varias distribuciones, varios períodos de retor 

no y también varios tamaños de lo muestra. 

5,3 Mínimos cuadrados. 

5.3.1. Deze/típción da m6-todo, 

El método de estimación por mínimos cuadrados considero el ajuste de los 

valores observados (gastosmáxis anuales paro el w 	caso de este trabajo) 

a un modelo lineal. 

Un modelo lineal es aquel en que uno variable (dependiente) cl es afecto- 

da por otro u otras variables (independientes) 

guiente manera: 

E 	x,/  ; .. x'1} 2 4 	r' 
'I 	'4 

de lo si- 

(5,11) 
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TABLA 5.1 

DISTRIBUCION 	RELACION DE LOS PARÁMETROS CON LOS MOMENTOS 

li 	=- Ti' 
Y 	Y 

1,(2) ._, ,). 

Y 	Y 

( I) ' 	1 	( ,) 
1, 	-., exp -1m

L 
+ - u . 	+ a 

Y 	2 I. 	
L 

LOGNORMAL 

(3 panlimetlups) 
	

Y 
	= tuy 	}- lexp(o() - 1} 

11 (3) 
Y 	+ :3\./ 

(''-a 

Y - 

(1)' = 
Y 
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NORMAL 

GUMBE L 

EXPONENCIAL 

(2 pan4metno.6)  

(2) 

6a2  

0.5772156... 

u  
11
Y  

( 2) 	
1 

= 

>1 ?  

GAMMA 

(3 paMmetlwq 

2 

k  VH.a L ) está dado por (3.35) 



En la expresión (5.11): 

E { ): es el valor esperado 

y: es la variable dependiente 

xi,x2,...,xn  : son variables independientes 

P5t,  : son los parámetros del modelo 

El modelo: 

E {Y ) = 	+p,x 
x 

(5,12) 

es el caso más simple de modelos lineales, sólo correlaciona dos varia-

bles: X e Y. El segundo miembro representa una línea recta con pendien 

te f3 y ordenada al origen c. Este es el caso que se presenta en ade—

lante. 

Para llevar a cabo el ajuste de una serie de avenidas máximas anuales 

observadas a una función de distribución de probabilidad, resulta de 

utimadcorreladonarfuncionesully?riododeretornox.,-F (T.) con 

las avenidas observadas u Qmáx anual i' es decir, asociar a cada gas  

to un determinado periodo de retorno. 

El ajuste por mínimos cuadrados obtiene estimas de 0 y del?, , que mini-

mizan la suma de las diferencias elevadas al cuadrado de los valores es-

timados y sus correspondientes valores observados. 

A . 
Los estimadores de o y de (2, se representan por o y P,; en forma semejante, 

a la estimación de 1. / ¿  se le representa por 11i; por lo tanto: 
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(5.13) 

o y P, son los verdaderos, pero desconocidos, parámetros poblacionales. 



Deben encontrarse los valores de a y de P, que hagan mínima la suma: 

A 	A 

( U. — 	) 2  = 	ly• 	( 	+ 	x.)) 2  
i= 	 ,c1-,  1 	t  

(5.14) 

Las diferencias yi  - yi  son llamadas errores o residuos. 

m:es el numero de datos de la muestra. 

Derivando parcialmente esta expresión con respecto a n y con respecto a 

P. e igualando ambas derivadas a cero; se tiene: 

,1 	( a + 	x . 
1 	 I 

 

	

(  2. 	• 	a + (iJ, 	.)1 (-1) 	0 

	

flt 	 .{. 

 

(5.15) 

. , 

-----4"1-1.-(11 " f  
í-1 1 a 	C  

1 2  

2 fli, 	( a .1- 	x, 

ird 

De (5.15): 
VI A H 

- 2 { 	 Y, a - 	x, 	O i,1 	,1 

(5,16) 

(5,17) 

De (5,16): 
II 	 PI 

{ 	x 	—. 
< 

ízl 

11 
Y . 	 X . 2  } 	0 (5,18) 

A 	A ft 	 II 

Ya que u y 	son constantes y como 	11. = 	y 	'I. x, -nx, se 
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tiene: 

De (5.17): 

ny -nn-11131= O 
	

(5.19) 

De (5,18): 

n 
x .y -u 	x - 	E x2. =0 

11=1 	't  

Resolviendo simultáneamente (5.19) y (5,20) para 

{i 
x,y. - 	u 

- 	 
4. 4. 

ri 
E x2. - 	(i¿) 2  

a = y - 	x 

(5.20) 

A A 
a ya se llega a: 

(5,21) 

(5,22) 

Es posible expresar a y (.3 como funciones de la covariancia o del coefi-

ciente de correlación. (Capítulo 2). 

La correlación se calcula a partir de las avenidas máximas anuales obser 

vadasyydelasfucionesdelperíododeretornox.=F(T). 
x. 

Como se vid en el capítulo 2, las expresiones de la variancia y de la 

covariancia están dadas respectivamente por: 

y', (•,‹ . 	= 	{ 	Y X 2  - 11G) 2 } 
.‹

• 	
I 	• 

1. 	
fi  

	1 	
11 

s 	'''. ---1: (x 	•• ) 	(tí 	- ti) ' - 	1 	Y: X ,I/ 	- 11 .*-‹ I-  f .1 
Y, ,,y 	n-,1=1 	-i. 	• 1. 	' 	

11 	-H 	
{ (' 

por lo que (5,21) puede expresare como: 

5 
(5,23) 



También se sabe de (2,8) que: 

S 

x,y 
x y 

Sustituyendo (2.8) en (5,23), [7, puede expresarse como: 
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S 

= r
x,y SY 

x 

(5,24) 

 

c2 

x 
y S'

Y 
 representan las correspondientes variancias de xl y de u. 

rx,y es el coeficiente de correlación entre las funciones del período 

de retorno x y los gastos observados u definido en 2.1.5 

Al cuadrado del coeficiente de correlación 
(rx,y 

 ) se le llama coefi-

ciente de determinación; cuando se usa el método de estimación por mí—

nimos cuadrados, puede expresarse como: 

7-  (Y' - ) 2  

i=1 

1'x 
 

): ( 

I 

ya que corresponde a: 

(5.25) 

n S'2  
2 

S .  

Y 

2 

S( 
A  

+ 	X) 

S2  
Y 

(5,26) 

siendo 
	ey -I. V., 

Una de las propiedades de las variancias es (Ref. 2): 

'lar 	x 
	

Var 	Ixf 	 (5.27) 

que aplicada a una muestra corresponde a; 



2 /^ - B 2  S2  S 
kch 	x) 	x 

(5,28) 
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Sustituyendo (5.28) en (5.26), se tiene: 

B 2  S2  x 
r 
x,y 

Y 

Sustituyendo (5.23) en (5.29): 

r  2 	
S 	S 	S X ly ..} 2 	X 	 x,y 

x,y 	s2 	s2 	S2  S2  
x 	y 	x y 

(5.29) 

(5,30) 

que es el cuadrado del coeficiente de correlación definido por (2.8) 

Los momentos de los estimadores obtenidos por el método de mínimos cua--

drados (a y13 ) tienen los primeros y segundos momentos respectivamente 

(Ref. 1): 

Ela) = o 
	

(5.31) 

2 

	

Var (o I . 	{ 1+ L1 
	

(5.32) 

x 

E ( 13) = í 	 (5.33) 

2 

Var 	Bt . 	 (5.34) 

o S2  

Donde: 

E f 	: es el valor esperado definido por (2.21) y/o 

(2.32). 

Ver I. 1 : es la variancia definida por (2,36) 

: representa la veriencia de los errores ( 



es llamada variancia residual, 

2 	 2 

La variancia residual ct se estima por medio de S de la siguiente forma: 

2  
1 

S 	o2  = ► 	E (Y • - Y T.  - n-2
(1 r 
 x,y

) 5 y (5.35) 

Al sustituir S2  por 02  en (5.32) y (5,34) y luego extraer raíz cuadrada 

a cada expresión, se tiene: 

c2 

SA = 	') .{ 1 + -± 
(t. 	n S2  

X 

(5.36) 

F 

S' 
S A =II -- 
(3 u 2 

t nSx 

que son respectivamente, los errores estándar de (2 y de H. 

(5.37) 

5.3,2 EV10/1 eótffildak de bu e.,5Vmac.¿oneA. 

El error estándar o- 	para una estimación particular y
o 

correspondiente 
Yx  

a un valor x
o 

está dado por: 

2 	(x 	:Y) 2  
o = 	( 1 4 	1 1 	 (5,38) 
Yx 	S' 
o 

(Ref,2) 

es el estimador de o 4- v,x 
xo  

Si se toman límites de confianza, éstos están dados por: 

límites . u 4'x
o 	

k S 
	

(5,39) 
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k es una constante que depende del nivel de confianza y de la distribu-

ción que siguen los errores, 

o- 	es estimado por S- 	al sustituir en (5,38) S2  por o2. 
(.1 x  

o Jxu 

Si se considera que los errores siguen una distribución t (Ref. 2); 

k = t 
a/2, n - 2 

se obtiene de la tabla 2 del apéndice. Si se conside-

ra una distribución normal, k=z oi/2' se obtiene de la tabla 1 del apéndi-

ce. 

a es el nivel de significancia y se considera de la misma forma que en 

el método de ajuste por momentos. 

Sustituyendo la estimación de o- 	en (5,35), los límites de confianza 
Yx  

para una estimación particular 	
o  

yx 	están dados por: 

o 

A 	A 
(z 

Límites 	= 	e -V 	í3 	yo  1- I 1 -I. —2  (5,40) 
S' 

que obviamente proporcionan el intervalo de confianza, 

5,3.3 Pnopiedade,s de lo's 051'ímadone, 

A 
De (5,31) y (5,33), se observa (según cap, 4), que (1 y 	son estimado-

res insesgados de e y de (3. 

De los estimadores lineales insesgados de P,, el estimador p, obtenido por 

mínimos cuadrados tiene la mínima variancia, es decir, es eficiente.* 

En forma similar, o es un estimador eficiente de o. 

--------- 
* Teorema de Gauss-Markov (Ref.1) 
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Para que las estimaciones hechas a partir del método de mínimos cuadra-

dos se consideren eficientes, deben satisfacer las siguientes condicio-

nes: 

la, Que los residuos yí  - yí  sean normalmente distribuidos 6 cuando me-

nos, distribuidos simétricamente, 

2a, Que la variancia de la población formada por los residuos sea in-

dependiente de la posición de un grupo dado de residuos ó que las des-i-

viaciones sean independientes. 

3a. Que la variancia de la población formada por los residuos a lo largo 

de la línea de ajuste sea constante. 

Es difícil, en Hidrología, satisfacer estas condiciones, sobre todo la 

2a. y la 3a. ya que, generalmente, los residuos se incrementan cuando se 

incrementa yí. 

5.3.4, Eistímacall de. &PI pamAnel9w4 y obteucíóti 	CAl¿On Wffildam. 

paAa Oguna4 db5Pabile,¿onu de pitobahi,Udad, 

En la expresión (5.13), varía la x., dependiendo de la distribución a 

lacualse~Sesabetambión,quex.-F (T) por lo que (5,13) 

puede también escribirse como: 

Y: 	o 1- 	F(T) 

La función del periodo de retorno F(T) depende de la distribución a la 

cual se ajusta. 	Igualando (2,57) con las respectivas funciones de dis- 
e 

tribución acumulada (ca-p. 3), los eventos y.1., las xi  asi como o T. F. en 
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función de los parámetros de cada distribución se expresan como se pre-- 

senta en la tabla 5.2 

TABLA 5.2 
A 

DISTRIBUCION 

NORMAL 
	

Z . 	 111 	 O 	 O + 	x . 
Y 

A 
A 

LOGNORMAL 	 z. 	m1 	c7 1 	exp' { 	xi} 
(2 paAdmetko)s) 

T¿ 	 1 	 A , 
GUMBEL 	 e 4  B x . 

Tí-/ 
A A A 

EXPONENCIAL 	Ln Tí 	 cx 	1 	 a + B x. 

Estas mismas consideraciones se utilizan para obtener el error estándar 

de una estimación particular, es decir, x, se sustituye por x
0 
 y X es la 

inedia de las x. en (5,38) 

5.4 Máxima Verosimilitud 

5.4.1 DeAcidrición det método. 

Es también, un método de estimación de parámetros ampliamente usado. 

Además, proporciona una aproximación de la distribución del estadístico 

usado como estimador. 

Si se tienen n observaciones aleatorias, su distribución de probabill--

dad conjunta está • dada por: 
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f, 	y 	( 
Al, X. 	. 	x 	

x

n 	
1,x  2,—"xu 	..,0171) 

YI 

1. fx 	(X ) fx  (X 	
. • f 	(x ) = 	f (x,10.) 

1 	
Xn 	. 	4. 

,C=1 

donde: 

(5,41) 

x2,.,,,xn  son las n observaciones aleatorias, 

= 01,02,...,0m  son los parámetros de la distribución. 

m : es el número de parámetros, 

En (5.41) se consideran conocidos 0 1 ,02,...,Jm  

Si se toma la posición de que sólo se tienen los valores observados de 

la muestra Xl  = x l, X2  . 	y no se conocen los parámetros 

O,0
2M 

como ocurre realmente,
x 
 (x.I0.)

' 
 es vista sólo como una 

funciónde0.lo cual da lugar a la relativa verosimilitud de las obser-

vaciones de la muestra como una función de O. En símbolos: 

Iz 

L(0i1X 1 ,X2,..,,xn) = H 	f
X 
 (X.

L
10
j 
 ) 

.  

•¿..1 

(5.42) 

A esta expresión se le llama (lune.16n de umváMUítud de le muestra. 

A partir de la función de verosimilitud se determinan los estimadores de 

los parámetros G.: 

Los valores de los e parámetros que maximizan la función de verosimili--

tud 1(0j) son llamados nstimadores de máxima verosimilitud. 
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A 
Una técnica bastante empleada para la maximización de L(0.), es la de 

ilialaracerolaprimeraderivadade~ 	 La 

función de verosimilitud y su logaritmo natural tienen un máximo para el 

mismo valor de O. Además, debido a que muchas distribuciones de probabi-

lidad involucran la función exponencial, la maximización de su logaritmo 

natural se facilita, 

Si ni es el número de parámetros de la distribución de probabilidad, la 

maximización requiere resolver una serie de ni ecuaciones: 

Lnt 

90 

LnL 
	

o 
	

(5,43) 
DO2  

donde 1 está dada por (5.42) 

5 , 4 , 2 E,i)Lon mtanda.4 (le .tas e.3.tí met o 1 	, 

Se tratará el caso de una distribución de tres parámetros O , O , O , es-- 
1 • 	2 	3 

timados por máxima verosimilitud: 

Para el periodo de retorno T, se tiene un evento simple XT  de forma que: 

x. = f O 
	

(5.44) 
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D 	t. { 'd 7..  L 
(1 ;', ') 

Como T no varía, se tiene que (Ref. 4): 

93 

2 

S
T

2  = 	 Var 0 + 2—X:2  Var O + 
1 	 2 

'¿(:)  

A A 
D X 

Var 	+ 2 --111• —X   cov(0
11

G
2

) 
3 	 n • 

')n 	 1. %1 	ü (')2 
3 

9 	X 	9 	X 	 D X  + 2 	 cov 	O O ) + 2 1̀1 X  COV ( 	0) 
1 3 	 ^ 	n 	 2 3 

 

90 	a 0 	 90 
1 	3 	 2 

(5.45) 

donde: 

S.
r
' es el cuadrado del error estándar para una estimación 

correspondiente a un período de retorno T. 

X: es la variable aleatoria 

D 	
: representan las derivalia s parcial es de la variabl e 

BO. 

aleatoria X con respecto e 0._ 

Las derivadas parciales pueden obtenerse de le función de verosimilitud; 

y las varianCias eStán•dadas por (Ref, 4): 

Var
° 	

2 

 
D 

o 	(5.46) 

donde O está dada por: 



2 2 L 	a 2 L 

O 9 0 
1 	3  

2 02 2 

(5.47) 
2  L 

DO 1 O 
1 	3 

	2  L 	" L 

80 20 	,)0 20 
1 	2 	2 	3 

2  1 	i:, 2  L 	'rsJ 2  L. 	rr) 	L 	2  L 
1) 	a9 	.() 	 .)0 2 	 O 	ti la 	n 1 	2 	1 	2 	3 	 3 	1 	3 
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Var O y Var 
O 3 
 se obtienen en forma similar a (5.46) 

2 

De esta forma es posible evaluar ST2  y por consiguiente los límites e 

intervalos de confianza de las estimaciones para un determinado período 

de retorno. Los límites son: 

Límites = X— + k S
T 	

(5.48) 

donde k depende del nivel de confianza empleado y de la distribución 

que siguen los errores al igual que para los otros dos métodos de esti-

mación vistos, 

P)Lopíedadv, de £o3 

Los estimadores obtenidos por el método de máxima verosimilitud no son 

siempre insesgados pero sí asintdticamente insesgados. Son suficientes 

y consistentes. Si existen estimadores eficientes este método los en-

cuentra. Además tienen la propiedad de ser invariantes (secc.4.2,4) 

Las propiedades de estos estimadores son asintóticas, es decir, sus 

estimas se aproximan más al valor de los parámetros cuando el número 

de datos de la muestra crece. 



Una gran ventaja de los estimadores obtenidos por máxima verosimilitud 

es que sus propiedades han sido ampliamente estudiadas y en forma inde-

pendiente de las funciones de distribución de probabilidad en considera--

ción, por lo que al aplicarse a cualquier distribución, se tiene en buen 

grado de confiabilidad. 

5.4.4 Uti.maeíóu de t(m pakehietw, y obteitci.ów da V1.40%i utándaA pata 

a/Juna3 dt!s.tAilucionu de pkobabít¿dad. 

El procedimiento para la estimación de parámetros y el de la obtención 

del error estándar utilizando el Método de Máxima Verosimilitud varía de 

una distribución a otra: 

5,4,4.1 1),¿AtAíbucián Lopmmat Ido3 y tu,s pwidmelAnl: 

La función de densidad de probabilidad está dada por (3,19); al aplicar- 

le (5,42) a su logaritmo natural, resulta: 

LnL. 	Ln(q -a
L  ) 
	Ln (2H) - n Ln o

L 
írl 

E' { Ln (q ,-a
L 
 ) 

2 

-1=1 

(5.49) 

2 o- L 

y al aplicar (5,43), se llega a; 

A 	
1 	

u 	, 

m - - 	Y.', Lo (ii. 
,( - a L

) 
, 	•- 

,(,..,/ 

' 
^, 	n 
o 	1 	, 

ii 
E 	1 Ln (q

i. 
 •- a

L 
 ) - m

L
l' 

,c...-1 

(5.50) 

(5.51) 
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Y: 

n. 	A 	A 	A2 

(14
í 
 - 

aL )
-1 	

(mL 
	' 

r
L 
 ) = 

-   
i=1 
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Ln (y. - 	(5,52) 

A 	A2 

	

Al sustituir mL  y 	en (5.52) puede resolverse el sistema y encontrar 

los valores de aL, mi_  y 0L  que son los parámetros de ésta distribución. 

Para la Distribución Lognormal de dos parámetros, el cálculo se simpli--

fica a hacer a
l 

= O y aplicar (5,50) y (5,51) 

El error estándar resulta de aplicar (5,45). y/. está dada por: 

tjT  = exp (11IL  + 70 L) + aL 	 (5.53) 

por lo que (de la cc. 5.45): 

^ 

	

2 	2 	 ^ 	 A 
ST2  = Var a, + L-9.----- Var 72  + (j Var m

L
-1- 1--T- cov (a

L 
 ,o2 ) 

L 	
L 	(t 1  

4 °L2  
A , 	2 	A  

	

+ 2w cov (a
L'  mL 	A  

) + --.11- 	cov 
(o'(:' 

m
L
) 	* 	(5.54) 

OL  

donde; 

z: es la variable normal estandarizada 

A A 

cov(a m ) 
L L 

w  exp 	+ z n,) 

- 	1 	exp kn'/ 2  

2n n 
u 

1 A, 
cov(a

L'  ) 
	D 	exp W/2  - mi ) 

1 A 2 
cov (M

L' 	L 
01) 	

n D 
(),
L 
 (IX!) 	0 2  - 211I, ) 

* Referencia 1 



Var { aU  
} 	= 

A 
Var' 	m } 

.2 
Var 	GL } 

(02 	+ 1)  Ln2 
(01, 	- 	2mL ) 

exp 	(oL 	- 2 

2nD 

^2 

nD 

oL
2 

{2(1 

,2 

 

exp 	- mi)}-exp 
2o 
L 

 

	

^2 	

,2 	n 

	

(U
L 	

+ 	1) 	exp' { 2(oL 	- 	mL )} 
nD 

	

n2 	 n7 

•+ 1) 	
A2 

	

(GL 	1) 	
(2o

exp 	- 2 ML) 
D = 	e xp { 2(01.  - 

	

A2 	

L  

n7  

	

2o t_ 	 2°L  

Para la Distribución Lognormal de dos parámetros, el cálculo del error 

estándar se reduce a aplicar: * 
A2 

ST2 	- 	exp.  { 2 (m1  + z o) j ( 1 + z 2 / 2 ) 

5.4,4.2 WAthíbución Gumbei: 

Aplicando (5.42) al logaritmo natural de (3,37), se obtiene: 
n 	 Yr A 	A 

Ln L = u Lo u - u. 	2 (y. -0) - 	exp 	- 	(y ,  -13) 
4:=1 	4- 	.(5,1 

(5,55) 

(5.56) 
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y aplicando (5.43) 

Yl 	A 
2 exp(-i% q) 

=1 

Ln (5.57) 

..... _ 
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D Ln L 	^ 	
O 

	

A 	 1 	n 	. 

	

exp (-u 	7,exp(..c.i.).0 	(5,58) 
A 	 4. 11c 

	

.i.=1 	 '' 	Ft 	.i.,1 
Da 

La expresión (5.58) no puede resolverse analíticamente para a, sin embar-

go, por medio del método de Newton Raphson se puede llegar'o obtener un 

valor bastante aproximado (de a). 

Haciendo: 

(5,59) 

A. 

(I í4.1 = 11'; 	h 
	

; 	= 1, 

donde: 

F.' (a l) es la primer derivada de F W: 

E' (Q1 ) .— 	(1 2. 

,L.'1 

J". 

exp (-O y.) + (m 
j 	Y 

1 
	rr 

 
) 

• 
exp(-x u.) 

1 	O 
. 	exp ( 	al  y.) 

.t 1 

(5.60) 

y sustituyendo el nuevo valor clio  en (5.59) hasta que h sea menor que 

un valor pequeño fijado de antemano (por ejemplo 0.0001 6 0,000001) 

se obtiene un valor de a por este método, Sustituyendo este valor de 

(Y, en (5.57), se obtiene el correspondiente valor del?, 

Aplicando (5,45), el error estándar para una es t filiación particular es-

tá dado por: 

S
T
2 	1 1.1086 4. 0.5140 q

G 
 4. 0.6079 u2 	 (5,61) 
•  
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donde: 

y 	- Lo (Ln 

T-1 

5.4,4.3 Di,stAibución Gamma Ido3 y tice,s paAdmetilo3) 

Al aplicar (5.42) al logaritmo natural de la función de densidad dada 

por (3,55) resulta: * 

A A 
r A A 

Ln L= u F (k) - 	(x ,-(S) + (k-1) 	i Lo 

1 	4. 
	

.i. =1 

- uk In (5.62) 

y al aplicar (5.43): 

A A 

(X.-¿) 	n), k 	0 
	

(5.63) 

n  11(6_ 4 	Lo 
í. 

11 

-uLn 1=0 
	

(5.64) 

Dk 
	

r(k) 	írl 

r1 
 

x.„-(5 
D(S 

donde: 

1(k)
T 	

1 	1 	1 
(k) = Lo(k-2) 

1(k) 	 2( 10-2) 	12(k+2) ? 	120(k.1-2)' 

1 	 1 	1 
252(P12)' 

(5,65) 

(5.66) 

Referencia 4 
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A T se le llama función digamma. 

Despejando 1 tanto de (5,63) corno de (5.65); igualando y despejando 

después 1, se llega a: 

 

(5.67) 

 

1 

ír1 	./:=- 1 

u 

  

  

Sustituyendo (5.67) en (5.63): 

 

;.? 

  

100 

c—=1 1 
rr  (5.68) 

4..1 (x4,.-(5) 

Al sustituir (5,67) y (5.68) en (5.64) se obtiene una expresión que sólo 

puede resolverse numéricamente en forma iterativa. 

Haciendo: * 

1 11 	 1 11  
- Y(k1 ) 4- 	Ln (x1 -(S I ) 	Ln ( - F (x.- 	)3 

Y 

(5.69) 

F'(6) 
k 

TI  (k 
1

1 	' 

	1 	 11 	1 - 

( 

-11--  
‹.. ,,1 (x ,..-N) 	Y, (x .-(SJ 	4... I 	( x .-4 2  

i ,1 . 	 4 	

H 

4 	 4. 

   

X = 

t. 

	

n 	1 	
n 	

1 	n
3 

r VI 
4 (X .

,x-
-45  ) 	 ( x .

4 
 --4S ) 2 	Y, (x.-W3  

. 

	

t.=1l 	1 	,U1 	) 
(..-,1 

Ji 

u 
) 

.4. 
í.I 

11 1 	. 	1 

11 ( 1 (); -6 ) 

(5,70) 
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donde: * 

17k 
1/

-3 
ax 	

9k 2 /3 	3k 1 / 6  

1 

2 

3 

(5,73) 

donde: 
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Y' (k1 ) 
1 	+ 	1 	 . 	1 	1 

1:
1
4-2 	2(k1+2)2 6(ki.  2)3  30(y2)5  42(k1 +2)7  

 

1 4- 
	1 	

(5.71) 
30(k14-2) 9 	(k1+1) 2 	k 1 2  

El valor de kl  se obtiene aplicando (5.66), sustituyendo 6 por 0.98x , 

siendo x
M 

el menor de todos los gastos máximos anuales (primer iteración). 

Cuando h = 116)/P(5) es menor que un determinado valor pequeño fijado de 

antemano (por ejem. 0.0001), se considera que la aproximación a los valo-

res estimados de los parámetros es suficiente (Método de Newton-Raphson). 

F'( 6): es la primer derivada de F(6) 

T'(k) : es llamada función trigamma. 

El error estándar para esta distribución (ec. 5.45), está dado por: 

S
T
2 	

9x 
{ ---}2  Vara 44 

ax 	Var k 	 2̀L--} 2  Var S + 2 	coy 	,k) 
96 	DX ak 

ax 	9x ax 
+ 2 —57-- 	cov (X,(5) + 2 --- 	coy (k,6) 

A pió 	 9k V 
(5.72) 

a x 
5k.  - 

 

1
/3 	1 	1 

9k 2/3 	3k )/(5 	9k /3  27k 	18k 2/6  

3 rx 	k 

  

( 5. 7 4) 
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(5.81) cov(k,5 
1 	 1 

ti O. 3  D 	L k-1 

(5.82) 
1 	2k - 3 . D- 	 29''(k) - _ _ 

(k-2)a4 	(k-1)2  

T (k): está dado por (5,66) 

Ts(k) está dado por (5,71) 

z está dada por (3.66) 

coya, 5)
, 	1_ 	r 	1 	- T'(k) 

na2D L k-1 

-1 

n a'D 
coy (a,k) 

nDo.' (k-2) 

Var ó 	
kT' (k)-1 

n a2  

1 

k-2 	k-1 1 

(5.75) 

(5.76) 

(5.77) 

aX = 1 
9t5 

Vara= 	
1 

 
n ( 21) 

	

Y(k) 	1 

	

k-2 	(k-1)2  

Var k = 	
2 
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Ejemplo 5.1. 

Ajustar los valores máximos de 30,60 y 100 conjuntos de 365 nú— 

meros que siguen una Distribución Exponencial (máximos exponenciales) a 

las Distribuciones Normal, Lognormal (de dos parámetros), Gumbel y Ex— 

ponencial. Calcular la Desviación Estándar de los Errores. 

Los conjuntos de números con Distribución Exponencial para una media m y 

una desviación estandar o de interés, se obtienen de la siguiente forma 

(Ref. 13): 

a) Dados 365 números aleatorios con distribución uniforme entre cero y 

uno, estos representan la probabilidad acumulada dada por Fij  (y). 

De (3.51) se tiene que: 

Fv  (y) - 1 - exp ( -X (y-a )} 

de donde puede despejarse 

y 	- 	1 	{ 1 	F 
Y
(y) ) 
	

(5.83) 

b) La media y la desviación estándar de la distribución se asignan como: 

• . 30 
Y 

• 10 

c) Los parámetros X y cc se obtienen aplicando (3.53) y (3.52) respectiva-

mente: 

Y 

1 
o m — 

Y 	?, 

d) Para m . 30 y o
Y 	

10 se obtiene que X . 0.1 y c( - 20. 

Y 
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e) Sustituyendo estos valores de X y de c en (5.83), se obtienen los 365 

números y con Distribución Exponencial: 

u . 20 - 10 Ln 	1 - F (y)} 	o 	F (y) 	1 
Y 	Y 

De 30 , 60 y 100 conjuntos de 365 números así obtenidos se escogen los 

máximos y se ajustan a las cuatro distribuciones. 

El ajuste se efectúa utilizando el método de mínimos cuadrados (secc.5.3) 

para lo cual es necesario correlacionar dos variables (X e Y). Represen 

tando por y a los eventos exponenciales, las x son funciones del período 

de retorno que dependen de la distribución a la cual se ajusta: 

Para la Normal: Y = 	Se obtiene a partir de 1 - 1/T de la tabla 1 del 

apéndice de áreas bajo la curva normal estandarizada. 

Para la Lognormal: 	x e 2 

Para la Gumbel: 	x =-Ln Ln T/(T-1) 

Para la Exponencial: x = Ln T 

Los estimadores por mínimos cuadrados ciy I> se obtienen aplicando (5.21) 

y (5.22). Las estimaciones yi resultan de aplicar (5.13): 

A 

yi = cy 4 • f3 X 

La Desviación Estándar de los Errores S se calcula a partir de (5,35) 

S r'-' 	S 2 	l'2- 	): (tfl. - y.c. ) 2  
u-2 .i.1 ' 

En la tabla 5.3 se presentan los resultados del cálculo de la Desviación 

Estándar de los Errores para los ajustes respectivos de 30, 60 y 100 má-

ximos exponenciales y en las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 las curvas de ajuste 

104 



junto con los máximos exponenciales. 

Se observa para este ejemplo, que cuando el número de máximos cambia (30, 

60, 100),los valores de la Desviación Estándar de los Errores (D.E.) no 

son correspondientes en cuanto a su magnitud; es decir, si una distribu-

ción tiene la máxima D.E. para 30 máximos, no lo tiene para 60 o para 

100. 

TABLA 5.3 

DISTRIBUC1ON MAXIMOS D.E. 	7' 	S 

Normal 

Lognormal 

Gumbel 

Exponencial 

30 

30 

30 

30 

1.712 

1.871 

2.661 

4.485 

Normal 60 4,204 

Lognormal 60 3.285 

Gumbel 60 1.831 

Exponencial 60 1.385 

Normal 100 3.756 

Lognormal 100 2.761 

Gumbel 100 1,686 

Exponencial 100 2.232 

La Distribución Normal presenta el menor valor de la D.E. cuando u •-• 30, 

en cambio, presenta el mayor cuando u - 60 y cuando u 	100 

La Distribución Exponencial tiene el mayor valor de la D.E. para 11 = 30, 
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el más bajo para u = 60 y el segundo más bajo para n = 100, 

La Distribución Gumbel en cambio, presenta para n = 30 el segundo valor 

(más alto), para n = 60, el tercero y para u = 100 el más bajo. 

Estas observaciones de los resultados del cálculo de D,E. coinciden con 

las de las figuras (figuras 5.1, 5.2 y 5.3): 

La Distribución Normal, es la que más se asemeja a los puntos máximos 

para n = 30. 

Entre la Distribución Gumbel y la Lognormal es difícil una elección de 

la que pueda representar las observaciones (puntos). 

Para n = 60 la curva que siguen aproximadamente los puntos es la exponen 

cial. 

Para n = 100 la curva de ajuste Gumbel es a la que más se aproximan los 

puntos en los extremos, para los valores intermedios, la curva exponen--

cial coincide con muchos. 

Resulta interesante observar de este ejemplo, como la curva de la Distri 

bución Gumbel se aproxima más a los valores máximos exponenciales cuando 

el número de máximos crece; en cambio, ocurre lo contrario con la Curva 

Normal. La Distribución Lognormal conserva aproximadamente su ajuste 

relativo. 

Debe admitirse que este ensayo (para 30, 60 y 100 máximos) es sólo ilus-

trativo y que es necesaria la realización de otros más para confirmar o 

rechazar como válidas las consideraciones que de aquí puedan hacerse. 
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Figura 5.1.30 eventos máximos exponenciales ajustados a '1 
distribuciones. 
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Figura 5.2. 60 eventos máximos exponenciales ajustados a 4 
distribuciones. 
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6. 	BONDAD DE AJUSTE 

6.1 Introducción 

Al proponer una distribución de probabilidad como un modelo que siguen 

determinados eventos (gastos máximos anuales), después de estimar sus 

parámetros, se debe verificar su validez al compararla con la distribu-

ción que siguen las observaciones. 

Resulta útil hacer primero una comparación gráfica del histograma de 

frecuencias relativas o su polígono con la función de densidad de proba-

bilidad. También pueden compararse el polígono de frecuencias relativas 

acumuladas y la función de distribución acumulada. Cuando se usa un his 

tograma, resulta conveniente que la función de densidad de probabilidad 

se presente en forma de barras que coincidan para que la comparación sea 

más sencilla y de mayor utilidad. 

Existen papeles especiales, llamados papeles de probabilidad, en los 

cuales las escalas (horizontal o vertical) cambian según la distribución 

empleada que simplifican la comparación del polígono de frecuencias 

relativas acumuladas con la función de distribución acumulada. La com- 



paración puede hacerse también, representando sólo con puntos las obser-

vaciones. El papel contiene escalas de tal forma que la función de dis-

tribución acumulada aparece como una línea recta en él. Así, la compara 

ción se hace entre los puntos y una línea recta. Un ajuste ideal sería 

aquel en el que todos los puntos estuvieran sobre una línea recta. 

Cuando se tiene una total incertidumbre acerca de cual modelo particular 

puede representar al conjunto de gastos máximos anuales, la búsqueda se 

inicia suponiendo que el "verdadero" modelo es una distribución de pro-

babilidad conocida por ejemplo: Normal, Gumbel, Exponencial, etc. Una 

vez decididos los modelos a utilizar, después de calcular sus parámetros 

por los métodos de máxima verosimilitud, momentos y/o mínimos cuadrados, 

la selección del mejor modelo se hará de acuerdo al ajuste que presenten 

con las observaciones. 

"Debido a la complejidad de los eventos hidrológicos, no hay un modelo 

probabilístico conocido al cual puedan ajustarse en forma ideal y por 

lo tanto tomar a éste como 'verdadero", es decir, no hay eventos hidro-

lógicos que sigan un modelo particular". Ref. (8) 

Al comparar gráficamente los modelos propuestos con los datos, algunos 

pueden descartarse de inmediato, (es recomendable también una compara--

ción en escalas aritméticas iguales); pero otros pueden ajustarse en for 

ma gráfica de una manera igualmente aceptable, por lo que es necesario 

aplicar otros criterios de selección, es decir, pruebas de Bondad de 

Ajuste. 
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la forma por la cual se determina si una serie de datos puede ser ex--

presada por los valores que toma una variable aleatoria habiendo propues 

to su distribución. 

Es importante al aplicar pruebas de Bondad de Ajuste hacer la siguiente 

consideración: 

"El ajuste a distribuciones de probabilidad es considerado por convenien 

cia, ya que éstas están respaldadas por una firme teoría y además ex----

traen la máxima información de una muestra por medio de técnicas propias. 

Si se usaran polinomios de orden alto, frecuentemente darían un ajuste 

mucho mejor que cualquiera de las distribuciones; no se usan porque no 

hay una justificación hidrológica" (Ref. 9). 

El uso de Pruebas de Hipótesis* es común cuando se trata de decidir si 

una distribución teórica se ajusta a una serie de datos (una muestra). 

En términos generales, para el caso de la Bondad de Ajuste, consiste en 

formular una hipótesis, llamada h.ipo.tefs mea, acerca de que distribu--

ción siguen los datos; a esa hipótesis se le asocia una probabilidad 

llamada nivel de significancia (generalmente es de 0.1,0,05 6 0.01) que 

es la máxima probabilidad con que se acepta tener el error de rechazar 

una hipótesis que debiera de aceptarse (error del tipo 1). Al aceptar 

una hipótesis que debiera rechazarse se comete un error del tipo 11. 

Con el nivel de significancia (0,) y con el número de datos (u) se obtie, 

ne un número llamado valor crítico que representa un límite que debe 

* En varias referencias se trata en forma amplia este tema, para el 

desarrollo de este trabajo no se considera necesaria una descripción 

mayor. 
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compararse con el estadístico calculado en la prueba de Bondad de Ajuste 

correspondiente; en este trabajo, para las pruebas usadas, el valor del 

estadístico debe ser menor que el valor crítico ya que las hipótesis nu-

las son, en general, de la forma: "Los datos se ajustan al modelo proba-

bilístico 0"; cumpliendo esta condición, no se rechaza la hipótesis nula. 

6.2. Prueba Xi cuadrado (X2 ) 

El uso de esta prueba de Bondad de Ajuste es muy generalizado para eva-

luar el ajuste de una serie de datos a una función de distribución. 

Debe dividirse la muestra en k intervalos o categorías de datos que por 

facilidad es recomendable que sean los mismos del histograma. 

La prueba X2  compara el número de eventos simples observados con el nú-

mero de eventos simples esperados en los intervalos correspondientes (in 

tervalos de clase) según una determinada función de distribución de pro-

babilidad. 

El número de eventos esperados en un intervalo se obtiene multiplicando 

la probabilidad en ese intervalo por el número total de observaciones 

y la probabilidad en un intervalo, restando la probabilidad acumulada 

del límite inferior de la probabilidad acumulada del límite superior, es 

decir, aplicando (2,20). 

Debe calcularse: 

k 
D 	r 
	 (6.1) 

Eí 

donde: 



DI: es un estadístico que sigue una Distribución X' con n-1 

grados de libertad (Ref. 2) 

í: es el número de intervalo, i = 1,2,...,k 

Oí: es el número de observaciones en el intervalo í (frecuencia 

observada) 

EL: es el número de eventos simples esperados en el intervalo i 

(frecuencia esperada); depende de la distribución usada. 

Si los parámetros se estiman a partir de la muestra, debe restarse un 

grado de libertad por cada uno. 

Cuando se propone un modelo como representativo de la población a la que 

pertenecen los datos, se busca en la tabla 3 el valor crítico de X2  para 

k-1-111 grados de libertad y un nivel de significancia a (Prueba de hipó-

tesis). 

Debe cumplirse que: 

D 	x2 
1 - 1-u, h-l-m 

(6.2) 

m: es el número de parámetros estimados a partir de la muestra. 

También es posible aplicar la prueba X' procediendo en forma inversa a 

la explicada, es decir, fijando primero un número constante de eventos 

simples esperados en cada intervalo y posteriormente, calcular los lími-

tes de los intervalos según la distribución empleada, En este caso, ge-

neralmente, los intervalos de clase tendrán diferentes tamaños y estarán 

en función de la distribución empleada. 
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Cuando se trata de seleccionar un modelo de varios propuestos siguiendo 

este criterio, se elige aquel que tiene el menor valor de D1  al aplicar 

la prueba de la misma forma para todas las distribuciones. Es importan-

te, cumplir con la condición de tener el mismo número de grados de liber 

tad para todos los modelos al aplicar esta prueba (Ref. 8). 

Ejemplo 6.1 	Dados los siguientes gastos máximos anuales correspondien-

tes a la estación Bolaños, Río Bolaños de la cuenca del Río Santiago, 

ajustarlos a las distribuciones normal y gumbel y aplicar la prueba X2  

ANO 	GASTO MÁXIMO (m
3
/,serj) 

947 	428 

948 	1 067 

949 	268 

950 	210 

951 	363 

952 	278 

953 	467 

954 	565 

955 	777 

956 	449 

957 	109 

958 	601 

959 	447 

960 	323 

961 	385 

962 	628 

963 	812 

964 	422 

965 	377 

966 	490 

967 	1 302 

968 	422 

969 	188 

970 	1 017 

971 	804 

Llamandox.alos gastos máxifflus anuales: 

r'x ' 	13  199 	„ 527.  

25 
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I 

7,(x.-X)2  
S2  = 	( 	- 81 982.92 

Estimando los parámetros por el método de ajuste por momentos (capítulo 

5), se tiene para la Distribución Normal (secc. 3.1.1): 

m
x 

= x = 527.96 

o
x 
 = S

x 
 = 286.33 

En la tabla 6.1 se presentan los intervalos de clase con su respectiva 

frecuencia así como los resultados y los cálculos necesarios para la 

aplicación de la prueba a la Distribución Normal. 

TABLA 6.1 

pLecuencía 751te 	 PitamlífIdad Piwbabaíddl Ihecuenew 
Intekvalo 	oheituada 	de cta,se 	z acumulada 	en ee 	esperada 

Oí 	x 	 .&itetvalo 	Eí 

108.5 -1.465 0.0500 

109-307 5 0.1706 4.2650 

307.5 -0.770 0,2206 

308-506 11 0.2495 6.2375 

506.5 -0.075 0.4701 

507-105 3 0.2623 6.5575 

705.5 -0,620 0,1324 

106-904 3 0.1733 4.3325 

904.5 1,315 0,9057 

905-1103 2 0.0721 1.8025 

1 	103.5 2,010 0,9778 

104-1302 1 0.0188 0.4700 

1 	302,5 2,705 0,9966 

25 0.9466 
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Los límites reales de clase se fijan para identificar en forma clara a 

que intervalo de clase pertenece un dato, 

z: se obtiene al aplicar(3.2), 

La probabilidad acumulada se obtiene de la tabla 1 del apéndice a par--

tir del valor de z (secc, 3.1.1) 

La probabilidad en el intervalo es la diferencia de probabilidades acu-

muladas de dos límites reales consecutivos y la frecuencia esperada, es 

el producto de esta probabilidad por el número de datos o. 

De (6.1): 

k 	(0 - E .) 2  
D1 

	

	T. i.1  

(5.4,2650)2 4.  (1126.2375)2 + 

1 
4.2650 	6.2375 

(3-6,5575)2  

6.5575 

(3-4.3325)2  

4,3325 

(2-1,8025)2,(1-0.4700)2  

	

1.8025 	0.4700 

01 	' 
6 7221 

Para un nivel de .significancia de 0,05 y 3 grados de libertad (ec. 6,2), 

se tiene de la tabla 3 del apéndice que: 

X6.95,3 	7'81  

Como 0, es menor que XA 	,, se cumple con (6.2) por lo que para este 

nivel, no sereehaza que los gastos máximos se ajustan a una 

distribución normal. 
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Procediendo ahora en forma inversa, es decir, fijando primero la fre-

cuencia esperada para calcular después la frecuencia observada (tabla 

6.2) 

TABLA 6.2 

/ntekvato 

Iftecuenc5 

obekvada 
Oí 

Wca_ 	N-611.67M-z-d 	PnobalTadad 	Rcuenela 
de etcuse 	acumulada 	en ee 	e4pe4ada 

x 	z 	 ínteiwato 	Eí 

-0.-251.94 3 0,1667 	4,1667 

251.94 -0.964 	0.1667 

251.95-403,69 6 0.1.667 	4.1667 

403.69 -0.434 	0.3333 

403.70-527.96 6 0.1667 	4.1667 

527.96 0 	0.5000 

527.97-652.23 3 0.1667 	4.1667 	• 

652.23 0.434 	0.6667 

652.24-803.98 0.1667 	4.1667 

803.98 0.964 	0.8334 

803.99-.) 5 0.1667 	4.1667 

1.0000 

E 25 1.0000 	25.0000 

1 
D
'L 

4,1667 
(3-4.1667)2  + 	(6-4.1667)2 	+ 	(6-4.1667)2  + 	(3-4.1667)2  

+ (2-4.1667)2  + (5-4.1667)2  

D' = 3.5600 
1 

En este caso D; OS menor que DI  y también cumple con (6,2), 

Se observa la gran diferencia entre los valores de 01  y D;  al aplicar 

la prueba X2  en las dos diferentes formas a los mismos datos. 
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Ahora, se aplica la prueba X' a la Distribución Gumbel. 

Ajustando por momentos los parámetros, se tiene de (3.38) y (3,39), res-

pectivamente: 

= x 	0,577  
a 

71 
- 

fUsx  

Haciendo operaciones: 

= 0.00448 

= 399.144 

y calculando la probabilidad acumulada por medio de la ec. (3.36): 

Fx  (x) = exp I-exp [- a (x 

En la tabla 6.3 se presenta el desarrollo de los cálculos en la obten--

ción de la frecuencia esperada, que se realiza en forma similar a la 

explicada para la Distribución Normal, 

TABLA 6.3 

1ntenvato 
WeAtenc,ca 
otwAvada 

Oi 

Un de, neat 
de 	eta-se. 

x 

108.5 

PYJUrt Utada d 
acumada 

0.0253 

alTarZ/71 
en a 
.<*fitm.v.cdo 

(1 4ecuenua 
emotada 

109-301 5 0.1961 4.9033 

307.5 0,2214 

308-506 11 0.3175 7.9373 

506.5 0,5359 

507-705 3 0,2372 5,9295 

705.5 0,7761 

706-904 0.1252 3,1295 

904.5 0,9013 

905-1103 0.0570 1,4250 

1 	103.5 0,9583 

104-1302 1 0,0244 0,6100 

1 	302.5 0.9.197 
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D1 (5-4.9033)2  (11-7.9373)2  

7.9373 

(3-5.9295)2  

5.9295 

r  (3-3.1295)2  

3,1295 4.9033 

+ (2-1.4250) 2 	(1-0.6100) 2  

1.4250 	0.6100 

D1   = 3.1177 

Como puede observarse, D1  para la Distribución Gumbel es menor que el va 

lor
1 
para la Distribución (formal. Para un nivel de significancia 

ambas distribuciones pueden considerarse como representativas de los da-

tos siguiendo este criterio. Si se trata de elegir entre estas dos dis-

tribuciones, la que tiene el menor valor de DI  es la que mejor se ajusta, 

en este caso, la Gumbel. 

6.3 Prueba Kolmogorov-Smirnov. 

También cuantifica la bondad de ajuste, es usada en forma alternativa 

con la prueba X2. Consiste en calcular las diferencias en valor absolu-

to: 

1P,, (x) 	Sn  (x)1 	 (6.3) 

y seleccionar la máxima: 

D2 	
mh j1)x 

 (x) - Sn (x) 
	

(6,4) 

donde: 

P
x 
(x): os la probabilidad acumulada que se obtiene a partir de 

la función de distribución acumulada empleada F.  (x). 

'n (x) 
	- 	; 	es el número de observación cuando están orde- 

nadas de mayor a menor, n es el número total de observaciones, por lo que 
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(6.4) también puede expresarse como: 
YI 

D
2 
- máx 	IP (x)  x 	11+1 

(6.5) 

Esta prueba también puede llevarse a cabo en forma gráfica. 5i se usa 

papel de probabilidad, debe considerarse cuidadosamente la escala. Debe 

seleccionarse la desviación máxima en la escala de probabilidad de un 

punto a la línea teórica del modelo. 

El uso de .(1/(n4.1) en lugar de i/n se debe en parte a que le escala del 

papel de probabilidad no está limitada de O a 1. En ocasiones, es cpn--

veniente dibujar 1-F
x 
(x) en lugar de F

x 
(x). Cuando los datos se cla—

sifican de mayor a menor su probabilidad acumulada está dada por (capí—

tulo 2): 

x ( x ) 	1 _ 	. 1 _ 1 	. 1 

T 	 nfl 	n+1 
\ 	4_ 

por lo cual también conviene el uso de í./(114.1 

Una vez calculado D2, cuando se ha propuesto un modelo, debe compararse 

con un valor critico d, que se obtiene de la tabla 1 del apéndice. Debe 

cumpirse que D2  =, d2  a un nivel de significancia a para no rechazar que 

los datos se ajustan al modelo (Prueba de Hipótesis). En la tabla 4 se 

busca d2  con u y 

1_a prueba Kolmogorov-Smirnov tiene la ventaja sobre la X2  de que cora--

para los datos con el modelo en la forma en que se presentan, sin nece-

sidad de agruparlos, 

6.4 Suma de las diferencias al cuadrado. 
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Otra forma de cuantificar el ajuste es por medio de la suma de los cua-- 

drados de las diferencias de probabilidades observadas y probabilidades 

estimadas, 

D
3 
 = 7 {P

x 
 (x) - S

n 
(x))2  

í=1 

P
x
(x) y S

n 
(x) son los mismos que para la prueba Kolmogorov-Smir 

nov. 

Análogamente, puede calcularse la suma de las diferencias el cuadrado de 

los eventos máximos estimados y los correspondientes gastos observados: 

A 
(x, 	x..)2  

í=1 	
í. 

(6.8) 

donde: 

n: es el número de datos de la muestra. 

x.: es el evento estimado í obtenido a partir de la función de 

densidad de probabilidad o función de distribución acumulada. 

>(( es el evento observado 

La variancia residual (ec. 3.35) está en función de (6.8) por lo que tam 

bién proporciona una idea acerca de la bondad de ajuste cuando se compa-

ran entre si varios modelos (que modelo se ajusta mejor a los datos). 

Ejempro 6,2 Para los mismos datos del ejemplo 6.1, aplicar la prueba 

Kolmogorov-Smírnov y la suma de las Diferencias al Cuadrado de las 

probabilidades observadas y las probabilidades estimados (acumuladas), 
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En la tabla 6,4 se muestra el desarrollo de las pruebas, esta tabla co--

rresponde a la Distribución Normal; para la Distribución Gumbel, el desa 

rrollo se efectúa en forma similar. 

La primera columna (i) representa el rango del dato, es decir, su orden 

progresivo cuando todos los datos han sido ordenados de mayor a menor. 

La segunda columna (y» son los gastos máximos anuales ordenados de ma--

yor a menor. 

La tercera columna contiene las probabilidades observadas calculadas a 

partir de (2.57). 

P
x
(x) = 1 - 	

1 
 

siendo: 

T
x
(x) = Ti = 

y n, el número de datos de la muestra. 

En la cuarta columna S
n 

(x) se presentan las probabilidades estimadas, 

calculadas a partir de la respectiva función 	de distribución acumu- 

lada. 

Las columnas quinta y sexta presenta respectivamente las diferencias en 

valor absoluto de las probabilidades observada y estimada, y las diferen 

cias al cuadrado de las mismas probabilidades. 
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TABLA 6.4 

P
x
(x) S 	(x) IPx(x)-Sm(x)i f 	P INI (x) 	}2 

1 1 302 0.9615 0.9966 0,0350 0.0012 
2 1 067 0.9231 0.9701 0,0470 0.0022 
3 1 017 0.8846 0.9562 0,0716 0.0051 
4 812 0,8462 0.8394 0.0067 0.0001 
5 804 0.8077 0.8325 0,0248 0.0006 
6 777 0,7692 0.8078 0,0376 0.0015 
7 628 0.7308 0.6366 0,0942 0.0089 
8 601 0,6923 0.6007 0.0916 0.0084 
9 565 0.6538 0.5515 0.1024 0.0105 
10 490 0.6154 0.4473 > 0.1681 < 0.0283 
11 467 0.5769 0.4151 0.1612 0,0260 
12 449 0.5385 0.3914 0.1471 0.0216 
13 447 0.5000 0.3887 0.1113 0,0124 
14 428 0.4615 0,3635 0.0980 0,0096  
15 422 0.4231 0.3557 0.0674 0.0045 
16 422 0.3846 0.3557 0.0289 0.0008 
17 385 0.3462 0,3088 0.0374 0.0014 
18 377 0.3071 0,2990 0.0087 0.0001 
19 363 0.2692 0.2827 0.0130 0.0002 
20 323 0,2308 0.2371 0.0063 0.0000 
21 278 0.1923 0,1913 0.0010 0.0000 
22 268 0.1538 0,1820 0.0281 0,0008 
23 210 0.1154 0.1334 0.0180 0,0003 
24 188 0.0769 0.1176 0.0406 0.0017 
25 109 0.0385 0.0717 0.0352 0,0011 

Sama de. .1 )..a/.5 di/neticjaA 	eund4ado - (1.1473 

Pkueba KA71090)10V-SM'Alloo 	0.1681 

Los resultados son los siguientes: 

Para la Distribución Normal: 

D2  - m ' áx 	Px 	
..(x) 	- 	= 0,1681 T 
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Para la Distribución Gumbel 

D
2 

- máx 1 P
x 
(x) --111- 1 = 0.1014 

11+1 

11 

D
3  = 
	( P

x 
 (x) 	

n
)2  = 0.0496 

De estos resultados se observa que tanto para la prueba Kolmogorov-Smir-

nov como para la Suma de las Diferencias al Cuadrado, los estadísticos 

correspondientes de la Distribución Gumbel son menores que los de la 

Normal. 

Además, de la tabla 4 del apéndice se tiene que para u = 25 y un nivel 

de significancia x - 0.10: 

d
2 

= 0.24 

d2  es mayor que D2  para ambas distribuciones por lo que de acuerdo a 

este criterio, para un nivel de significancia del 10% tanto la Distri—

bución Normal como la Distribución Gumbel pueden elegirse como represen-

tativas de las observaciones. Si se trata de seleccimar uno de los dos 

modelos, el mejor, de acuerdo a los resultados de estas pruebas es la 

Distribución Gumbel, 

6,5 Muestras de verosimilitud. 

Otro criterio de selección es el de clasificar los modelos por la fun-

ción de verosimilitud de la muestra observada bajo cada modelo (Ref. 6), 

125 



también llamada muestra de verosimilitud. 

De la expresión (5,41), la muestra de verosimilitud dada fo(x) es: 

rt 
fx1 

(x I  ) fx22"  . ) 	f
x11 

(x n  ) 	f x <. 0.) 
' 

La muestra de verosimilitud (Ref. 2) representa la probabilidad de obte-

ner la muestra observada como una función del verdadero estado de la na-

turaleza. También puede interpretarse como la relativa verosimilitud de 

los diversos estados de la naturaleza dadas las observaciones, 

Es necesario definir probabilidad anterior, probabilidad posterior y 

probabilidad condicional para explicar el procedimiento para aplicar es-

te criterio. 

Las probabilidades anteriores o asignadas representan la evaluación de 

la información disponible antes de las observaciones que considera el 

ingeniero. Esta evaluación puede basarse en observaciones pasadas, en 

la semejanza con otros casos estudiados y también medidas subjetivas con 

base en la experiencia del posible modelo representativo. Cuando se 

proponen varios modelos, la suma de probabilidades asignadas debe ser 1; 

si se tiene una ignorancia total acerca del modelo que sigue el fenómeno 

bajo estudio, se asignan probabilidades iguales a cada uno de los pro— 

puestos. Las probabilidades anteriores se representan por 	), siendo 

O el modelo 
	

1,2,3,„. 

Las probabilidades posteriores I" 	se obtienen a partir de las proba- 

bilidades anteriores y de las observaciones hechas 71, (datos), 
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1( 
( A (1(3.) 

13 2  

A O 

A 13 

3, 

(6.9) 

p(An 

(6.10) 

El teorema de Boyes es utilizado en la obtención de la probabilidad pos-

teriordeunmodelo0.
c.
.A continuación se explica su obtención y ense-- 

guida su aplicación para obtener P" (0i). 

A partir de (2.13) se obtiene: 

P(A(1 B) = P(AlB) P(B) 	P(B) / O 	 (2,13a) 

P(A n B) = P(BIA) P(A) 	P(A) 	O 	 (2.13b) 

Si el evento 11 se descompone en K eventos simples, es decir: 

B= B+ B 	. + B(  
1 	2  

c-7 

De la figura 6.1 puede verse que: 

P(A) = P (An[I ) i.  p(AnB)) x. 
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Figura 6,1 	Ilustración del teorema de probabilidad total. 



Igualando (2,13b) y (6.10): 
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k 
P(A) 	P(A11 3)P (B. 

i-/ 

que es el teorema de probabilidad total. 

Es claro que: 

PO.OA) 	P(A0B.) 

De (2,13) 

P(B • n 	p(A B,) 
Bj 	

P(A) 	P(A) 

Sustituyendo (2.13) y (6.11) en (6.13) se tiene finalmente: 

(6.11) 

(6,12) 

(6.13) 

P(A1111,) P (8.) 
P(B ilA) - k 	j 

Y P(Alfy MB» 
i.1 

j-1,2,... 6 k 

A (6,14) se le conoce como el Teorema de Bayes. 

Igualando (2.13a) y (2,13b): 

P(Alf1) P(E) , P(D1A) P(A) 
	

P(A) / O, P(8) / U 	(6,15) 

Por lo que también puede considerarse: 

P 	zk ) P (zk) = P ( 1k H.(, ) 	1 	 (6,16) 

P(zk lo» es la probabilidad de que el resultado del experimento sea zk 

cuando se considera () conn el verdad(To modplo. 



P(zk  0i) P 1 (0i) 

P(EY zk) 	P(zk) 
p O,) (6, 17) 
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Por el teorema de probabilidad total (Lc.6.11): 

P(zk ) f_i 1)(xk  j  10. 	( ) P' .) 9j  

Por lo tanto: 

P"(0) 
P(7 10 .1 P 1 (). •ki 	 ) 
rt 
J); 

k
19.) P 1 (0.) 

Naciendo: 

N- 
Vl 

P(z. Ie..) P'(o.) 
j=1 K j 

se tiene: 

- N P(zk lni) V(O.) 

(6.18) 

ó n 	(6.19) 

(6.20) 

(6,21) 

A N se le llama factor de normalización y únicamente asegura que P" (o) 

forma una serie propia de probabilidades que suman 1. 

La unión de la información nueva (observaciones) con la anterior (asig- 

nada) se hace por medio del producto P(z• 
	

P 1 (0.) que es llamado mues- 
k 	4 	• 

tra de verosimilitud o probabilidad condicional del modelo mí.dadas las 

observaciones zk, Para obtener P (zk h..) debe obtenerse la probabilidad 

en el intervalo de clase (Ec. 2.20). 

Los intervalos pueden ser los mismos que para la prueba X . 



Si e. es un modelo relativamente improbable para ser asociado con las 

observaciones7v estoserefiejaráenMOJque será la más pequeña que 

.P ( .) 

De los modelos propuestos, el que se selecciona usando este criterio es 

aquel que presenta la máxima probabilidad posterior. La probabilidad an-

terior que se asigna es la misma para cada modelo. 

El uso de Muestras de Verosimilitud para la selección de un modelo re--

quiere tomar en cuenta que las probabilidades posteriores son muy sensi-

bles a errores numéricos del factor de normalización N por lo que es ne-

cesario tener especial cuidado al realizar su cálculo; un error puede in 

crementar demasiado la probabilidad posterior de un modelo. 

Ejemplo ó,j, 	Para los mismos datos del ejemplo 6.1 aplicar el criterio 

de muestras de verosimilitud para seleccionar una de las dos distribucio 

nes (Normal o Gumbel). 

Se utilizan por facilidad, los mismos intervalos de clase que en la prue 

ba X2; en la tabla 6.5 se presentan las probabilidades en los intervalos 

obtenidos en el ejemplo 6,1 

Losmodelos0,en este caso son:
1 
 - Normal y 0, 	Gumbel. Como se tie 

ne una ignorancia total del modelo que siguen los gastos máximos anuales 

de este ejemplo, a cada distribución se le asigna le misma probabilidad 

anterior: Pl(01 ) - P'(02) e 0,5 
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TABLA 6.5 

)deWs 	. 

ne 	ti.ttado,s 	zf 
0
1
,  no nmal (4 	= qumba 

2 	s  

z
1 

< 	109 O .0500 0.0253 

109 	-. 	307 0.1706 0.1961 
2 

308 - 	506 0.2195 0.3175 
3 

z
4 

507 - 	705 0.2623 0.2372 

z5 
 

706 	- 	904 0.1733 0.1252 

905 	-1 	103 0 ,0771 0.0570 

zl  1 	104 	-1 	302 0.0188 0.0244 

`8 1 	302 0.0034 0.0173 

1 .0000 1.0000 

De 	(6,15) 	y 	(6,17): 
P(z1,10.) P` (o.) 

P" 	) 	P(o) 
"k 

k 
10,)P 1 (o 

" 

Cálculo de P(z 

P {(z2, z3,• 	7) 	( y •-• p (z2  1 oi) P (z..3 	P(z7 	o1) 

,(0.1706) (0.2495).„(0,0188) = 2.6226 x 10-6  

	

1(22' z3'"":7 7) 	"2) 	P (Z2 	()2 i P (73 	P(/.7 102) 

2.5716 x 10-6  

ya que se trata (le observaciones independientes, 
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Cálculo de E P(z
k1
0.)  P 1 (0 .): 

j=1 

E 	P (z1 10{1 ) P 1 (0 	= (2.6226 	2.5716) x 10-6  x 0.5 = 2.5971 x 10-6  

j=1 

Aplicando (6.17) 

m°2) 

2.6226 x 10
-6 

_ (0.5)_ 

2.5971 x 10
-6 

-6 	. 
2.5716 x 10 	(0.5) 

0,5049 

0,4951 

2,5971 x 10.6  

Puede observarse que empleando este criteriA es mayor la probabil¡dad 

posterior de 01 = normal en una cantidad muy pequeña por lo que la de_ 

cisión de cuál distribución representa los datos resulta. difícil uti--

lizando esta prueba. 

Umplo 6,4, Sabiendo que 30 eventos siguen una distribución de proba—

bilidad, ajustar a la Distribución Normal, a la Lognormal de dos pará—. 

metros, a la Gumbel y a la Exponencial (de dos parómetros). Obtener la 

Desviación Estándar de los Errores (para cado ajuste), aplicar las prue.  

has Kolmogorov-Smirnov, Suma de las DiferenciaG al Cuadrado de- las pro-

babilidades "observada" y "estimada" (acumuladas), Xi Cuadrado y Mues—

tras de Verosimilitud. Considérese que los 30 eventos tienen distribu-

ción a) Normal, b) Lognormal de dos parámetros, c)Gumbel. d) Exponen 

cial, 

Los 30 eventos (ajustados) están en función de la distribución de pro—

babilidad que siguen y del período de retorno: 

132 



Fx( x) . 1 - --I-- 
T x (x ) 

donde: 

Tx(x): es el periodo de retorno definido por (2.54): 

TxM1' 	. 	+-1--; 	es el rango definido en 2.2,8 

Fx(x) corresponde en este caso a la función de distribución acumulada 

del modelo. 

Para la estimación de los parámetros al ajustar los 30 eventos a las cu¥ 

tro distribuciones mencionadas se usa el método de mínimos cuadrados 

(secc,5.3), para lo cual deben correlacionarse dos variables (Y e V). 

Representando por e a los 30 eventos, los valores de 	dependen de la 

distribución a la cwl se ajusta (Tabla 5.2): 

Para la tJarmal: 

Para la lognormal: 
	

(se corrolciona r:on '.n y) 

Para la Gumbel: 
	

' - Lo In 	- 

Para la Exponencial: x . IP í 

, 

Los estimadores por mínimos cuadados u y 	obtiunen aplicando 

(5,21) y (5.22). 	Los valores estiumdcs 	re,::›ultan de aplicar (5.13): 

4 

La desviación estándar do los errores 	se calcula ailicando (5,35): 

II 	• 
.j. 	(vi . 	) 
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La prueba Kolmogorov-Smirnov consiste en aplicar (6.4) 

D
2 

= máx 1  Px
(x) - S Hl 

donde: 

P
x
(x) y S

n
(x) son las probabilidades acumuladas "observada" y 

"estimada" respectivamente definidas en la sección 6.3. 

La suma de las diferencias al cuadrado de las probabilidades "observada" 

y "estimada" acumuladas se obtiene al aplicar (6.7) 

0, 	'‹) 
	

(X) l"  

P
x
(x) y So (x) son los mismos que para la prueba Xolmogorov-Smirnov, 

Para aplicar la prueba Xí cuadrado (N. 	, 	calcularse (6,1) 

1< 	( O , - E ) 
1) 	 .t _ 	 ... 

1 

El procedimiento se explicó en la ecci(.1.1 6.2, donde también se definie- 

ren 	k, Or". y  ri. 

La Prueba Mue st,r c de Verosimililud 	< 	la misma forma que en 

el ejemplo 6,3 

Los cálculos de este ejemplo, se realiLaron utilizando m)gramas de com-

putadora; los reYAlitados se mue ran en le tabla (),O 
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Se observa (11. los rr. 	que  PandO ion eventos se ajustan 	la 



misma distribución con que fueron generados, en todos los casos, el ajus 

te es perfecto según los criterios de la Desviación Estándar de los 

Errores, Kolmogorov-Smirnov y Suma de las Diferencias al Cuadrado de 

las probabilidades "observadas" y probabilidades "estimadas"; por lo 

que respecta a la prueba X i  cuadrado y Muestras de Verosimilitud (M.V,), 

sólo los eventos que siguen una Distribución Gumbel se ajustan mejor a 

una distribución distinta (la Lognormal) a aquella con que fueron gene—

rados, debe notarse que las diferencias, correspondientes a estas prue--

bas, entre las distribuciones de ajuste es pequeña: 

Lognormal Dj 	- 	1,0198 M.V. 	0.2702 

Gumbel i1 r 	- 	1.0806 M.V. 	- 	0.2669 

Normal 11,9, 	= 	0.2641 

Cuando los eventos ajustados siguen una Distribución Normal, segiin los 

resultados de las-, pruebas, el ajuste a una Distribución Exponencial es 

muy pobre ya que los valores D„ D, y 03  son muy altos así como el de la 
1' 

desviación esUndar de los Errores, 	Para el CdS0 de la Prueba X.d cua-- 

drado, un intervalo t'esultó con prob,4ilidad cern (Exponenci,l) 	y por 

consiguiente, Frecuencia esperada cero, por lo que se calculó un sumando 

de (6,1) como W; el aplicar el criterio de Máxima Verosimilitud, esta 

distribución (exponen,:lal) 	tuvo por lo tanto, una probabilidad posterior 

igual a cero. 

Sucede algo similar cuando los eventos ajustados rignen una Distribu--

ción Normal v se ajustan a una Lxponencial, aunque los valores de los 

estadisticos de tras prueba!-, de Bondad de Ajuste indican un mejor ajuste 

que en el caso (11,,t eventos normales ajust,,,dos 	a una Distribución Exponen 
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cial. 

En general, se observa para este ejemplo que la Distribución Gumbel es 

la que presenta mejor ajuste a los 30 eventos después de la distribu—

ción que se sabe siguen éstos. 

De la tabla 4 del apéndice, para n. - 30 y un nivel de significancia 

u = 0.10, se obtiene un valor critico d 2  = 0.22 que al compararlo con 

los valores D, que resultan de la prueba Kolmogorov-Smirnov se observa 

que es mayor en todos los casos, lo Lual indica según este critero y pa-

ra este nivel de significancia que los 30 eventos se ajustan aceptable__ 

mente a las cuatro distribuciones. Sucede algo similar al comparar el 

valor crítico 	6,25 con los estadísticos D1  (prueba X. cuadrado) 

ya que sólo se rechazaría, para este ejemplo, que los eventos normales 

se ajustan a una Distribución Exponencial y que los eventos exponenciales 

se ajustan a una Distribución Normal, para los demás casos D 	X'G 9s;,3 

Lo anterior sugiere el uso de un critero do selección cuando se tienen 

dos o más modelos que son aceptados como representativos de una muestra. 

Para el caso de la prueba X4. Cuadrado puede seleccionarse el modelo con 

menor valor del estadistíco Di  de todos los que no son rechazados (Ref. 

8) y lo mismo puede hacerse en el caso de las otras pruebas ya que en 

general, todas coinciden en elegir el mismo modelo (valores correspon—

dientes) como el de mejor ajusto, o el que mejor se ajusta después de lo 

distribución que se sabe siguen los 3D eventos así tomo en indicar cuál 

es el que peor se ajusta, 

En el caso del criterio "Mumtras de Verosimilitud", es pruniamede un 
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criterio de selección por lo que el que tiene mayor probabilidad poste--

rior es el que resulta escogido de entre varios modelos propuestos. 
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o - 315.0722 

6.6041 

LOGNORMAL 
0.4101 

10.6495 

0 

52.2156 

0,0038476 

▪ 649.9823 
.Y 	461,4970 

0,0029j7_ 
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PRUEBA 

K-5 

SUMA DE 
LAS D1- 
FEREN- 	PRUEBA 
C/AS AL 	

x
2 

CUADRADO 

MUESTRAS 

VE 
VEROS1- 
MILITUD 

0 0 0.7345 0.4073 

0.0811 0.0793 3.8199 0.3106 

0.0573 0,0418 3.1090 0.2821 

0.1613 0,1964 15.1037 0 

0.0646 0.0507 4.6644 0.2515 

o O 1.1885 0.2662 

0.0098 0,0009 1.3740 0.2640 

0.1219 0.0625 1.4711 0,2183 

0,0512 0,039r; 3.0965 0.2641 

0.01045 0,0013 1.018 0.2702 

0 0 1,0806 0.2669 

0,1290 0.0744 2,5910 0.1988 

0.1172 0.1721 11.6601 0.1843 

0.0723 0.0583 4.0546 0,2355 

0,1021 0,0611 4,3998 0,2906 

O 0 0,6235 0.2890 

TABLA 6.6 

EVENTOS DISTRIBUCION PARÁMETROS 	VARIANCIA 
DE AJUSTE 	ESTIMADOS 	RES/DUAL 

NORMAL 

LOGNORMAL 

GUMBEL 

EXPONENCIAL 

NOWL 

LOGNORMAL 

GLIML31: I_ 

EXPONENC7AL 

• = 800 

333.333 

M L  

ry . 0.00376 

. 651.5482 

ct . 481.9070 

• 0,002972 

m = 781,8063 
U 

o = 311.0782 

--------------- 
m
L 

= 	6.¿;046 

15, 	0,4001 

• 0.00386 

V - 64959/6 

• 467,2561 

N 

0 

R 
81 
A 

L 
S 

7, 	0,0-ri971-9 
• - 789,3455 

NORMAL 	U 	,5.0451 

COMBH. 

EXPONENCTAI. 

NORMA!. 

LOGNORMAL 

Gam8EL 

muoNfvein 

101.1112 

289,1791 

mi 	6,6066 
58.9451 

0,3487 

- (1771757107W t.)0  

O 

649,5046 

0,003 

- 41),6é,67 

• 6.5961 

• 0.4841 

0 

102.2878 

57.2423 

109.1133 

61.5586 

7,1355 

44.504 



7, 	APLICACIONES 

En los capítulos anteriores se han tratado la:s bases teóricas sobre los 

que se apoyan las inferencias que se realizan a partir de una muestra 

(observaciones); en algunos casos se han presentado ejemplos numricos 

que pretenden explicar lo tratado en los capítulos correspondientes. A 

excepción de los ejemplos 6,1, 6.? y 6.3, que se refieren a gastos maxi 

ms anuales registrados por una estacián hidromátrica los demás tratan 

con números supuestos (ejemplo 3,1) y con números aleatorios. Del desa-

rrollo y de los resultados, se hacen comentarios que resultan de utilidad 

para llegar a conclusiones que se mencionarán en el siguiente capítulo. 

En el presente capítulo. se aplica la teoría descrita a los gastos má-

ximos anuales registrados en la Estación IlidromC4rica El Puente del Río 

Dmitl¿b en el Estado de Guerrero,* 

* Boletín Hidynlágico y Cilmatolágico No. 11 C.r.f, (Cuencas Pacifico 

Sur. 



Los gastos máximos anuales (eventos simples máximos) son: 

AÑO GASTO (m3/seq). 	AÑO GASTO (m3/seq) 

1953 285 1966 531 

1954 816 1967 1 	325 

1955 639 1968 477 

1956 594 1969 731 

1957 224 1970 720 

1958 319 1971 339  

1959 246 1972 501 

1960 637 1973 1 	151 

1961 1 052 1974 1 	591 

3.962 428 1975 639 

1963 1 086 19/6 1 	231 

1.964 521 1971 379 

1965 430 1978 475 

a 1 	e U ,s ,(', i. c a c,('''. 	(k d,-telr.f, u 1/1, ¿ (1 lia CAViY? do i'. 131,J í..(i LÍO Li(J. r/ ;. to..'1 1 u,  . 

Se procede a ürdenar los datos 	mayor a mllor asiynando a cada uno su 

rango, período de retorno y con!,1qui(?nte w-obabilidad observada (capítu-

lo 2); tístu se presenta en la tabla 7.1. 

El pe- 

t'iodo do retorno correlipondiente, por T. 	la probabilidad observada 
A 
y 
 

acumulada p0 r P( Yi  ) 
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7ARLA 7.1 

t. iv Plud 

1 1 591 27 0,9630 

2 1 325 13.5 0.9259 

3 1 231 9 0.8889 

4 1 151 6.75 0.8519 

5 1 086 5.40 0.8148 

6 1. 052 4.50 0.7778 

7 816 3,86 0.7407 

8 734 3.38 0.7037 

9 720 3.00 0.6667 

10 639 2.70 0.6296 

11 639 2.45 0.5926 

1.2 637 2.25 0.5556 

13 594 2.08 0.5185 

14 531 1.93 0.4815 

15 521 1.80 0,1444 

16 501 1.69 0.40711 

17 477 1,59 0.3704 

18 475 1.50 0.3333 

19 430 1.12 0.2963 

20 428 1,35 0.2593 

21 370 1.29 0.2222 

22 339 1.23 0.1852 

23 319 1,17 0.1181 

24 285 1.13 0.1111 

25 246 1.08 0.0741 

26 224. 1.04 0.0370 

y • 
Cdf clueo de ei,:tada .t-¿12.e 

La media, la varianda y el coeficiente de asimetría de estos datos se 

obtienen respectivamente a partir de las ecs, (2.1), (2.2) y  (2.5). 	Se 

llega ¿! los siguientes resultados: 
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V = 668,0769 

S
Y
2  = 126 338.9443; 	S11  = 355.441862 

g . 0.9594 

e) Víz-tAibucaltu de pitobab¿t¿dad empteadu,y au. ajuAte. 

Las distribuciones a las cuales se ajustan los datos son estudiados en 

el capitulo 3: 

Normal 

Lognormal de dos parámetros 

Lognormal de tres parámetros 

Gumbel 

Exponencial de dos parámetros 

Gamma de dos parámetros 

Gamma de tres parámetros 

El ajuste se lleva a cabo por el método de Máxima Verosimilitud para 

las distribuciones Lognormal (de 2 y de 3 parámetros), Gumbel y Gamma 

(de 2 y de 3 parámetros); y por el método de Mínimos Cuadrados para las 

distribuciones Normal y Exponencial (capítulo 5), 

d) Eztímadón de lo's paAketnots y cdtculp de .ect de,sWaWn eátdrulah de 

top emana. 

Los cálculos para la estimación de los parámetros y para la obtención 

de la desviación estándar de los errores S=' {?/(n-2),(V, 92  1 I/' ' 

(capítulo 5), se hicieron utilizando programas de computadora que se 

presentan en el apéndice. Los eventos observados una vez que han sido 



ordenados de mayor a menor y los períodos de retorno asignados fueron 

presentados en la tabla 7.1. 

Los resultados obtenidos son: 

Para la Distribución Normal: 

ni>. = 668.0769 

a = 379.3653 
Y 

S = 114.2130 

Para la Distribución Lognormal de dos parámetros: 

m
L 

= 6,3699 
	

S . 73.1142 

ou  = 0,5190 

Para la Distribución Lognormal de tres parámetros: 

m
L 

= 6.1430 
S = 64,1255 

al  = 0.6467 

aL  = 100.5804 

Para la Distribución Gumbel: 

a . 0.0039 
	

S = 98.1536 

0 = 509.3597 

Para la Distribución Exponencial de dos parámetros: 

a . 265.5298 	S - 51.5022 

X = 0.0023342 

Para la Distribución Gamma de dps parámetros: 

X = 0,006433 	S = 96,8558 

K . 4,2976 

Para la Distribución 0millim de tres parámetros: 
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= 0.002788 
	

S . 56.2222 

K = 1,2556 

d = 217.7643 

e) E/Vtok utándak e ínteilmato)s de comlianza. 

Para los eventos estimados por Mínimos Cuadrados, el error estándar se 

calcula a partir de (5.38), dondexo  es la x particular obtenida a par-

tir del período de retorno asignado (De la tabla 5.2 x= z para la Distri-

bución Normal y x = Ln T para la Distribución Exponencial). 

Para los eventos estimados por Máxima Verosimilitud, la obtención del 

error estándar requiere de aplicar (5.45); el desarrollo de esta expre—

sión para las distribuciones utilizadas se presentó en la sección 5.4,4. 

Los límites e intervalos de confianza están dados por (5.40) ó (5.48). 

Los cálculos se realizaron también utilizando un programa de computadora. 

En las tablas 7.2 a 7,8 se presentan los períodos de retorno asignados 

con los correspondientes eventos observados, eventos estimados y el error 

estándar. Se presentan también los eventos estimados para períodos de 

retorno de 10, 20, 50, 100, 1000 y 10 000 anos con su respectivo error 

estándar e intervalo de confianza (90%). 

En las figuras 7.1 y 7,2 se presentan los intervalos de confianza para 

un nivel del 90% (sección 4.2) para el cual t - 1.71 (de la tabla 2 del 

apéndice); estos intervalos son para seis distribuciones. Los intervalos 

para la Distribución Gamma de dos parámetros son muy grandes y no se 

dibujan. 
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6) Bondad de ajuste 

El cálculo de las probabilidades estimadas acumuladas se hizo aplicando 

las correspondientes funciones de distribución acumulada (capitulo 3); 

la probabilidad observada acumulada está dada por (2,57). 

A partir de las probabilidades estimadas y observadas (acumuladas) se 

aplican las pruebas Kolmogorov-Smirnov (ec.6.5) y suma de las Diferencias 

al Cuadrado (ec.6.7), la primera de Bondad de Ajuste y la segunda, rela-

cionada con 6sta; en las tablas 7,10 a 7.16 se presentan las probabilida-

des acumuladas (observadas y estimadas) y los correspondientes eventos 

observados, también se presentan los resultados de las pruebas y la suma 

de las diferencias al cuadrado de eventos estimados y eventos observados 

(ec.6.8). 

Los cálculos se hacen usando un programa de computadora que se presenta 

en el apéndice. 

Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla (tabla 7.9); 

TABLA 7.9 

DISTRIBUCION 
PRUEBA 

KOLMOGOROV-SMIRNOV 

(02) 

SUMA DE LAS 
DIFERENCIAS AL 
CUADRADO (D3) 

z(yry i ) 2  

NORMAL 0,1602 0,1587 313 070.71 

LOGNORMAL 
de 2 parámetros 

0,0938 0,0333 128 296.38 

LOGNORMAL 
de 3 parámetros 

0,0878 0,0259 98 690.05 

GUMBEL 0,1092 0.0625 231 	219.15 

EXPONENCIAL 
de 2 parámetros 

0,0711 0.0320 63 659.41 
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TABLA 7.9 (CONTINUACION) 

PRUEBA SUMA DE LAS A 
DISTRIBUCION KOLMOGOROV-SMIRNOV DIFERENCIAS AL 1;(y 	-y.)2  

GAMMA (02 ) CUADRADO 	(03) i 

de 2 parámetros 0.1026 0,0835 225 	144,95 

GAMMA 
de 3 parámetros 0,0787 0.0273 75 862.53 

La aplicación de la prueba x2  (secc.6.2) requiere formar intervalos de 

clase e identificar los límites reales de clase. 

La secuencia en el cálculo fue ilustrada en el ejemplo 6,1 

Los intervalos de clase no son los mismos para las distribuciones de 

tres parámetros ya que debe satisfacerse la condición (para comparar re-

sultados) de tener el mismo número de grados de libertad para todos los 

modelos. 

En las tablas 7.17 a 7.23 se presenta el desarrollo seguido en el cálcu-

lo del estadístico D
1 
 dado por (6,1) 

Los resultados obtenidos son para las distribuciones utilizadas se pre-- 

sentan a continuación: 

DISTRIBUCION D
1  

Normal 8.0006 

Lognormal 	de 2 parámetros 3.6215 

Lognormal de 3 parámetros 4.2566 

Gumbel 4.8330 

Exponencial 2.9380 

Gamma de 2 parámetros 4.7184 

Gamma de 3 parámetros 4.1385 
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TABLA 7.17 Aplicación de la Prueba <2  para la Distribución 

Normal 

frecuencia Limite 11 	prJbabiTTdad 	proba-MI-dad 	frecuencia 

Intervalo 	observada 	de clase 	acumulada 	en el 	esperada 

Oí 	 intervalo 	F. 
1 

223.5 1,172 0,1206 

224 - 451 0,16.3-1 4.24.51 

451 .5 0,571 0.2840 

452 	- 	679 9 0,2280 5.9273 

679.5 0.030 0,5120 

680 - 	901 3 0,2240 5.E241 

907,5 0.631 0,1360 

908 	-1135 2 0.1550 4,0308 

1135..5 1,232 0.8910 

1 	136- 	1363 3 0,0756 1,9645 

1363,5 1.33 0,9666 

1 	364- 	1591 1 0.0259 0.6143 

1591,5 2.434 0,995 

26 0,8719 

Los límites re7Jim de claw (sec. , 2,1,2) perinitl-?n identificar si un dato 

pertenece a uno u otro intervalo, 

El c5lculo de 	hace a partir de (3,2) 

Los parñinctrw, 	iid.e por el 	 cuadrados so n: 

163 



m
x 

= 668.0769 

x 	
379.3653 

El cálculo de la probabilidad acumulada se hace usando la tabla 1 del 

apéndice como se explicó en la sección 3.1.1. 
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De (6.1) 

	

k 
	

(0í-Ei) 2  

	

i-1 	E. 

(8-4 	" 2487)2  _ 	+ 
DI  

4.2187 

(9-5,9273)2  + (3-5.8211)2 1, (2-4.0308)2  

5.9273 	5.8211 	4.0308 

+ (3-1.9645)2  + (1-0.6743).2  

1.9645 	0.6743 

8.0006 

TABLA 7.18 Aplicación de la Prueba x2  para la Distribución 

Lognormal de dos parámetros 

Intervalo 
frecuencia 
observada 

0 

límite real 
de clase 

223,5 

r 

-1./31 

probabilidad 
acumulada 

0.0321 

probabilidad 
en el 

intervalo 

frecuencia 
esperada 

El  

224 	- 	451 a 0,2177 7,2255 

451.5 0,496 0, 3100 

452 	." 	679 9 0.3048 7,9242 

679.5 0.292 0,6148 

680 	- 	901 0.1874 4,8713 

907.5 0,849 0.8020 

908 	-1135 0.0978 2,5425 

1135.5 1../.8/ 0,8999 

1 	136 	-1363 3 0,0489 1,2716 

IS63,5 1.(.:•;,1 0.91'.., 

1 	964 	-1591 1 0,6551 

1591.5 1.9:1 11.97'f,..-, 



El cálculo de z se hace por medio de (3.15): 

Los parámetros estimados por el método de máxima verosimilitud son: 

. 6,3699 

= 0,5190 

El cálculo de la probabilidad acumulada se hace con la ayuda de la tabla 

1 como se explicó en la sección 3.?.1. 

Aplicando (6.1): 

(8-7 2255)2 	(9-7 9242) 
1 

7,2255 	7.9242 

+ (3-4,3713)2 	(2-2 5175) 2  + 

1,8713 	2,5425 

	

(3-1.2716)2 
	

1. -0.6357 

	

1.2716 
	

0.6357 

9, = 3.6215 
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TABLA 7.19 Aplicación de la Prueba x2  para la 

Distribución Lognormal de tres 

parámetros. 

Intervalo 
frecuencia 	límite real 	probabilidad 	probabilidad 	frecuencia 
observada 	de clase 	z 	acumulada 	en el 	esperada 

O. 	 intervalo 	E. 

223.5 *2,059 0.0198 

224.0 	- 	418,4 6 0.2587 6.7256 

418.9 0.588 0.2784 

419,4 	- 	613.9 8 0.2823 7.3405 

614.4 0.153 0.5608 

614,9 	- 	809,3 5 0.1818 1.7268 

809.8 0.651 0.7426 

810.3 	-1004.7 1 0.1054 2.7596 

1005.2 1.028 0,8479 

1005.7-1200.1 3 0.0603 1,5680 

1200.6 1,330 0.9082 

1201.1-1395.6 2 0.0350 0,9110 

1396.1 1.583 0.9433 

1396.6-1591.0 1 0.0208 0.5412 

1591.5 1,800 0.9641 

El cálculo de z se hace por medio de (3.15) al sustituir 

Ln(u-al ) - rnL  

por u-a l  

 

 

o 
I. 

  

Los parámetros estimados por el método de máxima verosimilitud son: 

ML  . 6,1130 

OL  = 0,6467 

r. 
a - 100,5804 
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La probabilidad acumulada se obtiene siguiendo el mismo procedimiento 

que para la Distribución Lognormal de dos parámetros. 

Aplicando (6.1) 

	

= 
(6-6.7256)2 	(8-7,3405)2 	6-4.7268) 1.  (1-2.7396)2  

D
I   

6.7256 	7.3405 	4.7268 	2.7396 

	

(3-1.5680)' 	(  2-0.9110)2 	(1-0.5412)2  

	

1,5680 	0,9110 	0.5412 

= 4.2566 

intervalo 

TABLA 7.20. Aplicación de la Prueba 1:2  

para la Distribución Gumbel. 

frecuencia 	límite real 	probabilidad 	probabilidad 

observada 	de clase 	acumulada 	en el 

pi 	 intervalo 
espe 
frecuaedancia 

r 

Ei 

223,5 0.0474 

224 	- 	451 8 0.2382 6.1933 

451.5 0.2856 

452 	- 679 9 0.3119 8.1089 

619.5 0.5915 

680 	- 	907 3 0.2117 5.5054 

907.5 0,8092 

908- 	1135 2 0,1014 2,7937 

1135,5 0.9167 

1136-1363 0,048? 1.2530 

1363,5 0.9649 

1 364- 1591 1 0,0205 0.5339 

1591 . r J 0.9854 
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La probabilidad acumulada se calcula a partir de la cc. (3,36): 

Los parámetros estimados por el método de máxima verosimilitud son: 

a = 0.0039 

= 509.3597 

Aplicando (6,1): 

	

_ (8-6.1933)2  , (9-8.1089)2 	(3-5.5054)2  
ul 

	

6.1933 	8.1089 	5.5054 

+ 

	

(3-1,2530)2 	(1-0,5339)2  
+   

	

1,2530 	0,5339 

D
1 
 = 4.8330 

(2-2.7937)2  

2.7937 

TABLA 7.21, Aplicación de la Prueba x2  para 

la Distribución Exponencial. 

ntervalo 	frecuencia 	límite real 	probabilidad 	probabilidad 	frecuencia 
observada 	de clase 	acumulada 	en el 	esperada 

Oi 	 intervalo 	Ei 

223.5 O 

224-451 8 0,3521 9.1558 

451.5 0,3521 

452-679 9 0,2614 6,9514 

679.5 0.6195 

680-901 3 0,1510 4,0826 

907.5 0.1765 

908-1135 2 0.0922 2.3978 

1135.5 0.8688 

1136-1363 3 0,0542 1.4083 

153.5 0.9229 

1364-1591 1 0.0318 0,8271 

1591,5 0.9547 
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La probabilidad acumulada se calcula a partir de la expresión (3,51): 

Los parámetros estimados por el método de mínimos cuadrados son los 

siguientes: 

. 265.5298 

= 	0.00233418 

Aplicando (6.1) 

(8-9  1558)2  
D 	+ i  

9.1558 

(9-6.9514)2  1  (3-40826)2  

6.9514 	4,0826 

2-2.3978)2  

2.3978 
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(3-1.4083)2
-I- 

1.4083  

(1-0.8271)2  

0,8271 

 

D
1   

= 2.9380 

  

TABLA 7,22. Aplicación de la Prueba x2  para la 

Distribución Galana de dos parámetros, 

frecuencia límite real 	probabilidad 	proba-bilidad 	frecuencia 
observada 	de clase 	y 	z 	acumulada 	en el 	esperada 

Oi 	 intervalo 	Ei 

Intervalo 

 

223.5 2.8755 1.141 0.0385 

224-451 8 0.2298 5.9757 

451.5 5,8088 0.601 0.2683 

452-679 9 0.3043 7,9110 

619,5 8,7422 0,196 0,5726 

680-907 3 0,2209 5,7434 

907,5 1/,6755 0,819 0,7935 

908-1135 2 0.1187 3.0868 

1135,5 14,6089 1.364 0,9122 

1136-1363 3 0.0536 1,3936 

1363.5 17,5423 1,830 0,9658 

1364-1591 1 0.0217 0,5635 

1591.5 20.4756 2.248 0.9145 



Las y, se obtienen a partir de la expresión (3.63) 

y 	{ (x - 	) 	k ) X 

Los parámetros, estimados por el método de máxima verosimilitud son: 

k = 4.2976 

X = 0.006433 

= 0.0000 (ya que la distribución es de dos parámetros) 

z se obtiene al aplicar (3.66): 

í 

z: {3  X2  + 2 	- 1 } 21 ; x'.  = ?y v .. 2 k. 
9v 	\ 2 

Con los valores de z así obtenidos se busca en la tabla 1 del apéndice 

la probabilidad acumulada correspondiente. 

Aplicando (6.1): 

	

(8--5.9757)' 	(9_7.9110). 	(3-5.7434) 2 	(2-3.0868) 2  
01 	97Ei77.9110 	 n.74.34 	3.086B 

	

4.  (3-1.3936)2  	(1-0.5635)2  
--0756-15— 

Di  = 4,7184 
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223.5 0.0320 

224.0-418.4 6 

418.9 1.1216 

419.4-613.9 8 

614.4 2.2118 

614.9-809.3 5 

809.8 3.3015 

810.3-1004,7 1 

1005.2 4.3911 

1005.1-1200,1 3 

1200.6 5.4807 

1201.1-1395.6 2 

1396.1 6.5109 

1396.6-1591.0 1 

1591.5 7,6606 

0.0100 

0.2989 7,727 

0.3086 

0.2529 6.5758 

0.5615 

0,1695 4,4011 

0.7310 

0.1064 2.7651 

0.8313 

0.0649 1.6875 

0.9022 

0.0391 1.0115 

0.9414 

0.0235 0,6098 

0.9648 

2.279 

0.424 

0.158 

0.618 

0.986 

1.296 

1.568 

1.811 

TABLA 7.23 Aplicación de la Prueba x2  para 

la Distribución Gamma de 

tres parámetros. 

Intervalo 
frecuencia límite real 
observada 	de clase 

O. 

2y 
probabilidad probabilidad frecuencia 

• acumulada 	en el 	esperada 
intervalo 	Ei 
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y se calcula a partir de (3.63): 

q . 2X (x 	6) 

Los parámetros estimados por el método de MáXiffla verosimilitud son: 

k 	1.2556 

X . 0.002788 

6 .-, 217,7643 

z se obtiene al aplicar (3.66) en la misma forma que para la distribución 

de dos parámetros y la probabilidad acumulada también en forma similar, 

Aplicando (6.1)! 



(6-7 7727) 2 	(8-6.5758)2 	(5-4,4071P 	(1-2.7651) 2  
D1  = 	

77727 

	

6.5758 	4,4071 	2.7651 

(3-1.6875) 2 	 12 6098) 2  

1.6875 	1.0175 	0.6098 

D = 41385 1 	• 

Muutta4 de ovzoáímZUtud 

Los modelos Oi a los que se aplica esta prueba son las distribuciones: 

= normal 

O 	lognormal de dos parámetros 

O = gumbel 
3 

= exponencial 

O = gamma de dos p...irálMym 
5 

la probabilidad anLerior que se a:,,igna a cada modelo es la misma, consi-

derando que se tiene una ignordia 1:o.L11 del comportamienLo del fenóme- 

no (nasto móximos anuales): ,,— 

P' 	- P' ((; ) ' 	P 

int:erwins du clase. 

(ifY, 	 9;.wo. id PriwLi 

De (6.:.1) y ( i.'• 
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- ' P" (Oí) 	P (Oí 	P(z10í k) 	l 	(o  .í. )  

P (z 10.(1) P 1 (0.) 

í=1 

Para este caso z = z z 	.,.,z 
1, 2 ,  

Cálculo de P(zk lO) : 

P(zk l0í) representa el producto de las probabilidades de los intervalos 

de interés ya que se trata de eventos independientes, por lo tanto: 

P{(z, z, 	z)10}=P(211%) P(z»01.,,P(z
6
16

1
) 

=(0.1634) (0.2280) (0.2240) (0.1550) (0.0756) (0.0259).2.53535353 x 10-6  

Similarmente para los demás modelos: 

P((z 	(z z 	)I0 	} . 1.855698 x 10" 
1 	2 6 	2 

P(Z 	, z 5...5)in = 1,672801 	x 10-  
1 	2 6 

; 

13{2. „7. 	)10= 2,349182 	x 10 
1' 6' 

, z ..,,z )1(1 s  . 2.130704 x 10-6  

Por lo tanto: 

p( 	) -•30,54373924 x 10-6  7  

Como la probabilidad anUrior 	(0i) 	la misma para cada modelo, es 

suficientes para 'a nbtención de la pr1 3 	posterior (ec. 6.21) 

5(510 	t 
	

) 	cada 1114• 
	pcT el factor di,  normaliza-- 
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ción N dado por (6.20): 

M= 

10.54373924 x 

Aplicando /6.2l) (6.21) se llega a los siguientes resultados: 

P" (e ) = 0.2404 , 

P« (0) = 0,1760 ,  

P" (0 ) = 0.1587 
2 

P" (0 ) = 0.2228 
4 

P" (o ) - 0.2021 
' 	5 

Au4UsíA de Jiel.,uitadoó 

Se observa, de las figuras 7,1 a 7.7 una gran diferencia en los inter—

valos. Las distribuciones cuyos parámetros se estiman por el Wtodo de 

Máxima VerosimilitAi(M:V.) pretan, para estos datos, intervalos más 

grandes nue aquellas en ouc sus parámetrm se estimaron por Mínimos Cua-

dradr)s. 

Para las distribuciones ajustadas r.lcishil,v, se observa también que los 

intervalos se hacen mayores pan-:.: los valores más grandm (mayores gastos 

máximos obServados). 

La Distribueién Gama de dos parámptros presenta intervalos de confian- 

za (para un nivel del 901 mucho 	grande::: que las otras distrtbudo- 

nes pari:1 esios datos (no se dibujaron). 

Un cuanlo O la desviaci6r, estanday de IWS errores (y uoir::,iguichte suma 
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de las diferencias al cuadrado de eventos estimados y eventos obser—

vados correspondientes), el menor valor, comparativamente, corresponde 

a la Distribución Exponencial y el mayor a la Distribución Normal; la 

Distribución Gamma de dos parámetros tiene el tercer valor más grande 

por lo que se observa que este valor y los intervalos de confianza no 

coinciden en cuanto al orden de "clasificación ele los modelos" para 

estos datos (según la desviación estándar de los errores y el tamaño de 

los intervalos de confianza). 

Respecto a la Prueba Kolmogorov-Smirnov, se tiene que para un nivel de 

significancia del 10% (secc. 6.1) y 	= 21:.. se obtiew de la tabla 4 del 

apéndice un valor (secc. 6,3): 

0,24 
• 

Por este nivel de significoncia se cumple la condición de que D2  (cal—

culado por la ec. u  5' sea menor que d2 par todas, las distribuciones 

propuestas como modelc., que s-iguen los &tos. lo cual quiere decir que, 

segün este criter4ii, enalquieui de estas distribuciones puede 'adoptarse. 

como la de la poblaci(m a la cual pertenecen 	gastos máximos anuales 

OLerVadeS, 	.fl!lhayso, si 	1M..a de selK ionar una 	distribu-- 

ciém, 	 roznluble mcoger ,'(¡;1{-.l la qul«?. ¡rK,enta el menor wslor de 

d( 	.10, prup!;(:"Las, fIt 	LOSO IO Di«1 -11)ucin U)onencial. 

De !v., 	 cficulo de D. (Suma di! 18S diferencias al cuadrado 

de 1;»: 	 Iiiiervdna y 	 allmlulads), se observa 

cuMparallim, eni 	 en general con(uerdan COP los de,  la 

:n'una VA.~0?.Gv.:::ai~9, ;J'a üjlqp10, la Wr.ribución Normal tiene ül 
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máximo valor tanto de D?  como de N. También debe observarse que, para 

estos datos, las distribuciones de tres parámetros (Lognormal y Gamma, en 

ese orden) tuvieron los valores menores correspondientes de D3 . 

En forma semejante, para la Prueba x2, para un nivel de significaneia 

igual (IN) y paro x - k = 3 grados de libertad (sección 1,3.1), de la 

tabla 3 del apéndice se obtiene el valor crítico: 

2  X 	6.25 
0.90,3 

Para este nivel (10%), sólo la Distribución Normal es rechazada y de las 

restantes distribuciones, la Distribución Exponencial es la que presenta 

el menor valor de su correspondiente D ; las otras distribuciones pre-- 
1 

sentan valores del mismo orden de magnitud de 	. 

La prueba x
c
es bvibién un criterio para seleccionar un modelo de va—

rios propuestos, por lo que en e'Jte caso se escogería la Distribución 

Exponencial como la distribución a la que pertenecen los gastos máximos 

anuales, sin embargo, debe towl'se ex cuenta, que los resultados (vale—

Pes de D ) varian si so uscouen otros intervalos de clase. 

Por otro lado, 	'1-12,iW 	r'.;Hlados de C::Ld prueba coinci- 

dn (eompar¿3tivemente) k:05 105 r1,-.--..ultado,  de id Prueba Kolmotiorov-Smir_ 

uov; por ejemplo, 'id 	!:oyi mavf:Fr valor de D es la 1!ue pre-- 

s:nta tambi,Sal 	D 	1.1ormall 

1)e la aplicar.:1(Tni 	 do YerirJimilitud resulta gun el 

11P.11:11?1? , 	 i 

ol C!.1,"1.1 	 ( 	 p 
• 
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0 4  = exponencial es la distribución con mayor probabilidad posterior, 

El hecho de que la Distribución Normal sea la mejor elección siguiendo 

este criterio está en desacuerdo con los resultados de las otras pruebas 

aplicadas, en las cuales es el "peor" modelo (de los propuestos) para 

estos datos. Sin embargo, el segundo mejor modelo es la Distribución 

Exponencial, que las otras pruebas sugieren como representativo de los 

datos. 

Debe señalarse también, que la diferencia en la probabilidad posterior 

entre los modelos° ye es pequeña. (menos de (1.02) 

En la tabla 7.24 se presenta un resumen de la!'; pruebas aplicadas a los 

gastos máximos anuales registrados. 

De acuerdo a 10 -: resultados y.  a las observaciones de 	hechas, el 

modelo seleccionado como aquel que siguen les dato,., y a p;',rtio del cual 

pueden hacerse inj'erencias e!:', la Distribució'n ExpemencW. 

Enseguida se (.>r'_ _'i1..d11 -ias expresiones utilluda:, 	los par,imetros esti— 

mados y los evntos es -Limados correpundient.e..,; a kIlUerentes períodos de 

retorne con 'L111!:, v!.)rrespondienes intervalc:s de confiaftza para la distri-

bucl6p escogidia 

Modelo sclecisionao: DistHbucián L;qonenci 	(do do!.  parfinetlPfj. 

Fiincikl de 	 acl.huM 

(fi) 	eXp 

(.,11.¿)!I ir ,  I k 	in; 	( Leo 	111111  í 	 ) : 

177 



= 0.0023342 

Expresión de los eventos estimados u (a partir de 3.51 y 2.57) 

y = 	+ 
1 
 Ln T 

Eventos estimados para diferentes periodos de retorno e intervalos de 

confianza 

T(a5os) .)/(m3/seg) y 	:1- 	t 	S.
F  

50 1 941.50, 1 876.67, 2 006,33 

1.00 2 238.46, 2 159.49, 2 317,43 

1 000 3 221.92, 3 098.28, 3 351.56 

10 000 4 211.39, 4 036.66, 1 386.12 
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8. 	coNcLusiows Y RECOMENDACIONES 

En el desarrollo de este trabajo, tanto en la parte teórica como en las 

aplicaciones, se destaca la necesidad de contar con reoistros hiStdricos 

largos, lo que conduce a reducir las incertidumbres estadística y de mo-

delo, ésto, la mayoría de las veces no es posible para eventos hidroló-

gicos, por lo que se debe tratar de aprovechar al máximo la información 

disponible. 

El uso de la Probabilidad y Estadi.stica proporciona los medios de ex--

traer de la inforución las características que,  permiten hacer inferen-

cias, asi- como formas de evaluación de resultados. 

No existe un modelo probabilístico al cual una muestra se ajuste en 

forma perfecta, pero muchos ,J.e aproximan hzistante a ella, Las distribu- 

ciones de probabiIiM 	 modeíos que pandeo !wr usados pa- 

ro obtener el evento de diseña (de diversas abras hidráulicas), cuando 

I5(f2 	oldiene utilizando reffisti 	de acIdús illxiwrs (gastos Wwimos 

anuales); hbra un modelo qu1,  presente un mejor ajuste que los otros y 

habrá otro.7, que! Mireitinnnji! . 1(:) 	ViilidDri 	datos y deban 

des(artar5;.h. 



El ejemplo 3,1 muestra la importancia que posee el tamaño de la muestra 

en la reducción de la incertidumbre estadística ya que aunque los valo-

res de los estimadores variaron arriba y abajo de los valores verdade--

ros en una forma no consistente en los ensayos hechos, la desviación es-

tándar de los errores siempre tuvo la tendencia a disminuir al aumentar 

el tamaño de la "muestra"; cabe ahora señalar que los parámetros se ajus 

taran por momentos. Además se observó que los valores de los estimadores 

de los parámetros (de la Distribución Gumbel), variaron menos y tendie-

ron hacia los verdaderos valores (conocidos en este ejemplo), para un ta-

maño de la muestra del orden de 60 en el caso estudiado. 

Relacionando el ejemplo 3.1 con el 5,1, en donde la estimación de pará-

metros se hace por dos mé todos diferentes, resulta interesante la siguien 

te observación: 

Al ajustar una serie de eventos que se sabe siguen una determinada dis—

tribución, a esa misma distribución, es de esperarse que los parámetros 

estimados tengan valores muy aproximados a los de los verdaderos, Poro 

el caso de ajuste por momentos, la diferencia fue considerable en tanto 

que para el ceso de ajuste por mínimos cuodr'odoüy fue nula, Esto conduce 

a considerar una posibl e venti3 :id de un P(5 todo sobre el otro, 

Por lo que respecLa a las propiedades de los, estimadores, ('Stas son im--

portantes y Clrl usari¿,,J, implícit~ote al aplicar.1qCin mftodo de estima- 

ciño; en el ejewl 	(1.1 	adell' do comprobal alqunas prnpi 	 sute 

rayo la ne( 	siddd ele cantar con 
	I. 	 1(iort“, 	 l d 1-11".(1C 

„ 	1 ¿.15 	ra)p 	i n5(-'•,(11) 	y t.,  I 	(.o( i‘i 	 recliwri 
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das ya que generalmente implican otras, 

Los métodos de ajuste están en relación con la incertidumbre estadística, 

Debe destacarse la importancia de aprovechar la experiencia del ingenie-

ro al ajustar una muestra ya que esta puede facilitar la elección del 

método a usar. También debe señalarse que tanto en los ejemplos como en 

las aplicaciones de este trabajo, se consideró siempre el caso de una 

población, pero no debe eliminarse la posible existencia de dos pobla—

ciones (secc,3,3a), en cuyo caso debe recurrirse a métodos de ajuste di-

ferentes a los estudiados aquí. 

El método de ajuste por momentos tiene la ventaja, sobre los otros dos 

aquí estudiados, de su sencillez al aplicarlo; los estimadores obtenidos 

por momentos son funciones de la muestra que pueden usarse como primera 

aproximación en el método de máxima verosimilitud que requiere en muchos 

casos resolver una ecuación no lineal para obtener las estimas de los 

parámetros, 

Los métodos de mínimos cuadrados y máxima verosimilitud necesitan de 

cálculos para los cuales en muchas ocasiones debe recurrirse al uso de 

programas de computadora aunque las propiedades que poseen los estimado-

res obtenidos por estos mé todos lo justifican ya que en ruchos casos su-

peran a los de los estimadores obtenidos por momentos, 

En el ejemplo 5,1, aunque se aplica el método de estimación por mínimos 

cuadrados, su principal finalidad ,s la de observar el comportamiento de 

vdlre máximos y justificar de alguna forma el uw generalizado de cal.. 

munas distribuciones como lo Gumbel en la oblen(i6n de un gasto míximo 
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de diseño. 

Los resultados también confirman la importancia que tiene el tamaño de 

la muestra, ya que a manera que este fue mayor en los ensayos realiza--

dos, La Distribución Gumbel fue "mejorando" con respecto a las otras 

distribuciones empleadas de acuerdo a la desviación estándar de los 

errores calculada. 

De la observación de las gráficas correspondientes a este ejemplo (5,1), 

se deduce, aunque el número de ensayos fue corto, que no obstante que • 

algunas curvas se ajustan en forma bastante aceptable (en forma gráfica) 

para valores intermedios y menores, no siempre su ajuste es el mejor pa-

ra los valores mayores, lo que representa una circunstancia desfavorable 

que también va siendo eliminada cuando el tamaño de la muestra crece. 

También, de acuerdo a los resultados observados en las gráficas, puede 

confirmarse que es acertado el uso de estas distribuciones de probabili-

dad en relación con funciones del período de retorno como modelos pro--

puestos Je una serie de observaciones de valores máximos ya Que ninguna 

curva difiere en forma exagerada de las observaciones. 

De las observaciones hechas a los reultados del ejemplo 6.1, se reafir-

ma la importancia nue tiemen las pruebas de bondad de ajuste y la nece-

sidad de contar con criterios de selección. Se propone la selección del 

modelo que presente el menor valor de los estadísticos correspondientes 

a las pruebas (lfi?, 	ai cono ol de meoor valor de 5 (Qc, 5.)5) 

1.Z:i5 prueba le hendid do J,i1V.,j0 están asociadas a la incertidumbre de 

mndelú, laniG 	PjempIos como 	las apliraciones, 	observa que 



los resultados para elegir un determinado modelo coinciden en forma ge-

neral, en elegir el mismo al aplicar distintas pruebas. 

Algunos criterios (X
2 
y Kolmogorov-Smirnov), pueden relacionarse con 

pruebas de Hipótesis, lo que reafirma su conveniencia en la selección de 

una distribución de probabilidad. Los otros criterios no están relacio-

nados con pruebas de hipótesis, es decir, el estadístico obtenido no si-

gue una distribución teórica conocida o no ha sido suficientemente estu-

diado,aunque sus resultados, al aplicar las pruebas en este trabajo, 

coinciden en forma general con los de las otras (X2 y Kolmogorov-Smirnov) 

Debe considerarse la posibilidad de utilizar un modelo compuesto (Ref.8) 

para obtener el evento de diseño; tal modelo consiste en una combina—

ción lineal de los modelos propuestos, siendo la probabilidad posterior 

(Criterio Muestras de Verosimilitud), la proporción en que interviene 

cada uno. El evento de diseño estaría dado por lo tanto, por la suma de 

porcentajes de los eventos de diseño obtenidos según cach) modelo pro--

puesto; los porcentajes representan la probabilidad posterior de cada 

uno (su cálculo fue ilustrado en el ejemplo 6.3). 

El criterio de Muestras de Verosimilitud es muy sensible a errores numé-

ricos por lo que debe tenerse especial cuidado en el manejo de las ci--

fras decimales para no incrementar o restar linportancia a un modelo. 

Al aplicar la prueba X2 , las muestras representadas por registros de 

gast«, mWimos anuales generalmilote Ho satMaceu algunas de las condl-

ciones requeridal,; por (fjempío: "no menos del 2P-  de los intervalos ten 

yan menos de uiai:o 	 simoles"*_ lo cual conduce,  a una menor con-- 

Rderencia 2 
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fiabilidad en la prueba. 

La aplicación de las pruebas de Bondad de Ajuste a los gastos medidos 

en una estación hidrométrica conduce a resultados que en general coin-

ciden en seleccionar la misma distribución corno el modelo al que se 

ajustan mejor los datos, a partir de esa distribución puede obtenerse 

el evento de diseño; esta concordancia trae consigo una mayor confiabi--

lidad en la aplicación de estas pruebas. 
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APENDICE 

Lal., tablas 1, 2 y 3 Se obtuvieron de la referencia 14 y 11,1 taita 

de la referencia ;,.", 



TABLA 1. Ake11.15 ba jo ea norva 

Jio)na.e e,s.ta 	za da de. O a z 

18 

0 1 2 3 4 5 6 7 9 9 

0,0 0,0000 0,08140 0,0480 0,0120 0,0160 0,0199 0.0239 0,0279 0,0319 0,0359 
0,1 0,0398 0,0438 0,0-175 0,0517 0,0557 0,0596 0.0636 0,0675 0,0714 0,0754 
0,2 0,0793 0,0332 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141 
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1363 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517 
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0, I 66-1 0,17(X) 0,1736 0,1772 0,1500 0,1844 0,1379 

0,5 0.1915 0,1950 0,1955 0,2019 0,2954 0,2005 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224 
0,6 0,2253 0,2291 0,2324 0,2357 0,2339 0,2422 0,2454 0,2486 0,2518 9,7549 
0,7 0,2580 0,2612 0,2642 0,2073 0,2704 0,2731 0,2704 0,2794 0,2823 0,2852 
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2067 0,2996 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133 
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389 

1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3195 0,3508 0,3531 0,3551 0,3577 0,3599 0,3621 
1,1 0,3013 0,3065 0.3656 0,3705 0,3729 0,3749 0,1770 0,3790 0,3010 0,3830 

1,2 0,3019 0,3069 0,3858 0,3007 0,3925 0,391'3 0,3902 0,3980 0,3997 0,4015 

1,3 0,4032 3,4049 0,4066 041082 0,4009 0 , 1131 0,4147 0,4162 0,4)77 
1,4 0,4192 0,4207 0,222 0,1230 0,4251 

00  .:1471 01.55  

0,1279 0,4702 0,4306 0,4319 

1,5 0,4332 0,4345 0,4357 0,1370 0,1382 0,439.1 0,4406 0,44 IR 0,4429 0,444) 
1,6 0,145) 0,4463 0,4414 9,4 IZI 0,.1.195 0,4505 0,4515 0,4525 0,1535 0.4545 
1,7 0,1554 0,456-1 0,4573 0,4582 0,4591 0,4590 0,4608 0,4615 0,4625 0,4633 

1,8 0,4641 0,4649 0,1650 0,4064 0,1671 0,1078 0,4086 0,4693 0,4699 0,4706 
1,9 0,4713 0.4719 0,4720 0,4132 0,4738 0,4741 041750 0417/.4 0,4761 11,4767 

2,0 0.1712 0,4778 0,4753 0.1708 0.4793 0,4798 0,4003 0,4808 0,40 	2 0,401 't 

2,1 0,1021 0,4826 (1,10419 0,4811 0,4738 0,48142 0,4846 0,4850 0,4854 0,4357 

) 2 0,4 0,4861 0,111.02 0,4811 041875 0,1878 0 41081 0,1814 '3,4087 0,4090 

1. 3 0,4093 0,4890 0,41898 0,4901 0,33994 0,1906 0,4909 0,491 0,40)3 0,4916 

2,1 0,1',%i8 0,10:0 0,4973 0,4025 0,4927 0,4939 0,4931 0,4932 0,49.11 0.4936 

? ,5 • 0,033 0,4'140 0,40.11 0,4943 0,4915 0,4946 0,4912 0,4949 0,495) 0,4953 

2,6 0,4983 0,4955 f.1,4950 0,4957 0,4959 4y14 0,4061 0,4962 0,4903 0,4964 

2,7 0,1905 0,4966 0,49(7 0,490(8 0,41(f.:(1) 0,1979 0,4971 0,4972 0,4973 0,497.1 

2,8 9,4974 0.4975 0,40703 0,1977 (4.4077 0,4978 0.497)) 0,4979 0,4931) 0,4981 

2,9 0,4941 0,4982 9,1982 9,4983 0,-198.1 0495'4 0,49115 0,41 I85 0,4989 0,1906 

0,493 / 0,195 1 0,4087 0,4980 0,4988 9,49,9 0,4989 9,4989 0,4990 0,4990 

9/4)911 9,4901 041.:9 1. 0,4991 9,490").. 	9,4997. 0,4997 0,4997 0,4093 0,4993 

3, 0,499;1 C1,t993 ),»).1 0,4994 0,1994 	9,4994 0,4994 0 4995 0,4995 0,4995 

3 , 3 0,4995 9.4995 0,4095 (4.3,.1 	0i,  0,41044 	0,499?)  0,4909 0,4996 0,4996 0,4997 

3,1 0,1997 04997 0,1097 0,4997 0,4997 0.1997 0,499/ 0,4997 0,4997 11,4998 

3.5 0,4998 0,4998 0.4971,( 0,4991.: 9,4998 0,4993 0,4998 0,4998 0,4998 0.49,8 

3,0 0,4998 9,199:3 0.4090 9.4999 ú 1999 0,4990 0,4999 0,4909 0,4999 (3,499') 
3,7 1),,1490 0,409'3 0,491,9 9,4999 0,4999 0,4 )99 0,40,04 0,4990  (.44 909 

I 	1,  0,140/ 041190 0,190'1 0,1099 U .:99') 0,.49'19 8,,1'1`P4 041909 0,1999 9,4999 

9)0 11 , f.0('8 1,0., 7,11 9:10,, "1  O, 0,501X) 0,5(00 0,50(.0) 0,5(m) 0,5(0X) 



TABLA 2. Peneentau/  .t de. ea 

188 

t de. ,studek i.?: con v (),,Lado4 de. e...¿bem.tad. 

(Anea ,5ondmeadal 

\.1 1(1:7'i) 111',4 1r1:1•5 1 ',..4$ 10.90 le V) .' ')."5 1 0.•11 Io.no /0.st 

1 63.60 31,82 12,71 6,31 3,08 1,370 1.000 0,727 0,325 0,153 
2 9,92 6,96 4,30 2.92 1,89 1,001 0,816 0.617 0.289 0,142 
3 5,84 4,54 3,18 2,35 1,64 0,978 0,765 0,584 0,277 0,137 
4 4,60 3.75 2,511 2,13 1,53 0,941 0,711 0,569 0,271 0,134 

5 4,03 3,36 2.57 2,01 1,48 0,920 0,727 0,559 0.267 0,132 
0 3,71 3,14 2,45 1.94 1,4-1 0,906 0,718 0,553 0,265 0,131 
1 3,50 3,6x) 2.36 1,90 1 	,.12. 0,896 0,711 0.549 0,263 0,130 
8 3,36 2,90 2,31 1,66 1,40 0,889 0,706 0,5(6 0,261 0,130 
9 3,25 2,82 2.26 1,83 1.38 0,1183 0.703 0,543 0,261 0,129 

10 2,17 2,76 2.23 1,81 1,37 0,879 0,700 0,542 0,260 0,129 	• 
li 5,11 2,71 7.20 1,80 1,36 0,2 /0 0,697 0,540 0.260 0,129 
32 3,06 2,08 1,18 1,78 1,30 0,873 0,6.95 0,539 0,259 0,128 
13 3,01 2,65 2,16 1,77 1,35 0,870 0,594 0,531'1 0,259 0,1213 
14 2,98 2,62 7.11 1,76 1,34 13,168 0,692 0,537 0,258 0,128 

15 2.95 2,69 2,13 1,75 1,34 0,8(,6 0,691 0,536 0,258 0,128 
113 2,92 3,58 2,12 1,75 1,34 0,165 0.690 (1,535 0.258 0,128 
17 2,60 2,57 I 	i 1,74 1,33 0,1.163 0,504 0,534 0,257 0,1r, 
38 2,88 2,55 2 	!9 1,73 1.33 0,162 0,688 0,531 0,257 0,127 
19 2,86 2,54 2.0) 1,73 1,33 0,301 0,683 0,533 0,257 0,127 

20 2,81 2,5'1 2,09 1,72 1,32 0,8082 0,687 0,533 0,257 0,127 
21 17.', 	3 2,52 1,72 1,32 0,859 0,686 0,532 0,257 0,127 
22 2,82 2,1 ' 	..(1 1,72 1,32 0,858 0,646 0.532 0,256 0,127 
23 1 	,1.;! 2,50 '.U7 1,71 1,32 0,858 0,,,o85 0,51.5 0,256 0,127 
24 2.,M0 ..,49 1,71 1,33 0,857 0,685 0,51! 0,256 0,127 

23 1,79 3 48 7. 	tb'i 1,7f 1,32 0,856 0,614 0,53! 0.256 0,127 
2% 2,18 '..,,,?, 2.(6) 1,71 1,32 0,456 0,681 0,531 0,2'.6 0,127 
21. :,4'7 -;,,w; 1,70 1,31 0,855 (1,6114 0,531 0,256 0,127 
28 .2,76 ' 	' ' 2.05 1,7() 1,31 0,855 0,03 0,530 0,256 0,127  
29 2,76 1,,16 2,01 1,70 1,31 0351 0,6/3 0,530 0,256 0,127 

:30 2,  9,, ; 	i)! 1.70 :s il! 0,85,1 0/683 O 5.30 0,256 0,127 
40 , 7.42 2112 1.68 1,10 0,851 0.641 0,52') 0,255 0,126 
tz.0 2.1,,, '.39 001 1,67 1,111 	0,848 (.),5 70 1),53.7 0,254 0,126 

i 20 'Lo ,: ,,10 1.94 1,00 1,29 	ny,I..,  0,677 0,526 0,254 0,1.56 
2,1;1 2 	; 1 	,91, 1,045 1.28., 	0,1112 0,674 0,524 0,253 0,126 

. - 	- 

.7 	1 	 i ,.1 (.(11211 	 1.'1! 	 15"3 	/1111,71"J., 



TABLA 3. Pmeent¿Ce3 de .ea Pi6tAjbuzb6n 

Xi cuadudo con y yudo de raleAtad. 

189 

x 2 

7.0,995 76,09 111,9' 21,91 XJ.90 10 , 2 7,0,50 Z0,25 7110 /1,02 Z1,022 /1.01 7,1.002 

1 7,88 6,63 5,02 3,84 2,71 1,32 0,455 0,102 0,0158 0.0039 0,0010 0;0002 0.0000 
2 10,6 9,21 7,38 5,99 4,61 2,77 1,39 0,575 0,211 0,103 0,0506 0,0201 0,0100 
3 12,8 11.3' 9,35 7,81 6,25 4,11 2.31 1,21 0,584 0,352 0,216 0,115 0,072 
4 14,9 13,3 11,1 9,49 7,73 5,39 3,36 1,92 1,06 0,711 0,484 0,297 0,201 

5 16,7 15,1 12,8 11,1 9.24 6,63 4,35 2,67 1.61 1,15 0,331 0,554 0,412 

5 18,5 16,8 14,4 12,6 10,6 7,84 5,35 3,45 2,20 1,64 1,24 0,872 0,676 

7 20,3 18,5 16,0 14,1 12,0 9,04 6,35 4,25 2,83 2,17 1,69 1,24 0,989 

8 23,0 20,1 17,5 15,5 13,4 10,2 7,34 5,07 3,49 2,73 2,18 1,65 1,34 

O 23,6 21,7 19,0 16,9 14,7 11,4 8,34 5,90 4,17 3,33 2,70 2,09 1,73 

10 25,2. 2.3,2 20,5 18,3 16,0 12,5 9.34 6,74 4,87 3,94 3,25 2,56 2,16 

II 26,8 24,1 21,9 19,7 11,3 13,7 10,3 7,53 5,58 4,57 3,82 3,05 2,60 

12 28,3 26,2 23,3 21,0 13,5 14,8 11,3 8,44 6,30 5,23 4,40 3,57 3,07 

13 29,8 27,7 24,7 22,4 19,3 16,0 12.3 9,30 7,04 5,89 5,01 4,11 3,57 

14 31,3 29,1 26,1 23,7 21,1 17,1 13,3 10,7 7,79 6,57 5,63 4,66 4,07 

16 32,8 30,6 27,5 25,0 22,3 18,2 14,3 11,0 8.55 7,26 6,26 5,23 4,60 

lo 34,3 32,0 28,8 26,3 23,5 19,4 15,3 11,9 9,31 7,96 6,91 5,81 5,14 

17 35.1 33.4 30,2 27,6 24,8 20,5 16.3 12,8 10,1 3,67 7,56 6,41 5,70 

1 E 37,2 34,3 31,5 289 26,0 21,6 11,3 13,7 10,9 9,39 8,73 7,01 6,26 

19 33,6 36,2 32,9 30,1 27,2 22,7 18,3 14,6 11,7 10,1, 2,9! 7,63 6,24 

20 40,0 37,6 34,2 31,1 78,4 23,5 19,3 15,5 12,4 10,9 9,59 1,76 7,43 

21 41,4 31,9 35,5 32,7 29,6 24,1; 20,3 16,3 13,2 11,6 10,3 8,90 1,03 

22 42,0 10.3 36,0 33,9 30,8 21,0 21,3 17,2 14,0 12,3 11,0 9,54 8,64 

23 44,2 41,6 38,1 35,2 32,0 27,1 22,3 18.! 14.8 13,1 11,7 1(3,2 9,26 
24 45,6 43,0 39,4 36,4 11,2 28,2 23,3 19,0 15,7 13,8 12,4 10,9 9,89 

25 46,9 44,3 40,6 37,7 34,4 29,3 24,3 19,9 16,5 14,6 13,1 11,5 10.5 

20 48,3 15,6 41,9 38.9 35,6 3(1,4 25.3 31,8 17,3 15,4 13,13 12,2 11,2 

27 49,6 47.0 43,2 40,1 36,7 31,5 26,3 771, ) 18,1 16,2 14,6 12,9 11,8 

211 51,0 48,3 44,5 41,3 37,9 32,6 27,3 22.7 18,9 16,9 15,3 13,6 12,5 
29 52,3 49,6 45,1 .12,6 39,1 33,7 `11.3 33,6 19, 11,7 16,0 14,3 13,1 

30 53,7 50» 47,1) 43,8 40,3 34,8 29,3 24,5 70,6 18,5 10,8 15,0 13,8 

40 66,3 63,7 59,3 55,8 51,8 45,6 39,3 13,7  29,1 26,5 24,4 22,2 20,7 

150 79,5 70,2 71,4 07,5 03,2 50,3 49,3 42,9 37,1 34,8 32,4 29,1 28,0 
60 92,0 18,4 113,3 79,1 74,4 67,0 59,3 52,3 46,5 41.2 10,5 37,5 35,5 

70 10.1,2 100,4 95,0 90,5 85,5 77,6 69,3 64,7 55.3 51,7 411,11 45,4 43,3 

80 166,3 112.3 106,6 101.9 96,6 88,1 79,3 71,1 64,3 60,4 57,2 53,5 51,2 

00 128.3 124,1 I111,1 111,1 !07,6 93,6 39,1 80,(, 731 69,1 65,0 61,8 59,2 

100  140,2 135,8 129,6 171. 118,5 109,1 99,3 90,1 82,4 772) 34,2 70,1 67,3 



Tamaño de 

TABLA 4. (faene?, efl-Wcos d
2 

de ea lYnteba 

Koemonnov-Smanov. 

Za = 	0.10 = 	0,05 - 	0.01 

5 0.51 ,9,!¡6 0.67 

10 0,37 0.41 0,49 

15 0,30 0.34 0.40 

20 0.26 0.29 0. -Yi 

25 0.24 0.2 0.32 

30 0.22 0.24 0.29 

40 0.19 0.21 0,25 

n > 40 1.22/ i.63/TW 
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3.91 

1 0 PRIN1 
15 FI :r1 PROGRAMA FARA FHAIMAR POR NININO COADRADW$ Lns PAV.:Ai-11 IRI13 DE LAS 

DISFRIBUCIOW .:,  NORMAL Y FXPOWNL1AL 
REN ESTIMACICH DE EVENTO 	i 	F iiiESIANDAR. ;2, prAD A$ 
PA1A "NORMAL" 

:;:al DIN 1(50),x(..,')),y(9)) 	 r;A(501.91.Y1(),EH(501 

35 DIN y.•(50),X15(:).1:.Phy~i.,;•1..19)).E(5 
le DIN X2(50) 
40 PRINT " 	 11F.:FRIHOCION 
50 READ N 

DATA - 2. 
Fe

8
•
1
,  I 	A$"NorosiAl " THEN GT:-;1_113 

SI -.: 
84 52 = 

= 
= 

90 FOR 1 = t IO 
95 READ \i, !; 
100 T(I) . (N 4. 1) / 
110 	IF A$ 	"NORMAL" !HEN X (I) = - X1(I) 
115 1F A 	"EXPONEW1A1" THEN Y" ' 	.:i11) 
135YC(1) = Y(I) "
160  

	

	2 

17 
$4 = S4 + Yr..(1) 
NEXT 

52 = S2 + Y(I) 

192 DATA 	1591, H25,1211.1151.1096,1052,81,a4,720.639.630.,;37.53,5S1.5 
21,5O1,477,4,490,42 /9,9,319,25,2424 

195 
M› = SI / N 
GOSUU 468 

210 MY = 52 ! N 

260 VY = 1 / N 5,  uS4 	Ii AM,  • f:Y 

270 SXY = 1 	N 	(S5 - N ,s MY c,  MY) 
290 RXY2 = SXY A  2 / (VX 	(11: 
290 SC = N / (N - 2) *- (1 - RXY2l 
2 5 IF 	O THFN 	= 
O 	= 	SOR (Se ) 
10 FALTA = SXY / VX 

120 AIAA = MY 	BEIA 	MX 
330 A = - 1 i BETA 
1340 B - ALFA 
::50 PRINT "ALFA= "A. "-í IA- 	 -my 
:•;.15 PRINT "VX= "VY."VY= "VY.":= 
3ó7 S7 = O 
:37.C,  KM I 0, 1 Ti' N 
117b E ( I ) 	• 	( ) 
3:3.4',  YE (1 	- 
390 RAIZ (1 	 .114 • k,./ 

218  YS ( I ) - 	
E 	4. 1. 	FAl Z( ) 

YI(I) - E (i; 	1,A1-1(11 

415 CRP(I) . 	Y(1) 	-! :1 
418 	= S) 1 ERR(I) 

PRINT T(1),X2(1/.Y(1).'0(1).RA11(1)." 	'Y'.7 	" ,(1)" 	) n 
3: NEXT I 
440 EPS = SOP (57 / (N - 
460 PRINT "IIISVIACIN U..11ANDAP DE LO!7; FRIHir.1 	1:c.:-;,"MY 	"MY 
465 FND 
460 FOR I 	t 
470 X2(I)  

XC. (1) 	' 
4E:(.1 PR1(1) - 
490 ".1 	51 4  

$5
495 

  = S5 + FP1(1) 
S9 = S'1! 	›.1. 1! 

05 NEXT 1 
so RETURN 
'i:7:0 FOR I = 1 TO 
!:_35 TU) = (N + I) / 
1,40 rr t = 1 / 
550 	1 
560 	IF PB(I) 	11.5 lIql !.190 
570 PP(II = 1 	: 
500 STO =  
590 R(I) , 	SOR 	, (1 / 1 	. • 

600 	F'' II 	R(I 	1 	17 4 (1 	 Olu  
4 1.137/91: 	 : 

	

..00130» .•
619 XI (I) 4 	t 7+11, 

	) 

64V NEXT 
640 	PE TI 



192 
PRINT 
REM PROuRAMA PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE LA DU:TRIBUCION LOGNORMAL 

POR EL METODO DE MAX I MA VEROSIMILITUD. 02TENCION DEL ERROR ESTANDAR 
READ N,NP 
DATA 21.,'5  
DIM )(<3u)7EE(30),XE(30),T(30) 
DIM XL(30),ERR(30) 

= 0.00000 1 
9 
O FOR I , 1 TO N 
O READ X(I) 
5 	= SS + X(1) 
7 Sx = SX + X(I) A .2 
• NExT I 
• DATA 1591.1325,1231,1151,1086,1052.916,734,720,639 639,637,594,531,52 

1,501,477,475,430,12:::,379,339,319,2S5,24224 
5 -f‹INT " 	 DISTRIBUCION LOONORNAL" 
• PRINT " " 
O M 	SS / 

CF = o 
O VR = O 
0 FOR I 	1 TO N 
,t;) VE; 	1Y ( 1 ) 	M) " 2 + VE: 
5 UF' 	 ( X 	- M)   
oc.) ilr.)1.  
OS 	-- X / N - M A 2 
10 D±.1 = SOR (VR / N) 
20 CA 	(CF 	N) / DST ^ 3 
30 PRINT " 	MEDIA-'ML " DE.:::v1ACION ElANDAR.- "DST 
40 PRINT " COEFICIENTE DE ,ASIMETHIA- " 
45 IF NP 	IHEN 001O 

t;= 	 4 	f., 	• 	- 
• TE 	 r ILN 	01 O 

Al 	( (CA + 13 ) 	1).5 	1CA - 	) 	(1,1 	1 	) 
130 	21:11-1  

.:4:1 Al. 	(C A + 	) 	II .' ) 	 1 	•":*: 1 	 ' 	(1 	/ 
1.C.10 Al = M 	DST / AL 
!1:.1 .,-;i0TO 230 

Al. 	o 
0240 	= 	 ' 

4- R2 
2.0 M l.. 	 L o : c 0,1 

.119 	 ( 1.013 (0 	 ) ) 
PARAmETROS ES1IMADos 	MOMENTIY:;: " 

"ML . 	"St. , "AL= " Al. 
;00 	1 	" 

	

1 ti 711 -: I E.NC.  ION 1:1E1 LI' 	F AF-<AMETROS F'OR MAX 1MA VEROSIM) I. I T un 
?..115 	117 	= 2 T 111:. N 590 

?,:30 	- 
;i35 	- 1,1 I 	"IT EPAC: 01•1'' , 	" 	 4" 
:01(1 FOR 1 	1 TO N 
'50 	1E X H) 	= VM THEN VM 	XII) 

NE X 'T 
:i70 AL 	 VM 

1 
•"1, 

1 ,•::0 AM 	 Ar!":• (A 1) 
41‘..1 H 	62 - Al 
114 A 	A 1 
12(1 	720 
1:'30 A 
135 F 	- 
140 
I 1  
1`.50 	i-R1P1 1 	I Fi 1. 	\ • • , 

II' 	A 	 , 
170 	f7 2 
1139 A2 	A2 4 H 

W.) 	1F A2 	AM -1 ,f N 	1:- 1 I O 
r-- 1 
i ER 	1 l'El< 4 	1 

II! - • 	-,. 50 III N 	0010 
• FI 11‘i 	PRcii:. ¡:1)1 PI I 1N11 it 01. 	1r 	1I  I' 	 Ni 
1510 I 

1V:11H : ,f)(.1 
II 	A 1.11 	1 1,  II.1,1 ; 	 1,111 	11A 	r,T.9.11Iii 	F'ARA 	hIll  

;7(.1 
?:11111 



A 
E: 	7 

610 ML. 	I 
•••• 

AL 	= A2 
PRINT 	" 

FFlPif 	" 
I N-I 	" IllI 

•• 
 1''• 11'11\ 1M 

710 r 
720 RE.M 11. 	 iA ; 	irj 	r•ji•.! 	• 	• 

740 532 	= 
750 33 = 
760 34 	= 	!".1 
770 FOR 	1 1 	1. 0 

=x ( 1 1 	- 	A 
790 X 1...A ( 1 1..17.11.• 	( X A 
$00 XA 
el :•7 ! 

= • r 
40 NEXT 	1 

::,!Sr") !.7.•;1 	I .•1. 
FOR 	I 	.• 1 	0 N 

• a 	= + 	( XLA(1 	- ) 	' 
E:C 'JEXT 	I 
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990 314 = 	Y N 
S4 - 	1 ) 	'1;3 

920 RETURN 
REM 	17.!1; T I MAC Í0N 	A Tu. Y Al CUL 1. 1 	 ERRORES,  E9T ANDAR CÜRRESH3 NO 11:.N TES 

1010 
1020 VA 

104) -M
...1.30 	 ) 

•7: 
1050 if. 	1.645 
1060 SGO 	 ^ 
1070 El 	XP 
10:1' 	E '2 := 	F. P 
1090 E3 = 
1100 F 
111.0 ri r. 	 1 
11.1 0 r(1 = D 

2 
(2 
(!::1:i0 

1, , t),) 
1 

+ 0, 

• 
.> 
1 
5 

••• 

•••••1:,1..) 

,I 

- 	2) 

C1 
E 

l.120/.7.,1/ 	7, 

1140 FL = 	/ LIN 
115Q 	IF NE =2  TREN v..,1210 
1160 VA .,, 1 / (2 	DN) 

1 	FT1i8 C M 
 

\ 
1190 VO = 
1-200 VR 	 • !- 	• 
1 ,.'•",10 10 	= 	1 7i: 	• 	r 
1450 SUM 
150(1 FIAR ; 	1 
1510 11) 	(N 1 
1p.ZD 	 / T 

J..›(.) 
1540 	I 	 11-1T N 
15f...10  

' 	1 	• 
1570 : 	3nr< 	 / 
t 58(., 	R 	1. 2. `511 	 é 	, III  

+ 0!1992C2 , ,••01 
1590 rUN = 	0 XE 

= FÚN 
1600 	 X P (ML 	! ' 	•-.1 
11510 C = 	P 
1620 )E (1 / .,( 	 4 Al 
1625 	VA + 	 •'1'; • 

1,4 

	

30 	líi ( I ) 	r• 	' 	! 1/140 HJM • 	• 	• 	/ I 1 
16.50 L 	, 	( I 	• 	 U' -(1 15 
1660 L.J 	XE 	 ' 1 - - I 	I ! 
1670 	pr; NT 	, 	, V. ( 	 ( 1 1, 	•'! 

141. 
," • 	I 	 .1.11R 	!. 

11 	Pif 	" 	 :1. 	t.. 	 t 	1141lf • i 	• I 1, 

1690 	'1•! Pl! 	" 	 r_ir4 	 /kp 	 • • 

1700 	I .N11  

v 
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20 PRINT "": 
30 REM PROGRAMA PARA ESTIMAR LOS PARAMETROS DE. LA DISTRIBUCION GUMBEL 

POR EL MEMO DE MAXIMA VEROSIMILITUD. 
:32 REM OBTENCION DEL. ERROR ESTANDAR. 
40 PRINT " " 
60 DIM o( ;0),X(30) 
65 DIM T(30) 
70 READ EP,N,SN 
80 DATA 0.000001, c,,1.0961 
90 FOR 	1 TO N 
100 READ Ñ(I) 
110 NEXT 1 
120 DATA 1591,1325,1231,1151,1006,1052.616,734,720,639,639,637,594,591 

921,501,4/7,475,420,428,279.9,319,285,246,224 
140 6s-= 
150 91 = 
160 FOR 1 = 1 TO N 
170 91 = SI + Q(I) 
1,-t7 NEXT 
190 ME = 21 /IN 
200 FOR 1= 1 TO N 

-210SE - SS + (171(I) - ME) A  2 
220 hiEXT 1 
2:30 ST = SOR' (SS / N) 
240 AN = SN / ST 
250 q*:,  = 
260 , O • 
270 94 = 0 
200 FOR I ='1 TÚ N 
290 EL =EXP ( --AM 	Q(I)) 
300 92 92 + EL 
:310 63 = 63 + 111(I) ?,1 EL 
320 94 = 	+ u(I) 	o(I) 	EL. 
330 NEXT 
240 FX = N / AN -. SI + N .11. 92 / 92 
350 OX 	--N / (AN 	AN) + N 	((62,,s1 S3 - S2 	S4) / (82 	92)) 
360 CO = - FX / DX 
270 IF ABS (0.3) < = EP THEN 000 
360 AN = AN + 00 
390 GOTO 250 
400 U = ( LOG (N) - LIJO (S2)) / AN 
410 PRINT " LOS PARAMETRO DE LA DISTRIBUCION UUMBEL SON 
420 PRINT " " 
430 PRINT "ALFA = "AN 
440 PRINT "BETA= "U 
450 N2 = N + 1 
46(:i FOR 1 = 1 TO N 
4.701 T = N2 / I 
illso x(1) - u - LOC ( LOO (T 	(Y 	I)) 	AN 
490 NEXT I 
500 PRINT " " 
510 	PRINT SP0( 1)"1" -;PC( 14)" GASTO" •P0( 14)"1iASTO" 
515 PRINT :3P1_:( 14)"RE1:?ISTRADO" SP0( 9)"CAL0ULADO" 
520 PRINT " 
525 TP = 1.645 + 1.5241028 / (N - 	+ 1.4206847 / (N --2 k 
530 FOR .I = 1 TO N 
531 T(I) = (N + 1) / 1 
332 Y tu - LOG ( LOQ (T(I) / (T(1) 	15)) 

anS 	(I»1086 J. 9.514 	y 1- 0.6079 	Y 	2) / (N 	AH ' 2) 
526 ST = SOR (ERS) 
537 L.:?= X(I) 	Si. 	TP 
536 LI = X(1) - ST 	TP 
540 97 = 67 + (0(i) - Y(I)) 
550 PRINT 1,T(1),Q(1),X(I),9T, 	"L:;7" 	"1-11 " )" 
560 NEXT I 
561 PRINT " 
562 V 	SQR (S7 / (N - 2)) 
564 PRINT "SUMA DE LAS DIrMENCIA'::, Al Ci.W.~0 DE EVENTOS ODERVADOS Y 

EVENTOS ESTIMADOS 	"97 
566 MINI " DEMACION ES1ANDAR DE 	1PRORES 
570 ENID 
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PIS! 3 
l'y (NIT 

7 	REM 	FROCiRt?lo's PARA ur.!1^1(1!: • 1;1' 	F'ARAM1 	1 	11 A t) 	1.1: Bi 11:111:iN !.',AMMA 
METOU0 1.11 MAYINA 	111.:11..NER ti 17.1":ROR L::::TANEJAp. 

8 READ N.NP 
10 DATA 26,2 
15 	DIM X(30),Fr(.1.“..w.o.T(7:0) 
17 TL = 0.0000u1 

:».c) FOR I = 1 io N 
20 READ Z(1) 
.35 SS = SS + .(1) 
40 NEXT I 

DATA 1591.125.1231.1151,109,1052 
1,501.477.475,U0,479,37::2.919, 	.246,224 

55 PRINT " 	 DP-riTRIDUCION GAMMA 

56 PRINT " " 
60 M = 	/ N 
,,S CF 
70 VR = O 
SO FOR I = 1 TO N 
20 VR = IX II) - M) ' 2 + 
95 CF = CF + (X(1) 	M) ' 
10') NEXT 1 
110 DST = SOR (VR / 
120 CA = (CF / Ni / DST 	• 
130 PRINT " 	MEDIA-  "M," 	.1 	ION 	TANDAP= "DST 
140 PRINT " COEFICIENTE DE .Almt- FRIA 	CA 
150 1< = (2 / A) ' 2 
160 L = SOR I g DST 
170D=M-Ki 
180 PRINT " 	AJUSTE POR MOMENT0',... 	" 
190 	PRINT "r= "K, "LAMBDA= 	"DF' 	"D 
200 GP = 	( ABS (D)) - n.5 

REM OEIENCION DE LOS PAkAmí ikCIS POR mAXImA vEROSIMILITUD 
220 N2 = 	N 
290 IF Mí' = 2 THEN GOTO -7 30 
300 N2 = N2 N 
310 PRINT "ITERAOION","F"."DHTA" 
315 PRINT 
20 VM - 10000000000 
30 FOR I = 1 TO N 

	

40 IF x(I) 	= k.'M T?-IN 	- 
350 	NEX 1 I 
360 01 u n.92 	VM 
97(% 02 = 01 

10 = 
390 81 = O 
400 92 - 0 
410 82 = 0 
420 54 = O 
430 FOR 1 ='1 TO N 
440 AX = x(I) • 1: , 2 

•'2 4- 1 	At 128 z 
470 33 = 3.3 f 1 	AY ' 
42n E.4 = 34 4- L00 (AX) 
490 NEXT 1 
500 P1 - 	/ 	- hp / 	) 
510 A1 = 	/ 
520 W 	/ N 
590 V 	N. / 
540 DV 	• N::: ' 	" 
550 U 
56(4 DU 
570 Di» 	(Y ' 1.111  -•• 	IV• 
560 DA 	- 	N 
590 C1 	ni 
600 TC,  ,- 1 / £1 , 	;.5 / 	 111 " • 

N1 
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610 DG = LOO (C1) - 0.5 / C. - O 083338333 / C1 A 2 	0.0093333333 7 
/ Cl " 4 - 0.003968254 í 	1 ' e - 1 / (C1 + 1) - 1 / B1 

620 F = LOG (E1) - no 4 w 	Loo (At) 
630 DI = (1 / El - TO) P ORE - 52 / N + 1 / Al 
640 H 	F / DI 
650 G2 = Gl 	H 
660 IF 02 	= GP THEN PR1N1 "NO TERMINE AND DOTO 1800 
670 O 	o + 
680 	PRINT " 	"1 0.F,02 
690 IF ABS (Hl 	= TL rHEN COTO 800 
700 IF 10 = 20 (-HEN PRINT "NO TERMINE" AND COTO 1800 
710 G1 = G2 
720 GOlu 390 
730 '11 = n 
740 82 = 
750 FOR 1 = 1 TO N 
760 i r '1 + X(I) 
770 L.". = 52 + 1 / X(I) 
780 NEXI 1 
790 02 = C 
900 K = 1 / (1 - N2 / (9.1 .o 92)) 
810 L = (N 4,(' K) / 31 
92U D = 1,2 
830 PM = 1 / L + D 
840 PD = SOR (1 / l.. 	- 1 ) 
850 F5 = 	(4 / 1 ) 
855 IMINT " " 
860 	PRINT " 	PARAMETRO ESTIMADOS. POR MAXIMA VERO.EIMILITUD :" 
870 PRINT " " 
880 	PRINT "V= "K "L = "L, "D 	"D 
900 REM 
1100 REM OBTENCION DE LOE. EVENTOS ES1IMAD0.,:-. Y ERRORES ESTANDAR CO 

RRESPONDIENTES. 
1110 PRINT " " 
1120 SD = 0 
1130 VE' = 0 
1140 CD = 0 
1150 CE = 0 
11b0 	= 1.645 + 1.5241028 / rN - 2) .1- 1.4206847 / (N - 2 	2 
1170NU=2* K  
1190 íTE = 2 / (9 	NU) 
11.:- /, ) (.1 = K + 2 
1,200 C2 	r - 
121u i 	= K - 1 
12.7'0 1)2 	(1/ L. ) ^ 2 
1'130 A3 = A2 * 1 / L 
124u A4 =A.  A 

TG = 1 / Cl + 0.5 / 	A 	+ 0.166666667 / el A 	9.07:3333333 / Ct 
5 + 0.9.'38095238 / L1 A 7 - 0.033333333 / Cl A 	+ 1 / (V + 1) 	7' 4 
1 / 	" 2 

1260 DO = t..OO (01) - 0.5 / LI - 0.083333333 / el A 2 + 0, 00833333 33 / 
4 - 0.0039/.2254 / C1 A 6 - 1 / (K + 1) - 1 / 1 

1270 DI - (2 k,  r1.3 - (2 * F -- "J) / (03 A  2)) / (C2 b- A4) 
1280 DN = D1 	N 
1290 IF NP = 2 THIN COTO 1330 
1300 VD = (K 	TG 	1; / (DN 4  A2) 
1310 CD m (1 / (3 - T6) / (DN P. A2) 
• CE r (1 - 	/ 	/ (DN ry  A3) 

13SO VA t (Di; / 1-2 	1 / C3 ^ 21 / (DN ▪ A2) 
131u 	= 	(DN * A4 
135U C 	(1 / C3 -1 / C2) , (DN -› A3) 
136k) Gt1 = 	" 
1 :370 D2 	oo 1 A 	o , 5 )  

1 '38i) E3 	--' 4  1 • 1 / 6) 
1.190 D4 r- 	' 
1400 E5 = 18 4- 1 A 1, 16666666667 
1450 ..11M - 
150c,  FOR I = 1 TI:  N 
1:,10 (1) = (N 4 1 1 	1 
• P r 1 / T(1) 

v.-}u .1G = 1 
1r gil 	IF P 	().t. 11-11-N 	1',70 
1' - 	ci 	1 

15/0 R --- 	-.11R 	, 1 	' 2)) 

A 



197 

15130 	rz R -. (2 . ! 	 l/. 	 , git ;28 -0 1,, 	 (1 + 1.432789 
A R + 	 I. 	' 2 + 0.00130S 
UN 	.10 ---- • 

1'.7M5 X1- 	1.1.jsj 
9111 	- N!.1 	 • .(11: 	.. a 

1. 1 :1 Y 	I:). 

16'?O YA 	C FIl - 	/ 	# 
1630 	 ••, 	1 	 • 	! I 	• 	1 	1.: ' 	'ir.  

) 	• 
1640 Si 	 ' 	VA $ 	• ;: 	•••• 	$ 	 XB k•- x 	• 1:11: 
1650 :1,1:.(1) = Y / L 
ti 	HM = SUM 	(XEli 	• .1'! 

LEO) = SCIR 	 d 
1.670 LS = XE , 1) + 	 , 
t6:J'J1.I= XE(11 - U1 , 1 . 	• 

PRIN! 1,X(1),),Lk 	 ,"'  
1700 NE X T 1 
1.710 01 = 	 •••..1.111 • 	!1 - 
11;:11.  PR 	" " 
17.30 FR I NT ".111A 1* I 	11111.11 	1 A'?; Al c. .A111-•:ALIU 11. 	VENT 

EVENT0. 	I 	 " 
1740 PR I NT " 	I ACION 'E:TANDAR 	 : 	 "Lii  
11100 Flir 
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PRI 
10 PRINI 
15 I.:Em PROGRAMA PARA ni II 	PROBABILTDADES ESTIMADAS DADOS IOS VA 

LOS 	 I-J 
17 !TM 	,EDAS KOLMOOilOROV-SMIRNOV Y !TPHA DF LAS DIFERENCIAS AL CIJA 

DRADO DE PROBABILIDADES OBSERVADAS Y Pj,iTIMADAS 
20 READ N 

DA 1 A 26 
MM - 791.7931 

	

!311 	 ':9. 179 1 
45 ML = 

= 0.6457 
Al... = 100.51:04 

'55.; A G - 	00 

	

. • ) Bri 	•••,) ,501;.•. 
AL 
L. E = 

75 	= 1.2556 
go L 	o.!#0.7,798 

7.764S 
El] ti•,• 	31) 	, E 1 ( 30 1 , 	'') 	 ( 	) 	X 1 ( 	) , X17.: ( 	) 
lt I VI 1-El 	 !-• 	 , FA!: , 	,i 	0 ) 	t  ( 	i) 
7!1M 

Ht 

	

" E XBONI 	1A1 " 
PR1N1 " 	 íj:L T I( I. nuc I IDN 	"1-11; 

• PRIN1 " " 
100 FOR E = 1 DJ Ni 
1IG READ Y(I' 

NE.XT I 
1 DALA 1591,125,1231.1151.1036,1'35 S16,731.70.39:639.37.994 

110 

. 
1'-  

1!•-„.,:, 

• 

`z,r1 Ef 
1-1-:1N1 

1-1$ 	" NORMAL_ " 	T IIEN 	i.:,05311E: 	1010 
1E H$ = 	1J)IDNORBA1 	rHuN 	GOsUB 1040 

"GAMMA" 	111.14 	'.,09113 	1.,01! 
1E 	11 -1. 	- 	"EXPONENCIAL" 	THEisl 	LE: 	150(1 
I 	1:1 	• 	 17,1.1111-1-.1 	IHLN 	1,0'.•::;1_11: 	14(10 

, 	Gi.-.19.1: 	1 o 4 o 
pr; IN  
Pr:  

1.. 
2.) Vol': 	I 	1 	i: 	N 

330 IF 	El (I ) 	O THIN 	E 1(1 
:340 E2 ( 1 ) 	= 	- 	1 	/ 	(Ni 	 1 )  
15.50 •• 	( I) 	= 	ABS 	( 	( I ) 	1:2 ( 1 ) ) 

.) *. 	( 1 	) 	:El( I 	) 	- 	1 	• 
370 • JIM 	= 	SUM 	.E.R(1) 
375 PRINT 	1.1.1,F1(I),F.2. 1 
380 MEXI 	1 
-4S5 PRINT 	" 

TN1 	1 	E I I 1 	Ni.- 1 AS Al IAIIFIAII1 1 Lir PRI:CAE:1 I_ 1 EIA111.::.!... 01'3 
I 

	
1 	I. MAI)A17. 	. 	":31.111 

1:05 MAX 	1,) 
j=nr.•r 	2 	1:-.1 

4 .)5 	; 	.1 	I 	) 	MAX 1 HL N MAX 	1 (E4 ) 

I N", '11.1  I :A i 01. Mixicip0V-SM1R1413V. D I FERENC:1A MAYOR= "1-1AX 
! ENLi  

t040 REM 0PTENC1ON DF LA PROBABILIDAD NORMAL 
1 	FOP:E 	TO M 

	

1 ••: (1(1 , 	PIN) 
Tv. HA, . 	H'Irqw_dimAL" 111/.: ,.1(1) 	( 10G •Y(11 • AL) - MII 1/ 

t! 	•• 	'.- 1 	"!":111MA " T111 N 	". 	Y r. ( 	/ NO! 	1 	/ 	' • 
•Il

• • 	1. 
) 	-• 	1 ) 	•••. 	•'..i/R 	( •:/ 	^11„I ) 

u: j= = 



• I 	 r 11 
VII.) X 1 
: 1 (:) 

1140 X (11 
(„5e) 	< 	) 	, 	• ) 	 ''.; 	- 	YS.1' 	I ) 	- 	: 	• • 

xC ( I ) 	. 
" • .0 	0 1 	. 
: 	• 	11 	I 	 • 

1  
1190 	'• 
120(5 F. 	1 •• • 

) 	( 
1.(1 ici 	••••• 

I 	( 	I 	) 
rRri( 1) 

t 	( 
I 

yr( 
( 	I 	) 

•• 	• 

I 

) 
I 

• • •1!, ...1 i 	1.1 ) (. 1  
I 270 	E 	( I - (- 1 

1-.1111.1 11111.1 •-' 

rfaX) 	pu (1 ) y, 	1 	( 	1 	) 	or•-•L: 
91 (..) 	0011-.,  1 

1.1.:!(:) 	1 	X17: ( 	I 1) 
1:330 	(E. (1 ) • I EX F, 	( : • - r. 	) •< 

z 	I 	) (1 	-- 1 • •-• 	r 	I • 
1341) 	( 1 	) II 
1:350 	El ( I) 1. 1-; 	( 1 	) 
1360 	NEXT I 
1.3(1.4 	1, F 	Hl 1r-ti 1 r1Nr, 	"1,111 •••• - •I 
136e:71. 	1F 1 	L..r,4 	1 	1 	N  "ML ML L eH (Nt_ 
1368 	I F- 	Hl 'HE N IN::  "I "1. , 	•. „ E, 
1.371) RETUvN 
1400 Li"IF:1 
1410 I 	(1 	) 
1 42(11 1,117.)1.1- 
1425 HIN! . , 1.:1 ,,  
1430 l'‹E.1•1_11'.:1 ,: 
1500 F 	I I HIN 
1510 E 1 (1 ) )17 ,  ) 
1 NEX. E 	1 
152‘..) ,1,:11,1•1 " Al 
1530 vi: 
11.500 
1 	10 Y1 	,• 	I 	) 

x): 	( I) 
•• 1 	• 1 

I 
163() NV›. I 

N1.1  
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