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Desde hace tiempo, se ha sugerido el U20 do pequeños 

abserbedores amortiguados con el objeto de reducir las 

v4,1-niong de sistemas dindmicos. 	Den Hartag (1956) - - 

(C p. Ir „4) he demostrado que con el umo de sietemag masa 

asorte, se pueden reducir 11): movimientos de si:stemas de 

un gg'odo de libertad, su atoa a excitaciones armjnices. 

Do gran interés resulta 91 estudio hecho por Dong - 

(19'76), en el cual encuentra que un apéndice ligero de un 

edificio actda en beneficio del edificio y en perjuicio - 

del apéndice como absorbedor de energía, confirmando, de 

esta manero, que puede llegar a funcionar y a diseñarse 

en la práctica como un sistema ebsorbedor. 

Evidentemente, el problema real con loe sistemas 

abserbedores no estriba en demostrar su efectividad para 

dsminuir loa eUectos de s 	en edificios, sino en la 

elerién de GUM propiedad 	:Imicaís t  de manera de obte- 

LJmponmionn 	ndscusdo del conjunto. 

1 
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Por otra parte, comúnmente se analizan las estructu-

ras en un solo plano, lo cual algunas veces no es acorde 

con la realidad, en la cual el comportamiento es tridimen 

sional 

El objetivo de este trabajo es analizar el comporta-

miento de estructuras tridimensionales bajo solicitacio-

nes de temblores, y demostrar el efecto de los abeorbedo-

res de vibraciones en los desplazamientos de las estructu 

ras ( y por lo tanto en los elemantos mecánicos de los 

miembros de las estructuras ), lo cual puede conducir e - 

un diseño más económico de las estructuras en las cuales 

dominan los efectos de sismos cerro puede ser el ceso del 

D. F. 
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II.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

11.2 INTEGRACION PASO A PASO 

11.3 AMORTIGUAMIENTO NO PROPORCIONAL 

11.4. ABSORBEDORES DE VIBRACIONES 

11.4m No Amortiguados 

II.4h Amortiguados 
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11.1 Ecuaciones de Movimiento. 

Se tratarán sistemas con parámetros constantes inte-

grados por masas rígidas unidas entre s/ y al terreno por 

medio de resortes y amortiguadores lineales carentes 	de 

masa. Algunas veces es posible simplificar el problema - 

de análisis sísmico de las estructuras suponiendo que ca-

da masa tiene sálamente uno ó dos grados de libertad. 

Con objeto de describir las configuraciones del sis-

tema, es decir, sus desplazamientos y rotaciones, se ne--

cesitan tantas cantidades linealmente independientes como 

grados de libertad. Estas cantidades suelen llamarse des 

plazamientos generalizados. Estos desplazamientos pueden 

normalizarse si se hace el producto de un escalar y un 

vector. Se denomina el último coordenada generalizada. 

Los desplazamientos escalares pueden disponerse 	en 

forma de columna según cualquier orden convencional. 	00.• 4•111 

Cuando asf se hace para un sistema que tiene N grados de 

libertad, los desplazamientos escalares constituyen 	un 

vector de N dimensiones clie representaremos por x y al --

que llamaremos conViguraciOn generalizada del sistema. 
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Supongomoe, que al r-imo desplazamiento generalizado 

131, le abligs a tomar un valer finito, yunteniendo si--

multáneamante todos los demás desplazamientos iguales o ce 

, 

	

	 Ju deformarán los elementos 2:,Lrudturales y 

elLos ruarzas y momentos (fnclia:s genero:liza 

dal 	Ahocipsdo 	deformaclán y actuando o io largo - 

c,,I,Jrdenada nubc1 una fuerza GlISstiu genera- 

i1zyÜ¥ 0u^ tnprrAnntelren por O 	. Si domos o x un Ve? 

	

rs 	r  

lmr i9uel o 13 unidad, entons Q 	ae nema coericiente - 
rs 

u-daimo de influencie de regidez correspondiente el r-ési-

mo grado de libertad, y se representa conrs ^ A le mm-~ 

triz de los valores K 	, ordenados de la misma manera que 
rs 

las x, usuai.mente se le llame matriz de rigidez. Se repre- 

sents con K 

11 reclproce K
-1 

da le matriz de rigidez se conoce 

,imlInmento como lo matriz do CH:xibilidad del sistema. 

De manara :liniejant11, 1J_ di. lts uo gólur rinito
r 
	••• 

bmnsniond,J 	:s cero lab durivedes de - 

despInzamiedlos con re 	el tiempo, - 

, ,:íljnadores derarrol' 	-Sn una C,Jerzl, generalizada 

	

.i. 	val1,1 1 entonces, - 

un dot,íi4:-, ,1 do influencia de amortiguamiento. 
PO 
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La matriz C cuyos elementos son los coeficientes de 

influencia C
rs 1 

 ordenados de la misma manera que las x Y 

las K, se conoce como matriz de amortiguamiento. 

Dando a la aceleración 1 
y 

un valor unitario, al mis 

mo tiempo que se mantienen todas las demás segundas deriva 

das de los desplazamientos generalizados iguales a cero, 

formamos un conjunto de fuerzas de inercia, o una fuerza 

de inercia generalizada cuya componente a-ésima represerita 

remos con M r e 	La matriz M, del mismo orden que las ante 

rieres, se llama matriz de masa o de inercia. 

Podamos aplicar el principio de D'Alambert e cada gra 

do de libertad. Asf obtenemos tantas ecuaciones de la for 

me 

e 
M 1‹ + 	C 	+ 	x = Pr 
ra 	r e 3 	 rfi S 

como grados da libertad, donde Pr es la componente de la - 

fuerza externa en la dirección de x El sistema de es- 

tas ecuaciones puede escribirse en Forma matricial 

M 	+ 1; 1 + K x 
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11.2 Integración Paso e Poso. 

Existan varios procedimientos paro llevar o cabo la - 

in er„Ireteit,:n numérica de la ecuación de movimjrmlo (I1.2.1) 

quu om una representación del principio de D'Alombert can 

L-R variables en función del tiempo 

t) + c(t) ¿I(t) 	k( t.) 	x(t) 	p(t) 	11.2.1. 

La técnica presentada aquí tiene como carecterfetice 

su simplicidad, y le obtención de buenos resultados con re 

letivemente pocos esfuerzos de cómputo. Se basa principal 

mente en aceptar que la aceleración varía linealmente den-

tro de cada intervalo de tiempo, mientras que lar propiede 

des del sistema me mantienen constantes en ese intervalo. 

El movimiento de le mese en el intervalo de tiempo se 

indica en la Figura 11.2,1. junto con las ecuaciones 	que 

nuDünvIn la variación lineal des lo aceleración, y la corres 

py; 

	

	arinción euadrtice y cúbica de la velocidad y 

amiento, respoctiv3mente. 



t t + A t 

--/or Y( t.)  

V(Z) = 	(t) + c5.x 

ht 

Aceleracián 
t 	( t) 

(lineal) 

Velocidad 

(cuadrática 
hk(t) 

x(z) = x(t)+ (t)Z+k(t)Z2+Aii Z3  
IT 

Deoplazamien 

to. 

(cúbica) 

FJURA 11.2.1 

Uirl'r5mcifin 	lm Aculurdein, Velocidad 

Paso 
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Evaluando estas dos últimas expresiones en el interva-

lo (Ifg ilt) se obtienen les siguientes ecuaciones para in--

crementos de velocidad y desplazamientos 

t; ) . 	.5<•( t ) e t + 	5(1 t ) %11 	11.2.2a. 

Ax(t) 	x(t) lit + •>p(t) A t +& (t) it2 
2 	 6 

II.2.2b. 

Es conveniente usar los incrementos de desplazamiento 

como la variable básica del análisis. La ecuación 11.2.2e 

se resuelve para el incremento de aceleración, y éste ex--

presión se substituye en le ac.uacidn I1.2.2b. para obtener 

áZ(t) = 6 Ax(t) - 6 1(t) - 3 V(t) 
et2  

II.2.3e. 

6X(t) = 	3 Ax(t) 	31(t) 	kt Y(t) 	II.2.3b. 

	

át 	2 

Sustituyendo les ecuaciones 11.2.3 an 1s ecuación mor Cae in» 

I 1 resulte 

;,,1 	ix(t)- 6 	;(0-3Y(t) 	e(t) 	3 &x(t)-3)1(t)-htSt(t) 
W 	 ht 	2 

+ k(t) h(t) 
	

(t) 
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I., ).mnni V. e 	1H1i 	 t) ti 	 I.) 	A i) 	¿Ida b - 

el; 

t ) 	t 	t 

k(L) , 1<(¡,) 	6 	m 
	t; ( t) 

At 

Le ecuación II.2,4. se roeuelve n.ú!'a t 	i.ncremento de 

tiempo y el valor del desplazamiento 01itonlno se 	tu y e 

en II02.3b« para obtener el incrementa de velocidad, 	Las 

condicionas iniciales pare el próximo período de tiempo --

son entoncee t  la suma de los valores incrementados de las 

velocidades y desplazamientos al inicio del perfoei:J do 

tiempu, 

Este procedimiento de ilnAlisis numérico inell.!yo dos a 

prudmcienes 

ln Le elleleracidn varíe 	Lnealmente cnn e1. tjfmmu, 

20 Las prepiedade9 Os? :Ii;:tigunw,ente y rS.:• 	per- 

winecan enl'ityintes durn' 	pHríodc, , 1•4 fiípm,1 

dv. 
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En general, ninguna de estas dos hipótesis son ciertas 

pero los errores cometidos son pequeños si el intervalo de 

tiempo también lo ea. 

Resumen del Procedimiento: 

1Q La velocidad y el desplazamiento inicial (1(t) ,x(0) 

son conocidos, ye sea por las condiciones iniciales del pro-

blema d por los valores obtenidos al final de cada incremen-

to. 

2P Usando éstos valores y las propiedades de la estruc-

tura (amortiguamiento y rigidez), se determinan le fuerza --

amortiguadora fd(t) y la restauradora fa(t) respectivamente 

(Fig. 11.2.2). 

3Q La aceleración inicial está dada por: 

Si(t) = 	1 	[p(t) 	rd(t) - re( t).] 	11.2.6. 

que es un reacomodo de la ecuación de equilibrio, para un - 

tiempo t. 

e calculan los incremontos efectivos de carga ap 

11,!, 	d z efectiva k(t) a partir de la licuación 11.2.5. 



,/ 
K 

X 

e) Variaci6n Lineal dg las 

propiedades del material. 

r (t) id(t) 

" 

b) 	ne lineaI de 

I í3 S 	 31 	 JUU 	OH" 11'14 1..=•!ri 
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5Q El incremento de desplazamiento est.s dado por la -- 

ecuación 11.2.4. El incremento do velocidad se obtiene de 

la ecuación 11.2.3b. 

6Q Finalmente la velocidad y desplazamiento al final - 

del intervalo de tiempo le obtiene como: 

1(t+ht) = X (t) + tu(t) 

11.2.7. 

x(t+ht) = x (t) + h(t) 

Como ye se mencionó, la efectividad del método y su - 

exactitud, dependen de le amplitud del intervalo de tiempo 

que se tome Deben considerarse tres factores en 

le selección de dicho intervalo: 

1º Le amplitud de variación de le carga aplicada p(t). 

2Q La no linealidad de la rigidez y amortiguamiento. 

3Q El periodo natural de vibración de la estructura. 

El incremento de tiempo debe ser suficientemente pe-

querío para permitir una confiable representación de todos 

oldom ractoree, de los cualem, el último, emtá awociado 

mi comportamiento dinámico (ft le estructure 



11 

a¿:si.dhL-;., lo vaelJn de lel: propiddeden dal mate- 

un 	ya que 	og llegara 

/:tJtJ~ un cambie repTntina aignifiumtivo en ian propia 

1,11J, 15G podra 	.i.ltroduu'.ionda un icrem(s 	de -- 

mpe subdividid 	TT,mPin eY incrementh dc í7iNmp raquo- 

rida pare aprnximer loe aapectss dinámico* u:LgniLiativuo 

le carga aplicada puede estimarme con cirto UaGilidad. 

La elecoidn del incrementa do tierno«,  deandora on par-

te del período de vibrecián de la entructura. Este método 

so eatable generalmente si el incremento de tiempo en menor 

que la mitad del periodo, aproximadamente. Pero el incre-

mente debe ser considerablemente menor que éote. une exec 

titud razonable se logra con : 

T 	10 

Puede llevares a cabo otro análisia clIn la mitad dol 

incremente propuesta; si lwy reultadow no cambio nutoriys.  

manta en ni segundo análjs, puede decirvnp que 

dm 1?J 	numérie 	desprocieblbvi, 
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11.3 Amortiguamiento no Proporcional.: 

Con el fin de ilustrar la diferencia que existe en ol 

comportamiento dinámico de un sistema en el cual su matriz 

de amortiguamiento es proporcienel e la matriz de mesa CM] 

a le mtriz de rigideces [K] 	d a una combinación lineal — 

de ambas 

[c] 	0(1:m] 4 p [K] 

donde o& w 

(3  = 

= amortiguamiento de la estructura 

w = frecuencia circular asociada el primer modo 

do vibrar de la estructura (red/seg). 

can otro sistema en el cual no me cumple dicha proporcione 

lided, se compararán las vibraciones libras de estructures 

quo se encuentren en ambos canee. 
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k) VibrBcianels lib r, Lon amertiguemirzeta prepnrcionel. 

ecuccienea ílk.4 mmIdmi.trnto de un misteme du n  gra--

fil; dm librt,nd, expreldn F.rrt cPerdenedal panrRlizadaa x1 , x2 

derina cervp rt 

+ Vi 	11 	í'1<1 
x = P 

Esta ecuacidn se aplica a sistemas lineales, sea a no 

proporcional le matriz de amortiguamienth IF3 e m] d Ckl. 

Si ea proporcional, le n—ésima ecuacidn defflacoplade expresa 

da en Funcidn de las coordenadas normales, es : 

„ 
,47 	1147 	'é C1/„n 
trx 	 /%7 

11.3.3. 

dando: n—deime componente de le coordenada normal. 

frecuencia natural de vibrecidn, 

factor de Imnrtiguamianta correspondiente al 

n,'“Ssime 

Eltr ecoacidn ea m -) iursble n sistewun de 	)nos 

1J(gn -;'Jwortiy,uam 	i 	-InnrC;jonpti.. s  2i 	tiPilir!9 

derechu Hl GercG 
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Si el movimiento en el sistema consiste en aplicar un 

desplazamiento inicial rt, (0) en al tiempo t=0, la ecwIción 
se resolverá para obtener los desplazamientos modales 1,(t) 

en el tiempo t en función del desplazamiento inicial 

donde 

-,j, (4.14 

" /1,i (0)  	— dos ( /1,71  LZ),1 	1V,41  ) 

I/ 
11.3y4. 

(2.4/  = Frecuencia do vibración libre amortiguada 

117  = ángulo de fase dada por: 

tan 11.3.5. 

La velocidad modal se obtiene derivando la ecuación 

11.3.4. con respecto al tiempo : 

Pe 
(4) i? 	 ,---014 	os (41  e,',1  U4 ¿ 	) 4 

1177-inc  

11.3.6 

(Nota: las ecuaciones 11.3.5. y 11.3.6. son válidas 

para sistemas con amortiguamiento menor al. crítico) 
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Con el rin do ilustrar le relación un rase del deopla-

zomiente y le velocidad medai, áritee ce mueutran come vector 

roo en el pleno imegintrie, en la figura 11.3.1. 

Se puede ebserver quo el vector velocidad eventajn el 

vector desplazemiente per un ángulo du tse  t . Amber vecto-

res disminuyen en amplitud exponencialmente con el tiempe. 

El vector ebl  (t) representa la linee de acción do te 

des lee componentes de 	donde )xni ea' el vector 

que contiene las componentes dei desplazumiente correepen--

dientee el n-ásimo modo. De igual manera, el vector ilm(t) 

represente le linea de eccidn de todes les componentes 

del vector velocidad 1;1 

Si un sistema emertiguado sujeto e vibraciones libres 

tiene como configuración inicial uno de les modos neture--

lee del sistema no amortiguado, éste continuará con le mis 

me configuración modal original, pero con un decremento 

exponencial de amplitud en todos los gredas de libertad 

del sistema, en le misme proporridn. 

Este tipo de vibraciones ee muy perecido el de un 911 

teme no emortiguedo, excepto que el desplazamiento diemi-

nuye en emplitud baste que el sistema as encuentre en re-

p r 8 
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limorU.quP,mi¿Intm no oroporcie- 

El mavimiento de un aibltama con amortiguamiont:e no pro-

parcionni diriern dal iinturimt,. Ea comible elaborar una 

traneformacidn relacionada con las coordenadaailkx‘ a un nue 

mo grupo de coordenadas en el cual las ecuaciones 	de 

movimiento he encuentren desacopladas 

=Cal 1 z1 11.3.7. 

Otra vez nos referimos al n-ésimo modo desacoplada en 

el cual el 	 xn desplazamiente 	está dado por 

dende 

1x1= 	
zn(t) 

n-ésima columna de E A.) 

En sistemas con am2rtiguamiento menor al crItico ouje- 

toa u vibruciones libres .:on un desplazamiento inicial zn(0) 

lu FunLián 
	

t)o 
	aa una Cuiicit5n cosanoidesi, exponeticialmen- 

ta affitiVt-tgundb, 

CtISO In 
	

d tramsf'c,rmacitin 

	

11.; 	j,mh 	o in p, 	, 	de 	1.1' 	Saril FI 1.11.1“1 	r 	t..: (I frl p 	- 

	

9 	 mn ; 	li 	ydiVer 	 m  

cumItam1,5nte, 	uompuH , , 

t 	c3r1 r s ,  

n 1  
am 
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Considerándolos como vectores, como en la figura 11.3.1 

todas las componentes retan o la misma velocidad (14 y todas 

decrecen de amplitud en lel mismo prepercián. Cada uno tiene 

diferente ángulo de fase en gen e ral. Este ae ilustra mos—

trando doa componentes típicas xr:1(t) y xílj(t) en el pleno 

de la figura 11.3.2. 

Aquí, les das componentes xr;(t) 
	

y xfl(t) tienen éngu 

les do fase gll‘ y 9j respectivamente. En cede caso, los 

componentes de velocidad 
ki‘ /

t\ y kri.(t) se adelantan e su 

desplazamiento respectivo por el mismo ángulo 111. 

Para ilustrar el efecto del cambio de fase en el movi- 

miento del sistema, consideremos la estructure de des mesas 

de le figura 11.3.3. 	Le figure II.3.3e muestra la astructu 

re e identifica las des coordenadas x1 
y

2 
que describirán 

el movimiento en las puntos de las dos masas. La figura 

11.3.3b muestra la relecidn de fase que pedrie existir en-

tre los dos desplazamientos; el desplazamiento x
1 
se adelan 

te 	x,2  por 135* . La figure 11.3.3c muestra el despleze— 

mitonto de la estructura en vai:ies instantes de tiempo, de--

zignedoe por idié. 

Ea obvie que el movimiünto no se caracteriza per le ••» 

existencia de un mode fundamental, como seria el case si 

los dos vectores estuvieran M'asados 180' (como por ejem—

plo, si al sistema fuese no amortiguado o li el amortigua--

miente fuese prnpercionel). 



fT
f 

L
.
 

§
-
•
 

orJuuT6caug  er3  



X, 

iffieginurio 

p 
Eje Real 

(Q) (b) 

(c) 

IL,Lik1-4 11.3.3. 
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En resumen, un sistema con amortiguamiento proporcional 

se podrá hacer que vibre libremente en un grupo de modos de-

sacoplados, loe cuales se parecerán, en configuración, e los 

modos del sistema no amortiguado, con una disminución de am-

plitud exponencial con el tiempo y uniforme en todo el siete 

ma. 

En contraste, un sistema con amortiguamiento ne propsr-

cianea, también se podré hacer que vibre libremente en un ••• 

grupo de "modos" dusacoplados en los cueles todos les puntos 

del sistema experimenten movimientos exponencialmente emerti 

guados, en le misma frecuencia, pero a diferentes ángulos de 

fess, 

Pera un análisis detallado de esto tipa de sistemas --

puede ecudirse e la Ref. 2. 
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11.4 Absorbedoras de Vibraciones. 

11.4a. No Amortiguado. 

Un sistema d parte de 61, en el cual me encuentra actuan 

do une fuerza perturbadora alLaruaua, de Frecuencia constante 

podrá adoptar vibraciones desfavorables, especialmente cuando 

las frecuencias del .sistema y la fuerza están próximas. 

Para mejorar esta situación, primero trataríamos de eli-

minar la Fuerza, lo cual, por lo general, no en práctico y mu 

ches veces ea imposible. Como segunda opción, tratertamos de 

cambiar la mesa d la rigidez del sistema, para eliminar la 

condición de resonancia. Una tercera opción, ea le aplica---

cidn de un absorbador de vibraciones, inventado por Frahm en 

1909. 

El sistema baje consideración puede estar representado 

por la combinación K, M, cnn lt Fuerza P
o
senwt actuando so--

bre él (Fig. 11.4.1). 

El absorbedor da vibraciones consiste en un sistema pe- 

quaMa ml propiedades k, m, unidos a la triase M. La frecuen-

c:ian naU, ral del absorbedor Em elegida de tal manera que sea 

igual a la fraguanda w 	la fuerza perturbadora. 



4"Y 2 

senwt 
---.----' K 

77777 7777T 

FIG. 

La colocación de un pequeño sdstema k-rn 

a un sistema mayor principal )KM, evita 

las vibraciones del sistema principal, 

pesar de la luerza excitadora Fasenwt. 
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Se mostrará entnncol que la mama principal M no vibra en 

lo absoluto, y que el paqueílo sistema k, m, Vibra ds tal mane 

ra que In fuerza que acttla en au resorte k, es en cualquier -

instante igual a Posenwt y de sentido contrario. 

Pare probarlo se parte de las ecuacionan de movimiento: 

MY1  + 	+ k)xl 	kx2  = Posenwt 

mY2  + k(x2  - x1 ) = O 

donde: xi 	desplazamiento de M debido a Posenwt 
• 

x2  = desplazamiento de m debido a P
o
senwt 

Los desplazamientos del sistema serán de la forma: 

xl= e1 senwt 

x 2= 02  sentid 
11.4.2. 

Ee evidente que, come lag ecuaciones 11.4J. y 11.4.2. 

na contienen la primera derivada 11  y 12  , la función sene 

permanece cama tal despuáo de dos derivadas sucesivas, y 

suponiendo come correcln la ec. 11.4.2. , teclee les tármi-

non dp 11,4.1. serán proporcionalem a senwt. 
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Sutttuyande y divid5.nndln entrg 	se transfermo la 

acwIcj.Jn d*f(A encil an n(':9 asunci(Jn algebuíica, El resulta-

dPJ r!n 

a .i 	K 	k ) 	P • 2 

-ks1 4 Z,
2 
 (-mw2 

t. k 

11,4,3. 

Par aimplificacidn, trannformeremon Iba ecuaciones a -• 

una rlm:.ma mdimonuional, introduciendo los f:iguienles perg--

«atm : 

xst = Po/K = deflexidn eutática de lb ME:138 dul sistema -- 

2 ur a 

/' 

principal. 

• k/m = frecuencia natural del absorbador. 

• K/M = frecuencia natural del sistema principal. 

• m/M = cociente do males. 

La ecuacidn 11.4.3. queda: 

1,... 	,........111-7  ,t. 
K 	,a. 1' 

2 
w 

ly 1 	1•,,. ( 1 - -,2  
tu
a  

xst 
V  

L 	4 . 

rummlvjand 	ol  y peo. 



x
st

2 	2 
( 1 - 	) ( 1 + 	

k 

w a 	
K 	lI. n 	K 
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2 

w
o
2 

x at 	
w2 

) ( 1 + k  - w
2 

(1 - 	
\ 	k

w
82 
	K 	1/1,5 

11.4.5. 

0 2 

  

   

De le primara ecuación, la amplitud al  del sistema prin-

cipal seré nula cuando el numerador seo cera, y este ocurre - 

cuando le frecuencia do le solicitación es la misma que la --

frecuencia del obsorbedor. 

Examinanda la segundo ecuación, para el caso de w=wa, le 

ecuación su reduce a : 

• .. R e  • - X
t  2  

Con la masa principal est¿Itica, y la masa del absorbe...- 

dar oen un movimiento -Po/k 	sanwt, le fuerzo en el resorte 

dfd Wuscubpdor es igual y dé 51entide contrario o le fuerza - 

externa. 
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1:111ortiduado 

Si 1.1i 	nlidern un bmoOiguader colocado en per/1181a al 

tes?:Irto k, entre las masas M y m, y se splia lea lay de Naw- 

t.on tonemot: 

MY,1 41(xl+k(x 1-x2)4-c(1 1 	= 
o
senwt 

41.5 2"(x2-x 1 )+c( 1 41 2)=O  

11.4.6. 

11./1.7. 

los cuatro términos dnl lada izquierdo de la scuacidn 11.4.6 

representan la fuerza de inercia de M, la Fuerza del resorte 

principal, lartierza del resorte del absorbeder, y la fuerza 

de amortiguamiento. 

Estamos interesados en la coludido de sistemas sujetos 

a vibraciones Forzadas. Entonces, x
1 

y x
2 
son mevimientos 

armdnicos de frecuencia w y pueden ser representados por vec 

taras. 

Suponionde: 

i.tut 
L. 

y rs S 

pirujo un 11,4.6, y 1 1  h 	G b 

1' 5( 2) 	Pa 

ti 

donde x
1 

y 

; 

ectorizan 
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/ 
(-Mw

2 
 +K+k+iwc)x

1 
- (kfiwc)x

2 
= P

e 

-(k+itkc)x /  + (-mw
2
+k,hiwc)x

2 
= 

11.4.8. 

Estas ecueciones pueden resolverse para 
	

y x
2 
. Estamos 

principalmente interesadas en el movimiento de le mesa prin 

cipel x 1. Expresando x2  en Funcidn de xi  

x  Pa 
	

(k-mw2) + iwc  

w +K)(-mw2+k)-mw2k)+iwc(-Mw2+K-mw2) 

expreeidn que puede reducirse a le forme: 

x
l 

= P
o 

( A
l 

+ B
1
i ) 11.4.10. 

donde A
l 

y
1 
son números reales. 

El significede de 11.4.9. es que, en una represente---

cidn vectorial del desplezemiento x1, éste consiste en des 

componentes,unmenfeseeonlefuerzePt yle etre un cuer 

ta de gire adelante da elle. 

Sumando geomátricemente ambos vectoren, le megnitud de 

x go puede expresar como 

x l 	P5  TP-1-1 2  4 n 2 

Par6 11.4.9. no es todavía de le rama 11.4.10.; más - 

bien et de In verme: 

( ( 
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x 1 	Cs 
 

A 4 i2 

c + in 

lu 	transrormmr 04mig 14.1que: 

- 	 AC+BD+i(pC-AD) 
(C+iD)(C-iD) 	 + Di  

J..p la JTngitud dnl vaGtor x l  dividida snU:e Pu  

) 	( ) +. Cr 	C +D 
e 	 + D 2 

10 que, eplicdndole e 11.4.9. nos permito escribir: 

x 1 	 (k _ mw 2 ) 2 	w2c2 	 11.4.11 
9 

P 	 -Mu 9  +1‹. ) 	) -rnw 2ok ) 2  + W2  c2  ( -41 w 2 +K 

Aunque: x l  dapilndm rie nieta variables (PI
o

,w,c,K 0 k,M,m) 

Illte número pueda reducircl si escribimos 1a mcumci.lin Ti.4j1 

c,(1 	bdimimaional l  l.i cufti podamon lugrar in '::it.i1!C i 

r?t. híquientelv:, pmr6motru: 

- Lciebta dts,  

ti; 

	 11.4, 	f'prituencja rw,t1)1.i11 dul 2111torlit3dar. 

s'rgeuencie 1. wt,qral drd 5intmmm 

, w /.ti n = cociente del i'í:-ruflici 

9 	z wtíln 	cnciHntm d Urmeuencinls dm pxcitaciffil, 

P 
oir  
/, 	deflexidn estAtice del sisLame. 

=, 	2 in !Lb 7- mmorti i;UPS1111 	 f 1. i en 
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x
1 	Cc  

x
at 	

(219.)2(g2_14/1192)24.(/4f29 2_(92_ 1)(g2..f 2) 

Cc 

2(  C 4)2 	
(g2 	r2)2 

11.4.12. 

Este es el cociente de amplitudes de le masa principal 

cen respecto a las cuatro variables g,F,C/Cc,/! , . En 	le 

Figura 11.42, se muestre 
xlxst 

come Funcidn del cociente 

da Frecuencias, g, para el sistema definido : F.1 , /4  =1/20 

y pare varias velares de C/Cc. En atrae palabras, le figura 

describe el comportamiento de un sistema en el cual la masa 

principal es veinte veces mayar a la del absorbeder, 

tras que la frecuencia del ebserbedar es igual e le del sis-

tema principal. 

Es interesante hacer un análisis para diferentes amor--

tiguamientes. Para C/Cc =0, al pica as infinita; para C/Cc 

= 00 	tembi4n es infinita. Cusnde la relacién de amortigua 

miente llega a infinito, I. 	Jun maese estén virtualmente -- 

JIHIL,!.11, y tlYommmlv un ?itdrimn ,4 p, un grade de libertad can una 

) 	(J1!;,). r 21/20 de M. ntram dos curvas un han dibujado, 

n 	. 0.10 y 0.32„ 

fn mltAl 	d 

 

un valor para C/Cc en el -- 

cual e] pico ene ml nimn. 

 



-1'1: -II 	 ftlij 
16 

12 

8 

4 

006 0.7 0.8 1.1 	1.2 	1.3 0.9 1 

FIG. 11.4,2., 
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Esta situación puede entenderse fisicemente, si ee re--

cuerda que, le amplitud de un sistema en resonancia de un --

grado de libertad está limitada únicamente por el amortigua-

miento. La energía de emertiguemiento se disipe per ejemplo 

como calor y cuando le fuerza do amortiguamiento tiene une 

influencia considerable, la amplitud permanece pequeña. 

Esto es una relación que tembién se cumple para siete--

mee más complicados. El trabajo realizado por le fuerza a—

mortiguadora está dado por la fuerza multiplicada por el das 

plazamiento que opere. En nuestra caso, el desplazamiento 

es el movimiento relativo entre las dos masas. 

Si C/Co=0, el amortiguamiento es nulo, y ningún trabajo 

se realiza, y por lo tanto, la amplitud en resonancia ee in-

finito. Pero cuando C/CP=OD , las dos masas están unidas --

une can le otra de tal manera que el desplazamiento relativo 

entre las das mases es nulo, y tampoco se realiza ningún tre 

boje. En algún lugar entre coro o infinito, existe un amor-

4:¡,4 amianto pare al cual el producto de la fuerza amertigueol 

dIrel y FI de:splazamionto PS máxima, y entonces lo amplitud - 

al:' p8queha. 

Ants de detv4rr 	io "Emnrtigummiente Óptimo", eb-- 

3 13 r V M ZS un; peculjAridad espacial en le figura 11.4.2: 	les 

cuatro curvas tau pn las puntos P y Q . 
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Eut(v„, r~ so verá 	rrcIL,,, no (1 dajncidancia; todas 

laa curvmw ?.r-daragoten ambmv) puntos independientemente de su 

umartiguamianto. 

Si pedemos localizar ambaw, puntea, nustro prublamt 

oná casi reaudlta, parque la curve mde favorable asirá lo --

quc< sea tangente a una horizontal en al MMV9V de los puntee 

P 1 O . la mojar amplitud e obtener, es lo ardonode a ese - 

punta ( csn el amortiguamiento optimo) 

Variando el valor F, los des puntos P y Q pueden mover-

se hacia arriba 4 hacia abajo de la curva C/Cc=0. Cambiando 

al valor da f, un punto tenderá a subir y el otra a bajar. 

Claramente se observa que el caso mAe favorable 03 aquel que 

de acuerdo a un valer apropiada de F, iris dos puntea ea ejue 

tan a la miama altura, y negundo, que un valor adecuado 	dm 

C/Cc la curva es ajustable para pasar con una tangente hori-

zontal par una de ellas. Se verá más adelante en la figure 

1 I 	quo pracLicament 

PA!! 

dil esrzvicio 	J.:: Un 1 de 

MiWt3 	 !S 

! r, v 

I. 	/ I , 	I 	• 1' 	14 	liH 	ai' 	L' 	'..r1 
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x 1 

x st Vi

A(C/Cc)2  + 6 

C(C/Cc) 2  + D 

Le cual seré independiente del amortiguamiento si A/C= 

9/D., e eecrite de otra manera más completa : 

2 	2 1 	 9 - f 

- 1 + Mg 2)2 

	

( 

	 \ 2 
/,(41.292 	(92_1)(g2.42 ) 1  

Podemos eliminar ambas rnices cuadradas, pera entonces 

tenemos que agregar un 1: en cada ecuación. Después de mul-

tiplicar, y adoptando el signe menee, se tiene: 

/4292 	
(9

2...1)(92_ 1.2 ) 	..( gL,..f2 )(112.14./Arg2 )  11.4.13. 

simplificando: 	f = -g2 + f2 le que lleve a g2=0 

Esta ea un resultado trivial, pero cierta. Cuendo g=0 

w=0, le amplitud ea xat  indmpendientemente del amortigua-

miento, simplemente porque el movimiento es tan lento, que 

n* u,: xiste posibilidad de que ne genere la Fuerza amortigua-

doul, 

i r1 o Ira alternativa, al,  con el eigne positivo, en el 

d,u:nchu ir la 

	

	 Después de algunas 

acumcidn me transforma en: 

g4 -2g2 1+f 2+/4  

2+ / t1 
0 	 11.4.14. 

( 	2 
9 
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Esta el'.uooidn cuedrátlem en g2 	da dos, valores que son 

les( pu:%t 	qua andamwl 	 A las des reicao de la e- 
7 	ry 

cul91.1iln 	qunEminems(;i q1  - y g2-  . 	Se puede observar que 
- 

lz)r coordenadas horizontales de los puntsw i) y 	son Fun!y-- 

cicin do /1 y F . 

El siguiente objetivo es ajustar el valor ds; F para 

uuv le ardenade x/xst de P y Q sean igualas. 

Como en P y C1 el valor de x/xst es indapendients del e 

martiguemients, seleccionaremos un valor de: C/Cs tal que se 

reduzco le ecuación 11.4.12. e SU forma 	simpliFicsda. 

Esto sucede cuando CzcO , con lr que la ec. 11.4.12. se con 

vierte en 

x1 	1 

xut 	1 - g2
(14-,/W) 

11,4.15. 

nutituyendo gl  y g7  en esta ecuacidn, obtenemos .: 

 

1 

 

11.4.16. 

 

EI1M 1(r.,  nl* del tr.)io 	' f 1.1, pugtn T19 

1B repr,, t, in rnal Ye le ce 	de Uf, 

0nn 	111. (t! 7,t/,3, nue tiene ualux 

n 	om 1/ 1/1,1./ 	 P y U lous 

r:ncuantran en Imeus d)terntne de (1.51,n valer en n, la orde-

nada P erg pessiliva y I eerÉ negativa, por lo que le ec. 

dahm correuirne con un minno menns en cualquiera 

la ncumuleSn enrrrIgide queda: 
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2 	2 
91 	92 

2 	 11.4.17. 

1 4)4 

Ne ee necesaria siquiera resolver la ecuación 11.4.17. 

para gi  y g2  , si recordamos que el coeficiente negativa del 

tárMine central de una ecuación cuadrática es igual a la su-

ma de les raíces. En la ecuación 11.4.14. tal forme as : 

g12 + g22 = 2( 1 + f2 	f2)  

2 4./44 

que euetituyándolo sn la ecuación 11.4.17. queda: 

f 	
1 	

11.4.18. 
1 +/4 

Esta es la fórmula simplificada que nos de el valor - 

correcto de f en función del tamaño del absorbador respecte 

al tamaña de la masa del sistema principal. 

Ahera sabemos como encontrer el valor de f, pero no 

oonecemen que amplitud x/xst  ebtendremee el final. Le figu 

re 11.4.3. represente canes da tal sintonización (f), con - 

/9 n 0,25 , Ahí se han dibujado des curvas. Una pasa aun 

auut!ntH horizontal en ( y no en P Je va que prácticamen 

te no SU comate errar mi .¿s time cuelquiere de lee dos calor 

~idas como la máxima amplitud de la curve. Esta amplitud 

puede calcularan fkZ' 	non t a.  



2 
7 A  

xst 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

w/-n., 

6 

o 
o 

ti 

4 

A = 0.25 

FIG. 	11.4.3 
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Esto se hace sustituyendo una raiz de la ec. 11.4.14. 

en le expresión para xi/xst 	Como en estos puntos (P,Q) - 

x
1
/x

at 
es independiente del amortiguamiento, entonces le ec 

11.4.12. toma la forma de la ec. 11.4.15. El resultado es: 

x1 	w 	I1 

xst 

+ 2 11.4.19. 

Si la frecuencia natural del absorbedar difiere de la 

del sietema principal como se indica en '11.4.18. le rela-

ción de amplitudes dada por le ecuación 11.4.19. es la más 

favorable. 



1 I 1 	PL AN TE A MI EN TO 

D E L 	P R O B L EM A 

111.1 FRECUENCIAS NATURALES COMPLEJAS 

111.2 LUFILIENTES iLAMORTICU O y 

, HLC!JUXJAS NATURALLS, 
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III.1 Frecuencias Naturales Complejas 

Les sistemas absorbedorea son normalmente do menor te-

mallo que lea edificios en los que han mide instalados. Co-

me ae pueda ver en le Ref.6, un análisis nidal convencional 

pera sistemas con grandes diferencies en los valores de sus 

masas, rigideces y coeficientes de amortiguamiento, condu--

cen e resultados irreales, por lo que dicho análisis debe - 

llevarse en el plano complejo. Este es, que las Precuen«--

cies naturales complejas, y le configuracidn modal compleja 

deben de ser tomadas en cuanta. 

El análisis modal para sistemas de este tipo, se deti' 

Ila on le Ref.5 . En éste análisis, su encéntrd que si un 

apéndice de varios grados de libertad se adapte e un edifi-

cio de varios gredas de libertad, y ni ambas sistemas tie—

nen una frecuencia nnturel común w , das modos de le es-94, 

tructure resultante tienen rrucuencies naturales complejas, 

imroYimadmment por 

w
n 1(c +f) w t w

m 	
( c„.c.) 	

k 
_é2v 	111.1.1. 

- b (4, e i 
2 	2 - 
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liwnde 	; .:irleentn lu 	P::-ficusne5 nryturni anmpleje, 

í. 1“.1 la unidad do 1,,Pk númerf-1 imagineriee, wo  ao 1 frecuen-

cia natu.ru'l común e lee d‘511-: Illtomme, coulederadasi indepen-- 

diontemente; 	Loor) roa cneFkcielntee dn amortiguamiento, 

del edilicio y del aplindlce, reppectiveciene›  unlidarades 

snuparadomAnta, 	03 1;3 nmplitud de la man que loporta al 

In conFiguracit5n mode1 een f'reuoncie w del e 

diriciu independiente, y es el cociente d& mesla del apéndi-

ce y del ndiricie, darinido come: 

111.1.20 

dondn m. y Mi 	enn las mnainz genereliadou del epéndice y 

edificio, respectivamente, cenuíderadot independientemente, 

¿..11n sol repectivea configuraciones mcdeleg Cte l rrouencim 

Lb n 1 -ts 1,addral5.zad 	:Ir un siet~ 	varl5,1 ivdoe fin 

jbert 	YN1 define cem;., 

donde é (r) es la mmplitud r1P3 r-(!mjmr; modo dvi 	m la 

mItura de tu n-Ésimm meszt, y Mn  represente ni valer do dicha 

n-émimm WASh. 
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111.2 	Coeficientes de amortiguamiento y Frecuencias 

Naturales. 

Da acuerde con la Rer.7, It r-ésima Frecuencia natural 

compleja de un sistema os de la forma: 

wr 
+ iw' 

r 
111.2.1. 

donde es el coeficiente de amortiguamiento del sisteme 

en el r-ésime modo, w
r 

en la r-ésima frecuencia natural y 

w' 	w
r Y 1 - 11  cy 111.2.2. 

De acuerdo con las ecuaciones 111.1.1. , 111.2.1, 

111.2.2. des de los ceeFicientee de amortiguamiento de un - 

edificio con un apéndice, estarán dadas dependiendo de que 

19(9 cumplan cualquiera ds loe dos deeigu31dedes siguientes: 

Caen 1 : I 110 - 14.1 .1> 

1.; 

  



36 

t d.s 	rJ -Lse,ida.:1;at ao dei.erminrén mát tido 

.J; 	ppiadodow dinjmutJn de 165 apéndice* (Cap.V). 

Si tt:i'iajemue uun ni 2, el case As fnynable pare 

dil;mMar ul wpéndica, sirle en sl cual acá presantnre le igual 

dad, ya quo wa prevant6rfa el manar valer pare y y canait!-iTcv 

quientemanta, el menut valor d m. , la que naE darla al 

mát acanómic5 . 



I V 	 PROCEDIMIENTO 

D E 	 ANAL I S I S 

IV .1 	CALCULO DE flECUENCIAS Y 

CONFIGURACIONES MODALES . 

10.2 	ANAL I SIS DINAMICC 
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De lo expuesto anteriormente en el Cap. 11.2., podemos 

inferir que le solucidn numérica de este tipo de ecuaciones 

es a belga de una serie de iteraciones, dentro de las cuales 

tenemos quc hacer intervenir todas las variables menciona--

das en les capítulos 11.2 (fs(t),rd(t),p(t)); 11.3 ; 111.2 

(t15,13 , hasta llegar n un resultado aceptable. 

El llevar a cabo un análisis en el dominio del tiempo , 

mánualmente, llevarle mucho tiempe, y se tendría que resol-

ver cada case que se presentare, en particular, lo cual ge-

nerará un coste elevado de análisis; además, queda latente 

la posibilidad de incurrir en errores humanos durante el - 

desarrolle de la solución numérica, lo cual nos conduciría 

e resultados poco confiables. 

Per lo tante, ante la necesidad de podar estudiar un 

amplie número de cases en un lapso de tiempo reducido, y - 

con una c.:amilabilidad en sus resultado., 15 buscó un pro--

greme para cnrilpuladare que reuniera las carecterfeticas de 

cicuje 5  fa capacidad nwl:esell:in para LH,Ilizarlo como he- 

3n,nte pHrh sets rin, 

1V F!'21 ut prci(,rvn rjacompuí:JIlrf, de Ill.1[5jS.5 

senr: 	n, 	qun Ir :!nenantra cu:Jiric 
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La capacidad dnI programa deennd :rincipalmente de el 

número de nodos en el sistema, de la computadora que se uti-

lice y el número de valoras característicos necesarios para 

el análisis dinámico. 

Practicamente no existe restricción alguna respecto al 

número de elementos que lo utilicen, al número de sistemas 

de cargas, d a el arden de la matriz de rigideces. Cede --

punto nodal del sistema puede tener desde coro, hasta seis 

grados de libertad. Los elementos de las matrices de rigi-

deces y mases se trabajan en forme condensada, por lo que - 

el programa es igualmente eficiente pare análisis de sista-

mee en una, dos d tres dimensiones. 

Primeramente, es necesario determinar las propiedades 

dinámicas de cada estructura primaria (oonfiguracidn moda]. 

Frecuencia y Periodo natural de vibración). Posteriormente 

es necesario llevar a cabo el análisis dinámico Paso e Pa-

so, de las estructuras sujetas a solicitaciones, pare de--

terminar los desplazamientos máximos que sufren lea eetruc 

turas primarias con y sin su apándice. Para el caso do el 

análisis dinámico de la estructura primaria con su apéndice 

se debid tomar en cuenta la no proporcionalidad del amorti 

guamiento del sistema (Cap. 11.3), lo cual se logrd gre---

cies a la intervención del Dr. Roberto tillaverde Lazo, --

quién logró hacerle al programa les ajustes pertinentes. 



111.1 	DlIculo tic Frecueneiar3 y Configuración Vodal. 

El análisis dinámico de una estructura, utilizando su-

perposición de modos, requiere como primer paso, la solu---

cidn del generalizado problema de los eigenvalores, 

K é 	w
2 
M é IV.1.1. 

dende w, é, son las Frecuencia de vibraciones libres, y la 

configuración modelo  respectivamente. El programa supone 

que sólo el menor eigenvalor e y su correspondiente eigen-

vector, son necesarios. Por lo tanto, la solución de IV.1 

.1. queda: 

KéeMi
2 

donde i1. 
2 

es una matriz niagonal conteniendo los menores - 

eigenvalores 
11.(33* 	2 =dieg w2 ) y é contiene los ene,- 

rrespendientes eigenvecteres. 

El programa tiene aquí, dos opciones, dependiendo del 

tsmafla de la matriz de rigideces; si ésta se puede almace-

nar en un sólo bloque de ~orle, se trace mediante la téc-

nica de le búsqueda del determinante, y si no, por medio 

de iteraciones. 
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La primera opción, (utilizada en nuestro caso) es la -

mejor estudiada para sistemas donde la matriz de masas M y 

de rigideces K, tienen anchos de banda pequeñoe. Básicamen 

te, el algoritmo de la solución combina una factorización -

triangular y une iteración inversa de vectores, de tel for-

ma, que calcula los eigenvalores y eigenvectores necesarios 

los cuales son obtenidos en secuencia, comenzando por el úl 

tima par dominante w
1
2  
'1 	

Se utiliza un procedimiento de 

iteraciones que opera con las características de pslinamis 

( w2 )  = dat ( K 	w2  M ) 	 IV.1.3. 

para obtener un cambia cerca del siguiente eigenvalor dos-

conocido. El teorema de separación de eigenvalores se uti-

liza en esta iteración. Cada evaluecidn del determinante • 
requiere une factorizacidn triangular de la matriz K-w

2
M. 

Una vez que la aproximacidn cerca del eigenvalor des--

canocids es obtenida, se use una iteración inversa para cal 

anular el aigenvacter; el oigenvalor se obtiene añadiends el 

cociente de corrección de Ibeyleigh al valor aproximado, 
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IV. 2 Análisis Dinámico . 

En el análisis dinámico, se requiere la solución de la 

ecuación 

MY+CItiKx=P(t) 	 IV.2.1. 

dende P(t) puede ser al vector de una carga que arbitraria-

mente cambie con el tiempo, ó cargas resultantes del movi— 

miento d21 terreno. 	Especificamente, en el case de mevi-- 

mientes del terreno, se ES U111 El quu le estructure está sujete 

e le aceleración del terrena 	, donde la ecuación de equi 

librio considerada es : 

M Scf + C
r 

+ K xl, = -M IV.2.2. 

dende x
r 

es el desplazamiento relativo de le estructure csn 

respecte al terreno (xr=x-x ). 

Le solución de la historie de respuesta puede ser lle-

vada a cabo por nuperposición de modos, espectro de reepuee 

te e integración peso a pass. En nuestres ejemplos, prefe-

rimos emplear éste último procedimiento. 



b
1 
 = /g  4 

a
8 
= A t/2 

a
9 
 = 

10 = 

A t2/3  

1 e  

2 9 
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La solucidn de las ecuaciones de movimiento IV.2.1 y - 

1V.2.2. , pueden ser obtenidas por medio de integración di-

recta. En el programa, se utiliza el método da la e de --
Wilson . Debe notarsa que el amortiguamiento proporcional 

de ílaylei0 ( C = 01.3.1 + p K ) se toma como correcto, -- 

por lo que hubo de hacerle una serie de modificaciones 	al 

programa /  de acuerdo a lo expuesto en 11.3 

El algoritmo usado puede resumirse como sigue: 

1.- Cálculos Iniciales : 

112 Calcular las siguientes constantes: 

= 1.4 	 Z bbt 

a
o 
= (6 + 301, Z )/( Z 2  + 3 /1J ) 

b
o 

= o< - (
ao 

a
1 
 = 6/ z2  + 3be  

= 6/ 	+ 2b 

a, = 2 4 Z b
e 
/2 

a 4  = 6/ (0(3 (3Z+ 72  )) 

3b 1 / Z  - 6/ ( Z2e )) 

a, = 2b
1 
- 6/ (V)) 

m7  . b
1 
 Z/2 + 1 - 3/g 
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2Q Formar la Matriz de Rigideces'. 

K * =K+aM 

39 Triangularizar Ko 

2.- Para cada incremento de tiempo: 

1Q Forma efectiva del vector de carga Pt
* 

P t = P t 	9(Ptik.t- 
P t

) 	M (13 1 x t 	113 21 t 	a3Yt ) 

29 Solución del vector de desplazamientos efecti-

* 
VOS X

t 

39 Calcular nuevos vectores do eceleraciA5n, velo- 

ctdad y desplazamiento: 

t+At 
a 	x

t 
 + arx.

t 
 + a,

b*t 
 + a

7 
 Y, 

5, 1, 4ht " 1L '13(7t4ht 

++ a.V + 
t 	-10 t+ht 



V 	 CA SOS 	POR 

ANALIZAR 

V.1 	CARACTERISTICAS DE LAS ESTRUCTURAS 

V.2 	DISEÑO DE AUSORBEDDRES DE VIBRACIONES 
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V.1 	Caracterlcticae de las Estructuras. 

Los ediricios se idealizarun coma estructuras esquela-

tales, cuya geometría elemental es le barre de eje recta -- 

limitadc pgr 	puntea net:1111ms, cantando recia orado cen dos 

grados de libertad : desplazamiento en la direccién ny U en 

la que actúa el sismo, y giro respecto a su eje "x", donde 

la seccidn permanece constante. 

La geometría de las estructuras analizadas, se cita a 

centinuacién: 

Ejemplo #1 : Edificio de 5 niveles (fig. V.1.1.), cu—

yas medidas se dfAallan en la M,SMd figure. Se supone de- 

concrete reforzado. Las trabes non de sección rectangular 

de 0.30mX0.50m. 	mientres que las columnas son de :sección 

cuadrada de 0.60mX0.60m y 0.70mX0.70m. 

[)o acuerdo con la ideelizacidn del edUicie coma es—

t .m7tura esqueletal, esta !armada por ciento veinte puntos 

nodsleo y desdientas cincuenta y cinco barras 	Puesto quo 

cada punte nadal tiene d6,t: rados de )iertad (cen 	cap-- 

cUjn dn n in fl taCl(3n), l 	e IN trUC Lira con5tar 	11,j C (3 11 

tu t. Ll ).ad,113 r:J! IibPrtad y pulí la tanto ,...uunrirJ 	10 un 11ú-- 

mero lquai du eduacininny peua resolverla. 



F,.511m 	E.q4m 	6.54m 

Descargas 

por piso =1ton/m2  
PLANTA 

visas 30x50 

vigas 30x50 

vigas 30x50 

vigas 30)(50 

• 

vigas 30x50 

7717 7T177T 7n 

2.5m 

2 .5m 

2.5m 

2,5m 

7 , 5111 

J77 

co1.60x60 

co1,60x60 

co1.60x60 

co1.60x60 

co1,70x70 

5.0m 	5.0m 

ELLVACION 

FTC, 
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Por lo que respecta ul material, se consideré que el 

comportamiento del concrete reforzado ee elástico, lineal 

o iedtrope, esocidndele un módulo de Young de 141421.4 --

kg/cm
2 

y une f's=200 kg/cm
2
. 

Ejemplo #2: Edificio de un sale nivel (fig.V.1.2.), 

cuyas medidas se detallan en la misma figura. Las trabes 

son de oecci4n WF 18W35, las columnas de igual sección - 

('WF) pera 12W85 . 

Esta estructura consta de cuarenta puntos nodales y 

cincuenta y un barras, teniendo cuarenta grados de libar'': 

ted, requiriendo por le tanto, de cuarenta ecuacianes pa 

ro resolverle. 

Por lu que rempecte al material, se consideré acero 

A-36 con comportamiento elllmtrce, lineal o isátropo, ese 

ciándole un médula de Young da 2000,000 kg/cm
2
. 

Ejemplo DI 	Edificio de diez niveles (fig.V.1„3.). 

Las trebue de aección Wr varfan desde 18;450 hnsta 27W94; 

lae columnee varían dessdE "!4W61 hasta 14W1M, 	in: 

dice en la f gure 



y 	7.5m 7.5r 7.5r 	7.5m 

18W35 18W35 181435 18W35 

12W85 3.5m 

7.5m 

5.0m 

PLANTA 

12W85 12W85 12W85 12W85 
rffr,” ;ter 71,777 77Z 

FLEVACION 

Descarga r r“In 	M2  

Z 



2 1W 2 
3.5m 14W61 

11 4W61 3.5m 
21W6? 

3.5m 
2 14W 6 114'478 

24Wf P. 1 11W 7 8 3.5m 

27W814 
	14W111 

11414111 

3 . 5m 

3 . 5111 
77W914 

9.0m 

274:94 14W111 3.5m. 

z 

27'494 
11414136  3 . Sm 

9.0m 
14W136 	I3.5m 2 7W9 PLAPITA 

1 14 141 5 8 
77-77' 

9,0m 

5.5m 

FLEVPCI 	 r,escarga per,  p:i.so= 1 ton/in?  

F1G. V.1.3. 
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Esta estructura cuenta con cuarenta y cuatro puntos no- 

dales y ochenta barras, por le que requiere de ochenta 8CUS-

cienes para resolverla. 

El material es acero A-36, de las mismas característi--

cas.que en el Ejemplo #2. 

Las solicitaciones utilizadas corresponden e los pri-

meros tramos de tres temblores diferentes. Cada tramo de 

eceleregrema es de 500 punt©s a ceda 0.02 de segundo, per 

lo que cede tramo dure 11 segundas. 	Los sismos utilizados 

son: 

El Centre 

Pacsime 

Teft. 

, Mayo 18 , 1940. 

, Febrero 9 , 1971 

, Julio 21 , 1952. 



47 

V.2 	Diseña do Aboorbadoren de Vibraci,ones. 

Les absorbadores do vibraciones se idealizaron como vi-

gas on centilever, por facilidad de análisis y por el uso --

del programe de computadora, con una masa concentrado en el 

extremo libre de le viga (superior). 

El diseño fuá con base en tres condiciones: 

" 	lék \r171 

2P Frecuencia del apéndice igual e freeuancie de edi- 

ficio : 	
web 

32 Amortiguamiento de 10)1 apéndiceL, grande en compara 

cidn con el del edificio (40% y 80% , comparad© con 2% ). 

La rigidez del aheorbeder se tomá como la de una viga 

on cantelever, can un grado de libertad: 

12J:I 	
donde: 

 

3 	En mádulo do Elnsticidad 

1= momento de inercia. 

Lr; Inngitud, 
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Procedimiento de Cdlculo de las propiedades de los ab-

sorbedores: 

12 Se obtienen lea caracteristices dinámicas de lee es- 

tructures (w
b ' 	

, lb  ) e partir de un análisis modal. 

2P Le masa generalizada dEl apéndice es, por ser de un 

grade de libertad, igual en valor, a la masa del mismo apén-

dice. 

32 Se obtiene le masa generalizada de le estructure ---

primaria ( M* , Cap. II1.1 ). 

42  De acuerdo a le primera condición de diseño (hoja 

anterior ), se obtienen las masas de los apéndices can 	un 

40% y 80% de amortiguamiento, según el caso. 

52 Con la segundo cendicidn de diseno (we=w13 ) y cono—

ciendo los valores de las masas de los apéndices, obtenemos 

su rigidez : 	k = m
a
w
e
2 
. 

62 Se determina la longitud (L) de el absorbeder, ar-

bitrarinments, y posteriormente, con un mddulo de elastici- 

dad E.2x10' ton/m2 	ritiene el momento de inercia 	de 

ceda elemento, y eu correspondiente sección transversal. 



Ejemplo #1 : 

la. Condicidn : 	Modo fundamental wh  = 5.092 rad 

seg 

49 

1.787 

1.698 

b = 	1.549 

1.322 

1.000 

0,02 
f 1, _ 122 = 

( 	 5  .:- 

	

k 
m* 	1 

 

	

M* 	k.= 0.40 y 0,80 

( É - 	) 2  b 	 6
k 
 = 1.787 

M1 	1: 

= 

m* 	= 

m
a 	

r 

40% 

= 
a 
801 

Ik
2 

 Mn 	ffin2(r) 
,... 1  

((1.787)24(1.698)24-(1.54(j) 24-(1.322)2+(1.000)2 )40t.s2  ........_ 

443.945 

(1.000)2 	ma  

(0.02-0.40)2  
448,94E, 	20.1.J0 	ton 	_'. .2 

(1.787)' 
1-  11 

(O,02-0,80)2  
448.94f 	n 	85,533 	tonis.u: 

(1.787)
2 

111 
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2a, Condición : Resonancia 

W
a 
 = 

wb 

k
a 
 = m

a  wa
2 

wb = 5.092 rad/seg 

w2  = k /m a a 

ka  = 20,300 (5,092)2 	526.347 ton/m 

40% 

ka = 85,533 (5.092)2 	= 	2217.739 ton/m 

80% 

con : E= 2 x 107  ton/m2  

Le= 2.00m 

L80% 
= 1.50m 

ka  = 12 El  

L3  

	

1.75449 x 10-5 m
4 	

sección S7x20 

I80% = 3,11.868 = 	x 10-5  m4 	sección WF 18W21 



Ejemplo I/2: 

la, Condición: ( 
b 	

2 É í2 	a5 
	

m* 

M* 

Modo fundamental : 	wb  = 23.16 rad/seg. 

1.000 

m* 	 Mq: 

 

0.02 

0.40 y 0.80 

1.000 

Ik
2 

  

 

L 

ffi
k  

M* = 	Mn ffil.1 2  (r) 	= 	26,748 ton.seg2  (1.000)2 

m* = (1,000) 2  ma  

ma 

40% 

(0,02-0.40)2  26.'/48 

(1.00U)
2 

= 3.862 tor.sez2  

m 

51 

  

(0.02-0.80)2 

26,748 = 16.273 ton•sez2  

111 

m 

  

 

(1.000) 2  

 

80% 

 

     



2a. Condición: Resonancia 

wb 
	 wb  : 23.16 rad/seg 

wat= ka  / ma  

ka  = ma  wa2 

ka = 3.862 (23.16) 2 	= 2071.5212 ton/m 

40% 

ka = 16.273(23.16)
2 

8728.602 ton/m 
80% 

con E= 2 x 107  ton/m2  

L= 1.5 mts. 

ka= 12 El  

L 3 

I 	=1.22745 x 10-4 m4  
40% 

sección : WF 14W30 

2.91307 x 10-5 m4 	sección : WF 10W15 
801 

52 



y 0.80 

Zie. = 5.526 
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Ejemplo 	#3: 

9 

la. 	Condición : 	( E 	••= 

Modo fundamental: 

ffib.
2 	
m* 

M'° 

wb = 2,68 rad/seg 
5.526 

5.276 

4.864 

4.372 

ffir..< 

3.804 

3.2955- 

2.783 

2.235 

1.673 

1.000 

MI1 = 	Mn ffin
2
(r) 

=((5.526)2+(5.276)2+(4.864)2+(4.372) 2+(3.804)2+(3.295)2  

+(2.783)2+(2.235)21-(1.673)24(1.000)2) 8.256 ton'se&2  

In 

r 

mA,:, 

1180,9475 

(1,000)2 	ma  

(0.02-0.40)2  

ma  = 1180.0475 5,583 

40 % (;,526)2  

(0.02-0.80)2  
1180,9475 7, 23.523 

80 % (5.526)2  

ton,s2.5' 

111 

tpn.s91 



2a. Condición: Resonancia 
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wa = wb 

ka = m
a  wa

2  

ka = 5.583 (2.68)2  
40% 

ka = 23.523 (2.68)2  

80%  

wb r. 2.68 rad/seg 

wat= ka / ma 

= 40.099 ton/m 

= 	168.952 ton/m 

con E: 2 x 107  ton/m2  

L 	3.5 m 
40% 

L r. 2.0 m 
80% 

12 El 

L3  

I 	= 7.16354 x 10-6 m4 

40% 

I
80%

= 5.63168 x 10
-6 

m
4 

secci6n WF 12W26 

secci6n 512x40.8 



V I 	RESUL TADOS 

VI.1 	EJEMPLO #1 

TABLA VI.1 A TABLA VI.3 

VI.2 	EJEMPLO #2 

VI .3 

TABLA VI.4 A TABLA VI.6 

EJEMPLO #3 

TABLA VI.7 A TABLA VI.9 
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A continuación, se presentan los resultados obtenidas 

del análisis dinámico de los tres tipos de edificios cita- 

dos anteriormente, sujetos a la acción de los sismos 	da 

El Centro, Paceima y Taft. 

En las tablas se presentan los desplazamientos máximos 

do las losas de entrepiso de cada edificio, como consecuen-

cia de la excitación en la base de los mismos. 

En le primera columna, se indica le lose do entrepise 

en cuestión. En la segunda, se presentan los desplazamien-

tos máximcs de cada lose de entrepiso de le estructure pri- 

maria con un 2% de amortiguamiento 	( 1.1.=-2% ). 

En la siguiente columna, se indican los desplazamien-+4 

tos máximos de cada loso de entrepiso de la estructura ori-

ginal con au apéndice el cual tiene un 40% de amortiguamisn 

te . En le parte baja de dicha columna, se compara el des-

plazamiento total que surre el apéndice. 

En la última columna se dan los resultados obtenidos - 

del sistema compuesto por la estructura original y su apén-

dice, el cual tiene un 86% de amortiguamiento. 
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Analizande las tablas de resultados, Ae puede observar 

que un abeerbeder de vibrecionee puede llegar a reducir en-

ferma significativa la respuesta de edificios ante solici - 

tecieneu dinámicas. 

Le respuesta del ejemplo #1 ente el siem© de EJ. Centre 

con el cabsorbedor de 40% de amortiguamiento Fuá del orden 

del 26%; ante el sismo do Peceima,25%; ente el cierne Tan. ; 

31%, de le respuesta máxima del edificio can 2% de nmarti - 

'guamiento. 

En el ediFicie de un galo nivel (ejemplo#2), la res 

puesta del sistema edificio-abserbedor con 2% y 40% de amor 

tiguamiente, respectivamente, Fuá del orden del 80% ante el 

sismo de El Centre; 66% ante el eismn de Pacoima;78% ante - 

el sisme Taft, do la respueste mAxime del edificio cen2% de 

amortiguamiento. La respuesta del cíeteme edificio-absorbe-

der con 2,', y 80% de amortiguamiento, reepectivement, fuá 

del orden del 73% ante el sismo de El Contra; 36% ente al - 

ninme do Pecoima; 59:.; ante al sismo Taft, de la respuesta - 

máxima del edificio con 2J, de amortiguamiento. 

Por i que respecte ol edificio de 10 nivaleelelempin 

# 3), lea respuestas del sistema edificio- heerheder een 2% 

y /.dl.;, (la emeetieuamiento, reepentivemeete, feeren del orden 

tIl 84/, ante el !siwi ilq L1 fuetro; HM anLe al 	3irTnt Pm-

crÉlma y h6;; ante to1 gimo t: 1. de la 1i)1,- 1:: a W.Ldw; del 

edificio con 2% de amortiguamiento. 
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Le respuesta del sistema edificio-apéndice con 2)1 y --

00% de amortiguamiento, respectivamente, fueren del orden - 

del 53% ante al sismo de El Centre; 82% ente el sismo peco; 

me; 65 % ante el sismo laft, de le respuesta máxima del edi 

ricito can 2% de amortiguamiento. 

• Cabe mencionar que una ventaja de este tipo de absorbe 

dures de vibraciones estribe en oil utilidad para diferen--

tes siemea . 

El inconveniente que podría llegar e presentarse seria 

el coste del abnarbador, comparado con le reducción del ces 

te de le estructura primaria, temando en cuente el efecto - 

benéfica del abserbeder. Este ce varia reflejado principal 

mente per la mese del absorbeder. Así tenemos que, en al - 

ejemple #1, le masa del ebsorbador con 40% de omortiguemien 

te ea el 10% de le mese de le estructura primaria, mientras 

que le mesa del absorbeder cen 80% de emertiguamiente repre 

gente el 80% de le mama de la estructure primaria. En el - 

edificio de un nivel, le mesa del abeorbeder con 40% de a—

mortiguamiento os el 11% de la maee de le estructure prime-

ría,, y lb del abserbedor. con 80% de amortiguemiente ea el 

G07 de la masa de la estructura primaria. Por ultime, en 

el edilicia dr? 1U niveleb, 	mesa del absorbeder con 40% 

de amortitjuemiante represente el 6% de le mese de le estruc 

tura primaria, y 1¿ (la] ebeerbeder con 80% de smortigummien 

te represente el 28)'.. 
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Es muy importante el reconocer que Uldes patee ideas 

esta n Pasudos en quo lato listomes absorbederee son capaceo 

de soport': las deformacionen a que emtarán sometidos du-- 

tonto un sismo ( en el e jerp1t 	2, ante el eisme El Centre 

el ap6ndiel,  tuve demplezeimientas de 458% y 427% del demple 

zemianta máxima del edificia, can apándiees can 40% y 80% 

da amortiguamiento, respectivamente ) y por lo tanto debe-

ré sor factible su diseMo. 

Además, este es un estudie teórico del comportamiento 

de dichos sietemas, por lo qua ea recomendable y necesario 

llevarle a la práctica, e casos realea, y comparar loo re-

aultedes, pera podar llegar e concluir el efectivamente --

san recomendables á no . 



VIII 	 REFERENCIAS 



68 

1.- R. W. Ciough and J. Panzien 	"Unamips ef Structures"  

Mn. Grsw-Hill Boak Company , 1975. 

2.- R. W. Clough and J. Penzion 	"Analiuis of Dynamic 

Res22nue " 	Mc. 	Book Company 

	

3,- Den Hart©g , J.P. 	"Meehanical Vibratione" 

Me. Grew-Hi11 . New York 1956. 

4.- N.M. Nowmark y E. Rosenbluoth , "Fundamentos de Inge-

niería Sísmica "  . Edit, Diana, México 1976. 

5.- Villaverde R. , Newmark N.M. 	"Seismic Response or 

Light Attachments to Buildings ". Structural Rasearch 

Serias No. 469 	univarsity of' Illinois , Urbana III 

February 1980. 

Villavarde R. "Earthquake Response wf' Systems with 

Nonprapertional Damping by the conventional. Reoponse 

Spactrum Method". Proc. Seventh World Conference en 

Earthquaka Enginesring , 	Istembui, Turkey 	1980 

Villaverde R. "Dompino Ratios uf Systems; withuut C1a- 

s5iel Modos " 	Sometido a reviwi6n para publicación 

en la revista de Lnginearimj Mochnics . División ASCE 

G.- Iiillavyidb R. 	W:LG Un 	Ddmpind Vibratien Absorber 

in Ouildinqv ". 



69 

9.- Klaus-Jürgen Bathe, E. L. Wilson, F. E. Petereon. 

" SAP IV A Structural Anelysis Program for Static 

and Dynamic Response ef Linear Systems ". A Repsrt 

to the Nationel Science Foundation. College of ---

Engineering, University of California. Berkeley, 

California, June 1973. Revised April 1974. 



70 

RECONOCIMIENTOS. 

Se agradece al Dr. Robarte Villeverda L. sus comentarios e 

ideas, esi como el haber encauzado el proceso de investiga 

cián de este trabaje. 	A le Dre. Senia Ruiz E. per eue -- 

comentarios y augerencies. 

Muy especial agradecimiente al Dr. Luis Esteva Mernbate, 

po'l: haber dedicado parte cir•-  rri.0 valiosís,  tiempo on diriuir Y 

s:u wIzvizeir el desarrolla virl ozto trobsja. 

trabajlo la ~lizd pm coa Institutl dm Ingeniarla, U. 



A P E N DICES 

APENDICE 	A : Modificaciones al instructivo del 

usuario del programa SAP IV. 
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apéndice can en% amortiguamiento. 



71 

Apándiso 	A 

IV. ELEMENT DATA 

TYPE 2 - THREE-DIMENSIONAL OEAM ELEMENTS 

O. 	Material Praperty Carda (I5,3t10.0) 	(antes) 

	

*(I51  5F10.0) 	(ahora) 

Calumna 	1-5 	Matrial identificatien number 

6-15 Young's modulua 

16-25 Poiosen's ratia 

26-35 Masa Penalty 

36-45 Weigbt density 

46-55 Masa-Damping senatent "Alfa. 

56-65 StifTnenn-Damping censtnnt "Peto". 

MIdfficacianez al inuLructtve, vedlo uj. NDYN,, 4 y gi 

rJ1 	(ver m5guientm medifirmci,Jn ) 
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VII. 	ANÁLISIS DINAMICO 	(NDYN=4) 

A. 	Control Card (5I5,3F10.0) 	 (antes) 

* (515,1F10.0,15) 	(ahara) 

Columna 	1-5 	Número de Funciones respecto al tiempo 

6-10 Indicador de aceleración del terreno 

11-15 Númere de tiempos de arrive diferentes 

16-20 Número de pasea de solución. 

21-25 Intervalos de impresión de desplazamien- 

tos, esfuerzas. 

26-35 Intervalo de tiempo 

36-45 Constante de amertiguamiente "Alfa" 

46-55 Constante de amortiguamiento "Bote" 

** 56-60 KOFD : Kind oí Damping 

Prepartional, KOFD=0 

Non-prapertionol, K0FD=1 

Cotas variables nn intervienen si KOFD=1 

Medificacidn paro indicar la existencia de apéndice. 

C. 	Time Funotinn Card 	15,F10.0,12A1) 
	

tanteo) 

(2I5,F10.0,12A1) 
	

(ahora) 

Culumns 	* 1-5 	NL R 

6-10 NLP 

11-20 S'ala Facter 

21-75 
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