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RESUMEN

En este trabajo se presentan las bases tedricas fundamentales del kriging en sus tres
variantes: kriging normal , kriging universal y el método de covarianzas generalizadas. Se
hace notar la versatilidad del kriging para llevar a cabo no Gnicamente la estimacién pun
tual sino también la estimacién de derivadas y valores promedios sobre volGmenes. Por ser
ei método de covarianzas generaiizadas la teoria mds recieniemente desarroiiada y por re-
presentar ésta el enfoque més general al problema de la estimacién, se desarrolla integra-
mente el algoritmo necesario para su aplicacidn. lgualmente se analizan algunas técnicas

de interpolacidn cominmente empleadas en problemas geolégicos y geofisicos, discutiendo

se sus ventajas y desventajas con respecto al kriging.

Se presentan dos ejemplos. El primero considera datos aeromagnéticos interpolados
utilizando tres técnicas distintas: el kriging normal, el kriging universal y el método de -
relajacién. En el segundo ejemplo, se describe el proceso para la obtencién de un mapa
de cimas a partir de datos de tiempos de reflexién. Dos programas de cémputo son elabora
dos con tales propésitos: el mejor modelo de covarianza generalizada correspondiente a -
determinado conjunto de datos es definido en el primer programa cuyos resul tados son ma-

nejados, con propésitos de interpolacidn, por un segundo programa de cdmputo.
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CAPITULO |

INTRODUC CION

En el caompo de las Ciencias de la Tierra el mapeo de estructuras geoldgicas subsuper
ficiales asi como e! de variables geofisicas (velocidades sismicas, tiempos de reflexién, gra-
vedad, etc. ) es de primordial importancia para la interpretacién, ya que constituye la ba~
se de futuros desarrolios en la exploracion y explotacion de recursos naturales.

Puesto que la car*idad de informacidn disponible es limitoda, ya sea por su costo o
por ser ésta técnicamente inaccesible, la aplicacion de métodos de interpolacion resulta ne-~

cesaria en lo obtencidn de informacién adicional .

Existen muchos métodos de interpolacién, algunos disefiados especialmente para re-
solver problemas especificos (generalmente con enfoques deterministicos), pero ninguno de
ellos aplicable en todas circunstancias. La aparicién de la geoestadistica como una metodo
logia de estimacién que no se limité a agregar, a lo Geologia, técnicas estadisticas conven
cionales, sino que, ante la necesidad de resolver ciertos probl emas geolégico-mineros, en-
riquecid el significado de términos ya conocidos y cred otros nuevos, lo cudl permitié ana
lizar objetivamente las ventajas y desventajas de los demds métodos de estimaciéon. Asi, -
se llegd a la conclusidn de que unos métodos de interpolacidn tienden a considerar a la va-
riable a estimar como una variable totalmente aleatoria, sin considerar las posibles relacio-
nes existentes entre los distintos valores que lo variable puede tomar en diferentes puntos.

Qtros métodos no pueden proporcionar una medida del error que puede esperarse al efectuar
la estimacién. El método kriging es el Onico que toma en cuenta las relaciones estadistico-

espaciales de la variable y proporciona ademés, una medida del error en la estimacion,




En sus inicios(19240), la técnica del kriging fué empleada exclusivamente como -
herramienta en la evaluacién de yacimientos minerales; actualmente la teoria en que --
esta basada(la teoria de las variables regionalizadas) la hacen un método general de esti.

.l 3 - ” [ - . -
macién que puede aplicarse a cualesquiera fenémenos distribuidos espacialmente.




CAPITULO i

CONCEPTOS BASICOS DE LA GEOESTADISTICA

I1. 1) Definicién de variable regionalizada

Una variable regionalizada es una variable aleatoria distribuida espacialmente.
Matemdticamente, una variable regionalizada Z(x) es una funcion definida en un espacio
n-dimensional cuya representacidén no es simple y que presenta caracteristicas tales como:

a) Localizacién y soporte geométrico(puntual, superficial o vol umétrico).

b) Continuidad, la cudl puede clasificarse en tres tipos principales(figura 1):

- Altamente continua, tal como el espesor de una formacién geolégica, el campo
magnético terrestre y los tiempos de reflexién de un contacto litolégico en una Gea de -~
tectdnica svave.

- Continuas, donde las variables aleatorias presentan un aspecto aleatorio local,
pero que en conjunto muestran zonas donde los valores tienden a ser regulares. Como ejem
plos de variables aleatorias continuas pueden citarse la porosidad, la saturacién de agua,
la permeabilidad, etc.

- Discontinuas, donde las variables muestran una marcada aleatoriedad, tal es -
el caso de las velocidades sismicas calculadas a lo largo de un perfil mediante el analisis

de velocidades.

c) Anisotropia, donde las variables aleatorias regionalizadas presentan direcciones

preferenciales de variabilidad.
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1. 2) Inferencia estadistica

La idea bdsica de la teoria de las variables regionalizadas es considerar a la fun
cién z(x) como una realizacién de una funcidn aleatoria Z(x), esto es, considerar al -~
» . -~ . — - T4 -
dnico valor numérico z(x,), en el punto %,, como la realizacién de un proceso aleatorio.
De esta forma para hacer posible la estimacién del valor de una variable en un
punto desconocido, es necesario encontrar las caracteristicas de la funcién oleatoria Z(x)

a partir de una realizacién de dicha funcidn. Esto puede lograrse si introducimos hipotesis

acerca de la estacionariedad de la funcién aleatoria.

l11. 3) Hipbtesis de estacionariedad

[11. 3. 1) Hipétesis de estacionariedad~débil

Esta hipdtesis rara vez se adopta en fendmenos naturales y esta dada por dos con

diciones:

- El valor esperado de la variable regionalizado es el mismo sobre todo el cam

pa de interés R,

ELZ(E)]=m, ¥ XeR (2.1)

- La covarianza entre dos variables aleatarias separadas por un vector h depen
de exclusivamente de h .

EN(Z(x +h) -ml(Z&)-m)] = C(h) (2.2)
Lo varianza de la funcién aleatoria Z(X) se obtiene al hacer h = 0 en la --

ecuacion anterior, es decir :

2.
var [Z(x)] = E[Z(X) -m]) = C(0)
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El proceso aleatorio tendré una covarianza finita si la varianza de la variable ~-
aleatoria es finita, var [Z(X)] < o . Esto implicaré que la funcién aleatoria Z(X) sea
homogénea. Ejemplos de tales funciones se encuentran cominmente en el analisis de se-

ries de tiempo(la variacién secular del campo magnético o los movimientos de marea).

1. 3. 2) Hipdtesis intrinseca

Puesto que en muchos casos la condicion de varianza finita no se cumple, resulta
necesario introducir un nuevo tipo de hipétesis que considere a los incrementos, més que
a la variable misma. La hipétesis intrinseca establece que:

E(ZE+R) -Z(x)] = 0 , ¥ xeR (2.3)

var [Z(x +h) - Z(x)] = 2)9 (h) (2.4)

donde a la funcidn h‘(ﬁ) se le nombra semivariograma.

Considerando la ecuacién (2.3) en la expansién de la ecuacién (2.4) se puede -~

obtener la expresidn siguiente:

2
var [Z(x +h) - Z(X)) = E[Z(x+h) - Z(X)] (2.5)

1. 4) Semivariograma

Todas las caracteristicas esenciales de la variable regionalizada tales como, con
tinuvidad, anisotropia y zona de influencia, se encuentran representadas en la funcién --
semivariograma .

La funcidn semivariograma esta definida segGn las ecuaciones (2.4) y (2.5) como:

P -= -1{ E[Z(x +R) - 2N 2 (2.6)
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1. 4. 1) Estimacién del semivariograma
Cuando la variable regionalizada bajo estudio satisface la hipétesis intrinseca, el
semivariograoma X‘(F) puede ser estimado Unicamente en base a las diferencias cuadraticas
de dos variables aleatorios regionalizadas espaciadas una de la otra por un vector h.
Si las muestras estdn separadas regularmante a lo largo de un perfil, el semivario~-

grama puede estimarse para valores de h miltiplos de la unidad de separacidén por medio -

del estimador:

x L ) - 2
P F) = —— "z [Z(%; +h) - Z(x,)] (2.7)
2 N(h) L=y

siendo Z(X;) y Z(§i +h) los datos y N(h) el nimero de pares de datos separados
por un vector h.
En el caso de datos irregularmente espaciados en el plano, la estimacién del se-".

mivariograma se hace mds dificil, ya que es necesario agrupar los datos por clases de dis--

tancias y dngulo de tal manera que las diferencias medias cuadréticas puedan calcularse.

I1. 5) Propiedades del semivariograma

Entre las propiedades més importantes del semivariograma caben mencionar :
@ =0

Y@ = Phzo

Il. 5. 1) Zona de influencia
Es la regién donde las variables aleatorias son estadfsticamente dependientes .
Esta regién se define por la distancia L llamada rangolfigura 2) a partir de la cual el -

semivariograma tiende a estabilizarse alrededor de un valor |imite, denominado meseta.




Y (h)
C (h)
Clo) e _ Y(a5)=C (0)
¥(h ‘
AUSENCIA DE CORRELACION
(ESTADISTICA)
Cc(h)
o C(B)=0 h
L

" ZONA DE CORRELACION
(GEOESTADISTICA)

FIG 2

GRAFICA DE LA FUNCION SEMIVARIOGRAMA Y COVARIANZA.




Este valor Iimite es igual a la varianza de los datos,

X\(m)=var [zZ(x)1=C(0)

A los semivariogramas caracterizados por el valor de su meseta y de su rango, se

les conoce como modelos de transicion y corresponden a funciones aleatorias estaciona--

rias de segundo orden( y por ende intrinsecas).

Il. 5. 2) Comportamiento en el origen

Del comportamiento del semivariograma cerca del origen se pueden diferenciar --

cuatro formas principales(figura 3):

1) Parabdlica: X(F )*Alh |2 cuando h —» 0. El semivariograma es dos veces dife
renciable y caracteriza a una variable extremadamente regular.

2) lineal: j\(T\ )<Alhl cuando h—» 0. En este caso X‘(T;) corresponde a una

variable menos regular que el anterior( es continuo, pero no diferenciable en el origen).

3) Discontinuidad en el origen,

Iim ®(h)=Co , Co>0
h—=20

La discontinuidad en el origen puede observarse en el semivariograma de una va-
riable aleatoria muy irregular. Puntos muy cercanos muestran marcada diferencia entre si,
produciendo una varianza Co, denominada "efecto pepita". Este efecto refleja la existen
cia de estructuras a una escala mucho més pequeila que la del espaciamiento de los datos.

Errores en la medicién también pueden dar origen a este efecto.

4) Semivariograma plano, representa a una variable completamente aleatoria:

Y(0) = o
Yh)=¢c , ¥h>e
donde €

es una distancia muy pequefia en comparacién con las distancias de las

observaciones experimentales.
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1. 5. 3) Anisotropia

lo anisotropia se detecta por un comportamiento muy particular del semivariograma

a lo largo de diferentes direcciones(figura 4).

1}. 6) Modelos de semivariogramas

Con propésitos de estimacidn, los semivariogramas experimentales \6\* (h)se ajus~
tan a cierto tipo de funciones analiticas. La condicién que deben cumplir dichas funcio—
nes para ser. semivariogramas es que éstas sean funciones positivamente definidas. Los ~-
todelos mds comunes son los del tipo esférico, exponencial y lineal. Una clara exposi--

cion de las caracteristicas de estos modelos ha sido dada por David(1976).

Yin) o — ¥(h)n-s

/’// Yin)
. e T h)g-w

S
.’/ .
//
],_
h
FiG. 4
ANISOTROPIA

Semivariograma calculado en

direccidn N — S
en

contraste con otro calculado en direccion E— W
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CAPITULO 11

KRIGING UNIVERSAL

En el capitulo anterior se ‘asumieron condiciones de estacionariedad en la funcion
aleatoria Z(x), ecuaciones 2.1, 2.2 y 2.3, 2.4 . Sin embargo surge un problema cuan~
do tratamos con funciones aleatorias no estacionarias, esto es, cuando el valor esperado -

de la variable regionalizada no es constante, sino que éste depende de la posicidn de la
variable Z(x) :

E [Z(x)] = m(x)

El kriging universal resuelve este problema, ya que considera tipos de hipdtesis -~
menos estrictas que las anteriores. El kriging universal asume que el segundo momento de
la funcidn aleatoria tiene propiedades de estacionariedad dentro de una vecindad de tama
fo restringido y su valor esperado no es estacionario sino que varia de una manera regu

lar. Si X y X +h son dos localizaciones dentro de una misma vecindad restringida, la -
hipétesis del kriging universal establece lo siguiente:

a) Para la variable Z(x)

EL[Z(x)] = m(x)

(3.1)
cov [Z(X), Z(x +h)] = C(h) (3.2)
b) Para los incrementos de la variable Z(x)

ELZ(X +h) - Z(x)] = m(x +h) = m(x) (3.3)
var [Z& +h) -z = 28 ({) (3.4)

A la funcién m(x) se le denomina en geoestadistica "drift".
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la razén por la cual el kriging considera Gnicamente 1os momentos de primero y ~
segundo orden en la variable regionalizada, se debe a que es un método que proporciona
un estimador lineal insesgado. Dicho de otra manera, la evaluacién del valor desconoci~
do de una variable regionalizada Z(x) en un cierto punto X a través de estimadores linea
' les, depende de los momentos de primero y segundo orden.

Por otro lado, los estimadores "no-lineales” requieren para su utilizacién de la
distribucién conjunte de la funcién aleatoria Z(x), la cuél es imposible de derivar a par_
tir de la infarmacién disponible(al menos en problemas de Ciencios de la Tierra).

La aparente desventaja de los estimadores lineales al no incluir la funcién de dis
tribucién conjunta, es compensada en cierta manera por su menor grado de dificultad en
su aplicacién. Tal desventaja no existiria en el caso de una funcién aleatoria Z(x) dis--

tribuida normalmente pues en ese caso el mejor estimador(esperanza condicional) tendria

la forma de un estimador lineal(Papoulis, 1965).

I11. 1) Interpretacidn fisica del drift

Fisicamente el drift representa la tendencia de la funcién aleatoria a lo largo de
ciertas direcciones. El drift representa apariencias sistemdticas més que detalles esporéadi

cos. El concepto de anomalia regional en gravimetria, corresponde al de drift.

Si la funcidn m(x) es irregular y aparentemente caédtica, esta debe ser considera
da como la realizacidon de una nueva funcidn aleoi:oric.

Al igual que el semivariograma, el drift esta estrechamente relacionado a la es-
cala de trabajo. En geofisica por ejemplo, la anomalia magnética debida a un depésito
de material ferromagnético en una escala de cientos de metro: representaria claiamente

el drift. Sin embargo, esto misma anomalia(de interés en prospeccién minera) se conside
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ra como una funcion aleatoria en un estudio cuyos propésitos fueran detectar trampas es-
tructurales de hidrocarburos, donde la escala de trabajo seria de decenas de “ilometros.
El concepto de drift proporciona un medio para dividir a la variable regionaliza

da en dos componentes: el drift m(xX) y el residual Y(x). El residual es la diferencia de

la variable regionalizada y el drift,

Y(x) = Z(X) - m(x)

lo interpretacion de los términos m(x) y Y(x) es diferente a la dada por el ana-
lisis de superficies de tendencias(Watson, 1969). El kriging universal pone especial inte_
rés en el residual, el cuél se asume que no es totalmente aleatorio, sino que posee es—-
tructura propia. Esto significa que para dos localizaciones 3-<1 y 3'22, los residuales Y(i])

y Y('iz) mantienen una relacién que puede ser descrita como una funcién aleatoria de -

la distancia.

i11, 2) Derivacidn de las ecuaciones del kriging universal

Cuando la hipétesis del kriging universal es aplicada, el drift de la funcién alea

toria queda representada por la expresién:

m(%) = ay (%) (3.5)
120

en una cierta vecindad R.

El problema general a resolver es: dada una serie de dotos Z, con soporte v, ,
i

. . )
estimar el valor Zoen el punto x_ empleando el estimador linesl Zo =§:)\ iZi . Ciertox
=1

&
pesos \; serén calculados de tal manera que Zo sea el mejor estimador lineal insesgado,

es decir, con error cuadrdtico ininimo . La cantidad Zo a ser estimada puede ser:




e
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1) El valor de Z(x) en el punto x=Xxq

Zo = Z(;o)

2) la derivada a lo largo de cierta direccién,

Zo = ——g;— F Z(x) | x=%,

3) El valor promedio de Z sobre un volumen centrado en X

Zo = 1 . Z(x) dx

V(o) ¥ VI(X,)

Considérese entonces el estimador

25 S\ i Zi

{=L

*
El objetivo es determinar los pesos A; tales que Zo :

a) Sea insesgado

ElZo-Zol =0

b) Tenga varianza de estimacién minima

var [Zc; -Zol minima

De la primera condicion

ELZ6-Zol =E[Zo) - E[Zo)

ElZel= S AELZ, 1 =5\, ¢ j E [Z(%)] dx
=L =L v

Vi i

E[Zo] = —& Y E (Z(%)] dx
V(xg) J V(%)

15

(3.6)

(3.7)
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Puesto que nuestro objetivo es la estimacién puntual, de ec. (3.7) se obtiene:

E [Zo] = E [Z(%,)] = m(%,)

Por otro lado si las muestras estdn definidas en un punto, de ec. (3.6)

* [
E [Zo] =%__L)\3E (z;1= %)\im(ii)
y por consiguiente,

K
E[Zo - Zol =2 \jm(x;) - m(X,) =0
=

donde x; y §° son los vectores de localizacién.
Considerando la ec. (3.5):

i=2

* & n 1 N
ElZo-Z0l =3 NS ag Fix) = S of(xp)
0 =0

= S oSN Fixp) - F(xo)]

£=0 =i

se obtiene,
LI 2
SN =F(x) ,  2=0,1,.... (3.8)
=l

Este sistema de ecuaciones representa la condicion de insesgamiento del estima -

dor Zo

Si A fuese igual a 0 y f (x;) fuese igual a la constante a, se tendria como --

condicidn de insesgamiento lo siguiente:

i)\io°=o° i)\f 1
=L =L

Como puede observarse en el sistema de ecs. (3.8) los coeficientes del drift -~

no intervienen.

Haciendo intervenir la primera condicion en el desarrollo de la segunda:

var [Z8 - 201 = E (28 - 2ol = ELZ 3 N ¢ A {(Z()) - ZoNZ(X;) - Zo))
g
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-Zi)\ A ELZG)ZGep) - Z(X)Zo-ZoZ(x,)+Zo]

=L L
var [Zo - Zo] = z)\ L E [Z(x)-Zo] + Z)\ —-L-E[Z(x)-Zo]
=1 2 ¥ 2

-5 —L- etz - 265 n?

=L 3=L

K
var [Zo - Zo1 =£Xi?(§; - %) + Z)\.X‘(;i -%g) - ﬁ)\ M & %)

=L =i \‘L 3’

var [Zo - Zol = 22)\ X\(x -%g) — ZE)\ A \5\(} x (3.9)
=) L,y

Obtener la varianza minima, es un problema que puede ser resuelto por el método -
de multiplicadores de Lagrange. Tomando en cuenta las restricciones dadas por la condi--

cidén de insesgamiento (3.8), la funcidn auxiliar es :

P =var[Z6 -Z01 — Z“ZUQ(ZX; fi(ii) - fn(io))
=0

y son los multiplicadores de Lagrange.

Calculando las k derivadas parciales de © con respecto a los )\i e igualandolas

a cero, resulta en forma general :
K n
2N ¥ =) "2 e = &, -%) (3.10)
¥ i=1,2, ...k

AsT el sistema de kriging universal esta constituido por las condiciones (3.8) y

(3.10) :
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K ‘ n 1
SAVG R+ Tt &) = B & - =1, ..k
=\ =0
K (3.1)
ngif"(i;) = &, =0, ... n
y su varianza de estimacion es,
. %
var 125 - 2oz = SA Y & -%) + 3y, %, (3.12)

=1 8=0
De la condicién (3.8) se puede demostrar que el kriging es un método de interpola
cidén exacto. Esto no se demostrard, ya que es mds interesante sefialar las modificaciones
que sufrird el sistema de kriging universal para que la estimacién de la derivada, casa 2
(y el valor promedio, caso 3) sea posible.
Si analizamos las expresiones (. 3.6 ) y (3.7 ) para este nuevo casolcélculo de
la derivada) resulta:
. X K N
ELZo) =2 MELZ,,J=2 \; S E [Z(%)] dx
=4 =i vi Vi
Si los datos son los valores de Z; definidos en un soporte puntual,
E[Zo] ='§x)\‘E (z;1 =$)\i m(%;)
& =L

Por otro lado,

E(Zol=EL g (Z6) )gez !

V]

El(Zol=

ELZ(G0) 5ug = 9 [m(x,)]

Y Y

De lo anterior, la condicidn de insesgamiento se establece de la siguiente manera:

AR - :2 [y) ] 9 =0,1, ...n

=y u
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y el sistema de kriging universal para la estimacién de la derivada es:
2N 06 - )+ 2 0 GG) = 0 - %) i=1,2,..k
=) =0 (3.13)

w
gl)\if‘(;o) - —-%— (&) 2

[§)

=0,1, ..n

Nétese que sélo la condicidn de insesgamiento (3.8) se modifica . De manera simi

lar se puede obtener el sistema de kriging universal para la estimacién del valor promedio

sobre un volumen.
En sT, la solucién del sistema de kriging universal no es dificil . El problema estri-
ba en la adecuada eleccidn de las funciones que estdn involucradas en dicho sistema(se-

mivariograma fundamental, drift, etc.) las cuales son proporcionadas por la informacién

disponible.

El cdlculo del semivariograma fundamental Y\(;], ;2) = X(;, h) no es posible -
efectuarse por medio del estimador dado en la ecuacién (2.7), ya que cuando se dispone
dnicamente de una realizacién de la funcién aleatoria no estacionaria Z(x), las estima -

ciones obtenidas son solo valores distorsionados del semivariograma fundamental. Esto es:

- h -
Yoy = ! )[z@ R - 26010
2N(h) =2

es un estimador de:
P =

Ahora, si el valor esperado de Z(x) no es consiante s tiene que

1

- _.2
ELZ(x; +h) - Z(x)]
2

- - 2,
ELZ(% th) - Z(i)]l = var [Z(x +h) - Z(x)] + LE(Z(x +h) - Z(X)))
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1 -
X‘b@) =3® - Cm +F) - m(x) 17
2

Debido a ésto, el célculo del semivariograma fundamental se tiene que hacer en

- - - . . -
base a los residuales Y(x) . Para la obtencidn de estos es necesaria una estimacién del -

drift.

i, 3) Estimacidn éptima del drift.
La condicién de regularidad impuesta ".a priori " a la funcién m(x), significa ==

que una estimacidn local de m(x) es siempre posible en alguna extensidn.

Dada una vecindad T en §° , el drift en cualquier punto %, tal que Ix =X 1< T,

puede ser definido como:
— N Q-
m(x ) =20Qf (x) (3.6)
Q=0

donde las g, SON constantes desconocidas y las F‘Q(i) son funciones basicas --
dadas(en la préctica, estas funciones son potencias enteras de x 6 funciones senoida--

les). Los coeficientes agprg pueden ser definidos por estimadores lineales:

Ag =§L)\; Z(xi )

para |3Zi - Xol&irl e i=0,1, ..

y m(x) estimada por:
AL 9 Qi 9,
M) = 2 AgF (x) =22 2 N Z(x)F(x)
L=0 1=\ L0

Siguiendo un proceso similar al de la teccidn anterior(para que el estimador Ay

sea 6ptimo e insesgado), el sistema de ecuaciones resultante para la estimacion de cada

coeficiente ag  es:
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%l)\.)iz\(;d. ) Xiz) = - gLu:fs('id_) —ugg *=1,2,...k
ShFEGe) = S6a) (3.14)
=1
LS
>N=0 s,1=0,1, 2,.. n
<

ill.- 4) Semivoriograma de los residuales estimados

Debido a que no conocemos el drift, sino solo una estimacidn de éste, es decir -
M(x), los verdaderos residuales no pueden ser conocidos. los residuales obteniclos utili-

zando M(x), son los residuales estimados y guardan un considerable sesgo con los verda-

deros residuales.

La relacidn entre el semivariograma fundamental(o de los residuales) y el de los

residuales estimados & e('ﬁ) es la siguiente(Matheron, 1969):
Sea \&e(;‘) el semivariograma de los residuales estimados en t localizaciones a

intervalos regulares a . Entonces si h es p veces la distancia a entre muestras consecu

tivas y X(h) el semivariograma fundamental de los residuales, entonces:

Y- ¥ o) - —— ST drrdr rm - )1 v
2(k-p) =y L os=L
[fS(;i + pa) - fS(;i)J] (3.15)

pora k + 1< ¢t y p=0,1,2,.... k=~1

como ué’ estd positivamente definida(Matheron, 1970), la existencia de un --

sesgo es obvia.
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Esto implica que el semivariograma de los residuales estimados es menor que ol ~
semivariograma fundamental . De la figura 5 podemos observar que conforme aumenta la ~
distancia, el sesgo entre los dos semivariogramas se hace mds notorio . Esto no es més que
el reflejo de la estructura de la ecuacién (3.15), a partir de una cierta distancio h, el -~
Gltimo término de la derecha se hace mds significativo.

Cabe sefalar que una de las caracteristicas de los semivariogramas de residuales -
estimados es que todos tienen una forma parabédlica y aunque ésto es dificil de probar, la

ecuacidn (3.15) representa una pardbola cuyas rafcessan h -0 yh— (t - Da .

i1i. 5) Semivariograma experimental de los residuales estimados

Sean R(il), R(X9), ««... R(X;) residuales estimados tomados a intervalos regulares
en una vecindad donde | a expresién analitica para el drift no cambia. Entonces si los --
residuales satisfacen la hipétesis intrinseca , es decir,si los residuales tienen un semivario

grama comidn, el siguiente es un estimador insesgado para X\e(h) ,

- 1 k-P 2
Porh)=—— S [R(x +pa) - RE)) (3.16)
2k -p) ¥L
para k+ 1<t y p=0,1, ...... k-1

es decir: EL X\ ;(F)] = X\ e(h)

I11. 6) Identificacién del semivariograma fundamental
Existen dos métodos para la identificacién del semivariograma funadamental, ---
ambos debidos a Matheron(1969, 1970) los cuales han sido denominados por Sabourin(1976)

método indirecto y método directo, respectivamente.
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Sesgo existente entre el semivariograma de los
estimodas y el semivariograma fundomental.

residucles
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. 6. 1) Método indirecto
Consiste basicamente en los siguientes pasos:

1) Se selecciona una vecindad

2) Se elige un tipo de drift-.dentro de esta vecindad

3) Se calculan los coeficientes a; del drift estimados mediante A; en el sistema
de ecuaciones (3.14). Como se seialé anteriormente esta’ estimacién del drift es Sptima,
sin embargo, basta con un simple estimador insesgado (minimos cuadrados) para este propd
sito(David, 1976; Matheron, 1969). AGn asi, el sesgo enire ei semivariograma de ios resi_
duales estimados y el semivariograma fundamental se mantendré .

4) Se calculan los residuales estimados R(X)

R(X)=Z(%x) = M(x)

5) Obtencién del semivariograma experimental de los residuales(ec. 3. 16 )\J\g(ﬁ).

6) Se calcula el semivariograma tedrico de los residuales estimados X\e(F) con -
ecuacién (3.15).

7) Se comparan ambos semivariogramas, xe(ﬂ) y &e"(.l—\) .

8) Si se logra un ajuste razonable(no hay pruebas todavia para la bondad del

ajuste) las funciones empleadas(drift y semivariograma fundumental), asi como la vecindad,
se consideran como correctas.

9) Si no existe un ajuste razonable, se hace necesario definir otras funciones o un
nuevo tamafio de vecindad, o ambos. Con ésto, el proceso de ajuste empieza nuevamen-
te( ver figura 6).

Como puede observarse, este proceso no es mds que un método de ensaye y error,

donde no existe un criterio bien definido por medio del cual se determinen cuales pardme

tros son los mejores.
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e supone una vecindad

|

e selecciona la expresién
del drift

Se supone un semivariogra-
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Obtencidn de coeficientes

A; en base a pardmetros
1,2 y 3

Calculo de residuales esti-
mados: R(X)= Z(x) - M(x)

v

Célculo del semivcriogrunJ

experimental de residuales
estimados ‘)‘Z(h)

W

Se calcula Xe(ﬁ) ‘

Comparacién

No ajusta: suponemos alguno

o algunos de los pardmetros |
y 3. El proceso de célculo -
de X‘e(h) y X:(h) se ini-

cia otra vez

FIGURA 6

Ajusie: locs parédmetros
1, 2 y 3seutilizan
en el sistema de kri-~
ging universal

identificacién del semivariograma fundamental
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1, 6. 2) Método directo

Este método proporciona "casi' automdticamente el semivariograma fundamental

X‘(h ) e involucra bdsicamente el procedimiento del séptimo paso del método indirecto.

La determinacidn del semivariograma fundamental se hace en base a un factor.

La expresidn del semivariograma fundamental es:

2 X(Ti,? +h)= var LZ(X) —Z(x +h)] = E [Z(x) - Z(x '*'-l-1):1‘l

- EXZ(R) - Z(x +T))
= E[Z®)-Zx +h)] - [mx) - mx +h)1"
Tomando M(X) como una estimacién de m(X), se puede decir(Sabourin, 1975) que:

_ S b8 _ - - A
2 Y&, T +T) =E(ZR) - Z& +T)] - EIME) - M + 7)) + ELME) - MGHR))

- -2 -2 -
2 XGZ, X +h) = EL(Z(X) - Z(Xx +h)) - (M(x) - M(xX + h)) I + var [M(X) = M(x+h)]
2 ¥ (%, X +h) = CT(R ) +vor [M(E) - M + )]

De esta expresidn el primer término de la derecha se puede calcular, es decir:

ELZ(X) - Z(x +—h)] puede ser aproximado por medio del estimador
1 L)

LZ(x;) - Z(x +h)] y [M(x) - M(x +h)] por medio del sistema
2N(h) =L

de ecuaciones (3.14), no asi el t2gundo término el cudl permanece indeterminado. Sin -

embargo, este Oltimo término, puede ser aproximado de la siguiente manera(Matheron, 1969)

- L2} —_ -

var CM(x) - M(x +h)] = %uxs C ) - A&+ BE) - 8& +7))
£=4 S=1

siendo uy o multiplicadores de Lagrange.

. * . . .
Por otro lado, si \8\ el h) e un estimador insesgado del semivariograma de los -

residuales estimados, minimizando la siguiente expresién:

i - Yo’
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» -
se pueden encontrar todos los ug o, excepto u,, el cudl es, por ahora, inacce
sible. Consideraciones practicas permitirdn el cédlculo de wu,, , esto es, considerando que
el primer valor del semivariograma experimental debe ser muy cercano al primero del semi

variograma fundamental . As¥, la ecuacién a resolver para obtener el valor de u,, , es la

siguiente:
—-—_ - 2
¥ (%, % +h) - CT(h) + u,h
Y, % +T) =C1() + U,
o= ¥ & x+1) - CUT)

Con este valor de u,, , estamos en posibilidad de obtener una mejor aproximacién

del semivariograma fundamental .



CAPITULO v

METODO DE COVARIANZAS GENERAUZADAS

Como se ha expuesto, la mayor dificultad con que tropieza la aplicacién del --

método kriging al estudio de fendmenos no- estacionarios es la inferencia del semivario-

grama y/o de la covarianza.

Diferentes investigadores(David, 1975; Olea, 1972 y otros) han desarroliado --

program compute Locados en lo hipdtesis del
no estacionariedad de los fendmenos naturales. Con esta variante se ha evitado el tener

que emplear un semivariograma sesgado cuando e! fendmeno es no estacionario.
En el kriging universal la inferencia del semivariograma fundamental es indirecta,
es decir, se hace a través del semivariograma de los residuales de la variable que se es~

tudia. El célculo de los residuales es, sin embargo, altamente subjetivo ya que la préc-

tica ha demostrado que su estimacidn es mds un arte que una ciencia.

En este capitulo describiremos la inferencia estadistica de la covarianza adoptan

do un modelo en el cual la funcién covarianza seré definida a través de operadores linea

les llamados incrementos gencralizados .

Lo estimacion de variables asociadas a fenémenos no estacionarios empleando mé-
todos lineales presenta la ventaja sobre los métodos no-lineales de requerir menos su-

posiciones tedricas, lo cual se traduce en un nGmero menor de parémetros a estimar con -

las consecuentes facilidades de adaptacién a las computadoras digitales.
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I V. 1) Incrementos generalizados

Sea Z(x) una variable regionalizada y X\(h ) su semivariograma . Si Z(X) represen
ta un fendmeno estacionario entonces el valor esperado de Z(x) serd constante en toda ~

localizacién, esto es: ELZ(X)] =m , % X . El semivariograma serd funcién de h

dada por,

- ! - 2
Y - ELZ(% +h) - Z(X)]
2

y podrd estimarse sin sesgo a través de la ecuacién (2.7).

En el caso de fendmenos no estacionarios, en los cuales la hipbtesis intrinseca
comin no es suficiente, la idea es emplear diferencias de orden mds alto de tal manera
que ya no Onicamente constantes, sino polinomios de grado variable que representen un
drift, puedan ser filtrados. Por simplicidad representaremos la forma del drift mediante

modelos polinemiales.
Considérese el caso de datos igualmente espaciados en una |IThea. La funcidn in-
cremento se definird entences como:
AZn-Zny) -2Zn
Similarmente,
Al Zn =A (A Zn)
NZnyy ~AZn = (Zng2 - Zn+y)-(Zpy+y - Zn)
~Za4p - 2Zpn tZn
NZo =Zpsg .~ 3Zpi2 + 3Zpq - Zg
Una propiedad importante de este operador de diferencia es la de filtrar poli-

nomios P(x) de grado n,
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AMLP(X) =0

Esta propiedad se empleard para filtrar drifts cuando éstos esten presentes en un
fenémeno. Supéngase, por ejemplo, un fendmeno unidimensional Z(x) con drift lineal,
osea: E [Z(x)] = ay + ayx

Lo diferencia de las dos diferencias de primer orden(tal que Xp =Xy =X} = Xg) €s:
L Z(x,) - Z(x])] - [Z(x]) - Z(xg)]

con esperanza igual a cero,

E LZ(x5) = Z(xy) - Z(xy) + Z(x,)]

0

o°+o]x2- Gg ~O%} = Gg —a1X) +c°+c|]x°

ayllxg = xy) = (% -x N=0

El fenémeno representado por la diferencia de segundo orden,

Z(xz) - ZZ(x]) - Z(xg) tiene chora una media igual a ceroffilira drifts de orden

En el caso de pares de puntos espaciados irregularmente en una, dos o tres dimen

siones, la analogia de una diferencia finita ser@ un incremento generalizado representado
p

por una combinacién lineal de Z(x) la cual tiene la propiedad de filtrar polinomios en las

coordenadas de un punto dado x. La funcién aleatoria Z(X) que interviene en esta combi-

nacidn lineal se denomina funcién aleatoria intrinseca de orden k (abreviada F. A. |, K)

donde k es el grado del polinomio filtrade. En general un incremento de orden k estd --

asociado a una diferencia de orden k1.

Al considerar Onicamente incrementos, en realidad estamos trabajando con una -
close equivalente de funciones aleatorias Z(x), es decir, con la clase de funciones que
generan los mismos incrementos . Por ejemplo, en el caso unidimensional la ecuacién

AKZi = f(x) determina Z(X) solamente hasta un polinomio arbitrario de grado k-1,
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Definicién.~- Sea Z(x) una funcién aleatoria en iR" donde X denota un punto con

coordenadas en una, dos o tres dimensiones. Una combinacion lineal de m valores

m
Z)\.Z(’i;) (4.1)
L
es un incremento generalizado de orden k de la funcién aleatoria Z(X) si y solo si:
)\ fi(x )= (4.2)
L-

para todos los monomios f‘.‘de grado menor o igual a k. En el caso bidimensional por ejem
plo los monomios serén de la forma xP yq con O<pig < k y con las siguientes condi

al orden del incremento:

k=0 _)‘;=°

k= _zh)\i = iu)\"i,=o :AEL'Aiyﬁo

k=2 ‘)\ §X,§'=o '“L 7. =0
i)\ 0 2A®2=0 A7 =0
t=1 = =i

Ejemplos:
En el plano la cantidad:

Z(-1, 0) +Z(1, 0) +Z(0, -1) + Z(0, 1) -4Z(0, 0) es un incremento de orden 1.

(o, L)
() (00) (1,0)

(":'L>

Los pesos ; satisfacen;
) )
2)\.=o i)\.';.=o 2)\.7;=0, 2)\ X:y; =0
S
pero Z)\ 27& 0 v i)\ y' = 0, por lo tanto, no es un incremento de

=L [E3W
orden 2.
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En una dimensién, la diferencia de segundo orden x: i+~ 2%+ X;_y €sun incremento de

orden 1 ya que satisface

SA;=0: Ay + Ay LN =142+ =0

y 2N;%=0:  1(i+) =20 -1G-1) =0
El propésito de tomar incrementos generalizados es producir una variable regiona-
lizada estacionaria a partir de una variable con drift. Esta es la analogia n-dimensional

del enfoque que se emplea actualmente para el andlisis de series de tiempo no-estacio

narias(Box y Jenkins, 1769) en el cual se caicuian diferencias finitas sucesivas hasta --

que se obtienen cantidades aproximadamente estacionarias.
V. 2) Funcién covarianza generalizada

Sea Z(X) una funcién aleatoria no-estacionaria compuesta de una parte aleatoria

estacionaria Y()'() y de una parte deterministica m(x) que puede expandirse como

m(x) = 20 f (x) (4.3)
=0

es decir,

Z(x) = Y(x) + S-ORF (x) (4.4)
1o

Sustituyendo ec.(4.4) en la expresién del incremento generalizado(4.1) tenemos

™ ™
SAZE) =2 N YR +§_za .FR D)
=n Y = 1=

=} 1=0
yporlofanfo

Z)\ Z(x ) —Z)\ ;Y (x;) (4.5)
-y

ya que la restriccidn (4.2) impuesta sobre el incremento generalizado filtra el -

término ZZO )\ ¢4 (x;)

L‘LQ‘O

La igualdad (4.5) nos permite definir la covarianza generalizada a través de la --

varianza del incremento ge neralizado de Z(x) en lugar de hacerlo a través del incremen
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to generalizado de Y(X) (como seria lo normal), ya que los residuales son desconoci--

dos. De esta forma tenemos:

m W M _
var [2 N Z2(5) 1 =2 2 A N Kk(R) (4.6)
=L &Ly ! |

donde h = x; - X Z(x;) y Z(‘ii) son correlacionables y K(h) es la covarianza

generalizada.
Cuando la funcién aleatoria intrinseca es de orden cero las diferencias asocia-

das son de orden 1 vy filtran constantes. Por otra parte, el semivariograma es una varian

za de incrementos(diferencia de orden 1)y si E LZ(X)] = m entonces las diferencias

Z(x +h) - Z(x) tienen esperanza igual a cero, es decir, también filtran constantes. Por

lo tanto cuando k=0 la covarianza generalizada equivale al semivariograma pero con -

signo contrario,

Kl - %) = ¥ - x1),  sik=0

i (4.7)

V. 3) Funciones aleatorias intrinsecas

Una funcién aleatoria intrinseca de orden k es una funcidn aleatoria cuyos in--

crementos de orden k-&simo son estacionarios. En otras palabras, para todas las series de

pesos )\i que satisfagan,

w 1,-
S\E(x) =0 ¥ R-0,1,...n
=i ™ _
la funcidn aleatoria Z)\ iZ(ii +h) tiene una media y una varianza que no depende de
=L

X
|

n
Se puede cbservarque si reemplazamos Z(x) por Z( %) +;oifl(x), esto no --
o
cambia el valor de Z)\ iz(;i +h) ya sea que los apg sean aleatorios o no.

Demostracion:

;. AW 1:1.0

wm _ - n PP ™ _ - n w\ | Y-
SALZG&; +h) + 2 o f (x; +h)) = ‘_zL)\iZ(xi*‘ h) + Zal%.)\if (%;+h)
= L" z

=0
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Pero la familia de polinomios es cerrada bajo traslacidn y por lo tanto existen fun

ciones B‘;'(T\) tales que:
| T S Ry S
fA(x. + h) = 2 B (h)f (x3)
! s=o0 ° !
por lo tanto,

w 2 _
=L

II

%x 2! B (h)F° G%;)
- ﬁa (h)zx # (%) =
=L
ya que los pesos X i» s satisfacen la ecuacién (4.2),
Esto demuestra que cuando trabajamos con incrementos, més que una funcidn alea
toria particular estamos considerando una clase completa equivalente de funciones iguales

a Z(x) hasta un polinomio de grado k. Esta clase equivalente es 1o que llamamos una -~

funcion aleatoria intrinseca de orden k y su covarianza es la covarianza generalizada ~

definida como:

"ar[Z)\ Z(!)]-:Mz%)\ )\ K(Ix; -% ll)

=L =L
IV. 4) Hipétesis intrinseca generalizada
Se ha visto que a partir de un proceso no estacionario podemos producir otro esta
cionario obteniendo los incrementos de orden k-ésimo. Después, con la covarianza gene
ralizada podemos estimar la covarianza del proceso estacionario. Sin embargo, el proble

ma original es la estimacidn de un proceso no estacionario.

Esta aparente contradiccidn se resuelve si recordamos que de acuerdo a las condi

ciones de insesgamiento del kriging universal
Z* (xg) E)\ Z(x)
sahsfacen Z )\ 1

, los coeficientes del estimador de Z(x,):

(4.8)
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(4.9)

Sy R,
Ygl—x;f (xi) = f (XO)

Consideremos ahora el error de kriging Z *(x,) -Z(X,) y definamos el coefi-~

ciente de Z(x,) como:

At 1 — 1

entonces

wm
Z*(io) - Z(;O) =§‘)\i2(;i) +(- ])Z(;O)

Wi _
=2 N\ Z(x)) (4.10)
yer | I
y se observa que para la serie LA, -11=1 )\], )\2, ... =11 se cumpie que:
My

Z)‘; =
(GRS

Por otro lado, la condicién de insesgamiento (4.9) puede escribirse de la siguien

te manera:
VAFL

2\ PR =0

: i i

(G

Por lo tanto, de acuerdo a las expresiones (4.1) y (4.2) el error de kriging es un
incremento generalizado de orden k.

De esta forma la hipétesis minima requerida para la inferencia estadistica es la -
estacionariedad de tales incrementos de orden k, es decir, que los momentos de primero -

y segundo orden se conserven bajo traslacién. Lo anterior constituye la hipotesis intrinseca

generalizada.

IV. 5) Modelos de covarianza generalizada
Para que una funcidn pueda representar una covarianza generalizada deberG sa-
tisfacer la condicién matemdtica que asegure que las varianzas de los incrementos sean

siempre positivas . Dicha condicidn es que K(h) sea positivamente definida y se expresa

de la siguiente manera:
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ZZ)\ N KO% =% )20 A €R
=L L |

Los modelos de covarianza generalizada mds convenientes para los problemas préc

ticos son de tipo polinomial . Matheron ha demostrado que en una covarianza polinomial

los términos con potencias pares no importan(se anulan al realizar la sumatoria

2%)\ N, i K( . - x ) ). La demostracién es dificil y solamente se esboza a continua=
= L\\.
cién(Matheron, 1971):

. . - - . —~ — n n
Primero se muesfra que una funcidn continua y simétrica @ (x, y) en R xR

(es decir, tal que @(x, y) = @(y, X)) satisface:

™
22)\ A. ¢(x,7i)=0 Ak )\itcl que Z)\if’q(i.) =0 si ysolo si
=L =L !
es de la forma:

- — — 4 r
D(x,y) - Cr(x)yr + C(y)x + T x y
para algunas constantes simétricas T, y funciones continuas C

Luego queda el problema de caracterizar aquellas funciones dentro de esta clase

que son de la forma K( X -y ).

Como las funciones x' son monomios hasta de grado k, es claro que diferenciando

D(x -y) kt+lvecesenx y ktl veceseny, dara como resultado cero.

Ahora, si h X -=Ty:

2k+2 ~ K+l k+]
— k+1 9
—— K(h) = (-1) 3
2k+2 k+1
dh dx Bykﬂ

de tal modo que K(h) tiene todas sus derivadas de orden 2k+2 iguales a cero. Por lo tanto

K(h) debe ser un polinomio de grado 2k+1 , es decir, con términos elevados a potencias -

impares dnicamente.




Las covarianzas generalizadas polinomiales son isotrépicas pues K(h) depende solo

37

del modulo 1hl del vector h . Su forma depende del orden del incremento como se mues

tra en la tabla 1y consiste de todas las posibles combinaciones de términos. Cada térmi-

no toma en cuenta cierto aspecto del fenémeno espacial: Cll-ﬁlparo una componente con-

tinva pero no diferenciable(constante); C2|§|3 para una componente diferenciable una =~

vez(lineal); C3|T1|5 para una componente dos veces diferenciable(cuadrética). Si es nece

sario se afade a K('h ) un término de efecto pepita C_ogg para tomar en cuenta errores -

de medicion.

TABLA 1

Modelos polinomiales de covarianzas generalizadas

Drift Orden k Modelos
Constante 0 K(h) = Cod + Cyihl

Lineal 1 K(h)= Co + C,lIhl + c2mt3
Cuadrético 2 K(h) = Co§ + clml + c2|7ﬂ3 +c3|‘h|5

Restricciones: Co 20, C]‘SO, CZZ(-10/3)*JC]C3 , C=0

3\

Estos modelos de covarianzas polinomiales pueden adaptarse a la mayoria de los -

problemas y ademds al depender linealmente de sus coeficientes permiten que la inferencia

estadistica sea mds sencilla. Por medio de un procedimiento automftico los coeficientes Co,

Cys Cy y Cgyse obtienen por regresién de las varianzas experimentales de los incrementos -




de orden k sobre sus valores teéricos, expresados linealmente como una funcién de esos

38

coeficientes. Esto se verd con mds detalle en la parte correspondiente a la identifica ~~

cién automética de la covarianza generalizada.

IV. 6) Estimacidén puntual

El problema es estimar Z(i'o) como una combinacién lineal de Z(x;), =1, 2,..m,

Se asume el modelo de una funcién aleatoria Z(x) compuesta de una parte aleatoria -

Y(X) y de una parte deterministica m(x) ,

2(%) = V() + m(x)

y se hacen las siguientes hipdtesis basicas:

pero,

DE (YD =0
2 2
2) m(x) = > a, f (%)
X=0
Como en el kriging universal debe cumplirse que:
i) El estimador sea insesgado

ii) El estimador tenga varianza minima
Sea Q el error de estimacién:

Q= ﬁ)\ Z(%.) - Z(%,)
=4

(4.11)
La condicién de que el estimador sea insesgado implica que:
ELZ*(x,) -Z(x )1 =E[Q] =0 (4.12)
E[Q] Z%)“E [Z(x;)] - E [Z(%,)] (4.13)
=

E [Z(x;)] = E [Y(%;)] +E [m(x;))

AR
= 0+mx;) = 3 a,f (x;)
220
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similarmente E ﬁZ(‘io)] Z ayf ("o)

Sustituyendo en ec .(4.13) se tiene:

n 1
E Q] ZZ)\,a,f ;) - zalf (%) = O
=L §+0 1=0
3 2 %
de donde g A igg f (x;) = ay f (Xo)
por lo tanto una condicién suficiente es que:
Z)\ f (‘ =) , o< (4.14)
(3%
que es la misma condicién de insesgamiento del kriging universal .
Por otra parte, la varianza del error del kriging es: *
var [Z¥(%,) - Z(E)] = E [Z5(Rs) - ZRo)l 2 - LE[Z*(R,) - Z(%p)1 12
pero de acuerdo a la ecuacién (4.12) el segundo término del lado derecho de la igualdad
vale cero.

o ovar [Z4R,) - Z(R)) = E (Q) (4.15)

Desarrollando Q tenemos:

m

Q=12 MNIY(E) +Zo Az - Y(x,) - ia,f“(;o)]
[CS L=0
m :
Q= '.>‘_L Y(&;) - Y(x,)

wm
S I YEN? - 26y 3 N VG + [YE N

=L (G
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ZZ)\ A. E[Y(")Y(x n- 22)‘ E LY(X;) Y(x,)) +s[v(-) ]

(=} 3:],
=E [Y(ii)Y('ii)] la funcidn covarianza generalizada, entonces tenemos:

= var [Z*(§ ) - Z(SE' i
_ZZ)\ A Ky - 22)\ K, K

Lyl L 0,0

(4.16)

Esta varianza del error de kriging se minimiza bajo las condiciones de insesgamiento -~

(4.14) empleando el método de multiplicadores de Lagrange con lo cual se llega al siste-

ma de ecuaciones:

wA
2N Ky o+ ZURH‘)— r i=hL 2, 000m (4.17)
=y ! R=0
LAY 2
_L_ZL)\ ) = () $=0,1, n (4.18)
o en forma matricial,
. 1 n
K]’] K]2 ........ k‘Lm 1 f] ...... f] X] Ko’]
K K K 1of) Y K
2’] 2[2 ......... 21m 2 ....... 2 2 0’2
1 n —_
Ky Kmo2 Ko | o ooeeee fm A= Xo,m
! | I 1 0 rrrerennn. 0y 1
1 1 1 1
B f e A 0y fo
.................. ..0 .
................... ‘0
"
Fr i oo f 0 RN
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La varianza de estimacién viene dada pov:

2 W n 2
O =var [Z*%,) - ZZN =2 N Ko ; + 2 uf (%) (4.19)
=L 2=0

IV. 7) ldentificacién automdtica de la funcidn covarianza generalizada en dos
dimensiones

Ya se ha visto que la funcidn covarianza generalizada est definida por la ec.

(4.6):
var[zx Z(x)]—ZZ)\ )\ Kss (h)
=LeL
donde A iZ(ii) es un incremento generalizado.

Por otro lado, se ha demostrado( ver ec . 4.10) que el error de kriging es un in--
cremento generalizado y que se cumple la siguiente igualdad( ec. 4.15):
2
var Lerror de kriging) = E [( error de kriging )" ]

Tomando en cuenta todo lo unterior podemos escribir:

o™ 2

ELC>N.Z2(x)) 1 = 22)\ . K (4.20)
=L ! [ESRRTYS

Esta ecuacién puede planteorse en términos de una regresion. El hecho de conside

rar covarianzas polinomiales simplifica el problema de la regresién ya que se reduce a la

solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

Sea
2 2
R=2 L= N ZE) - 22":"1“:9 (4.21)
donde la suma se toma sobre configuraciones de puntos que satisfacen
m

z)\x)’.q—ol /Q‘*qﬁk
5T
Entonces el mejor modelo de covarianza generalizada es aquel con coeficientes -

escogidos para minimizar R. Una manera de hacer esto es empleando minimos cuadrados,

sin embargo, una comparacién de la ecuacidén (4.21) con el sistema de kriging nos propor
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cionaré otras relaciones Gtiles. Veamos que es lo que pasa si un punto de la serie de da

tos, digamos Z(X ) se remueve del conjunto y luego se estima por kriging o partir de --

los puntos circundantes.
Sean Z*(xX,) el valor estimado de Z(x,) y A ;i los pesos calculados por kriging
correspondientes a los puntos dato que rodean al punto omitido, entonces:
™ -
Z*(xy) = 2 N Z(%;)
=l
y el sistema de kr’ging para obtener los A s s,
Lﬁ:)‘ i\“*'?uﬂf %) = Ko, i=1,2, ....m
2)\,; &) = (%) 2=

Como se demostrd anteriormente, el error de kriging
el

m—
Q=2 MNZI&) - 2R = %xiz&i) (4.11)
\= [

es un incremento generalizado.

Por otra parte, de acuerdo a la ecuacidn(4.15) el error de estimacién es:
M

YA __
var [ 2 NZ(x;) - Z(x)) = A Z06) - Z(%o))’

=L

i
7\ N Z68) Z(R) - 22>\ L Z(%;) Z(%,)

(=1 L

V.M;

+ Z(X) Z{R) ]

W v YW\
=2 2 M Kij - 2.2)‘ iKi,o * Koo
=y s:L I3
y escribiéndolo en forma compacta:
var[Z)\ Z(%) - Z2(x,)] = zz)\ )\ Kii (4.22)
L‘L \—os-

De este modo, a partir de ecs. (4.11)y (4.22) la ecuacién (4.21) puede inter-

pretarse como:

R= 2 [ (error de kriging)z ~ error tedrico de estirnocién]?'
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De acuerdo a lo anterior puede formularse un procedimiento de regresion iterativo

con los siguientes pasos:

1) Se escoge un primer modelo arbitrario de covarianza generalizada(por ejemplo
K(h) = - h).
2) Algunos puntos representativos del Grea se quitan temporalmente, uno a la vez

y son estimados por kriging a partir de los puntos adyacentes.

3) Los pesos A ; calculados se sustituyen en la ecuacién (4.21).

4) Se escogen todos los modelos de covarianza generalizada apropiados al fenémeno.
Por ejemplo, si el drift es lineal se proponen los modelos:

K(h)=Co § + Cy iRI®

K(h)=C, TRl + CyThI3

K(h) = C, ThI3

Para cada uno de los modelos se calculardn por separado los coeficientes de la -
covarianza que minimizan R,

5) Se desechan los modelos de covarianza generalizada cuyos coeficientes no cum
plan con la restricciones impuestas sobre los mismos y para los restantes modelos se caleu

la el valor de R. El modelo de covarianza generalizada que finalmente se escoge es el -

que minimiza el error cuadrético medio (ECM),

1 N _ .2
" ‘21[2*()(0)1- Z(%,)]

y que ademds hace que el error cuadrdtico medio estandarizado(ECS) tienda a uno,

ECM =

N CACARE R L

N i=4 ‘Gi(’—,b)i

El modelo asi escogido se sustituye en el sistema de kriging y el proceso se --

ECS =

— |
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repite.

Para llevar a cabo el punto 4 es necesario conocer el orden del drift; asimismo
es conveniente que el primer modelo de covarianza generalizada corresponda al orden -
del drift del fenémeno pues de este modo la convergencia al modelo final es més répida.

Es por ello que previamente al proceso iterativo, ciertos paquetes de kriging(BLUEPACK)

llevan a cabo la identificacién del orden del drift por medio del siguiente procedimien-
to:

- Un subgrupo szleccionado de datos se divide en dos grupos y se predice cada -
punto dato a partir de los datos del otro grupo suponiendo primero un drift constante, -
luego uno lineal y finalmente uno cuadrético. Para cada grupo se obtiene el error cuadré
tico medio con cada uno de los drifts y se ordenan de acuerdo a la magnitud absoluta de
dicho error. El orden del drift que produce el menor error en promedio sobre todos los -
puntos dato se considera como el mds probable. Debe notarse que en esta etapa de la —-

identificacién del drift la covarianza generalizada se desconoce y los estimadores men-

cionados se calculan simplemente por minimos cuadrados.

El desarrallo completo del sistema de ecuaciones lineales de regresién para el cél-

culo de los coeficientes de los modelos de covarianza generalizada se expone en el apén

dice | .



CAPITULO \%

KRIGING Y OTROS METODQS DE INTERPOLACION

En este capitulo se discutirdn brevemente los métodos de interpolacion mds em--
pleados en Geofisica, varios de los cuales, por otra parte, son de uso general en Ciencias

de la Tierra. Asimismo, se sefialarén algunas diferencias importantes entre estos métodos

y el kriging.

V. 1) Panorama general de la configuracién

La configuracidn de datos geoldgicos y geofisicos puede dividirse en dos partes -
fundamentales: la interpolacion de los datos irregularmente distribuidos para generar una
malla regular "suficientemente" cerrada y en segundo lugar la configuracién de los datos
de la malla.

La configuracidn puede ser manual o automdtica, en este Gltimo caso los algorit--
mos utilizados para localizar los contornos siguen una 16gica mas o menos similar y mas -~
bien el factor determinante en la calidad del mapa obtenido es el método de interpola-
cién utilizado para crear la malla.

Se han publicado muchos articulos discutiendo los diferentes métodos de interpola
cidn de datos bidimensionales en Geofisica. Entre las diferentes clasificaciones propues-
tas se distinguen las siguientes: métodos exactos e inexactos(Crain y Bhattacharyya, 1967);
superficies matematicas y superficies numéricas(Crain, 1970); métodos deterministicos y -
métodos estocdsticos(Bolondi, Rocca y Zanoletti, 1975); etc. En general no puede hacer-
se una clasificacién rigurosa pues algunos métodos participan de més de una de esas cla-

sificacianes. Por esta razdn y en interés de la Geofisica se hablaré en cambio de los mé -




todos empleados en la configuracién de campos potenciales y de variables sismicos.

V. 2) Interpolacién de campos potenciales

Dentro de la exploracién geofisica, los fenémenos que han recibido mayor atencién
en cuanto al desarrollo de técnicas de interpolacién son el campo gravitacional terrestre ~
y el campo geomagnético, agrupados baja la denaminacién de campos patenciales. Las ~-
técnicas de interpolacian empleadas incluyen: ajuste de palinamios(superficies de tenden—~

cia), promedias pesados, ecuaciones en diferencias finitas(harmonizacién y curvatura mini

ma) y splines bicObicos.

V. 2. 1) Superficies de tendencia

Este es el métado estadistica mds caminmente empleada. De hecho es una técnica

derivada directamente del andlisis de regresian moltiple, aplicada o variobles geal dgicas

y geafisicas.

Este método trata de determinar una funcién f(X, ¥) que asumo valares en los pun-

tos dato aproximadamente iguales a las valares observados Gj. Par lo tanto, en general -

existird un error €{x) en cada punta dato dado por:
(3 (;i) = f(-x-ir 7|) - Gy
f(X, ¥) se expresa como un polinomio algebraico o trigonamétrico,

M
fx, ) = 20 R(®, 7) + ER) (5.1)
3=l

donde M es el nimera total de monomios y los coeficientes aj se escogen de tal manera

que minimizen la siguiente expresidn(criterio de minimos cuadrados):

N 2
Ze) - 207, 7)- 6,1 (5.2)
= izL

Esto se lagra derivanda parcialmente can respecto a cada coeficiente aj e igualan
do a cero la derivada.
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Se obtiene asi el sistema de ecuaciones normales cuya solucién son los a. : *

=1 [ %

™M N N
2 @ U2 Rl;, i) Ri%g, 7)1 = EGiRk(*i' Vi) (5.3)

3
k=1,2, .c.coc , M
El problema que se tiene al emplear superficies de tendencia en reas grandes es ==
que al tratar de encontrar una funcidn de interpolacian para todos los datos, se requerirg -
una funcién de orden muy alto si se desea una interpolacién exacta de los puntos dato. Es
to es un inconveniente, pues serd necesaria mucha memoria de computadora ademds de los
problemas de inversién de matrices grandes. Por otro lado los polinomios de grado alto tien
den a ser inestables, es decir, pueden producir valores extremos sin relacién verdadera --
con el fendmeno verdadero{lo cual no sucede con el kriging). Es por ello que usualmente -
se consideran dreas pequeias con traslape entre las mismas(para asegurar la continuidad) y
se interpola en esas dreas empleando polinomios de grado bajo.
El modelo de superficies de tendencia puede expresarse como la suma de una compo

nente deterministica |lamada tendencia y de un término £(X) que incluye las componentes

locales y de error:

™M

Z(%)= 2 aj Ri(x, y) + £(x) (5.4)
3=

La separacién que se hace del fenédmeno en tendencia y error esta determinoda por -

el orden del polinomio empleado para ajustar los datos . Es por ello que dicha separacién es
mds o menos subi(;tivc y generalmente se hace en base a la escala de variacién "grande"
o "pequena" del fenémeno.

El término €(X) puede considerarse como las alturas de una superficie aleutoria --

e(X, ¥) sobre los valores verdaderos. Si Py(x,, Y1) v PRy, ’9'2) son dos puntos de obser

vacién, esto implica que:
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E[e(’i],7])]=0

2
Ele’(x,, 7)1=C =cte.
E[e(—’zll ?!) e(§21 ?2)]—0

es decir, el error £(x) es una cantidad con media cero, varianza constante y sin autoco-
rrelacién(ruido blanco). Esta es la diferencia que guarda & (X) con el término Y(X) (residual)
del kriging, ya que Y(X) es una funcién con estructura propia y autocorrelacionable. Obviu
mente la autocorrelacidn es cero Gnicamente si Py y Py estdn muy alejados.

El método de superficies de tendencia no puede resolver problemas de prediccién lo-
cal, ya que incluso cuando no hay error en los datos, éste no restituye los valores originales.
Por otra parte, este método es incapaz de dar una varianza de estimacién verdadera pues -~
fos desviaciones Z(x;) ~ P(k;) observadas en los puntos experimentales son mucho menores -
que las desviaciones en los puntos desconocidos. Es decir, la diferencia entre la superficie
verdadera y la superficie estimada tolo puede considerarse que es minima en los puntos dato;
en contraste el kriging proporciona estimaciones que minimizan el error en las localizacio--
nes donde no hay datos.

El cdlculo de superficies de tendencia tiene mayor significado cuondo se pretende -
obtener el valor esperado(por ejemplo el regional en gravimetria). Se ha demostrado(Mathe-
ron, 1969) que el polinomio de minimos cuadrados P(X) constituye siempre un estimador in-
sesgado del drift aunque no el Sptimo, excepto cuando la parte aleatoria Z(X) -~ m(x) es -~

un ruido blanco o en términos geoestadisticos efecto pepita puro.
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V. 2. 2) Promedios pesados

Este método se basa en la aproximacidn del valor en un punto por el promedio de

los datos circundantes, a cada uno de los cuales se asigna un determinado peso. Obvia-~

mente los puntos mis cercanos tendrén un mayor peso.

La funcién de interpolacidén puede escribirse como:

N
Sw &, ¥;) * Gi
fx,7) = =

N
ZW (’—‘i ’ -)_'-|)
=1

donde w (X;, ¥;) es la funcién de peso.

Existen muchas variantes de los promedios pesados pero los mds comunes son los -
siguientes:
. l 2 2
- Pesos lineales;  w; = 1/~xj + y;

- Pesos cuadrdticos; wj =1/ (xi2 + yiz)

Una de las principales desventajas de estos métodos es que no discriminan la in-
formacion redundante. Por ejemplo, considérese la figura 7 en la cual se desea estimar -
el valor del punto z . Como los puntos A, B.y C estdn equidistantes de z se les asig-
naré un peso de 1/3 a cado uno ya que los pesos deben sumar uno. Supéngase ahora que
A es en realidad un par de puntos A y A' muy cercanos. Lo légico seria que a cada ele--
mento de ese par se |e asignara un peso de 1/6. Sin embargo un método de promedios pesa_
dos basado Gnicamente en la distancia asignaré un pesode 1/4 a A y A' del mismo modo
quea By C. En un caso extremo, si A es una acumulacion de muchos puntos, la conse =-
cuencia serd que B y C tendrér:n una influencia minima en la estimacidn de z.

Otra de las caracteristicas de estos métodos es que la funcién de interpolacisn ob

tenido estard limitada por: Gi(min) < f(%, ¥) =G;j(méx) como puede deducirse de la ex
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ERROR AL ASIGNAR PESOS EN LA ESTIMACION DE Z
a) y b) pesos correctos

¢) y d) pesos incorrectos calculidos por promedios posados
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presién general de f(x, ¥), ecuacidn (5.5). Esto implica que se produciré un svavizamien

to de los datos, el cual es mds marcado cuando se emplean pesos lineaies.

No existe un criterio objetivo para aplicar a un caso particular una de las distin-
tas clases de promedios pesados . En algunos casos darén buenos resul tados(generalmente -
donde los gradientes son suaves), pero en otros darG resultados inaceptables .Por ejemplo,
en una zona con densidad de datos variable, ciertos paquetes de configuracién que usan
promedios pesados producen mapas con mdximos y minimos ficticios donde hay escasez -
de datos( fiqura 8)

En cierta forma puede considerarse que el kriging es un tipo especial de promedio
pesado, el cual se distingue por asignar a los datos unos pesos que dependen no solo de la
distancia entre éstos y el punto a estimar, sino también de las relaciones entre cada pare
ja de datos. El kriging elimina asi la incertidumbre inherente a los otros métodos pues --
identifica parcialmente la estructura espacial del fendmeno y la incorpora al algoritmo -
de estimacién. Dicha estructura espacial serd diferente no solo para variables diferentes
sino incluso para la misma variable dentro de regiones diferentes.

La ventaja que tienen los promedios pesados es la rapidez con que proporcionan -
resul tados ya que es muy sencillo implementarlos en las computadoras y por lo mismo su -
costo es muy bajo. Cuando los datos san bastante continuos y suaves dan muy buenos re-

sultados y no hay por que utilizar métodos mds complejos .

V. 2. 3) Métodos de diferencias finitas

El comportamiento espacial de los campos gravitacional y magnético puede expre-
sarse por medio de una férmula analitica: la solucién de la ecuacién de Laplace. Esto pro

porciona la alternativa de tratar el problema de la interpolacién de campos potenciales -

A

S
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desde un punto de vista deterministico.
El método de harmonizacién considera este enfoque al resolver la ecuacidn dife=~
rencial de Laplace
VzZ(x, y) =0
}ZZ + §ZZ =0 (5.6)
WY

por el método de diferencias finitas.

Las condiciones de frontera vienen dadas por Z(X;, y;) = Z; . Los algoritmos para
la solucidn de la ecuacidn de Laplace en una malla regular discreta son bien conocidos(
Milne, 1953).

En general de tendra:

1
Zp,q " T(Zpﬂ,q * Zp-1,9 * Zp,qt1 T Zpig-l) (5.7)

si Zp,q no es dato.

£,q 5,5 S Zp,q es dato (5.8)

Para obtener (5.7) se tiene que iterar el algoritmo:

Z(K*H-). 1 Z(\d . ZK\';) gty ) ZM
P9 —4"( ptl,q p-1,q P, p,q-1)

(kry)

()
- <
hosta que méx | Z, o - Z, o1 < z

Se ha encontrado que es Gtil inicializar todos los puntos que no son dato asignéndo
- - n
le el valor Z dado por Z = Z Z;/n  lo cual incrementa lu convergencia del algo-
=L
ritmo. Si ; se escoge tal que ?, sea 1/100 del intervalo de contorno a usarse, se asegu

rard que cualquier iteracidn posterior no alteraré significativamente la posicion de la I7-
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nea de contorno.

Las caracteristicas principales de este tipo de interpolacién son s rapidez, bajo -
costo y estimaciones que nuinca exceden el rango de los datos. Esto equivale a suavizar -

la superficie (o al .menos alginos de siis puntos) dejando los datos sin modificar.

V. 3) Interpolacién de variables sismicas

En la prospeccién sismolégica de reflexidon los objetivos finales son |a obtencién -
de un mapa de isopacas o el mapa de un horizonte geolégico de interés. Estoe ohietivoe -
se alcanzan después de un largo proceso que incluye entre otras cosus estimacidn de tiem
pos de reflejo y de velocidades sismicas en zonas sin informacién, firclizando con la mi-
gracién y conversidén de tiempos a profundidades. La exactitud de los diferentes mapas ob-

tenidos durante el proceso dependerd de la calidad de la informacién asi como de la apli-

cacién de un método adeci:ado de interpolacién.

En cierta forma la confignracién antomética de variables sismicas presenta mas di-

ficultades que el caso de los campos potenciales. Por ejempl!

e, en yn campo potencial pue
de haber datos qiie aningue tengan un error apreciable tiene yn valor bien definido; en con
traste, en el caso sfsmico frecuentemente se tienen secciones sismicas en tiempo, donde se

pasa de zonas en que puede identificarse perfectamente un reflector a otras donde desapa-
rece y ain otras donde se distinguen dos o tres rasgos, alguno de los cuales corresponde al
contacto reflector,

Otro de los factores que hacen que el manejo de las variables sfsricas requiera de
mayor supervisién esque los aspectos geolégicos estryctyrales juegan un papel mucho més
importante que en cualquier otro método geofisico y debe existir una estrecha corresponden

cia entre la respuesta sismica y la estructura del subsuelo. Es por ello qne generalmente -
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el mapa interpolado automdticamente se acepta solamente como una primera aproxima--

cién, sujeta al criterio geoldgico del intérprete.

V. 3. 1) Estimacién de tiempos de reflexién y velocidades
En el caso sTsmico se presentan dos variables principales a configurar: los tiempos

de reflexién y las velocidades sismicas, las cuales son de naturaleza muy distinta..

La configuracidn de tiempos de refl exion es realizada usualmente por el método -

de promedios pesados cue pueden ser de muchos tipes . Como se menciond anteriormente -

este método no puede indicar mdximos y minimos que existen pero que no se muestrea--
ron. Por esta razén, otros olgoritmos consideran el echado entre puntos adyacentes(en pa
res o tercias) y proyectan este echado hacia el nodo. Estos valores proyectados son fuego
promediados y pesados. De esta forma se producirdn miximos y minimos donde deberia ha-
berlas, pero también daria como resultado méximos y minimos donde no hay datos . En es-
tos programas debe decidirse la manera de usar los puntos dato en la mediciéon del echado
asi como en la relacién peso-distancia.

Ya sea que se emplee uno u otro programa de interpolacidn, existen varios hechos
que deben tomarse en cuenta: donde los datos son densos el mapa final depende poco del

algoritmo usado; donde los datos estdn dispersos, el mapa final degende criticamenie del -

nimero de datos empleados al estimar el punto.

En general los métodos de promedios pesados proporcionan resul tados aceptables

siempre que no existan fallas. Al gunos programas consideran la existencia de fallas y

llevan a cobo la estimacidn de valores en forma separada a uno y otro lado de la falla,

sin embargo los puntos interpolados cercanos a la falla serdn menos confiables por la fal-

ta de datos en ciertas direcciones.
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En lo que respecta a los datos de velocidad, su tratamiento es diferente al dado -~

a los tiempos de reflexion. En un principio podria pensarse que dicho manejo es mds senci
llo por el cardcter univaluado de las velocidades sismicas. Sin embargo éstas Gltimas ge -
neralmente muestran gran dispersién, por lo que requieren de un suavizamiento. Ademés,

su obtencién es limitada en comparacién con los datos de tiempo de reflexién.

V. 3. 2) Importancia de la velocidad en la migracién

La validez del proceso de migracion y la exactitud de la conversién de tiempos
profundidades dependen en un alto grado de un método apropiado de interpolacién y suavi
zamiento de velocidades.

La migracién automdtica es una de las etapas finales del procesamiento de las -~
secciones sismicas y se hace generalmente en dreas de geologia compleja. El objetivo del
proceso es eliminar los patrones de difraccion causados por fallas y anticlinales, asi como
distorsiones causadas por echados fuertes, logrdndose asi una clarificacién de la estructura
geoldgica. Actualmente el proceso puede considerarse compuesta de dos pasos:

1) Migracién en tiempo, consiste en mover los segmentos de reflexidn a su verda-
dera posicidn horizontal , pero el eje vertical sigue siendo el tiempo de reflexidn.

2) Conversidn a profundidad

Previamente al suavizado de las velocidades que se usarén en la migracién se de-
sechan les andlisis de velocidad que desde un punto de vista geoldgico o geofisico no ~-
corresponden a las estructuras de interés. El suavizado de un perfil se hace generaimente
de acuerdo al criterio del intérprete o s¢ emplea un operador de suavizado que a3 un ti-
po de promedio pesado.

Cuando en las secciones sismicas sin migrar, todos los reflectores de interés pue-

den seguirse sin ninguna dificultad no se justifica la migracidn en tiempo. En este caso -
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es mucho mejor migrar los contornos de tiempo(Hagedoorn, 1954; Hass y Viallix , 1974),

es decir, se lleva a cabo una migracién tridimensional . Esta clase de migracién es muy --

conveniente para tratar el problema de la estimacién de reservas de hidrocarburos en um

estructura anticlinal .

V. 3. 3) Kriging y el proceso de migracién en tres dimensiones

Para llevar a cabo la migracién tridimensional , es necesario un méiodo de suaviza
miento de los velocidades sismicas en un plano. Esto puede realizarse autométicamente -
por diferentes métodos(p omedios pesados, minimos cuadrados, etc.). Sin embargo el sua-
vizamiento que producen es hasta cierto punto arbitrario(como ya se vié en el caso de -
superficies de tendencia) ya que el intérprete puede variar parémetros hasta obtener el -
suvavizamiento que le parezca mé@s apropiado.

Para este problema el kriging es el Unico método que puede proporcionar un crite
rio objetivo: el grado de suavizamiento es funcién de la méxima varianza que puede espe
rarse entre dos datos cercanos. Este pardmetro viene dado por el término Co de la cova--
rianza generalizada de las velocidades y es particular de cada conjunto de datos .

La idea de aplicar el método de kriging al proceso de migracidn tridimensional -
fué desarrollada originalmente por dos compaiiias francesas: la Sociedad Nacional del -
Petroleo de Aquitania y la Compadia Francesa del Petréleo en cooperacion con la ---

Escuela de Minas de Paris. El procedimiento general se -esqueniatiza en la figura 2Hde --

Hass y Viallix, 1974).

Hass y Viallix describen brevemente la aplicacién de este procedimiento a un ca
so de prospeccidn sismica marina. El tratamiento de los datos a lo largo de todo ¢l proce

50 se hace utilizando la técnica del kriging normal, es decir, sec considera que ¢l fend-
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meno es estacionario. Es por esto que su aplicacién es muy restringida ya que en muchos

casos es frecuente la presencia de un drift o en su defecto no existen suficientes datos co
mo para considerar zonas de quasi-estacionariedad. Tomando en cuenta estas limitaciones
se hace necesario el empleo de una técnica mdés general de estimacién, esto es, que con-
sidere el caso no estacionario. Este objetivo puede satisfacerse a través de la aplicacién ~
de la teoria de las funciones aleatorias intrinsecas de orden k ya descritas con anteriori-

dad.

El sistema de kriging empleado para calcular los gradientes de tiempo es el dado -

por el sistema de ecuaciones (3.13), donde las condiciones de insesgamiento son:

m
b3 WA 3 (F(z,) ]
(Tl }

X

para estimar el gradiente en X vy
n
SN = RIS
=L ! }Y

para el gradiente en y.

Una vez obtenidos los gradientes de tiempo y la estimacidn de las velocidades en
cada punto dato, puede Hlevarse a cabo la migracidn de los puntos dato(figura 10) es de
cir, el célculo de las coordenadas (x', y') del punto migrado M' y el clculo de los tiem
pos verticales. Esta es una idealizacién del fendmeno, ya que considera trayectorias rec
tas entre el punto de tiro M y el punto de reflexién R. Por supuesto el modelo puede -

mejorarse de acuerdo a la informacién disponible, considerando por ejemplo las interfaces

refractoras.
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] M
¥ — Punto de tiro
M — Punfo migrado
r = Punto de refilejo
. o~ ~— Angulo de incidencia
FIG. 10

MIGRACION DE PUNTOS DE TIRO

Las coordenadas del punto migrado vienen dadas por:

x'=x-—V'2+T oT
¥x
(5.9)
yl:y—v'z *T -_b:[—
dy

y el tiempo vertical T' por:

T' = Teos

-1 . a DA 2
o< = sen [VJ(%};—) + (-%-;—)]

La deduccidn de estas férmulas puede verse en el apendice |I.
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CAPITULO Vi

APLICAC IONES

( A ) Configuracién de una malla de datos aeromagnéticos

En octubre de 1979, la Comisidn Federal de Electricidad realizé un estudio aero-
magnético en Puerio Libertad, Sonora(figura 11) como parte de un reconocimiento geofi
sico del drea, para determinar espesores de los sedimentos que sobreyacen el basamento
Tgneo. Estos datos eran Gtiles para contribuir a la caracterizacidn hidrogeoldgica de la -
region.

sa g 2 . . . p
Se cubrid un drea de 168 km~ con siete Iineas de vuelo en direccidn N=S y ocho

ITneas en direccién E-W, separadas dos kildmetros en ambas direcciones. Las Iineas se -
muestrearon del registro analdgico cada 200 metros y se emplearon las técnicas del kri--
ging para interpolar hacia el centro de los cuadros formados por las lineas de vueio con -
el objeto de construir una reticula uniforme con nodos cada 500 metros, tal como se ilus-
tra en la figura 12,

Algunos perfiles N-S y E-W que son caracteristicos del drea se muestran en las
figuras 13 y 14, Puede observarse en casi todos ellos, una fuerte tendencia lineal. Se -
calcularon los semivariogramas experimentales del campo magnético en las direcciones de
vuelo (figura 15). Ambos semivariogramas resultaron ser de forma regular creciente, sin -
efecto pepita, lo cual era de esperarse debido a la alta continuidad de la variable y sin
presencia aparente de meseto. Se ajustaron los primeros 40 puntos de cada semivariogra -

ma a un modelo de funcién de potencia resultando las siguientes expresiones anallticas:
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_ .43
semivariograma N-S, $(h) = 47.06ih!"

~ 1.34
semivariograma E-W, \d\(h) = 53.341hl

Habiendo sido fécil el ajuste de los semivariogramas se decidié emplearlos direc
tamente en el sistema de kriging normal, lo que implicaba considerar el fenémeno como
estacionario, a pesar de existir un drift. Con el propésito de tomar en cuenta la anisotro
pia, las direcciones del segmento que une dos puntos cualesquiera fueron clasificados en

tres zonas (figura 16).

FIG. 16
ZONAS CONSIDERADAS PARA ASIGNAR SEMIVARIOGRAMA
SEGUN LA ORIENTACION DE h
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Para todos los pares de puntos unidos por un segmento cuya direccién esta inclui~

da en la zona N-S se obtuvo:

ltan® | = |

| > tan 60° = 1.732
X2 -X"

y se les aplicd el semivariograma N-S,

Similarmente, para los pares de puntos tales que:

Yo 77y
ltan® | - | —2——1_| < tan 30° = 0.5773

se les aplicd el semivariograma E-W y para los pares de puntos tales que:

0.5773 <l tan @ | <1.732

se les aplicé un promedio de los dos semivariogramas.

Puesto que el semivariograma experimental no presenta meseta, no es posible defi
nir el radio de influencia. Es por ello que se eligié "arbitrariamente" un radio de quasi es
tacionariedad de 7 unidades (1400 mts.), todo ello con propésitos de interpolacién. Los
resul tados obtenidos fueron incongruentes, lo que obligé a reducir el radio a 5.5 unidades.
Esta vez los resultados mejoraron y se obtuvo el mapa* de la figura (17). Sin embargo, la
superficie ain presenta distorsiones muy bruscas que no concuerdan en los puntos de con-
trol con el fendmeno real. Esto se verificé facilmente pues varios puntos de los perfiles
magnéticos originales, que no intervinieron como datos en el cdlculo, fueron estimados
como nodos en la malla interpolada produciendo médximos, minimos e inclusive dipolos -
ficticios. Este efecto se hizo més notorio en la direccién de la tendencia. En la tabla 2
se muestran algunos puntos sobre o sub-estimados, asi como sus coordenados y su valor -

tomado de los perfiles. Obtener el mapa de desviaciones estdndar en este caso era inGtil .

* En la configuracién de las mallas se utilizd el paquete "SURFACE 11"
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TABLA 2

Error de estimacion en puntos dato

Renglon Columna

29 4
28 5
29 6 -70.0 -339.0
21 16 41.0 5.5
26 21 -21.0 27.0
28 25 -19.C ~430.0

Posteriarmente, se utilizd la variante dél kriging que toma en cuenta el drift o
sea el kriging universal. Pora ello se calcularon los semivariogramas de residuales experi
mentales y tedricos en las direcciones principales (N-S y E-W), de acuerdo al proceso
descrito en el capitulo 1l (figura 6). Algunos de estos semivariogramas se muestran en las
figuras 18, 19 y 20. El mejor ajuste entre los semivariogramas de residunles tedricos y
experimentales se encontrd para una vecindad de 7 unidades (1400 mts.) y un drift li-
neal (figura 21) . A partir de este semivariograma de residuales se calcul la pendiente,
la cual es necesaria para la estimacién de las varianzas . Los datos de vecindad éptima, -
orden del drift y pendiente se alimentaron al programa de kriging universal (Olea, 1971).
Este programa se modificé ligeramente para ahorrar tiempo de cémputo, aprovechando el
patrén geométrico regular y repetitivo de los datos. Este patron permitio que sélo fuera -

necesario calcular los pesos asociados a los puntos a estimar contenidos dentro de una de
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las celdas (figura 12), ya que en las demés celdos los pesos asociados serian los mismos.

De este modo se obtuvo una malla interpolada de lo variable asi como una malla asociada -
de desviaciones esténdar que posteriormente se configuraron (figuras 22 y 23 respectivamen
te).

El mapa de la variable que se obtuvo es considerablemente diferente al caleulado -~
con kriging normal . Los puntos interpolados conservan el drift del fenémeno y ningin valor
esta sobre o sub-estimado en demasia. Como puede observarse el mapa de desviaciones es-
tandor es repetitivo y simétrico con respecto al centro de cada celda, donde se encuentran -
las desviaciones estdndar mayores.

Por Gltimo se llevé a cabo lo interpolocion empleando el método de relajocion -
aprovechondo que lo disposicién de los datos en forma equiespaciada y formando cuadros -
permitia emplear un programa muy répido. El mapa interpolado resultante (figura 24) es -~
practicamente igual ol obtenido por kriging universol, excepto por la forma del méximo de

220 gommas en la parte inferior centrol del mapo y en general por ia mayor svavidad de -

los contornos.
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( B ) Canfiguracién de tiempos de reflexian y de velocidades sismicas

El primer problema consistié en generar una malla cuadrada regular a partir de la
informacian de tiempos de reflexian dispanible, 1681 datas (figura 25).

Tomando en cuenta algunos perfiles de tiempos de reflexidn se considerd que el -
fenamena tenia un drift lineal y de acuerda a esta se procedié a calcular los modelos de -

covarianzas generalizadas . Con este propdsito se quitaran 85 puntos dato(figura 26) y -

— 3
se estimaron por covarianzas generalizadas utililizando el modelo 'arbitrario” thl . En-

la tabla 3 se muestran los valores estimadas y los valores reales de los 85 puntas. El signi

ficado de cada columna es el siguiente:

IPO : indice del punto omitido

AX abcisa del punta omitida
YY coordenada del punto omitido
Z(3, IPO) :

valor del punto omitido, Z

ESTIMACION

o

valor del punto omitido calculado por kriging (covarianzas gene
ralizadas) utilizando el modelo inicial, Z* -- > A iZi

NW : nGmero de muestras utilizodas para la estimacion
ERROR : error de kriging, Ze~ Z*

ERROR2 : (Zo- Z*)2

VVARIANZA : varianza de estimaciéon, G

Y =var [Zy- Z2*])

Los primeros modelos obtenidos se presentan en la tabla 4 donde,

So = X(§)

Sy = Y(Ihl)
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TABLA 4

CUATRO MODELOS DE COVARIANZA GENERALIZADA CALCULADOS A
PARTIR DEL MODELO ARBITRARIO (i3
FARANETROS GUE SE UTILTZARAN N LA REGRESION

snz 2.38116 s1:= -.25351
€2: 03236 S3= 08988

TERMINO A wININIZAR

XYz Sky9epn2
PP .0%6 £Cs= N11} ECm= «0nNse RREDI A= 3. 0268 ANEST= 3.029%
VARR = «St98) VAREST= «5%5606 CORR: «99a78
13
COVARIANTZAS + 58519 CONT= 85 .000

LOS ™MOpBelLOS CALCULANOS SON
nODELD co cl c?

c3
1 «3938~-002
2 -«1702-002 ~«1976-001 -e8160~002 0000
2 « 432003 +«0000 . «2718-002 «N000
“ -uaan ~.f817-002 ~¢1828-0D02 «0000




o

86
—3
S, =U(IhI")
S.=W(n
3 =W (Ih")
2
Rxy = %(T,-cho - Y, C ~U . C -W_Cg)
¥Y=1

1 N
— - T
EPP = E IZi Zil

N =
ECM= S z. - 257
- .Z( P4
N (=L
*.2
1 N (Z - ZF
ECS = 2——(2‘ = )
N =L Dy
1 L]
RMEDIA = 2 Z;
N L

1 o 2
VARR = E(Zi - RMEDIA)Y

N =L
L 2
VAREST = > (Z} - RMEST)
N =
i Z,7*
CORR = coeficiente de correlacion covarianza( )

~JVARR + VAREST

Todos los modelos calculados se muestran en la tabla 5. En general los modelos -
. = - 3 - - .. .
del tipo C] Ihl + Czlhl son mejores (error cuadrdtico minimo, error cuadrético estan-

darizado mds cercano a uno, mdxima correlacién, etc.) que los del tipo Co + C] Ihl +




TABLA 5

Quince modelos correspondientes a la primera opcidn

Modelo
No Co C‘ Cy RMEDIA RMEST VARR VAREST EPP ECS ECM CORR Ry
] 0.0 0.0 1.0 3.0264 3.0298 .53941 .55686 .036 044 0059 .9947 54.19
2  .4320E-3 0.0 .2714E-2 3.0264 3.0269 .53941 .55324 .033 7.208 .0057 .9949 0779
3  .1933E-2 0.0 J271E-2 3.0264 3.0254 53941 .54862 .036 4.168 .0050 .9954 .0509%
4  _1458E-2 0.0 .2324E~-2  3.0264 3.0265 .53941 .55102 .033 3.757 .0050 .9955 0601
5 0.0 -.4186E-2 .1867E-2 3.0264 3.0272 .53941 .55299 .033 1.908 .0052 .9953 .0&96
6 .1165E-2 0.0 .2861E-2 3.0264 3.0278 .53941 .55187 .032 3.954 .0051 .9954 .0655
7 0.0 -.4888E-2 .1854E-2 3,0284 3.0271 53941 .55271 .033 1.651 0052 .9953 .0486
8 .1926E-2 0.0 1196E-2 3.0264 3.0253 .53941 .54843 .036 4,297 .0050 .9954 .0504
9 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 3.0248 .53941 .54832 .032 1.077 .0049 .9955 .0602
10 .1393E-2 0.0 .2571E-2  3.0264 3.0266 .53941 .55133 .033 3.706 .0050 .9955 .0618
11 0.0 -.6227E-2 .1155E-2 3.0264 3.0266 .53941 .55145 .032 1.341% .0050 .9955 .0655
12 .1955E-2 0.0 .1159E-2 3.0264 3.0252 .53941 .54828 .036 4.327 .0051 .9954 .0500
13 0.0 -.8027E-2 .2054E-C 3.0264 3.0268 53941 ,55202 .032 1.026 .0051 .9954 ,0672
14 .2124E-2 0.0 B972E-3 3.0264 3.0246 .53941 .54710

039  4.696 .0052 .9952 .0473
15 0.0 -.7439E-2 .333BE-3 3.0264 3.0255 .53941 .54934 .032 1.171 .0049 .9956 .0618

L8
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c. i,

2 De acuerdo a criterios ya sefalados (ver capitulo 1V) el "mejor” modelo de ~

covarianza generalizada es: -.8228 x 10-2 thl + .1229x 10-3 I_hl:3 . Este modelo se uti
1126 para construir la tabla 6 (valores estimados y valores reales de los 85 puntos). Lla -
figura 27 indica la secuencia que se siguid para la obtencién de los modelos, donde cada
nimero indica el nimero de modelo de covarianza generalizada de acverdo a la tabla 5.

Sin soslayar el hecho de que gran parte de los datos a lo largo de los tendidos -~
sismicos estdn muy cercanos unos de los otros, las estimaciones fueron bastante aceptables
En el proceso de estimacién se observd que éste dependia casi totalmente de los dos datos
mds cercanos al punto a estimar. En la estimacién, un radio efectivo mucho menor al ran-

go podria ser empleado en interpolaciones en puntos aislados. Por ello, el "mejor" mode-

_ -3.3
lo de covarianza generalizada obtenido, -.8228 x 10 |hl + .1229 x10 |hl , nose --

considerd como el més representativo por el momento.

Consecuentemente, se decidid crear una segunda opcidn: eliminar informacién -
muy cercana al punto estimado (Figura 28). En este caso se eligié un radio igual a dos ve
ces el espaciamiento entre datos (.6 kms.). Con esto se logrd un modelo mds representa~-

tivo, al menos intuitivamente, para la interpolacién en dreas con datos distribuidos a

lo largo de Ifneas, como es el caso de los trabajos geofisicos,

Se utilizaron los mismos puntos dato para re-estimarse, sin embargo, no fué posi-

ble encontrar modelos de covarianza generalizada debido a que ninguno cumplia con las

condiciones establecidas en la tabla 1. Esto hizo necesario que se utilizaran puntos da-

to diferentes a los de la figura 26. Los modelos resultantes de esta nueva opcién apare-

o 3
cen en la tabla 7. Nuevamente se observa que los modelos del tipo C]|h| + Czﬂql son -

- -3
considerablemente mejores que los del tipo Co + Cylhl + Czlfwl . En la figura 30 s6 mues

ll
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TABLA 6 -

VALORES REALES Y VALORES ESTIMADOS UTILIZANDO EL,Z MODELO
DE COVARIANZA GENERALIZADA,

— 08228 E-2IN + 0.1229E-3

EL MODELO UTILIZANO ES EL

SIGUIENTE
co Cl c2 c3
«0240000 ~«0CB228 .a0c123 +200004
IP0O XX Yy 243,1P0) ESTINACION NW ERRQR ERRORZ2 VARIANZA
1 92 «4220 505 04U 3.70006 3.,7683 9 .0683 P LYY Y «025%%52
21 95 ,5%93p uT7.3130 3.850C 3.8 389 11 ~-.0111 «C00123 .0037g6
%l 96 =8980 24,8570 3.0200 3.0192 in -.0008 * Q00001 + 002301
61 97 «2560 33,8590 3.,6500 3.6397 - 8 ~,0103 « C0010S 006646
81 98 .0520Q 18.021Q 2.7500 2.7427 1n ~.0073 « 000053 «002543
101 9R «5720 312.6000 3.4000 3.4 045 12 +00AaS « 000020 +0p2229
121 99 .2010 27 .4280U 3.1200 J.1294 15 N1 3L « 20007 «003R62
181 99 .94 70 23,4990 3.0200 3.0189 12 -+0020 « CO000N +00S 356
161 100 ,61403 42 ,.,678Q 3.8300 3.8 398 8 0092 « 00009S « 003567
181 101 .2600 52.6180 54,0400 4,0u46% 12 «006% « LO00UZ2 «003534
201 101 .28 30 86,7540 3.7700 3.7888 8 .0188 «UCO354 +»OC8953
221 102 <4640 S6.4730 4.380G 3.9680 13 -.112C » (12547 «003527
241 132 «9590 63.758C 1.5500 3.5542 10 «0082 «C0O001E «002792
261 103 4870 48 . 353 3.7500 31.7505 12 «0005 » £0000C «0pS 758
281 108 .0870 19,0900 3.11C00 31.0288 1n ~.0812 +« 006598 «003326
301 10& .5870Q 26.734¢ 3.5100 3.8974 2 ~.0126 + 000160 +008556
321 105 0000 61.5580 3.7300 3.6627 16 0173 +C003gg «D01843
34} 105 ,6220 5043550 3.7500 3.7537 11 «p037 « 00013 «003700
361 106 .2130 60 2354 3.85pg 3.8592 13 «0092 « L0008 «.002193
381 1C6.798¢ 6626800 3.6000 3,6181 13 .0181 . * 0300326 .004078
401 107 .2490 24.10ST0 3.550¢C Jel8p7 12 ~-,0673 « 004534 «0037227
821 107 .88 13 58.379C I.4400 I.4461 2 +D061 +CC0O037 .002129
(TR 1Ng 32130 23,3610 3.3C0C 3.3u493 12 +0893 e (02832 «003387
461 108.9200 #%.1350 3.8000 3.7865 10 ~.0135 +« 000184 006756
481 109 .8850 €7.6520 3.51100 3.5179 13 «+0079 .C000613 008876
S01 109 .,9969 Spes170 3.2700 32179 11 ~+0521 «0p27,8 « 008273
521 110 .54 20 66,5280 3.5200 31.5¢28 16 0828 +CN18135 «003992
581 111.0760 45.0510 3. 7230 31,7206 14 «3906 . CODOOD «003522
561 1115790 71.0330 3.4500 J.4492 11 ~-.03%08 .00g 001 +002454
581 112.1670 323440 2. 7970 2.8293 12 «0393 « 001545 «C33209
601 112.7790 65.8880 3.44000 33681 11 0319 «C01020 + 008801
621 113.3310 S7.6800 3.1400 3.1584 9 <0188 « 000338 » 008303
641 113 78C0 33.887g 31,5090 3.3166 8 ~e1834 « 033620 002334
661 114 « 2860 72,4800 2.6000 26099 A «0099 +C00098 «001766
681 114.6800 61.963¢0 3.806NU 3.7009 11 ~+«1591 025298 «005862
701 115%.16C0 16,3670 3.0%0C 3.0446 13

~.005% .C00Q029 « 000832




115 .6400
116 .185g
116 .7420
117.3630
1177922
1183940
119.1010
119 7960
120.6143
121.1550
121066230
122.182C
122 .591C
123.035;
123.63C0
124 2480
124 <6670
125 .2060
125 .78%0
1263060
126 7330
127313C
1277943
128.2910
128 9020
1294250
129.9580
1305050
132.9842
131 7780
1322530
132 .8050
1333680
132.8770
134.3710
134 ,9899
135.6910
136.29C2
137.8710
128 ,6000
119 4170
140 .0190
140 ,7740
141 .4400
142,309
143.5400
144 ,9563
146 +5940

49 9480
1743770
W4 .1990
44.6880
189690
13.252¢
38.955u
20.962D
54 1290
3leb by
2248523
14,0534
12,919
5282543
Soed 600
S1e453C
SZ,945u
7648150
16,1650
3648350
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25477480
T6 8470
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11,923,
12 ,438C
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13.3“6U
32.0510
63,7cag
64 1210
7‘-12“0
$2.955u
35.1880
T.,4780
452970
638620
16,5980
5662190
6§.5610
9.3320
10,1357
31,348C
l‘a9SBJ
12.3710
10.450508
$9 ,9520
155930
27.5300

3.0400
2.800N0
3.330U
3e2,00
2.,780¢0
3,300C
3.730C
Cegul
2.8404
24433y
32400
2.88NG
24200
2.7800
3+3300
29470
T.1000
I 6CL
3.1y0p
3.2800
«8500
<2870
234N¢
2.920C
2+3400
2.4100
27100
2+660C0
J.4270
2e4 500
3.5000
343320
2.3400
3.3900
1.951¢
3.3170
«6700
2.790¢C
J.050C
1.04NC0
130800
149503
Z.2UC4
1.750C
1e60fu
1.4570
1200
2.5U0C
2.99N0

3.035% 19
2.8287 1?
3.3279 13
3ol 4590 2
27842 8
2.00U28 1?
36657 1"
209264 19
2.8“62 ll
Ju0C7 1N
3J.2416 12
24919 12
243570 8
2,7862 1¢
30&33“ 11
29470 11
3.1.57 14
3,603¢ 11
3e¢1%96 11
3.3C89 12

08267 Q
3.3902 1?2
243561 a
2.9506 Q
2.3340 12
244105 f
2.,7322 11
2e547C 19
3.4 ,45 17
AL R LY 19
3.4776 1,
3.,33CO Q
249E86 12
3.3825 17
3.,2499 13

«6735 9
278698 12
J a5 446 1"
1.0391 9
1.3115 10
140643 11
Je2111 12
1.6548 12
146099 2
tel 193 11
3e1183 fa
2,497 10
2.9810 a

TABLA 6 { CONTINUACION)

'-00“6
«0287
-<0N21
-+0010
«J042
«qgn28
~e0643
086N
00062
«0007
0016
«0219
-.0630
+0062
.0734
«097C
«07587
1415
,089¢
.gzag
-e0233
«0102
0016‘
+0306
-«0060
«070s%
«0223
-,113¢
--0055
-.0054
-e0224
-+00C0
~+011y
'-0075
-+1007
-.0601
«003s
‘00002
W46
-.000"
-.0265
~.0257
0111
-.05%2
«0N9Y
~“e0307
'00017
-.0043
~+009C

. 000021
* 300826
. 000008
«C0O0001
«.LC0018
« CO000g
+C0ON131
«CN2158
.CCo038
«L73000
«C0gpoo2
«LD08 78
03964
.L00011
«0C0049
*o0033
«C20687
.L02462
+CNO 784
» 500544
.0N0103
« 600258
+C00938
. 600037
- CCOA00
. Chou98
.C12778
- C00030
. 000030
« 063500
« 300000
.C001 3n
- (00056
610150
«3503610
.030912
«{000GCH
L2L4621
. 009001
«300701
«u00661
000123
«C03051
+u30099
eCLOGH2
+.CCONO7
«LCON1A
.C00081

90
l

+003432
« 008720
+003340
+003009
0003525
«002%89
«U0THTS
LA LLY)
«GUGL24y3
«0C1949
« 00N 142
007378
.0,57““
035‘029
«+U03848¢
«001959
«J018¢5
«CO5¢676
«COB%09
L,00N3412
« 009095
*003%00
0050873
«005%38
-cc.“98
« 000845
U239
«00%5 20
.uC81an
aaosﬂﬂb
«203678
«0035%21
«0053732
« 005698
« 0% 140
« 005654
«G019C2
+0C4531
+G0o5pn00
.001988
«303520
005117
«GO3SES
+C03082
«0035%%
- 02832
L8909
03307
+U02CaNH
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FIG. 27

SECUENCIA DE OBTENCION DE MODELOS DE COVARIANZA GENERALIZADA
CORRESPONDIENTES A LA ESTIMACION DE 85 PUNTOS DATO
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a)

FIG. 28
ZONA DE INFLUENCIA CONSIDERADA (RAYADA ) PARA LA
ESTIMACION DE Zo

a) primera opciodn
b) segunda opcidn




No. Co

1 0.0
2 .2058E-3
3 0.0
4 ,4084E-4
5 0.0
6
7
8
9

coo0O0O
coooo

Modelo
<

0.0

0.0
.4765E-2

0.0
.3266E-2
.2483E-2
.2465E~2
.2619E-2
.2560E-2

TABLA 7

Nueve modelos correspondientes a la segunda opcidn

G, RMEDIA

1.0 3.0551
.3114E-2  3.0551

.1463E-3  3.0551
.1235E-2  3.0551
.3696E-3  3.0551
.9703E-3  3.0551
J1212E-2  3.0551
.1188E-2  3.0551
L1199E-2  3.0551

RMEST

3.0621

3.0603
3.0556
3.0612
3.0563
3.0576
3.0579
3.0578
3.0578

VARR VAREST EPP

.36061
.36061
.36061
.36061
.36061
.36061
.36061
.36061
.36061

.35836
.35844
.34865
.35879
351N
.35510
.35561
.35543
.35550

067
.064
.056
.065
.057
.060
061
.061
.061

et et ot = N = W

ECS

014
.187
.301
.108
736
.959
.891
.808
.838

ECM CORR

.0099
.0090
.0066
.0093
.0067
.0073
.0074
.0074
.0074

.9863
.9875
.9909
.9871
.9907
.9899
.9896
.9897
.9897

262.6
.0365
.0284
.0417
.0256
.0240
.0243
.0241
.0242

£6
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FIG. 30

SECUENCIA DE OBTENCION DE MODELOS DE COVARIANZA GENERALIZADA
CORRESPONDIENTES A LA ESTIMACION DE 89 PUNTOS DATO
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tra esquemdticamente la secuencia de obtencidn del "mejor” modelo. Los puntos date -~
que se re~estimaron fueron 89 (figura 29) y el "mejor” modelo que se obtuvd fué:
2

~L -3-3
-.4765x10 Ihl + .1463x10 3|h| - La necesidad de demostrar la validez de lo supues

to en la segunda opcidn sobre la primera opcién hizo que se probaran los mejores modelos
de ambas opciones en condiciones similares. Rimeramente se utilizaron los 85 puntos dato
correspondientes a la primera opcidn y se hizo variar el radio (RIN), para desechar infor-

macién, desde 0.0 hasta 3.5 kms. y con ello realizar la re~estimacién empleando el "me

jor " modelo de cada opcidn. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 8. De acuer

do al error cuadritico medio la diferencia entre ambos modelos es despreciable para cual
quier situacién. Esta diferencia, por el contrario, se hace notable cuando se considera el
error cuadratico estandarizado (ver columna ECS). Les dns modelos tienden por un lado,

a suavizar el fendmeno conforme aumenta el radio para desechar informacién y por el -

otro, a hacerlo més irregular cuando dicho radio (RIN) es pequeito, de 0.0 a 0.6 kms.

(ver columnas VARR y VAREST). De todo ‘o anterior resulta que el "mejor” modelo es:

-2 . -3 .3
-.8228x 10 thl + .1229x 10 1hl

el cudl corresponde al "mejor" modelo de la --
primera opcion.

Pasteriormente, se hizo la re-estimacion de los 89 puntos dato bajo las condicio-
nes ya descritas (vecindad anular), obteniéndose los resultados de la tabla 9. En este ca
so los resultados de ambos modelos son similares, segln el error cuadrdtico medio v el --
error cuadrdtico estandarizado, para radios (RIN) de 0.0 a 0.6 kms. Sin embargo, a -
partir de un radio de un kilémetro la diferencia vuelve a hacerse notoria, como en el ca
so anterior, segln el error cuadrdtico estandarizado. El modelo propuesto en el caso an-

terior continua siendo el "mejor" para esta nueva situacion.
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TABLA 8

Comparacion de modelos de covarianza generalizada
basados en ia estimacion de 85 puntos dato

Modelo

< G, RMEDIA  RMEST VARR VAREST EPP ECS ECM  CORR Rx

.53941 ,54832 .032 1.077 .0049

.9955 .06021
.53941 .54893 .032 1.841 0049 9956 .06135

.8228BE-2 ,1229E-3 3.0264 3.0248
.4765E-2 .1463E-3 3.0264 3.0252

.8228E-2 .1229E-3

.0264 2.9965 .53941 .55530 .101 1.871
.4765E-2 .1463E-3

.0264 2.9922 .53941 .55107

w W

.0565 .9493 9.963
099 2.705 .0525 .9530 9.148

.0264 3.0087 .53941 .52656 .092 1.735 .0204 .9813 .,2799
.0264 3.0092 .53941 .52824 .091 2.852 .0204 .9813 ,3019

L9941 .53941 52747 166 1.861
L9952 .53941 .52887 .117 3.083

.8228E-2 .1229E-3
.A4765E-2 .1463E-3

w

w
-—

.8228E-2 ,1229E-3

.0264
.4765E-2 .1463E-3

.0264

ww
NN

.0305 .9725 2.369
.0312 .9718 1.122
.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9937 .53941 .52612 .121
.4765E-2 ,1463E-3 3.0264 2.9955 .53941 .52871 .122

[*]

.124 .0332 .94699 .6389
.529 .0340 .9691 .7535

wN

.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9886 .53941 .53831 .130
A4765E-2 .1463E-3 3.0264 2.9901 .53941 .54176 .130

.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9997 .53941
A765E-2 (1463E-3 3.0264 3.0015

071 .0370 .9670 .8296
.423 .0382 .9659 1.020

w N

52891 .125 1.813 .0335 .9694 .4354
.53941 53362 .125 2.908 .0338 .9691 .4878

ww
oo

W w
R,

L6
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Modelo
C

.8228E~2
.A765E~2

.8228E-2
.4765E-2

.6228E-2
.4765E-2

.8228E-2
.4765E-2

.8228E-2
.A4765E-2

.8228E-2
.4765E-2

.8228E-2
.4765E-2

TABLA 9

Comparacién de modelos de covarianza generalizada

basados en la estimacién de 89 puntos dato

Co

. 1229E-3

. 1463E-3

.1229E-3
. 1463E-3

.1229E-3
.1463E-3

.1229E-3
. 1463E-3

.1229E-3
. 1463E-3

.1229E-3
.1463E-3

.1229€-3
.1463E-3

RMEDI A

3
3

ww w w

w W

3
3

3

.0551
.0551

.0551
.0551

.0551
.0551

.0551
.0551

.0551
.0551

.0551
.0551

.0551
3.

0551

RMEST

3.

3

3
3

3
3

3.

3

0577

.0580

.0568
.0556

0576
0611

.0549
.0548

.0637
0621

0614
.0607

0832

.0803

VARR VAREST

.36061
.36061

.36061
.36061

.36061
.36061

.36061
.36061

.36061
.36061

.36061
.36061

.36061
.36061

.36396
.36014

.35326
.34865

.35233
.35590

.32747
.32485

.33240
.33035

.32899
.32640

.37141
.36663

EPP

.028
.027

.058
.056

075
.077

.098
.100

.107
107

.108
.107

.130
.134

ECS

.740
1.026

.867
1.301

1.088
1.786

1.158
2.287

1.136
2.345

1.078
2.247

929
}.499

ECM  CORR
.0027 .99&2
.0027 .9963
L0069 .9904
.0066 .9909
.0120 .9832
.0143 .9801
.0188 .9738
.0200 .9721
.0223  .9487
L0234 .9672
.0244 9657
.0245 .9656
.0468 .9372
.0398 .9462

.0082
.0090

.0277
.0284

9.775
3.001

.1370
.1688

.2364
.3336

L2941
.3710

78.85
19.91

oo

w w

w W
wr

NN
U

oo

86
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Respecto al tiempo de cémputo utilizado para la identificacidn de la covarianza -
generalizada éste fué de 59 segundos de CPU, empleando 15 iteraciones (ver tabla 5), ~
Este tiempo pudo haberse reducido en un 30 por ciento aproximadamente, si sélo se hubie
sen considerado los modelos del tipo Cllil + Czlﬁl3 a partir de la quinta iteracién. El ~
error cuadrdtico estandarizado de los modelos del tipo Co + C,lﬂl + Czl—ﬁl3 tiende a esta
bilizarse alrededor de un valor igual a cuatro, por lo que no debis haberse insistido en ~
su uso. Esto es mds claro en la tabla 7, pues de todos los modelos calculados sélo dos de
ellos son del tipo Co + Cllel + Czﬁ;la .

Por otro lado, para valorar la efectividad del método se construyeron las tablas 10
y 11. En é&stas se compara el modelo inicial de covarianza generalizada con el "mejor”
modelo de covarianza generalizada. Para el caso en que se considera informacién muy --
cercana al punto a ser estimado, la diferencia no es muy notable segin el error cuadrédtico
medio, para ambos modelos, aunque no sucede lo mismo con el error cuadrtico estanda-
rizado y con el término Rx} (suma del cuadrado de las diferencias entre el error de kriging
cuadrdtico y el error tedrico de estimacion). Sin embargo, cuando se empieza a ampliar -
el radio (RIN) los resultados son bastante diferentes, notdndose claramente el mejoramien
to en la estimacidén y la minimizacién del término Rxy.

Con el "mejor" modelo de covarianza generalizada se llevd o cabo la estimacion -
de una malla de 38 x 31 nodos, o que requirié un tiempo de 44 segundos de CPU. la ma-

lla se configuré dando como resultado el mapa de la figura 31. En la figura 32 se presen
ta el mapa de desviaciones estdndar asociado a dicha malla.

La imposibilidad de conseéuir datos de andlisis de velocidad correspondientes al Grea

de donde se tenia informacidén de tiempos de reflexidn impidié que se llevara a cabo la -




TABLA 10

Comparacién entre modelo inicial de covarianza generalizada

y "mejor" modelo de covarianza generalizada utilizando infor
macién de la figura 25.

Co

oo
oo

Modelo

C
1

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E~2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-~2

0.0
.8228E-2

2

1.0
.1229€-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

ECS

.044
1.077

.047
1.871

.036
1.735

024
1.861

.025
2.124

.025
2.07

.008
1.813

ECM

.0059
.0049

.0900
.0565

.0712
.0204

.0845
.0305

.0797
.0332

.1101
.0370

L0553
.0335

R

54.190
.06021

274.10
?.9630

1156.0
.27990

19,110.

2.369

7378.0
.6389

11,140.

8296

15,280.

.4354

RIN

oo
oo

oo
o o
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W W
oo
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TABLA 11

Comparacion entre modelo inicial de covarianza generalizada

v "mejor" modelo de covarianza generalizada utilizando infor
macién de la figura 29.

oo

oo

oo

oo
oo

oo
oo

Modelo
<

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

0.0
.8228E-2

C2

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

1.0
.1229E-3

ECS

.034
.740

.014
867

.013
.088

.008
.158

.007
.136

.007
.078

.008
929

ECM

.0040
.0027

.0099
.0069

.0172
.0120

.0307
.0188

.0282
.0223

.0364
.0244

.0503
.0468

Rxy

69.13
.008171

262.6
.0277

1025.0
9.775

6853.0
.1370

6301.0
.2364

7613.0
.2941

2.35E+6
78.85

NN NN
e

oo

ERe)
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migracion de estos Gltimos. Sin embargo, se presenta un ejemplo con datos ficticios de ve

locidad que ilustra la manera como se hubiera realizado el proceso con datos reales.

El mapa de la figura 33 muestra una serie de datos de ' velocidad" en los que se =~

efectud el suavizamiento por kriging (método de covarianzas generalizadas). Primero se ~

calcularon varios funciones de covarianza generalizada para los datos y de éstas se eli-~
<2 ™ T3 .

gi6 el modelo 214.7 - 16.491hi +0.0398lh!1" por ser éste el que restituia el valor de los

puntos con mayor precision ( 55.46 m/seg de error promedio en datos que variaban de -

2700 a 2900 m/s). Esta funcidn de covarianza se empled para re-estimar (en este caso

suavizar, por la existencia del término Co) las velocidades . El término Co <dlo apare-
ce en la diagonal principal de la matriz de kriging y no en el vector de términos indepen
dientes. El resultado fué el mapa de la figura 34 en el que puede apreciarse un suaviza
miento de la variable.

Si los datos fuesen reales, con las velocidades suavizadas y estimando los gradien-

tes de tiempo por kriging (ec. 3.13) se habridn calculado las nuevas posiciones de los -

puntos migrados mediante la ecuacién 5.9 .
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CAPITULO \21

CONCLUSIONES

El kriging es el método que proporciona el mejor estimador lineal insesgado en el -

sentido de varianza de estimacién minima (Journel, 1978).

Este es el Gnico método que toma en cuenta la estructura del fendmeno bajo estudio
(a trevés del semivaricgrama o covarianza) y proporciona una medida del error al efectuar

estimaciones (varianza de estimacién). Sin embargo, presenta dos limitaciones que hacen

que su empleo no sea el mds apropiado en todos las casas:

- Excesiva tiempo de codmputo, en comparacian can otras métados convencionales
de interpalacion.

- Base tedrica extensa y na muy sencilla. Esto provoca que en algunos casos se -
haga una incorrecta aplicacién del método o se elimine como una posible alternativa.

Estas desventajas no san muy apreciables en el ejempla No. 1, ya que los costos -
difieren muy poco. Como se dija anteriormente esto se debié a que la configuracién de -
los datos es repetitiva y el patron geométrico de estimacidn es constante de una celda a

atra (ver figura 22). Este mismo factor determind que el método de relajacion necesitara

de un algaritmo muy sencillo para su aplicacian.

En el casa de una distribucidn irregular de las datos, los das métodos resultarian
sumamente caros. Por un lado la aplicacidn del kriging implicaria resolver un sistema de
ecuaciones para cada punto a estimar. Por otro, la relajacién involucraria mayor comple

jidad por las transformaciones de un espacio irregular a uno regular y viceversa (ver Bo-

londi, Rocca y Zanoletti, 1975).
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Existen casos fuera del campo de la mineria en los cuales lo aplicacidn del ki~
ging estd plenamente justificada. La caracterizacién de un determinado horizonte geolé
gico con informacién obtenida a partir de nicleos de perforacidn y/o sismologia de refle
xidn son ejemplos de lo anterior.

La obtencién de nicleos es muy costosa por lo que los sitios de muestreo se deben
limitar. A partir de esos pocos datos el kriging puede proporcionar un modelo del hori-
zonte geoldgizo con una medida asociada de incertidumbre. Esta Gltima informacidn ex-
presada a través del mapo de desviaciones estdndar proporciona un criterio lagico para -
seleccionar nuevas localizaciones de barrenos. Con esto se logra resolver el problema de
obtener la mdxima informacidn con el minimo de muestras.

En el caso de fendmenos no estacionarios el kriging universal produce mejores re
sul tados que el kriging normal como pudo observarse en el primer ejemplo de aplicacion,
debiéndose bésicamente al uso en el sistema de kriging normal de un semivariograma so-
breestimado.

El mejoramiento al efectuar la estimocidn por medio del kriging universal se ve -
afectado por un incremento en costo de tiempo de cdmputo, cuando los datos no estén -
regularmente espaciodos a lo largo de lineas y ademds se desea una estimacion dptima -
dei drift. Para la estimacién dptima del drift en un punto en base o N datos circundan

tes, es necesario resolver dos veces (paro un drfit lineol) o seis veces (pora un drift cuo
drético) un sistemo de N'hq ecuaciones, donde q es el nimero de monomios del drift -
osociado.

En el método de kriging universal la dependencio entre drift y semivariogruma

obligo a utilizar un método recursivo para la inferencia de ombas funciones, a partir -
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de una sola realizacién. En contraste, el método de covarianzas generalizadas, al filtrar
el drift, requiere Gnicamente la inferencia de la funcién covarianza generalizada para su

aplicacién.

Otra ventaja del método de covarianzas generalizadas sobre el kriging universal
es que puede ser enteramente programable.

En el contexto de la sismologia de reflexién, el kriging empleando covarianzas -
generalizadas ha sido considerado como "una herramienta geofisica cara que mide algu-
nas propiedades simples del subsuelo” (David, 1975). Adn asi, el kriging es redituable -
debido a que el procesamiento de datos sismicos (para no hablar de la prospeccidn sismi

ca ensi) siempre ha sido costoso por su complejidad matematica.
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APEN D IC E |
DESARROLLO DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

DE REGRESION DE LA COVARIANZA GENERALIZADA

Sean p

7.

el nimero total de puntos omitidos, Z(§°i) el i~ésimo punto omitido y
. los pesos asociados a su estimacion en las siguientes expresiones

P

R= 3> [(error de lncriging)2 - error tedrico de estimacién ]2
rxl m 2

- it(z)\ 2G)) - S SN K] ()

rsl =) IO |

error de kriging = z )\ Z(x ) - Z(§ ) (2)

error tedrico de estimacién = z ZX ij - 2 Z)\ Ki, Ko o (3)

e )‘ '

Sustituyendo ecuaciones (2) y (3) en ecuacidn (1) y definiendo Rx como uno de

los sumandos de R tenemos:

A _ AL wm
Rx = 1 (SN, Z(x;) -2(§°)| ZZ + 23 N:K Ko o (4)
=L ! L k‘ | \:L '
2
b4 R:’iRXr (5)
Yal
Cabe hacer la aclaracion de que:
v W — e — = —_ —
l:x}z-k)\i)\iKiiz MMK AR K # - MM Ky
+ xz)\]Kz,] L +
+ )\n)\]Kn" R + NN Kpon
donde K"‘=K2’2=...... = K K(0)

por lo tonto:
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sz N Ky 2x K(0) +ZZ (h)

(6)
L yL isL =) .)tL
Consideremos el modelo el modelo més general de covarianza generalizada:
™ 3 e
K(h) = thi + 2|h| + Cglhl
K(0) =

entonces sustituyendo este modelo en ecuacién (4) y tomando en cuenta ecuacién(6) --

tenemos:

=t<§'xiz<ii>-z<;o)1 2 CoS AZ - S S Cy iRyl + czﬂ;iﬂs

— 5 =3 — - 3 - 5
+C3Mh "] + 22 NG Th; o1 + Colhil™ + Cylhyl

] - Col
™ _ "“.-2
=[__L)\ Z(x;) - Z(%, 1% - Co(%)\i +1)
v W - W\_i\ —
-C](E:\:?\i)\ilhiil - 22M R 1)
SESAA. A% -2 A3
IR A el M I wr Vi o
-G 2N R - 23N 1)
el Vbt L ! 1o
Definiendo:
W
T=02 N, 2%, - Z(x )]
X(6)= = A2 .
Yih) DA Rl - 23N, i
IS, [ L ' 10
u(ihl )%?k N had - 2\2;7\;'-'*_;0' 3
....... m._ . 5
WH®) SN Fa® - 2 20
U-Lr L=

y sustituyendo en Rx tenemos:

Rx = (T - XCo - YC) - UCy - WC,) (7)
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asl como :

2
"=;§.—1Rx<r> = ST, =X G -Y, G- U, -WCy ()
- Y=

para obtener el minimo de R, derivamos parcialmente con respectoa X, Y, U vy

W e igualamos a cero las derivadas,

DR - 25 (T, _ - YrCl - UrCohr-W_Ca(=X [)=0
—Sa é.r XrCo v 1 r-2 r,@ r

y simplificondo.

e

cozx + =X, Y,+c22x ,+c32x W, ZT-x
ral =\ ral r=y

De manera similar, calculando R , R y OR , igualando a cero -

cada derivada parcial y reordenando términos se llega al siguiente sistema de ecuacio-

nes simult&neas'

CoZX rc, Sx CY, o+ i cava s

vay 1l w1

P
conv +cZY + Z
=

=) v=L

P
u, + c3'ZY W=7, Yr

P
2 L d
Co%XU +C,. 2Y U +c22u +cZuw =>T U
eLoror Tyt Foor v=L 3 ve1 r

L

>3 :
co'Zx W+ 2y W +c22u W +C3Zw =27 W
Y=\ Y2l vy T r

Resolviendo el sistema anterior se obtienen los coeficientes del modelo més general

— - -5
de covarianza: Cod + < Iht + C2|h|3 + C3|h|

, pero el sistema también incluye la

solucién de todos los demds modelos de covarianza. Por ejemplo, si ¢l modelo que se de-

- -3
sea calcular es del tipo C,thl + Czlhl , se resuelve el sistema que queda al considerar

- 5
iguales a cero todos los términos e incégnitas asociados al efecto pepitay |hl (o sea

Co=0,Cq=0,X=0y W=0).




o

v e A

= Ryt e

ne

Asf el sistema a resolver es:

4 \d
C]?;l o+ ngﬁ U, =ZT.Y,
hd L4
2
clav U + C&ZU, =2T.U
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APENDICE I
FORMULA DE TIEMPO VERTICAL DE REFLEXION

PARA UN CONTACTO TRIDIMENSIONAL INCLINADO

Considérese el plano X-Y como horizontal (ver figura 36) y el eje vertical Z --
apuntando hacia abajo. La ITnea OP de longitud h es perpendicular a un plano buzante

que intersecta el piano X-Y a lo largo de la linea MN si se extiende suficientemente.

FIG. 35

Vista tridimensional de la trayectoria de un
rayo reflejodo en una capo buzante.

Sean 8y, 8, y 63 los dngulos entre OP y losejes X, Y y Z,y 2, m, nlos -
cosenos de dichos angulos en ese orden; por lo tanto son los cosenos directores de OP y -
cumplen con la igualdad:

2 Y 2
L +m +n =1
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El dngulo @ entre MN y el eje X es el rumbo, mientras que 05 es el echado.

La trayectoria de la onda reflejada que Ilega al gedfono R en el eje X puede en
contrarse utilizando el punto imagen 1 . La trayectoria OQR tiene la misma longitud -~
que la linea IR que puede expresarse como el producto VT siendo T el tiempo de viaje

para el gedfono R. Las coordenadas de 1 y R son respectivamente (2hF, 2hm, 2hn) y

(X, 0, 0), por lo tanto tenemos:

2.2 2 2 2 2
VT =(IR) =(X-2h&) + (0~-2hm) + (0-2hn)

) 2 2 2 2
=X +4h (L +m +n ) - 4hix

22 2
VT =X +4h2-4h52x
2 2
2  4h X~ - 4hllx
T = (1 + )
V2 4l
2h X - 4hilx Yz
T= (1 + ————)
Y, 4h

como To = 2h/V , tiempo de reflejo en el punto de tiro,

\‘X2-4h1x 2 VL
Y )

2h

T=To(1+(

Haciendo la expansién binimial de la expresién anterior tenemos:

’2 ’

1 X =4h x 2 ] X2-4hx 4

T=TJo 1 + ( - ) - ( ——) +
2 2h 8 2h

ce s s o0
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X" - 4hix

T=To L1+ > ]

8h

Empleando la férmula anterior para sustraer tos tiempos de arribo en dos gedfonos

localizados en el eje X a distancias X =% sy haciendo 2s=AA x encontramos:

Ls Ax
DHTx= To(—) =
h \'
y despejando
ATx
£ = cos 8 = V( ) 1
A x

Si también se tiene un tendido en el eje Y:

ATy
m=cosB, =V (—)

2
2 Ay (2)

donde ATy es la diferencia de tiempo entre geéfonos separados por una distancia Ay

Av3

simétricos con respecto al punio de tiro.

Asimismo:

¥
n=c0593= [1—(22 + n’lz)]iL

21 2 Y2
sen83=[l—n]=(9\2+m )

(3)
Sustituyendo ecuaciones (1), (2) en ecuacién (3)
sen93=V[( ) o+ ) 1
A
X Y

y generalizando el problema:

- DT, LYY
G3=sen][V[(-—-——) +(——)2]L]
dx By

E! tiempo vertical para el gedfono R serd:

Tv =T cos 93

Monaeadibaste
1
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