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RESUMEN 

En este trabajo se presentan las bases teóricas fundamentales del kriging en sus tres 

variantes: kriging normal, kriging universal y el método de covarianzas generalizadas. Se 

hace notar la versatilidad del kriging para llevar a cabo no únicamente la estimación pun 

tual sino también la estimación de derivadas y valores promedios sobre volúmenes. Por ser 

el método de covarianzas generalizadas la teoría más recientemente desarrollada y por re-

presentar ésta el enfoque más general al problema de la estimación, se desarrolla Íntegra-

mente el algoritmo necesario para su aplicación. Igualmente se analizan algunas técnicas 

de interpolación comúnmente empleadas en problemas geológicos y geofísicos, discutiendo 

se sus ventajas y desventajas con respecto al kriging. 

Se presentan dos ejemplos. El primero considera datos aeromagnéticos interpolados 

utilizando tres técnicas distintas: el kriging normal, el kriging universal y el método de - 

relajación. En el segundo ejemplo, se describe el proceso para la obtención de un mapa 

de cimas a partir de datos de tiempos de reflexión. Dos programas de cómputo son elabora 

dos con tales propósitos: el mejor modelo de covarianza generalizada correspondiente a - 

determinado conjunto de datos es definido en el primer programa cuyos resultados son ma-

nejados, con propósitos de interpolación, por un segundo programa de cómputo. 
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CAPITULO 	I 

INTRO DUC CION 

En el campo de las Ciencias de la Tierra el mapeo de estructuras geológicas subsuper 

ficiales así como el de variables geofísicas (velocidades sísmicas, tiempos de reflexión, gra-

vedad, etc. ) es de primordial importancia para la interpretación, ya que constituye la ba-

se de futuros desarroltos en la exploración y explotación de recursos naturales. 

Puesto que la caridad de información disponible es limitada, ya sea por su costo o 

por ser ésta técnicamente inaccesible, la aplicación de métodos de interpolación resulta ne-

cesaria en la obtención de información adicional . 

Existen muchos métodos de interpolación, algunos diseñados especialmente para re-

solver problemas específicos (generalmente con enfoques determinrsticos), pero ninguno de 

ellos aplicable en todas circunstancias. La aparición de la geoestadrstica como una metodo 

logra de estimación que no se limitó a agregar, a la Geología, técnicas estadísticas conven 

cionales, sino que, ante la necesidad de resolver ciertos problemas geológico-mineros, en-

riqueció el significado de términos ya conocidos y creó otros nuevos, lo cuál permitió ana 

tizar objetivamente las ventajas y desventajas de los demás métodos de estimación. Así, - 

se llegó a la conclusión de que unos métodos de interpolación tienden a considerar a la va-

riable a estimar como una variable totalmente aleatoria, sin considerar las posibles relacio-

nes existentes entre los distintos valores que la variable puede tomar en diferentes puntos. 

Otros métodos no pueden proporcionar una medida del error que puede esperarse al efectuar 

la estimación. El método kriging es el único que toma en cuenta las relaciones estodrstico-

espaciales de la variable y proporciona además, una medida del error en lo estimación. 



En sus inicios(1960), la técnica del kriging fué empleada exclusivamente como - 

herramienta en la evaluación de yacimientos minerales; actualmente la teorra en que .... 0... 

esta basada(la teorra de las variables regionalizadas) la hacen un método general de esti 

moción que puede aplicarse a cualesquiera fenómenos distribuidos espacialmente. 



CAP ITU LO 	II 

CONCEPTOS BÁSICOS DE LA GEOESTADISTICA 

II. 1) Definición de variable regionalizada 

Una variable regionalizada es una variable aleatoria distribuida espacialmente. 

Matemáticamente, una variable regionalizada Z(1) es una función definida en un espacio 

n-dimensional cuya representación no es simple y que presenta características tales como: 

a) Localización y soporte geométrico(puntual, superficial o volumétrico). 

b) Continuidad, la cuál puede clasificarse en tres tipos principales(figura 1): 

- Altamente continuo, tal como el espesor de una formación geológica, el campo 

magnético terrestre y los tiempos de reflexión de un contacto litológico en una &ea de --

tectónica suave. 

- Continuas, donde las variables aleatorias presentan un aspecto aleatorio local, 

pero que en conjunto muestran zonas donde los valores tienden a ser regulares. Como ejem 

plos de variables aleatorias continuas pueden citarse la porosidad, la saturación de agua, 

la permeabilidad, etc. 

- Discontinuas, donde las variables muestran una marcada aleatoriedad, tal es - 

el caso de las velocidades sísmicas calculadas a lo largo de un perfil mediante el analisis 

de velocidades. 

c) Anisotropra, donde las variables aleatorias regional izadas presentan direcciones 

preferenciales de variabilidad. 



FIG. I 

CONTINUIDAD DE LA VARIABLE 

a).- Variable muy continua 

b).- Variable discontinua 

c ).- Variable continua en promedio 
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II. 2) Inferencia estadística 

La idea básica de la teoría de las variables regionalizadas es considerar a la fun 

ción z(x) como una realización de una función aleatoria Z(7), esto es, considerar al - 

único valor numérico z(10), en el punto Ro, como la realización de un proceso aleatorio. 

De esta forma para hacer posible la estimación del valor de una variable en un 

punto desconocido, es necesario encontrar las características de la función aleatoria Z(x) 

a partir de una realización de dicha función. Esto puede lograrse si introducimos hipótesis 

acerca de la estacionariedad de la función aleatoria. 

III. 3) Hipótesis de estacionariedad 

III. 3. 1) Hipótesis de estacionariedad-débil 

Esta hipótesis rara vez se adopta en fenómenos naturales y esta dada por dos con 

diciones: 

- El valor esperado de la variable regionalizada es el mismo sobre todo el com 

po de interés R. 

E f Z(1)1 = m, 	íc E IR 	 (2.1) 

- La covarianza entre dos variables aleatorias separadas por un vector h depen 

de exclusivamente de h . 

E [(Z(1 +171) - m)(Z(X) - m)] = C( 	) 	 (2.2) 

La varianza de lo función aleatoria Z(x) se obtiene al hacer F.1 = .5 en la -- 

ecuación anterior, es decir : 
2. 

var (Z(5)1 = E [Z(7) - m1 = C( ) 
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El proceso aleatorio tendrá una covarianza finita si la varianza de la variable --

aleatoria es finita, var [Z(31)] < co . Esto implicará que la función aleatoria Z(1) sea 

homogénea. Ejemplos de tales funciones se encuentran comúnmente en el analisis de se-

ries de tiempo(la variación secular del campo magnético o los movimientos de marea). 

II. 3. 2) Hipótesis intrrnseca 

Puesto que en muchos casos la condición de varianza finita no se cumple, resulto 

necesario introducir un nuevo tipo de hipótesis que considere a los incrementos, más que 

a la variable misma. La hipótesis intrrnseca establece que: 

E LZ(Tc + g) - Z(W)] = O , -V- >71. IR 	 (2.3) 

var [Z(.1 +b) - Z(Z)1 = 	 (2.4) 

donde a la función t(h) se le nombra semivariograma. 

Considerando la ecuación (2.3) en la expansión de la ecuación (2.4) se puede --

obtener la expresión siguiente: 
2 

var [Z.(7( +TI) - Z(1)] = E [Z,(1+1) - Z(7)) 	 (2.5) 

II. 4) Semivariograma 

Todas las características esenciales de la variable regionalizada tales como, con 

tinuidad, anisotropra y zona de influencia, se encuentran representadas en la función -- 

semivariograma 

La función semivariograma esta definida según las ecuaciones (2.4) y (2.5) como: 

Vs (h) • = 1 
2 
 E [Z(R +) - ZOO] 2 
	

(2.6) 
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II . 4. 1) Estimación del semivariograma 

Cuando la variable regionalizada balo estudio satisface la hipótesis intrínseca, el 

semivariograma )1‘11) puede ser estimado únicamente en base a las diferencias cuadráticas 

de dos variables aleatorias regionalizadas espaciadas una de la otra por un vector h . 

Si las muestras están separadas regularmante a lo largo de un perfil, el semivario-

grama puede estimarse para valores de h múltiplos de la unidad de separación por medio - 

del estimador: 

1 
* [Z(ii;  + 	- Z(Ri)) 

2 

2 N(h) L=1 
(2.7) 

siendo Z()71) y Z(7ci  1-171) los datos y N(1) el número de pares de datos separados 

por un vector TI. 

En el caso de datos irregularmente espaciados en el plano, la estimación del se-' 

mivariograma se hace más difícil, ya que es necesario agrupar los datos por clases de dis—

tancias y ángulo de tal manera que las diferencias medias cuadráticas puedan calcularse. 

II. 5) Propiedades del semivariograma 

Entre las propiedades más importantes del semivariograma caben mencionar : 

(-O) = 

\I (E) = t(-11)0 

II. 5. 1) Zona de influencia 

Es la región donde las variables aleatorias son estadísticamente dependientes. 

Esta región se define por la distancia L llamada rango(figura 2) a partir de la cual el - 

semivariograma tiende a estabilizarse alrededor de un valor límite, denominado meseta. 



Y (h) 
C 

C ( o ) 

 

( 	=C ( o ) 

rch 

C(h) 

 

 

AUSENCIA DE CORRELACION 

(ESTADISTICA) 

C 	) =O 
L 

ZONA DE CORRELACION 
(GEOESTADISTICA) 

FIG. 2 

GRAEICA DE LA FUNCION SEMIVARIOGRAMA Y COVARIANZA. 

8 



9 

Este valor limite es igual a la varianza de los datos, 

( co ) = var [Z(x)] = C(0 ) 

A los semivariogramas caracterizados por el valor de su meseta y de su rango, se 

les conoce como modelos de transición y corresponden a funciones aleatorias estaciona— 

rios de segundo orden( y por ende intrínsecas). 

II. 5. 2) Comportamiento en el origen 

Del comportamiento del semivariograma cerca del origen se pueden diferenciar -- 

cuatro formas principales(figura 3): 

1) Parabólica: I(h. =.1 )A 11-112  cuando i; —+ 0. El semivariograma es dos veces dife 

renciable y caracteriza a una variable extremadamente regular . 

2) lineal: \Pii 	A 111 I cuando h--1,  O. En este caso V(r1) corresponde a una 

variable menos regular que el anterior( es continuo, pero no diferenciable en el origen). 

3) Discontinuidad en el origen, 

I rm V‘(17-1 ) = Co , 	Co>0 
h 	0 

La discontinuidad en el origen puede observarse en el semivariograma de una va-

riable aleatoria muy irregular . Puntos muy cercanos muestran marcada diferencia entre sr, 

produciendo una varianza Co, denominada "efecto pepita". Este efecto refleja la existen 

cia de estructuras a una escala mucho más pequeña que la del espaciamiento de los datos. 

Errores en la medición también pueden dar origen a este efecto. 

4) Semivariograma plano, representa a una variable completamente aleatoria: 

(1 (.6) = O 

11 (17-; 	Co 	-Y- 71 > E. 

donde E. es una distancia muy pequeña en comparación con las distancias de las 

observaciones experimentales. 
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a) 
	

b) 

c) 

	

	 d1 

FIG . 3 

COMPORTAMIENTO 	DEL SEMIVA RIOGRAMA 
CERCA DEL ORIGEN 

o).- Tipo porobolico 

b).- Tipo lineo! 

c ).- Discontinuidad en el origen 

d ).- Aleotorio 
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II. 5. 3) Anisotropía 

lo anisotropía se detecta por un comportamiento muy particular del semivariograma 

a lo largo de diferentes direcciones(figura 4). 

II. 6) Modelos de semivariogramas 
v,. 

Con propósitos de estimación, los semivariogramas experimentales d ( h ) se ajus- 

tan a cierto tipo de funciones analíticas. La condición que deben cumplir dichas funcio—

nes para ser semivariogramas es que éstas sean funciones positivamente definidas. Los --

Modelos más comunes son los del tipo esférico, exponencial y lineal . Una clara exposi-

ción de las características de estos modelos ha sido dada por David(1976). 

(h)N-s 

FIG. 4 

ANISOTR OPIA 

Semivariograma caltulado en dirección N — S 
en 	contraste con otro calculado en dirección E — W 
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CAPITULO 	III 

KRIGING UNIVERSAL 

En el capitulo anterior se asumieron condiciones de estacionariedad en la función 

aleatoria Z(x), ecuaciones 2.1, 2.2 y 2.3, 2.4 . Sin embargo surge un problema cuan-

do tratamos con funciones aleatorias no estacionarias, esto es, cuando el valor esperado - 

de la variable regionalizada no es constante, sino que éste depende de la posición de la 

variable Z(Z): 

E [Z(31)] = m(1) 

El kriging universal resuelve este problema, ya que considera tipos de hipótesis --

menos estrictas que las anteriores. El kriging universal asume que el segundo momento de 

la función aleatoria tiene propiedades de estacionariedad dentro de una vecindad de toma 

no restringido y su valor esperado no es estacionario sino que varia de una manera regu 

lar. Si x y -1 +Vi son dos localizaciones dentro de una misma vecindad restringida, la - 

hipótesis del kriging universal establece lo siguiente: 

a) Para la variable Z(7c) 

E CZ(R)1 = m(5Z) 	 (3.1) 

cov [Z(x), Z(SZ +FI)] 	 (3.2) 

b) Para los incrementos de la variable Z(x) 

E EZ(ic +E) - Z(x)1 = m(x + h) - m(x) 
	

(3.3) 

var [Z(ii + 71) - Z(i)) = 2 fil-71) 
	

(3.4) 

A la función m(x) se le denomina en geoestadrstica "drift". 
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tárl razón por la cual el kriging considera únicamente los momentos de primero y - 

segundo orden en la variable regionalizada, se debe a que es un método que proporciona 

un estimador lineal insesgado. Dicho de otra manera, la evaluación del valor desconoci-

do de una variable regionalizada Z(7) en un cierto punto z a través de estimadores linea 

les, depende de los momentos de primero y segundo orden. 

Por otro lado, los estimadores "no-lineales" requieren para su utilización de la 

distribución conjunte de la función aleatoria Z(1), la cuál es imposible de derivar a par 

tir de la información disponible(al menos en problemas de Ciencias de la Tierra). 

La aparente desventaja de los estimadores lineales al no incluir la función de dis 

tribución conjunta, es compensada en cierta manera por su menor grado de dificultad en 

su aplicación. Tal desventaja no existirla en el caso de una función aleatoria Z(7c) dis--

tribuida normalmente pues en ese caso el mejor estimador(esperanza condicional) tendría 

la forma de un estimador lineal(Papoulis, 1965). 

III. 1) Interpretación física del drift 

Físicamente el drift representa la tendencia de la función aleatoria a lo largo de 

ciertas direcciones. El drift representa apariencias sistemáticas más que detalles esporádi 

cos. El concepto de anomalía regional en gravimetrra, corresponde al de drift. 

Si la función m(1) es irregular y aparentemente caótica, esta debe ser considera 

da como la realización de una nueva función aleatoria. 

Al igual que el semivariograma, el drift esta estrechamente relacionado a la es-

cala de trabajo. En geofísica por ejemplo, la anomalía magnética debida a un depósito 

de material ferromagnético en una escala de cientos de metros representaría claramente 

el drift. Sin embargo, esta misma anomalía(de interés en prospección minera) se conside 
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ro como una función aleatoria en un estudio cuyos propósitos fueran detector trampas es- 

tructurales de hidrocarburos, donde la escala de trabajo seria de decenas de kilumetros. 

El concepto de drift proporciona un medio para dividir a la variable regionaliza 

da en dos componentes: el drift m(x) y el residual Y(7c). El residual es la diferencia dé 

la variable regional izada y el drift, 

Y(x) = Z(7) - m(1) 

la interpretación de los términos m(x) y Y(X) es diferente a la dada por el ana-

lisis de superficies de tendencias(Watson, 1969). El kriging universal pone especial inte 

rés en el residual, el cuál se asume que no es totalmente aleatorio, sino que posee es--

tructura propia. Esto significa que para dos localizaciones I I  y -12 , los residuales Y(7<l) 

y Y(72) mantienen una relación que puede ser descrita como una función aleatoria de - 

la distancia. 

III. 2) Derivación de las ecuaciones del kriging universal 

Cuando la hipótesis del kriging universal es aplicada, el drift de la función atea 

torio queda representada por la expresión: 

m(X) =Zai  F (X) 
1.o 

en una cierta vecindad R. 

(3.5) 

El problema general a resolver es: dada una serie de datos Z. con soporte v. , 

Zo  = 	X Z. . Ciertos 

pesosX i  serán calculados de tal manera que Zo sea el mejor estimador lineal insesgado, 

es decir, con error cuadrático inrnimo . La cantidad Zo a ser estimada puede ser: 

estimar el valor Zo  en el punto xo  empleando el estimador lineal 



1) El valor de ZOO en el punto Si=i-co  

Zo = Z(10) 

2) lo derivada a lo largo de cierta dirección, 

Zo = 	I Z(x) I 31.„.1
o bu 

3) El valor promedio de Z sobre un volumen centrado en .10  

Zo - -- 
1 . 	Z(x) dx 

V(Z0) JV(570) 

Considérese entonces el estimador 

Zo*  =A Z.; 

El objetivo es determinar los pesos X; tales que Zo : 

a) Sea insesgado 

E EZOr  - Zo) = 0 

b) Tenga varianza de estimación mrnima 

var [Zo - Zo] mrnima 

De la primera condición 

E IZO-  - Zo] = E IZO - E [Zo] 

EtZ.0*3=±XIE[Zvi] =I ;  I  E [Z(7)) dx 
v• 	v• 

E [Zo] = 1 	E [Z(x)] dx 	 (3.7) 
V(x0) J V(x0) ' 



Puesto que nuestro objetivo es la estimación puntual, de ec. (3.7) se obtiene: 

E [Zo] = E [Z(R0)) = m(x0) 

Por otro lado si las muestras están definidas en un punto, de ec. (3.6) 

E EZól 	•,E tZ•e3 = 	• m(1¿•) 
" 

y por consiguiente, 

E [Zii - Zo] =Z X •m(7.) - m(1.0) = O 

16 

donde SZ; y —xo  son los vectores de localización. 

Considerando la ec. (3.5): 

E [Zo - Zo] = r )1/4i  z 011  f1(x.) - 2aIt f
t 
 (xo) 

1=0 
V*1 

= ZaiLEZXi f2(xi) - f1(x0)) 
ft,. o 	1.=1 

se obtiene, 

r-x ifi(x,) = fl(x0) 
	

Y =O, 1, 	n 

e „,0  

Este sistema de ecuaciones representa la condición de insesgamiento del estima - 

dor Zo . 

Si 1 fuese igual a O y f (x1) fuese igual a la constante ao  se tendría como --

condición de insesgamiento lo siguiente: 

i 
= ao 	 tX 1 = 1 

Como puede observarse en el sistema de ecs. (3.8) los coeficientes del driFt -- 

no intervienen. 

Haciendo intervenir la primera condición en el desarrollo de la segunda: 

var [Zó Zo] = E [Za; - Zo]2  = 	 1(Z(310 - Zo)(Z(Vci) - Zo)] 
17.1 1=1 
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xi  

var EL; - Zol = / X 
=1 

X i  E CZ(3c-i)Z(Ii) - Z(37i)Zo - ZoZ(ic-;) +Zoa.  

A- E [Z(10 - Zo]
2  + 	X 	E [Z(3-c.) - Zo] 

2 	 1"-' i 	2 

2 

±IX ñ . 	E 	- Z(ii.)]2 

Z=1 -1=1  	2 

var EZór  - Zo 7 = 	X ; (7- - ;<o  ) b.--1 • 
1±±X.X.?‘ 

1.1. I 	I o . . (i;  

var [2:11 - Zol = 	 -7(o  ) 1(31; - 
(74. 

(3.9) 

Obtener la varianza mínima, es un problema que puede ser resuelto por el método - 

de multiplicadores de Lagrange. Tomando en cuenta las restricciones dadas por la condi—

ción de insesgamiento (3.8), la función auxiliar es : 

- 	_ var CZo - Zol — 2 r 	i (rx 	fi  (x-) 	f 2  (x0)) 

91  son los multiplicadores de Lagrange. 

Calculando las k derivadas parciales de IP con respecto a los 	e igualandolas 

a cero, resulta en forma general : 

'>‘• i'((• —7c.) + 	€15c i) = 
S=1 1 	1  51=o 

(3.10) 

= 1, 2, ...k 

Asr el sistema de kriging universal esta constituido por los condiciones (3.8) y 

(3.10) : 



E CZo3 = 	X 1  E [Z.vi] =‘Z
y 
 ¡ v• 	v• 

E CZ(51)] dx 
t 
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ti 

X .8 (i-c•1  - 7) + 	uA  f (1.) = 	-7(0) 	i= 1, 	k 
3=1  I 	1 

' XT.0 

f9 (5ii) = f (x0) X=0, 	n 
1. 

 
(3.11) 

y su varianza de estimación es, 

var [Zo 	men - Zo] 	= 	X¡1(Z¡ 5(0) + 	f 2(10) (3.12) 

De la condición (3.8) se puede demostrar que el kriging es un método de interpola 

ción exacto. Esto no se demostrará, ya que es más interesante señalar las modificaciones 

que sufrirá el sistema de kriging universal para que la estimación de la derivada, caso 2 

(y el valor promedio, caso 3) sea posible. 

Si analizamos las expresiones (. 3.6 ) y ( 3.7 ) para este nuevo caso(cálculo de 

la derivada) resulta: 

Si Ids datos son los valores de Zi  definidos en un soporte puntual, 

E EZ'ci) =2X .E [Z¡] =IX- m(10 

Por otro lado, 

E [Zo = E C 	( Z(7c) )1=7(01 
u 

E [Zo] = — E [ Z(1)] — 
-2) u  --"d u 

Cm(lo) ] 

De lo anterior, la condición de insesgamiento se establece de la siguiente manera: 

=0, 1, 	n 

Z7-1. 	 1:=1. 
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y el sistema de kriging universal para la estimación de la derivada es: 

tr. 	

I 
•
"

I 	
.) - )7 + 2 	= 	- 7(0) 	1= 1, 2, .. k 

1=1  

i)\•f1(7 ) 	= 	[fa(10)] 
u 

= O, 1, ..n 

(3.13) 

Nótese que sólo la condición de insesgamiento (3.8) se modifica . De manera simi 

lar se puede obtener el sistema de kriging universal para la estimación del valor promedio 

sobre un volumen. 

En si*, la solución del sistema de kriging universal no es difrcil. El problema estri-

ba en la adecuada elección de las funciones que están involucradas en dicho sistema(se-

mivariograma fundamental, drift, etc.) las cuales son proporcionadas por la información 

disponible. 

El cálculo del semivariograma fundamental 	(x i, x2) 	(x, 71) no es posible - 

efectuarse por medio del estimador dado en la ecuación (2.7), ya que cuando se dispone 

únicamente de una realización de la función aleatoria no estacionaria Z(x), las estima - 

ciones obtenidas son solo valores distorsionados del semivariograma fundamental. Esto es: 

k  — b 	h  ) 
1 	11) 	 _ 2 

[Z(7. +h) - Z(x)1 
2N(h) 

es un estimador de: 

1 z  	 E EZ(Zi  1--h) - 
2 

Ahora, si el valor esperado de Z(x) no es consiente sr3 tiene que 

E LZ(5i +1.1) - Z(7c)32. .--= var [Z(x +.-h) - Z(1)] + E E ( Z(x +1) - Z(1))32. 
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Crn(Fc +Ti) - m(x) 32  

20 

2 

 

Debido a ésto, el cálculo del semivariograma fundamental se tiene que hacer en 

base a los residuales Y(x) . Para la obtención de 'éstos es necesaria una estimación del • 

drift. 

Ill . 3) Estimación óptima de I drift • 

La condición de regularidad impuesta ".a priori " a la función m(1), significa -- 

que una estimación local de m(z) es siempre posible en alguna extensión. 

Dada una vecindad -r• en 'lo  , el drift en cualquier punto x, tal que l7c -Tco  1117, 

puede ser definida como: 

m( -7( ) = 	alt f2 (X) 	 (3.6) 

donde las a St ,  s son constantes desconocidas y las r52 (1) son funciones básicas --

dadas(en la práctica, estas funciones son potencias enteras de x ó funciones senoida--

les). Los coeficientes ay s  pueden ser definidos por estimadores lineales: 

A J.  = 	Z (x ) 

para l 	- )70 	 e 	i = 0, 1, ....n 

y m(7) estimada por: 

M(7) = 	Alf2(7c) 	iXiL Z(7)f 9(1- ) 
.h0 	.1-41 	o 	' 

Siguiendo un proceso similar al de la tección anterior(paru que el estimador Al 

sea óptimo e insesgado), el sistema de ecuaciones resultante para la estimación de cada 

coeficiente asi  es: 



e(ii) = b (171) 
1 	K-P 

22Z u;' t[f-(x. + F375) - f'-(1.)] * 
2(k-p) 	6%.1. 

cc 	
5=1. 
	 U0.2.  d.= 1,2, ...k 

= 	) 	 (3.14) 

= 0, 1, 2, .... 

donde ((si ) = 
	, Q s 

1 , 	=s 

111..4) Semivariograma de los residuales estimados 

Debido a que no conocemos el drift, sino solo una estimación de éste, es decir - 

M(x), los verdaderos residuales no pueden ser conocidos. Los residuales obtenidos utili-

zando M(x), son los residuales estimados y guardan un considerable sesgo con los verda-

deros residuales. 

La relación entre el semivariograma fundamental(o de los residuales) y el de los 

residuales estimados 	e  (h) es la siguiente(Matheron, 1969): 

Sea Y e (Ti) el semivariograma de los residuales estimados en t localizaciones a 

intervalos regulares a . Entonces si h es p veces la distancia a entre muestras consecu 

tivas y 11(171) el semivariograma fundamental de los residuales, entonces: 

para k 	11.1 t 

f s(izi ± ¡iz) 	f  s(c-i) 	 (3.15) 

Y 	O, 1, 	 k - 1 

como ul está positivamente definida(Matheron, 1970), la existencia de un 

sesgo es obvia. 
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Esto implica que el semivariograma de los residuales estimados es menor que el - 

semivariograma fundamental . De la figura 5 podemos observar que conforme aumenta la - 

distancia, el sesgo entre los dos semivariogramas se hace más notorio. Esto no es más que 

el reflejo de la estructura de la ecuación (3.15), a partir de una cierta distancia h, el --

último término de la derecha se hace más significativo. 

Cabe señalar que una de las características de los semivariogramas de residuales - 

estimados es que todos tienen una forma parabólica y aunque ésto es difícil de probar, la 

ecuación (3.15) representa una parábola cuyas raíces son h O y h = (t - 1)a . 

III. 5) Semivariograma experimental de los residuales estimados 

Sean R(11), R(X>2), 	 R(SZt) residuales estimados tomados a intervalos regulares 

en una vecindad donde la expresión analítica para el drift no cambia. Entonces si los --

residuales satisfacen la hipótesis intrínseca , es decir,si los residuales tienen un semivario 

grama común, el siguiente es un estimador insesgado para Ve  (h) , 

1  V‘I(171) - 
2(k - p) 

tc-P 	 2 
[. R(79 +;35) - R(703 	 (3.16) 

para k + 1 	t 	y 	p = O, 1, 	 k- 1 

es decir: E L 	¿(h)) = 	e(h) 

III. 6) Identificación del semivariograma fundamental 

Existen dos métodos para la identificación del semivariograma funadamental, ---

ambos debidos a Matheron(1969, 1970) los cuales han sido denominados por Sabourin(1976) 

método indirecto y método directo, respectivamente. 



Y (h) 

FIG. 5 

Sesgo existente entre el semivoriograma de los residuales 
estimados y el semivoriograma fundamental. 
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111.6. 1) Método indirecto 

Consiste básicamente en los siguientes pasos: 

1) Se selecciona una vecindad 

2) Se elige un tipo de drift•.dentro de esta vecindad 

3) Se calculan los coeficientes a; del drift estimados mediante Ai en el sistema 

de ecuaciones (3.14). Como se señaló anteriormente esta' estimación del drift es óptima, 

sin embargo, basta con un simple estimador insesgado(mrnimos cuadrados) para este propó 

sito(David, 1976; Matiteron, 1969). Aún así, el sesgo entre el semivariograma de los resi 

duales estimados y el semivariograma fundamental se mantendrá . 

4) Se calculan los residuales estimados Kii) 

R(X) = Z( ) — M(I ) 

5) Obtención del semivariograma experimental de los residuales(ec. 3. 16 )\be*(11). 

6) Se calcula el semivariograma teórico de los residuales estimados `'e(h) con - 

ecuación (3.15). 

7) Se comparan ambos semivariogramas, a e(h" ) y 	ek (h) . 

8) Si se logra un ajuste razonable(no hay pruebas todavía para la bondad del --

ajuste) las funciones empleadas(drift y semivariograma fundamental), asr corno la vecindad, 

se consideran como correctas. 

9) Si no existe un ajuste razonable, se hace necesario definir otras funciones o un 

nuevo tamaño de vecindad, o ambos. Con ésto , el proceso de ajuste empieza nuevamen-

te( ver figura 6). 

Como puede observarse, este proceso no es más que un método de ensaye y error, 

donde no existe un criterio bien definido por medio del cual se determinen cuales paráme 

tros son los mejores. 



e supone una vecindad 

e selecciona la expresión 
del drift 

Se supone un semivariogra- 
ma fundamental ?(-171) 

Se calcula 
	

(h) 

Cálculo de residuales esti- 
mados: R(I)= Z(I) - M(x) 

Cálculo del semivariograma 
experimental de residuales 
estimados r (f) e 

Comparación 

Obtención de coeficientes 
A¡ en base a parámetros 

1, 2 y 3 

	

Y 	 
No ajusta: suponemos alguno 
o algunos de los parámetros 1 
y 3. El proceso de cálculo - 
de 	kle(h) y 	r(T-, ) se ini- 
cia

e 
 otra vez 

Ajuste: los parámetros 
1, 2 y 3 se utilizan 
en el sistema de kri--
ging universal 

FIGURA 6 

Identificación del semivariograma fundamental 



III. 6. 2) Método directo 

Este método proporciona "casi" automáticamente el semivariograma fundamental 

VI( h ) e involucra básicamente el procedimiento del séptimo paso del método indirecto. 

La determinación del semivariograma fundamental se hace en base a un factor . 

La expresión del semivariograma fundamental es: 

2 11 (-x-, x 4-1) = var C Z(7) — Z(x +Ti) = E E Z(1) - Z(1 +I) ] 

- ELEZ(;) - Z(x 

= E [Z(x) - 	+-h) 	- rm(1) - m(7 +1)32- 

Tomando M(1) como una estimación de m(7), se puede decir(Sabourin, 1975) que: 

2 	= E [Z(1) - Z(7( +T-1)31- - EIEM(I) - M(z +-h)) ± E C M(7) - M(71-7-1)] .  

2 	(7, 7 +TI) = E [ ( Z(7) - Z(7 	( M(I) - 	TI)t] 	var [M(1) - M(1:471)] 

2 	(1, 7+h)= CT(h ) + var M(1) - M(7; +1-1)3 

De esta expresión el primer término de la derecha se puede calcular, es decir: 

E CZ(7) - 	+ h)] puede ser aproximado por medio del estimador 

CZ(71 ) - Z(71  +7-1)] 	y UM(1) - M(1 h ) ] por medio del sistema 
2N(h) 1=1. 

de ecuaciones (3.14), no asr el segundo término el cuál permanece indeterminado. Sin - 

embargo, este último término, puede ser aproximado de la siguiente manera(Matheron, 1969): 

var C M(X ) - M(7 +h)] 	>_uts  Cf2 (1) - f2(1 +h)) [ f5(X) - fsGi +h)) 
hi 5.1 

siendo uAs  multiplicadores de Lagrange. 

* 
Por otro lado, si o e( h) es un estimador insesgado del semivariograma de los - 

residuales estimados, minimizando la siguiente expresión: 

t 	- 



•11J'-rv,7-1,-4•711-4., 

• 
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se pueden encontrar todos los usl s  , excepto u" el cuál es, por ahora, inacce 

sible. Consideraciones prácticas permitirán el cálculo de u" , esto es, considerando que 

el primer valor del semivariogroma experimental debe ser muy cercano al primero del semi 

variograma fundamental. Asr, la ecuación a resolver para obtener el valor de u", es la 

siguiente: 

+TI) = CT(Ti ) ±u„h2- 

\11/4  (l, X +1) = CT(T) + ull  

u lL = \i‘  (X, ;e +1) — CT(T) 

Con este valor de ult , estamos en posibilidad de obtener una mejor aproximación 

del semivariograma fundamental . 



CAPITULO IV 

METODO DE COVARIANZAS GENERAUZADAS 

Como se ha expuesto, la mayor dificultad con que tropieza la aplicación del --

método kriging al estudio de fenómenos no• estacionarios es la inferencia del semivario-

grama y/o de la covarianza. 

Diferentes investigadores(David, 1975; Olea, 1972 y otros) han desarrollado — 

inrrtrernmetc risa cómputo  Sc-ados en la hipátesis del kriging universal la cuál considero lo 

no estacionariedad de los fenómenos naturales. Con esta variante se ha evitado el tener 

que emplear un semivariograma sesgado cuando el fenómeno es no estacionario. 

En el kriging universal la inferencia del semivariograma fundamental es indirecta, 

es decir, se hace a través del semivariograma de los residuales de la variable que se es-

tudia. El cálculo de los residuales es, sin embargo, altamente subjetivo ya que la prác-

tica ha demostrado que su estimación es más un arte que una ciencia. 

En este capitulo describiremos la inferencia estadística de la covarianza adoptan 

do un modelo en el cual la función covarianza será definida a través de operadores linea 

les llamados incrementos generalizados. 

La estimación de variables asociadas a fenómenos no estacionarios empleando mé- 

todos 	lineales presenta la ventaja sobre los métodos no-lineales de requerir menos su- 

posiciones teóricas, lo cual se traduce en un número menor de parámetros a estimar con - 

las consecuentes facilidades de adaptación a las computadoras digitales. 
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I V. 1) Incrementos generalizados 

Sea Z(z) una variable regional izada y 11 (h ) su semivariograma. Si Z(I) represen 

ta un fenómeno estacionario entonces el valor esperado de Z(I) será constante en toda - 

localización, esto es: E E Z(5)1 = m , -V- x . El semivariograma será función de h 

dada por , 

1 
\i(171)= 	 E E Z(iZ +11) - Z(X)J 

2 

y podrá estimarse sin sesgo a través de la ecuación (2.7). 

En el caso de fenómenos no estacionarios, en los cuales la hipótesis intrínseca 

común no es suficiente, la idea es emplear diferencias de orden más alto de tal manera 

que ya no únicamente constantes, sino polinomios de grado variable que representen un 

drift, puedan ser filtrados. Por simplicidad representaremos la forma del drift mediante 

modelos polinomiales. 

Considérese el caso de datos igualmente espaciados en una línea. La función in- 

cremento se definirá entonces como: 

Zn = Zn-+-1 - Zn 

Similarmente, 

Oz  Zn =A (L Zn) 

	

Zn+ 	- A Zn = (Zn+  2 	Zn + 1 ) - (Zn+1 - Zn) 

= Zn+2  - 2Zn+1 + Zn  

	

Z53 Zn  = Zn+3 
	3Zn+2 + 3Zn+1  - Zn  

Una propiedad importante de este operador de diferencia es la de filtrar poli- 

nomios P(x) de grado n , 



30 

brjriP(x) = O 

Esta propiedad se empleará para filtrar drifts cuando éstos estén presentes en un 

fenómeno. Supóngase, por ejemplo, un fenómeno unidimensional Z(x) con drift lineal, 

o sea: E LZ(x)3 = ao  + aix 

La diferencia de las dos diferencias de primer orden(tal que x2 	=x 1  - xo) es: 

Z(x2) - Z(x1 )3 - [Z(xi) - Z(x0)1 

con esperanza igual a cero, 

E L Z(x2) - Z(x 	- Z(x 1 ) + Z(x0)] = ao  +a 1 )(2  - ao  -a 	ao  -a lx 1   +ao  +a lx0  

= a 	(x2 -x 1 )-(xl  xo  )1= O 

El fenómeno representado por la diferencia de segundo orden, 

Z(x2) - 2Z(x 1 ) - Z(x0) tiene ahora una media igual a cero(filtra drifts de orden 

1). 	• 

En el caso de pares de puntos espaciados irregularmente en una, dos o tres dimen 

siones, la analogía de una diferencia finita será un incremento generalizado representado 

por una combinación lineal de Z(5¿) la cual tiene la propiedad de filtrar polinomios en las 

coordenadas de un punto dado x. La función aleatoria Z(7) que interviene en esta combi-

nación lineal se denomina función aleatoria intrínseca de orden k (abreviada F. A. I. K) 

donde k es el grado del polinomio filtrado. En general un incremento de orden k está 

asociado a una diferencia de orden k+1. 

Al considerar únicamente incrementos, en realidad estamos trabajando con una - 

clase equivalente de funciones aleatorias Z(x), es decir, con lo clase de funciones que 

generan los mismos incrementos. Por ejemplo, en el caso unidimensional la ecuación 

f(x) determino Z(7) solamente hasta un polinomio arbitrario de grado k-1. 



'cr- 
orden 2. 

Los pesos 	i satisfacen; 
5 	 5 

= O ,1X.I =O , 	.y.I  I 	
=0, 

S 	L'LL  

pero 2X o e O y,IX i  yi2 	O, por lo tanto, no es un incremento de 

5 
=0 
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Definición.- Sea Z(1) una función aleatoria en IR" donde 3-c denoto un punto con 

coordenadas en una, dos o tres dimensiones. Una combinación lineal de m valores 

2XI- 	
(4.1) 

1-4 I  
es un incremento generalizado de orden k de la función aleatoria Z(7) si y solo si: 

Z)k.f2(1i)=0 	 (4.2) 

para todos los monomios fide grado menor o igual a k. En el caso bidimensional por ejem 

plo los monomios serán de la forma xP yq con 0-‘p-fq k y con las siguientes condi 

ciones sobre los pesos )k,i de acuerdo a! orden de! incremento: 
vn 

k = 0 	ZX = O 

k = 1 = O 
L.Lt 	' 

k = 2 	= O 
17-1 

= 

Y-0k 	 vN 

2X i  xi = O 	 = 
1fin 

= o 	=O 
LT.1. 

X.3c-.2 	 yi2 o 
„ 

Ejemplos: 

En el plano la cantidad: 

Z(-1, 0) +Z(1, 0) +Z(0, -1) + Z(0, 1) - 4Z(0, 0) es un incremento de orden 1. 
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En una dimensión, la diferencia de segundo orden x1.4.1  - 2x; +x1 _1  es un incremento de 

orden •1 ya que satisface 

=0 : 	X 	+ 	i 4. X 	= 1 +(-2) + 1 =0 

y 2X xi =0 : 	1(1+1) -2(i) - 1(¡ -1) =0 

El propósito de tomar incrementos generalizados es producir una variable regiona-

lizada estacionaria a partir de una variable con drift. Esta es la analogía n-dimensional 

del enfoque que se emplea actualmente para el análisis de series de tiempo no-estacio 

narias(Box y Jenkins, 1969) en el cual se calculan diferencias finitas sucesivas hasta --

que se obtienen cantidades aproximadamente estacionarias. 

IV. 2) Función covarianza generalizada 

Sea Z(1) una función aleatoria no-estacionaria compuesta de una parte aleatoria 

estacionaria Y(1) y de una parte determinatica m(X) que puede expandirse como: 

m(x) = 	a f (....x) 	 (4.3) 
b 

es decir, 

Z(z) = Y(z) + S 5 fl  (1") 	 (4.4) 
F.o 

Sustituyendo ec.(4.4) en la expresión del incremento generalizado(4.1) tenemos: 

Z?% .Z(x;) r)1 
•

+ 	ra X ¡ f (ili) 

y por lo tanto 
vn 	 v, 
Z)% 	=r), •Y(x-) 	 (4.5) 

1.=1. " 
ya que la restricción (4.2) impuesta sobre el incremento generalizado filtro el - - 

Y" YI 
término Za.X. fR  a 

La igualdad (4.5) nos permite definir la covarianza generalizada a través de la --

varianza del incremento generalizado de Z() en lugar de hacerlo a través del incremen 
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to generalizado de Y() (como sena lo normal), ya que los residuales son desconoci-- 

dos. De esta forma tenemos: 
WN 	 Srn 

var [ZX iZ(Iii) J = 	X. X 	) 	 (4.6) 
17=1. 

donde h = 	-1- •  Z(1.) y Z(5<-.) son correiacionables y K(h) es la covarianza 

generalizada. 

Cuando la función alebtoria intrrnseca es de orden cero las diferencias asocia-

das son de orden 1 y filtran constantes. Por otra parte, el semivariogramci es una varian 

za de incrementos(diferencia de orden 1) y si E I. 41)3 = m entonces las diferencias 

Z(x +Ti) - Z(x) tienen esperanza igual a cero, es decir, también filtran constantes. Por 

lo tanto cuando k",/ la covarianza generalizada equivale al semivariograma pero con - 

signo contrario, 

K ( 	- 	) = - y ( 17i  - 7.1 ) 
	

si k4i 	 (4.7) 

IV. 3) Funciones aleatorias intrínsecas 

Una función aleatoria intrrnseca de orden k es una función aleatoria cuyos in--

crementos de orden k-ésimo son estacionarios. En otras palabras, para todas las series de 

pesos X. que satisfagan, 

ZX •f1G-C-.) = O 

la función aleatoria 	•Zrx. +-11) tiene una media y una varianza que no depende de 

x.. 

Se puede observar que si reemplazamos MY() por Z(7) + 	a st f it
(x), esto no 

. 

cambia el valor de 2.X iZlxi  +Ti) ya sea que los avs  sean aleatorios o no. 

Demostración: 
YIN 	 .in 	 ‘rel 	 11 	W1 

-- 	 R - 
2:›k i  [ Z(Zi  +Ti) + 	alif (ici  + h)1 = rximli-i- -h) + ral2xif (xi-fil) 
z....1 	ho 	i.-..i. 	 ho .L.I. 
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Pero la familia de polinomios es cerrada bajo traslación y por lo tanto existen fun 

clones 14-(1:1) tales que: 
o  

f.4  (1. + 	= 	B; (TI.) fs  (70 
5=0 

por lo tanto, 
wy 

(7ci 47h) = LX.r (h)f5  

ya que los pesos 

.17:1 	5.0 
± Bits  (i1)1x fs (70 =0 

./‘ i) s satisfacen la ecuación (4.2). 

Esto demuestra que cuando trabajamos con incrementos, más que una función alea 

torio particular estamos considerando una clase completa equivalente de funciones iguales 

a Z(1) hasta un polinomio de grado k. Esta clase equivalente es lo que llamamos una --

función aleatoria intrínseca de orden k y su covarianza es la covarianza generalizada - 

definida como: 
VA W1 

var 	X •Z(3c--) =zrx . • K (t7c- - 7.1 • " •,•, 

IV. 4) Hipótesis intrínseca generalizada 

Se ha visto que a partir de un proceso no estacionario podemos producir otro esta 

cionario obteniendo los incrementos de orden k-ésimo. Después, con la covarianza gene 

ralizada podemos estimar la covarianza del proceso estacionario. Sin embargo, el proble 

ma original es la estimación de un proceso no estacionario. 

Esta aparente contradicción se resuelve si recordamos que de acuerdo a las condi 

clones de insesgamiento del kriging universal, los coeficientes del estimador de Z(70): 

Z* (10) :iX.Z()71) 
Z:=L iv•rx 

X • satisfacen (4.8) 



y 	)k i fIl (5Z.) = fl(rco) 
1=1- 
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(4.9) 

Consideremos ahora el error de kriging Z*(Ro) -Z(70) y definamos el coefi--

ciente de Z(70) como: 

)1114÷ 	= 

entonces 

Z*(7i0) - Z(70) = 1X Z(Zi) + (- 1)Z(70) 

1:1X Z(7i ) 	 (4.10) 

y se observa que para la serie E ñ ¡, -1 1 = 	«>5 2 , ... -1 1 se cumple que: 
VA .1. 
,¥% i =0 

Por otro lado, la condición de insesgamiento (4.9) puede escribirse de la siguieu 

te manera: 
vnrL 
ZX I • f 51(li) =0 
.1.'1-  
Por lo tanto, de acuerdo a las expresiones (4.1) y (4.2) el error de kriging es un 

incremento generalizado de orden k. 

De esta forma la hipótesis mínima requerida para la inferencia estadística es la - 

estacionariedad de tales incrementos de orden k, es decir, que los momentos de primero - 

y segundo orden se conserven bojo traslación. Lo anterior constituye la hipótesis intrínseca 

generalizada . 

IV. 5) Modelos de covarianza generalizada 

Para que una función pueda representar una covarianza generalizada deberá sa-

tisfacer la condición matemática que asegure que las varianzas de los incrementos sean 

siempre positivas . Dicha condición es que K(-17%) sea positivamente definida y se expresa 

de la siguiente manera: 
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V4 V" 

X . X . K( 	- Tci  )".>,. O 
yi 1  I 

Los modelos de covarianza generalizada más convenientes para los problemas prác 

ticos son de tipo polinomial . Matheron ha demostrado que en una covarianza polinomial 

los términos con potencias pares no importan(se anulan al realizar la sumatoria 

iiX • X
. 
K( 3"c'. 	) ). La demostración es dificil y solamente se esboza a continua- 

1=1y. 
I 1 

ción(Motheron, 1971): 

Primero se muestra que una función continua y simétrica 	(x, Y) en IRn  x IRn  

(es decir, tal que 0(7, 	= 	7i)) satisface: 

ZZ X . X . 9)(7; , 57;) = O 	X. tal que vil  X 	= 0 si y solo si 
vn 

I   

es de la forma: 

0(7c, 	= Cr  (-x)y r  + Cr  (Y)xr  + Trs x Y 
r s 

para algunas constantes simétricas Trs  y funciones continuas C. 

Luego queda el problema de caracterizar aquellas funciones dentro de esta clase 

que son de la forma K( 	). 

Como las funciones xr  son monomios hasta de grado k, es claro que diferenciando 

0(7 - 	k+1 veces en 3i y k+1 veces en 3,- , dará como resultado cero. 

Ahora, si h 	"3-c - : 

d 2k +2 k+1 

K(h) = (-1)k+1 
	á 

 
,?1  k+1 

  

  

2k+2 
dh 

y  k +1 

de tal modo que K(h) tiene todas sus derivadas de orden 2k+2 iguales a cero. Por lo tonto 

K(h) debe ser un polinomio de grado 2k+1 , es decir, con términos elevados a potencias - 

impares únicamente. 
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Las covarianzas generalizadas polinomiales son isotrópicas pues K(h) depende solo 

del modulo I hl del vector h . Su forma depende del orden del incremento como se muss 
Ama 

tra en la tabla 1 y consiste de todas las posibles combinaciones de términos. Cada térmi-

no toma en cuenta cierto aspecto del fenómeno espacial: C1iFIpara una componente con-

tinua pero no diferenciable(constante); C211113 
 para una componente diferenciable una — 

vez(lineal); C3IN
5 
 para una componente dos veces diferenciable(cuadratica). Si es neto 

sano se añade a K(Ti ) un término de efecto pepita Co. l para tomar en cuenta errores - 

de medición. 

TABLA 1 

Modelos polinomiales de covarianzas generalizadas 

Drift Orden k Modelos 

Constante O K(h) = Coi 	+ C11-1711 

Lineal 1 K(h) = Co& 	+ C.1  ITI1 + 	C2 IT-113  

Cuadrático 2 K(h)= Co& 	+ 	C1 1-11.1 
_ 

+ C2 1-11-1 3  +C31h1
5  

Restricciones: Co ?..: O, Ci  -'5., O, C2  ?'... (-10/3)-4-C-7C7 , C3E O 

Estos modelos de covarianzas polinomiales pueden adaptarse a la mayoría de los-

problemas y además al depender linealmente de sus coeficientes permiten que la inferencia 

estadística sea más sencilla. Por medio de un procedimiento automótico los coeficientes Co, 

C 1 , C2  y C3  se obtienen por regresión de las varianzas experimentales de los incrementos- 
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de orden k sobre sus valores teóricos, expresados linealmente como una función de esos 

coeficientes. Esto se verá con más detalle en la parte correspondiente a la identifica — 

ción automática de la covarianza generalizada. 

IV. 6) Estimación puntual 

El problema es estimar Z(10) como una combinación lineal de 	i= 1, 2, ..m. 

Se asume el modelo de una función aleatoria Z(7c) compuesta de una parte aleatoria - 

Y(R) y de una parte determinrstica m(x) , 

Zelí= Y(1) + m(Z) 

y se hacen las siguientes hipótesis básicas: 

1) E Y(1)) = O 

2) m(1) = 	ajt  f51(7c) 

Como en el kriging universal debe cumplirse que: 

i) El estimador sea insesgado 

ii) El estimador tenga varianza mínima 

Sea Q el error de estimación: 

Q = 	•Z(51.) - Z(7o) 	 (4.11) 

La condición de que el estimador sea insesgado implica que: 

E [Z*(7<o) - Z(10)] = E [Q] = 0 	 (4.12) 

E [Q] =í X ¡ E [Z(10) - E [Z(>70)] 	 (4.13) 

pero, 

E [Z(11 )] = E [Y(7(0) + E [m(3103 

= 	O + m(ili) = 	agy1(57ii) 
/22o 



similarmente 	E EZ(R0)] = 	alf1(70) 

Sustituyendo en ec .(4.13) se tiene: 

VA TI 	 Y1 	1 
E 10 == X ¡al  fl(rci) - 	al  f 	= O 

9'o 	 1=0 

de donde X X 
'
-0 f (x¡) = 0.1  f (io) 

por lo tanto una condición suficiente es que: 

X.fSt(31.) = 	(xo) , 0 C=i 
(4.14) 

que es la misma condición de insesgamiento del kriging universal . 

Por otra parte, la varianza del error del kriging es: • 

var tZ*(70) - Z(10)] = E EZ*(10) - Z(70)) 2  - E E EZ*(;) - Z(70)] 2  

pero de acuerdo a la ecuación (4.12) el segundo término del lado derecho de la igualdad 

vale cero. 

var EZ*(10) - Z(7c0)] 	= E EQ21 	 (4.15) 

Desarrollando Q tenemos: 

Q=EiX¡ EY(;ei) + iastf2(3Z0) - Y(X0) - jai  fl(10)) 
Azo 

Y,' 
Q= XX .Y(3-c-) - Y(10) 

" 

Q2  = 	X ¡ Y(1 )] 2  - 2Y(3Z0) 	X ¡ 	) 	[Y(X0)] 2 
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2 b" 	

mft 
E [C1] = 	2)1/4  ¡ X • E [Y(R;) Y(ic".)) - 2 ZXi E CY(5i9 Y(Tion + E IYOZO) 3 

jul. 	I 	I 	LT.L 

Sea K.• ti = E E Y(10Y(Z)] la función covarianza generalizada, entonces tenemos: 

E ECU 
2 

= var LZ*(10) - UZO)] 
vin W 	 vvt 

=ZZX .X .K.. - 2 2X.K. + K 
1.1 1.1 	 • 	1 1 o 	0,0 4.%).. i (4.16) 

Esta varianza del error de kriging se minimiza bajo las condiciones de insesgamiento --

(4.14) empleando el método de multiplicadores de Lagrange con lo cual se llega al siste-

ma de ecuaciones: 

Mn 	" 
X i 

 K•
1
• + 2u2 f 2c20.-- Ko  

W1 
Z X . f 2 (Tci) = f

9
0E0) 

1.,•L ¡  

	

j = 1,2, ....m 
	

(4.17) 

	

= 0, 1, .... n 	 (4.18) 

o en forma matricial, 

1 
K 

11 
	K12   K vn 	1 	f   . f l 	X 	K0,1  

1 K2 ,rn  1 f 2 	 f2 	X  2 	K0,2 K 2,1 K2,2 	  
• 

• 

K K 
rn,1 

1 

f i  

.O 

f fm  

• 
• 

• 
• • 

1 
m,2 K 	 rri 	1 	f rn 

1  	1 	0   0 

1 
 	f l f2 	 O   O rn 

. 	 O 

• 
vt 

O 	O 

X rn 

U 0  

u.'  

• 

u" 

• 
• 

K m  

1 
1 fo 

fo 
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La varianza de estimación viene dada por: 

2. 
= var [ Z*(5Z0) - Z (Z0)] = 	. Ko,i  + 	ul(wo) 	(4.19) 

IV. 7) Identificación automática de la función covarianza generalizada en dos 

dimensiones 

Ya se ha visto que la función covarianza generalizada está definida por la ec. 

(4.6): 
NrYt 	 ‘1V1 vv‘ 

var [ZX Z (191 = 	X i X i  Kii  (T-i) 
L 1=1_ 

donde 	X , Z(1.) es un incremento generalizado. 
I 

Por otro lado, se ha demostrado( ver ec . 4.10) que el error de kriging es un in-- 

cremento generalizado y que se cumple la siguiente iaualdad( ec . 4.15): 

var [error de kriging] = E [( error de kriging )
2 

] 

Tomando en cuenta todo lo anterior podemos escribir: 
rel 	 2 	NrA vrI 

E [( 2X 	) 	= 2 2 x • x . K•t • 	 (4.20) 

Esta ecuación puede plantearse en términos de una regresión. El hecho de conside 

rar covarianzas polinomiales simplifica el problema de la regresión ya que se reduce a la 

solución de un sistema de ecuaciones lineales. 

Sea 

R= 	Et 	iZ(3-ii )12  - 2.ZX 	i Kii12 	 (4.21) 

donde la suma se toma sobre configuraciones de puntos que satisfacen 
vyt 
2x . 	0  , 	+q k z=i  

Entonces el mejor modelo de covarianza generalizada os aquel con coeficientes - 

escogidos para minimizar R. Una manera de hacer esto es empleando mínimos cuadrados, 

sin embargo, una comparación de la ecuación (4.21) con el sistema de kriging nos propor 



a la ecuación (4.15) el error de estimación es: 

- Z(70)1
2 

Z(Zi) Z(Zi) - 
vYt _ 

2 ZX .Z(Ii) Z(70) 
1,1 

42 

cionard otras relaciones útiles. Veamos que es lo que pasa si un punto de la serie de da 

tos, digamos Z(x0) se remueve del conjunto y luego se estima por kriging a partir de --

los puntos circundantes. 

Sean Z*(70) el valor estimado de Z(lio) y 	¡ los pesos calculados por kriging 

correspondientes a los puntos dato que rodean al punto omitido, 
YA 

Z*(10) = L ¡z.(11) 
1.1 

y el sistema de kriging para obtener los X ps  es, 
YA 	n 	2,  
57 	K i 3 ult f 	= Ko,i -,zr  I re; 

— 
2/  i f

9 
 (7-) = 14(70) 

Como se demostró anteriormente, el error de kriging 

entonces: 

Vn+.1. 
= 	X • z(;¿;) 

`e". 
Q = 	X . Z(31i) - Z(70) 

es un incremento generalizado. 

Por otra parte, de acuerdo 
W1 /4  

var 	2Á .1 z(xi) - z(x0)1 

(4.11) 

\ VY" 
= 	I 2 	• K.. 

i:z1. :1=1- 
- 2X .K; o  + K 

I • 	0,0 

y escribiéndolo en forma compacta: 
Non_ 	 YA YA 

var 	X i  Z(71 ) - Z(70)1 = 22x.x. Ki;  

	

s. 	I 
De este modo, a partir de ecs. (4.11) y (4.22) la ecuación (4.21) puede inter-

pretarse como: 

R = 	C (error de kriging)
2 , 

- error teórico de estimacion3
2 
 

(4.22) 
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De acuerdo a lo anterior puede formularse un procedimiento de regresión iterativo 

con los siguientes pasos: 

1) Se escoge un primer modelo arbitrario de covarianza generalizada(por ejemplo 

K(h) = - h). 

2) Algunos puntos representativos del área se quitan temporalmente, uno a la vez 

y son estimados por kriging a partir de los puntos adyacentes. 

3) Los pesos «X calculados se sustituyen en la ecuación (4.21). 

4) Se escogen todos los modelos de covarianza generalizada apropiados al fenómeno. 

Por ejemplo, si el drift es lineal se proponen los modelos: 

K(h) = CoC + C2  

K(h) = C1 1.11 + C2 IT-11 3  

K(h) = C2  fill3  

Para cada uno de los modelos se calcularán por separado los coeficientes de la - 

covarianza que minimizan R. 

5) Se desechan los modelos de covarianza generalizada cuyos coeficientes no cum 

plan con la restricciones impuestas sobre los mismos y para los restantes modelos se calcu 

la el valor de R. El modelo de covarianza generalizada que finalmente se escoge es el - 

que minimiza el error cuadrático medio(ECM), 

2 
ECM = 	1 	CZ k(1,3)- Z(10)? 

N 
y que además hace que el error cuadrático medio estandarizado(ECS) tienda a uno, 

ECS = 1  
N 

$ 	EZ*(70).,- Z(70
)i 

2  

1=i 

 

 

El modelo asr escogido se sustituye en el sistema de kriging y el proceso se -- 



Para llevar a cabo el punto 4 es necesario conocer el orden del drift; asimismo 

es conveniente que el primer modelo de covarianza generalizada corresponda al orden - 

del drift del fenómeno pues de este modo la convergencia al modelo final es más rápida. 

Es por ello que previamente al proceso iterativo, ciertos paquetes de kriging(BLUEPACK) 

llevan a cabo la identificación del orden del drift por medio del siguiente procedimien-

to: 

- Un subgrupo seleccionado de datos se divide en dos grupos y se predice cada - 

punto dato a partir de los datos del otro grupo suponiendo primero un drift constante, - 

luego uno lineal y finalmente uno cuadrático. Para cada grupo se obtiene el error cuadró 

tico medio con cada uno de los drifts y se ordenan de acuerdo a la magnitud absoluta de 

dicho error. El orden del drift que produce el menor error en promedio sobre todos los - 

puntos dato se considera como el más probable. Debe notarse que en esta etapa de la --

identificación del drift la covarianza generalizada se desconoce y los estimadores men-

cionados se calculan simplemente por mínimos cuadrados. 

El desarrollo completo del sistema de ecuaciones lineales de regresión para el cál-

culo de los coeficientes de los modelos de covarianza generalizada se expone en el apén 

dice 1 . 



CAPITULO V 

KRIGING Y OTROS METODOS DE INTERPOLACION 

En este capitulo se discutirán brevemente los métodos de interpolación más em—

pleados en Geofísica, varios de los cuales, por otra parte, son de uso general en Ciencias 

de la Tierra. Asimismo, se señalarán algunas diferencias importantes entre estos métodos 

y el kriging. 

V. 1) Panorama general de la configuración 

La configuración de datos geológicos y geofísicos puede dividirse en dos partes 

fundamentales: la interpolación de los datos irregularmente distribuidos para generar una 

malla regular "suficientemente" cerrada y en segundo lugar la configuración de los datos 

de la malla. 

La configuración puede ser manual o automática, en este último caso los algorit—

mos utilizados para localizar los contornos siguen una lógica más o menos similar y más --

bien el factor determinante en la calidad del mapa obtenido es el método de interpola-

ción utilizado para crear la malla. 

Se han publicado muchos artículos discutiendo los diferentes métodos de interpola 

ción de datos bidimensionales en Geofísica. Entre las diferentes clasificaciones propues-

tas se distinguen las siguientes: métodos exactos e inexactos(Crain y Bhattacharyya, 1967); 

superficies matemáticos y superficies numéricas(Crain, 1970); métodos determinrsticos y - 

métodos estocásticos(Bolondi, Rocca y Zanoletti, 1975); etc. En general no puede hacer-

se una clasificación rigurosa pues algunos métodos participan de más de una de esas cla-

sificaciones. Por esta razón y en interés de la Geofísica se hablará en cambio de los mé- 



todos empleados en la configuración de campos potenciales y de variables sísmicas. 

V. 2) Interpolación de campos potenciales 

Dentro de la exploración geofísica, los fenómenos que han recibido mayor atención 

en cuanto al desarrollo de técnicas de interpolación son el campo gravitacional terrestre - 

y el campo geomagnético, agrupados bajo la denominación de campos potenciales. Las --

técnicas de interpolación empleadas incluyen: ajuste de polinomios(superficies de tenden—

cia), promedios pesados, ecuaciones en diferencias finitas(harmonización y curvatura rnmni 

ma) y splines bicúbicos. 

V. 2. 1) Superficies de tendencia 

Este es el método estadístico más comúnmente empleado. De hecho es una técnica 

derivada directamente del análisis de regresión múltiple, aplicada a variables geológicas 

y geofrsicas. 

Este método trata de determinar una función f(l, 7) que asuma valores en los pun-

tos dato aproximadamente iguales a los valores observados G¡. Por lo tanto, en general - 

existirá un error E.1-1, ) en cada punto dato dado por: 

E (71i) = 	31) - G¡ 

f(x, y) se expresa como un polinomio algebraico o trigonométrico, 

f(l, y) = 	a; R;(Z, y) + >r  (7) 	 (5.1) 
" 

donde M es el número total de monomios y los coeficientes a• se escogen de tal manera 

que minimizen la siguiente expresión(criterio de mrnimos cuadrados): 
N 	2 	ha 	 2 
ZE.(1.,) = ZCf(al¡, V).- G. 

7. 	' 	1=1. 	I 	I 

Esto se logra derivando parcialmente con respecto a cada coeficiente a j e igualan 

do a cero la derivada. 

(5.2) 



Se obtiene asr el sistema de ecuaciones normales cuya solución son los a.: 

M 	1.4 	 hi 
2a. (2 Rk(R.,, vi). R.(ii-, y.) I = 2 G-Rk(Tc.r , 7.) 
3=1 1 t=1. 	' 	1 I 	r 1?-1 	1 

	

k = 1, 2, 	 ,M 

(5.3) 

El problema que se tiene al emplear superficies de tendencia en áreas grandes es --

que al tratar de encontrar una función de interpolación para todos los datos, se requerirá - 

una función de orden muy alto si se desea una interpolación exacta de los puntos dato. Es 

to es un inconveniente, pues será necesaria mucha memoria de computadora además de los 

problemas de inversión de matrices grandes. Por otro lado los polinomios de grado alto Cien 

den a ser inestables, es decir, pueden producir valores extremos sin relación verdadera --

con el fenómeno verdadero(lo cual no sucede con el kriging). Es por ello que usualmente - 

se consideran áreas pequeñas con traslape entre las mismas(para asegurar la continuidad) y 

se interpolo en esas áreas empleando polinomios de grado bajo. 

El modelo de superficies de tendencia puede expresarse como la suma de una compo 

nente determinrstica llamada tendencia y de un término uso que incluye las componentes 

locales y de error: 
M 

Z(x) = 	aj 	 + E (1) 	 (5 .4) 

La separación que se hace del fenómeno en tendencia y error esta determinada por --

el orden del polinomio empleado para ajustar los datos. Es por ello que dicha separación es 

más o menos subjetiva y generalmente se hace en base a la escala de variación "grande" 

o "pequeña" del fenómeno. 

El término €.(30 puede considerarse como las alturas de una superficie aleatoria 

e(1, y) sobre los valores verdaderos. Si P1(-11 , 70 y P2(312, 72) son dos puntos de obser 

vación, esto implica que: 
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E C 	y1) = 

_ 
E 	e2 (x1' 1) 1 = G = cte. 

E [ e(31i  , -9 1 ) e(312 , y2)1 = O 

es decir, el error E(31) es una cantidad con media cero, varianza constante y sin autoco- 

rrelación(ruido blanco). Esta es la diferencia que guarda 	) con el término Y(Z)(residual) 

del kriging, ya que Y(z) es una función con estructuro propia y autocorrelacionable. Obvia 

mente la autocorrelación es cero únicamente si 131 y P2 están muy alejados. 

El método de superficies de tendencia no puede resolver problemas de predicción lo-

cal, ya que incluso cuando no hay error en los datos, éste no restituye los valores originales. 

Por otra parte, este método es incapaz de dar una varianza de estimación verdadera pues --

las desviaciones Z(7(1) - P(7<i) observadas en los puntos experimentales son mucho menores - 

que las desviaciones en los puntos desconocidos. Es decir, la diferencia entre la superficie 

verdadera y la superficie estimada solo puede considerarse que es mínima en los puntos data; 

en contraste el kriging proporciono estimaciones que minimizan el error en las localizacio--

nes donde no hay datos. 

El cálculo de superficies de tendencia tiene mayor significado cuando se pretende - 

obtener el valor esperado(por ejemplo el regional en gravimetría). Se ha demostrado(Mathe-

ron, 1969) que el polinomio de mínimos cuadrados P(1) constituye siempre un estimador in-

sesgado del drift aunque no el óptimo, excepto cuando la parte aleatoria Z.(1) - m(7) es --

un ruido blanco o en términos geoestodísticos efecto pepita puro. 
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V. 2. 2) Promedios pesados 

Este método se basa en la aproximación del valor en un punto por el promedio de 

los datos circundantes, a cada uno de los cuales se asigno un determinado peso. Obvia--

mente los puntos más cercanos tendrán un mayor peso. 

La función de interpolación puede escribirse como: 
N 

(Tii, Vi) * G¡ 
f(1,5f) 

Vi) 

donde w 	yi) es la función de peso. 

(5.5) 

Existen muchas variantes de los promedios pesados pero los más comunes son los - 

siguientes: 

- Pesos lineales; 	w• 	1/-\lx? 

- Pesos cuadráticos; w¡ = 1/ (x-1
2 

 

2 • yi  

▪ y?)  

Una de las principales desventajas de estos métodos es que no discriminan la in-

formación redundante. Por ejemplo, considérese la figura 7 en la cual se desea estimar - 

el valor del punto z . Como los puntos A, B y C están equidistantes de z se les asig-

nará un peso de 1/3 a cada uno ya que los pesos deben sumar uno. Supóngase ahora que 

A es en realidad un par de puntos A y A' muy cercanos. Lo lógico seria que a cada ele--

mento de ese par se le asignara un peso de 1/6. Sin embargo un método de promedios pesa 

dos basado únicamente en la distancia asignará un peso de 1/4 a A y A' del mismo modo 

que a a y C. En un caso extremo, si A es una acumulación de muchos puntos, la conse .1-- • 

cuencia será que B y C tendrán una influencia mínima en la estimación de z. 

Otra de las características de estos métodos es cyie la función de interpolación ob 

tenida estará limitada por: Gi(mrn)....5 f(5i, '9)1-1 Gi(máx) como puede deducirse de la ex 
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presión general de f(31, y), ecuación (5.5). Esto implica que se producirá un suavizamien 

to de los datos, el cual es más marcado cuando se emplean pesos lineales. 

No existe un criterio objetivo para aplicar a un caso particular una de las distin-

tas clases de promedios pesados. En algunos casos darán buenos resultados(generalmente - 

donde los gradientes son suaves), pero en otros dará resultados inaceptables .Por ejemplo, 

en una zona con densidad de datos variable, ciertos paquetes de configuración que usan 

promedios pesados producen mapas con máximos y mínimos ficticios donde hay escasez - 

de datos(figura 8) 

En cierta forma puede considerarse que el kriging es un tipo especial de promedio 

pesado, el cual se distingue por asignar a los datos unos pesos que dependen no solo de la 

distancia entre éstos y el punto a estimar, sino también de las relaciones entre cada pare 

ja de datos. El kriging elimina asr la incertidumbre inherente a los otros métodos pues --

identifica parcialmente la estructura espacial del fenómeno y la incorpora al algoritmo - 

de estimación. Dicha estructura espacial será diferente no solo para variables diferentes 

sino incluso para la misma variable dentro de regiones diferentes. 

La ventaja que tienen los promedios pesados es la rapidez con que proporcionan 

resultados ya que es muy sencillo implementarlos en las computadoras y por lo mismo su - 

costo es muy bajo. Cuando los datos son bastante continuos y suaves dan muy buenos re-

sultados y no hay por que utilizar métodos más complejos. 

V. 2. 3) Métodos de diferencias finitas 

El comportamiento espacial de los campos gravitacional y magnético puede expre-

sarse por medio de una fórmula analítica: la solución de la ecuación de Laplace. Esto pro 

porciona la alternativa de tratar el problema de la interpolación de campos potenciales - 
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desde un punto de vista determinrstico. 

El método de harmonización considero este enfoque al resolver la ecuación dife- 

rencial de Laplace 

V21(x, y) = O 

-á2 z 	z  
= 0 

•5,2 

por el método de diferencias finitas. 

(5.6) 

Las condiciones de frontera vienen dadas por Z(ki, yi j = Zi . Los algoritmos para 

la solución de la ecuación de Laplace en una malla regular discreta son bien conocidos( 

Milne, 1953). 

En general de tendrá: 

= —  -1)Z
P.9 4  

	
3  .  

si ZP.9  no es dato. 

Z 	= Z... 	, si 	es dato 
P.9 	m/9 	r I "'l 

(5.7) 

(5.8) 

Para obtener (5.7) se tiene que iterar el algoritmo: 

(w3-1) 	1 	(14 	 LIC.) 	Iq 	 II.) 

Z 	"""."... ( Zp+1 ,c1  + Zp...1 ,c1 

+ 
Z 	 + Z 	 1 ) 

P.9 

	

	 P.9+1 	MI' 
4 

hasta que máx I Z 	- Z 	I ... 
P.9 	13.9 --- 

Se ha encontrado que es útil inicial izar todos los puntos que no son dato asignóndo 

le el valor Z dado por Z = 	Z/n 	lo cual incrementa la convergencia del algo- 
'Ira. I  

ritmo. Si 	se escoge tal que 1. sea 1/100 del intervalo de contorno a usarse, se asegu 

rará que cualquier iteración posterior no alterará significativamente la posición de la ir- 



nea de contorno. 

Las características principales de este tipo de interpolación son su rapidez, bajo - 

costo y estimaciones que nunca exceden el rango de los datos. Esto equivale a suavizar - 

la superficie (o al .menos algunos de sus puntos) dejando los datos sin modificar. 

V. 3) Interpolación de variables sísmicas 

En la prospección sismológica de reflexión los objetivos finales son la obtención - 

de un mapa de isopacas o el mapa de un horizonte geológico de interés. Estos objetivos - 

se alcanzan después de un largo proceso que incluye entre otras coses estimeci6n dt tiem 

pos de reflejo y de velocidades sísmicas en zonas sin información, frnotizando con la mi-

gración y conversión de tiempos a profundidades. La exactitud de los diferentes mapas ob-

tenidos durante el proceso dependerá de la calidad de la información así como de la apli-

cación de un método adecuado de interpolación. 

En cierta forma la configuración automática de variables sísmicas presenta más di-

ficultades que el caso de los campos potenciales. Por ejemplo, en un campo potencial pue 

de haber datos que aunque tengan lin error apreciable tiene un valor bien definido; en con 

traste, en el caso sísmico frecuentemente se tienen secciones sísmicas en tiempo, donde se 

pasa de zonas en que puede identificarse perfectamente un reflector a otras donde desapa-

rece y alln otras donde se distinguen dos o tres rasgos, alguno de los cuales corresponde al 

contacto reflector. 

Otro de los factores que hacen que el manejo de las variables sísmicas requiera de 

mayor supervisión es9u e los aspectos geológicos estructurales juegan un papel mucho más 

importante que en cualquier otro método geofísico y debe existir una estrecha corresponden 

do entre la respuesta sísmica y la estructura del subsuelo. Es por ello que generalmente - 



el mapa interpolado automáticamente se acepta solamente como una primero aproxima—

ción, sujeta al criterio geológico del intérprete. 

V. 3. 1) Estimación de tiempos de reflexión y velocidades 

En el caso sísmico se presentan dos variables principales a configurar: los tiempos 

de reflexión y las velocidades sísmicas, las cuales son de naturaleza muy distinta. 

La configuración de tiempos de reflexión es realizada usualmente por el método - 

de promedios pesados c"ue pueden ser de muchos tipos. Como se mencionó anteriormente - 

este método no puede indicar máximos y mínimos que existen pero que no se muestreo--

ron. Por esta razón, otros algoritmos consideran el echado entre puntos adyacentes(en pa 

res o tercias) y proyectan este echado hacia el nodo. Estos valores proyectados son luego 

promediados y pesados. De esta forma se producirán máximos y mínimos donde debería ha-

berlos, pero también daría como resultado máximos y mínimos donde no hay datos . En cas-

tos programas debe decidirse la manera de usar los puntos dato en la medición del echado 

así como en la relación peso-distancia . 

Ya sea que se emplee uno u otro programa de interpolación, existen varios hechos 

que deben tornarse en cuenta: donde los datos son densos el mapa final depende poco del 

algoritmo usado; donde los datos están dispersos, el mapa final depende criticameníe del - 

número de dates empleados al estimar el punto. 

En general los métodos de promedios pesados proporcionan resultados aceptables --

siempre que no existan fallas. Al gunos programas consideran la existencia de fallas y --

llevan a cabo la estimación de valores en forma separada a uno y otro lado de lo falla, --

sin embargo los puntos interpolados cercanos a la falla serán menos confiables por la fal-

ta de datos en ciertas direcciones. 
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En lo que respecta a los datos de velocidad, su tratamiento es diferente al dado--

a los tiempos de reflexión. En un principio podría pensarse que dicho manejo es más senci 

llo por el carácter univaluado de las velocidades sísmicas. Sin embargo éstas últimas ge-

neralmente muestran gran dispersión, por lo que requieren de un suavizamiento. Además, 

su obtención es limitada en comparación con los datos de tiempo de reflexión. 

V. 3. 2) Importancia de la velocidad en la migración 

La validez del proceso de migración y la exactitud de la conversión de tiempos a 

profundidades dependen en un alto grado de un método apropiado de interpolación y suavi 

zamiento de velocidades. 

La migración automática es una de las etapas finales del procesamiento de las --

secciones sísmicas y se hace generalmente en áreas de geología compleja . El objetivo del 

proceso es eliminar los patrones de difracción causados por fallas y anticlinales, asr como 

distorsiones causadas por echados fuertes, lográndose asr una clarificación de la estructura 

geológica . Actualmente el proceso puede considerarse compuesto de dos pasos: 

1) Migración en tiempo, consiste en mover los segmentos de reflexión a su verda-

dera posición horizontal, pero el eje vertical sigue siendo el tiempo de reflexión. 

2) Conversión a profundidad 

Previamente al suavizado de las velocidades que se usarán en la migración se de-

sechan les análisis de velocidad que desde un punto de vista geológico o geofísico no --

corresponden a las estructuras de interés. El suavizado de un perfil se hace generalmente 

de acuerdo al criterio del intérprete o se emplea un operador de suavizado que es un ti-

po de promedio pesado. 

Cuando en las secciones sísmicas sin migrar, todos los reflectores de interés pue-

den seguirse sin ninguna dificultad no se justifica la migración en tiempo:En este caso - 
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es mucho mejor migrar los contornos de tiempo(Hagedoorn, 1954; Hass y Viallix , 1974), 

es decir, se lleva a cabo una migración tridimensional . Esta clase de migración es muy --

conveniente para tratar el problema de la estimación de reservas de hidrocarburos en una 

estructura anticlinal . 

V. 3. 3) Kriging y el proceso de migración en tres dimensiones 

Para llevar a cabo la migración tridimensional, es necesario un método de suaviza 

miento de las velocidades sísmicas en un plano. Esto puede realizarse automáticamente - 

por diferentes métodos(p amedios pesados, mínimos cuadrados, etc .). Sin embargo el sua-

vizamiento que producen es hasta cierto punto arbitrario(como ya se vió en el caso de - 

superficies de tendencia) ya que el intérprete puede variar parámetros hasta obtener el - 

suavizamiento que le parezca más apropiado. 

Para este problema el kriging es el único método que puede proporcionar un crite 

rio objetivo: el grado de suavizamiento es función de la máxima varianza que puede espe 

rarse entre dos datos cercanos. Este parámetro viene dado por el término Co de la cova--

rianza generalizada de las velocidades y es particular de cada conjunto de datos . 

La idea de aplicar el método de kriging al proceso de migración tridimensional - 

fué desarrollada originalmente por dos compañias francesas: la Sociedad Nacional del - 

Petróleo de Aquitania y la Compañia Francesa del Petróleo en cooperación con la ---

Escuela de Minas de París. El procedimiento general se •esquermatiza en la figura Ve --

Hass y Viallix, 1974). 

Hass y Viallix describen brevemente la aplicación de este procedimiento a un ca 

so de prospección sísmica marina. El tratamiento de los datos a lo largo de todo eI proce 

so se hace utilizando la técnica del kriging normal, es decir, se considera que el fenó- 
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FIG. 9 

PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR UN MAPA DE CIMAS 

UTILIZANDO KRIGING 
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mena es estacionario. Es por esto que su aplicación es muy restringida ya que en muchos 

casos es frecuente la presencia de un drift o en su defecto no existen suficientes datos co 

mo para considerar zonas de quasi-estacionariedad. Tomando en cuenta estas limitaciones 

se hace necesario el empleo de una técnica más general de estimación, esto es, que con-

sidere el caso no estacionario. Este objetivo puede satisfacerse a través de la aplicación - 

de la teoría de las funciones aleatorias intrínsecas de orden k ya descritas con anteriori-

dad. 

El sistema de kriging empleado para calcular los gradientes de tiempo es el dado - 

por el sistema de ecuaciones (3.13), donde las condiciones de insesgamiento son: 

rn 
Z'Xif1(5ii) = 	f f 2(510) 1 
i=1 	 dx 

para estimar el gradiente en 3i.  y 

vvx 
2 	. f(x.) = 	«i f

2
(1o) I 

" 

para el gradiente en y. 

Una vez obtenidos los gradientes de tiempo Y la estimación de las velocidades en 

cada punto dato, puede llevarse a cabo la migración de los puntos dato(figura 10) es de 

cir, el cálculo de las coordenadas (x', y') del punto migrado M' y el cálculo de los tiem 

pos verticales. Esta es una idealización del fenómeno, ya que considera trayectorias rec 

tas entre el punto de tiro M y el punto de reflexión R. Por supuesto el modelo puede - 

mejorarse de acuerdo a la información disponible, considerando por ejemplo las interfaces 

refractaras. 
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— Punto de tiro 

mi — Punto migrado 

••• Punto de reflejo 
0.< — Angulo de incidencia 

FIG. 10 

MIGRACION DE PUNTOS DE TIRO 

Las coordenadas del punto migrado vienen dadas por: 

x' = x - V'
2 T  óT 

ax 
(5.9) 

y' = y - V'
2 
 *T 

áy 

y el tiempo vertical T' por: 

T' = Tcos oc 

-1 
ac = sen 	[ 

La deducción de estas fórmulas puede verse en el apendice 	. 



CAPITULO 	VI 

APLICAC ION ES 

( A ) Configuración de una malla de datos aeromagnéticos 

En octubre de 1979, la Comisión Federal de Electricidad realizó un estudio aero-

magnético en Puerto Libertad, Sonora (figura 11) como parte de un reconocimiento geofr 

sico del área, para determinar espesores de los sedimentos que sobreyacen el basamento 

ígneo. Estos datos eran útiles para contribuir a la caracterización hidrogeológica de la - 

región. 

Se cubrió un área de 168 km2 con siete lineas de vuelo en dirección N-S y ocho 

lineas en dirección E-W, separados dos kilómetros en ambas direcciones. las lineas se - 

muestrearon del registro analógico cada 200 metros y se emplearon las técnicas del kri--

ging para interpolar hacia el centro de los cuadros formados por las lineas de vuelo con - 

el objeto de construir una retícula uniforme con nodos cada 500 metros, tal como se ilus-

tra en la figura 12. 

Algunos perfiles N-S y E-W que son característicos del área se muestran en las 

figuras 13 y 14. Puede observarse en casi todos ellos, una fuerte tendencia lineal . Se - 

calcularon los semivariogramas experimentales del campo magnético en las direcciones de 

vuelo (figuro 15). Ambos semivariogramas resultaron ser de forma regular creciente, sin - 

efecto pepita, lo cual era de esperarse debido a la alta continuidad de la variable y sin 

presencia aparente de meseta. S'e ajustaron los primeros 40 puntos de cada semivariogra 

ma a un modelo de función de potencia resultando las siguientes expresiones analíticas: 
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1.43 
semivariograma N-S , 	t(h) = 47.06 Ñ 

semivariograma E-W, 	14( h ) = 53 .341— 1 .34  hl 

Habiendo sido fácil el ajuste de los semivariograrnas se decidió emplearlos direc 

tamente en el sistema de kriging normal, lo que implicaba considerar el fenómeno como 

estacionario, a pesar de existir un drift. Con el propósito de tomar en cuenta la anisotro 

pro, las direcciones del segmento que une dos puntos cualesquiera fueron clasificados en 

tres zonas (figura 16). 

FIG. 16 

ZONAS CONSIDERADAS PARA ASIGNAR SEMIVARIOGRAMA 

SEGUN LA ORIENTACION 	h 
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Para todos los pares de puntos unidos por un segmento cuya dirección esta inclui-

da en la zona N-S se obtuvo: 

- 
I tan 9 I = 1 y2 	Y1  I > tan 60° = 1.732 

x2  - xl  

y se les aplicó el semivariograma N-S. 

Similarmente, para los pares de puntos tales que: 

I tan A I =I y2 	y 1  I < tan 30° = 0.5773 
x2  - x1  

se les aplicó el semivariograma E-W y para los pares de puntos tales que: 

0.5773 <I tan 6 1 <1.732 

se les aplicó un promedio de los dos semivariogramas. 

Puesto que el semivariograma experimental no presenta meseta, no es posible defi 

nir el radio de influencia. Es por ello que se eligió "arbitrariamente" un rodio de quasi es 

tacionariedad de 7 unidades (1400 mh .) , todo ello con propósitos de interpolación. Los 

resultados obtenidos fueron incongruentes, lo que obligó a reducir el radio a 5.5 unidades. 

Esta vez los resultados mejoraron y se obtuvo el mapa* de la figura (17). Sin embargo, la 

superficie aún presenta distorsiones muy bruscas que no concuerdan en los puntos de con-

trol con el fenómeno real . Esto se verificó fácilmente pues varios puntos de los perfiles 

magnéticos originales, que no intervinieron como datos en el cálculo, fueron estimados 

como nodos en la malla interpolada produciendo máximos, mínimos e inclusive dipolos - 

ficticios. Este efecto se hizo más notorio en la dirección de la tendencia . En la tabla 2 

se muestran algunos puntos sobre o sub-estimados, así como sus coordenadas y su valor - 

tomado de los perfiles. Obtener el mapa de desviaciones estándar en este caso era inútil . 

* En la configuración de las mallas se utilizó el paquete "SURFACE II" 
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MAPA CONFIGURADO POR COMPUTADORA EMPLEANDO KRIGING NORMAL 
	

E SC. 

INTERVALO DE CONF1GURACION : 20 GAMMAS 



Renglón Columna Valor estimado Valor real 

29 

28 

4 

5 

29 	 6 	-70.0 	-339.0 

21 	16 	41.0 	 5.5 

26 	21 	-21.0 	27.0 

28 	25 	-19.0 	-430.0 
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TABLA 2 

Error de estimación en puntos dato 

Posteriormente, se utilizó la variante del kriging que toma en cuenta el drift o 

sea el kriging universal . Para ello se calcularon los semivariogramas de residuales experi 

mentales y teóricos en las direcciones principales (N-S y E-W), de acuerdo al proceso 

descrito en el capitulo III (figura 6). Algunos de estos semivariogramas se muestran en las 

figuras 18, 19 y 20. El mejor ajuste entre los semivariogramas de residuales teóricos y 

experimentales se encontró para una vecindad de 7 unidades (1400 mts.) y un drift li-

neal (figura 21) . A partir de este semivariograma de residuales se calculó la pendiente, 

la cual es necesaria para la estimación de las varianzas. Los datos de vecindad óptima, - 

orden del drift y pendiente se alimentaron al programa de kriging universal (Olea, 1971). 

Este programa se modificó ligeramente para ahorrar tiempo de cómputo, aprovechando el 

patrón geométrico regular y repetitivo de los datos. Este patrón permitió que sólo fuera - 

. necesario calcular los pesos asociados a los puntos a estimar contenidos dentro de una de 
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SEMIVARIOGRAMA DE RESIDUALES PARA UN DRIFT 

CUADRAT/C0 Y VECINDAD DE 1200 m, EN DIRECCION E - W 
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FIG. 19 

SEMIVARIOGRAMA DE RESIDUALES PARA UN DRIFT CUADRATICO 

Y VECINDAD DE.1000 m , EN DIRECCION E W 
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SEMIVARIOGRAMA DE RESIDUALES PARA UN DRIFT LINEAL Y 

VECINDAD DE 1200 rn, EN LAS DIRECCIONES N—S Y E — W 



Melle *II 

Experimental 
Teórico 

Drift Lineal 
Dirección N-S 
Vecindad 1400 m. 

h 

FIG. 21 
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las celdas (figura 12), ya que en las demás celdas los pesos asociados serian los mismos. 

De este modo se obtuvo una malla interpolada de la variable así como una malla asociada - 

de desviaciones estándar que posteriormente se configuraron (figuras 22 y 23 respectivamen 

te). 

El mapa de la variable que se obtuvo es considerablemente diferente al calculado --

con kriging normal . Los puntos interpolados conservan el drift del fenómeno y ningún valor 

esta sobre o sub-estimado en demasra. Como puede observarse el mapa de desviaciones es-

tándar es repetitivo y simétrico con respecto al centro de cada celda, donde se encuentran - 

las desviaciones estándar mayores. 

Por último se llevó a cabo la interpolación empleando el método de relajación --

aprovechando que la disposición de los datos en forma equiespaciada y formando cuadros - 

permitía emplear un programa muy rápido. El mapa interpolado resultante (figura 24) es --

prácticamente igual al obtenido por kriging universal , excepto por la forma del máximo de 

220 gammas en la parte inferior central del mapa y en general por la mayor suavidad de - 

los contornos. 
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( B ) Configuración de tiempos de reflexión y de velocidades sísmicas 

El primer problema consistió en generar una malla cuadrada regular a partir de la 

información de tiempos de reflexión disponible, 1681 datos (figura 25). 

Tomando en cuenta algunos perfiles de tiempos de reflexión se consideró que el - 

fenómeno tenía un drift lineal y de acuerdo a esto se procedió a calcular los modelos de - 

covarianzas generalizadas. Con este propósito se quitaron 85 puntos dato(figura 26) y - 

se estimaron por covarianzas generalizadas utililizando el modelo 'brbitrario" Ihl
3 
 . En- 

la tabla 3 se muestran los valores estimados y los valores reales de los 85 puntos. El signi 

ficado de cada columna es el siguiente: 

IPO : indice del punto omitido 

XX : abcisa del punto omitido 

YY : coordenada del punto omitido 

Z(3, IPO) : valor del punto omitido, Zo  

ESTIMACION : valor del punto omitido calculado por kriging (covarianzas gene 

ralizadas) utilizando el modelo inicial, Z* 	2_ )‘ i Zi  

NW : número de muestras utilizadas para la estimación 

ERROR : error de kriging, Zo- Z 4  

2 
ERROR2 : (7.45- Z*) 

2 
'/ARIANZA : varianza de estimación ,ami  

k 	
var Z.- Zkl 

Los primeros modelos obtenidos se presentan en la tabla 4 donde, 

So  X( S ) 

S 1  Y(1711) 



..• 
r.  

.0. 
.• 	• 

.• 
• 

.•••• 
-. • •• 

30 

20 
• 

     

10 

so 

70 — 

.• • 

GO — 

50 — 

40 
••.... 
• "-.. . 

.1%  
sr. 
.* 	• • 

• 

0 	5 	10 

5 	  
90 	 100 	 110 	 120 	 130 	 140 	 150 

FIG. 25 
LOCALIZACION DE PUNTOS DE TIRO UTILIZADOS PARA GENERAR UN 

MAPA DE TIEMPOS DE REFLEXION. 



so 

.~:4,11.914~ ' • 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

1O 

5 
90 	 100 	 110 	 120 

	
130 	 140 	 150 

FIG, 26 
PUNTOS DATO RE—ESTIMADOS PARA OBTENER EL MEJOR MODELO DE 
COVARIANZA GENERALIZADA. la. OPCION 



TABLA 3 . 
ESTIMACION DE 85 PUNTOS DATO UTILIZANDO EL MODELO 

DE COVARIANZA GENERALIZADA Ihis  
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TABLA 4 
CUATRO MODELOS DE COVARIANZA GENERALIZADA CALCULADOS A 

PARTIR DEL MODELO ARBITRARIO 1h13  
F640E1405 CITE SE UTILT110414 EN LA RESKSI010 

sn: 
52: 

2.38116 
.n3236 S3= 

-.25351 
.04.60 

neeno A riane1244 

	

exi= 	.541 9.002 

ree= 	.036 	 E C s= 	.944 	 CCM: 	.0039 	opigEDIA= 	3.0264 	114[ST: 	1.0290 

VaRp t.- 	.519%1 	~EST= 	.515606 	 COOR= 	.1147m 

CoVARI AN7k; 	.5451° 	CON T= 	85.000 
LOS 	Mil DfLOs CALCULADOS S014 
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.00n0 	 . •2714-002 	.0000 

- .P817 -OD 2 	-.1828-002 	.0000 
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CORR = coeficiente de correlación - 
covarianza( Z, Z 

 

   

 

\IV ARR k VARE ST 

 

Todos los modelos calculados se muestran en la tabla 5. En general los modelos 
3 

del tipo Cl  Ihl + C2  Ihl son mejores (error cuadrático mínimo, error cuadrátíco estan- 

darizado más cercano a uno, máximo correlación, etc.) que los del tipo Coi C 1 	+ 



TABLA 5 

• Quince modelos correspondientes a la primera opción 

No. Co 
Modelo 

C1  C2  MEDIA RMEST VARR VAREST EPP ECS ECM CORR Rx1  

1 0.0 0.0 1.0 3.0264 3.0298 .53941 .55686 .036 .044 .0059 .9947 54.19 
2 .4320E-3 0.0 .2714E-2 3.0264 3.0269 .53941 .55324 .033 7.208 .0057 .9949 .0779 
3 .1933E-2 0.0 .1271E-2 3.0264 3.0254 .53941 .54862 .036 4.168 .0050 .9954 .0509 
4 .1458E-2 0.0 .2324E-2 3.0264 3.0265 .53941 .55102 .033 3.757 .0050 .9955 .0601 
5 0.0 -.4186E-2 .1867E-2 3.0264 3.0272 .53941 .55299 .033 1.908 .0052 .9953 .0696 
6 .1165E-2 0.0 .2861E-2 3.0264 3.0278 .53941 .55187 .032 3.954 .0051 .9954 .0655 
7 0.0 -.4888E-2 .1854E-2 3.0264 3.0271 .53941 .55271 .033 1.651 .0052 .9953 .0686 
8 .1926E-2 0.0 .1196E-2 3.0264 3.0253 .53941 .54843 .036 4.297 .0050 .9954 .0504 
9 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 3.0248 .53941 .54832 .032 1.077 .0049 .9955 .0602 

10 .1393E-2 0.0 .2571E-2 3.0264 3.0266 .53941 .55133 .033 3.706 .0050 .9955 .0618 
11 0.0 -.6227E-2 .1155E-2 3.0264 3.0266 .53941 .55145 .032 1.341 .0050 .9955 .0655 
12 .1955E-2 0.0 .1159E-2 3.0264 3.0252 .53941 .54828 .036 4.327 .0051 .9954 .0500 
13 0.0 -.8027E-2 .2054E-3 3.0264 3.0268 .53941 .55202 .032 1.026 .0051 .9954 .0672 
14 .2124E-2 0.0 .8972E-3 3.0264 3.0246 .53941 .54710 .039 4.696 .0052 .9952 .0473 
15 0.0 -.7439E-2 .3338E-3 3.0264 3.0255 .53941 .54934 .032 1.171 .0049 .9956 .0618 



88 

C
2

Ihl3  . De acuerdo a criterios ya señalados (ver capítulo IV) el "mejor" modelo de - 

-  
covarianza generalizada es: -.8228 x 10 

2 
 Ihl + .1229x 10

-3 
 Ih1 3 . Este modelo se uti 

lizó para construir la tabla 6 (valores estimados y valores reales de los 85 puntos). In - 

figura 27 indica la secuencia que se siguió para la obtención de los modelos, donde cada 

número indica el número de modelo de covarianza generalizada de acuerdo a la tabla 5. 

Sin soslayar el hecho de que gran parte de los datos a lo largo de los tendidos --

sísmicos están muy cercanos unos de los otros, las estimaciones fueron bastante aceptables. 

En el proceso de estimación se observó que éste dependía casi totalmente de los dos datos 

más cercanos al punto a estimar. En la estimación, un radio efectivo mucho menor al ron-

go podría ser empleado en interpolaciones en puntos aislados. Por ello, el "mejor" mode- 
-2 _ -3 - 3 

lo de covarianza generalizada obtenido, -.8228 x 10 Ihl + .1229 x 10 Ihl , no se --

consideró como el más representativo por el momento. 

Consecuentemente, se decidió crear una segunda opción: eliminar información - 

muy cercana al punto estimado (figura 28). En este caso se eligió un radio igual a dos ve 

ces el espaciamiento entre datos (.6 1<ms .). Con esto se logró un modelo más representa-

tivo, al menos intuitivamente, para la interpolación en áreas con datos distribuidos a 

lo largo de líneas, corno es el caso de los trabajos geofisicon, 

Se utilizaron los mismos puntos dato para re-estimarse, sin embargo, no fué posi-

ble encontrar modelos de covarianza generalizada debido a que ninguno cumplía con las 

condiciones establecidas en la tabla 1. Esto hizo necesario que se utilizarán puntos da-

to diferentes a los de la figura 26. Los modelos resultantes de esta nueva opción apare- 
3 

cen en la tabla 7. Nuevamente se observa que los modelos del tipo C
1 	

+ C2IEI son - 

3 
considerablemente mejores que los del tipo Co + C11-1711 	C2lhl . En la figura 30 se mues 



TABLA 6 
VALOR ES REALES Y VALOR ES ESTIMADOS UTILIZANDO EL, MODELO 
DE COVARIANZA GENERALIZADA, - 0.8228 E - 21h1 4- 0.1229 E- 3 11113  

EL MODELO UTIL12800 ES EL SIGUIENTE 

CO 	 Cl 	 C2 
	 C3 

.0U0000 	-.008228 	 .00E123 	.00none 

IPO XX yy 	• 243 9 IP01 ESTIMACIOM NM 

1 92.4220 504040 3.7000 3.7683 
21 95.5930 47.3130 3.8500 3.8389 
41 98.4980 24.8570 3.0200 3.0192 
61 97.2560 33.8500 3.6500 3.6397 • 

81 98.0520 18.0210 2.7500 2.7427 
101 98.5720 32.6000 3.4000 3.4045 
121 99.2010 27.4280 3.1200 391294 
141 99.9470 23.4990 3.0200 3.018D 
161 100.6140 42.6740 3.8300 3.8398 
181 101102600 52.6180 4.0400 4.0465 
201 
221 

101.8830 
102.4640  

46.7540 
56.4730 

3.7700 
4.0800 

3.7888 
3.9680 

241 102.9590 63.7580 3.5500 3.5542 
261 103.4870 48.3530 3.7500 3.7505 
281 104.0870 39.0900 3.1100 3.0288 
301 
321 

10495870 
1°5.0000 

26.734 0 
61.5580 

3.51013 
3.7300 

3.4974 
3.6627 

341 105.6220 50.3550 3.7500 3.7537 
361 106.2130 60.235d 3 .85 00 3.8592 
381 106.7940 66.6800  3.6000 3.6181 
401 107.24q0 24.0570 3.5500 3.4827 
421 1074418 58.3790  3.4400 3.4461 
441 108.3230 23.0610 3.3000 3.3493 
461 108.9200 45.1350 3.8000 3.7865 
481 109.4850 67.6520 3.5100 3.5179  
501 
521 

109.9960 
110.5420 5646::12110 

3.2700 
3.5200 

3.2179 
3,5628 

541 
561 

111.0160 
111.5790 

45.0510 
71.0330 3.4500 

3.7230 3.7206 
3.4492 

581 11291670 3293440 2.7910 2.8293 
601 11297790 65.8880 3.4000 3.3681 
621 113.3310 57.6800 3.1400 3.1584 
641 113.78C0 33.8870 3.5000 3.3166 
661 114.2460 72.4800 2.6000 2.6099 
681 114.6800 61.9630 3.86eu 3.7009 
701 1154600 16.3670 3.0500 3.0446 

09 

ERROR 	ERROR2 	VARI8N2A 

9 
11 
in 

8 
in 
12 
15 
12 

8 
12 

8 
13 
10 
12 
in 

16 
11 
13 
13 
12 
12 
12 
10 
13 
11 
1 6  
14 
11 
12 
11 
9 

8 
n 

11 
13 

	

-.0111.11
.4667 	.025552 

.003706 

	

-.0008 	
oC00123 

.002801 

	

-.0103 	:E1181 	.006646 

	

...0073.000053 	.002543 
.0045  

	

.00002n 	.002229 
.0094 	 .003862 

.0018 	

.000087 

	

.000004 	.005356
0,0  

-.0020 

.0065 	
.000095 
.000042 

.001953 

.003534 

...112C 
.0188 	.000354 

.003527 
90042 	

sC12541 
.coacie 	.002792 

.0005.000000 	.005758 
8 -.012 

12
.006598 .003326 

-.0126 	.000160 	.004556 
.0173 	 .001843 
.0037 	

e E00300 ' 
.003700 

.0181 • eC00084 

.000013 
.002193

07  
.0092 

.000326  
- .0673.004534 	.003127 

.0061 .000037 	
9 .0493  mE02 832 	.003387 

'90135 	.000184 	.006756 
.0079 .000063 	.004876 

...00542218 	
.002718 

.003992 

.004273 

	

.0006 	
.001835 

-•.0308 	
.000000 	.003522 
.000001 	.002484 

	

.0393 	.001545 	.003209 
-.0319.001020 	.004801 

.0184  .000338 	.004303 
~.1834 	.033620 	.002334 

	

.025298 	.005862 

	

.0099
I 	

eC00098 	.001766 
- 
...0054 	.E00029 	.000832 



1101 126.3060 36.8350 
1121 126.7330 5.1520 
1141 127.3136  25.7740 
1161 127.7943 76.847U 
1181 128.2910 19.9500 
1201 128.9020 11.9230 
1221 129.4250 12.4380 
1241 129.9580 55.1243 
1261 130.5050  13.3460 
1201 133.9840 32.0510 
1301 131.7780 63.7ru 
1321 132.2530 64.1210 
1341 132.8050 71.124 41 
1361 133.3660  52.9550 
1381 133.8770 35.1880 
1401 134.3710 7.478u 
1421 134.9891 45.0970 
144 1 135.6910 6.3620 
1461 136.2963 16.5980 
1481 136.9980 56.639J 
1501 137.6730 6.5910 
1521 138.6000 9.3320 
1541 139 .4170 10.1350 
1561 140.0190 31.3480 
1581 140.7740 11.9583 
1601 141.4400 12.3710 
1621 142.3093 10.4560 
1641 143.5400 59.9520 
1661 144.9563 15.5930 
1681 146.5943 27.5300 

3.0400 
2.8000 
3.330U 
3.2000 
2.7800 
3.0000 
3.730C 
2.8810 
2.840U 
3.4030 
3.2400 
2.88n0 
2.4200 
2.7800 
3.9300 
2.94'20 
3.10D0 

3= 
3.2800 
.8500 
3.3810 
2.3400 
2.9200 
2.3400 
2.4100 
2.7100 
2.6606 
3.4210 
3.4500 
3.5000 
3.3320 
3.3006 
3.3902 
1.0500 
3.3120 
.6790 
2.79rC 
3.05r¿ 
1.6490 
1.3 1300 
1.4900 
3.2060 
1.7500 
1.60n0 
1.4570 
3.120ü 
2.5000 
2.9900 

721 115.6400 49.9480 
741 118.1850 17.3770  
761 116.7420 44.1990 
781 117.3630 44.6880 
801 117.7923 18.9600 
821 118.3940 13.2520 
841 119.1010 38.955u 
861 119.7960 20.9620 
881 120.6140 54.1290 
901 121.1550 31.6060 
921 121.6630 22.8523 
941 122.I82C 14.3530 
961 122.5910 72.9190 
981 123.0350 52.8253 
1001 123.E3C3 50.4600 
1021 124.2460 51.4530 
1041 124.6670 52.9450 
1061 125.2060 36.31E3 
1081 125.7890 16.1650 

90 

3.0354 19 -.0046 .000021 .003432 
2.6267 I? .0287 .000828  .004720 
3.3279 13 -.0021 .000004 .003340 
3.1990 12 -.0010 .000001 .003009 
2.7842 8 .0042 .000018 .003525 
3.0028 I? .0028 .000008 .002589 
3.6657 ln -.0643 .004131 .107479 
2.9264 In .0464 .002158 .004482 
2.8462 .11 .0062 .000038 .006243 
3.4607 11 .0007 .L10000 .001990 
3.2416 12 .0016 .000002 .004142 
2.9 319 12 .0219 .000474 .007378 
2.3573 8 -.0630 .003964 .015744 
2.7662 16 .0062 .000038 .301929 
3.3334 11 .0134 .000011 .003486 
2.9470 11 .007C .000049 .001959 
3.1.57 14 .0157 .000033 .001565 
3.6038 11 .1438 .020687 .005676 
3.1596 11 .0496 .002462 .000509 
3.3C80 12 .0280 .000784 .003412 
.8267 9 -.0233 .000544 .009095 

3.390.2 1? .0102 .000103 -003500 
2.3561 9 .0161 .600258 .005083 
2.9506 9 .0306 .000938 .005538 
2.3340 In -.0060 .000037 .c04498 
2.4105 6 .0105 .000000 .000845 
2,7323 11 .0223 .000498 .004239 
2.5470 11 -.113C .612778 .005030 
3.4 145 10 -.0355 .000030 .06e18n 
3.4446 10 -.0054 .000030 .005446 
3.4776 1  I -.0224 .000500 .003676 
3.3360 9  -.3060 .300000 .003521 
2.9886 12 -.0114 .00013 .005373 
3.3625 11 -.0375 .000056 .005694 
.9 493 10 -.1007 .010150 .004140 
3.2499 11 -.0601 .003610 .005654 
.6735 9 .0035 .030012 .001902 
2.7698 In -.0002 .000000 .004531 
3.5446 1^ .4946 .244621 -005000 
1.0391 9 7.0009  .U00001 .001468 
1 . 3 135 10 -.0265 .000701 .003520 
1 .4 643 11 -.0257 .000661 .00511 7  
3.2111 1? .0111 .000123 .G03585 
1.6948 12 -.0552 .003051 .003082 
1.6699 12 .0099 400099 .003555 
1,4193 11 -.0307 .060942 .002601 
3.1183 8 -.0017 .CC0'303 .008909 
2.4957 10 -.0043 •000016  .00330 
7.9810 A -.009C .000081 .002064 

TABLA 6 	( GONTINUAGION) 



SECUENCIA DE OBTENCION DE MODELOS DE COVARIANZA GENERALIZADA 

CORRESPONDIENTES A LA ESTIMACION DE 85 PUNTOS DATO 



a) 

b) 

FIG. 28 

ZONA DE INFLUENCIA CONSIDERADA ( RAYADA) PARA LA 

ESTIMACION DE Zo 

a) primera opción 
b) segunda opción 



TABLA 7 

Nueve modelos correspondientes a la segunda opción 

No. Co 
Modelo 

Cl C2 RMEDIA RMEST VARR VAREST EPP ECS ECM CORR Rx l  
1 0.0 0.0 1.0 3.0551 3.0621 .36061 .25836 .067 .014 .0099 .9863 262.6 
2 .2058E-3 0.0 .3114E-2 3.0551 3.0603 .36061 .35844 .064 3.187 .0090 .9875 .0365 
3 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0556 .36061 .34865 .056 1.301 .0066 .9909 .0284 
4 .4084E-4 0.0 .1235E-2 3.0551 3.0612 .36061 .35879 .065 9.108 .0093 .9871 .0417 
5 0.0 -.3266E-2 .3696E-3 3.0551 3.0563 .36061 .35191 .057 1.736 .0067 .9907 .0256 
6 0.0 -.2483E-2 .9703E-3 3.0551 3.0576 .36061 .35510 .060 1.959 .0073 .9899 .0240 
7 0.0 -.2465E-2 .1212E-2 3.0551 3.0579 .36061 .35561 .061 1.891 .0074 .9896 .0243 
8 0.0 -.2619E-2 .1188E-2 3.0551 3.0578 .36061 .35543 .061 1.808 .0074 .9897 .0241 
9 0.0 -.256JE-2 .1199E-2 3.0551 3.0578 .36061 .35550 .061 1.838 .0074 .9897 .0242 
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FIG. 29 
PUNTOS DATO RE—ESTIMADOS PARA OBTENER EL MEJOR MODELO DE COVAR1ANZA GENERALIZADA, 2a. OPCION 
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FIG. 30 

SECUENCIA DE OBTENCION DE MODELOS DE COVARIANZA GENERALIZADA 

CORRESPONDIENTES A LA ESTIMACION DE 89 PUNTOS DATO 
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tra esquemáticamente la secuencia de obtención del "mejor" modelo. Los puntos dato - 

que se re-estimaron fueron 89 (figura 291 y el "mejor" modelo que se obtuvó fué: 
-2 _ 

- .4765 x 10 Ihl + .1463x 10
3

1
-
hl

3
. La necesidad de demostrar la validez de lo supues 

to en la segunda opción sobre la primera opción hizo que se 'wobaran los mejores modelos 

de ambas opciones en condiciones similares. R-imeramente se utilizaron los 85 puntos dato 

correspondientes a la primera opción y se hizo variar el radio (RIN), para desechar infor-

mación, desde 0.0 hasta 3.5 kms • y con ello realizar la re-estimación empleando el "me 

jor " modelo de cada opción. Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 8. De acuer 

do al error cuadrático medio la diferencia entre ambos modelos es despreciable para cual 

quier situación. Esta diferencia, por el contrario, se hace notable cuando se considera el 

error cuadrático estandarizado (ver columna ECS). Los dos modelos tienden por un lado, 

a suavizar el fenómeno conforme aumenta el radio para desechar información y por el - 

otro, a hacerlo más irregular cuando dicho radio (RIN) es pequeño, de 0.0 a 0.6 kms. 

(ver columnas VARR y VAREST). De tudo lo anterior resulta que el "mejor" modelo es: 

-2 	 -3 - 3 
-.8228x 10 	Ihl + .1229x 10 !hl 	el cuál corresponde al "mejor" modelo de la -- 

primera opción. 

Posteriormente, se hizo la re-estimocii'm de los 89 puntos dato bajo las condicio-

nes ya descritas (vecindad anular), obteniéndose los resultados de la tabla 9. En este ca 

so los resultados de ambos modelos son similares, según el error cuadrático medio y el --

error cuadrático estandarizado, para radios (RIN) de 0.0 a 0.6 kms. Sin embargo, a - 

partir de un radio de un kilómetro la diferencia vuelve a hacerse notoria, como en el ca 

so anterior, según el error cuadrático estandarizado. El modelo propuesto en el caso an-

terior contínua siendo el "mejor"para esta nueva situación. 



TABLA 8 

Comparación de modelos de covarianza generalizada 
basados en la estimación de 85 puntos dato 

Orción 

1 

Co 

.0.0 

Modelo 
C1 

-.8228E-2 

C2 
.1229E-3 

RMEDIA 

3.0264 

RMEST 

3.0248 

VARR 	VAREST 

.53941 	.54832 

EPP 

.032 

ECS 

1.077 

ECM 

.0049 

CORR 

.9955 

Rx1  
.06021 

RIN 
kms. 

0.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 3.0252 .53941 .54893 .032 1.841 .0049 .9956 .06135 0.0 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9965 .53941 .55530 .101 1.871 .0565 .9493 9.963 0.6 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 2.9922 .53941 .55107 .099 2.705 .0525 .9530 9.148 0.6 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 3.0087 .53941 .52656 .092 1.735 .0204 .9813 .2799 1.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 3.0092 .53941 .52824 .091 2.852 .0204 .9813 .3019 1.0 

0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9941 .53941 .52747 .166 1.861 .0305 .9725 2.369 2.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 2.9952 .53941 .52887 .117 3.083 .0312 .9718 1.122 2.0 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9937 .53941 .52612 .121 2.124 .0332 .9699 .6389 2.5 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 2.9955 .53941 .52871 .122 3.529 .0340 .9691 .7535 2.5 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9886 .53941 .53831 .130 2.071 .0370 .9670 .8296 3.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 2.9901 .53941 .54176 .130 3.423 .0382 .9659 1.020 3.0 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0264 2.9997 .53941 .52891 .125 1.813 .0335 .9694 .4354 3.5 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0264 3.0015 .53941 .53362 .125 2.908 .0338 .9691 .4878 3.5 



TABLA .9 

Comparación de modelos de covarianza generalizada 
basados en la estimación de 89 puntos dato 

Opción Co 
Modelo 

-1 C2 RMED1A RMEST VARR VAREST EPP ECS ECM CORR Rx 1  
RIN 
kms. 

0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0577 .36061 .36396 .028 .740 .0027 .9962 .0082 0.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0580 .36061 .36014 .027 1.026 .0027 .9963 .0090 0.0 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0568 .36061 .35326 .058 .867 .0069 .9904 .0277 0.6 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0556 .36061 .34865 .056 1.301 .0066 .9909 .0284 0.6 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0576 .36061 .35233 .075 1.088 .0120 .9832 9.775 1.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0611 .36061 .35590 .077 1.786 .0143 .9801 3.001 1.0 

0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0549 .36061 .32747 .098 1.158 .0188 .9738 .1370 2.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0548 .36061 .32485 .100 2.287 .0200 .9721 .1688 2.0 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0637 .36061 .33240 .107 1.136 .0223 .9687 .2364 2.5 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0621 .36061 .33035 .107 2.345 .0234 .9672 .3336 2.5 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0614 .36061 .32899 .108 1.078 .0244 .9657 .2941 3.0 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0607 .36061 .32640 .107 2.247 .0245 .9656 .3710 3.0 

1 0.0 -.8228E-2 .1229E-3 3.0551 3.0832 .36061 .37141 .130 .929 .0468 .9372 78.85 3.5 
2 0.0 -.4765E-2 .1463E-3 3.0551 3.0803 .36061 .36663 .134 1.499 .0398 .9462 19.91 3.5 
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Respecto al tiempo de cómputo utilizado para la identificación de la covaríanza - 

generalizada éste fué de 59 segundos de CPU, empleando 15 iteraciones (ver tabla 5). - 

Este tiempo pudo haberse reducido en un 30 por ciento aproximadamente, si sólo se hubie 

—3 
sen considerado los modelos del tipo C 1lhl + C

2
Ih1 a partir de la quinto iteración. El - 

—3 
error cuadrático estandarizado de los modelos del tipo Co 	± C21h1 tiende a esta 

bilizarse alrededor de un valor igual a cuatro, por lo que no debió haberse insistido en - 

su uso. Esto es más claro en la tabla 7, pues de todos los modelos calculados sólo dos de 

--3 
ellos son del tipo Co + C1Ihl + C21h1 . 

Por otro lado, para valorar la efectividad del método se construyeron las tablas 10 

y 11. En éstas se compara el modelo inicial de covarianza generalizada con el "mejor" 

modelo de covarianza generalizada . Para el caso en que se considera información muy --

cercana al punto a ser estimado, la diferencia no es muy notable según el error cuadrático 

medio, para ambos modelos, aunque no sucede lo mismo con el error cuadrático estanda-

rizado y con el término Rxl (suma del cuadrado de las diferencias entre el error de kriging 

cuadrático y el error teórico de estimación). Sin embargo, cuando se empieza a ampliar - 

el radio (RIN) los resultados son bastante diferentes, notándose claramente el mejoramien 

to en la estimación y la minimización del término Rx i  . 

Con el "mejor" modelo de covarianza generalizada se llevó a cabo la estimación - 

de una malla de 38x 31 nodos, lo que requirió un tiempo de 44 segundos de CPU. In ma-

lla se configuró dando como resultado el mapa de la figura 31. En la figura 32 se presen 

ta el mapa de desviaciones estándar asociado a dicha malla . 

La imposibilidad de conseguir datos de análisis de velocidad correspondientes al área 

de donde se tenia información de tiempos de reflexión impidió que se llevara a cabo la - 
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TABLA 10 

Comparación entre modelo inicial de covarianza generalizada 
y "mejor" modelo de covarianza generalizada utilizando infor 
m'ación de la figura 25. 

Co 
Modelo 

1 
C2 

ECS ECM Rx 1  
RIN 
kms. 

0.0 0.0 1.0 .044 .0059 54.190 0.0 
0.0 - .8228E-2 .1229E-3 1.077 .0049 .06021 0.0 

0.0 0.0 1.0 .047 .0900 274.10 0.6 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 1.871 .0565 9.9630 0.6 

0.0 0.0 1.0 .036 .0712 1156.0 1.0 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 1.735 .0204 .27990 1.0 

0.0 0.0 1.0 .024 .0845 19,110. 2.0 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 1.861 .0305 2.369 2.0 

0.0 0.0 1.0 .025 .0797 7378.0 2.5 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 2.124 .0332 .6389 2.5 

0.0 0.0 1.0 .025 .1101 11,140. 3.0 
0.0 - .8228E-2 .1229E-3 2.071 .0370 .8296 3.0 

0.0 0.0 1.0 .008 .0553 15,280. 3.5 
0.0  -.8228E-2 .1229E-3 1.813 .0335 .4354 3.5 



TABLA 11 

Comparación entre modelo inicial de covarianza generalizada 
y "mejor" modelo de covarianza generalizada utilizando infor 
m'ación de la figura 29. 

Co 

0.0 
0.0 

0.0 
0.0 

Modelo 
Ci 

0.0 
-.8228E-2 

0.0 
-.8228E-2 

C2  

LO 
.1229E-3 

.1229E-3 

ECS 

.034 

.740 

.014 

.867 

ECM 

.0040 

.0027 

.0099 

.0069 

Rx 1  

69.13 
.008171 

262.6 
.0277 

RIN 
kms . 

0.0 
0.0 

0.6 
0.6 

0.0 0.0 LO .013 .0172 1025.0 1.0 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 1.088 .0120 9.775 1.0 

0.0 0.0 LO .008 .0307 6853.0 2.0 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 1.158 .0188 .1370 2.0 

0.0 0.0 1.0 .007 .0282 6301.0 2.5 
0.0 -.8228E-2 .1229E-3 1.136 .0223 .2364 2.5 

0.0 0.0 1.0 .007 .0364 7613.0 3.0 
0.0 - .8228E-2 .1229E-3 1.078 .0244 .2941 3.0 

0.0 0.0 1.0 .008 .0503 2.35E +6 3.5 
0.0 - .8228E-2 .1229E-3 .929 .0468 78.85 3.5 



V11.711411~.. :i4Iflitli,11975X4t1=TIM 	 '',191Wil, 

133 	 143 

103 	 11 3 	 123 	 133 	 143 
5 	101(wl FIG 31 

MAPA DE TIEMPOS DE REFLEXION CONFIGURADO POR COMPUTADORA 
UTILIZANDO COVARIANZAS GENERALIZADAS. 
INTERVALO DE CONFIGURACION 0.15 SEG. 



FIG. 32 
MAPA DE DESVIACIONES ESTANDAR CONFIGURADO POR COMPUTADORA 
UTILIZANDO COVARIANZAS GENERALIZADAS. 
INTERVALO DE CONFIGURACION: 0.05 SEG. 
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migración de estos últimos. Sin embargo, se presenta un ejemplo con datos ficticios de vti 

locidad que ilustra la manera como se hubiera realizado el proceso con datos reales. 

El mapa de la figura 33 muestra una serie de datos de " velocidad" en los que se - 

efectuó el suavizamiento por kriging (método de covarianzas generalizadas). Primero se - 

calcularon varias funciones de covarianza generalizada para los datos y de éstas se eli—

gió el modelo 214.7 - 16.49ffi1 +0.03981h13  por ser éste el que restituía el valor de los 

puntos con mayor precisión ( 55.46 m/seq de error promedio en datos que variaban de - 

2700 a 2900 m/s). Esta función de covarianza se empleó para re-estimar (en este caso 

suavizar, por la existencia del término Co) las velocidades . El término Co 'sólo apare-

ce en la diagonal principal de la matriz de kriging y no en el vector de términos indepen 

dientes. El resultado fué el mapa de la figura 34 en el que puede apreciarse un suavizo 

miento de la variable. 

Si los datos fuesen reales, con las velocidades suavizadas y estimando los gradien-

tes de tiempo por kriging (ec . 3.13) se habrián calculado las nuevas posiciones de los - 

puntos migrados mediante la ecuación 5.9 . 



40 	45 	SO 	55 	60 

X 

2 O 	25 	30 	3.5 W  40 
FIG. 33 

MAPA DE 'VELOCIDADES' CONFIGURADO POR COMPUTADORA 
EMPLEANDO PROMEDIOS PESADOS INT. CONF IG. 10 M/SEG. 

1 	2 Km 

ESC. 



45 40 S 	10 	15 	20 	25 	30 	35 
FIG. 34 

MAP/1 DE 'VELOCIDADES' SUAVIZADO EMPLEANDO COVARIANZAS 
GENERALIZADAS 	INT, CONFIG. 10 M/SEG. 

S 	10 	15 	20 	25 	30 	35 	40 	45 	50 	SS 	60 

60 - 60 

55 - 55 

SO - 50 

45 - 45 

40 - 40 

35 	 - 35 

20 20 

15 -4 15 

30 	 - 30 

25 

llllllll _ 1 	1 	1 	1 	1 _1 	 1 	1 1. 	J 	1. 

50 55 	60 
O 

 
z P'm 



107 

CAPITULO 	VII 

CONCLUSIONES 

El kriging es el método que proporciona el mejor estimador lineal insesgado en el - 

sentido de varianza de estimación mínima (Journel, 1978). 

Este es el único método que toma en cuenta la estructura del fenómeno bajo estudio 

(a través del sernivaricarama o covarianza) y proporciona una medida del error al efectuar 

estimaciones (varianza de estimación). Sin embargo, presenta dos limitaciones que lacen 

que su empleo no sea el más apropiado en todos los casos: 

- Excesivo tiempo de cómputo, en comparación con otros métodos convencionales 

de interpolación. 

- Base teórica extensa y no muy sencilla. Esto provoca que en algunos casos se - 

haga una incorrecta aplicación del método o se elimine como una posible alternativa. 

Estas desventajas no son muy apreciables en el ejemplo No. 1, ya que los costos -

difieren muy poco. Como se dijo anteriormente esto se debió a que la configuración de - 

los datos es repetitiva y el patrón geométrico de estimación es constante de una celda a 

otra (ver figura 22). Este mismo factor determinó que el método de relajación necesitara 

de un algoritmo muy sencillo para su aplicación. 

En el caso de una distribución irregular de los datos, los dos métodos resultarían 

sumamente caros. Por un lado la aplicación del kriging implicarla resolver un sistema de 

ecuaciones para cada punto a estimar . Por otro, la relajación involucrarla mayor comple 

jidad por las transformaciones de un espacio irregular a uno regular y viceversa (ver Bo-

londi, Rocca y Zanoletti, 1975). 



Existen casos fuera del campo de la minería en los cuales lo aplicación del kri—

ging está plenamente justificada. La caracterización de un determinado horizonte geol6 

gico con información obtenida a partir de núcleos de perforación y/o sismología de refle 

xión son ejemplos de lo anterior. 

La obtención de núcleos es muy costosa por lo que los sitios de muestreo se deben 

limitar. A partir de esos pocos datos el kriging puede proporcionar un modelo del hori-

zonte geológico con uno medida asociada de incertidumbre. Esta última información ex-

presada a través del mapa de desviaciones estándar proporciona un criterio lógico para - 

seleccionar nuevas localizaciones de barrenos. Con esto se logra resolver el problema de 

obtener la máxima información con el mínimo de muestras. 

En el caso de fenómenos no estacionarios el kriging universal produce mejores re 

sultados que el kriging normal como pudo observarse en el primer ejemplo de aplicación, 

debiéndose básicamente al uso en el sistema de kriging normal de un semivariograma so-

breestimado. 

El mejoramiento al efectuar la estimación por medio del kriging universal se ve - 

afectado por un incremento en costo de tiempo de cómputo, cuando los datos no están - 

regularmente espaciados a lo largo de lineas y además se desea una estimación óptima - 

dei drift. Para la estimación óptima del drift en un punto en base a N datos circundan 

tes, es necesario resolver dos veces(para un drfit lineal) o seis veces (para un drift cua 

drótico) un sistema de N1-9 ecuaciones, donde q es el n•-imero de monomios del drift - 

asociado. 

En el método de kriging universal la dependencia entre drift y semivariograma 

obliga a utilizar un método recursivo para la inferencia de ambas funciones, a partir - 



de una sola realización. En contraste, el método de covarianzas generalizadas, al filtrar 

el drift, requiere únicamente la inferencia de la función covarianza generalizada para su 

aplicación . 

Otra ventaja del método de covarianzas generalizadas sobre el kriging universal 

es que puede ser enteramente programable. 

En el contexto de la sismología de reflexión, el kriging empleando covarianzas - 

generalizadas ha sido considerado como" una herramienta geofísica cara que mide algu-

nas propiedades simples del subsuelo" (David, 1975). Aún así, el kriging es redituable 

debido a que el procesamiento de datos sísmicos (para no hablar de la prospección srsmi 

ca en sí) siempre ha sido costoso por su complejidad matemática. 
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APEN D IC E 

DESARROLLO DEL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 

DE REGRESION DE LA COVARIANZA GENERALIZADA 

Sean p el número total de puntos omitidos, Z(loi) el i-ésima punto omitido 

i los pesos asociados a su estimación en las siguientes expresiones: 

R = 	L (error de kriging)2 
Y '4 1- 

= 
VI' 

error de kriging = 	X 	- Z(rco) 
Yrk 	 Vn _ 

error teórico de estimación =  	 - 	+ K0,0 
57- 

Sustituyendo ecuaciones (2) y (3) en ecuación (1) y definiendo Rx como uno de 

los sumandos de R tenemos: 
2 

Rx = 1 	 - Z(510) I - K• + 22X .K. o • 

y R=IR1r 

K0,0 (4) 

(5) 

Cabe hacer la aclaración de que: 
ven w¥ _ _ 

= -5k X 1 K 	+X 	K 	+ 
I 	 1,1 	1 2 1,2 • • • 3:151 n K l,n 

5̀ 25" K21 + 	  

+5‘ 	K + 	  n 	1 	n , 1 

donde K1 1 = K2,2 = 	 • = Kn,n Kai) 

por lo tanto: 

+ X X K n n I1,n 

2 
(iX i Z(Ri) ) 

- error teórico de estimación ) 2 

WN rh 
X X K..]

2 
1 	1 

Y 

(1)  

(2)  

(3)  



2 	— 
22)%  '

1•1(-- =2ax• K(o) +221..x.K.j1) 
;=1. 	1  '1 	' 	5.1. 1 	'I 
Consideremos el modelo el modelo más general de covarianza generalizada: 

K(h) = C1  Ihl + C2 1113  + C3 111.15  

K(0) = Co 

entonces sustituyendo este modelo en ecuación (4) y tomando en cuenta ecuación(6) 

tenemos: 

2 	"-- 2 	" "— 	 — 3 
Rx = [(- 51i Z(Ri) - Z(310)] 	- 	

J"—
- 	 ci 	+ c2 1hi11 

+ 	 I + C2 1-1ii013  + C3 1hi01 5 1 - Co] 

Nen_ y"—  = 	. Z(1.) - Z(10)]
2 

- Co (Z 2 +1) 
" 

vy% 

	

C (Z • )t• )5 • 	— 22)t 	1 ) 
4,.L  1 	II 

—C2(iI5k3k•ri- 1..1 3  — 	• Ih. 3 ) — 
1.1. 	I 	'1 	 1 	to 

I 	10 

- c3(i2."-5\ 5  
' 	I 	11 

5 
2 2X .111. 1 ) 

1:1. 	lo 

Definiendo: 

T = 	 Z((0)3 2  

X(d)= tX1 + 1 

Y(h) 	13k :5\ . 5;1 - 21ñ 117i01 
2.  

U(iiIi3) --- >t .55 . -1 	 I - 2 t55 - lo  I 3  i  

W(Íill5).117.. 	 o1 5  - 2 t 	1-1-1. 15  
1.?-1. ¡al 	1 	11 

y sustituyendo en Rx tenemos: 

Rx = - XCo - YC1  - UC2  - WC3) (7) 



cada derivada parcial y reordenando 

nes simultáneas: 
e 2 Co X + c2x Y r 	1 	r 	r 

. 9 
Co2X r Y r  +C1  ZY r  

v=1 	r=1. 

P CoíX r r 	
2 

U 	+C 1 	r U  r  + C2 U r yr.l. r=1 V= 1- 
+ C3 vZ.I. U r W r = 1.2,2r U r  

términos se llega al siguiente sistema de ecuacio- 

4-c2x u 2 t.,.1 	r 	r 

+ C2 	Y r U r  

+ C3 	r 	r 	r 	r X W = ZT X 

+ C3 	W =ZT Yr r  r v=1.  r 

asT como : 

R = 	121(r) = 	(T r 	 - Yr  C1  - U r  C2 - W r  C3) 	(8) 
Y=.1. 

para obtener el mrnimo de R, derivamos parcialmente con respecto a X, Y, U y 

- X r  Co 

W e igualamos a cero las derivadas, 

= 2j(Tr -x r  Co- Yr C1 - 
--5-Et; 	Yak 

U rC2- Wr  C3)(-'X r  ) =0 

y simplificando: 
YP 	 P 

Co 	X r 2  + C1: X Y 	C si X U + c.3  x 2 r 	r + 2 	r r 	,..=1 r w r Ya 1. 	 V=1 	 V2.1. r-X r V=1._ 

De manera similar, calculando 	R , b R 	y 	b R , igualando a cero - 
b Ci 	 bC3 a C2  

Co±X W + ClliY r W r  +C2kUr W r  +C3 5iW 2  r 	 7".  ZT W r 	L r 	r 

Resolviendo el sistema anterior se obtienen los coeficientes del modelo más general 
3 	5 

de covarianza; Co6 + C1  ITI1 + C2  Ihl + C3 1h1 , pero el sistema también incluye la 

solución de todos los demás modelos de covarianza. Por ejemplo, si el modelo que se de- 

sea calcular es del tipo Cl  Ihl + C2 1-17113  , se 

iguales a cero todos los términos e incógnitas 

Co = O, C3  = O, X = 0 y W = O). 

resuelve el sistema que queda al considerar 
- 5 

asociados al efecto pepita y Ihl ( o sea: 
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Asf el sistema a resolver es: 

C2 Y 2  
• r.l.1„ 	r + C1 2 Y U r 	r T 

TILL rY r 

2 Y C1  
yihk. 	r 

= 	T U 
r r 

PP  
U r  + 2 u 2 

, _. 	. 
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FIG. 35 

APENDICE 	II 

FORMULA DE TIEMPO VERTICAL DE REFIEXION 

PARA UN CONTACTO TRIDIMENSIONAL INCLINADO 

Considérese el plano X-Y como horizontal (ver figura 36) y el eje vertical Z --

apuntando hacia abajo. La linea OP de longitud h es perpendicular a un plano buzante 

que intersecta el piano X-Y a lo largo de la lrnea MN si se extiende suficientemente. 

Visto tridimensional de lo trayectoria de un 
rayo reflejado en uno capo buzante. 

Sean SI, 02  y 63  los ángulos entre OP y los ejes X, Y y Z,y 2, m, n los - 

cosenos de dichos angulos en ese orden; por lo tanto son los cosenos directores de OP y - 

cumplen con la igualdad: 
2 2 2 

9. + m + n = I 
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El 6ngulo 93 entre MN y el eje X es el rumbo, mientras que 03  es el echado. 

La trayectoria de la onda reflejada que llega al geófono R en el eje X puede en 

contrarse utilizando el punto imagen I . La trayectoria OQR tiene la misma longitud --

que la Irnea IR que puede expresarse como el producto VT siendo T el tiempo de viaje 

para el geófono R. Las coordenadas de I y R son respectivamente (2112, 2hm, 2hn) Y 

(X, 0, 0), por lo tanto tenemos: 

V T = ( IR ) = (X- 2h2..) + (0-2hm) + (0-2hn) 
2 2 	2 	 2 	 2 	 2 

2 2 2 2  2 
= X + 4h (9. + m +n ) - 4htx 

2 2 	2 	2 
V T = X + 4h - 4bkx 

2 	4h2 
	

X
2 
 - 4h9x 

T =--(l+ 	 ) 
V2 	 4h 

2 
2h 	 X - 4h9x 

T= 
	( +--,2-- ) 

V 	 4h 

como To = 2h/V , tiempo de reflejo en el punto de tiro, 

X2  - 4h.tx 2  Yz 
T = To( 1 +( 	 ) ) 

2h 

Haciendo la expansión binimial de la expresión anterior tenemos: 

	

2 	 1 
1 	--\ X - 4h x 	 1 4X

2 	
- 4h x 4 

T = To 1 + 	( 	' 	 )2 - —( 	 ) + 	 
2 	2h 	 8 	2h 
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Empleando la fórmula anterior para sustraer los tiempos de arribo en dos geófonos 

localizados en el eje X a distancias X 	s y haciendo 2s=A x encontramos: 

s 	Qx 
LiTx;-"-= To( —) = 

h 	V 

y despejando : 
ATx 

= cos =v( ---) 	 (1) 
x 

Si también se tiene un tendido en el eje Y: 
ATy 

m= cos e2 = V ( —) 	 (2) 
A y 

donde ATy es la diferencia de tiempo entre geófonos separados por una distancia A y 

y simétricos con respecto al punto de tiro. 

Asimismo: 

n = cos e3 = [ 1 - (12 + m2) ]‘11 
2 Yz 	2 	2 5/2  

sen03=t1-n]=(.1. +m ) 
Sustituyendo ecuaciones (1), (2) en ecuación (3) 

ATx 
sen 03  = V ( 

A x 

2 	ATy 2  
) + ( 	) 

Ay 

y generalizando el problema: 

.25T 2 	ST 2  va  
03  = sen [ V I ( 	) + ( —) 	1 

ax 	ay 

El tiempo vertical para el geófono R será: 

Tv = T cos 03  

(3) 
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