
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

Sf;'\AULACIQN,DEL MODELO.DE lSlNG CON.EL·METODODE 

. MONTE CARLO: UNA PRESENTACION PEDAGOGICA. 

T E s 1 s 
. ·. 

Qae par a obtener e 1 Titula de . 

F s 1 e o 
p r e s e n t .a . 

• 

. ANGEL/CA LEONOR~LOVER SANTIAGO. 

México, D.F. 1987 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



1 

i 

INDICE. 

PREFACIO. 1 

CAPITULO 1. INTRODUCCION A LOS FENOMENOS CRJTICOS. 

1.1 Tern:wdinámica de .lás Transicion~s .c:Je Fase. 4 

8 1 • 2 Clasificación de las T r.ansiciones de Fase. Punto Crítico. 

1. 3 Exponentes Cr~ticos. 

1. 4 Métodos de Solución. 

· CAPITULO 2. MODELO DE ISING~ '::. .· 

· •.. -,e'•:' .. :;.;;, 

2. J Magnetismo CF érr<r 'y Antiterromcignetismo). · · · ·· 

2.2 Modelo de lsing. _ /JefiniciÓJ? e Historici.; . 
. : . . , 1 . . ·. · .... ' .· . :. :.-. ' . ·~ . .' .' . ·.· ... '; . e. . 

2~3 La Solucion de_.Onsager.al Modelo'Bidimensional. >' 
2. 4 Géneralizacione~'<:Jel ~"od~Io d,e 1 s_i~g~ _. . . . . 

.. . -~;: < . 
. . .. . 

·.·CAPITULO 3~ .METÓDODEMONTE.CARLO ... · ... · ·. 

13 

14 

··19.· 

: ... .21 

3.1 Introducción . . ·· .. _ _ .. ··· • · ·· 32 
; . . . ;<' :· . .··. ·>· · .. :' . :·•:;. .. .. .. .. ·; ..... ; .... ,... -.·:. . ·. .:·.. . 
3.2 El Método de,Mcjnte.(;cu:~o e_n.Mecanica EstadzsHca. Algoritmo · 

··· · :pfii~Me.t.ropolis et. ,:a,t-· . _ .. ~ :· , · · : >. ,.·; __,: -:, ·• .·. - ·· ..• <.~:.:<" .. $~_: . 
··.· .. ·• .·.-3~3 ·c&1~u16··de Ias··~variable's ··TermcxJiricírliie:~:;.~-.·: .··. · .·"... --\~O::t::L:·~~~;;·~ . 

. ,_. · ..... ·.·.:_.- ·-~ .. º> .... ,, . ':_. :.:"' < -~ ·.;,:·'.:>.-~.··:_·.:;;~~~:.··"::··:'-:::,~~~:-;·~.»:·-~-.. ;~.:-~':.,~~;,_ ._::· -._<:::/~:::}~.:~.~~<-~·~:.·:·_:~ .. ,~--:· ·,-~ ... ·,~ ,~-- - . -~· ..... :>~~=--··-·" ' .. --'._~ . .. .:-... 
,-::-·~~_:\:~-;<:. <-:::: . ·¡ 

.. CAPITULO 4. DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE 

COMPUTADORA. 

4 •. 1 Introducción.· . 

4. 2 Estructura del Programa. 

· 4 ~3 CalibraCiÓn. del programa. 

·-- .-- >' . 

. - '· .. 

41 

41 

45 



4. 4 SimulaciÓn de otros modelas. 

CAPITULO 5. RESULTADOS Y CONCLUSIONES. 
S. 1 Resultados. 

5.2 Conclusiones. 

BIBLJOGRAFIA. 

48 

·51 

61 

64 



PREFACIO. 

Son objeto de estudio de. la m~cánica ~stadlstica sistemas formados 
por muchas partículas, tales como sólidos, llquidos, gases, etc. La 

. . 

·tarea · .. de comprender el comJ>?rt~miento de. tales s.istemas di~a r11uc~. 

de ser trivial debido a su complejidad, sobre tocio cuando existen 

interacciones apreciables entre las partlculas que los formc:in. Por 

ejemplo un hecho diflcil de comprender es el que los átomos que 

forman un gas puedan ·condensarse bruscamente para . formar un.· Líquido 

con. propiedades muy diferentes~ 

. La raz~ d~ lcÍ brusqueda.d de '~Ste tipo de trW)s:ici0ne~·:es:·-que._:la.• .. · .. ·-, . ._ .. :- . , .. · ,:., · .... - .·.·-.· .. -··-~ . .:..-· ·_ ;/:":"·.· .. 

presencia de .las zntieracciones entrelas partzculas puede dar lugar a ·µn 
. .. . · ... ,' . . . . - - . . ., 

comportamiento ··. cooperative> .... qUf! involucre . ci toe@~·.· ~ilas~'· .; :. :E.stos' 
.. comportam:ientos .· coo~Otivti::; : prodi~en corr~l~C:io~~s entre 'trid~;::ias .. ;·;; ¡': 

·. '':;!:~~;:-· .linquej.-~=¡~~;egd~{;v:'f?t:lv:;z .~:~1~~~;1;:•·········· 
d~scribirla todos. eStos . fenomeno~~ iricluyendQ. ~la'--: P,.es~ia. dé • 
transiciones de fase, pero el pr~bl~a t~ico ~Sta preti~armmt~ en')a 

. ::~ill~ª~~~~~~~~~F1Ji"~~~~-",'::i~ 
·. . sistemas can. Jnterac(; iones ''apráélabl&s· debemos : ertf!lidÉ1r• .•. ~f~emáS ':':en" •... ; ,.-~ 

. . . ; , . ' . . . . . '""' . ~ . ~ ·.. . . . . . \ . . '. . .. 

los que cada p~tícula TK> ·pueda ~onsiderarse inde~ndiente de ·üis iif,n1ás . · · 
como, por ejemplo, en un gas denso. 

- . .. ·. ·. 

En mecánica estadística se considera que un problema está· re~uelto 

cuando se ha evaluado su función de partición, ya que entonces pued,;n 

calcularse los valores. esperados de las observables del siste~a. 
Podemos entonces decir que lo importante es lograr lQ evahiacion de la 

·.:;:_,· .. , 



función de partición y cuando no es posible hacer esto ano.lltfcamerte el 

método de Monte Carla representa una opción. 

El objetivo del presente. trabajo es . proporcionar una presentación 

pedagógica de ·como se puede ·estudiar el -comportamiento critico del 

modelo ele Ising utilizarido el método de _Mónte Corlo. El modelo de 

J sing, ha sido ampliamente ·estudiado y . se tienen resultados · exactos 

para los casos unidimensional con y sin campo magnético externo y 

bidimensional .en ausencia de campo magnético externo. Sin embargo, el 

modelo tridimensional no .ha siclo re~ltp ha_sta . la fecha~ . _ni . aun en 
.. ausencia de campo maPti~d externo. . . ': -~ . . . . , .. .. . ..- .· .. • 

Para .lovar_. nuestro··'objeti~~-~- irf.pi~mento' u1l P,.ográrnci. -~-·;..na··· 
microcompl'tadorci, .. ~-.medio. del _cual:: Se. simul<{ el'. modefa,">de Jsing 

. . • ·~ 
16 bi~ ·con :512 K de . memoria· residerif,e.' Dichtf .prograrn·a :9~ta ·oosaclo-

en un P,.ogrClliJa, diseflado.J><>r, .:S., E. Koonin, qÜe fCJl'm~ 'poi-te .del libro · 
• • • ' - ,· • • • .- •., .: •• •·' •• : • ~ - _,_. : • • < - • • • • • ' • ... - •• •, • • • • • " ,·:.. ·- .. 

. Com~at_i?Jal l'_hysis~·~ ~'[~~ª1, 198$]. _·El· tra~jo __ q~-. ~-_realizó 
cOO.si§t¡ó · ~- darl~ FÍrixibilfdatl ·al-· ~ºFmn~ -~~ '.~r'·:p:.é;~itéf}ii,·_--~ ·-sfi ,, 

.·. ·-·~iiori·.·::~¡fr.¡~l"t'-i_ótri~~~~~:!·~-~f~=~·.:::'~-~:·f'~~;~;;,;~~~~-/\~l;!_·,fi-##1;1lip~:f,~-~fj~i1Jt~···_· '.., . 
implementado .. en BAS/C· y_.·a1Señcída·· pára. simular-:e( mixJelo .e!& .. l.i_fng ··an. 

·:' . ·-: ... ·.. . . ~· -. .. . , - : ' ··: . . . ·.' .- ,_ ' . , ; . . .. . . ·-.···. - ~ .. : . . 

los casos ferro y antiferromagnético, se tradUjo .a PAS~, 

incorporando los . cambios pertin entes para real fz~ · la si~r.ilaéión de · 

otros . modelos tales · como un modelo bidi~ensional quEi ;presenttz 

anisotropla en el espacio real y lDl mod~Io que prese,;ta fru~tradi&n. Ef.· 

trabajo está estructurado ·de la siguierte manera:·· · · · · 



En el Capitulo 1 se da una breve presentación de la fenomenologla de 

las transiciones ele fa~ y fe~~m,enos críticos y del lenguaje que se usa 

para describirlos. En el Capitulo 2 nos concentramos e~ dar una 

descripción somera de los fenómenos magnéticos y su origen,·. asf como 
·. . . . 

una descripcion del modela de Jsing. · _ _ .... ,_ . 

El Capitulo 3 esta dedicado a la pre5entaciÓn del métOdo de Monte 

Carla y de su uso dentro de la mecánica estadística para calcular 

promedios de las observables de un sistema • .. El Capl~ulO 4 COf.J*-i~ne _una_ 

descripción del .·programa .. que se·:implemei:Jt6 e inelu)'E] ade1ftCÍ.:sF·~1,;bpfr, 
' ... -.. ' - ' .. . --;·~ .. - .. ' =·--:~: _· .; --: '-.: ·_. -

programa •. 

. Finalmente EH1 el_. Caplt11lo· _·S.:se. :eXJ>?neri- los ·res~ltailo5 .·-óbtéiJrc1~s en 

~ . ~ 
fEirromagnetismo anisottopico .(ery el espCJ,f:io ;real) s~, cCII'{Jpo rii~tico . 

externo, y por último un sistema ·mµy pequeño en el que .se observa el 
. - - . ., - . . .. - :.. • •. . ·-· ~= .. . . . -. - . - - . ·-. . . - . . •. 

fenóriu:ino· de .früstrac-ión.·. - .. 
··. :-· ·-··-· ·~ ·.·: '. . ' 

- ··.··:-·· .. ·::_ 
.:~· ·_:/~_:\>·.-: ,._~ ... ~-:-.~-~-.::':;~ :·' 

.:. . ' ' ·- . .. " .' -:· ~'. .. ·-;~,_ ·- _." 

·. •ealJe ·?1-=1~··• ~·· .~tili¡ .. "?~«·P.~,~~-···~ . .fif f~Jf~Y1~, • 
obtienen· COn. el progrmiui~ -es posible tambieil. entender' .éi trtlYsS: ::de· este, 

. - . . . > .·· . ~ .:- ·, . . - .·· ·. - . . . 
algunos aspectos de la fenomenologza de las transiciones ·de ·rase y de 

los fenómenos críticos, y que por lo tanto serla de gran ut~l~da~ en.· la 

ensenanza de la mecánica e~taq{stica, tanto a nivel de licenCiciti_ra como 

a nivel posgrado y de la educación media superior. 



Capitulo 1 . Introducción a los fenómenos cr{ticos. 

1.1 Termodinámica de las Transiciones. de Fase.: 

Importantes tanto cmsde el ptmto de vista teórico como experimental 

las transiciones de fase se han estudiado desde hace mucho tiempo. Los 

primeros trabajos sobre transiciones de fase se llevaron a cabo 

alrededor de 1870 [Sengers, 1979] principa_lmente_ por ~dr~ws 

[Andrews, 1869] y van. ch:?r . Waals [van cmr W.aals, . J87~] • quienes. 

hicieron Í>osible el surgimiento de la 'llamada teorla clásica de van der 

Waals de las transiciones.> ele fase Uquido-gas. · .. ·· · · · 

-La.·· .prb~c-ipal .. contrjbución t:Jel tr~bajo . de ,4.ndre:Ws _es. eÍ 

establecimiento.cm que.lo:s; coinponent~sde las fase llquic!ay._g~C)sa de_.·· 

un fluido :son-· iJ)distiTl~i:fües~ ,·es ·decir 9ue .. 'no estQ,j-_fo;r·i1dd~~ _fx.,,< ··· 
partlculas di_fei-entes Jga~rifleS )' '_ ~iquitfon~::., • C:otno hasta erit~ces .. !'1e 

• • • - ·. --·· •: • •• -.,, • •·•·.:v··,~.·.·•.: .. ~.· • •;- .·_ · .. · • ·, • .. - ''•~ .,. : ' ,"',. • ' · .. ' .' • • .-'' ~·:·,, ~· .·, ', 

pensaba). Por su fXJrte .van ds Waals establecio que la cC>ndensacion y el· 

comportamiento crftic_o de. un .fluido ¡>Ueden·_enteoderS&. sobre léi base d~ · 

··.··:ber~=t~'1~~~re't.~t'1'~~it-tí~~~¡i1-;.·•·•·· 
entre las ~t{culas dependi1:1nte de la densidad. 

Años mas tarde s urgieron otras teorías, de las denbminadas 

clásicas, como la teor{a de Curie-Weiss {1948) de las transiciones de 

fase magnéticas y la teorfo de Landau (1937) cm las transiciones de fase. 

de segundo orden, en la cual por· primera vez se intento dar -una 

descripción unificada de todas las transiciones de . fase de segundo . 

4 

. :· ... - .•, ; • ' ·~' e • -. , -' .,, • ~. - •• < - :..:.' -



orden. A partir de entonces se ha dado un desarrollo sistemático 811 el 

área y es en los últi,'!J:o:;; años que se h(Jn consolidado teorlas completas 

que . han permitido el entendimiento de estos fenómenos con relativo 

éxito. 

El presente capitulo tiene. como -°'~jetivo pre.sentar la feriomen¡,Iogla 

y caracterfsticas principales de las transiciones de fase,, asl 'como el 

lenguaje_ que se utiliza para su estudio, prestando especial atención a la 

región crítica de éstas. Se plantean ademas algunas de las teorlas ·antes 

mencionadas. 

Las substancias eri ló. naturaleza se encuentran en una #cin ~atiedad 
de, estados, 'cada uno. de_ l~s cuales esta i:oracterizácÍo por los \lci.l~es de 

.· un corÚu.ntp ((e variables. termoqioor.r.tic~s.· c;omo· tempsfat'ur-"a, . Pr~si&n, · · .· 
· . t~pa ·,.: ritagniític~~ · _etc;. > ·Cada · _esta(lo· Pri!~ª c;i~ftós·~:-_p;(}pi~~~des 

..... ·•.··=:rr~;~:~ ;,ue¡:::,::,,:~:t:/JZ,·•··~U=~:l~ ::::zlf ~ª~:; . 
. - estrechós de estas variábles. en 'los que el sistema_ cambia notablemente 

sus propiedades, se . di~e entonc~s que. el.- ~iste~a sufre -.~ 't~~icióry cJe 

···· ;~,~-~tr!~~~~,~~r~~1~:-~r~1t~~;;; •· 
soliC:b':lzquido,. aunque hriy iirici grari. variedad de transici0n8s de. ~fase 

co~o son ferromcigneticas, ferroelectricas, orden-desorden~ etc. 

Pára' empezar a entender. las transiciones de fase lo más conveniente 

e.5 .analizar el diagrama de fases del sistema. Con el prop6sito de 

introducir algunas ideas consideraremos tres diagramas de fase 

particulares. 

El pri,mero (Figt.ra 1.1) es el diagrama Presión - Temperatura ele un 
. . . . : 

·5 



fluido, que muestra los dominios en donde existen las diferentes Fases. 

En el diagrama, además_ de las líneas que definen los dominios, se 

observan dos puntos muy importantes que son el punto triple, (donde 

coexisten las tres fases), y el llamado ptmto crltico que es el punto 

final de la Unea de la interfase Ifquido-gas. El hecho de que esta curva 

termine en un punto y. no se continue infinitamente significa que 

'f'Odemos convertir liquido en gas continuamente sin cruzar la llnea de 

transición, como se indica con la Ilnea pW1teada. En la próxima sección 

dare.mos una caracterización mas detallada del punto crítico. . . - . . 

: ,:· .. . , 

- ' .. 

'~. . 
· .. ÚQ\)1:,0 .; ~-

-;:, .. -.~: _, '~·- . . : ~ <:. :-·•· :•. . sd'.il:io .•·· 
; ~ ._ ~ -, 

-:..· _,., 

-~'--:J.~·-:.:~;:-·_·.·,.~ ·. -~---~-._ .. _··-,. -_ 

. >:t~~~\~io/··' 
GAS 

... : 'Ce 
.-.. : -:~- .- -

; . . . 

El segundo (Figura 1. 2) es un diagrama · Campo Magnético-

Temperatura de un ferromagneto, en el se _observa una región _en el eje 

horizontal que termina en un punto llamado crltico (igUal que en el caso .. 

anterior). A altas temperaturas se observa una fase desordenada, que 

no •exhibe magnetizaci6n. espontánea; cuando se dismiriü,)le la temperatiJra 

ocurre una transición de fase en _el punto crltico T Te, y para T(Tc se· 



observa 1D1a fase ordenada que presenta magnetización espÓntanea. En 

la Figura 1.2, al. cruzar la región H=O, O(T( Te (es decir. al pasar de 

H(O a H)Ocon T(Tc) la. magnetización cambia discontinuamente, ésta 

discontinuidad decrece a medida que nos acercmnos al pWlto crltico y 

finalmente desaparece en el punto crltico . . 

.. :-..! ,. 

H 

iif ~ -- ... '-' ' .... . . 
· .. JH <:~_./. .1· 

-~ .. 

" ·. ~ ~." . ' . ~. '~" . . . 

' ·: . ·;. . '. ' .. , ; ~ '. ·. '._ '... . ...... ·. . . .i ' 

· Dia~f#ia Campo M~gnetic~Temperatura, de fin -~ ·· ·.·. · 
· F erromtignBto~ 

. . . -
. . El · .ter-c_er diagr.amg · _(Figura· .. 1.3) es. también un. cl~czgrallj(l 

····~;::>nr~wi.:~~rz};,,;~~.im~~.=-;~::,~:z:=:;··.····· 
: una llnea.;en la qu~ sói~ UllQ parte es continuay·la. otra- ~s-:piiñt~da.~' Al 

cruzar la parte continua, ·se observa una discontinuidad en la m·agnitud de 

la magnet~zaciÓn alternante del · sistema. Esta discontinuidad no se 

observa al cruzar la porte punteada de la llnea, por lo que se dice que 

esta parte de la llnea es lDlO Hnea cm puntos críticos (pC)r . que no .. hay 

discontinuidad). Al plinto terminal de la linea ele puntos críticos se ·le 

·'-· " . . .. ~ : 

7 
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1 

r 
1 

-
llama punto tricritico. 

En el punto .de transición dos {o más} fases pueden coexistir en . . . . . 

equilibrio termodinámico, el número de estas esta dado por la regla de 

las fases de Gibbs, que nos dice que en un sistema f armado por k tipos 

de partfr:ulas pueden coexistir a lo mas ( k+2) fases. 

Las tansiciones de fase pueden darse brüscamente como en el ·caso de 

la transición líquido-sólido o suavemente como en el casó· de ·la 

transición orden - desorden en un ferromagneto . 

. . ~ . . 

1.2 Clasificación de las Transiciones de Fase.Punto crítico •. 

Cuando ocurre una transición de fase, el potencial de.· Helmholtz 

· cambia continuamente, pero sus derivadas pueden ser cOntinu<JS . o 

discontinuas. Esta diversidad de comportamientos se observ~··debÍdo a . 

B 



que en el potencial de Helmholtz F U-TS, a una temperatura fija T, 

existe una c:;qmpetencia entre la energza U (que favorece el orden) y la 

entropía S {qu~ faYore~e el desorden). 

La diferente natl.D"aleza _ de las transiciones hace necesario 

clasificarlas. Dos clasificaciones que se utilizan actualmente son la de 

Ehrenfest y la de Landau, el propósito de ambas es describir la 

brusquedad con que se da la transición. En términos del potencial de 

Gibbs la clasificación de Ehrenfest nos dice que Wla transición es de 

primer orden o discontinua si la primera derivada del potencial es 

discontinua y es_ de ·se~do _orden- si ésta derivada es continua, pero· 

alguna de las derivadas pe ord8n superior es discontinua •.. 

La clasificación de Land~u consiste en distinguir una fcise de otra 

definiendo -Wl parámetro de" orden que tiene un valor dif~e de cero en 

la -fase o;de'nada -y es cero en la: fase _des~rdenacla. En-_general WJ valor 
. :. ... . '-.·.· . ' , .. . . . ; . ., .... ··· ·. -; . . . ·. ·. -. •· . . 

dzferente cJe cerp del _-parame_tro de_-_-orden_ p~responde_ '.al ·rompzmzento, -. 
- _- _--- - - - - ., -- - - ---- - - - : - --, - - - - - - -- .- - - ·: - _.: -

_ de una simetrza. En et i:aso ferromagne~ié:o-la simetria_ 9lie se destruye -

es Ja ·-SÍf!ietrfo :biJjo rotaciones, ya que por ejemplo un ferromagneto 

tridimensional en la fase d~sordenada _ es - invariante ante rotacione5: 

- alrédedor de sus tre!5 ejeS y· en la fase orderiada sol{) e:' 'nv,ariante- ante -__ 

--:-~~t,~bi~s:_:_~-,r~~4.~;~i-~~¡:~-:kj~_'.-,-,9~e~_;;~,~i~~~a~::·~;b~---'·_·l~---:~·ªire~~i&n· :_:de ,~--- -
magnetizacion. _ -· 

En términos del parámetro de orden la, clasificaciÓn de Landau nos 

dice que si éste tiene Úna discontinuidad en la transición, entonces la 

transición es de primer orden. Donde no hay tal discontinuidad se dice 

que la trcinsición es de segundo orden. En las -Figuras 1.1 y 1.2 las 

llneas de transición son Hneas de transiciones de primer orden, 

miéntras que en los puntos critlcos las transiciones son de segundo 



orden. En la Figura 1.3 la llnea de transición tiene un segmento de 

transiciones de segundo orcle_n (la línea de puntos crlticos) y otro de 

· transiciones de primer orden ·(línea continua)~. · 

, .... 
•,·o,·,· 

Cuando se construye una gráfica del parámetro de orden p contra la 

Temperatura típicamente se obtiene una curva como la que se muestra 
en la Figura 1.4., en donde se observa que no hay discontinuidades en el 

parámetro.de orden mismo., :,,ero si en su pendiente. 

p· 

.. -~: 

•,: 

;..--: ::" 
·<· - .. ' 

. , .. , . . . .- ' .. . .• ; . - ' . . 
. f:iF.~: 1~.~. P"!amE.ttro. -~~ :'?~~f!.n../?.F~mo f~ion r1e .la ~f!irnperatura T. 

• : ·/· .·:. :: <·.~'~·:~J": <'. f· ,.. : · .. :: <'~: < ~:·:~;:.',>:~~ .. :•;;~o-,' . ·: '':·~;,_.~.; .· : . ; .. 

· .· .... ~El .. J>unto .. '.:·c~1tic~>Jtiega rJri pczpef f uiJdcimef¡tal en:· l~ Yt~or.la ~.de . las 
t~an~idi~s' , .is'''. fa~e., .· poc .· · lo .. qÜ~ · :~~) ·,h~y:. ~·· i~pbkai;f~·,·· e~tudiar . ... 

detenidamente las car:acterist{cc:l.s del sistema a nivel microscópico. 

Podemos aqu{ mencionar algunos de los aspectos más. importantes. 

En la vecindad del. punto de transición el siStema tiene dos fases 

diferentes., estables cada úna., con energías muy próximas. Bajo estas 

condiciones las fluctuaciones en la energla gobiernan el comportamiento 

del sistema cerca de la transición. 

10 



Consideremos por ejemplo un sistema ferromagnético, cuyo 

diagrama de fases es el de la Figura 1.2. Para T)Tc la fase estable es 

la fase desordenada, sin embargo cuando T se a.cerca a Te la fase 

ordenada es solo ligeramente menos estable, las fluctuaci~s térmicas 

permiten que el sistema. alcance la fase ordsnada provacando . entbnces 

la aparición de regiones localmete ordenadas. Definimos para las 

fluctuaciones en la · densidad de magnetización una longitud de 

correlación ~ que mida su extensión media. Esta longitud t crecerá 

entonces a medida que nos aproximemos al ¡xmto critico. En et J?untO . 
crltico . las fluctuaciones ·· Sé ~l.J~lven ·cada· · v~ ril~s . · .. importantes, 

encontrdndose [Toulouse, 1977] qU,el -.;c:O cuando T-ai-Tc. 

, . . 

FigJra 1. 5 Imagen de un ferromagneto en T T c .. 

Lo anterior se puede aprovechar para construir una · bn.ágen del 

sistema en el punto crítico. La divergencia en la longitud de 

correlación impl fea que en el sistema existen correlaciones entre los 



espines a todas las distancias y por consiguiente se presentarán 

fluctuaciones en la magnetización a todas las escalas. Dado que la 

susceptibilidad magneti.ca es la suma de estas fluctuaciones., en el punto 

critico presentará una divergencia. De acuerdo con esta descripción el 

sistema estará formado por dominios (de espines positivos o negativos), 

que a su vez contienen otros dominios y asi hasta llegar a dominios de 

ur1 elemento. La imagen típica de un ferromagneto en el punto crítico se 

muestra en la Figura 1.5. 

· l·OO 
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· O·IL'; 
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o·ÍIO 

. 0·75 

0·70 

.0·85 
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···.·~ 
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. - . '"< . 

· +·Ne· · A N1 
e A .,, 01 
it Kr , .. a 00 
1e Xe o CHt 

· Figura 1. 6 Diagrama T /Te - pi pe de diferentes substancias 

[ Guggenheim]. 

'.· .. 

Ahora bien, awtque los puntos crlticos aparecen en wm gran variedad 

de sistemas., se ha encontrado que para un w.an nÚmero de ellos existe 

una sorprendente similaridad en su comportwniento termodinámico a 

medida que se aproximan a su punto critico., cuando las variables 



involucradas se escalan apropiadamente. Un ejemplo de esta 

similaridad lo constituye el ya clásico diagrama de Guggenheim 

{Figura J.6) [Guggenheim, 1945)., ·en donde se muestra la dependencia 

de T /T c con _ p/ pe, ·observándose que para ocho gases diferentes los 

datos caen sobre la misma curva, cuya ecuación se conoce como Ley de 

Estados Correspondiemtes. 

En la siguiente sección se expondrá brevemente lo qué se considera 

una de las mejores caracterizaciones del comportamiento de tm sistema 

en el entorno del- punto crítico, a saber los exporientes críticos. 

1. 3 Exponentes Críticos. 

--- En las p_roxi11lidades del )imtp critito la~ fr:inC:iorlés .ter_i"[i'c)dinárnicas · · 
pueden . exhibi;. varios c'~1JlpÓrtarftieritos~ es'.!l~~ir :p~eden ser -

.divergentes, diSc:ontinu~, hacerse- cero o bi~n permlJIJeCer Finitas.' Al · 

introducir_ el ~ámetro: 

·---- - Ei-•.r'r7-rc>1tf:~~; c1.1) 
·de>r)de T ·es·la:terJ1pertdura.yTc l~--t~~(l,t.Jra.C.r:ltic~ ce¡-ca ckl··.punto .. '· -~·­
.critico_- (E~~)_- ,tfx¡~ ·La~_ Íltl1Cfones · tei-módi~m iciis' se.ptJEKJim desarroll~. <· 
en la formc1: · · - .. · ... - · -- . - " . . ·- - - -__ -·- ··-·· . .., 

- . X V 
F(E) =Ar: (1+Br: + ... ~) , 

con JJ)O. 

El exponente crítico correspondiente al punto crlt ico e 

función F(r:) se define entonces como 

~= lím ln F[E)/lm;, 
e-...0 

{1.2) 

O de la 

{1.3) 



si el llmite existe. 

El comportamieto de la función en la vecindad de E = O depende 

fundamentalmente del valor de .A, por ejemplo si .A(O, F{E) diverge en 

el punto critico, si A)O la f1.D1.ción se hace cero y si .A=O se tienen 

varios posibles comportamientos, por ejemplo puede corresponder a una 

divergencia logarltmica: 

F{e) = Aln {E) + B , 

a una dependencia en E de la forma: 
·F{e) -. A + B leli , , 

·. o bien a tma discontinuidad. . . 

{l.4) 

. {l.S) 

A lo· largo de eSta discusión el parámetro de · expan.siórí E . se ha 

elegido con relación a la temperat~a, pero·_ pueden introducirse otros 

parámetros que depe~dan por ej~m.plo ~ la presión,_ ~l ·\lalumen, · el 

~ampo 1Tiagnetico _externo,. ~c>y- definir. en foriria::CJ11Ílfogi:i_·s,l~ ·· 
resp~ctivas expc:me~t~s crfticos. Erflas_taf>l'1s .. 1. f~y 1.2 .se"~eri~ _los 

exponentes crltic~s -mas IJsados, relativos a E, parci 'dos· tipos de 

sistemas: fluidos y sistemas magnéticos~ 

: . ~ ·. '· : : 

Como mencionamos en la seccion 1.1, las primeras teorlas que 

surgen en el estudio de los fenómenos críticos y transiciones· de fase 

son las llamada~ teorías de Campo Medio y a este grupo pertenecen la 

teoría de van der Waals, la teorla de Ginzburg-Landau, la teoría de 

Curielileiss, etc. 

El nombre de teorla::; de Campo Medio se debe a que pueden derivarse 
. . . 



suponiendo que cada partlcula interacciona con lD1 campo promedio 

producido por las demás. En la mayorla de los casos estudiados las 

teorías pertenecientes a este grupo predicen correctamente el 

comportamiento cualitativo del sistema, sin embargo no proporcionan 

los valores correctos de los exponentes críticos ni de la temperatura 

crítica, debido a que no toman en cuenta correctamente las correlaciones 

de corto alcance que son especialmente importantes en el -punto crltico. 

TABLA N-11.1 

Definiciones de exponentes críticos para unfluido. 

·Exponente Definición Condiciones . Cantidad~que caracteriza. 

a' 

a 

P. 

y' 

y 

ó 

E P-Pc 
. ·.·. -a' 

Cv-(~e) (0 =O 

)0 =O 

p-pc 

..::..o 

~o 

Calor especifico a volumen ... 
- '. . -·. - . ' ., -' - ' -

.. constante~·.··· 
Calor específico· a ·volumen 
constante • 

. · p -::p ~(-e)~.. (0 • ::O . . *º··· · . ~rcido. de·. Jc;i c.urva• de __ co-
:·-,;-,..'_:·· .. ,;-_.· 

.. . ' 
K-(-d-y (0 

K -(e)-y )0 

. ó 
~-Pc-lp -p I · 

sgn(j>-p) )O 

··o =to 

=O =O 

·. -existenciÜ~ ····· · · 
'·- ' •,, ·' 

ComP,.es'.ibilida~ i:sotenrii~ . · 
t .- · •. '-. · •• • • "• • 

-ca. 1 

Compresibilidad isotérmi­

-ca. 

Grado de la isoterma cri­

tica. 



Exponente 

a' 

a 

y' .•. 

y 

TABLA Af' 1.2 

Definiciones de exporiéntes crlticos para un magneto. 

Definición Condiciones Cantidad que caracteriza. 

H M 

-a' C ...... (-E) (0 =O =O Calor especlf ico a campo 

· constante. 

C ;.,..(e)-:-ª. )O =O . =O.·. Calor específico a. campo 

(0 o *º 
. constante. 

· Má¡jnetización a campo 

cero. 
. . ... , . 

~X ~(-E)-y ·. (0 .. =O *º ·· SusceptibÜidacJ m~gruíti- . 

. -ca a campo cero. 

X -(E)-y )0 O =O · Susceptibilidad magnéti-
• 1 • • • • 

· . -ca a carnnn ·cero . . .. ___ :·····- __ ,_·--"-'·•·'..· ··-~ r;~-·- .. ,., ··:·· .. 

-:to · " Grada·,., de · la ·isoterma 

critica~ 

Como se mencionó anteriormente mm caracteristfca muy importante 

de los sistemas en el punto critico es la existencia de correlaciones a 

todas las escalas. Esta multiplicidad de escalas complica notablemente 

de descripción ,de sistema asl como su solución. Son muy pocas las 

soluciones exactas para este tipo de sistemas y en muchos casos aÚn las 
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mejores aproximaciones son poco satisfactorias. En la década pasada 

se introdujo un nuevo. metodp, llamado grupo de renormalización, para 

tratar el tipo de problemas en donde son importantes muchas escalas de 

longiud. 

El wupo de reriormalizaCiÓn no -es . una · teorfa descriptiva de la 

naturaleza,. sino m~s . bien lD1 método . general para ccm,struir teorlas. 

Puede aplicarse no solo a un fluido, sino a lD1 material ferromagnético, 

una aleación, etc , todos ellos en su punto crltico. Otra clase de 

problemas a los que puede aplicarse son [Wilson] flujos turbulentos, 

pollmeros, los enlaces entre. q1.1arks, etc.. Qe hechó muchas de' las ideas 

. y técnicas utilizadas .en·-~, gi-uJ;o de renormali~ación tieneil su origen en 

las teorlas_cuánticas d~··campa. 

Un hecho que parfiÍce ·"ser confirmado por el ~~Po de refK>!malización 

es ef·que· m~ionambs en la sehciónJ;.2 acer"c~?de·q,;e_~i~~ sistemas 

.. q~ sllperiJc ialmente '.::parecen ' ser .. · c1Jsti11ti:is -.~.#tenében .:~·a claSes . de . 

. ·.·._ e~üiv~lenciá .·. m-~~- ·~~~~roles a · un ni~Eil 'frias-· profundo. El 

. ~o_mportamiénto _crltico ds_ -fluidos, ferromagnetós, aleaciones, mezclas 
. liquidas, ~te~' pue~ -Sl?Jr descrito por. un. sol~ modelo. . . . . 

····En :los':'Ültirnbs ~Oñcis iJn.metodade· ·cálcuIÓ ,ims ha .retibido mucha 

.· ~;Ji¡'~!~}~~*~"~·:~~!.'#f1~t~ ~~~~? .. ~l f~l •. se ¡xsdsl. ·. 
simular numer~icamentri las própiedáde_s del· sfStema. - Los '"resultac:Jos · 

que se obtienen son ~ecisos; los errores ~stadlsticos que se generan se 

pueden hacer tan pequeños como se quiera si ·se invierte suficiente 

tiempo de máquina. El Capitulo 3 está dedicado a la descripción de este 

método. 

De las soluciones exctas que se mencionan, la mas conocida es la 

solución de Onsager al Modelo de lsing bidimensiónal en ausencia de 
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campo magnético. El Capitulo 2 esta dedicado a dicho modelo, debido 

al hecho de que es este modelo uno de los más sencillos que permite 

estudiar las transiciones de fase y en particular el comportamiento 

critico. 

El modelo de /sing originalmente creado· para explicar algunos 

aspectos del magnetismo, actualmente · tiene aplicaciones en diversos 

problemas de la f lsica estadlstica como mezclas binarias, aleaciones, 

gases en redes, emulsiones, etc. 

. . .. 
·,·'·-·' 



Capitulo 2. Magnetismo y el Modelo de Jsing. 

2 .1 _Magnetismo {Ferro y antiferromagnetismo). 

. . , . . . ·'., .. •.. . : 

momentos magryeticos. atomicos. 

. . . La interm:ci~ erltre lo~ momfmfQS. JIJagTJéticos no es prec_isamente<Ja 
:- .· . .... ... .. . . ... · ......... ,> .... · ... · ..... ) .. : ... , .. · ......... .,· :.-·--.,-" .......... , .. .. · .... ", · .. ·.·:·::,.;.~.; .. "..:~;._ ...... -........ ": .... , ... ; ............ 5 ... '·:. ·.::..·:··· .. •·: ·:· • ·:: .... >.·•·:.·( ......... : .... ';".~--·',: ... ~ ........ : .... ::.:-:·,·<"::z·:·":. ·· ..... . .... .. 

· · interacci6ri :,magnetica~·' .. clip0lo-~i]'9lp,· :~>··que : ,St~"-·inter~cciCJfi','E~~; .·''en, .. · 
··general~. dernasiac1~·~'.'Pe<Jtieil<l'•·····tkéir;·: .. ~i9.6sf ·· .cbrn~-- para._.,;r~t1T":'_ Í>or• · 

- .. ·· ... ' , - '· - -

ejemplo ferromagnetismó. La interaccion predominante es la 

usualmente llamada interacción de intercambio, la cual es una 

m~ifestaciÓn del principio de exclusión de Pauli. Como los electrones 

no pueden ocupar el mismo estado, dos electrones de átomos muy 

próximos con momento magnético paralelo no pueden. estar muy 

prc5ximbs entre sl en· el espacio; por otra p0rte si los electrones tienen 
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momentos magnéticos antiparalelos., ya están en estados diferentes y 

por lo tanto no existe restricción del principio de exclusión sobre 

cuanto puedan aproximarse entre sl. Ahora bien dado que separaciones 

espaciales diferentes de los electrones dan lugar a interacciones 

electrostáticas diferentes entre ellos, · este . estudio cualitativo 

demuestra que la interacción. electrostática (que puede ser· del orden de 

1 eV, y por lo tanto mayor que cualquier interacción magnética) entre 

dos átomos próximos depende también de las orientaciones relatiYas de 

los espines. Este es el origen de la interacción de intercambio que, 

como lo demostró Heisenberg en 192B[Gopal., 1976), ;para do::; atamos j 

y k está dada por: 
,. ,. 

_ .·.·.. ~ . . . . ·. . .H .. -2~sJ; sk , , ·•·· , . · .. · ... · .. ·.· .·.· .. ~· . . . .~2.1> 
donde S. es el operador .de espzn clsl i-esimo•atomo y·J es·unparametro 

. ·.· ·. . . . l. . ·. . . . . . . ; ·. ·. . .. : . . .. , ' . . ·.. > .e>': ' •.. · .. ·: . : 

(clependiénte ~ la separacion entre los atamos), .que_ f!Jicle la intensidad 
. : . . ::. . . . , ... ·· . . .' .. ·•... . ·. · ... •. . . . . . . 

de ·• lci · ihteracCion ·dé intercambfo;;· · · .. 

. Si• J· ) O., l~. energla ·~de: interacción~~s ma::¡. pequeña .cuando ios 

. · morn~nt~s. magn~ticos son pafil.lelos ·· . que .. cuando . son · antiparalelos. 

Cuando J.( O se tiene _la situación'.inversa. ·Por lo tanto si J. )O ( J < 0) 
• - p 

·.:_-~·~·~· .;~~.~~~~~C).:•·•·~9: .•. ~.:.~.lry'.i":~······•.~eTl&f:IJf~:·.· .~á::·IJ,l_:~.~.9~f ,•{c.1-V:~~~f~:;.··:·I~~-'.·_'f;ifl~~Sión :.· · 
·.·pqr~lel~:Jr;intiparqls.l~) :de .los .. _·rJJOm.entO.S.·.m(Jgnet~~~,r~st~.·~$,.:a,quel.•· que., 

· · tle¿da·· iz. P,..PIÍur:.ir'-ferfornagaetismo. 'caritiré,fr~tncí~ti;;1iíoi." .-~ Óbservese. -_· 

también que como la. interacción de interc~mbio depende del grado de 

traslape que puedan alcanzar las funciones de onda ·de los electrones de 

los dos átomos, para ocupar aproximadamente la misma región del 

espacio, J cae rdpidamente con el incremento de la separación entre los 

átmnos; en consecuencia la interacción dí! intercambio es despreciable 

excepto cuando los átomos estan lo suficientemente próximos unos de 
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R::.· .... ··. 

1 

1 
1 

otros. As{ pues, cada átomo tendrá interacciones apreciables 

únicamente con los átomos m.á·s próximos a él. 

La mecánica estadlstica de portlculas con interacciones entre vecinos 
~ ,.. 

cercanos de la forma -2J S¡"S j es muy complicada, debido al 

comportamieryto cooperatiYo que . presentan. Por este motivo han 

surgido aproximaciones al modelo de Heisenberg tales como el modelo 

de Weiss o el modelo de lsing. En este Último solo se conserva el 

término -2JS. Sk como término dominante de la interacción de 

intercambio cle tal manera que se obtiene el hamiltoniano: · 
... 

H- -2 J ~ .Sk, . . . .. (2.2) 
. . . . ::··· ···J . . . .. ' ·. ,..· ". ·•. ' ' 

donde S . •es ·la proyeccion del. operador de espin S ·.··sobre el· eje z. . 

·. ··Auti~ue~el modelo de Js~ng no ·proporci0fti1 úri! descripci~ ade~uada·· .. 
d~l ordenam.i1:1nto rnagnétic~ a bajas temfreraturcis,,· es interesante su .... 
:>;··.- .. _;',',···.::.·~·- .. < .. :~.,,, .:: ' ··. :.: .. ' .·:·:1·.;:::. ·:· .... :. ,· .~--.~ . ·. •.,,,. ;:.:-. ·.· .-.··._·_·: .. .... , .. ~_,. .:~ ' .. , . "~. ·' 

:~stúaio;, ya que en lci :vecindo#, de la.,· teTT1pep.C1.tura de tr~i:cion los . · · 

: ~~s~lt~dos · que se abtieh~rl ;;oh. ~cfut~ ~c~pt~bles . [Gdp(ll~~ '19i6f. · · · El ;. .· 
~~sto del capitulo ~~tá dedi~ado . a la . deér,i~t6~ d~ esté :°modelo~-'' ' ' 

·· ... '::·:,~~.~.2·:···M~.l~·.de:.·J~i,j.·i'.\:Óii"¡~Í~i6n·~·····fii:stPFi·~.·.··-;,-·· 
,''!.;."·'> 

El número de modelo~ ·que se h'an estudiado ·con 

información acerca de la natl.D'aleza de las transiciones .de fase es 

muy grande. En .los Últimos años se ha logrado avanzar 

considerablemente en el entendimiento de las transiciones de fase 

magnéticas, y en general de las transiciones de fas~, al trabajar con un 

modelo muy particular, el ~odelo de lsing. 
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Este pertenece a la clase de modelos en redss, entre los cuales se 

encuentran t.amb.ién el modelo de Potts, el modelo Esférico, el modelo 
: '.~·: .. >:~~::±:<~·.!.;.~::·;:~Y.·:': .. ~· .. _.., •. •.• ',· :,.·' -:; ·~· -~:.·::~·:·;:: .~ :·· ·.:·!-:::--~~.": · :. -·'.:, ·' -'°: :-; •'·:", ·:: .:,JJ.°7,<:;'.¿..;~--:,?, · .- -_.·r·. : _-;::-:-;• -:· '" ~1:::-".;·-;~~~~~~~-¡~::z~~~;f~~-:~:~~'.' . .:..(•;;~-~ 

Gaussi_iího, el .modelo X- Y, modelos O(n); Z -:, etc. . En cesf~~:.'Ji;lasili+lcis::¡::'.,::""·.·') 
.. <-~- · ·, . ..- .. , _ -~ .•· . ·-· ,r:·. · .. :~. Jl. ·. · -. .,· ··:i~;~i~~-~=~·~:::1,:.:·:~;~-;~~/-~~!··-.\~::~~·-:':.~r.:."·~; . .-;\:-.,: --~ 

. sistem·as se modelan ·.coino 'una. red con. Una·.· base de m icrgsisteüici:f:,en .. •· . 

los sitl<>S "= ~a ~<4 d,~1-~~ ~3~~0~1.~~.g~}meden ~:J'JBJ~~e; • .. · .. 
discreto o . continuo ele estados y habra 'IBlª · t:;jerta interaccJf>i.f:Ylef.f"i11.'a~: · . 

. entre lc:is .· ~itias~ · · · · · ~.:_ .·. · .: :,,._ . -

El Hamz~toruano_del·m~delo en red,cuadradc:1.J~sta.dado .. pot;;::~::;;;,)~:f;.:.:.:~:;;t-;:{:H"-:~"¡ .. '.::.:• 

•; · ~·J~1·:,.:i;,~~11j¡;~iiJ;~;;:ú~;·:~1.~~í;~~~~ii~~'::~~,~~~i0;:;; .. '"±:> ··.;:.f l~f JW~tii,~ 



H = - J ( ¿ ¿ S. . S.+ 1 . + ~ ~ S. . S. j+' 1 ) - h ¿ S. . , (2. 4) 
i J l,J l ,J i j -l,J 1, -- i l,J 

donde J es la constante de interacciÓn entre dos espines y h es tin campo 

magnético externo. 

: 

s .. 
4' ~J' ~ $i.j+• 

S(-t1,j 4 • • . 
•f'o 

' . • ., 
·~ 

.,•' -·'. 

• • • •k> -,,, 

- ' -
'" 

· ... '· 

El modelO -· nace en 1920., como una. idea de Wilhem Lehz, 

[Brush, 1967] para explicar algUnos aspectos del f e11Ómeno del 

. ---' rnªgnetiSm~~-:,.,que se~av~(9h .. ~~i'-7zentalmete. --.EJ:¡_ J-~-25.-E~win_Ising 
- _ s~ Úedf~Ó a -~studia~ · las -p~~;f;~~d;·;~:_ .d~l ·mode.lo e~- -- _é·l .caso 
-~-ic!im~nsionai; . Isir,g_ 't .. ~'.fe~cilvef.:;·~ompletam~~-· ~L .prdf>l~~, ·.es · 
decir., evaluo la función de particiiri def iÍlÍda por: - - . . - - . . -

ZN- (1) = ¿ exp c~~{S.}) , (2. 5) 
{S.} z 

l . -

donde /I=1/KbT, Kb es ln constante de Boltzmann, T la temperatura," N 
__ el mlmero_ de sitios en. la red y 1-I{S ¡J es el Ham iltoni.ano del sistema 

dado por la ecuación (2.4). 



En s~ solución Jsing encontró que el modelo unidimensional no exhibe 

una transicioo de fase para T) o., e incluso arguinento que lo ~ismo' 
sucederla en los casos bi- y tri-dimensional. Esta causó en cierta 

medida decepción debido a que el modelo semiclásico de Lenz era 

iTL_capaz de explicar los aspectos .básicos del Ferromagnetismo, en 
. . ' .. 

consecuencia el in_terés por .este decayó. 

Años más tarde el estudio de la que en adelante se conocerla como 

modelo de lsing renació debido al desarrollo de la Flsica de aleaciones 

más que por un interés directa. . Algunos de·. los primeros trabajos 

. provienen de Bragg y W~lliar1)s .[1,3r,agg y Williams~ 1934,1935], Bethe .· · 

•· [Bethe, -1935]. y Peierl~ '[k~zérls~ .·.--J~i36a,193'6bJ~ ·::-El J>rimer resultado 
. . . - ., .. ,' . .· . ' ., 

para el problema · bidimensi~l -lo obtuvo.Pei~rls {19~6b), quien dió un · · 

. • argumento por : éf ·que cL tern~~~aturas· ·siifcierif&m~rit&· .. bajas. ·:deberfo .: -•. 
' . ' .·. ' ' ' :: :.· ' '' 'i_' ,.- '' . '· '' ':.· ·--~ ·, '' ' '·: ' : ,, '' '• .... -' ·,·:,· .. , .-. ;. ' ' - ., 

·. existir una magnetizac_l_on esppnta[Jeq 'diferente d.e'·cera;;es'decir·deberla ·> 
: existi~ -rina t;drlsicf0n d~ :Fase.< . -·-. . - - .· . . . . . -· 

·Una· . contrib~c·i~_·. :~rri,,b~iflnt;~: proviS.ne ·'.;'~·de .';Kram~rs ·--y ·.V{annier_ :. 

· · [Kramers, y W_,;CU111ier: :. 1~i4 .. i]~---q~i&nés: iórrriularon el problema en -

. términos d~:- ~atrices y: por C:onsid~raciones de .·simetrla lograron 

··. ·~iM2~i~1~~f~ts~~~i~,§~u.rfsi~~:~~.· 
exáC:tci;·c1e fri.'frmcion;.de ·páftiC.-ioo_se·'-ribtu\id-háSt.iiJ9íiJ4 C:Oifeltrabajo de-

- Lars O~sager .[Ons~ger 1'94-4]. -. En >l~ F-ó~ima. ~ección · daremos las 

principales resultadas de la solucifu de Onsager. 



·,-. '.'. 

2. 3 La solución de Onsager al modelo bidimensional. 
,, .. • ' 

En 1944 Onsager mediante la aplicación del algebra de Lie y de 

representaciones de grupo logró resf?lver exactamente el modelo de 

lsing bidimensional en red cuadrac:!a e_11 __ ausencia de _campo magnético 

ex.terno, cuyo H~miltonian~'--esta dado por. la. ecuación (2.4).Para una 

derivación de este resultado ver por ejemplo [Thompson, 1972]. 

Con su solución Onsager encontró que el· modelo de lsing 

bidimensional en ausencia . de campo magnético externo sufre una 

transición de. fase de segundo orden en lD1Q. temperatli¡..a_ finita T c dada 
· .. --':·: ' 

por: · -

{2~6) 

- Algima:;. de.los sxpolleniri~'-crlticos q~e.se:obti_~fien ·conJ~_-splución de· _,_. 
:··:·. :·,_· : : ,. · .• ·o-· .-.· .• '.·· ... ··--•• ·-, .... • .... :. ,.·. ~-:·· .. ·:·· ·<_-.·· . ·_.'·:''..·,_··-· ' .· .. 

·. Qnsagf!r son (para· su def iriicion_ vec .la . TABLA /\fJ ?{~ 2 del Cc:ip1tulo 1): 
' - ... ' _.:. - . ' .. . - . -~ 

·· ...•. ~ ~~:<'.~&f ~· y ... : •.. :~~· [2'7) 

En· las Fitufás (2.2) y: {2~3) ·se .muestra i?l. compqrtamiento de_ 

ti··~~r6~~~6~[~!~~1~01•~*W~~:i~:~~~;~í~~t;:~~t::;, .. ··· 
. magrietizacion, y c~pacidad_ cal(Jrzfiea a ccimpo"J!iagnético cero. ·0e 

estas Figuras se -ptler/.e ver q~ la . capacidad calorlfica tiene un 
comportamiento singular en la temperatura T Te y que la 

magnetización muestra_ el comportamiento tlpico de un parámetro de 

orden (Figura 1.4). · 

A partir de la silución ·,de Onsager el de~arrollo del aí-ea de 

transiciones de fase y fenómenos críticos sufrio cambios apreciables 
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debido a que esta solución constituyó la primera demostración de que la 
función . de i>articl.Ón .. de de UT1 modelo o sistema c~iene .toda l~. 
información referente a éste incluyendo la existencia de transiciones de 

fase. 

e:> 
E"\J . 

. . - ., •: ~ ' .' ·. r_' 

•· 9 .. O. DO MAGNET IZACIU~ E>~ACTA 

.. Ei¡iu.ra ~-2- :'Magnetiz~ci.ón.-~e,r:m:p~elo cJ.e}silJli.bid~rii~i~l-~.: · _·:-· 
· -<.!:-. . .. }'.:·;:·~n·:~.~~~y~.'..~··"C~7f'J''f~a~~~~co~ ~- -.. ,-.. . .;;~:.~,. ,. · · 

. ' . ~ . . 

Debido a la importancia del resultado de Onsager., el modelo de lsing 
' . 

y en general los modelos en redes han recibido mucha atención, sobre 

todo porque muchqs problemas se vuelven. tratables bajo este esquema: ·.·: 

ferromagnetos., pollmeros., emulsiones., aleaciones, mezclas. de fluidas., 
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,, 
.. "':. 

etc. 
'-... ;· ;, 

C';./k 

2·0 1-----1-----M 

-.. ' ' 

,, 1 ·Í;I-· •. _. __ . .:..:.·'·_-+_;_---'--flfl-\¡.'---'-:'----t-----i 

0·0 L.__;__.c........;.O:::::C:.---'---'-...;.._,,:1-----'----:-'-:----:----7.'. 
. < •O·O ·1-11 Hi 

. rtr., 
. 

Fl~a2.3 Capacidad c'alor{fica :del mOdelo ck Isingbidifriiinsiónal 
, . , . . . . , ... : . . . : . . . : ', : ' . .· . , .. 

segun la so.lucion de Qnsager (~)., segun la aproxir:nacion de 
. ·. . . . : . . . , . ·.:.. .. ... ·. . .. ' ·, ' .. . . . . . '.'" ,, . ' 

.,:.--,,,, ......... Kikuchi {-.:. _:.) y se~ la aproximacion _de Kramersy Wannier f· ···). 
-. ,. ~_ •. ~ ·-·,!."···· . ·~ :~.,, -:·:¡_,.•,.:--··.:.:..:~ .. ,-., ... 

1 
1 
1 

_:' ... · 
.,:·.· 

_.,_-_': 

2 .4 Generalizcici~e~ del modelo de Ising~ .· . 

Algunos de los modelos que estan relacionados con el modelo de 

Jsing son aquellos en los que: 

1.-Las interacciones no son uniformes, es decir la constante de 

interacción depende de los sitios i y j, por lo que el Hamiltoniano del 

sistema se puede escribir como: 

,-. n·Í 

., .. , ·:.:'._:; 

~·· ······ . 27 ·'· .. 
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H = ¿ J .. S.S. , {2.8) 
. ZJ, l J .. 
(i,j) 

donde como antes los espines solo interaccionan con sus vecinos más 

cercanos y el simbolo (i,j) indica que la suma se realiza sobre los 

pares de espines que son vecinos cercanos. Un ejemplo sencillo que se 

encuentra en un modelo bidimensional es aquél en el que hay una 

constante de interacción JY entre los espines a lo largo de · las 

columnas y otra J h a lo largo de los renglones., de tal manera que el 

Hamiltoniano es: 

.. (2.9) 

Baja estas condiciones se dice que el sistema es anisotrópico en el 

espacío físico. 

2.··Las interacciones se extienden a .mas vecinos, es , decir ~l 
· . .,. ... 

Hamiltoniano/será: 
~ ,. < • . · ..... -

H = ¿ J. ~ S.S . ~ 
. lJ l J.· · .. 

·.:···' (2.9) 

i,j 
. . . ' . - . 

lo cuál permite en ocasiones hacer, mas realista al modelo. 

_3.-Las·intéracdones -~o/f, ?"i;>'*rgpi,cas_.~11.~:.~.t.esp_acio.:i~erfJO::,,"de.. _los_ 

-~sp-~ne~-~ a.":;~éin~s C~CPnOS, .. 'il~ dScir. ef iiafijilt~i~~:~.del~:~K#..~riia"se 
·convierte ~n; 

D 
H = ¿ • ¿ J S. S. , 

n zn Jn 
(i,j) n=J 

. (2.10) 

donde D. es la dimension de espacia en el que se encuentran los espines. 

Claramente este caso se reduce al caso isotrópico cuando J J n para 

n=J ,2, •.. ,D. 
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Otros modelos en redes que es interesante estudiar y que guardan 

cierta similaridad con el modelo dE Jsing son aquellos que presentan 

frustraciJn y/o desord~n. 
Un modelo que presenta frustración es aquél que no siendo capaz de 

alcanzar un estado de mínima energ{a que satisfaga enteramente sus 

constricciones m kroscópkas, posee varios estados igualmente 

frustados. Es decir un modelo frustrado no tiene una única 

configuración para su estado base, y como resultado de ello muestra 

metaestabilidad, efectos de histéresis, etc. 

' , . 
'. ~ . 

. ···Figu;.a2~1.Antfferromci~~to en. red tricmgtilar~ 

El modelo mas sencillo que .. presenta frustraci6n es un 

antiferromagneto en red triangular (Figura 2.4). Consideremos un 

tric:frigulo elemental o plaqueta de . la red, mediante WlQ rápida inspeccion 

es fácil convencerse de que dada cualquier configuración, cada plaqueta 

tendrá al menos un par de espines que no estan en su estado de mfnima 
energfa, lo cual según lo expuesto en el parrafo anterior, significa que el 



r:iodelo presenta el fenómeno. de frustración. 

Existen otros modelos que presentan frustración., en los que también 

aparece el desorden. Existen varias e laslfkaci.ones de los diferentes 

tipos de desorden, que dependen del área en que se trabaje. Dentro del 

contexto de este trabajo es conveniente dividir a los sistemas 

desordenados en varios grupos dependiendo de si el desorden se debe a 

la presencia de campos aleatorios, constantes de interacción aleatorias 

o anisotropfos aleatorias [Hertz, 1985]. En lo que resta de este 

capítulo solo nos OCl1JK1Temos ·· del caso -en que aparecen constantes de 
' . . - . . . . . 

interacción aleatorias. 

Es posible adenias hacer cld.sificacioiles mas· finas al especificar si 
' , . ' 

el desorden es débil, o fuerte· y cual es la función .dé distribución de la 

·variable que provocC1 el desorde,:,.· · Un modelo ligeramente desordenado 

es .. aquel. en:~[ q~~ ~l/desorc!en·:·no~.pro~oca 'lii apbriC:ión:c:ie-_nuevos puntos ,'. 
c~iticos ·.o nJe\IC1s, ride~; -__ :.n-i~ntr~.s qu~ . uno .. Fu~rt~iri~n~é, . ~s0rdamado .es. 

aquel en er que si aparecen nuevas fases. 

Uria - situación de desorden débil _ producido_ por constCJlltes de 

intera~cion·:· aleatcrfos pirede · Obtenerse a :trnvés'. de -la -aleación. de- dos · 

·····~¿b~tah¿~ó~·'-·~Ofl .. te~perát1irC1s--c~ltica~ ·,dif~~~ht.~~~:>la_::iii~Üdtcci0n··· de 

imfiure:iás no mamet.ibas "en ün·inciterial mciiflétició~·:~etc. ·. O:é. 

·Un vidri-o de ~spl~ .es un'.~J~mpl~ de ·un;f~o~~Pt~ "fu~rtemente 
desordenado, . donde el desorden esta provocado por interacciones 

aleatorias, aunque estrictamente hablando son los signos de estas 

constantes de interacción los que tienen un carácter aleatorio mas que 

las interacciones mismas. Típicamente en lD1 vidrio de espfn 50% de 

las · interacciones son ferromagnéticas y .. el otro 50% son 

antif~rromagnéticas. Esto se manifiesta en que el modelo no presenta 



una condensación, ya sea ferromagnética o antiferromagnética, a bajas 

. temperaturas, sino que parece quedar congelado en una configuración en 

donde los espines estan· orientados al azar, como se muestra en la 

Figura 2. 6, apareciendo plaquetas frustradas. 

Un vidrio de espín esta caracterizado precisamente por esta fase de 

baja temperatura, en 1a· que el tiempo de relajacion hacia el equilibrio 

es muy largo (como se observa en los vidrios reales). Esta 

caracteristíca puede relacionarse con la imposibilidad práctica de 

encontrar ru.frnericamente el estado base del vidrio de esp{n. El número 

de operaciones que es necesario·· realizar a trayes de cualquier 
.- .. - _. ... . . -, .. :. .. .- .. · ··. 

algoritmo.para llegar ·~1 estado de.·équilibrio crece exponencicilmente.·con 

el. volumen [Stanley, J986]. 

Para terminar esta seccioo. sólo . . mencionaremos ·que el e~tudio de .. •. 

sistemas desordenados y en piirÚcular ele . vidrios . cJe e~pfn es Jna de" lcis. .· . 
. áreas más. activas de_.in~esÚgaci6rf e11._ la·fl:§iC::ci actuglm,~e. . . . ~ ... 

• ' ,- . • ~ . • • ·..i -· •• • , • .... •. - . ' ' . _,_ ' ' ' -~, ' ' -~ ' • .•• •. - • . . . ,_.. . ·" • - .··~, • 

+ + 

Figura 2.6 Vidrio de espín, en red cuadrcida. 
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Capítulo 3 Método de Monte Carla. 

3. 1 Introducción. 

.. . . 

A menudo los sistemas que se esttid_ian en física son 'sistemas· con un 
. . . - ·- _, 

gran número de grados de libertad. Lc:i descripción de estos sistemas 

frecuentemente involucra la evaluación de integrales en espacios de 

dimensión muy grande. · . Consideremos por ejemplo lD1 gas formado por 

N partlcu,las ·~ TrJOSª m . que se enc~nt~Cl a UTW.~ terriper~ilí-,cz ' r. y-· cuyo 
; • -~·. .-•• • •• -~-;· •• ,-~ .p __ ._ ~· : 

· Hamiltonianó és: ·:. ",:·.- - _. 

. --:~ 

. . _.... ... . . . ~ . . .:2: <:\ . . . -··. ~ ·: .. '· . 
H{~} ¿u Cr¡') + ¿ p~ /2rn •. _ - , ~-· · . ·(~.1} _. 

En ilsta ecWJ~ión ;v Ci'.i\l, r • cr¡,r~; .. ;f:JI) •. P .. {f,1.¡;.~:J•P¡J; .· ··· • ·· 
.· . r. es ·el· vect~ de 'J>osiéión de la ¡.-~sima ·par-ttcula y f>• ._~u ~rraar1)~nto, - -- ... 

·••······~l~~~:;,~,l:i:.•:::::iB;!c;r:u~:;::t::··.• 
~1;7,~(~Y·n fI~p[~~·I~5 .. . . . · · ······ · +i;·_,;:·u·~t·;~~-2> 
y qu~"el val;,r-;e~;rad~ ·ae .cualq~Í~'ob~~~v/ib1íi-A de;>;;~~~~~<~;¿-.·>~ 

(A)= (1 /Z) J A(x)exp[-~H(S?)]dfdp. -. {3.3) 

Dado que las fuerzas entre las partlculas no dependen de los 

momentos, la integral de la ecuación (3. 2) definida sobre un espacio 6N-
, ' 

dimensional se reduce al producto de dos integrales sobre. espacios 3N-
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.dimensionales. Lo mismo . sucede con. La integral. de la ecuación (3. 3) 

en el caso en que A{x)-A1 {r) ·A2 (p). 

Para describir Las propiedades termodinámicas de THJestro sistema 

es necesario evaluar estas integrales, pero la evaluación analítica de 

este tipo de integrales es La mayorla de las veces irrealizable, por lo 

que se recw-re a la ~valuación numérica. Sin embargo esta evaluación 

tampoco es directa, ya que no es posible utilizar los métOdos numéricos 

convencionales excepto para valores extremadamente ~queños de N. 

Supongamos por ejemplo que N=20 y. que el intervalo de integración 

<correspoodiente a cáda una -de las.. variables se . divide · en . 1 O 

subint~r~alos, ~sto significarla Ú~ar-~:\~~tx/1010 -~aluÜÚi'olies. :Si se 
. . _: . . . . ·.· ··-. ·. . 1 ,. ' ·_, . .. ,. 

cuenta crin. W1a computadora capaz. .. de realizar. 10 . evalµQciones por 

· se~do, .. el -tien,ipo 'lue se3~mpleClT"l~ en ·ta eval~aciÓn J;;~,.~,~e~:·6f-cJmi -~~e _ 

· 1 O seguridos, -ma~ d(1 1 O_· veces· la edad del .Uni.-.retso.'.".·E:n. ·e:ÓSOS gámo 

_ _ . es~e se.: fm)fl~a . :el·····.-·l~amado_ ·mét,Ó~o\:'de-'.:lvf ont~:-.c'!I'.1~ .. -·:·.,~f!i):~~T"al.· ~~t~· 
· .- metodo· permita :evaluar .. numeriearn~e ·cierto :tipc:,-· -~·:,·z'1tegrales 

: ; mediante una' discretizaciÓn aleatórz~ .~iespacia en ~~~sti6n~ > ' ' 

En lo. que rest~ ck1 :~aplt~Í~ 'nbs_ ~~paremos'&: lÍl. -<!e~crfpción y 
,- o- - ·, '. --;, .• •. • •. y_.;. ·'' :, • '" 

= ¡ •• - '- ~ ... :.~ - - .:. -

3.2 El método de Monte Carlo_·én mecánica estadfsti.ca. Algoritmo 

de Metropolis et. al. 

El método de Monte Cario en mecánica estadlstica se emplea para 

estudiar modelos de sistemas termodinámicos· por. medio de una 

simulación estocástica realizada en tma computadora. La descripción 
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del sistema que se desea estudiar se hace en términos de __ u1l modelo y 

el Hamiltoniano asociado a éste. 

De acuerdo a lo expuesto al final de la secci6n anterior, para eYaluar 

las integrales que surgen en la descripción de nuestro sistema, es 

necesario realizar una discretizaciÓn del espacio de integración, que en 

este caso es el espacio de configuraciones del sistema. · La realización 

mas sene i l la de dicha discret izac iÓn es a través de un muestreo 

aleatorio simple, sin embargo, en la evaluación de integrales del tipo 

de las que aparecen en las ecuaciones (3.2} y (3.3), ésto no es posible 

·. ·debido a que el integrando· exp[-:-PH(x)] tiene . variaciones de varios 

ordenes de magnitud. . Por lo tanto ·es necesQf'io implementar un 

algoritmo que permita muestrear eficientemente ·el espacio de 

integradón. · · ' · . .. 

. · · El algoritmo que ~rmite aplkar efi~ientemente. el mf/tddo d.?. Monte 

(:arlo en· .la . evaluacik del>'upo · de>. zritegrale~ · ·en qU.E1 .· ~st~mo~ 
·· inte,:.esados, fué propu~sto por ·N. Meti-~polis, A~·. ·w. J<o~~nblrith, N. 

Rosenbluth, A. Teller y. E.· Tel,ler en J9s3 [Métrop0li~,- l95J]. El 
. " ·, . .. ; :·· . ·;·, . ·. . . .. ~ . ·. : .. . . ·. :·• .. . . . . 

enfoque de Metro~l is et. al • . ~e bas~. en la idea de muestrear •. aquella 

. r;ta:~·t:;~¡~~al":;~¡;~¡¡~·~(,.:~~~J~1i~ti . 
. ·. muestreo aleátorid si~ple. ;:_:::. ' ... ·, .. 

De acuerdo con el algoritmo de Metropolis et. al. los prmtos 

adecuados para la evaluación de lDla integral se eligen de acuerdo a una 

probabilidad PfxJ, v=1,2, .•. ,M, de tal manera que seá. más probable 

considerar puntos en donde la función tenga valores más significativos 

que en otras regiones ... 

La probabilidad adecuada es en este caso: 
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¡ 

1 

PCxJ = (1/Z) exp[-PHCxJl , (3.4) 

donde Z es la ÍWlciÓn de partición definida por la ecuación (3.2). Es 

claro que la probabilidad dada por la ecuación {3.4) es la probabilidad 

adecuada, ya que al elegir los puntos con esta probabilidad, el valor 

esf'Srado de la observable A definido por la ecuación {3.3) puede 

aproximarse por: 

"" M 
(A) ~A= (1/M} ::¿ ACxJ, 

v=1 
(3.5) 

· : donde Xj, .son los ,puntos· que se. tom~dh en cuerta para la evaluación 

... :·;· 

.. . , .. .. . . . . ·:, .. _-, . 
. numeriéa.;. : •. . . . -· ' 

La implementaciÓn . de~ _algoritmo ·_no es dire.c'ta . debido a que no 

- conocernos: explfcita:mente :la .probabilidad: P(x ), el .conocerla· - .· .· . . . . . . . . . . ·.v .. 
.... - signifi.cdrla. haber_ evál,uqdo la función de partición z. . .$in emOO,.:go los . 

. ' •. : . _. · .. ·> . .:.. . .. : . ·:, .. ' . : : . ~ . ..... . ·, . " ' . . : :-- ', .. .. . "·. . .. ·. . . . : 

· pu11tas: J'J~r;;esciri(>s pára~ la ~;,.,.C1lU.f1CiC>11 pµ~de.n. gef1E1rarse a tri:lvtls de una 
'cad~d~·-M~kov •. ··-- ..... - .. ·-- ··.-e-_.·.··-····.- • . 

La·· c~clena de . . M~kov .eStara· caract~izada· ·po~ ·-úna pro~bilidad de 

. ·tran~ici&n··_ \)/Cx ~-Ít>-x -~>.de .¡; puñto .ª ~tro, la cuai· debera' construirse de 
... '• .. · .· .· JI .. JJ : . '. . : .·· . . •· •. · . - . . . .·_ . . . . 

~;. tal.f1lCJTÍli1ra,:que _· ~n, el _:JímJtr(_M~;~ · 1a ,,-prº1Jaf:>.i#dad . ~--· elegir alguna ··· ·. • :~~á~;J~ ;ic~¡,¡'~línt~ Ía ;;i-í.b.i611i*~-~¡~~··¡~ por la····. 

Parci que· . la·- probabilidad de transi~i6n W(xv~~v,) ·tenga la 

propiedad deseada son condiciones necesarias y suficientes: 

{1) Condición de Normalización: 

2 W(xv -ll?<:Ji,) = 1 
JI 

PO!"ª todCJ. _ v' • (3.6) 



(2) Condición de Ergodicidad: 

Si PfxJ ) O y P{xJJ,) ) O , entonces W{xv """"~JJ,) ) O. {3. 7) 

Es decir siempre que las probabil~dades de los estados xv y xv, no sean 

cero es posible ir de Wl estado a o~ro. 

(3) Condición de estado estacionario: 

:¿ PCxJ W{x -li!'x ,) = P(x .,) 
JI JI JI 

para toda v' . · (3.8) 
JI 

Una condición sencilla que garantiza que se satisfaga la condición (3) 

es: 

·P{x · \ W{x · ~li!'x .,) ·. f>(x. ~lW{x ,--._xJ' ., . · v JI . JI ... ·JI v . .. '(3.9) 

· que es la condici6n de reversibilidad m icroscopica, la cual requiere que 

··la fracción. de sistemas que p{isan. del estado x a{x , sea igual ·ª la de 
. . : .. . . . .. . . . •. .· . . .. . '.; '.· ·; . . . . JI ' . .. JI .. . . . . . •. 

': · los sist1:1m,as que pascin ,del· fi1Stado X . ., :al X • ... · · . .. .. . .. 

· :~:· :·c:uancla escribifna~:ia;l:lcü~h~cín c~;;fn'· ·:nl~:ib~ma'=··~ .·. · .···· 

PCxJ· /P{x ,) = W(x ,-li!'i. \fW(x -ll?c ,) ., : 
. JI. . JI· . .. v JJ JI .. · 

{3: 10) 

esta nos indica .p(Jf · una porte . que si .. l~ probabilidad del . estado x es 
• ... . ,. . .. . . . . . . . .. . ..... •.·· ' ..... · • . ... · JI 

· · mayor que la del estado x : " ·.entonces Ja pr.-obabilidad de ;transici6n de 
:·~ ·:·> . . •... • .. ·. ~ • . ····• ·· ... ·. ... . . . .. ~.,, ~- .. :< . . ,.·:·: . . ··o:··>. ~ ·: ::· ., .... : . .. . .· ..... ··•··· . 

· •. estadq: x , (Jl estf!do ~ debe se,. rriC!Ybr qüe Já pro_b.iibilid(ld de. pasar del 

est(ldo :JI (ll e~hd~ .. 11x~, \ .yr:.por:··:·~ra ~~;·~.9~:· zci~:-t~~. de las 
probabilidades de transición solo dépende del 'cambio en la energla, ya 

que: 

P{xJJ,)/P(xJ = exp [-/:1 ( H{xv,) - H(xJ)] • {3.11) 

El siguiente paso es entonces. construir la. probabilidad de transición 

W{x _.,.x .,), de acuerdo a la condicionés {1), (2) y (3). En este punto 
JI V . 

cabe hacer notar que di.chas condiciones no determinan unívocamente la 
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probabilidad de transición, 

arbitrariedad en su elección. 

por lo que existe cierto grado · de 

No hay forma de saber de antemano si 

una probabilidad de transición dada tiene la propieded de convergencia 

mencionada y en general es necesario probarla para decidir su utilidad. 

Una definición que se encuentra adecuada es: 

{
exp[-/:MH(x +x .,)] 

W (x -IJ.x ,) = . v v 
v JJ 1 en otro caso. 

si óH(x +x ,) ) O 
JI JJ ., (3.12) 

donde óH(xv.,-tJ.xJ = H(x.v,}-HCxJ. Nótese que esta probabilidad no está 

normali:z_ada, sin embargo esto' no. es necesario Parª la simulación. 
···.· ... ~·Ahorci.~ien, def ac&Jert~() co11 la. ec¿aCidn.:{~~12).;·~ado·~.pÓilto xn en··el 

... espacio fase, para geneT"ar ,xn+J se da un paso tentativo al •punto xt., el 

. cuaLse él ig{I de ac~~rdo a una .. proba~ilidad unifor~.e dent.ro de un cubo 

.···.CÉ·.lado•_ ~. alrededor~~ ·.xn., :'/•se _c~lc'!ta .· e!· ..• ct1T:~ic?, .··Dtt{~n+xJ. .• ~n la energfa 

·• #~:-~z~-e~(l~~C)cia~~ ·~i>[LelJXi1$'? ~;,~""~t~~ .. ;Si: .f5HC~n .~tl (.··(),'. ~s.· clscir ~i ... 
. ,,f ijueyo estac/0°c/E?l ~i~~rr,Ja ~s UTJ estado ·diLJ'l1Br.iar<eflergla, el cambio se 

, ··· .. . ac~~a y Xn+1= xt. Pdr otro.lado.si dH(x~:.,Xti > o~::entonces el cambio, 

· se hace con proba~~lidad.exp[-tlóH_()(n~tJJ • . E~ la practica.esto se lleva 

·•·. ~:.C(lbo· ... [Bricio.,· ~19~4] ·.c;om¡iar~po .. !a :<::~~~~ef.:.~?.CPÍPótl.C~n~t!1. C()f1 .. ~~ .•.. 

/~~!xiff fft:~~i~~if~~f ff;;,~rf~~i~,;~!';!1:t!º;:.1·cª= 
cóntrario Xn+1- xn. El proceso se repite hasta fonrior el conjunto de 

puntos necesario. 

El parámetro E que fija los estado.·· elegibles se determina 

emplricamente teniendo en cuenta que si r= es muy grande · es poco. 

probable que se acepte el estado de prueba y si r;: es muy pequeña el 

espacio fase se recorrerá muy lentamente. 
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1 
1 
1 

1 

., :.:_ 

Las caracterfsticas más import~tes del algori~mo de Metrop~lis 

.. et. al. son: i).- calcular los promedios ds una función., tomando en 

cuenta los valores de ésta en pimtos del espacio cuyas probabilidades 

so~ significativas y ii). asegurar la convergencia del promedio 

calculado sobre la cadena de Markov (ec. (3. S)) hacia el promedio 

definido por la ecuación (3.1) cuando M-~-

Un aspecto que en la recilizacion práctica es. importante tener en 

cuenta es el de que dos . puntos adyacentes en la cadena son en general 

puntos cercanos en ~l . espacio de . configuraciones, por lo que es . 

~~esCH"'io generar.· un·,ndmero !5illficie11temente grande de puntos para 

teh~f". iriformaci6n .. est~d{~tica relevC1T1te sobr~ regiones del espacio fase 

distintas de la inicial~: :· · 

. "El :r.ilgor1tmo hasta aqu( descrito es l.D1 procedimiento que permite 

.... ·Ef~~~líif~~]n~&l~~:~<."~1 
corresponda a un estado de equzhbrzo del srstema en consrderacron. Asz · 

pues, para llegar al equilibrio es. necesario avanzar un e ierto ndmero de 

configuraciones, las cuales deberan eliminarse al calcular las 

observables para que .estas no dependan de la condición inicial. 

Debido a la alta correlación que ¡>Uede existir entre los puntos 

. adyacentes de la cadena de Morkov conviene calcular las observables del 

sistema en config¡Faciones lo suficientemente separadas para que no 
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.h~ya correlación entre ellas. Una manera de llevar a cabo esto es 

considerar configuraciones, separadas por algunos puntos dentro de la 

cadena, de tal manera que: 
m 

A= (1 / m) L: A (x ) , 
. 1 v. z= z 

donde v. = JJ0+iµ 0, . i=1,2, ... ,m, y m= (M-v0}/µ0 •. 
l 

(3.13) 

En la ecuacion (3.13) JJ0 es el rnfmero de pasos que es necesario 

realizar para llevar al sistema a su estado de equilibrio y µ 0 es el 

nuJ"11ero de pasos que separan a las configuraciones en donde se calculcm 

las observable~~ . Los . valores de :estos.· para'metros .· 

· · dependercln en general del sistema particular que se este éstudiando. 
' .- • •• - •• _:. 1 - .:.· .,. -. -. • - • ·-

. Una medlda del· error. estadzstzco de A esta . dada por .la desYiación 

. estanc;lar oA: · 
:·, .. _'.' ... :. - . ' -~· 

-~. 

(3.J4} .. ·· 

.Le, _cual .indic;a, en ~ne~al., ,que. el error .en el cálculo de A disminuye al 

... · :.· .. · .... ~~lfaent~;el rHÍrJl~r~:~.-~~· k11;~~ qu;·:~~q~~~~~.~~.: cu~ij~~~< · . . .. .. . . .. _ ... 
··.···•· ·~·<[)ebido n.,estci ·-ú~yma .()bservacion,·.~dC1c!o··Lf!l 6r:''f11e.r:-o M .. dE? •. puntos enla 

ftíil~oo~· :serta cooyeniénte>tomar !Jl&dlti~s'. con rnu~hilfrecuenci~, es ... ·• 

. , ckcir elegb:. , µº .. :~~~~fi~ .. '. s1ri · em~go. e~to · ~eJe ; resu1t'ar co~oso en- , , ,. 

tiempo de. maquina y por otr:o lado no ser lo mas. conveniente para logar 

un muestreo eficiente. Es necesario entonces tener lD1 criterio que tome 

en cuenta estos dos aspectos. En el próximo capítulo nos referiremos a · 

este criterio. 

Algunos aspectos que pueden afectar. la confiabilidad de los ~alculos y·· ·'' 

que por lo tanto hay que tomar en cuenta son: 
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1 
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(1) En la simulac_i._c}n ~e estCU1 empleando números .ql!~ sqn en reanc:Jad 

pseudo-aleatorios, ya que se generan a través de un procedimiento 

determinista. Para determinar la influencia de estos números sobre 

los promedios se han hecho estudios [Binder] con sistemas cuya 

solución se conoce, encontrándose que cuando se toman en cuenta del 
2 . 3 ·. 

orden de 1 O o 1 O configuraciones por partfcula: 

(<A> ~A )/(A)~ 10-
2

' [3.15) 

donde A es el promedio calculado con los nÚmeros pseudoaleatorios. 

(2) En e{ método de,l~on~e Corlo la discretlzaciÓnno es im problema de 

prin~ipi.o pues se ha dBftmStriido sti co11\l~rgencia ~~to~ástica, queda sin 

. embargo pDr comprobcir· si en _la práctica ésta es alc.anzable en un 

número. razonable. de. pl1~ós • .. Esto. ha sido comprobado favorablemente en 

. muchos casos •• . 

(3) E"l ·. tratár de •·· ·simular ·~i~emCls ·· niacros~ópia,; formados por 
• ···: . • ••.. O-. • . 23• :, .. · . . .• ·. :·. .. . . ' . . . • .. • . . . 

alrededor de lo parHculas a través de sistemas de aproximadamente 
3 . . . . . . . . . .... · ·.· ·. . .• ' 

10 partkulas.· Este in¿bnYeniente se puede reducir mediante el uso de 

condiciones .. a la frontera periÓdir;:as. · . · • 
~ ' ' ' - ' -· . : .. ::·. ' - ·- . . - . ' . \ . - . .. . ·. . .- . . 

··· , .. Además .... de_l9s . a~~~~~-i.Clllt~iorf:?S, h~y :cornpor,taM~entos ·intrlnsecos ·· 
.·· . d~'':~:~óf á~t;r-:.''~if~ico.;:-~#i;,,:/~a~~' /siste~~: ' qlJe. 'difi~ultan el .. al~anzar e( . 

equilibrio . termddin(lriiic;P, ·' por ejemplo, . en putJf;os termodinámicos· 
. . . .. ; . . .. ·¡ ·. ·. 

cercanos a un punto cr1tico. 

En el siguiente capftulo comentaremos todos los detalles finos que 

hay que cuidar dependiendo de la naturaleza del problema particular que 

se trate. Estos detalles los analizaremos en el caso de la simul~ciÓn 

del Modelo de Jsing. También se dará una descripcion del programa que .. 

se implementó y de su funcionamiento. 



.. Capítutg_1~- Descripc.i6n_ dE1L. ~ogr:ama de computador.a. 

4. 1 Introducción. 

~n este capitulo describiremos el programa que se implementó para 

simular el modelo de lsing bidimensional. El programa está diseñado 

para · · - : simular este modelo en el caso bidimensional en red cuadrada, 

cuyo. J-familtonlé:mo esta qado por la .ecuación (2~4). La simulación se 

.. lle\la a cabb poT: medio del método <ÍE!. Mo~.te Carla. y haciendo. !Js.o del 

algoritmo de Metropolis et. ~l. (sección . 3~2).. En fo simulación se 

imponen al n1odelo condiciones ci la frontera periódicas, de tal manera 

que el mode.lose, encue!ltra sobre la superf ici~ de un toro. 

,Por mf;ldio .de est~.)pr:ogr~111d e~. ~~fble· .taTIJ~ien sim1Jlar otros,.· 

JiódeÍos, c~mo los m~io~a~i-,s.~h l~ s~c~i~ri'2.4. Para llevar a cabo 

est~S simulaciones es necesario realizar. a/gUnUS modificaciones. a[ 

programa. A éstas nos T".ef.eriremos mas adelante. 

··. ;. 

>El programciestá implementado en lengunje, PP.Sr;AL y esta diseñado ... 

: e:: 

4.2 Estructura del programa . .. 

El programa JSJNG, cuyo listado se encuéntra ál final· de· esta 

secci6n, realiza una simulación de 1\4onte Carló del modelo de Jsing 
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bidimensional en red cuadrada, en el caso ferromagnético, empleando el 

algoritmo de Metropolis et. al.~ 

Para implementar el algoritmo de Metropolls et. al., el paso de una 

configuración x a otra x , puede consistir por ejemplo en cambiar 
JI JJ 

aleatoriamente todos los espines, sin embargo esto puede producir una 

configuración xJJ, muy diferente de xJJ _y · por lo tanto habrá una 

probabilidad muy grande de rechazarla. Por esta razón y otras que 

veremos mas adelante, tomaremos como configa.u-ación tentativa wm que 

diFiera de . la anterior .~n tan . solo un esp(n. Recuérdese que el 

.algoritmo.·de MetropoHset .. ~1.•·-riosdice que·_el·cambio de configuración 

se acepta si:. . . . . . 

.W(x -+x ,) · exp {~Pól-l(x -t?c ,)} ) . q , 
·V V. ·. · : ... · V V· ·•· · .. 

(4.1) 

• ~e .itJ~ .. ~,} ~,.: .eLc(Jr,,~Íoien la ~iflJ .. (JSC>f.l<¡íÍo oJ pciso 1'v ~v' y . 
:'t~ es . un núrne,ro aleator:io distribuido : Üriif()fm~"-1~nte· 'en .. él. intf:?~valo 

. [O; 1]. 
Ahora · bien, 

>·S .• a la· vez: · · 

. . 

' . .. . - . 

como solo se esta considerand~ el cambio de lD1 espin . 

. lJ . . ' .... ' '.··. . .. · · ······· .·· ·~-·OHcx·~•x ;>-::iS :-fJf+h).,: ... 
• :.·· ·. c •.. ·· V .V:·:-- · .. a···,·· ··:•' · 

doride r .• si+ 1,j tsj;~1 !J +~i.fi-1, +s i,j-1' ~s 111·~·: fos. esp~..Ss •. ·. 
que son vecinos cercanos del espzn s... . . y h. es el ' campo magnetice . 

. l~ . . 

externo. 

Dado que S •. =+ 1, es fácil ver que f sólo puede tomar cinco valores 
l,j . . 

0,+2,+4 y por lo tanto solo tenemos 10 posibles valores de W{x.v-+x.v')~ 

Estos. se calculan una sola. vez y se almacenc;in en la memoria a fin de 

evitar su cálculo repetidamenete. Nótese que si la configwac ión x"'' 

. difiere en más de lD1 espln de la anterior, W(x +x ') tomará lDla forma 
·. . . . .V V 



más complicada. 

Antes de iniciar la simulación es necesario proporcionar algunos 
datos tales co~o-las :v~iab·l~s-,q~; cJBt~i,:.,cin· el t~mano .. dei .si.st~a y, 
el estado termodinámico en el que : se encuentra, . adem~ . de los 

· pará1,'lletros . que intervienen en el i::ál~u~~ de los próm~dios:_ /\f t' N
1
t . T g 

y F, a los cua.les nos referiremós en la ~ección 4.3.· · · · · 

. El tCJ1TJCiño. del sistema esta determ,i.nado por Nx y Ny, 'que. son el 

número de espines en cada renglÓn y en cada columna . dB la red 

respectivamente.. El ~stado •termodinámico lo determinan Ja . . constant~. 
. . . .· - . ·. ,. . , : . - , . ·. . . . ·. . . : . '.;',·:.. ,. : ·..... ,· . - .'.···· ,' ,.:··--· ::·:···' .· .·· ·. ,·: .,. , 

·.··de intetac.cion J.y ~l'._c:qmpo .·wagrli.ft.ir;o)~erno:·h~ am~~-"~ i!,ll~t;lg~s .. de .·.· · 

.-.. · "i>T··· _--..... Una :~~-: -~~~c~i~~~a····.·e5ta•··i~6f &acion••:~a?·_sirn~~,#1~;-~:-:"?.ibia 
. claricJº W1Cl porf zgur<ic,iDIJ znr~zal (lleator-z<(.)(o y a"cO!Jf i,,uacf~<~ P7cx:~e a 

t;ada ·pa~d-cle.A,,ff!ntifr:.~eflo··c@i~e:f#n:'r~cOl'Ter':~~istelTf_Clticam_ent_e_:.la·. 

· ....... ;~iiii119i~i~i~ifiAfl~1&S6ic· .. •·· 
. ·paso· d8 Mpn~e _Carla;_; ·La r~,se,-f:li&ija" én lá--'~allrr(isi~~C!ci:iJn 

"' . ·~ - ~ • • ' .• 1 ' .~ 1' ' - .¡ ·- .. ·"' . , 

ciilidro de color ·a los espines positi~bs::)' un cuadro~fiegt.a·a fos"e~pilles . 
. . . . . -~ ' ,. ., . . ... ~: ,' .' :·. . . : . '· . - . -· . '._-·.:· ·, .·.·-·. : 
negatzvos, obtenlendose-Wla zmágen com'? la que se m1:1estra en.la Figµra 

{4.1). Una vez que se ha lÍevado ·a caÍ>o la term~liZ~i:ioo delsistemá 

~e procede a calculcir' los promedios de· 1;~s obseT"'vable~ del sistehia. 

Las obseniables básicas·. (energlci y :~agnetizaciÓJJ} ~e_c;~lcíilCJTJ cada 

Po pasos de Monte Cario, est~. valore~ se van almacenClTJdq ~11: grupos, 
. . . . ,;._~,. ' . - .. : . .• ,. . -,. -. . ,_·.. . ·-.. ;, ; ' . 

. :_l ·':··. 
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PROGRAM JSJNGfINPUT,OUTPUTJ; 

0,1,2,3,4; . 
NX,NY,NSpines,NGrupos,TAM,FREO,NTERM,TOP,BOT, 
ACCEPT,GRUPO,MORE,SWEEP,I,J:INTEGER; 

B,JJ,ENERG~SUME,SUME2,SUMSIGE,SUMSIGM, 
SUMSM,SUMSM2,SUMCE,.SUNCE2,SUt1M,SUMM2, 
EGRUPO,EGRUP02,MAG,MGRUPD,MGRUP02, 
SEMILLA:REAL; 

Spin:ARRAY[l •. 42,1 •. 79] of INTEGER; 

R:ARRAY[1 •. 5,1 .• 2J af REAL; 

RESPUESTA:CHAP.; 

: IN!CIALIZ.A; 
s·!tb;--

<*** EMPIEZA EL. PROCEDIMIENTO. INICIALIZA, *~*> . . .... 
Clrscr; . ; ... 

' . . . 
'.·:< Gotoxy C 10, 10); . . 

Write('Da la longitud horizontal de la red, «=79> 
Readln <NX>; . · • · . . . 

>I.f <NX<O> ar::. CNX>7''?> then ,goto. s;' 
Gotoxy'c 10; 12>-;~· ? ··•.· ··••· · · · · < :·> : :. .. ·· . 

.. Write< "Da la longitud· vertical ,de} i:a; red, <<='=42 y par>,.< 

.. ~:ª~~~~~~~~<=42>,. and <NY .. mod 2=0) ;and <Ny;'~> > > . the.Íl gctá 
NSpi nes: =NX*NY; e 

RANDOMIZE; . 
F.or I : := 1 ·to· ·NY do 

BEGIN ... .. . ,. .. , 

·~~~I!f ~*~Jrj~~.~~it~~ ·~~7á.-~}·~:·' ·':;·~ :·:"'~ <' ··tLc:,'~-r~,· xc' · · 
TOP:=TruncC12-NV/4); ., .. ' , .. . ' . 

. BOT:. =Trunc: <·13+NY.!4>; 
B::=O; 
J.J:: =O; <*** FIN DEL PROCEDIMIENTO INICIALIZA ***> 

PASOSDEMONTECARLO; 
F,IM,IP,JM,JP,ESPIN:Integer; 
Z:REAL; 

(u:• EMPIEZA EL PROCEDIMIENTO PASOS DE MIJNTECARLO ***> · 
.. 

ACCEPT:=O; 
For I:=1 to NY do 

BEBIN . . , . : 
I~ I<NY then IP:=SUCC<i> Else IP:=~; 
I-f I>1 then IM:=I-:1 ·el se IM:=NY; .. ... 

, . , ,. , .. ··:•·.. . ~ , ,, . . . '.~ -:r _, . ...· ,. · '. 0 •. , ·; · -i , :·,~ .. '·.. . . 



1 

1 
1 BEGIN 

I·f J;NX then JP:=SLJCC(J) Els~ JP:=1; 
T{ J>l thE•n JM:==J·-1 El.se JM:=NX; 
ES!"' .. IN: :.cSp:i 11 r I, .1 J; 

1 r ~ '""'!'°:'f1 i n r IP, .1 J +Sp j n [ T M, J J+Sp in [ I, ,JF· J +Sp i 11 [ I, Jt-IJ; 
z·=RrTRUNCC3+Fl2>,TRUNC<<3+ESPINl/2lJ; 

1 
1 

E/\lD; 

J f Rtd'IDDM<Z then 

END; 

BEGIN 
Spin[l,JJ:=-ESPIN; 
ACCEPT:=SUCC<ACCEPTJ; 

END; 

. EMD· 1 . <***-FIN.DEL PROCEDIMIENTO .PASOS DE MÓNTE~ARLp **~> 

·-Procedure 1 \lar 

DESPLIEGA; 
SY:Integer; 
CARACTER:Char; 

1 BEGIN• . 
~: ~2; 

·. (*** :'EMF·IEZA EL PROCEDIMIENTO DESPLii;::GA:**··*' 

· ~EF;'.EAT 

1· , ._ 

·· .For J:=t. to·· NX do'':' 
.. ' .. ,·.,. . -·BEGIÑ ·. ·. '··· ·:._,_:-

. I ~ . Sp i n [ I ~ J J =:.;..l · 1:. h en . .· 
.,. :r.f .SpinC:I-:-1,JJ~1 :th~ri 

.- .. .:. 
El~~ . . . ··· ... 

l,f Spin[I-1;'JJ=1 then SY:'=219 El se SY::=220;. 
· CARACTER: =CHAFHSY); . . . . 

[ ; ·. : .. ~~;~:~¿~~~g;~~r~-~<NX/2>_;:T?P+J:RU~C(I/2) >.~_,·:·:. ... -.. ~c .. : .. 

..... . : ... ,END-.:.. ··"'·:·e·::•"<'·.:.<: ... ·'>'::·.:: -::·;.•r': ...... ·:.• 

·1:._·.- .. -_: •. •·~•_.:,.· .. ·ü.N ... •. T_-_~_·_L_=_.·•~ .• -~:-~-~-_+_. __ .. 2. _ .. · ••· · · · · ··· 

ENn ;- ' . .. 'P;ii"Fr·~1: otiL:"f:;~ó6e:~:;:W'r~~Tbo/ok~~:2:~E:~1/'e~i~·~: 
,·.·,e, • .. ; ·~/:'': --·. _: ' • ·~·,"/•' • • 

. . . .. . ·->;-
ProcedLlre LEEPARAMETRDS; 
L<Rbel 7; . 

BEGIN <*** EMPIEZA EL PROCEDIMIENTO LEEPARAMETROS tll> 
Clrscr; 
Goto:-~y<10,B>; 

WritelnC'El vaJcr actual 
Goto:-:y C10, 10); 
Writec•oa el nueve valor 
ReadJ.n<JJl'i 
Got c:-::y < 1o,12) ;: 

dE· JJ GE: •,JJ:1:4); 

. ' . ·-. ~, 

:.:::--itelnC'El valor actual de Des ",B:1:3>; 
Got o>: y< 1 O~ 14) ; 
Writec•oa el nuevo valor de B •J; 
Readln CB>; 

.. .:··-~~~;·:~~-b·~-~:~.f-~:H~t~~r:-.f>'~'.~~/;~~-kos:: 



Pt?i1dJ n <NTERl"f); 
Goto;:yc lO!' 18); 

Write("Da el numero de grupos "J; 
ReadJnCNGrupos>; 
Goto::: ... (!O, 20); 

Writ2<"Da eJ tamano de los grupos 
Rec.dJ n <TAMJ; 
Gato:-.::,·· ( 10~ 22); 

WritE("Da la frecuencia de muestreo 
Readl n CFREQJ; 

If FREO<=o then gato 7; 
For !:=1 to 5 do 

BEGH~ 

Rr7,2J:=Exp(-2*CJJSC2•I-6)+B>>; 
RrT.,1J:=1/R[!,2J; 

END; 

) ; 

C :u: Jli FIN DEL PRDCED I MIENTO LEEPARAMETR(Js, it * :t > 

F"rócedLtre TERMAL!ZA;·~····. 

· fJEGIN 

LEEPARAMETROS; · 
c1r!:'.cr; · .. · · · . . .. 

'***EMPIEZA EL PROCÉDIM!ENTDTERMALIZA ***> 
' ... - j 

; 

Go:to:-;y <!,TOP};·· .· · • .. · 
· W1-itE<·"NX7",N>;, • 1'-!'(,;";NY, 
.I-f NTERl'J>ó f:hen 

. .... -~·-

BEGIN. · · .· ·. · .;-;·· 
.. .. FÓr SWEEP:=1· to :NTERl'l do 

. )3E!3Ii\J.·. . . . _ .. .• -
PASOSDEMDNTEC~RLO; 

· .. _. 

' .- ': .. ~' 

' Gotoxy C-35, TOP(;-· .. ' 

i..rr- i te e ~ · 'TERf'f SWEEP. " /S.WEEP, ~ ·. pE • ; NTER~l > ;; · 
C.Jritec• At:ept=_·~ACCEPT/NSpines: 1:3);·· 
{ I-f •cs¡.JEEP -mod 5· :;,:;. O>; then}. · 

'· DESPL 1 EGA; -:, .... · . . .. '•· < ~-:: ' ' · . ,._, .';." . 
• ·fN"D: . :. :N:~ ~ ·~3~_: < . ::~~ ;: :t~-.::C:'._~·.p,~: ·:);,~;~··: ··;{;:; ~; :· ~. . . , .. · 

.:: ~-·-:~~1.Q.R~:~~-NG.~-up·o!Z:-;;· ~ ;~~/:·: .. _ .. ·~,: ·~· ~.:... ._ .. , .. 1 ·.-.'.~·· i .. ~~~~~-i~l); . ' ;• · .. ··. '_': . ' ... "'' 
SUMSiGM:=O; 

'

-.· SUME: =O; 
SUi1E2: :::(!; 

SUMS!GE~ =O_; 
SUMSM: =O; 

'

. SUMSM2: =O; 
SUMCt: =O; 
SUMCE2:=0; 

IE:'ND; 

Clt** FIN DEL F'ROCEDif'1IENTO TERl'fALIZA Jt:**> 

F·1-ocedw-G OBSERVABLES; 

Var TM.JM.SUMS:Integer; 



GIN <*** EMPIEZA EL PROCEDIMIENTO OBSERVABLES***> 
MAG:=O; 
SUMS:=O; 
Fer I:=l to NY do 

BEGIN 
If I>1 then IM:=I-1 Else IM:=NY; 
For J:=l to NX do 

BEGIN 
If J>1 then JM:=J-1 Else JM:=NX; 
SUMS:=SUMS+SpinrI,JJ*CSpinrIM,JJ+SpinrI,JMJ>; 
MAG:=MAG+SpinrI,JJ; 

END 
END; 

ENERG:=C-JJ*SUMS-B*MAG>; 
<**~ FIN DEL PROCEDIMIENTO OBSERVABLES ***> 

CALCULOS; 
E,M,CE,SM,SIGE,SIGE1,SIGM,SIGM1,SIGCE,SIGSM,PROME, 
PROME2, PROMM, PROMM2, El, SIGEE, Ml, SIGMM, SM1 ,-CE1: REAL; 

GIN 
PROMM:=MGRUPO/TAM; 
PROMM2:=MGRUP02/TAM; 
PROME:=EGRUPO/TAM; 
PROME2:=EGRUP02/TAM; 

<*** EMPIEZA EL PROCEDIMIENTO CALCULOS ***> 

SM: =F·ROMM2-SQR <PROMM>; 
CE:=PROME2-SQRCPROME>; 

·· SIGl'1: =SQRT <SM/TAM>; 
SIGE: =SQRT CCE/TAM>; 
E!:,;.,PROME/NSpines;. 
SIGEE:=SIGE/NSpines; 
Ml:=PROMM/NSpines; 
SIGMM:=SIGM/NSpines;· 
SM1:=SM/NSpines; 
CE1:=CE/NSpines; 
Gotoxy ( 1, BOT>; 

· Writ'e('GRUPO ·~~GRUPOf; 
Wr i te C " E=~ , E 1 : 1. : 3, ' +- • , .SI GEE: · 1: 3 > ; 
Wr i te e • M=. ' !'11 : 1 : 3' • +-,. ' s I GMM: 1 : 3) ; 
Writec• Sm=',SM1:1:3," Ce=",CE1:1:3>; 
SUMM:=SUMM+PROMM; 
SUMM2:=SUMM2+SQRCPROMM>; 
SUMSIGM:=SUMSIGM+SQRCSIGM>; 
SUME:=SUME+PROME; 
SUME2:=SUME2+SQRCPROME>; 
SUMSIGE:=SUMSIGE+SQRCSIGE>; 
SUMSM:=SUMSM+SM; 
SUMSM2:=SUMSM2+SQRCSM>; 
SUMCE:=SUMCE+CE; 
SUMCE2:=SUMCE2+SQRCCE>; 
E:=SUME/GRUPO; 
SIGE:=SQRTCCSUME2/GRUPO-SQRCE>>/GRUPO>; 
SIGEl:=SQRTCSUMSIGE)/GRUPO; 
M:=SUMM/GRUPO; 
SIGM:=SQRTCCSUMM2/GRUPO-SQRCM>>IGRUPO>; 



SIGMl:=SQRT<SUMSIGM>/GRUPO; 
SM:=SUMSM/GRUPO; 
SIGSM:=SQRTCCSUMSM2/GRUPO-SQRCSM>>IGRUPO>; 
CE:=SUMCE/GRUPO; 
SIGCE~=SQRTC<SUMCE2/GRUPO-SQRCCE>>IGRUPO>; 
E:=E/NSpines; 
SIGE:=SIGE/NSpines; 
SIGE1:=SIGE1/NSpines; 
M:=M/NSpines; 
SIGM:=SIGM/NSpines; 
SIGM1:=SIGM1/NSpines; 
Sm:=SM/NSpines; 
SIGSM:=SIGSM/NSpines; 
Ce:=CE/NSpines; 
SIGCE:=SIGCE/NSpines; 
Goto:·:y < 1, 24>; 
WriteC'Cantidades Totales'>; 
Gotoxy < 1, 25) ; 
Writec• E=',E:1:3,·+~·,sIGE:1:3,'/',SIGE1:1:3); 
Wr i te C ' M= • , M .: 1 : 3, • +- • , SI GM: 1 : 3, • / • , SI GM 1 : 1 : 3) ; 
Writec• Sm=•,sm:1í3,'+-•,sIGSM:1:3>; 
Writec• Ce=•,ce:1:3,'+-•,sIGCE:1:3>; 

END; <*** FIN DEL PROCEDIMIENTO CALCULOS ***> 

Procedure GRUPOS; 

SEG IN <*** EMPIEZA EL PROCEDIMIENTO GRUPOS ***> 
Clrscr; 
Gotoxy < 1, TOP>; 
WriteC'NX=',Nx,• NY=',NY,' JJ=',JJ:1:4,• B=',B:1:3>; 
Fer GRUPO:=NGrupos-MORE+! .TO NGrLlpos do 

BEGIN 
MGRUPO:=O; 
MGRUP02:=0; 
EGRUPD:=O; 
EGRUF'02: =O; 
For. SWEEP: ;,.1 TO FRECl*TAM do 

BEGIN 
PASOSDEMONTECARLO; 
DESPLIEGA; 
I~ CSWEEP mod FREQ = O> then 

BEGIN 
Gotoxy C31, TOP>; 
WriteC'Dato •,truncCSWEEP/FREQ>:2,' de ',TAM:2>; 
Goto:-:y <48, TOP>; 
WriteC'En el grupo ',GRUP0:2," de •,NGrLlpos:2>; 
OBSERVABLES; 
MGRUPO:=MGRUPO+MAG; 
MGRUP02:=MGRUP02+SQRCMAG>; 
EGRUPO:=EGRUPO+ENERG; 
EGRUP02:=EGRUP02+SQRCENERG>; 

END; 
Gotoxy C69, TOP>; 
WriteC'Acept=',ACCEPT/NSpines:1:3>; 

END; 
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CALCULOS; 
END; 

END; <*** FIN DEL P[ROCEDIMIENTO GRUPOS ***> 

BEGIN <***** EMPIEZA EL PROGRAMA PRINCIPAL *****> 

O: 

1: 
2: 

3: 

4: 

Clrsc:r; 
Gotoxy < 10, 10); 
Write<'* * * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * •>; 
Gotoxy<l0,11>; 
Write<'* Este programa realiza una simulacion del modelo * •>; 
Goto>:y < 10, 12>; 
Write<'* de Iisng bidimensional en los casos ferromagnetic:o * •>; 
Got ox y < 1 O, 13 > ; 
WriteC"* y antiferromagnetico haciendo uso del algoritmo de* '>; 
Gotoxy < 10, 14>; 
WriteC'* Metropolis et. al. * ">; 
Gotoxy < 10, 15>; 
WriteC'* * ~ * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * •>; 
Gotoxy < 10, 17>; 
Write<"*** PARA CONTINUAR OPRIME UNA TECLA ***",CharC7>>; 

If t<EYPRESSED then 
BEGIN 

INICIALIZA; 
TERMAL IZA; 
GRUPOS; 
!3otoxy C3(), 24>; 
Wri te(• ***PARA CONTINUAR OPRIME. UNA TECLA***.' Char (7)); . 
Ilf KEY,PRESSED' ·t ti en ' . . ' ,~- : . . . ·- . 

BEGIN 
Clrscr; 
Got ex y C 1 O, 1 O> ; 
Writec•cuantos grupos mas quieres formar?'>; 
Gotoxy < 10, 11); 
Writec• <<=O para termina~> ">; 
Readln<MORE>; 

. If MORE>O then 
BEGIN 

NGrupos:=NGrupos+MORE; 
GRUPOS; 
Goto:-: y <30, 24 > ; 
WriteC'***PARA CONTINUAR OPRIME UNA TECLA***',Char<7>>; 
If < NOT t:.".EYPRESSED > then Goto 4 
Else Boto 3; 

END 
El se 

BEGIN 
Gotoxy < 10, 12>; 
WriteC"Quieres cambiar el tamano de la red?CSIN> ">; 
Readln<RESPUESTA>; 
If <RESPUESTA="S"> or CRESPUESTA="s'> then Goto 1 
Else Goto 2 

END; 
END 

Else Goto 3 
END 

Else Goto o 
'***** FIN ,DEL PROGRAf'IA PRINCIPAL *****)'.' , '·' ,, 

............ , .. ·,~~i@¡k~fat~~~~r~t~~~l~1M~i1ItJ~~*J.~l~~~1:,~~iJi~~~w;rJ~i~i~~;'~1?:~ti~í~j,~¡}~k!;$~i~ú;:ti.'~t·t~iiJ~ti~~t•t~~:,j1~1t~}~t~~;i~; 



cada lDlO con T g elementos. En cada grupo se calculan el valor medio y . 

la desviación estándar de cada obser\lable. El proceso se repite hasta 

formar un total de N grupos y a medida que estos se van fonnando los 
g ' . ' ' 

promedios de cada observable se combinan en un gran promedio . 

. NX=30 NY=30 JJ=0.5000 B=0.000 

- Ui~ 
,.,:·:,,romedióscexiSten·'~dos opciones;. la :primera es' considercir'qr:Je. estos 

prom~clio~ s~ fnd~pendientes unos · de otros y ~plica;. . ia ley de los 

grandes números, de acuerdo a la cual: 

{4.3) 

La. segunda alternativa ·es ccilcular · la desviación- estándar como. el 

promedio de las desviaciones estándar en cada uno de los grupos. 



Si la frecuencia de muestreo es suficientemente grande, estas dos 

estimaciones coinciden, pero si ésta es muy pequeña habr6 una alta 

correlación entre los valores de las observables, por lo que la segunda 

estimación resultara considerablemente menor que la primera. Nótese 

que esta técnica no es aplicable al calor específico y a la susceptibilidad 

magnética, ya que ellas mismas son fluctuaci~!!i_ en la energfo y la 

magnetización respectivamente. Por lo tanto las desviaciones estahdar 

de estas se calculan con el primer método. ·Para mayor claridad ver la 

. Figura 4 ~ 2, dqnde se ·da Uíl -diagrama del fi.Jncionam,iento del programa . 

. · .. Cada vez ; que ~e ':réfrna l8J' rlU~YO grúp6 se calclllCln Jos promedios y 
desviaciones c~rresponfliente~, _· después cie · lo .·· ~Ützl se actúalizan los 

grandes promedios, ~#;cXtps_ estos resultados . se .mueStrQfí en Ja pantalla .. 

· · · · ···:z~~d~i~,C:f~~~~'.,11~1Át~,~~~!Jtj)f;fº ·~ªv:i··· .. 
· FREQ, · µ~ NTERM, >N ' . :NGRUPCJS. Y' i f ÁK4. · ·. N~tek que la . 

--: · .. ·.· . . . .· ..... : ... ·:·· g .. ··· · ... ·. . . . '. g-. .... : .·· ' . ' . 
canti~ad JJ es proporcional a'".1/T y para ·efectos prácticos se condidera 

· quª :JJ 1/T. _._:· .- · ·· • '. . -. . . 
'...' ~<:::-.; . -:~ -:. ·: '! .· .~: · .•.. --, ·. :· ·'. ···--.<-::::-~:··: :-·:~.F ·:.~.~ ··.::~-e:-'<~~-.-_~:··'.'.~-~~---~-.> .-:< .. ->: ·.·-~- ... -_.~:::-::.:< _-- -·:·.- · \ "': - ·: :_-·=·:-:\'_/-~ .. ·-:·:_::;:··- .::··· :- .::.·: ·.· ·:·,;:, -2·.: .• _-_::· ~ ·: ·- . - , .-.-.. : . - ;·. . ·i " -

· .·, ·:·<·La ,simµlacion .dé .un.;·antiferromagll.eto: implica:: algt.DJOS c(JJ:nblos· que·.: 
•. :·d~~d~f~ir~hi~~ ~~ l~:.~~i:t#º1J ·1~-~~" ::: _' ... · , , . < .. ; e/ ,'·.} .. ' . : . 

-·. ···4·- ._ " .... : "",' .. ':" ·:;! • "' :-~.-.:·-<·~·.·.::':··~-~:_· .. :(:-~~-
.. . 

. - .·-·--•. ';: ·"'." . -- · ... . ,'· _;: ., : -~ .; ... , .. , .. 
r.--: . . ' . ; .. ·, ~ .- ';, ,,·,·' :, . 

4~3 · Calibracibn del programa~ 

Nos referiremos ahora a los criterios que se siguieron para 

determinar los valores de los parámetros que intervienen en el cálculo. 

de los promedios de las observables. Como se mencionó en la sección 

· 4 .1 estos son NTHERM, NGRUPOS, T AM y FREQ •. 
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El primero de ellos se determina al construir Wla gráfica de la 

energía como función del numero de pasos de Monte Carlo. Como puede 

verse de la Gráfica 4.1 despues de cierto numero de paso de Monte 

Carla, la energía oscila alredeor de lD1 valor, es entonces cuando 

decimos que el sistema ha llegado al equilibrio. El número de pasos en 

que el sistema alcanza el equilibrio depende del estado termodincÍmico, 

pero se encuentra que un valor aceptable es NTERM=100. 

Para detenninar la frecuencia FREQ con que se calculan los Yalores 

de las observables se procedió a calcular los promedios y los errores 

estac:Jlstic(js de la energía y lµ ·magnetización para diferentes valores de 

11 y diferéntés yalor~s· ele FREQ, encbntrandose que para FREQ 1 O las 

dos estimaciones de .. los errores . estadísticos. (seccion 4.2) de los . - . ·, - ' . . . . . . ·- - - . . . ; .. ' 

· promedios··cJe la ~,.:gfo y·:la··rnagnetiiacfon coind.ciell la mayo~fa de las··· ... · · 

•.. veces.··· . ·· ... ' ·- ~· . . .·.' 

pd.f a ~d~terrrfinar 'los ·*alpr~s .· d~ · NGRUPOS. y TAM es necesario 

.· • te~er··. en ; ~u.eflt~: ~Üe , :si ~ biefr< ·UTJ~! gr·~ número >(I~ dC1tos .. es . lo má~ . 

.. aconsejable .Par.a obtenef. buenos ·resultados, estQ 1cflusci un atimento en el 

. tiempo. 9e .· 111&,quina req1mrido • .. Se reaUzaron corri.das del prow-ama .·con 

······.·.~9~or~~:,:.c1~ •• ~o/qR.l-'.e~.~;.;:~.:-~,r~é.~~f,~·::;f;~~.~· .• ~fJ~gi:r:B~lº.-,·r'.r ~.J?, 
•. , •NGRVf'OS=JS.<y·:.~;T"AAA==JO•.•:c¡_-;:NGR{)POS=.JS ··Y, ... T~J S,.·pl.J:>erYCindose 
· que ·•en·l~~·. da~~~l.ti~os .. ·t~d~.;~~ :ióg,i~-. tan ~ót'c;uJ1~:~qt~Ji~·mkjoría, ·co~ ·. , •. 

respecto al . primero, en las desYiaciones . estafidar de los promedios, la 

cual no justifica el .·aumento ·de tiempo de : máquina. ·. Consecuentemente 

los valores utilizados en todas las corridas de los programas fueron . 

NTHERM=100, NGRUPOS=10, TAM=10 y FREQ=10~ El tamaño del 

sistema que se encuentr{l adecuado es 30x30 .. espines, cabe señalar que 

esta elección se hace eri términos de que el tiempo de máquina es 



proporcional al tamaño del sistema y que por lo ümtc.. no es posible 

trabajar con redes muy gran.des. Este fué el tamai;o mlniinu para el 

qua se encuentran resultados aceptables. 

Grafica 4.1 Energla vs pasos de Monte Carlo 

(F erromagnetlsmo, B=O, T 2. O). 

4. 4 Simulación de otros Modelos. 

. . ·-~ ''. ·-' ·:. 

El programa implementado permite simular también el modelo de 



Ising en el caso antioferromagnético. Para ello la única mo ificaciÓn 

que es necesario real izar consiste en distinguir dos subredes (una que 

contenga a los espines positivos y otra a los espines negativos y hacer 

que el programa calcule la magnetización en cada lHla de estas subredes 

así como su promedio. Nótese que en este caso la magnetiz ción total 

deja de ser una observable adecuada, ya que en ausencia 

magnético externo, el promedio de ésta es cero para cualquier 

temperatura. La observable adecuada es ahora la magnetiz las 

·. subredes, la cual deberá tener 1.m comportamiento simil al de fo 
, . . ' ' . 

. . magnetizacion total c1~ '1rl f erre>rnagneto. j ··.·. 

1 Otros modelos· que: pueden simularse a traves. de ·versiones 

-. ·modificadas de.est.e~prpgraTl]a, son modelos ·~ani~otr.Ópico, . modelc·s 

'f.:J .. ;:, ')};,4esordenad9s (los~.s4~l~s Í>tierJen o ... 11<) p¡'esentar frustr,aciÓ ~, 'modelos 

,.,~~'.'.:·. ,.,~·'.·····.tri.clirii.i?Hsi ~/;~Jes,J '.~ ~fc;,/<~c'f;~ \·~!;t·~- :.·.trabajo :· ... sgl~···.•. ·C~fisicle~ re~os dos 

. casos: un ferrom.rign~t<:t,~i~otfÓpko. )'-~ ferroÍfiagh~to .. des cc:(enodo qúe. 
'-,·- ... ' ; ·. _· . '.,: . - . ' ,-.: - . - . - . . ,-:¡.: . . ' 

presenta fru~traCion.. · · .· . · · . .. 

•· -L;ps~-cml1~ios que requiere ·el programa para· simular·Wl errornagneto 

. 'ani!iót/.ópi.c;~. _¿íJnsisteq,",~í.!,·•: introducir. ·. dos -.. constant~s . de coplam i ento 

. "-~ ~· 
acoplamiento.· Hevci hnpllcita · una Thooifzcaci0n -del· Fla Htbniano del 

modelo. 

El propósito de estudiar tin modelo anisotrópico es el e estudzar d 

comportamiento de la temperatl.D'o. crftica cuando una .de las constarites 

de interacción (en. este caso 1) tiende a cero, es d cir cuando el 

. sistema pasa de tener dos dimensiones· a tener una dimen. 
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Para simular un modelo desordenado que presente frustración es 

ne~esariC? tambié~ t,~ner ~os co~ont~s ~. ~nti:~a~cfón,. ~r9 qu_~-_.a!JR~f!,_ 
··toman valores simetricos +JJ ·y -)J. ·. Es claro que esta ·modificado~ 

. también Únplica lina modiflcaciÓn del Hamiltoniano del sistema, -lo ~uáf ... _.- _., 

es. necesario tener en cuanta para _La. sim-ul"aciÓn. · · 

:·En este caso lo que se pretende mostr~.~s · la existencia de ·varios·~, 

estados metaestables . .qu~ ' poseen - la >in'isina ' -energla y qu~ . e·s~~-: .. : .:~ 
. . . . . .• 1. . . -· . .. . . . . --- ~- . ·, .. 

igualmente frustrados. Para el lo se traba.jo con Wl sistema formad.o por:>·: -·· 

_ 16. espines y en . .. la- Figttra _··4.3 ·se -muestra.·. la 'distribución ':·~,i:Je-?:_/ 
: :·Interacciones ·empl_eada. : ·. } ,. -_ ·: :. · . . . ' _-,:.'..~;,. ._. ··_. ~~- · 
-'·;·~·-·.;:: __ ~->· .. ;e: .... ~ .......... -_._'_:·: ·-~··:~,.· ... •·. _.,~·-··_:··' '".;··,-.-.·, ·. --~·.:;' .. ·:. , .. ~.--- ,· . r.--. ~_,·,_:·:. ,,;., .. ". :··--_"~-·-"· .'.":-~ __ _" • .' •, ''·: , .. 

.. . •'o:· '~En el: :~oximo i:cipltiJID?se·:'expondran. 1os :resu!tadqs-•abt~nidoS-. en ~u:, .. u:,'.,.-.,: .. • .. 

-:.~ de los· c~so~ :.~sÚ,diado~. <. , ... _ .. -·.·.· ... ' ' -.... :_. · '> • -·- .·.. · .. 

.. . . '.. ·: .. . -

11 

-. ··:· -

-.·· .. 
'• ' 

:· < :···::·~ ~- . -· • - ·-
- .. · ··-. .. ::-··. 

·Figura 4.3 Ferro~agnetC> desórdSnadofriist~aci~.-.. · 
,-.. · . ' .. ' .: .· -:''. .·_•- _·." __ - _ ...... _ ._.·,.. :_ ·• .. '-~ .. -;"'.:··.·¡:~:· ..... -:-·.: .. .,.,:-•.. '-::·~-: --~--~-- ·" .•. 



Capitulo S. Resultados y Conclusiones. 

5.1 Resultados. 

Se expondrán en esta sección los resultados obtenidos en los casos 

estudiados: ferromagnetismo con y sin campo magnético externo, 

antiferromagnetismo .. sin campo ·magnético externo, ferromagnetismo 

anisotropicó (en . el :espacio real) !Sin .campo magnético externo y 
finalmente Un sisterriri)qu~: P,.eseritdfru~t,racion._. ·.-,~ . . . 

. . ' . -· ,·' . .'. : . .,, .' .·• 

·~ . .- ~ '..::·' ' 

·.·. S.J~~,:~~errC>ma~tf~fJ1º.~i~c~mp9 ~a,~t.i._bp·-~~S.\??·: .• : 

· .. · En e~~··caso J¡,;•~Íserv~ies •qile el .p,.oika,tia .co!t;Ú/il son energía, 

.·········•····.~tr~ct;2i~l~tf!!i&1:i:~r1t:ttf~s~Ta:::m.. ... L:i 
•.. •.· -ctjm~~amierito··~·cuálftativo de. 'laS observables·: cancuerda bastante bien 

. ~~·. 
tempercitura critica que es T r-2.4 (y no Tc=2.26918 .. ), la no 

divergencia de . la susce]>tibilfdad. ~agnética y la cafda mas o menos 

suave cie Jci magnetiza~ión 'hacia cero en T: T0• . Se observa sin embargo 

un pico bien marcado tanto en la grlüica de la. susceptibilidad magnética 

corno ef1 la de lcicapa_C?_idad calorlfica en T T0 (Grdficas 5.3 y 5.4). El 

valor T0 se determinó a pa;.tir de la gr<Ífi~a 5.1. to~ando como T0 el 

5 

.''":' 



valor de T para el cual la magnetización se anula por primera vez 

_viniendo de tamperatw-as bajas. Los incrementos en ia temperatura al 

construir la Gráfica fuer~ de 0.1 unidades, por lo que el Yalor de T0 

no puede darse con mas cifras. 

El modelo exhibe f'01' abajo de T0 lDla fase ordenada en la que la 

mayoría de los espines estan orientados en la misma dirección por lo 

que se observa una magnetización espontánea. En la vecindad de TD se 

observa la formación de dominios característica de la transición de fase 

{Figura 1 ~5). La diversidad de tamaños de estos dominios aumenta a 

medida que nos (JJlrO)(iTl'J_CJ.JTIO~ a ro, Siendo esto una m~·ifestaciÓn de la 

. existencia.de ·correlacicit.as ·a:todas ·las" escalas.··: PÓr a~jo de T0 , el 
- . .. : ... ·-·._ '· :... -"-:··· .· ' ._. - .· ·-. ,'.·:_ · .. :. - . . ' : , . : ~.' . . . ··' . . . 

modelo exhib.e una fase_ pa.rarJ1aptica (es decir. desordenada), que esta 

é'ciracteriz11da ~ ~~ . : .I~ ,. "&ie~t~ció~ . : ·áleatória · de· ·.los · , espÍ':les y la 
·;'.,: __ ~-- - ·.·:-.. .':.·;_.-·._·_-- . .-:~:' _ .. ····, -: .··:··-.':-'-<'-.,- - .. -._:_'·:,,. \'·,,.,'" ··,: .. ;;;··' .. ·. 

· ,_ desa~i~ion el,~· fo rryqgrie~i~il(:_iqn ·aspontans_a •. 
. ·.·.·' .... :· .. ·,.·.·._·.: .. ' .. :,:.-_-.E.·.-.:.. , ... , .- )::··:,,:··.:: .. ___ . · .. ·:-.:_': .. -

~ .. ··.;·:, ... :·'",.··.•:.-.·.e~ ...... ,., 

. ; ;<:;-;~-/\ .... '•·:~ . ' • • . . •, - • • • 

. • . .. "8~0~'00 .. · ENER6ÍA 

. /. : . 

. 
Ln -1 

. 
~ 

<}'-1-t---'-~-r-~~..:.-,-....;..:,..~~~-,~~~~r-~~~...-~~~.-~~~ 
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Grafica 5.1 Energía vs T {Ferr,omagnetismo, .B=D). 
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, ·Cuando se? apl~ica un .'campo magnético externo ci un ferrorriagneto SS 

ob~er\la que lÓ. -magnetización tiene una caida mucho mas suave que en el 

. caso .;anterior, ~stq se •.. mué~tr.a en la·. Gráfica ·· 5.5. Otrq _. _ . 

··· .. ··.·.~~'l~~J!~fftr¡Ff~}~ª;L~::'ac;¡·~r::g~t;:•·· 
abgjo'.·-de 'r0 ·domo func~ión de est.e campo magnético. Como se muestra 

en las Gráficas 5.6 y S. 7, se obtienen comportamientos diferentes para 

T(T0 y T) T0 respectivamente. Es claro que los resultados. concuerdan 

con el comportamiento que se observa experimentalmente. Un esbozo 

de este comportamiento se da en la Gráfica 5.8. En este caso se 

observa además que 'el ordBnamiento se da a una temperatura superior a 
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T0 (ver Grafica 5.5). 

',<>. 8·0. 2.0 NAGNETIZACICN 

• 
•· 

• • 
····•· .. }.~ ~ ; .... 

·~· . 

....... 

. ' ... ~ 

~.,, . 

· Mari_tizaci6n.· Ys ~T ~{Férrornagnetism~· adó. ?d of~ 
·.~ T·2: D.Ó. fJfi1;i··JEi IZflC'.icN· ..... ·: ... 

= 
~-

-" .. '-'.-.L--'------.--;_ __ ;____.,,.....------T-_;_---,---.-------,---.,---,--,---,------, 

,' [l O ·• IJ O cf'J.¡(1 1"1Fi~it·i.::~ i CO • ::.;z • •iO , •1B .. 
····-·---·---,·. -- """'. -.- _._:.::-:~· .·:- - .. , -- -~--- .. ·~ .:-:::.-.-:~·-~ ---··, ~~ 

· Gráfi.ca S. 6_ Ma~izac1on "5- campo magnetzco 

·.(ferroma~tismo, ,T(T0). · 
.'· ~ , • • • J, - •• ;• •. - ••• ': •• ,• .• .. '. •. ·- • •. ~ , • • •• 

l~~~~~zi~~~~~Vii~Sb¡ú~~1~~;,;::;iM,Jt~~;~~.t.~~iijl~1~;,¡,k~~~~~~1~1fat~~i~i¡ e .. ·. ··. '1í~lf~~ 



e::> 
N . -
l'.=ll 
CD . 

<> . 

-.00 

<> l-5. 00 MAGNET IZACICN 

<> 
Q· 

• l O ~20 . ' ..• :JO '.. ..· ~ 50 
. • CRfO ,MAB'-ETJ CO .. · · · · 

. ·.·· .. :, · ... :: 

Gráfica· s_,;¡- M~ptizacion vs éampo mcignético 

H.} ~f9fro111~~Sin,o, ·. T> To)~:· : ,· 
.. , ·~ . 

. · -., . 

·_¡' 

-~ . 

Gráfica 5.8 ./\.1~gnetización. vs campo magnético 

. {Ferrorilagnetismo, ~O, 'experimental'). 
. . 



5.1.c Antiferromagnetismo sin campo magnético externo. 

En este caso las observables calculadas son la energfa, la 

magnetización en cada una de las subredes (asl como su promedio) y La 

capacidad cal orifica. Al igual que en el caso 5. 1. a la magnetización 

cae a cero en lDla cierta temperat!lra T (Gráfica 5.9), la cual coincide 

con T0 • El calor especifico sigue teniendo un máximo, Gráfica 5.10, lo· 

cual es una indicación de que las correlaciones de corto alcance aún 

estan presentes. 

En este caso el sistema muestra un ordenamiento .. · a :.bajas 
. . - - . -

temperaturas, mientras que en altas temperaturas muestra una fase 

paramagnética al igual que en el caso .ferromagnético. 

...... ·--·.- ... · 
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Grofica 5.9 Magnetización vs T (Antiferromagnetismo con B=O} • 
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5.1.d Ferromagnetismo anisotrópico. 

En este caso mas que analizar el comportamiento cualitativo del 

sistema., se estudia el comportamiento de la temperatura crftica cuando 

una de las interacciones entre los espines tiende a cero. El programa 

se corrió con diferentes valores de una de las interacciones, mientras 

que la otra permaneció constante. Los resultados obetenidos se 

muestran en la Gráfica 5.11 y se observa que, como se esperaba, la 

. temperat.(Jra critica tiende a cero cuando una de . las inte[acciones va 

decreciendo hacia cero., que es el .valor de la. temperatura cr'lticci en el 

. caso unidimensional. ·El. ·comportamiento observado concué;.c:la, al. menos 

. cualitativamente, con.. los resultados T"e~ados .··por :Ch~g ·. [~tanley, 
J971];•C(;r~ic~ 5-.1.~.>.· . . . . . . · · · - ' .. 

•.· 

c.:-~ 

' 0:-~··:::­
-t:- '" 

· ··. on 

;': "">,: . .. ·. 

·<:~,·:E!" ú ;[10· :·TEt;lPERt~lT!Jf~H· CRJ T r'Cf'{..·.··· .. 

• (1[1 J.6[1 ·2.4f.I ;:i.20 4 • o ó . . . ~l. Eld 
r t·J 1 lHflCCICN . \1'ERT I CflL. 

Gráfica 5.11 T emperatlJra critica vs constante de 

· interacción (F erromagnetismo anisótrópico, a=;:o) 
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5. 1. e Sistema con f rustraciÓn. 

El sistema que se estudió en este caso se muestra en la Figura 4.2, 

en la cual se observa que todas las plaquetas del sistema estan 

frustradas. El comportamiento encontrado concuerda con lo esperado en 

el sentido de que poi arriba de una cierta temperatura el sistema toma 

una serie de estados recurrentemente, lo cual es una indicación de que 

éste es incapaz de alcanzar su estado base y queda atrapado en este 

conjunto de estados. En altas tempera.turas el sistema muestra una fas~ 

paramagnética, es decir existe una cierta temperatura. que es capaz de 

aesord~nar al .si~t'ema auh cuando ;las . plaquetas estdn f~¿strada~. Es 

interesante estudiar además el comportCJI11ientci del sistema cuOndo_ éste 

. ·presenta frustración diluida, es. ded~i-. cucÍndo no todas· sus plaquetas 

estan ·. ftu5tradas,.: lo cubJ · puede h~c~rse' sustitUyeiido. ~nlaces -~gqtlvos 
- - , . -- - - ·- - -·' • . " . . .. - ~ . -· . •' .. . j ; . . ,· ... - - . . 

po~ ~nldp~s po'si'ti\ros ':tf:-bien ªumknt#Jc:fo ·-el ;Otamcifi().\del. t~istE'TJ1ª ' en 

' ' propi#cion dif;f~llte a ·aquél la el"i' qüe'-· ~éntan' Úis >enl~ces. J1eg~tí~os. 
Sin eritbargo i:tn e~te tr:abaj~ no nos. ocup~emos de ello • .. · . .. . 

Al término de este trabajo podemos conduir ·que · es posible 

implementar wi programa que. permita el estudio cualitativo y en 

ciertos aspectos cuantitativo. de· sistemas de muchos ·cuerpos que 

presentan comportamiento cooperativo, en particular de sistemas que 

presentan tf"ansiciones el$ fa:f>e y ptJnJos critícos. 

En el caso· particular del modelo de lsing dos dimensiones, los 
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resultados obetnidos reflejan el comportamiento que establece la. 

solución de Onsager. Existen diferencias apreciables que se deben a 

que el sistema que se modela es finito, pero existen eYidencias de que 

los resultados mejoran cuando se incrementa el tamaño del sistema 

[Binder, 1979]. Por· otro lado el programa impementado permite 

_visualizar aspectos de comportamiento conperaUvo cerca y lejos del 

punto críti ·ca ta.les como: 

1. Fluctuaciones. 

2. Formación de dominios. 

3. Distancia de correlación: 

4. Efectos. de ·un campo magnético externo, ~~ el caso férr~:fflagnético. 
· es~ci~lmente en el ponto. cr(ti.co. 

. . . . . . . . , . . . ... . . . . 
5.- La aparicion de una transici6n de primer orden . 

. ·. s.::Ef~.Cto:;; :de'fr~stracf6ri~· .· " . 

, 6. R~dlJ~.éidTi.(di·;ri~n~iárial ~~usada.pbr anisÓtropl~i.. 

Es conveniente ahor~: .hacer Cllgr.Jnos comentarios c;_oncerniente:S a las 
C:arciC::t~ríst~éas dé': e'St~ 'y Otros progrmna!!j ilnplemefltados: con propósitos 

· · ,,.;~~i!;i1!:~~i~t:!~E,l~Lt~~E~~~~~ ... 
representa üna limitación, ya qué no cualquier instit¡,ción edu.cativa 

cuenta con una de estas grandes computadoras. Se han diseñado 

. entonces programas con fines didácticos que real icen,. eSte tipo de 

simulaciones. El único programa con que se contó para realizar 

comparadones fue con IDlo · diseñado para simular W1 ferromagneto con 

y sin campo magnético ex.terno y que permite al observador interactuar 



cambiando el estCldo termodinámico del sistemCl [Ercolese 1986] Este 

programa permite apreciar rápidamente los aspectos cualitativos mas 

no los cuantitativos, ya que no esta diseñado para calcular promedios. 

Finalmente nos referiremos al tipo de trabajo que aun puede 

realizarse a partir de este programa. Entre los trabajos que es 

posible llevar a cabo se encuentran: 

1).- La simulación del modelo de /si.ng tridimensional, aunque quizá 

entonces sea necesario trabajar en una máquina con mayor capacidad de 

m.emoria. ~n est,e. c_aso hay que tener presente que el tiempo de 

.·· .. ~cfquina .··q*1~:·~e.'.inviett~:.enla_s,imulci.ció~···aum.énta:.>~~·proporción directa 

·~a,,-_ el -·.~~.~~~··.-;;e· ·~~plnes.-· ' .. ;>~l-·-·Pfofr~¡/·~·irllplementado · inYierte 

· alrededor de' 030 n1~nutos ·én ··11roporcionar · los- .result(ldos para cada 

;f~~J~tr~ii{it~~1i~i~~j~:~ de 

3).-. La. simul{lciofi···c1e UF1 aiJ_~Jfe'r,romflgnetO·:en·. pf.esencia de campos 

'.. magnéticos~· · . , · . · _ . . . . . . . _ .· · .. 
. · .. - , ·-:.·'. ·:·_ -.. ·. ~· .. : .. _... .:.~:·.;~· .. :.--: .... --r: ._..~- ., ·.·---: ~ .. ··.,=; : .... : . . _· .. .. . .. : . - · ... '. 

... ·, '4);7'' La_ :simrilaciqn.·(ilel . modelo .en ,;presencia .. ele.· c;ampos magnéticos 

~ ~¡~¡~ 
6).:.. La sim~iac,iÓ11 de _dtros -mcxlel~s que · h1~ol~~'ren cambios en el 

número de estados internos de los. espines. 

7).- El estudio ,cualitativo· de las propiedade.s de esc~larriiento de tamaño 

finito. 
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