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Introduccidon ' ; .

INTRODUCCION.

Esta tesis versa sobre las partfculas de Espin 3Z/2 en
@spacio  cuwrvo. Se generalizan las ecuaciones de onda de un
espacio plano a uno curvo arhitrario y se encuentran SUS
condiciones de integrabilidad. Se generalizan sus restricciones
al pasar de un espacio plamno a uno cuwrvo. :

Se presta especial atencion al caso particular de wn hoyo
negro descrito por la mé#trica de Schwarzschild. Este caso es de
suma importancia, pues existe una conjetura, llamada "conjetura
del no pelo o simplemente hipdtesis de los pelos" segdn la cual
estos objetos no pueden tener pardmetros que no sean masa, carga

y momento angul ar. Nuestro trabajo estd encaminado a probar esta
conjetura para un pardmetro perturbativo de espin /2. Dada 1la
complejidad del problema, se estudiard solo £ primera

aproximacidn.

Atacaremos el problema en dos partes: La primera abarca
particul as sin masa vy la segunda particulas masivas. Esto estd
Justlflcado ‘pues:los.resultados que . se obtienen an: .ambos. casos

importancia pues  estd directamente relacionado con  la
Supergravedad, una teorfa que ha estado muy en boga durante los
Ultimos afios. En  esta teoria juega un  papel fundamental el
‘gravitino: particula sin masa de espin 3I/2, que es el “"compafiero
supersimétrico" del gravitén, particula sin masa de espin . 2,
respansable de la interaccion gravitacional.

El trabaijo se divide en 8 secc1ones. Frimero se. 1ntrnduce el .
vfnrmalzsmo matematxco a utilizar, i.e. el forma11smo de Newmann—_
‘Fenrose. - para-. espxnnres Y- ‘tétradas.. Después ‘se hace R rESumenL

‘mas conoc1das,’ y se gdiscaten’ brevemente sus caracterfstlcas.- Se -
procede " despuds a generalifarlas a‘un espacio. curvao en . general’,
“para  terminar estudiando el comportamiento de sus soluciones . en
una métrica de Schwarzschild, previamente discutida con detalle.
- Es conveniente hacer un sumario de las convenciones .
utilizadas: .. : Lo
SRR B Y- mindices‘Alatlnos ‘en mayuscula
_esp1nor1ales y corren de une’ a do lLos esp1nores con un - punto
.sobre’ el indice  son.de la representac16n ‘adjunta de los sin
‘punto.s o Los Indlces latinos .mindsculos ,representan indices
Ltetradiales‘,yg corren de uno a cuatro. Como es costumbre, los
indices griegos corresponden a indices tensoriales. vy corren .de -
cero a tres. Cuando no exista posibilidad de confusidn con los
indices tetradiales, se usardn letras latinas mindsculas para
designar indices tensoriales que corren de uno a tres. Se
utilizard la convencivn de Einstein para sumar sobre indices del
mismo tipo. ) :
Se usard la notacién de Debney-kKerr—-Schild, cuya relacibn
con la notacidn de Newmann—Fenrose est:

v

_Farticulas_dé Espin‘?/2_en Eépacip_CurVo.q,‘ R ¥

estdn: desconectadus ‘entre si{.. El caso sin masa es  de - mayor

h15tar1co de - lar ecuac1ones de Dnda para: particulas de espin: mI2

_representan  indices
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Donde lns ind::es ewp11c1tos ‘son tetradxales.
: La s1gnatura a utilizar es (—+++). Se. usarin un1dades tales
que c=kH=0B=1. Ademds se adoptan las convenc;ones mas _ utilizadas
para. conmutadores Y- antlconmutadnres. " :

LA, BJ-—AB-—-BA'

'V{A,B};AB+BA,
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1. Formalismo Matematico

CAFITULO 1

EL FORMALISMO MATEMATICO.

1. Grupos

En una teoria cuantica no relativista, una particula de
espin s estd descrita por un objeto simétrico con 2s+1
componentes llamado espinor de rango 2s. Matemdticamente, este

objeto es una realizacién de la representacidn irreducible del
grupo de rotaciones espaciales (propias).
Un conjunto G de elementos: QAebyCuua,y forma un grupo bajo
la operacion (¥) si se satisfacen las siguientes propiedades:
1 Si a vy b pertenecen a G, entonces a%b
pertenece a 6 (cerradural.
27 Fara toda a,b,c en G a® (h¥*c)=(a*xh) *c
(asgciatividad) .
" I) Existe en B un elemento "e", tal que - exa=a
',para toda a - en 8 (elemento neutra) . B
i 4y Fara toda.  a en 6 (salvo en el caso . en - que
a—O), 1a eruac16n H¥a=a t1ene na solucidn en G. Esta solucién
se denota por a-t (1nverso ‘multiplicativo}. o
Una representacidon de wun grupo 6 es un conjunto de
transformaciones lineales T definidas sobre un espacio vectorial
Vs, tales que si ey,a,b,C..., sSOn elementos de 6, entonces existe -
un homeomor f i smo entre el grupo y el conjunto @ de.

vgtransforma:1ones 11nea1es tales ‘quesz

‘*Tce)=1;, 1-'f* ‘”*, T(a*b)—T(a)T(b) T R e SR UE

'donde 1 es la transformac16n 1dént1ca.,b R SR ~

: Se  define la  dimension de - la- representacion,'jcomo la
‘dimensién de las matrices asociadas a las @ transformaciones”
lineales. De ahora en adelante se trabagaré eyclus1vamente con
:‘representac1ones matriciales.

, Sea- - [T(a)] una-- representac1dn dewiG; -sobre...el .espacio. .
_‘_ector:.al e U subespaczo WG 1nvarlante baJo Lac
epresentac1bn ET(a)] T(W). esta conten1do an Wy parai_~

{cualqu1er elemento a del grupo. La representacxan es 1rredu:1ble?1
51 ‘lTos Gnicos subespacxns invariantes son V y (@) ]

Fuede demostrarse gue el conjunto de rotaciones en el
. espacio de tres dimensiones forma un grupo bajo 1la operacxﬁn de
"comp051c1dn‘" llamado 0O(3) o grupo ortogonal (algunos autores
incluyen en este grupo a las reflexiones, cosa que no se hard en
el presente texto). Una rotacion tridimensional por un angulo
teta alrededor del eje j, es de la forma:s

Ry (&) =exp (84, , - : (1.2)

donde las A; son los generadores del grupo en la
representacion dada. Esta relacidn los define como:

Ay=(d/de)R, en ©=0. (1.3)

‘Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. DTS |




1. Formalismo Matematico

" Batisfacen la relacidn:s

LA, A T1=— € | b, . - (1.4)

donde € i s el simbolo de Levi—Civitta. En general, para
cualqgquier grupo gue depende continuamente de sus pardmetros la

relacion que satisfacen sus generadores st
LRy, Py3=CayufPus Cisx=Crssan, (1.5)
con Cix las llamadas constantes de estructura del grupo,

que son independientes de la representacidn. Se puede demostrar
que los generadores de un grupo forman una base de un espacio

vectorial'®?, Este espacio vectorial, junto con la relacion 1.5
 define lo que se llama el Algebra de Lie del grupo.

En Mecdnica Cudntica las tres componentes J¢y, 1i=1,2,3
del momento angul ar satisfacen la relacidn: :

[

:":‘EJ.,J,J 1e“..J..,f ey

Uy forman entnnces un élgebra de Lie. De 1.5 se sigue que el

operador - J2 _conmuta con cada Js;y, y por lo  tanto puede
construirse un espectro de eigenfunciones comunes para déste vy
alguna de ' las Jia Tradicionalmente.  se elige  J.,. Si.

:j,m}'son las 91genfunc1ones de'! J2 y J, definidas por:

‘vJ' J,m>~J(J+1).J,m>-

- de daonde:

. porvlo que hay 2i+1 estados para cada j. Los valores posibles de
d son 0,1/72,1,3/2,244e-

: La rEpresentaC1dn 1.6 es 1rreduc1b1e para cada valor de J,
g K= quees’ 1mp051ble unlfxcar ‘en una - misma’ epresentac:énplbf
ble deidxst:nto esp1n,"y las 5 =5 -3
fur anﬁlas comp_nentes de un espznor 51métr1co de‘

, El élgebra de momento angular y el algebra de LIE del grupo:j
i de - rotaciones. o=y} homeomorfas, basta ‘cambiar J, por —if,.
1.6 para obtener 1.4 vy viceversa. Asi, construir todas las
representaciones  irreducibles del élgebra de momento angular
equivale a encontrar todas las representaciones irreducibles del

dlgebra de Lie del grupo de rotaciones. (Estrictamente, 1las
representaciones para j semientero no pueden formar parte .de una
- verdadera rotacidn pues  para estas representaciones: R,(8

+360°) =—R; (&) ).
Los  obijetos que son realizaciones de las. representac1on95'
1rreduc1bles para Jj semientero son espinores simétricos de rango
235 . mientras que los que son realizaciones = de  las
representaciones para . J entero son tensores simétricos y sin
" traza de rango j. De este modo los espinores quedan siempre
definidos de rango impar. Para extender el concepto de espinaor

-Parti;glas dei§$p;n‘3/2'gnfEspa;i97quyq;»‘f' P 2



1. Formalismo Matematico

de tal forma que se puedan contemplar espinores de i-ango p (par
o impar) se definen los espinores de cualquier rango como
objetos cuyas componentes se transforman como el producto de las
compenentes de p espinores de rango wno.

Los espinores antisimétricos, aungue no son realizaciones
matemdticas del grupo de rotaciones, se introducen como objetos
del mismo rango y con las mismas pFDplEd\dES de transformacidn
que los simetricos.

"Es  dtil amnalizar primero el caso de rango uno: i=1/2. En
este caso la dimensidn de la representacidon es 2i+1=2, y asi
los egpinores serdn objetos de dos componentes complejas. Los
generadores de rotaciones tridimensionales son tres matrices
de 2X2 que satisfacen 1.4. El conjunto de las matrices de Pauli,
multiplicadas por (1/2)i cumple esta condicidn. Estas matrices
son:

G O MR o Vi ML ol 0 LA

'y por tanto ‘los espinores ‘de rango- unm ‘se—ltfanéfofﬁaﬁ?fbajo,
rotac1ones alrededor del eje n como: - co

K’ =(BK) 3 | R S o vv'."r(1 10)
,B—ewpt19/°(gon)]—cos(B/”)+1n-gsen(9/°). R ‘” (1 11)
Natese que la matr1v B de esta_ecuac1an ,esa'un1tar1a sU
'determ1nante vale uno, ademds de,que“B(9+360°)——B(e). o

j Un fnrmal1smogequ1valente. e ,,"_ r‘conv
»espznores,' consiste - en-; as1gnarles ind1ces covar1antes Y
contravariantes. . ar SUS: campanentes.A Las;?‘ componenteSj
contravariantes del espinor‘ que se transforman con ‘la ‘matriz

1.11, son:

=1,2) .

~ covariantes, que se |

A=1,2).
La relacidn entre ambas cchponéntes es u—K' Y‘likz:&k‘.

Es decir, la métrica -estd dada por el objeto antisimétrico:

CE a)= (e “)—( 's) 1); . . €1.12)
-1 O

Ka= € ast®;3 A=K, € ", | ‘~<'k C (1.13)

€ ;apbién sube y baja los indicés de B. De modo que:

(B W= (B1) . LT o daay

Las cantidades € a forman wun espinor antisimétrico de

Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. 3




1. Formalismo Matemdtico

rango 2. Comn 1.11 se demuestra que € & s invariante ante
transformaciones de coordenadas, y de 1.12:z

6..€l‘=6"h, ell‘€.R=_.é'l.’ (1.15)
: - -

€N € pg=2 " ell an=—2.
La condicidn para gue €. sea efectivamente una métrica

es que el producto escalar entre dos espinores Ka y Le,

definido por:

Hal A=t ® € pa=k2 1—fc1) 2, (1.186)

sea invariante ante rotaciones:

KALP € ap—— K" € an=BAqERER N E

=det (B) € ak"LN

) "‘K"L......' |

Donde ‘es fundamental el hecho de que- det(B)—l. : :

Al igual gue los tensores, un @spinor arbitrario de rango 2
puede -escribirse como la suma de un espinor simétrico mds ' uno
antisimétrico. Este Jltimo es proporcional al espinor: métrico:

‘ ARy ml».,'.Kﬁn:}.; (Al)+-, e n .

i y cuntrayendo con. €.n.}*”

‘Tdonde ‘s&. ut111zb la ecuac1dn 1. 15, Ty que ‘la- contracc16n de g
espinor simétrico con uno ant151métr1co se anula. k S  [

Las propiedades de la matriz B tienen profunda relevancia‘
fi{sica. El hecho de que sea una matr1_ unitaria implica que la

forma b111nea1

. ‘V*I+K’K*=;

es. un
fRelat1v1sta,v1a probab111dad de en:ontrar una particula de. espin

‘1/7,gg—descr1ta por ‘el esp:nor KM= en - ‘un cierto lugar del
espacio ' estd dada por esta forma, ~se conserva - ante
rotaciones'a ~ ' o

2. Espinores en el Espacio de Minkowski.

En una teoria relativista, el grupo formado - por las
rotaciones espaciales es un subgrupo del grupao propio de
Lorentz. - For lo tanto es necesario desarrollar la teoria de
espinores en cuatro dimensiones, cuya parte simétrica es una
realizacion de las representaciones irreducibles  de este
'grupo.” Estos objetos " tienen una -“estructura anéloga a los
correspondientes espinores en tres dimensiones'®,

El grupo de Lorentz propio es el grupo de las rotaciones en

‘Partjculasvdé Espin 3/2-gn:Espacio'CuryD.‘
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‘1. Formalismo Matematico

el espacio—-tiempo de cuatro. dimensiones (excluyendo las
reflecciones), y tiene seis pardmetros, tres de los cuales
corresponden a los tres dngulos de la rotacidn espacial, y otros
tres que corresponden a las tres componentes de la velocidad de
un sistema de referencia respecto a otro, necesarias para una
transformacidn de lLorentz. Los vectores en este espacio
(tetravectores) son de la foirma:

xM=(xo, X1, x2,%x3),

y el Algebra de Lie de los generadores de transformaciones de
Lorentz es®:

EMuy 1 Mead=Gu0 Mygta oMy =g Mye 78 ¢ Mues

donde Guy TGyp €5 el tensor métrico del espacio. Si ademds
agregamos los generadores Pa~ de las traslaciones
espaciotemporales, se obtiene el grupo de Folincard, cuya dlgebra
de Lie esta dada por la. relacion anterior  junto  con  las
relaciones: o B - e )

CEMuyiRe ISguR. 9Py 0 BB sppI=0. |
Estas relaciones ex presan la no conmutat1v1dad de.-una rota:1dn Y
‘una traslacion,y la conmutatividad de dos traslac1ones.

La matriz de transformacion del grupo propio de. Lorent~ es
de la forma de ‘1.2: :

ap!

;dnnde w 0 __Nqo son: los 5515 parémetrcs de la rotacxdn.

De manera: analoga al caso-de’ los espinores en un: espac;o de
‘tres' dimensiones, en . la teoria relativista tambien es  util
analizar primero el caso de rango 1, donde los generadores de
las transformaciones son matrices de 2X2, vy puede demostrarse
que B en 1.18 pertenece al grupo SLZ,0)'™ (grupo de 1las

. matrices de X2, complejas, con determinante 1gua1v_av_unq).
'Entonces, lcs esp1nores de rango 1 - se. transforman como-H“” s

"”“,B—exp(w My e aae

‘”y'pafa'uha}rdtscidn pufaméhté'espacial se éncuébthagque:
B=cos (8/2)+in. gsen(o/2) ., : ‘ - ' 1.20)

y para una transformaciédn de Lorentz entre  sistemas con
velocidad relativa V:

E=cosh (€/2)—n- gsenh (&/2) : (1.21)

donde tanhe=Y, )

A diferencia de la matriz definida en 1.20, la 1.21 no es
unitaria. Esto carresponde .a -que -&n- Mecdnica - Cudntica
Relativista, la densidad de probabilidad no es un escalar, sino

FParticulas de Espin %/2 en Espacio Curve. -~




1. Formalismo Matematico

la componente temporal de un tetravector, lo cual marca una
diferencia con el caso no relativista®,
Daebido entonces a gue la Unica condicidn sobre las matrices
B 2s gue tengan determinante igual a uno, sus tres componentes
complejas independientes corresponden a seis parametros reales
independientes.
Puesto que en general las matrices B no son unitarias, las
componentes complejas conjugadas de un espinor se transforman de
manera independiente de las no conjugadas, v en una teorfa
relativista, se distinguen dos tipos de espinores. A los
espinores gue se transforman con la matriz complejia conjugada
de B, se les denota con un punto sobre el indice vy se les llama
espinores con punto.
Todas las propiedades de subida y bajada de indices, asi
como la definicion de espinores de mayor rango, son las mismas
tanto en el espacio de Minkowski como en el espacio de tres
dimensiones (incluyendo espinores con y sin punto)d. Es por esto
'que pueden EAlstlr espinores mixtos de cualquler rango: mayor. que
uno. Fuesto que  las tranbformac1one5 para Indices. con Y
Cpunto  son algebraicamente independientes, no es” necesarlc
especificar su secuencia. :
Analogamente al caso  tensorial, para gue una - ecuacidn
espinorial sea invariante debe tener los mismos indices 11bres,
con y. sin punto, de ambos lados de la ecuacidn.
‘ ‘El esplnar ol tiene,al igual que uwn: cuadrivector, cuatro
, componente5 - ndepend1entes. Entonces’ es ' claro que '~ son
T realtizaciones 1rreduc1bles de:la- mlsma representacxbn del. grupo.

prnplc de’ Larenth,~ Y% por tanto hay una rela:1an bxunxvoca entre.
SUS’ componentes- : - 5 : SR

VL S g/‘”; = - ) (1.22)

donde se define go=I, vy‘(g;i)=tgg,g,1, De manera uplicita
: éstas sON:. ' . C o .

vLa relac1dn 1nversa es.'  - xﬁ—(ilv)Tr(V-g”)-

"Esto &s un caso particular de una regla mas' gehéfali'7Un
espinor simétrico con n indices con y sin punto es equivalente a
un  tensor simétrico irreducible de rango n. Ademds de esta

relacidn de correspondencia, xiste otra entre tensores de
segundo rango, reales y antisimeétricos, y 2 espinores simétricos
de rango 2. - Asi pues, =31 Exp es  un tensor real Y

antisimétrico'Y;

“P Tk Faskb=g aigf sif, = EmF it €.4iF an-

Un espinor totalmente 51métr1co de n indices ‘puede a su o vez
ser descompuesto como el producto simetrizado de n espinores  de
un solo Iindice (no forzosamente distintos) ¥




1..Fbrmalismn Matematico

Farcan=lteal 2020 0 . L,

A cada matriz B perteneciente a SL(2,C) corresponde una
trransformacidn N\ (B) del grupo propio de Lorentz en sU
represantacion entera. De hecho, wna transformacion de Lorentz
de wun espinor de rango 2 (un {ndice con punto y un Indice sin
punto) consiste en una doble operacidn, con B y B», de manera
‘que =i se cambia B por —R, se genera la misma transformacidn.
Esta doble operacidn genera la misma transformacidn del grupo
propio de Lorent= en el tetravector asociado segdn 1.23.
Entonces, a cada matriz lambda perteneciente al grupo propio
de Lorentz corresponden ambas matrices +-B pertenecientes a
SL(2,C). Como ademds

AAR)=AAINER) 3 A(IY=I,

eriste un homeomorfismo entre 21 grupo propio de Lorentz (en
representacion entera) Yy  +=8LA(Z2,0).. . Notese que en tres .
‘dlmens1ones tamblén'eﬁlsta un homeomorfismo de este tipo, que no .
debe’ de confundlrse con-el mencionado antes, entrec@l grupo oSy
v +-8U(2Y, que liga las rotaciones de un  vector con -las
rotaciones de su imagen espinorial. . ’ i

F. Espinores y Tdétradas en un Espacio Curveo

En esta seccidn se expondrd un formalismo adecuado para
“trabajar o con . espinores en‘un espacio  curvo. Este  formalismo

-1-} redef1nenf numerlcamente ‘los DbJEtDS 'relac1onados

 f1a tétrada misma.

En cualquier wvariedad Riemanniana (i.e. con métrica g pav!)
de dimensidn n, menor o igual que cuatro, del espacio-tiempo de
~cuatro d1mens1unes, S puade construirse una base global (en el
sentido. de que no’ depande del: sistema de coordenadas) ‘de’. su
espacio” otangente.~; Si e‘r SSON T
.clndependlentes (a—l,...,n) en: la varledad, 1a l—forma e' es.,

'~‘~',‘e.=e.d\r e s o S N S aizay

con E ¢ J algun mapeo lacal de la var:edad (una discusiﬁn mas
extensa del concepto de forma diferencial puede encontrarse en
las citas (3) y (6)). :

La wvariedad que  Nos concierne es precisamente todo el

espacio~tiempo de cuatro dimensiones (i.e. n=4). Las eA
conforman una tétrada, por ‘'lo . que e son 1-formas
tetradiales. Es conveniente trabajar- caon tétradas  nulas, en

cuyo caso se satisface que e'=e? vy que e v - e* son reales.
Se definen los objetos e, de tal forma que se satisfaga
la relacidn:

= d . (1.25)

Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo.
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1. Formalismo Matematico B .
La teétrada inversa e define la derivada dirececional
global (base del espacio tangente a la variedad):
sagm® - -
J =a D - ~ . (1.26)
De donde se sigue que para cualquier escalar T:
dT=dn™ QD(T=E- J aT. ‘ (1.27)

El cuadrado del elemento de arco ds? se define en
tdirminos de la tétrada nula como:

ds?=gy., didx> =gmete, (1.28)
con: (= TIRVE= PUL Pl 2V (1.29)
Fara  que en espacio plano la raelacidn 1.28 ‘sea . -

consistente, puede Eleglrse la métrlca cunstante g“ como-”“

(gw)=(g®)= (0 1 0 O e ' T
1 0 0 O ) o S ' (1.3

o 0 o0 1 :

o a0 1 o/,

Y Guy  determina  la tétrada salvo por - uwna transformacicn' de

Lorentv (de la tétrada).,EntDnces: - ’ & Lo

ds2= 2E‘e’+"’ese" (1 - .41 )

g Se- defxnen las matrl:es numérlcas de Paull con FESPECtDA’éU
la tatrada nula por medic de la relacidn: :

e.g-*'=d;-<"‘g A : (1.33)

Puesto,fquej las matrices . de Faull.-gﬂﬁyyweﬁ;dépenden'de
vm1entras LQue. - genk NOy-eso@s e fdell rencontrar:
Gltimas pasando & ‘un- ESPaCID plano, donde las matrlcas de
. Palili’ son . las’. utilizadas —‘én laf:secc16n anterior -y - lab‘ @
Ttienen una. expre51bn s:mple-. : :

. . bl - [P S AT

La contraccion e.g" es evidentemente un espinor de rango 2.

De la misma manera en que se le asocian componentes
- espinoriales a un tensor, se le puaden asociar sus componentes
tetradiales mediante 1la relacidn:

T.:bd=e¢re¢s E‘.“E.I’T“ o . ] ’ (1. :4)
v ~utilizando 1la relacién entrd componentes tensoriales vy
espinoriales, se obtiene la relacion entre componentes

tetradiales y espinoriales:

Particul as defEspini3/2.en Espacio Curvo,




1qdef1nen las . formas de Ricci®

1. Formalismo Matematico .

T‘cl‘)‘::: g..igbcbu - IT..:::- (1.35)

Las transformaciones de espinores cambian diferencialmente
de punto a punto sobre una variedad. Esto implica la necesidad
de construir derivadas covariantes de espinores en el mismo
sentido de la derivada covariante tensorial, es decir que se
transformen cComo un objeto mixto con un indice tensorial e
indices espinariales. De la misma manera, es conveniente
introducir una derivada tetradial que sea covariante.
Construiremns las primeras en terminos de las segundas.

LLa derivada covariante tetradial se obtiene de la tensorial
por medio de la ecuacidn 1.34., De:

o e ae . as . . AR o, [s 22X IS at"- -
VnTe W= e s T L T Ty i M Tolllva o, (1.36)
con Fﬁ,. los simbolms de Christoffel del segundo  tipo:

x ‘ i : e :
se obtiene:

TP
Te®:t%e =g Epn. - -Tp “.'re.!;

(1.37)

=T-‘::'..=+ I T P P

r' .ic=_~E' E/..Evg

loéuzcoe¥1c1hntes de. rota:1én de R1cc1..f’«

P Poes. v o R -2 3

los iIndices de estos coeficientes se
S tensor métrico constante Qs :

S
’lcﬁﬁnguu=0;wse4dedﬁ&é.que_ '
Tae=Mewse S R o a.an
Ahora es conveﬁient; introductir la ptrimera écuacidn ’de

estructura, que determina las formas de Ricci en funcidn de las
derivadas de las l—-formas bdsicas es:

de*=d (@4, 3™ ) =ep, ,vd:<v/\ d:~:"==e'9,. vad YA dut,
donde "d" denota la diferencial exterior®.%, Utilizando la
ecuacion 1.38; antisimetrizdndola con respecto todos sus indices

‘se obtienes

das=— r‘ '“ue ﬁe‘v d?(\;‘\ d)'(" -"'EEA (=1 m™e thed o

y fimalmente: des=a® A [M-,. ‘ " 7 (1.42)
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A esta ecuwacidn tambidn se le conoce como la primera
gcuacion de Cartan. l.as ecuaciones 1.41 Yy 1.42 determinan
completamente los coeficientes de rotacidon de Ricci.

Fara definir la derivada covariante espinorial, pediremos
que satisfaga los siguientes axiomas naturales:
il La operacidon es universal, v su mecanismo estd determinado
complatamente por la geometria de la variedad.
ii) Es covariante.
iii) Es distributiva con respecto a la adicidn.
iv) Sigue la regla de Leibnitz para el producto.
v} Es una operacidn real.
vi ) Se reduce a una derivada parc1a1 comin y corriente cuando
opera sobre un escalar.
Asi la derivada covariante queda determinada mediante:

"Yal ""_?64’ L R L f'Pn
’“ (1.43)
e r"c/vﬁ’.n" a0 'n[nﬂﬁ:n" - r" '11 l"... o o
: " Donde "1a5 % est4n relacionédas: - con - los
coeficientes de rotacidn de Ricci por medio de la identidad:’

(1.44)

(% r‘..&j: ™ 2a (1/2) (Thaet T ssa? )
. ’

(1/2) (l“u.+r‘;..> Ms1a

_ La matriz con puntos se obtiene: de ésta por con3ugac16n, lo -
que segun el esquema usual: 51gn1+1ca- e S DA i

(12349 sey 2,:.'-_':4)'
4.Los FPardmetros de Curvatura.

La medida de mayor informacién de la curvatura del espacio-
‘tiempo en un punto  es el tensor de Rlemann‘", tamb1én;llamado

S tensor. de curvatura, Este tensor proporc1ona toda
sobre 1a curvaturajy. . .es.cero en. una keglon del-Esp

,iy, salo si o estas reg1dn es’ plana (:on- métr;ca qef’mihkbwsk15.  
7 pll:ltamente este tensor es:. : T '
f‘Rf“‘-*’ =02, - ,,,,+\"’ F;‘,f Cas F‘Vq.. : (1.45)

Se puede demostrar'® gue éste es el dnico tensor gue puedé
construirse con el tensor métrico y sus primeras vy segundas
derivadas. Cumple las 'siguientes propiedades algebraicas:

A)vSimetria:" | R%“Vf=R“T%M’
E) Antisimetr{a: Fianv g =R eamavy =Fiy cups s (1.46)
0y Ciéli‘cidad:‘ F\'n’:’av";=0‘-
De estas ecuaciones, venos gque Rxﬁvr tiene 2 componentes

independientes en el espacio-tiempo de 4 dimensiones. De las

~ Particulas de Espin 3/2.en Espa

Curvo.
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1. Formalismo Matematico

acuaciones 1.36 vy 1.45 se siguen las 1llamadas identidades de
Bianchiz:

R’\P‘ e sg1=0. (1.47)
Ademds, de estas mismas ecuaciones se satisface la
siguiente relaciodn de conmutacion entre las derivadas

covariantes de un tensor:

u.---q - ol vs - oy _

p.v- p;')‘s AP‘ ...p:lS)"“

F\' Mg ‘oL'. d"“"ﬂ"f",{_l Ad‘--.u, + -i-F'\ {.\d‘“”‘(l < 48)

B ﬁrs“o.--»aaL - R prs Aa.---% TORS TMpr e Tt T RS Tipieeagy  m
Dos de los Iindices del tensor de Riemann pueden contraerse

para formar un tensor de segundo rango llamado tensor de Ricci:

Ay er v V n 1%

n
F\}Mg=g ) F\').,MVK= MYk T ’AK;’V ~+~ /4\3 L v (1.49)

Salvo un signgo, este tensor es Ynico, pues de 1.446, vembs

"fque 1a contrqcc1én de los dos prlmeros o los dos ultlmos ind1ces

R "—<1/"')S""‘v

a5 cero.

; Anélogamente, ‘el tnico escalar que puede construirse . por
contraccion de sus iIndices es el escalar de Ricci o de
curvatura®: -

- R=gM* Ry - (1.50)
_ 4 Lasf ecuaciones 1.464 impIicah que - él fensor de VRiCCi:GES”"
simétrico: La,_curvatura Baussiana K esta relacionada conivel

 fes:a1ar de Ricci mediante’ la formula k=-1/2 R, donde el =172
~¢aparece ex clusivamente pors razones: h15t0r1cas"’ : g R
' Se puede descomponer -al tensor de Riemann de la siguiente
'fnrma. Definiendo el tensor de Ricci sin trazas:s

Cle=fM —1/a 8" R,

Ko C y—(R/J..f.)S)‘/* +C 1"".‘. | ‘ |
- DDndE' C}}yvk es . el llamado fensor‘,de weyl o tensor:
Vcon¥orme. Este dGltimo nombre proviene de que la. cundiciﬂn
necesarla v suficiente para la ex istencia de un’ sistema’ de:
coordenadas donde Qmy S€a ' proporcional a una matriz constante en’
todo el espacio es que Cluvx sSea iddnticamente cero'w,
. i Este tensor tiéne todas las propiedades del tensor de
Riemann, mds la propiedad de que Cﬁhvk=0. De aqui que tiene 10
componentes independientes. Ademads C .k tiene 9  componentes
independientes, de tal forma que considerando que R contribuye
con uwna sola componente, la descomposicidn 1.51 es consistente.
De - hecho, en el espacio vacio (en donde el tensor de Ricci es
iddnticamente cero) los tensores de Weyl Y de Riemann
coinciden',

Cada uno de estos objetos tiene su imagen espinorial®:y

Farticulas de Espin Z/2 en Espacio Curvo.




1. Formalismo Matemdtico ‘ .

CWE‘":" Canco™L (aseo) 4
C‘(_‘ — Canco=C (a9 &= an €6 M (1.3

R -=> R

La imagen espinorial de las }dentidades de EBianchi estd
dada por 4?;

T %Ceanct Va?Cocrng=0 » (1.53)
- b

8 VrC it Y asR=0.

Ahora gue se introdujo el tensor de Riemmann, puede
deducirse la segunda gcuacidn de estructura de Cartan, utilizada
para obtener explicitamente las componentes distintas de cero
‘del espinor de Weyl. De la ecuacion 1.48, para una tétrada nula
= {g=1ly pP=0) se obtiene: ‘ - ' ‘

;,;_ é' —-E. '=e. I.T(d~ w
SRS sy TR N pag
contrayendo esta relacion con (1/2)efdi’AdxS, y aplicando 1a
def1n1c10n de las formas de Ricci r“%, se obtiene que§
dl-".+ el =,

ﬂl_donde R%= (1/"')R'u¢e‘/\e‘

Esta es la segunda ecuac1ﬁn de Cértéh;; R. es la 1magen_rif

W”fﬁetradlal ‘del “tensor de. Ricci iy R%"“ es la del tensor de

Riemann. Esta ecuacidn en tfrminos de las C’'s de Weyl), HJunto con-
las M’'s obtenidas de la primera ecuacion de estructura, son 1o
gue permiten encontrar 1 valor de las componentes del espinor
. de Weyl para una métrica dada.

' Es de- gran importancia- tener la- -i-magen: espinorial - de ‘Ta--

‘"";ecuacién 1+48; rya-que nos dard- relaciones algebraxcas entra las. -~

‘ﬁromponentes de - los esplnores ‘“fundamentales ‘gue.vamas .a ut111gar:g N

:5F"en el desarrollo poster1or de las cantldades f151cas"’-

V cvmu‘\l’m...aapi"'"‘$=4QC¢:D"" Y '1""‘4’"‘.;..‘\,?‘
' ‘ » +4P C“cmu.'*a;...a;?;ui""i‘4+

+p (R/Z) f “c€os ca.”f’a,...u,?m"'"i‘%,

L. . . (1.54)
V'”cvmn’\vu..-u;l,"""‘9‘:"‘4(3!(3““'&.*!!...-ozp""“‘i’i—
' _4PC"(R'436'1""""‘“,_. YL
HaR/D S REED By Baenbagf, ..
Donde V“ =G s VM"Q "'V‘ (Canscp) #*=CRé5, (Camca) #=Cast
Yy  R=R#*, ya que el espac1o—tlempo es una variedad real.

. Farticulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. C 12




1. Formalismo Matematico

Fara calcular el valor explicito de la imagen espinorial
del tensor de Weyl se puede proceder por dos caminos distintos.
El mds directo es por medio de la fuerza bruta: calcular
directamente las componentes del tensor de Riemann, que en el
vacio coinciden con las del tensor de Weyl, y de ahi obtener la
imagen espinorial. El segundo camino, que genera una comprensildn
mds profunda de las propiedades del espacio—-tiempo, es el de
clasificarlo en términos de las propiedades algebraicas del
tensor de Weyl en cada espacio, procedimiento  formalmente
equivalente a clasificar el tensor de Riemann en espacio vacio.
La mamera mds sencilla de hacer esto es segdn Penrosefi®:

lLa imagen espinorial del tensor de Weyl, por ser totalmente
simédtrico, se puede descomponer en el producto simetrizado de
cuatru espinores de un solo indice:

. 'Cuco—-F uL-McNm .

Egto= 4 esplnores ne tlunen pDr que ser d15t1ntos entre 51.'
Su imagen tetravectorial define 4 direcciones en el espacio-

tiempo sobre el cono de. luz, gue quedan determinadas. de manera
nicas

Kam==> K =g MakG.

Fenrose,,.liémag[.a~ﬁestas d1recc1ones las  .direcciones -
vbrln:lpales v gravitacionale:s '~nu1a S MDPBNY ("grav1tat10na1_
;prlnc1pa1 ~null . directions! Yo Be puede clasificar el i
tlempn an funcxén de las dlrecczones nulas co1nc1dente5'

G
G asenp= . k.l al.sMeNp,

D..

: Sl S BII o

[ (A!'»‘.M;M°| L 4 l":(A|\ 'Mch,
o ) . K alskckin . KaKskicMp,
I I1 ) ITI

TABLA I 13 (4 10y

El espacio conformalmente plano (CF), donde el tensor . de’
Weyl es idénticamente cero, es el tnico caso en gue.- .las .. DFGN
estdn indeterminadas. Esto corres ponde a gue aqui una geoddsica
nula puede seguir cualquier direccidon en el espacio, vy el
cuadrado de su elemento de arco es invariante ante reflexiones
en el tiempo. Como veremos mds adelante en el capitulo cuarto,.
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el caso de la mé&trica de Schwarzschild permite s6lo dos
direcciaones para la téatirada nula, aquella gue corresponde a un
hoyo negro donde las genddsicas nulas y de tipo tiempo sdlo
puaden entrar al horizonte vy la correspondiente al hoyo blanco,
que es el simétirico bajo reflexidn temporal, en daonde solo
pueden salir de el. De este modo, l1os espinores del campo
gravitacional debhen ser iguales'dos a dos y la métrica de un
hoyo negro corresponde al grupo D de la tabla I.

Aunaque no  Se sabe con certeza a que casos corresponden
+todos los demads grupos, se sabe que 1 grupo N representa ondas
gravitacionales planas ya gque su direccidon de propagacion define
una direccidan anica vy esto se refleja en tener sédlo un DGPN. Se
especula  gque todo el grupo  II, y el grupo III, tambien
representa este mismo fendmeno. '

Originalmente Fetrov (19543 utilizd otro metodo para
obtener. esta,misma‘:1a5i$icacién en términos de una matriz de
IX3 llamada de Petrov,;}tatalogandq;su‘ESpectrD'de eigenvalores..
Una discusidn ?elemEhtalfde‘éste?ﬁrbcedimieﬁto125t5ldadaienlfla“
referencia (11). : o ‘ RN o R
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2. Ecuaciones Relativistas de Espin, 3/2.

CAFITULD I

LAS ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS
FARA FARTICULAS DE ESFIN Z/72.

Al pasar de una Mecdnica Cudntica Cldsica a una relativista
es necesarlm, ademnds de extender los objetos fundamentales de la
teoria al espacio—tiempo de cuatro dlmen51ones, tomar en cuenta
las modificaciones en los conceptos fisicos derivadas de gue la
velocidad ma: ima de transmisitn de informacidn en una
interaccion es finitat.

En Mecdnica Cudntica Cldsica, el principio de incertidumbre
(o relacion de dispersidn? permite en principio medir con
precisidn arbitraria y en un intervalo de tiempo arbitrariamente
. corto. cualquiera de las variables dindmicas de una partlcula,
f1mpon1endo restricciones .sdlo sobre -la precisidon en-la medida de
su variable candnica conjugada. cnrraspondlente. Este: hecho es la
Just1+1cac1¢n ep15temmlég1ca ‘para asxgnarle ,un"sxgnxfxcado.
fisico a la funcidn de onda mediante el cual su mddulo al
cuadrado es la probabilibdad de encontrar a la particula gn una
vecindad de un punto en el espacios en un . instante dado. El
concepto de dicha probabilidad requiere entonces que este punto
~pueda en principio ser medido con cualquier precisidn y rapidez.
] Jo-Ademds  de estas restr1cc1ones, en relatividad existe ‘un
:w11m1te a‘ ~La veloc1dad conque se- puede 'reallvar»_cualquler
'lo cual 1mpone nuevas- lxmxtacxones fundamentales en-

7 bart1cu1ar puede demostrarse“" que - en-una Mecanxcai Cudntica.

Relativista es, en .principio, imposxble real1zarruna 'med1c16nA
rdpida con precisiéon arbitraria del momento. Una medida exacta
requeriria un intervalo de tiempo infinito para realizarla.

La construccidn de los espinores fundamentales de una
?teorla - relativista . como real1zac10nes del Lnrentz
jxn:orpura estas; nueVAs lim1tac1an

uno,h Yy en’ part:cular 8=3/2, se. remonta a P Aa M., Dzrac, ‘quet en -

'las varxables f{s1cas cde’ s1stema.~ En

‘EY. prublema de descrlbxr par ticulas”dekespines mayores quefﬂ.;

1936  propuso las, 51guzentes ecuaciones de onda paraavvuna__wﬁ

particula de masa m- y espin 3/2%;

m ¢Ab=piiy 3 'cp'—'_P'.?"P'cn : “2 1y

m ¥ an=pai ¢ =py; ¢ a8,
donde Néy vy . P A gon espinores simétricos y p™ es la
imagen espinorial del tetra-momento.
Estas ecuaciones describen adecuadamente una particula
libre, sin embargo, comao demostraron Fierz 'y Pauli'®,
_implican inconsistencias inmediatas al acoplarlas minimamente

con un campo electromagnético externo.. En el mismo. articulo,
resolvieron estas dificultades introduciendo de manera “ad hoc"
componentes subsidiarias dependientes de 1la intensidad del
campo. Sin embargo este nuevo enfoque introdujo dificultades
mas sutiles. ,

. Subsecuentemente Rarita y Schwinger (RS)'® - sugirieron
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una formulacidn alternativa al formalismo de Fierz y Fauli, que
utiliza como objetos fundamentales de la teoria biespinores
vectoriales. wisten intentos mas recientes de construir
ecuaciones de onda relativistas para particulas de espin 3/2 que
Nno tengan problemas, que sin embargo han resultado infructuosos.
Un resumen de estos intentos puede encontrarse en la cita (5).

Un argumento relativamente sencillo para Jjustificar las
egcuaciones Z.1, basado en una interpolaciidon al caso cldsico es
el siguienteft?,

En el marco de referencia propio, una particula de espin
372 estd descrita por un  espinor (en tres dimensiones)
totalmente simétrico de rango tres que satisface las propiedades
de uwuna funcidn de onda, iee. es continua en las coordenadas
espacio—temporales vy es normalizable, por lo que tiende a cero
por lo menos tan "rdpido" como 1/r cuando r tiende a infinito.
La wtensidn  correcta de esta teoria a cualguier marco de
referencia inerc111, debe reducirse por: tanto a este caso. Los

" espinores | de la forma ) ME . AD Ry g we Y XL (ap

seguida se  verd B .que ‘estos dos dltimos esplnores no - dan L més’
informacidn) gue son simétricos en indices con vy sin punto'y qUE'
satlsfacen las cond1c1ones- .

N0, pag=0, - @y

-satisfacen este requisito (esp1nnres de rango mayor también .
i;podrxan servir’ pero darxan lugar a ecuac1ones de . orden mayor que

una de las condiciones de szmetrxa requerxdas entre cualesqu1erauf
dos ‘de sus 1nd1ces puede ewpresarse comoz : G

', ' J “'Af .IG=0 y - JA. ¢'.c=0 y

Y. puesto que.en el marco de referencia propio p“——> Jnéﬁ.;

las ' condiciones 2.2 se: reducen-a las- anteriores. en este marco. -
TEY dRien’ operadar*que puede aparecer ‘ansla-ecuacidn de .o
4ide, una; parti:ula» libre es el uperador de tetramomento p“i
'flnvar1anc1a relat;vista 1mp11ca las ecuac1ones dxierenc1a1es=

"'p"'ii'..—mcp.  petbaemP .. j; 2.3)

_ Donde m es una constante con dimensiones “(no “tendria caso
_proponer una constante distinta para cada ecuacién, vya que 1la
diferencia se puede - absorber en cualquiera de los das
espinores). Eliminando ¢ en funcidon de ¥ en las ecuaciones 2.3
se obtiene: ' ' '

‘(p2—m2) ¢aié=0’ . V (2.4)

de donde es evidente que m es la masa en reposo de la particula.
De hecho, cuando D;rac propone por prlmera vez el equivalente de
la ecuacidn -3 para espin 1/2 requeria que se
satisficiera la ecuacibn -4, Esto 1mp11ca necesariamente que la
ecuacidn spa cuadrdtica en el operador p.

Esto es debldo a que eﬁ’el -marco de referen:;a prapzo, cadaf'




'Tmultxplxcado por. la identidad. de la representac16n.

- 2. Ecuaciones Relativistas de Espin.3/2.

En virtud de las ecuaciones 2.3, las 2.2 implican que los
espinores Y vy ¢ en 2.7 son simétricos respecto a ambms  tipos
de indice, liganda C v B en la primera de las ecuaciones 2.5, Yy
D v A en la segunda, utilizando 2.2:

m (ﬁ'nl—-m"}’a 8=,

Si la masa no =23 cero, se sigue que los dos espinores son
simdgtricos respecto a los indices con vy sin punto. Si la masa es
cero, esto no se implica, pero para que se reduzca el caso
masivo a éste, es necesario exigir simetria también en el  caso
sin  masa.

El par de espinores 4 y X no provee ninguna informacioén
adicional , puesto gue las ecuaciones que satisfacen son de la
forma de 2.3,

Se llama biespinor al objeto que tlene la forma:

(/1-'.0) (N1, p{’z @i, ¢z)' R A-—l 2 0,4 .
Con este DbJetD : puede escribirse la ecuaczcn de- Dirac para -
particula de espin 1/2. El objeto equ1valente para describir: una

particula de espin. 3/2 pertenece a una representacion mixta vy
tlene un {indice hxesp;nor1a1 (que en general. no se escr;bxra), Yo .

.un {ndxce tensorxal-

. "*% Yt "‘, A e s

(r“ —m)"l" -o

con la condicién equivalente a 2.2: p” nﬂ‘—o. Las ¥ son
matrices de 4x4 llamadas de Dxrac, que sat1sfacen un algebra de
Cleford”- T L S L R '

ldonde 'Sé4 sobreent:ende que el lado derecho'de la ecuacza

Con este formalxsmo es relativamente sencillo demostrar que

la ecuacidn construxda, junto con sus cpnstric:1qnes representa

efectivamente una ecuacidn de onda para una particula de espin
372, Para encontrar el espectro de espin del espinor de 1la

ecuacion 2.6, sélo deben encontrarse los generadores de las-

rotaciones espaciales infinitesimales J, del campo. Estos
operadores forman un dlgebra SU(2) en el marco de referencia
propio de 1la particula, y el espectro de espin es - aquel
permitido para J2e, .

o Bajo wna transformacidn de Lorentz, de un sistema con
‘caordenadas “Pr, a uno con coordenadas T et :

x P = Nv KV,

en Espacio Curvo

Con este obJeto puede escr1b1rse la ecuac:dn 2 3 como.j}‘wﬁ

(2. 5){‘:
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el campo se transforma como
PP ey ——=3 A My = Ny 8D Yo,

donde es preciso notar gue S(A) no es la matriz B introducida
en el capitulo I, sino su correspondiente biespinorial de 4X4:

S(/\)=(B(A) 0 )
o B¥* (/\)

Si la transformac1dn 25 una rotacidn espacial por un angulo
infinitesimal € alrededor del eje i, se t1ene que:

NV-*JF +€ 6.;.8#‘"8";

S(/\)—1+(1/'7)1€ (g‘ 0 )
gn

{'dé'—‘fqﬁma tal que- ’\P/‘“(x')—ﬂ”‘(x)*—é(éun Jl“ﬁp"(v)—l-(i/ ' (g. "Pr)
S ’ g; o I

Y' puesto que el generador de las rntacxones espac1ales eskjid.;

J.“P’f —1&.,. Jl‘"‘f"‘+(1/’f‘)<g. ,
‘ gi

it —.-(.*;; oy
sl O gy

v?—eutﬁnnéﬂsn"f i€t~ ( Dg‘ 0 ) gry (3/4)«'”“
L = ) : G - .

donde se usd que eu,e“._ J“‘;“ d |
 ‘T'i‘;gl;ﬁv".'-ifé',:..",,(g. | ')-(1/2): B‘,, s Y,Y.. ams
o : o g

se obtiene finalmente:

JrNP=(3 SP- SHE™I b+ X‘,x‘ SPivr—gie Jr**wu/m“‘r"‘

, La ecuacion de e;genvalnres J2 K =a W puede separarse en
los casas M =0 y g =3. En el primero de estos casos: '

g2 pemy( 3/4)¥ o= aqu
Y puesto que a—s(s+1) con s el espin de la part;cula, a=1/2.

Como se pretende describir exclusxvamente una part!cula de espin

iculas dqugpihL:{Z;Eﬁ Espfciq Curvo 19




2. -Ecuwaciones Relativistas de Espin Z/2.

372, es necesario que en el marco de referencia propio ~APO=0,
El segundo caso se reduce a:

3
(a=15/4) X , 1+ ). ¥ A=0, para cada j=1,2,3.
®=)

Las soluciones para "a" de esta ecuaciodn son a=3/4,15/4, es
decir s=1/2,3/2. Es claro gue s=3/2 si y solo si:

3
¥ =0, ' 2.7
K=t

Entonces las condiciones sobre la ecuacion 2.6, para que en
el marco de referencia propio describa exclusivamente particulas
de espin /2 son 2.7 y we=0, La generalizacidn de estas
condiciones a cualguier marco de referencia estd dada por:

¥ M=o, : , 2.8

©En efecto, mu1t1p11cando' h.6 por X’ ,'{y.utilizaﬁdo 2.8,  se
7 1encuentra que.r' : : ST DT

vr "P,A—o,
y del élgebfa de Clifford para las X s
‘.29""p '\P X“’p X""\Pp —Epf““Vp—O-. ‘ ’ 2

'rPuesto ‘que en:-
atisface. 2.7 s ,
ecuacxonesg,Q 9 son prec1samente Las 1 ,
ﬂs:metr1a requer:das' por: “las ecuaciones. 22 e11m1nan?,?,‘ -
término  de espin 172 en la ecuacidn de- onda. Como se verd mds
adelante, de acuerdo-a lo mencionado por Fierz % Pau11,_ este
término corresponde a una particula de espin - 1/2 con dos veces
la masa de 1la particula de espin 3/72. Campos que contiznen tanto

el marca de referenc;a pFQPIQ p'-o,

ncxond anter:ormente las,

SLun o campo. externo. En El caso: de particula libre tudos estmsu
qformallsmos' descrxben adecuadamente particulas de ‘masa m: en ,el
“sent1do de que son representaciones del " grupo de Po:ncaré. R
: En . adelante se  estudiardn mds-  especificamente  las
inconsistencias de cada ecuacidn y los intentos que se. hicieron
por solucionarlas. . :
. " Fierz y Pauli fueron los primeros en acoplar la ecuacion de
~Dirac: para espin 3/2.con un campo electromagneético - externo.
?Demostraron que al cambhiar pad por IT ab=Pai—2Aps, donde e es la
carga de la particula (usualmente la magnitud de la carga del
electron), Yy fap 285 la imagen espinorial del tetrave:tor»
potencial del campo electromagneético, [=1=) obtenia una
constriccion algebralca que .saobredetermina el problema:s . e

Faey =0, ; _ (2.10)

.Pérticulas de‘Espin Z/Z‘EhyEspaCio CurVo;‘

_parti:ulas de espin 1/ como. 3/° . no pueden set cuantxzadasr_ggﬂﬁ_

‘-fe:uac1unes de espin S3/2. solo se. manxf;estan ‘al acoplarlas “eon e




2. Ecuaciones Relativistas de Espin,3/2.

donde F*» (y Fas) son los espinores simédtricos asociados al
tensor antisimétrico del campo electromagneético Ray que, como se
vio en el primer capitulo, se aobtienen de la siguiente manera:

f;.,.“ *F anad=0lM aigY s, L, = CasFast € aiFas.

La ecuacidn 2.10 se obtiene de la siguiente forma. De 1la
relacion: :

T ae T 0 r &0y = SR04 S uFit,

se cumple que T a7 T "— T 8T L=nF 0,

For otro lado, como en el caso de particula libre, se‘satisface
Tk TR [ =D w2 S8, A

Lede dc::nt_:yle"

Mo S,

; Cémbiando hi por T -en’ las ecuacxones ;251, 1y_iéiihinéndq"“
e en fun:xon de  ~ , se sigue que: . e DT R

CWaa W ----—1"=...--m=I «yc

7’y con 2 11

T’ * "P" .+F.n Ape“_m, “P c“-: AL

Avy B, se’ obtiene la condicidén 2.10.
- dificultad fue simetrizar el lado derecho de las ecuaciones 2.1
respecto:’ de A,B vy A B respectivamente, 'lo cual es: una.

fllevd Trunat ecua:xén,Wde onda que no-era e segundo crdan,
;incluso en:al caso de ‘parti cula. 11bre. Ademds encontrarnn que: no’
se podfa def1n1";Una carga pn51t1va defxnida,,nln cual’ 1mped1rfa
’realxzar ‘una -segundacuantizacidn consistente con el’ principzo
dea: exc1u51dn“’* Esta- modxfxcacxon ~fue: entoncas desechada Y am
:mantuvieron las 2.1 para el caso de particula lzbre. Entonces,
»caqplaran de estrategia y propusieron, ademd&s de cambiar pee por
WM, agregar a la ecuacion 2.1 nuevos términos (llamados de
FPauli) dependientes de la intensidad del campo. Esto resulta en
‘una teoria muy complicada gque involucra espinores auxiliares que
‘no - representan  a la particula de espin 3/72 (sino que estan
asociados a una particula con espin 1/2).
; . 'Posteriormente en 1941, W. Rarita y  J. Schwinger
propusieron - un formalismo alternativo equivalente, que no
~utiliza  estos  campos. auxiliares.. Utilizando  un b1esp1nor
vectorial como objeto fundamental de la teoria, construyercn un’
Lagrangeano del cual se obtienen tanto la ecuacién como sus
constricciones de simetr{ia: ~

Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo.

La primera propuesta que hicxeron‘ paré véncer 'esta"

onstriccion- mas déb;x’sobre el s:stema.u Slnvwembargo estn lns;m“,
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L= (FVo,+midm — (173 (XM, #0030y
(2.12)
=T v
DY P @y, o, WY

Donde Y =¥°Y* g5 al llamado conjugado de Dirac de ¥ &,
En ausencia de campos externos,

este Lagrangeano no es
dnico. Fero cuando hay un campo elzctraomagnético es el dnico
que sirve. La scuacidn resultante es:
=X p, IS +(1/3) (&f‘pv+pﬂxy)¢"—(1/3)3*/‘“(5*!’;:’ +m)ar_;«y"=o. (2.13)

La ecuacion 2.13, conocida con el nombre de ecuacion de

Rarita-Schwinger, es la ecuacion mas conocida dentro de las
Tecuaciones . de esplin 3/2 Esta ecuacidn, aun cuando permite
def1n1r ‘una carga pos1t1va deflnlda, conlleva

atros prablemas
recxentemente} descubiertos'®:'" . Las soluciones de 2.13  se
propagan. ra’ veln:xdadas mayores. que la: veloc1dad dela luz. paraf
un campo ‘externo’ arbitrariamente débil. Es mas,hu‘si' es.

C suficientemente intenso, el sistema de ecuac1unes ‘diferenciales™ .-
- parciales 2.13 pierde la hiperbolicidad, 'y por lo tanto se
vuelve inadecuado para describir fendmenos ondulatorios.. :
o For ‘,atra parte,. W. ‘Hurley®® propuso ufa ecuacién
~: alterna,  cuyas  soluciones se propagan causalmente,. . aunque el
"formal1smo.‘requ1era de:. una métrica (producto interno) que no es
'pus1t1va,de41n1 a,.lp cuql 1mp1de hacer una segunda cuant1zac1ank;j
'decente. : et L e . ‘ . '
" De este moda, 1
L para’ particulas..de’ masa’m y’ espin 3/7
caracterizadas ‘por. distintos. defectos. La: prxmera," 5 = o
pertenece - la ecuacién RS, tiene soluciones acausales al
‘acoplarla  con un campo €lectromagnético externo y puede  perder:.
da therbnllcxdad en presencia de campos 1o suficientemente
1ntensas. TLa segunda, que txene soluciones que.  se propagan’
sa mente, t1ene una carg 'es pos1t1v ‘definida’ 1nc1usu”,

: Aunque no se’ han agatado todas las: pnsxbllzdade E

;trabago' ‘realizado apunta a que no puede. existir una ecuacitn ‘de
Taspin 372 gque no. sufra.dea. alguno de los. anter:ores defectos. Sin T
embargo, ‘.estms_ problemas  estdn 1nt1mamente : lxgados- all
acoplamiento con un campo electromagnético externo. En el  caso”
de una particula libre las ecuaciones son consistentes. Cabe.
mencionar que, aungque esto estd fuera de los alcances  del
presente trabajo, dentro del marco de la supersimetria, se han
aobtenido ecuaciones para espin 3/2 sin problemas.

FPara concluir este capitulo, se mencionardn las ecuaciones
mds importantes para particulas de masa cero en el vacio. La
primera de &stas, para espin cero, es la famosa ecuacion de

~K1ein*Gofdon,can_mé0, que en lenguaje espinorial es:

P*pa Y =0. (2.14)

La ecuacidn para el neutrino,

derivada de la ecuacion de
Dxrac para espin 1/2 ,es: :




2. Ecuaciones Relativistas de Espin.3/2.

P AN=0. (2.15)

Las ecuaciones para particulas de espin uno, las
conocidisimas ecuaciones de Maxwell, son:

P =0, Fap=F (ams 5 (2.16)

y la correspondiente ecuacidn con puntos. Las identidades de
Bianchi en el vacio son las ecuaciones para particulas de espin
dos: ‘ :
P'scncu=0 N Casco=C (ascos = (2.17)

For analogia con las ecuaciones 2.14-2.17, una ecuacidn
ara particulas de espin 3/72 sin masa uede ser de la forma:s
9

P Vase=0, Pare= P iarcr | | (2.18)

o Esto viene par 1nspeccxdn, dél hecho de. . que el ijeto'debem_ 
Ctener tres: 1nd1ces espinoriales Y sdla tres indices 11bres. 2

N1nguna de las ecuaciones’ anteriores presenta“ c
incongruencias. Notese tambidn que la ecuacidn 2.1 no se reduce
a la 2.18,  al fijar m=0. Esta dltima tambien serd resuelta
alrededor de_ un,'hoyo negro de Schwarﬁsch11d en el presente
texto. '

Finalmente es necesar:o cons1derar la invariancia de norma
-de  la *unc1én de onda de la ecuacxén RS para particula de espin'
- 3/2 sin. masa: : : : : : : :

O = a*’“a 0.

Fuesto. que las der1vadas conmutan entre si (en ‘espatid
plano) , vy conmutan con las X's:

B R SRR R R

R -3 -2 adelante -se generalxzara esta demostracxdn ”_pa_ i
f»cualquxer ‘espacio: VaCID-'ﬁf" : : ‘
: ~ Las-soluciones de ‘la: ecuacxén de- RS sin._masa, de la forma,-f‘
vv5 Son T entonces: tr1v1ales, 4 habra que demostrar que las que -
-obtendremas - no lo son. ~ : . ’

23
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CAPITULDO III.

MANIFULACION DE LAS ECUACIONES FPARA
FARTICUL.AS DE ESFIN Z/72 EN
CUALBUIER ESPACIO CURVO.

1. Condiciones de Integrabilidads Restricciones Algebraicas
dImpuestas por la Curvatura del Espacio sobre las Ecuaciones de
Onda.

FPara resolver en un espacio curvo las ecuaciones de onda
para particulas de espin 3/2 que se introdujeron en el capftulo
anterior, es necesario cambiar la derivada comin por la derivada
covariante en las ecuaciones 2.1 siguiendo los lineamientos del
primer capitulo. Posteriormente se trrabajard sobre las

- condiciones de 51metr1a, observando gque esta misma
"generalizacidn a un espa51o curve  no 11eva a situacianes
gfisxcamente inconsistentes. :

<LEH Deb1do' a que en jun - espacxo curvo las derlvadas covarlantes

'en-

M;general; no ~conmutan,; pera-;;at1sfacen relaciones . de
'conmutac1ani que dependern de los objetos que- des:r1ben fla
curvatura (ecs. 1.84), existen relaciones: algebralcas entre las'

’ componentes de las funciones de onda dependientes -de  estos
mismos objetos. Estas constricciones,  al reducir el'ndmero_ de
”cnmponentes independientes de la funcidn de‘onda, limitan 1las
posibilidades de’ que puedan. tener una .1nterpretac16n fisica
“coherente.‘vadentemente, la 1nfnrmac1én de 'la no cnnmutat1v1dad‘
' =1 u mp11c1ta en la def1n1c10n dE' der:vada}

Asatxsfacerén tr1v1a1 ente EStdS 1af $ ¢ : ik Entonces
’éxntrodu'1r1asf de antemano sélu Fac111ta 1a,1ntegrac1énf de . las“
Trecuaciones, s y ‘proporciona. . la’ ‘clave ‘sobre el pr1nc1p1o
fundamental gue. asocia el comportamiento ulterlor de la funcién
de onda a las caracteristicas del espacio. .
'Las ecuaciones de onda para particulas libres de espin 3I/2

‘ Lyl ass2e S paraﬁpart,dul
Loeant sus cond1:1ones de sxmetrza 2., :
:vPara particula 51n masa.a-;-

T Pase=0 [ERe
ﬁaka'partiﬁula masiva: ’ l
T Y= P B, | 7y ac=03 s
Vabdieon i, T $ séeo. ’

Las ecuaciones fueron escritas en el espacio de posiciones,
cambiando p* por i/, Se absorbid una i en AP, - ‘ '

Ahora se encontrardn estas relaciones. algebraxcas, l1lamadas
condiciones de 1ntegrab111dad ‘para‘ la ecuac:dn 3.1 que resulta
ser la mds sencilla.

Dperando la pcuacidn 3.1 con ps

“Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo.

se. pus1eron en cel capitulo anterior: son, da 2.16 para
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VGRV";-"{/,."=O, . (.3 .
gue también pusde escribirse como: '
e™ VCEVI;{“JIA'=O. . 4)

Usando la ecuacion 1.17, d&sta puede separarse en dos
partes, parte simétrica y parte antisimétrica: :

enr'L v(c;‘v:u Ve +(1/2) €cn V".' v.-.‘.ﬂ"’nap]:() - Z.9)

Ahora entra en juego el ingrediente fundamental de este
capitulo, la no conmutatividad de las derivadas (ecs. 1.54):

e, “Eb':"cnuﬁ? amnt (1/2)R J ¥ec€m u’vnl‘n* (1L/2) € ch"‘ VI'N'\‘JIII]—O
- ‘Def1n1endn el D’ Alembertlano como.»
s o D v VII-,

,tenemos al desarrollar esta expreszan.

ER.EOC.C“’*}.”+ C"“.”Pm+2[: c..""un-!" LT ‘ :‘.;'.,_-', . .‘ '

-+7(1/4>Ré'ce...”i’..,.+(1/4m é"..emﬂ’.....ﬂi/v) €=.El"P...J o, s

' ~<1/°>c$ cl:w ...-o,

(=1 40“:«.’1’-)--*' (1/12)R €™C € n"‘H\lc*‘ €RN-M:+ € nﬁ’nc"’

~€c-§i'm+’6cm.+ € c.d’m: u/?‘)nw om0, '; s

»fo 4c-.,.;\r.,..+(1/12)Rc7"Y..c+é'ﬂ’m+ S a‘%m-

| At""J c""nu]—(i/Q)Dd',’ Alc—'op

y finalmaente 4C"'¢..'Y..,..+(..J/1")R"Pnc—(1/"’)!3“? anc=0. - v(3.>6)

Operando con € **, los términos b1métr1cos eh" CA se
desvanecen, Yy queda sdlo el término:s

Crﬂnaﬂ/'.":o' ) . (Z.7)

. La ecuacion 3.7 junto con la 3.6, determinan totalmente la

solucidn. _ Lo ‘

Fara obtener las condicignes de integrabilidad sobre ‘la

Y, de las ecuaciones .2, operamos «on Vré la primera de
éstas y utilizamos la segundas .
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-
-t

VréV"é’Yi.p':mv"': ¢.ié=...mz N ..M- ,
y por lo tanto:
€™ T T mi Y fe=—m2 3, z.8)

Separando las partes, simétrica vy -antisimétrica, y. con
ayuda de la ecuacion 1.54:

€M T Vi tast =€ V5 (- Vi Vau®+ (17 2)€ on T Cai Fas 1
= €8 ECPM'O“‘\P "‘Al"'q‘CnFR(A.WBDN;"‘ (R/Z) I "€m ca Yor b+
+(1/2) t-: rr0Y an® 1=

—”<C- :.'N/" .+C"'..‘P...-)-(1/"«‘>D i

v + (R/ 1'1) €_ IIE € '.-‘\y”._'. € n."”ar"" e ”AP“._,_ e rlw“'j __ : i :'

—-...mzt\p ar 9

R E1 término  que multlplxca al ‘escalar  de ‘Ricci es
. simplemente un tercio .de “V” . por lo que el resultado final
*;de esta ecua:1dn es: ‘ . - : o

2‘:’ -In‘_,ll...p‘?[:'l. ’*) .+(R/ ),\‘) s ' :
: : rA ." 9,, T A sy __(1/‘)D (*J”._._mzw.' ._,

“fMultprlcando pur el esp1nar métrlco ant151métr1co ea"r

: C“"“‘V"”—O : S ' ' (3.10)

que junto con la e;uac1dn Z.7 determina totalmente ia V.
Rep1t1end0 el Tandlisis: anter1or,. pero. empevando con.. la;
e laalecuac1ones R rhol se. obtlene la ecuacxan adJunta de

(3‘.\1'1_) N

C'noc' o'c"‘O
"Esta,*" Juntb“'bdﬁ"ia”'etdatidn' adjunta’ de 3.9, determinan
totalmente la ¢ . : : _ ; T
Dado que Cnu, Caséd dependen Gnicamente de la métrica vy

no son operadores diferenciales, las relaciones 3.7, 3.10 y 3.11
muestran claramente como la curvatura determina las condiciones
algebraicas sobre las funciones de onda. Estas ecuaciones valen
en ‘cual quier espacio, y posteriormente se regresard a ellas para
Jestudiar | su comportamiento en un espacio~tiempo con métrica de

Schwarzschild.
2. Simetria de las Ecuacionss y Particula de Espin 1/2.

En el segundo capitulo se obtuvo el espectro de espin del
spinor de la ecuacion 3.2, construyendo el operador J® a partir
del generador de las rotaciones egpaciales en el marco de
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referencia propio de la particula. Notese que no puede hacerse
lo equivalente para la ecuacidédn 2.16, pues como se trata de una
particula sin masa no existe este marco de referencia. Sin
emhargo, es evidente gue su espinor fundamental es de la misma
representacidn pues sdédlo difiere en que los tres indices son sin
punto, vy por lo tanto representa una particula de espin 3/2.

En 21 mismo capitulo se obtuva que, para eliminar un campo
asociado de espin 1/72 en la ecuacion RS, es necesario
introducir condiciones subsidiarias, que al generalizar a
cualguier marco de referencia equivalen a las condiciones de
simetria. Se menciond tambidn el resultado de Fierz vy Fauli
segun el cual, =i gse ignoran las condiciones de simetria,
aparece una particula asociada de espin 1/2 v con masa del
doble de la particula de espin /2. Esto se obtiene utilizando
el formalismo de las dos secciones previas.

‘Eliminar las condiciones de simetria en las primeras

.. ecuaciones de 3.2 es equivalente a separar las ecuaciones en

,Jparte 51métr1ca y - parte antlslmétrlca, esta ultima proporcional
LAl espinor. métrlco ant151métr1co, m1entras que A¥ vy s1guen '
“a51endo 51métr1cos-

V'“'"V'-F A 7\..+m P, - Gabi= i (3.12)
Vm ¢ I e Al/A "—m ’*’ AD 3 /“;A;="\l);(nt) - B

":_Operando la’ primera de las ecuaciones ’3r12‘cqn‘7‘7on,
e “v..ve w-..._ et Xwtm v.. Pars,

v y ut111zando la segunda se’ obtxene.'

- €°"V"nVcn'Yu e.”Vnu Aatm € /V\'—m”"!’ '... ) (Z.14)

‘Separando el lado izquierdn de esta expresidn en parte
simétrica y;parte;antisimétriga;  coQOsiempre con-la  ecuacidn
1w 17-“.. . : o i o . R T T

' €_"°E V"chm'YIu'*' 6 -cD’\P-.

“y' desarrollando con las ecuac1ones 1 54 51con q—1/? yb:ps;;q(sé

‘obt1ene un resul tado s:mllar al- obtenxdo en la secc10n 3-1:2
2CHa8p "-a+2t:"f.."P...'+ (R/3) f‘l-' -1 /200 AP o,,=
=—Vo® X a—m Gl.u/v\;+m'f\{l;,.;

El resultado anéiago pafa la segunda de las ecuwaciones 3.12 es:
2CRAG P oRir 200,38 ¢b Fhgr (R/T) G Rb— /m P Pi=

. =V".f"‘.+m €°“A‘-+m’ 4’.“- S

Operando la ecuacidn .15 con €™ vy la 3.16 con € 3, sa

(3.16)
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obtienen finalmente las ecuaciones:

'2(3"‘&""\!";”2" V.‘Aa"‘:mﬁ/\i, (3.17)
e
20%0a l;‘a:.VIi/V\;"“Em Ns.

Estas ecuaciones son la ecuacidn de Dirac para particula de
espin 1/2 y masa 2m, con una fuente que depende de la métrica vy
de la funcidn de onda de la particula de espin 3I/2. Esto es
realmente muy importante pues la existencia de fuentes de
particulas de espin 1/2 implicaria que si uno exige simetria de
la scuacidn de s=3/2 a t=0, esta condicidn puede no conservarse
en el tiempo, lo cuwal genera una situacidn absurda en la que la
metrica « y el campo de espin Z/2 estdn generando particulas de
espin 1/2 Como mencionan Fierz y Pauli, estos campos  mixtos
~ademés 1mp11can prmblemds con - elfprznc1p1o de exclusion en- la
segunda’’ ‘cuantizacidn. - Al considerar la smmetria,j‘las fuentes .
desaparecen y por lo tanto si 1n1c1a1mente no hay particulas de'
espin 1/2 no las habrd nunca.

Concluimos entonces que la generallvac16n adecuada —en. el
sent1do de  qgque solo describa particulas de espin 3/2—- de. las
ecuaciones 2.3 para una particula de espin I/2 & un  espacio

7,curvo,'“imp1ica solamente cambiar las derivadas por - derivadas

‘fwvacio‘ la demostracion no es valida, por.lo. que no existe: esta

cuvar1antes,, 1n:1uyendm ‘las. ecuaciones 2.2. Ahora es pertinente
‘aclarar que no. se: estaﬂtomando en: cuenta el efecto del campo de
particulas de. espin /2 :

‘sentido ‘dlremag qua
‘primer crden." :

3. Invariancia de Norma de la Ecuacidn RS sin Masa en Espacio
S Curvo. y Vacxo. ' LT

L el segunda cap1tu10 se"‘demastré que existe una
transformac16n d” orma ‘gque- ‘deja. 1nvar1ante‘1 Cuacién RS ~sins
CMASA:: e plano.f Ahora’se: demostrard estuf}xsmo =en- un;

,espacxov vacio Yy curvo en general. . Se verd: que’ en. un -espacio no

invariancia ' de norma. - Esta demostracion ‘se’ hard en la
representacion espinorial, _camo cen  las secciones  previas,
utilizando el formalismo introducido en el capitulo I.

La transformacion de norma mencionada, en este formalismo
=3-4

o .-c"‘"":" N -c—'\P':c“'V -lc,
con la condicion de gque Mhe satisfaga la ecuac1ﬁn de Dlrac sin
masas

V"ﬁ-—‘-@.
La ecuacidn de RS es entonces:
v Aoty ”=V°"'V"'-'1c= E""V"'nV-‘.‘XcF‘
=€ "C V3 Vui+ € TR AE“V':.‘,me&] Aec-
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El primer tdérmino del 1ado derecho de esto es cero por la
ecuacion de Dirac para Nec- Utilizando las ecuaciones 1.54, con
p=1/2 y g=0, el lado derecho de la igualdad gueda:

DTN+ 2 EPCHEQN o (/D) € CEMSK WEme A

For la simetria del espinor de Weyl , el segundo término de
esta expresion es cera, vy en el caso particular del espacio
vacio Cats=R=0, por lo que:

VeW' A= Vci& ;lc=C; .

El caso que resolveremos explicitamente, 1a meétrica de
Schwarzschild, es espacio vaclio, por 1o que habra gue probar gue

;laSLgsolucionesjobtenidas no sean triviales, i.e gue no sean de
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CAFITULO 1V
LA METRICA DE SCHNARZSCHILD Y LOS HOYOS NEGROS.
1. Construccidén de la Métrica.

La metrica de Schwarzschild describe 1 campo gravitacional
en el espacio vacio alrededor de una distribucidn esféricamente

simétrica de masa (esto incluye pulsaciones esféricamente
simétricas?), 4 como tal debe cumplir con ciertas
condiciones generales gque incluyen la simetria esférica,

proveniente de la simetria de la distribucidn de masa, Yy un
comportamiento asintdtico gque tienda al del espacio planoc de
Minkowski. Fuesto que aun bajo pulsaciones esféricamente
simétricas la distribucidn de masa mantiene su simetria, el
campo -gravitacional descrito por una métrica de Schwarzschild

- serd siempre estét1co,,(si tiene momento angular. distinto de’

Hicérp;jvesté descr1to PO UNa: métrica de 'Verr—Newman vy.oes
“estac;pnarlo)., Esto es anélogo ‘alcaso. Newtonlano, .donde -~ el -
potencial grav1tac1onal de una _distribucion - esféricamente
simétrica de masa M es M/r 1ndepend1entemente de las -

fluctuaciones radiales que dsta sufra.

Matemdticamente esto es equivalente a que el eléhéhto_ de

arco al -cuadrado (ds?). no dependa de t vy . dependa de las
coordenadas espaciales y sus diferenciales solamente a travez de
_los 1nvarlantes ante jrotaclones (escalares. de D(¢))' dw'dx.,
’vidx.fy'x‘x;." : i

3es+ér1cas (r,e Lf) es entnnces’-~-

'ds’=grvdx”dx ——-F(r')dt’d-"r'E(r)dtdr+r"D(r)drz
- +C(r)(dr’+r’d9’+r’sen=ed(9’)

ol Paralque la. expreszon anter1or ‘quede en su forma'testadqér,
es necesar1o hacer los camb1us de varlable' - o

..ﬁ,j'r=t+@<r)\, o .' fE '*-—c:(r-)r-=

en: donde @ es una func;én arb:trar1a‘ de 'r;w ! :
aliminar: las térm1n05 no dxagonales de la- métr1ca f1Jando.

d@/dr=—rE(r)/F(r),

vy la métrica queda:

L ds?=—B(r ) dt T+A(r ) dr ‘Zer ‘2 (do?+senzed @2), ' _ <4-2>'

- donde B(r')=F(r) Y ; A(r')=(1+B/C)El+(r/2C)dC/dF]4,

 fcon G(r)ys r'(D+E=/F).

‘De ahora en adeiante omitiremos las primés en r vy t, vy de

este modo las componentes distintas de cero del tensor me&trico

jﬁarticulas Be4E$pin 3/21en'Espaci94CUfVQ.’
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4. M2trica de Schwarzschild

s50nNn:
Qoo=—EB(r) , gu=Air), Qza=r?, gss=rigenzo,

donde las Ffunciones AG-) vy B(r) estdn determinadas por las
ecuaciones de Einstein para el campo.

Puesto que 1 espacio debe reducirse asintdticamente. al
espacio plano de Minkowshki (cuando = es muy grande) cuya métrica
en coordenadas esféricas es: -

ds?=—dt2+dr?+r2(d02+sen?od @ 2) , (4.3

tendremos 1im A¢r)=1lim B(r)=1. (4.4)
r—>oo y—» o0

Ademas es necesario considerar el limite Newtoniano de 1la
métrica, que en coordenadas esfér1cas es:

'~wdsz——(1+vw>dt=+dr=+r=(de=+sen=ed«f=),rnj S R (4 5

donde @——M/r es el potenc1al Newton1ano. Notese - que en’ el limxte
en que r>>M esto se reduce a la meétrica de Minkowski. Puesto que
. la trayectorla de una particula en un campo gravitatorio es una.
‘geodés1ca,' es decir una_trayectoria para la cual el elemento de
arco "s" entre. dos puntos cualesquiera sea un ewtremal-

‘j (1+70—v’)"’ dt j;:(1+0—1/2v=)dt,f
g L T? Jo, :
: ue @ y vz son ;ﬁcho menores que c' 1. Hay ' que aclarar que el;;_.f
wsrgna en el rad1ca1 del primer 1ntegrando pruv1ene de gue “.la:.
‘particula ze mueve a una veloczdad menor que la de la lusz y por
lo - tante ds? es negativa. Al variar esto con respecto a la
trayectoria se obtienen las ecuaciones de Euler—Lagrange
orrespcndzentes al Lagrangeano por ‘unidad de masas

dE‘;’) 12 :

- Salvo' por ‘una  constante sin- '1mportanc1a, dste as el
’»Lagrangeano : correspondlente al mDvxmlento de una particula en .

.:fun campo gravztatorlc Newtoniano, lo cual justifica la eleccion
cde: - la métrica en esta aproximacidn. Este  resultado es

interesante puesto que permite contemplar a la gravitacion de
Newton como una curvatura del espacio. :
Las ecuaciones de Einstein son:

'R“Pf(l/z)g,PR=8n Tup : . (4.6)

donde Txpsp es el tersor de energia momento que contiene todas
las fuentes de energfia y masa en el espacio. En el vacio este

Ltensor es - Eero, 'y tomando la traza de las ecuaciones 4.6
(Trlgup I=gapg*f =4 ) se obtiene que R=0, por lo gque la ecuacién
que. queda por resocolver es:
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Para resolver explicitamente la métrica, es necesario
construir los simbolos de Christofell de segunda especie (ver
definicidn en el capitulo 1) para la métrica 4.2, y con ellos
obtener las componentes del tensor de Riceci, gque son:

Ru=B" (r) /2B () =1/4(B " () /BFrIDEA  (r) /Br)+B° (r) /B(r) ]

(a)
A () /rAaGr),
Raz=—1+(r/2A)L~A°/A+B’ /BI+1/4, (b>
. (4.8)
RSFSEI‘IZGF\'zz, (c)
Rw="B"/EQ+1/4(BQ/ﬁ)EA'/Q+B'/B]“B'/FA, (d)
Rrr=0 para M#EY . ‘ ~ , ' . ()

; De aqu1 resulta ev1dente que en 4, 7 solamente es necesarlo
“acuparse de la dlagnnal de Rrv.“ Sumando 4 B(a) (d) y usando,.'
‘4.7 se abtiener : ' o _

T B'/B=—A°/Ay T O ‘ A(r)B(r)=constante;

idebido a 4.4 esta.cohstante debe ser uno y por ln'tahto;
AGO=BOYSL A

;Las ecuac1ones’4 B smbrev1vmentes’jjuntpicohgﬁnéfp

-R,.-—1+ra +B=0, S R e | ‘4 10’
Ru=B"/°B+B /FB-R u/7rB 0. |

Por leo gue Raa=0 implica gque Ru=0. La solucién de 4.10 es
"entonces' . T : Lo

TB(r)—1+fconstante/r)

‘,Utlllvando 1a ééuétibﬁfﬁ;S”péFé"?iJéF7:laff:dﬁsténtg,ifSef 'i
obtiene flnalmente:j - A e Do SR e

Blr)=1-2M/vr R y ALY =(1-2M/ Y
por 10 que la métrica es: |
ds?=—(1-2M/r) dt?+ (1-2M/r ) 'dr2+r? (do2+sen26d w2, " (4.11)

Esta solucidn fue obtenida por primera vez en 1916 por k.
Schwarzschild. :

2. Los Hoyos Negros.

2.1i) La métrica de Schwarzschild en relacidn con un hoyo negro.

':Paftitulés.de_Espin”slz.ep;Espacio Curvo. = | - 33




4. Meétrica de Schwarzschild .

La presidn 4.11 es singular en r=2M, pues en este caso
Goo=0 Y gn diverge. Esta singularidad no estd asociada
necesariamente a alguna singularidad del espacio—-tiempo; se debe
exclusivamente al sistema de coordenadas utilizado. Un ejemplo
de este tipo de patologfa introducida por la eleccicdn del

stema coordenado es el de los desplazamientos azimutales en ©
=0 sobre la superficie de una esfera. En esta situacion gxs=0
por lo gue el sistema de coordenadas es patoldgico alrededor de
B=0, lo cual no implica gue el espacio lo sea.

Fara saber si la singularidad en r=2M s o no real, es
necesario saber gue sucede desde 21 marco de referencia de' un
observador que cae hacia ella. Si el tiempo propio gque tarda en
lilmgar a la superficie r=2M vy las fuerzas de marea que siente
ahi no son infinitos, podremos concluir gue la singularidad no
es fisica sino debida al sistema de coordenadas. .

. Un calculo tedioso™ lleva . a gue la trayectorla de este
jobservador en el espac1c tlempo esta dada por.~ i

"U=—(4M/") (r/"M)"’-H:te"
(4.12)
t=—(4M/3) (r/""M)”’—-4M(r'/"’M)"’+1nC ¢ (r'/"‘l"l) Yir1) s ((r/2M)172-1) J+cte,

donde T es el tiempo propio del observador. R
L Mlentras que el tiempo requerido para llegar ar=2M, medido -
en el marco de referencia del observador, _es‘flnlto,el .mismo
‘ ’ ed1do.*gn'xunr slstema :de referencia ey terior  es

EMei- (v reteysaM, o cerca de 2My
r/2M=1+cte (expi—t/2M1) ,° . I

. Desde luego el tiempo relevante es el propio, de  manera
ique 51,puede llegarse a la "singularidad! en un tiempo- finito.
Aun - asi-es curioso que en AUAN-MArCo.. :
n t1empn 1nf1n1to., Esto ya: 1nd1ca*que“ .
“peculiar gue < como; tal requ1ere deun: _ «gel_ evento
Chorizonte;: tamblén lldmadu hor1 ontﬂ de eventos,rza' 51mplemente

‘horizonte.. .0 : :

refe enczaﬁexternu -1 mlda[;f*

En cuanto a las Fuer”as de marea, éstas Estén determ1nadas’w

por las componentes del tensor de Riemann en el  marco de
referencia ' del observador. De la relacidn entre el  tensor_ de
Riemann vy el de Weyl, se ve que en el vacio son iguales, y como
se verd en el prdzimo capfitulo este Gltimo es inversamente
proporcional a 3, por lo qgque las fuerzas de marea son finitas
sobre el horizonte. Entonces, si la masa del observador es 1o
suficientemente grande no serd despedazado por ellas (en
realidad  su masa deberia ser mayor que mil veces la del hoyo
“para no resultar destrozado'®).

Matemdticamente se observa gue @l tensor de Riemann, en el
marco  de referencia del observador gue cae, no diverge en el
horizonte, mientras que s{ 1o hace en la singularidad real
r=03 por. 1o que la superficie r=2M no es fisicamente singular
(se dice que la singularidad es sédlo aparente). De esta manera,
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debe existir wuna transformacion de coordenadas tal que se
elimine esta singularidad no fisica.

Esta transformacidn existe y no es dnicas Eddington (1224)
y Finkelstein (1258)*® propusieron dos de éstas, avanzada vy
retardada respectivamente:

V=t+|"*; = Y W’—"-t_l"*: r=r : (4.13)
en donde 1% g5 la coordenada definida por Regge—-Wheeler ¥:
F*EI (1-2M/r) “dr=r+2MInlr/2M—11. (4.14)
Donde se ha elegido la constante de integracion de manera que r¥*
tienda a —~ o0 en r=2M. Cuando r>>2M, r¥* ~, .

En la transformacidn de Eddlngtnn y Finkelstein (EF), v=cte

Yo - w=cte describen geodés1cas nulas '‘entrantes  y salientes

(la avanzada), la: métrl:a queda“'r”w

dsa==(1- "’M/r)dv=+2dvdr‘+r—3(dG’-f-sen’E»d @n . <4.15)

' Esta - es no singular y analftica en 1la regicdn 0 < r <o, Yy
r=2M. es una superficie en la que t  es 1nf1n1to. la .métrica
,presenta‘ la caracteristica de: no ser s;métr;ca ante inversiones

1retardada“~bajn lafcual la métr1ca se*transforma en.ag@

ds'-—(i—ZM/r)dwlﬁzdwdr+r=(d91+sen’ed q’).

Estas " dos métr1cas descr1ben‘el mismo . espacio externo
(isomstrico con el espacio de Schwarzschild), pero diferentes
regiones internas (r menor o igual que 2M). La primera describe
un’ espacio. con una membrana un1d1recc1ona1mente permeable en

‘ CarTague cualquiera ‘que‘atraviese - ‘1a  membrana’
er llegue a la- superflc‘g de. la dxstrlbucxbn ‘de. masa.
segunda des:r:be un espacio Jnversn, es decir’ una membrana ‘que
27 es permeable en la atra direccion del’ t;empo.- no perm;te entrar
e geodésicas: ‘nulas-o-de t:pa tzempo,, permitiendo salir todas-las
geodésicas causales. Al primero de estos objetos se le 1llama
hoyo negro vy al segundo hoyo blanco. Esto puede verse en las

graficas I .y I1I. :

.81 se hacen ambas transformaciones simultaneamente la
métrica recupera la simetria en el tiempo. A la transformacion
resultante se le llama de Kruskal—-Szekeres'™, y se construye
utilizando las dos coordenadas, adelantadas y retrasadas 4.13.
El primer paso es combinarlas directamentes:

ds?==(1-2M/r) dvdwHr? (de2sen?ed 42, S : S (417D

donde rvesté definida implicitamente por:

(1/2) (v—wW) =r¥=r+2M1nlr/2M—-11 .

'”:fradxalmente de r=2M. Con la. prlmera de. estas transfnrmac1on95':‘«

”[en el txempm y . es:por esto’ que se 1ntrodu:e’.1a transforma:xdng'5

no.permlte salir: geodés:cas nulas o d9“t1po,'tlempa y'A w

'La"w
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A partir de aqui, se pretende llegar a una métrica que
tenga la farma de la de Mintowski, para lo que aplicaremos 1la

transformacidn mdads general de coordenadas gue preserve la forma
4.17: ' ’

W =w’{w)j; ‘=vi(v),
donde w' v v’ son funciones arbitrarias de tipo C'. 4.17 queada:
ds?=—(1-2M/r) (dv/dv ') (dw/dw’ ) dv dw +r2dss?, (4.18)
donde d.)?*=do2+senzad@ 2.

Fara reducir esto a la forma correspondiente al egpacio—
tiempo de Minkowski se define:

=c1/ﬂi<v'—w'>- =LY (v )
fLa métrzca toma la forma-"

ds2=F2 (t 1 ,u ) (= dt'=+dv'=)+r=(£" yd£e,

- La eleccidn de las funciones v’ vy wf“prESéntan. un - nuevao -
grado de libertad;  para cada una de ellas se tiene una F(t -, )

odistinta cuya eleccidn dega invariante la métr:ca.g lLa - eleccidn
,de Krusval fue““ . -

v’ (v)—eypcV,4M3. V;_:ka_ﬁﬁ,"gjkwi—"e p[—w/4MJ,~*"

de donde resulta que Fr=(3 ‘MS/F’EAPE*F/ZMJ, Y r esta d_term1
implicitamente pors: o

C£2— "By == (r/2M-1) exp (r/2M) . o o a9y

'Fxnflmente la métrlca de hrusval Svekeres queda.

o ods?= 3°M=/r)expc—r/°mz<—dt ’+dw”k+r'dil3g.

::Ehw func16n de r y t,':las coofdenadas de
sSon '

X'=(r/2M-1)%2 explr/4mMlcosh (£/4M) , N
: r mayor que

; 2Mm
L =(r/2M=1)%2 euplr/4Mlsenh (t/4M) 3
®'=(1l~r/2M) 2 euplir/4Misenh (£/4M), ;
. ‘ ) ~omenor que 2M .
Lt '=(1-2M/r)>? euplr/4Mlcosh(t/4M).
‘ La singularidad aparente en la métrica 4.11 en r=2
desaparece en 4.20. Este horizonte se transformaen las .rectas
® =kt La regidn definida por % '>It‘l es isométrica a 1la

region de la solucidn de Schwarzschild para r»*2M por lo que

_Espin 3/2 en Espacio Curvo..
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describe el mismo espacio. La regién definida por x>t es
isométrica a la tensidn avanzada de Eddington-Finkelstein,
mientras que 1la reglon deflnlda por x'*t’' es igométrica a 1la
extensidn retardada. También aparece una region definida por
RS - que también es isométrica a la solucidn exterior de
Schwarzschild. Esta regidn, como la de x">=1t’'1, son  espacios
asintdticamente planos que estén ubicados en lados opuestos del
llamado "puente de Einstein—Rosen"3. Esto condujo a que Wheeler
propusiera =1 concepto de “agujero—-gusanno", gue entendia el hoyo
negro como una puerta hacia otro universo (i.e., las particulas
que siguen geodésicas hacia r=0 nunca alcanzan r{2M, sino  que
cruzan hacia el otro espacio.) A partir de este resultado,
Wheeler propuso gue la masa fuera solamente una peculiaridad en
la topologia del espacio. Sin embargo la transformacion de
' Kruskal-Szekeres did 11 traste con esta hipdtesis®,
‘ En el plano (t',x'), la luz emitida rad1almente tlene como.
_,lineas de universo 'las. rectas x'=+—t‘+cte por. lo que la aperturaﬂ
“idal” cono-de luz es—dé 0% en- todos 108" puntas del . plano. Adends
la singularidad real de r=0 se trans sforma en dos singularidades:
" las. hipérbolas E e (L 2) 102, Las superficies t=cte -son
rectas . de pendiente +-1 . vy las superficies r=cte son .-
hipérbolas . = ' : ‘

-,-:.-‘ ;constant <2m R .

(sinéﬂqrity)‘ e _ ey 2’

r = constant Lol
> 2m ‘

31,

i_: A

®1=0 (singularity) ~r = 2m
- : r = constant
R . < 2m

BRAFICA Il

Diagrama de Kruskal: muestra las regiones asintdticamente planas
Iy 'I’, .y las regiones 11 y II1’ para las cuales r<2M. -Obtenido
de la referencia (4), p. 154. :
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En 1la gréfica III se ve que las lineas de universo gue no
son de tipo espacio no pueden pasar de la regidn I a la I°, ya
que estan obligadas a pasar por la singularidad real en r=0. Lo
mismo sudcede en 1l paso de I a I. Entonces para pasar de uno a
otro universo, una particula tendria que temner wna velocidad
mayor gue la de la lu=z. Es matemiticamente claro en la expresién
4.20 gue puede existir una geodésica suave que una dos eventos
=n lados opuestos del horizonte; esto termina por confirmar el
argumento anterior pues no ocurre nada extraordinario al -cruzar
esta superficie.

Resulta entonces gue la imagen correcta de las regiones de
la grédfica @5 la siguiente: La regidn II es el interior del hovo
negro v la II1° es el interior del hoyo blanco, mientras que las
regiones I y I’ estan desconectadas.

Reuniendo toda la informacidn anterior, se puede hacer un
sumario de las caracteristicas esenciales que definen un hovyo
negr‘c"’ -

: "Un hoyo negro’ es un- espac1o—t1empo asintéticamente plano vy
'Estac1onarzo que satisface las ecuaciones de campo de Elnste1n
para . el vacio. Estas dividen: al ESpQCID tridimensional len- dos

regiones separadas- una reg16n exterior v una interior. separadas-

por -una superficie bidimensional C* convexa —"horizonte"- de
tal forma gue ningdn punto en el 1nter1or se puede comunicar con
el . espac:o exterior.”

2 11) Lus parametros de un hDyo negro.

pl"DCE’SD “ C|LlE me;or

S =1 (podrla elucubrarse subre e pD51ble “presencia
‘desde el 'Dr1gen del universo, sin ‘embargo .’ esta suposicion
oexcluye lal posibilidad  de atacar el problema ‘con- la “‘fisica
conacida  pues al ser éste un evento singular, no sabemos como
.eran las leyes de la naturaleza entonces). Un hoyo blanco no .se
puede - formar, por colapso gravitacional pues. no puede pasar
’mater1a del exterior - al- interior. del horizonte de eventos. ' For
g@sto rsumamente 'mprobable que eg1sta un quetdjwde@-estaS“
caracter{sticas. , e =
. ”{Eh;"uahfbﬂ”a ”ra ‘¥Drma:16n def'UH‘ hoyo~ nEgrD, como la
superficie r=2M. no. -presenta ninguna ‘singularidad: real no.. hay
Lningdn 1mped1menta para. que ‘una estrella rebase, - enﬁlsu
s ecomntracecion gravitacional, este radio. Una vez dentro ‘el
colapso es inevitable, vya que las lineas de  universe de las
particulas que constituyen la estrella no tienen m&s alternativa
que acercarse a la singularidad r=0. Notese que para describir
correctamente el colapso gravitacional de una estrella real es
necesario tomar.en cuenta la contribuciégn de la luz que emite
al “tensor .de energia-momento. Sin  embargo la solucidn de
Schwarzschild es uwna muy buena aproximacion',
Ahora, las particulas constituyentes de la estrella en
colapso, y. la estrella ‘misma, tienen en general los mds variados
parémetros, i.e. masa, espin, carga, momento angular orbital,
etc., por 1o gque se esperaria que, en funcidn de éstos, un hoyo
‘negro  tendria un comportamienteo sumamente complejo. En este

Particulas;qé'Esp£n 3/2_en~Espacio Curvo.
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contexto, la métrica de Schwarszchild es una situacidn sumamente

simplificada en donde no se consideran ninguno de estos

parametros Yy se supone ademads un cola APPSO esféricamente
. L4 . .

simetrico. Sin embargo Werner Israel demostrd en 19467 que la

dnica solucion de las ecuaciones de Einstein que corresponden a
un agujero negro esthtico es la de Schwarzchild. En 1968 Israel
complett su teorema:

"Cualguier hoyo negro estitico y con horizonte de eventos
de topologia esférica, tiene campos externos determinados de
manera unica por su masa M y su carga de hecho esos campos
externos son la solucidn de Schwarzschild cuando @=0, y 1la
solucidn de Reissner—Nordstirdm si Q#FQ. "

Ambas de estas soluciones son casos especiales de 1la
meétrica de Kerr-Newmann que ademas involucra =1 momento angular
S del hoyos

ds?= —é%[dt asenzedtf]’+sen=HE(r’+a=hjq —adt1?
s> (4.21)

;+ zdr’-;- # =de=

e : donde A“Fz_ﬂmr+aZ+G!2- ’ ,‘ ' P 2__:_}- 2*"&\’(:05’9: i a:s/n_ -
. La. metrica de. Réissner—NDrdstrém se obtiene de dsta
haciendo S=0, mientras que la de Schwar 'schild- se. obtxene cuando

S=R=0. :
' Re:1entemente se pudo demostrar"' que la métr1:a de Kerr-—
gNewmann g#s la Gnica solucion de las ecuaciones de Einstein que
”representa N hoyo negro con: masay.: carga y momento angular. ‘S5e
Nj € | sl unans estrella ‘en vias de’ colapsarse tzenEs;‘
B - ,lgun parametro ademas de los anterlores, éstnf@deberan'
”fde perderse si.-se ‘ha de formar un hoyn negro. - En partxcular,'unf
'icampo de espin I/ 1mplicar1a un’ parametrn asociado. SRR S
‘ 'De esta conjetwa se dice que . los hoyos’ negros’"nci t1enenf‘
pelos", - entendiéndose por pelo cualquier parametro distinto de
_masa, carga y momento angular. . : .
RN ha demostrado que en primera aproximdcién
'espin /2

[ (=]
espin rfalrededorx .
e t1ene -1nc1denc;ag <

- un hoyd"negro ‘de’ Schwar*schxl ;
‘u}dxrecta sobre la.":onJetura de lcs pelos"
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$. Parametros de Curvatura Tetradiales y Espinoriales’

CAPITULD v.
OETENCION DE LOS FARAMETROS ESFINORIALES DE
CURVATURA EN UN ESFPACIO TIEMFDO CON
METRICA DE SCHWARZSCHILD.

Fara obtensr la solucion de cualgquier ecuacidn espinorial

@n un espacio curvo, s necesario obtener explicitamente las
derivadas espinoriales covariantes, que se obtienen a su ver de
sus componentes tetradiales. Fara evaluar egpecificamente las

condiciones de integrabilidad es también necesario obtener las
im&genes espinoriales del tensor de Weyl y del de Ricci. Lo méds
evidente de entrada es gue en la métrica de Schwarzschild se

tiene gque R’a(p =R=0, por lo gue su imagen espinorial también,
i.e.s
Caséd=r=0), , o : S (B.1)

CEn termlnns generales, el prncedlmlentn a seguir |’s el

tetrada’ nula  —con precision a una transformacion . de Lorentf—_’

Cutilizando la ecuacisan 1.31. Con ésta y la ecuacion 1.27 se
construyen - las componentes tetradiales de las derivadas
parciales. Por otro lado, con la primera ecuacién de Cartan
. €1.42) se’ Obtlenen las %, para luego obtener ' las: -

S e con las- ecuaciones 1.41 y 1.44. De agui, con la  segunda
" ecuacion de Car-tan se ubt1ene la 1magen esplnorlal del tensor de
Weyl. i 4

Fara. Dbtener la tétrada nula hay

cjue ewpr‘esar

del-
-'_’\'1”.-1, tomando en t:uenta que’ para que ésta sea nula R=1=% necesarlo
S ques a3 y a%’ sean reales, v que el*=e?,  For 1n5peccxdn,' de la
_rvmétrlca 4,11z . SR ‘

L':E-"—(l"/r) (d(:!+1 senedq Y3 er=aleg
(1/J“>c('

1./-‘[“‘) E (1—’?M/r)-uzd‘.. (1"7M/|")“’dt] e s

7M/rr*ndr+(1— M/r)vzdt3v47

"'i,;{-de dcmde, derlvandc ax terlormente -e 1gualando con el lado derecho
de la przmera ecuacion de Cartan se obtiene:

del= (dr/r')/\e'+(1/~/—')cnf-serd(:?/\ de =
—(1/I"—/_')(1—'""”/1")"’EE’AE’*—E'AE‘]—CQ‘!ZQ(l/l"r)E‘/\e’ =
=—iA [MTire3a M g-en M.

Asi pues, igualandeo términos semejantes:

- r'nz- Cea22=0y .Pizn'-“.r‘ua; |

T an= Mize= Taan= (17643 (1-2M/r) 172,

e Espih 372 ‘_eni"Espac‘io‘-Cuﬁ'v‘o‘

Particulas ¢
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e? no da ninguna informacidn extra pues es el

conjugado de et. Desarrollando an&logamente ded
obtiene:

complejo
y de*t se

;""\‘z‘z '_'ou:('); r-'su"‘ r14|3= r-.snz"" r1n23= r‘uz" r‘ozx=‘:’;

T ses=—AM/ 23 (1-2M/r) -1i2,

Esta informacidn, junto con las prop1edades de simetria de
las [Twe las determinan completamente:

M= 512 ==2 r-lxzs es real ==& l"z:s= T i2s= r1123=—'r‘z|:
==» [awe=0 y [he=—/ed@) a-zmsreve,
Rep1t1endo muchas veces este tlpD de desarrollo se ;thiéne
 f1na1mente' ' o » : v :m; AR
r1u——(1/r4ﬁ)(1~7M/r)‘“e‘? r1u——(1/r4_3(1—°M/r)‘”e’- 5.2
5.

Tt M se= (1/rv/2) [cot® (ai—at) + (M/r) (1-2M/r) "2 (at-e3) 1,
FPor Dtro lado, con la ecuacion 1.27:

‘ de—d*< 2 T—~e-3 .T.;,

fDesarrollandov ambos 15&55' dei esta ‘éﬁuééiaha
7térm1nos por dlferenclales s th1ene.‘_ T

pégfﬁpand§f ‘“”

19:-(1/-'--/")(9 —i/sene 3y )3 L 9a= g

’9.—(1/4 YL (1—-2M/ Y102 3,+(1—-"‘M/r)“” 3.3-

7,,';.-(1/-/") C (1—-'7M/r)"’3 ”;(-A1—'='M/r)-"= a ,J.,,

S H;;an[~la ecuac1an 1 44 se- Dbtzenen todas la _J?qﬁgdiétiﬁtasymﬁg
de cero:z. S . ‘ : . T R

T = D= (17693 (1=2M7¢6) #'2; '

== [Taa=¢1/243F) cote; (5.4)

Tiae=— Thas=— (M/ 2V 2) (1-2M/r)-ri2,

Ahora se calculard el valor de la imagen
tensor de Weyl en la métrica de Schwarzschild. Antes. de utilizar
directamente la segunda ecuacidn de Cartan, determinaremos
cuales son las componentes nulas, utilizando la clasificacion de
Fetrov—FPenrose -introducida en el capitulo-I. Fuesto que -la
métrica se encuentra en el grupo D: .

espinorial del

Casco=F, (Al sMcMp, .

Ya que las componentes e’ y e* de la tétrada

nula sdlo
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difieren por- el signo de la parte temporal, de acuerdo a 1la
discusidn del primer capitulo es natural que éstas determinen
por completo las DGFN. Su relacidn con los espinores
gravitacionales es entonces:

33M=g.arK“K55

e* =g R MaM;.

Fueden escogerse K. y Ma reales y normalizadas como:

(Fa)=(0,1) 3 (Ma)=(1,0)

de donde la dnica componente 1ndepend1ente distinta de cero de
Casen. se2rd Chiaz.

. Utilizando esta informa;ién en la segunda ecuac1bn de
[]Cartan En $0rma esp1nor1a1, Newman Cy Fenrose obtuv1eron.,' T

- —d r‘n"' r‘u/\‘ 12—(311229’/\@‘ DA
-d r‘u"‘ PN 22=C 12300 22, ' : . . ’

S ""d a2 rrr'xzhr;==cuzbze./\ e

"Integrando estas ecuaciones obtenemoss:.

_1n¥Drmac1én aqui con (PAar : 31
“en forma ex plicita, vy en’ prlnc1p1o integrar, las dos ecuaciones:
propuestas (con y- sin masa) para particula de espin 3/2.
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CAFITULO VI

SOLUCIONES EXFLICITAS DE ILAS ECUACIONES FARA FARTICULAS
DE ESFIN Z/2 SIN MASA EN UN ESFACIO-TIEMFO
CON METRICA DE SCHWARZSCHILD.

Debido a la teoria de supergravedad, el caso de un campo de
espin I/2 sin masa en  un g@spacio curvo en general cobra
importancia. En esta teoria, el doblete de particulas de espin
Z/2 y espin 2 (responsables de la interaccidn gravitacional, Y
que estin representadas por el espinor de Weyl) forma una
representacidn irreducible del Algebra de sus transformaciones.

L.a teoria de . supergravedad aes invariante bajo
transformaciones del tipot: i :

~w ""-—-—} "P -——"'P-l-p\f k

‘de ~donde - la- 501uc10n tr1v1al ‘que se 1nvestxgo ‘énj e1'?teﬁtér;iq_

capituleo  para la ecuacidn de RS sin masa puede ser: Jreducidaia
cero mediante una transformacién de supergravedad. : -

1. SDIu:ldn de 1la Ecuac1an <7”' jn=0

, Coma se vid. en el capftulo II, una ecuacidn descr1pt1va de
iuna particula sxn masa en reposo, de espin‘u/7 ess :

m(biiyi

U Las
esta ecuacxén en el cap{tulo III ‘sON:

C"'."f"p“=0, - ‘ » ) » 7 (6.2)

—métr1ca defSchwar7sch11d tomarla‘forma.w,wﬁ_

“"'C"'nhyn 13—0

;De, aqu£~'sé ‘obt1ene que estas dos camponentes debeh fsefj'
cern,f por lo gue las ﬂn1cas componentes distintas de cero seran
“VYau 'y ‘Puz- Las ecuaciones’ que sat1sfacen son: : )

7' Yin=0; ""f:u-—
. . (6.3)
WV ** Waaa=03 <7**¥azz=0.,
Utilizando 1la definicidn  de las ‘derivadas covariantes
espinoriales en términos de - las derivadas covariantes

 tetrad1a1es, y la expresion explicita de las matrices de Fauli
(en representac1dn tetrad1a1) estas ecuaciones-equivalen- a:

: V;’f'“.=0v; 1 Mu=0
v:ﬁfzu=0; - ; Vo'fn:—'—'o .

cond1c1ones ‘de 1ntegrab111dad que ‘se ‘dbde&efbn  para. o

wque,wcons1derando la. simetria de las sy la_de las c’ Sy en-la.



6. Soluciones Explicitas sin Masa .

8i definimos: A"‘E(\{’ul; Af-’—-ﬂpz.lz,-

Yy usamos la definicion de las derivadas covariantes tetradiales
Y la ecuacion 5.4, esto es:

(3 3=3 [ Tyze+ r'xu)/\y =03 €3 ,+3 r‘zu)"P=0;
(6. 4)
€D ot M= Mooty =03 (D 243 M21,) P =0,

Utilizando las ecuaciones 5.3 y 5.4 para la primera de las
componentes (ya que el comportamiento de la segunda es el mismo,
pues las ecuaciones solamente wvarfian en el signo de 1las
derivadas temporal y azimutal):

£ (1-2M/r) 3,+’J,+1/r#-<1/'-’)|~1/r=:1"1’=0; .
3 (6. 5)
s -t /sene) 99 +(o/")cot6]"? o TR

Separanda “P en el producto de func1onesﬂqué dépéndénfﬁniCéméhté7 
de cada una de sus varlables. T

NAr,t,0,¢ )= F(r)T(t)G(e)H( ¢,

se abt1ene-

.VF.T(t).—eue ~;‘1>,1H( re )_e-lluf

Dunde w Y k son las cnnstantes de.

separacidn.. L
kpara la parte rad1a1 es entonces. : e

F(r) =Aexpl f.-cr—-zm 4 (M/2r—iwr—1)dr 1=

L=(r/2M -un(,.-/':.-M._l’)'e«=/4'zsmae’-_iw. o o . - C(B.s)

'56(9)-B(csce+cot9)'sen““6.'

» Nétese que para que,H(?) sea monovaluada en cero .y 2W . , es
necesario que k sea entera. Lo cual implica, claro esta, una.
cuantizaciodon de las soluciones angulares. La solucidn completa
es:

ﬂJ=EC(c5c6+cote)'sen““61x }
i . . ‘ (6.7)
CAr/2M) =178 (= /DM—1 ) ~ 37421 -tmir=C)=tk P ]

G (o) es singular en 6=0 vy ™, sin embargo se debhe a la
"simngularidad —~trivial-. correspondiente al. sistema de coordenadas
utilizado, singularidad que vyva se discutid en el cuarto
capitulo.

Fuesto que la métrica es esféricamente simétrica, solamente
las partes rédial y temporal de las soluciones de la ecuacion de
onda son relevantes en cuanto a su significacion fisica como
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 componentes de wun campo de espin I/2. En efecto, como la
“"singul aridad" en la parte angular de las  soluciones no es
fisica, la posibilidad de uwun comportamiento fisicamente
inaceptable puede provenir dnicamente de las partes en r y t.

E1l comportamiento aparentemente complicado de 1la parte
radial y temporal de la solucion 6.7, toma una forma muy
sencilla si la expresamos en funcidn de r*:

"P(r*,t)=(F/EM)'”‘(r/EM—i)'"‘é““**". (6.8)

El caso de wuna solucidn estacionaria (w=0) es el més
importante, vya que es el caso directamente relacionado con 1la
“hipdtesis de los pelos" i.e., la solucidn estacionaria es la
que introduce un parlmetro de espin 3I/2 entre los del hoyo negro
de Schwarzschild. De hecho, ésta es l1la tnica forma de
introducirlo  en los pardmetros de cualquler hoyo negro si
adm1t1m05 que debe ser estatlco. Esta ess . . )

Firx, w~0)—(r‘/"’M)""(r'/.f.M 1)**" R L ke

. Esta solucion evxdentemente no es fisica, pues aunqgue
converge en el infinito, diverge en el horizonte. Esto . indica:
que no hay "pelos'" de espin 3/2 sin masa asociados a una métricaﬂ
de Schwarzschild (Segidn la ecuacxdn 6 1).'

L2l Ecuac1dn RS szn Masa.

Craecuacionas para particula Csin masa 3.2.3 :Dado. que Casts »},‘las .
‘ :ond1c1Dnes o de 1ntegrab111dad Sine il proporcionant nzngunajf’
informacién.: En este . caso, la - 4 sat;sface la ecuacisn

conjugada de la b, por - 1o que sb6lo es necesario resolver esta
ﬂltima: :

; V”Y nl—og " 'y “_ ’Y AD= AP.(AI" ->. )
-fEs convenlente def1nir las nuevas var;ables-
Fum ,:_;,, e L g
l‘ e ] "‘P 11 2 o "P‘:z ”P 2= A“’: . (6. 11)
«Pz”zﬁf‘ {‘f“?’:’q" . . """=w3|z="‘f’n

‘ Desarrollando esto de manera idéntica a las ecuaciones. de
la seccidn anterior 6.10, las ecuaciones quedan: : :

— M) ¥ g ¢ s+ M= Mo ¥,=0;
€ 4t o) ¥ 2= (9 442 Myt Miaed W 4=0; ‘
€3 ,+ Ca) Yo+ (3 s* D=3 M 0¥ a2+ Uhig ¥e=03 (b 12)
€ 0+Z M) Wi 3 42 M= Tiae) P MM ¥a=0: o

€. ,— r.zu) A=) o+ Taa— r‘nzn)f‘f =0

Particulas de Espin 3/2 en Espac
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&H. Soluciones Ex

(73 at M2 At ( 3 32 Tt [ Ti2e) Ws=03

¢t Mo W= (9 ot M-z r’u;) 4 og= T i P a=03 _ (6.12)
T2 Wt (2 s+2 - (Thaed ¥ '

mamente complicado, por lo gue para
porales de la forma @t t,
lidad ya que como las

&n general temporal es:

€Y 2#3 o Uinnbe=0-
sistema sSW
enos soluciones tem
pérdida de genera
1es en t 1a spluci

Este ees un
simp11f1carlo buscar
Esto no implica
ecuaciones SoOn linea

Alw)et"tdw,
Dived . B
de las wW's Y’ A una funcion
EVplic1tas quedan.r, :

‘donde‘ D(w) es el ‘dominio de valldef
y_zmr2r1 Pi=03

arbxtrarxa de wWa tAsi, las!’ ecuac1nnes
y b+ (1-2 an/n-mc (r-—i.“M)Z) Fiwr+

e ¢ 1/2)cote+ (1/5én6) g
eiwr+2e9M/2r3“P4=0;

U%*%i/Z)CDtB—(L/senQ)Qq)’?g—(1—°M/r)““E(F—ZM)Q,

Y+ 1/ cote+ lsene) 94) '~P.+ ( 1—”M/r y-1rap (r=2M)2 oiwr+l ~M/2r 1Y 2t

(b 1&)

i "+\(,1—-"’M/r) 2 oy,._o- £ |
wr+2-—7ﬂ/"’r 1 "Pa

“« ae +(3/2) :ote—- “ lsene) o.e) '\P = (_,1“-]2|~‘1/1f;§'> “iag (r—2M)9

= L—u—zmr) uzof,f.o;

(3 m(1/2) cOte- Y /sene) 9“, -2M)2 ,-—iwr+1+3w2|?3"P =03

b} W.—-u—-m/rrmc (r
"’)n/m-mt:(r-.mn c+iwr+2-9M/

:rJ”Psé93 '

_(:') . (N1‘/'2)”cot9+(1 /sene) 97 I,

<9e, +(1/2)cote—(i/sene) 0‘,) w;—u—zn/r)'vﬁt(r—-zmn LW r-+1—n/"r3“k.+‘”
i -14)

+<1—vn/r>v=f+.—o,
L—2M/F) AL (r=2M) et w.‘—f24-7n/2r3’\?.4

(De+(u/“)cnt9+(1/§en9)Q%)“+.+(

~ 1 —2M/F ) 12 Ye=03
complicado, de 16
nitas. Sin embargo existe una simetria
4 ecuaciones 6.14 de las 4 ecuaciones
ficaciones de 1a siguiente tabla:

Este sigue ;siendo un sistema muy

ecuaciones con 12 incog
que permite obtener 1as
6. 13, haciendo las identi

e 205

3 2
~a — ~pg
TABLA II - e ]
: N
a0
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Ahora es dtil definir los siguientes operadores:
D32= (/)L (r—~2M)3 (+iwr+1-IM/2r 1],

Dy2=(/)C(r—2M)J +iwr+1-M/2r 1,
TDMR=(/)CAr—2M)I i wr+2-9M/2r ], ~
(&6.15)
D?I2=(/)L (r—=2M3 (+iwr+2-7M/2r1, donde (/)=(1-2M/r)-%/2;

L32=0¢ +(Z/2)coto+(i/send) Jg ,

L+-1/2 =3 +—(1/S~.‘)cot9+(i/sen6\)9“, -

Fuede demDstrarse-directamente que:

f,VD-n (/)"‘f(r) A=Dr1F (1) - x=3/2,9/2,

y tamblen que- c (l/sene)L"“féenéﬁ(é;?~)J=t*’§(e;¢?)£  “'f““'Li
Las ecua;1ones 6.13 . quedans: ‘
a) " L-v2papsa =q;

’ . b) ,’va*.llalY":—D*"' "P.__O‘

' '_L*"=1J.+D='=t (/)-t"P_ “+</>-t"P,—o~

i(1/sen9)L*’”’(sene'¥ﬁ)—D*'”[(/)'"?;J—(/)‘“?,-o.

Las ecuaciones 6.14 se obtienen de estas‘ hadiendo las
identificaciones de 1la tabla II. Utilizando 6.16-a y b, se
pueden obtener los siguientes potenciales (ya que los Dperadores
'*radxales conmutan con: los angulares)'v : :

:4‘=Lf'(’P\; ey

‘yyﬁé las Cnf%éspohdiehtés’étuacionés &.143
~p¥4=D¥2R} Ap*=LVIR; -
pRg=—Du¥2G5, W*S=L*O;lzs'

De estas ocho identidades se obtiene:

Pa=~D¥2p=|_*1/35x . - (1"4=L.*‘”’Q=D*”’R* .

Escribiendo 6.16~c y d, Yy las correspohdiehtes de 6.14, en
términos de estos potenciales:
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L=3/2_ #*1/304+ D372 (/) 3DR¥20]— (/) A D32F=0,
(1/5en®) L** /2L senal "1/2P 1+D¥"2[ (/) 1D3/2R 1— (/) "\D*"20=0),

(6.17)
Loll?L*OIIZS.'_DSIIE (/) —ID*CIIS ]_ (/ ) -lDSI!R:O N

(1/52n8) L**1/20 sendlL /2R 1+D*"2 (/) DRI~ (/) IDRTZS=0

A —D3'=F-=|_ﬂ125*, L¥*172Q0 =D%3/2 %

Estas son & ecuaciones con cuatro incdédgnitas, con 1la
propiedad de que la tercera y la cuarta se obtienen de las
primeras dos haciendop la identificacidn P——> R y Q—=> 8. Es

claro por inspecciédn gue de las primeras cuatro ecuaciones no se
pueden deducir las ultimas dos, por lo que el sistema esta en
.general sobredetermlnado. Pueden sin embargo existir. soluciones
fpartzculares, 51endo la mis atractlva, Hacer P proporc1ona1 a: R
woBTa8 conala m1sma constante ‘de praporcxonalldad.:,g

P=aR  B=as.
Sustituyendo esto en las dos ultimas ecuacionés, se.tiene=,

",(1+aa*5L"”D= por lo que L""Q=O#D“'P

”térmlnos de fp, estn 1mp11ca que “P;— Y 4=0. Anal:vandose
A fament ‘estono es totalmente . ' .
-”pues = ,ridentifi:aciunes1entre«estasydos,comp
'munovaluadas.‘ Ahora’ ‘es: pertxnente demostrar Qui
obtenidas de esta manera no. son tr1v1ales, en e
no son de la forma: ‘ ’

sent1db de queﬁ:e;

. """‘-c—V“-ec N

En este :asn-

CExplicitamentes. .. | . o ool
R - ED ae r',‘.: € \":..e:‘—o,
'L 33— [Thaed €,=0,
€3 a+ T2l €, Min€a=0,
€9 o~ {Thael € 2=0.

Separaremos las var1ables de ambas componentes~

€.—Y.(a tP)R.(r.,t)., Coi=1,2.

Multiplicandolas por r, los operadores de la pr:mera y la

tercera de ‘las ecuaciones sblo dependen de los dngulos, y
resulta qgue:
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Ra=—r [ R, Y Ri=r l—'mﬁz,
de donde Re=—r2({ "' 11)?R,, por lo que R:=R,=0.

De esta forma, 5i la solucidn obtenida con ~Fs= V=0 fuera
trivial, seria necesario que todas las componentes de ~ fueran
idénticamente cero, cosa gque como se verd en la siguiente pdgina
no es el caso.

l.as ecuaciones para el resto de las 1 - quedan
desacopl adas, por 1o gque es mAs fdcil resolver aguéllas en lugar
de las ecuaciones de los potenciales:

aj D32, =03
by . L*ouz.«},’ 0_
‘.'c':) o . :  ’_ ua "f’z=0"
Cdd L*"’?ﬂ~(/)'“*z—0. S :
e) . : D*S(th.=0, - =,
£y ' L_ouz.\p'_o, i i

,L?f=+-;+,<'/_>i-f,'ifrﬁo-' .

pada la similitud, ~hbﬁse;resbIVefah"erplic1tamentefilaé
segundas cuatro de estas ecuaciones. De &£.18B-b: . S

'“P:—[e"“fA(csce+:ote)'sen““e]F(r), k=0,1,2... (6.19)

dnnde F(r) satlsface D"’F(r)=u. Esto en. 6 lfrf 1mpl1caf;L:;‘x’ﬁ

G(e)H(?)(/)“F(r), (6 20),,17' 

'}f;cnn L*W’EG(G)H(?)J—eﬁhvﬁ(cs:e+cot6)'sew“"e v o (6.21)

Debxdo a la relacidn antes mencionada entre los distintos
operadores radiales, 6.19 es consistente con 46.18-a y c. Para
resolver 6.21, exigiendo primero que H(@)=e- %Y, lo cual no
implica pérdida de generalidad, resulta:

(d/d6)6+8(k csce+(3/2)cot6)=A(csc6+cote)'csc'"e,
lo cual es: (d/d9>tG(csce+¢tge>4;enw=eJ=Asene,
'Euya solucion es: G(e)H(9)=~Ae“'vcochsc‘"é(csc9+cote)*f"
Como en la ecuacidn de la seccion aﬁterlbr, en este caso k
debe ser entera para que el término axial sea monovaluado en O y

27 . La ecuacidn para F(r) es idéntica a la 6.5, que se resolvid
en_ la seccion anterior, vy por tanto su sclucian es 6b. év O, en




-
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términos de r*, 6&.8. En funcidn de esta ultima variable, las
soluciones explicitas son:

Fi=—{Ae"1*t cosSOCSCY0 (CocO+cotO) * Iy

C(1=2M/r) 32 (r/2M) 18 (r /2M—1) ~3agtntt—rer]
(6.22
Ve=Be'*?csct?a (cscO+cot@) * (rr /2M) “V8 (r /2M—1) “3igiwit-re

De las ecuaciones para Vs y -t gstas tienen el mismo
comportamiento que ~a2 y o, respectivamente. Omitiendo como
antes las partes angulares, la solucidn estacionaria (w=0) es:

Vi (r®,w=0) =—A (1-2M/ir ) 142 (- /2M) “V/8 (r /2M—1 ) —3/8
(6.23)
ﬂq(r*,w=0)=B(r/2M)“"(r/2M—1)““.

De la misma manera que en 6 P, estas soluciones divergen en

ﬁ;;el horxhonte, por-lo- que no . pueden representar Ffunciones de onda
’,fzsxcamente aceptables. De esta manera, ‘aunque estas ewpreszones'

s0n soluciones partlculares =no ‘triviales-: de' las: ecuacionesi . de
onda, implican que dentro de los limites de validez de,nuestra(
solucidn no  hay "pelos" de espin 3/2 5in masa en. un espacio-
tlempo determinado por la métrica de Schwarzschild (hoyo negro).
: Es importante, vy esto se discutird en el capitulo VvIII,

>';atacar la evolucidn temporal de las solucxones. " Esto es porquen

451 Stiene sentldo ‘hablar de un: campo estac1onar1o alrededor. de

1nvestlgar Mes- coHmo - se! perturb[ sta solucion 33 Jimomento';ehj
.que la superficie: estelar cruza’ el horizonte. . sta. manera””[v
éspera, puesto que no existe una soluc1bn estacxonar;a f1s:ca¢ '”
“todo el espacio, que la soluciéon se desvane*ca después de” que"
forme 2l hoyo negro.

REFERENCIA. ~
~w¢van N1euwenhu1’en P.,~F5upergrav1ty"

 Fhys. Rep. 68,

3/2 en Espacio Curvo.

U"a estrella~en v1a5 de :olapsarse, Y ‘entonces. 10 1mportante-;a,4

4 (Feb,
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CAFITULO VII

SOLUCIONES EXFLICITAS DE LAS ECUACIONES FARA PARTICULAS
DE ESFIN Z/2 CON MASA EN UN ESFACIO-TIEMFO
CON METRICA DE SCHWARZSCHILD.

Ahora nos dispondremos a encontrar las soluciones de las
ecuaciones para particula masiva 3.2:

Como ya se dijo, las ecuaciones de simetria son
equivalentes a pedir que los espinores  y ¢ sean simétricos
con respecto a los fndices con y sin punto respectivamentes

TV hao=m ¢ ¥, ; Voi P abb=—mV,,; (7.1>
Junto con  las definiciones del capltulo anterior., es

D ,convem.ente def1n1r‘ las nuevas var1ab1es para su representacion.
. ad_]unta- : SR sl

= ¥, ‘*‘inz'—'r “P;n: Ny
f“"jf:? ‘e f‘l»’"zt;;‘ Y=Y, (7.2)

’ .,j#"r_—' 1 ¢.‘; =¢;; = 3

: ¢";z= . ¢ll =) ¢l!z_ ¢‘

~-",dei capxtuln anter;or las. ecuac:ones 7 1 quedan-

€9 2~ r‘zu)’f 3+( 3 s+ I'"'u.— r"n.) ‘Y;=m Cﬁ;;

4¢3 ;““ r‘zu)“f'z’"( d ot+2 r'xu"'r‘xzt) Fe=moep s%

, :.( ‘3 3*‘ r‘zu) "l’o'*'( 'J- ;+ rl"g—-::n" r‘lza) "f' 2+ F‘,,. “Ps—’m @,, s

,{ ¢ ’3 t"‘d' r'au) "‘f‘: ( 3 4+2 r‘uz r‘un) “P - r‘uu“l’z—mdbs,ivj

TP a0 =3 e T T Fa=m a3

€D a+ l'“au)'?‘.-r( 3 s+2 \ﬂm-v- Thaed ¥ a=m ¢az

(D 4+ Tau) P 3= (3 4+ r...—z Mize) o Uiy Po=m P o3
O 3T a0 (3 92 N T o+ Tinte=n b o

(34— r'zll)q“l‘*'('] at ‘_‘lu" r‘ua)¢| =m P, ;

€9 at V) ¢ a— () s+2 T+ Mo P a=m gy
€9 o+ I ) G at (D o+ r‘nl—3 a0 @ a+ [Taas D s=m Fs;
L a+3 Mand - s+ rlll_" Mo @ 5 r‘q114’z=m’1-fs§
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(3= a0 @ o= (3 5+ T~ Tz G e=m ¥ ;

Ca+ M) @ ar ¢ ) o+ Tt [Thze) @ s=m Vg

(2t T 2000 @ 5= (I 3+ =2 Thad @ o= Thin  a=m A0
(33 M) @ at (3 a2 Miiim Thze) @ o Minia=m .

Como en el capitulo anterior, buscaremos soluciones
- 4 . -
temporales de la forma expliwtl]. psi, las ecuaciones explicitas
quedan: :

(7.4)

(3, —(1/2)cote+icsc®dy Y Vet (1-BM/ 1) V20 (Fr=2M)J +iwr+1-3IM/2r 3 ¥ ;=mr ¢ 13
(3,5 +(1/2) coto-icsc®IIVa— (1-2M/r) V2L (F—2M) I, ~iwr+2-9M/2r 1V .=mr ¢ 83
i(?e +(1 /‘7) CD'tf:H':I. csceg‘f)"P.+ (i—LM/r‘) bl (r—-‘T’M)b i wr+1 M/ 2 1Y 2+

e | | - T
+(1—LM/r—)"='f* s=mr g 33 |

(3, +(3/2) coto-icsce D{i )"i’;— (1-2M/r)-r/2L Cr—2M)9 =i wr+2—7M/2r J"i”;

E(I_TM/Y-) 1/2 *3——“\!" ¢ S

: '((3,—(1/2):.:1:9 1csce 3?)’* - (1—"‘M/r)“”[ (r—"ma..-l wr+1+¢M/"-’rJ ’*‘.—mr#’ .,Jf-’

(3 +( 1/‘“) CDtH+1 :sceggf YWe+ (1—"M/r)“”[ (r—"f‘M)'.).--l-l wr+"~‘~—9M/ r‘J V' y=mr d> 23

Qp +(1/’°)cot9—1c5c99‘f YPa= (1=2M/r) 3720 (r=2M) 3 —iwr+1-M/2r 3 F o+

+ (...1:2.?',/ FIMRY =meh ey

o

(3, ¥ (3/2Ycotericsced d ) Ver (152M/r) V30 (r—2M)3 o+ wr+2-7M/2r 17 e

L-' (1-2M/r )32 F g=mr '@ a3

r(ae -{1/2)Ycoto-icsce ng P 34+ (1-2M/r 3=V (r—=2M) D p—iwr+1—3M/2r 1 & y=mr .3

(P +(Ll/2)cotO@+icscd Iy Y 2= (1-2M/r ) =V2L (Fr—2M) Vo +i wr+2—-9M/2r 1 @ s=mr ¥ o3

(Fo+(1/2)cote- 1:5:93 )9‘:.+(1-—"‘M/r)"”t(r'—"«‘M)Z).-—lwr-i-I M/2¢ 1 ¢,+
(7.7)

+(1-2M/r Y2 s=mr AP g

(3 +(3 /‘7)(201:9-#-1(:5(:9'? IP 1= (1=2M/r) VAL (r=2M) +i wr+2—~7M/2r 1 Gy~

—(1-2M/r ) 1/2 ¢ 2=imr ’*J,;

(7 6)' '
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(I —(1/2) cote+i CSCQDY P o= (1L —2M/r ) V2L (r—-2M)D +i wr+1+3M/2rJ¢ o=mr- a3

(} +(1/2)coto—icscOe dPs+ (1-2M/r) V2L (r=2M)I  ~iwr+2-9M/2r ] P s=mr Va3

(Do +(1/2) cotO+icscOIpIPs— (1—2M/r) "V2L (rF—2M) ) o +iwr+1-M/2r ] QP o+

(7.8)
+F(1-3M/r ) Y2 =mr P g

(B +(Z/2)coto~icscédy Yot (1—2M/ ) -tr2[ (r—2M)3 . —iwr+2-7M/2r 1 qb -

P 1-EM/r ) Y2 g=mr V.

La simetria de la que hablamos en el capitulo pasado se
extiende aqui a las componentes de ¢ . Las ecuaciones 7.6 y 7.8
‘se obtienen de las 7.5 y 7.7 .respectivamente, si ‘se  hacen
cualquiera de las identificaciones de las siguientes tablass

Ps
s
‘@ |

- TABLA 11

TABLA IIT°

Y, L L $, — P,

N2 Apta F2 P *a

+s — pa s TP

s s Ga ¢ *3

e = pa be ¥z

e 0 T ‘ » Ga . — B¥*
TABLA IV’

Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. - - 55
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Evidentemente en este caso no &5 posible escribir las
ecuaciones en términos de potenciales, comp se hizo para la
ecuwacion RS sin masa. 8in embargo, dada la extrema complejidad
del sistema de ecuaciones 7.5-8, . posiblemente sobredeterminado
también, nos limitaremos a encontrar soluciones particulares.
For similitud con el caso m=0, debido a que la identificacion de
las componentes s y Vs 23 la misma, haremos cero estas
componentes, junto con las gue presenten esta misma relacidn
bivaluada en las tablas anteriores.

La tabla III nos lleva entonces a que V= WV =0 vy d ,=
P 3= o= =0, 1lo cual, sustituyendo en las ecuaciones implica
trivialmente gue todas las componentes son idénticamente cero.

LLa tabla IV en cambiao, lleva sblo a gue N og= A =0 Yy b =
(bs~ ¢r—¢a—0, lo cual en las ecuac1ones da.

&y ,_(l/r)D’“"P,ﬂn\¢,.
kb)' o L*""‘f’z—-O., :
C) . D"”’\P =0

'L*”’ﬂﬁ /) P?==o.

od)s

(7.9)

:(lll")D*sn¢ ‘-—m,'P"!

- m“f’ g-—O' .

‘ LSII ¢ ‘__0,

@

y las carresponﬁxentes para P, Y <¢. segun la tabla IV.
Aplicando L32 5 la ecuacidon 7.9-e y utilizando  (g) se

len:uentr 3

;‘,D*"’ (Lalg ¢ ‘ V-,_’L;lt '*' l=0- (7 1 O )

Este resultado en 7 9—d 1mp11ca que “P:—O. ‘lo tantnnlas

7gun1cas cnmponentes no nulas son._

df'l-; '?0-, ¢| Y 4’5.

Notese que si  m=0, 1o anter:or noe se.  implica.  Las
ecuaciones que satisfacen las componentes V. y &, son:

(1/r)D324 (=m ¢ 3

(7.11)
{1/t )Dw3/2 p 1=M Vg
L%3/2 Py =y 32 P =0. o ‘ el o . : (7.12)
Las ecuaciones asociadas a las tablas IIT1° y IV’ -son: .
exactamente las mismas que las de las tablas 111 vy IV

respectivamente, por lo que no es necesario abundar en ellas.
. Las soluciones angulares son una la compleja conjugada de
la otra, vy la de “¥, es la misma que la de la ecuacidn &.5 sin
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masa gue ya se obtuvo:
expl-ikel (cscot+ctg®) ocsc3/2a,

La parte radial es evidentemente mas compleja. Desacoplando

para $1, despuds de una terrible Algebra —cambiando derivadas
parciales por derivadas totales—

Cr=—2M)23d2/dr? + (r—-2MY (2-M/r)d/dr +

(7.13)
+(1=3ZM/2r—iwr) (Lwr+M/2r) + (r=2M) (3M/2r2—iwr-rm?) 1 ¢,=0.

Atendiendo a parte de la la comunidad cientifica, que
asegura que es mds conveniente utilizar la coordenada r%* de
Regge—Wheeler (4.14) - en lugar de r, la ecuacidn sufre 1a
91gulente metamorf051s.v,

,Erqf/dr*z +(?v M/r)d/dr*+w=r+“M/r=—15M2/r=~(r—“M)nFJ<?‘»0, .

donde la r esti de+1n1da 1mp1fc1tamente.v Esta es una expres:ﬁnfi
complicada —que sin embargo es posible simplificar- _medlante'uun
sutil  cambio " de variable que elimina el térm1no de-'la primera
derivada. Este camb1o de variable es: : :

‘ ¢x——(1/r)(1—2M/r)""F(r*). o .  ~ S (7 14)

‘Esto transfnrma 1a ecuacxbn de . nnda en una forma que tlene
{éun g-T recido’ asombrosoﬁcon la e:uac16n 'Lnger paraf,un; 
.fpntencxal central. ‘j¢;~»f R R : Ll

Ld2/dr#2 +w2— (1_nm/r)m=]?(r*)—0. | j." R 'ifv'i h (5.15)

L Estas expr9516n,b aungque mas senc111a que la. - anterior, no
;QQedéﬁrser dintegrada exactamente porgue el tédrmino que hace las
—veces - de . .potencial’ “una funcion trascendente de r* {en . los
~g,trabagos donde se resuelven: problemas 51m1lares peru para .
“espines, - obt;enen; ecuacxones' parec1das Yo tampo: ,?ébﬁj”
“integradas - eyactamente, ‘ver por EJemplo:cxtas L7y (BY del
capftule . cuarto. Sin edbargo no podamosx-asegurar que’ la
‘solucidn analitica no ekista). - Esto no es. grave’ ‘pues los’ casos
de interés son los comportamlentos as1ntét1cos de las soluciones
(las regiones muy cerca vy muy lejos del horizonte). En estos
casos la ecuacion 7.15 toma una forma integrable:

idr—=——->00 . ‘.

En este caso, puesto-gque r¥——— ", la ecuacidn 7.15 en
primera aproximacion es la ecuacidn de Schrosdinger del Atomo
de . hidrdgeno correspondiente al estado  de simetria esférica
(1=0) con autovalores de energfa E"—w,—m’- ’

~Ld2/dr2 +"m’M/r]F"(r)=(w’—-m3)F(r). S T 7.1 8)

Sus - soluciones son en consecuencia las respectivas del
dtomo de hidrdgeno's? qQue convergen en infinitos

Zﬂen Espacxo -
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F(r}}EM)=(2Mm’n)“’K(n~1)!/2n(n!)’]”’L%(2Mm’r/n)—xp[—Mm’r/n]. (7.17)

donde las L’'s son los polinomios asociados de Laguerre. la w
estd cuantizada por:

(W2-m?) =—m*M2/n?2, es decir wWy=+-m(l-(Mm/n)2)z,
(7.18)

n=l, @, 3, Hyuu.

Notese aue we. es un ndmero imaginario puro para todos los
valores de n entre 1 y la parte entera de Mm, y real de este
valor en adelante.

En la identificacion de nuestra ecuacieon con el &tomo de
hidrdgeno, no estdn tomados en cuenta los casos en que w?2 sea
mayar que o igual a m? pues en la scuacidn de Schroedinger sdlo
estdn contempl ados estados ligados, es decir de energia menor
gue cero.  Ademds .de esto, cesta identificacion sdlo - permite
Lconsiderar la solucidn estacionaria en el caso en que mM sea una
cantldad quantlvada entera.” No - podemms asegurar que esto no- sea(
casual’ pero’ noexiste ninguna razdn de peso para’ L suponer. - que

sto sea una condicitn de la natwaleza. No obstante, este caso

no presenta ninguna singularidad en este limite (r>>2M). “Fara
contemplar las - otras posibilidades haremos la  aproximacion. a
orden cero (M=0, r¥-——) en 7.135: o

(Ld2/dr? +wi—a3F (r)=0. D ' . S & B L )

!ﬁLa soluczdn general de esta ecuac1én es-

,JF(r\—Ae pEl(w'~m=)"=rj+BE\pE 1(w’—m‘)"?rl

C7.z0)
VDe aqui Dbtenemos 1a soluc1én completa en r y t; »
¢>.(r,t) (1/r)[Ae p[l(wz—mz)“2F]+BEKpE 1(w1—m=)“=rjjew§[1wtl. (7.21)
';La;snluc1én estacxonarxa :onvergente es-?v ff - ,  ” ' :” 
i; ¢@(r,w—0>=(1/r)Aeap:—mrJ , ~B=o, ‘f: ‘ f-:»hf t i};j§f}1;,f7-2éx
' 11)r———;”M- = B e f : e .
For s1mp11c1dad,- ‘en este caso solo tomaremos en - cuenta la
Caproximacion a orden cero (r———3»2ZM)z : :
[d2/dr%2 +W2IF (%) =0, o 7ezm

 cuya solucidn general es: F(r#)=Cexpliwr*I+Dexpl—iwr#*]l,

de donde: v

¢;(r*,t)=EVpEith/rK1—7M/r "”EDE p[lwr*J+De pE 1wr*]]. L (7.29)
La solucidn estac1onar1a general se obtlene de 1ntegrar la

ecuacion 7.23 con w=0. Esta eleccidn en 7.24 nos da s6lo un caso
particular. La ¢, general es: :

Particulas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. .




7. Soluciones Explicitas coﬁ Masa

¢H(r*,w=0)=(1/r)(1—2M/r)“”(C’+D'r*). (7.

Salvo 1la ¢triwvial, no existe una solucidn convergente de
esta ecuacicdn en r=2M. De esta manera, aungque hay solucidn gue
converge en el infinito, la soluciodn Nno es fisica. Como en el
caso de particula sin masa, esto implica que si las ecuaciones
descriptivas de una particula masiva de espin 3I/2 son las 7.1,
un  hoyo negro de Schwarzsschild no tiene ningdn pardmetro que
provenga de este valor del espin.

Aunque es altamente improbable, cabria la posibilidad de que
la componente D sea fisicamente aceptable en el caso
estacionario, por lo gue se analizara su comportamiento geneiral.
De la segunda ecuacion de 7.11, utilizando las expresiones
asintdticas a orden cero del operador D32 ge obtienen las
soluciones:

p———200 &
’P;—(l/mr)[<ﬁ.(r———~00)(1—~1wr)+1(w=~m’)”23"

(Aenptl(w‘—m’)"=J—Eewa 1(w’—m=)”23)(1+1/r>.

fr———2Ms

A= (1=2M/r) "2 (1/BM—iw) Py (r———32M) .

[
w

Estas soluciones tienen 21 mismo comportamiento asintdtico

: ,que ®,, por lo que no es necesario abordarlo con profundxdad._i »
JVEn o particular no hay soluc1én estacxonarla convergente»kepg‘el ST

hDrl*onte.;q.

festudladas, no puede haber un pardmetro de espin’ /2 entre los
‘gque caracterizan A un hoyo negro de Schwar-schlld.

De’ este deD, desde la perspect1va de las dos ecuaC1dhé57

For  las mismas razones discutidas en el capitulo anterior

también se discutirid en el préxzimo la evolucidn temporal de
estas soluciones. ' '

‘ﬂRéEERENCIA;w;wij-ﬁﬂfMQﬂ““[m;gﬁf_mm”

. 2vol., pp. XXX-1136.

o Me551ah (2 PR ‘Buantum Nechan1cs, John W11ey & Sons, “New Ybrk;a
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CAFITULD VIII

LA EVOLUCION TEMFORAL DE LAS SOLUCIONES
ASINTOTICAS; DISCUSION FINAL.

Como se encontrd en capitulos anteriores, no existe una
solucion estacionaria fisicamente aceptable para ninguna de las
trres ecuaciones propuestas para particula de espin 372 en
metrica de Schwarzschild. Esto estd en completo acuerdo con la
"hipdtesis de los pelos", va que si existiese este tipo de
soluciédn, wn hoyo negro de Schwarzschild podria tener un
pardmetro de espin 3I/2 ademds del de la masa. Este analisis se
hizo s68lo a primer orden, es decir no se tomd en cuenta la
perturbacidn que las particulas de espin 3/2 ejercen sobre 1la
meétrica de fondo. Ferturbar la métrica implicaria poner en las
ecuaciones de Einstein un  tensor de energia—-momento con
':Dntr1buc1ones del campo de esp{n. Fara la ecuacion de RS, esto
ser1a algo de la forma"'r ’ : : ~

'rv;“"‘ ’/nwyu("v 1/2 g,v\v"’ w*’r

y en ‘la métrica aparecerian nuevos términos asociados a este
tensor. ; ’

, En el cap{tulo v, se discutid el proceso de. formacidn de
‘un . hoyo negro por colapso gravitacional de uwuna estrella. Es
desde  esta perspactlva que es - de interds estudiar la. evolucién
'ftempcral de - las scluc1ones para particula v de espin 3/2.: Es
- posible’ ‘:on51derar que la estrella en vias de colapsarse .tenga.
eargas s des espin 4/7 y que-: por esto genere un campo’ de.. particulas

i de espin I/2 en-el espacio.  En: el momento an queila’ ~superf1c1e
“estelar - rebase el hor;zonte, sste’ campo puede o safrir

‘f‘51n masa son de la forma'

alteraciones. Estudiar la evolucion temporal del campo, después
de  ocwrido el colapso, es precisamente el DbJEthD de este
capftulo.

oo Puesto que los térmxnos 1mportantes de este campo son. el
los térmrnQSW

exactas dé la ecuacidn 6-u paraq partf:ula[

"‘1‘-(r/zm-m(r/"m—m-me....-m | B Co@L1y

Esta Gltima expresidn no es normalizable en ambas as{ntotas
simultaneamente para algdn valor de w. Cuando w es real, la
solucidn converge en el infinito pero diverge en el horizonte.
Fara qgue aqui converija, es entonces necesario gue w=—-ig, con q
real y positivo, pero en este caso la solucidn diverge en el
infimito. Evidentemente np existe otra posibilidad de eleccidn
de w, por lo que hay que desechar sesta solucidn. FPor esto no es
posible describir umn campo de espin 3/2 sin masa en esta métrica
con ‘la ecuacién 6.1, Es - -decir, -si -se pudiera describir. este
campo en la wvecindad de una estrella que estd en proceso de
colapsarse, al rebasar la superficie estelar el horizonte de
eventos se llegarfa a la inconsistencia de que el campo
. 60
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divergiera, o en su defecto se hiciera automdticamente cero en
todo el espacio, cosa que viola la causalidad.
A su vesz, las soluciones de la ecuacidn de RS para

particula sin masa son:

W= (1-2M/r) 2 (7 2M-1) 34 (r /BM) S Ao ,
(8.2)
VY 2= (r/2M-c1) -S (r f2M) ~1/8ptucerer, '

Debido a 1las mismas razones que la solucidon 8.1, esta
vpresidon tampoco es normalizable simultaneamente en el infiniteo
y en el horizonte de eventos.
Richard Price‘® plantea al respecto de este campo:
"La manera usual de extender teorias de campo de espacio plano a
espacio cwvo es mediante ‘acoplamiento minimo’ (cambiando
cderivadas par:1ales por derivadas covariantes). Esto resulta en
ecuaciones. . correctas para campos. de neutring: Y electromagnét::asl
=igea. les casns,esp1n 1/2 'y i-.. Sin.  embargo, '  las ecuaciones
ﬂreéultantes ‘para campos de ‘espines mayores son’ inconsistentes. .
(Una idea tentadora:  TAcaso la naturaleza, como los fisicos, .
tiene dificultad con campos sin masa de espines mayores?). No se
conocen ecuaciones con51stentes para campos de espxnes
mayores...“ : e
Price ‘termina 1nd1cando que - un pos:ble cam;nn ‘a segu1r -1
.. el de cambiar el acoplam1ento minimo. La 1nconszstenc1a de las
. -ecuaciones ‘esté en completc acuerdo con el resultado re:1énf
;‘Dbten1do., Aho *4~lél‘ problema de encontrar un ;
‘"acpplgmlento ‘minimo™ . excede- ‘1as expectati@as_ ¥ T
xinvestfgaéién;*,51n 'embargo es: pos1b1e que ah1 se encuentre‘
problema. L
Ahora corresponde S ver qué su:ede con las soluc1ones_ paraj
particula masiva. Sus soluciones asintdticas son: '

= “'(1/r)(1—7M/r)‘"‘(Aexp[1(w{'

+Be;{pt =i ( w’—m’)"'r :_I-)',i; : o

SRR e - = S I T
¢ 1=ei=t (1/r) (1—°n/r)-m(Cet-r-+ne-l-"> L (BL Ay

La ewpreszén 8.4 d1verge en el hor:zonte si w es real. La
ﬁnica alternativa entonces es que =1iq (la eleccidn w=-igq
tendri{ia ~como resultado soluciones divergentes en el tiempo, lo
cual es intuitivamente inaceptable. Sin embargo esta posibilidad
se discutird enseguida) .Esto arroja las soluciones convergentes:

e300 3

(P r(r———-}o" sQ)=e " (1/r) (1-2M/r) Y*Aexpl—(g2+m?) /2] . E=03
r———>2M: 1 ‘ - L
¢ 1 (r=—=2>2M,q)=e % (1/r) (1-2M/r) */*De*r"* C=0.

De aqui se observa que la exigencia de que las soluciones
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para particula masiva sean f{sicamente aceptables en ambas
asintotas implica que la solucidn debe hacerse cero en el
tiempo, i.e., el campo radfa toda su energfa a partir de que se
forma el hoyo negro. Existe, como mencionamos, la otra
posibilidad, 2g decir w=-iq que implica que la solucidn diverja
en el tiempo aun cuando tenga como ahora tdrminos convergentes
para ambas asintotas. Esta posibilidad no tiene significado
cuando el andlisis se hace a primer orden como en el presente
trabajo. Si se obtuviera esto como dnica alternativa lo dnico
que podrifa decirse es que nuestro enfogque estd equivocado.De
hecho, Price™® justifica el andlisis a primer orden en 1los:
siguientes términos:

"...5i por una parte las perturbaciones crecen sin limite,
nuestros resultados no tendrdn ningdn significado, pero podremos
concluir que nuestra presente idea de colapso gravitacional es
errénea. Si.. por otra parte, las perturbac1ones se mantxenen
.pequenas, el enfoque esta Just141cadm"'v
T ‘Cabe . Ya pos1b111dad de qgue las soluc1ones as1ntot1:as ‘ne -
estén conectadas. Esto no alteraria la- "hxpétes:s de los pelos"
pues ‘podrfia  decirse ¢1lp .mismo. de este  resultado ’que o del
correspondiente para la ecuacion sin masa, de tal forma que el
comentario. .de Price acerca de 1la validez del acoplamiento
minimo, serfa aplicable también a campos: masivos de espin 3/2.
Es decir, ya sea que la existencia de este tipo de campo- en- la
vecindad de  una estrella en vias de colapsarse haga que no se
forme. ‘el hoyo .negros; o las ecuac;ones, del,,campo (y/o el
Wacoplam1entc"”in1mo) son: 1nadecuadas.; B : : e
i b Nuestrosvresultados sugleren enton:es,que no'erlsten— huyns"
‘*negros ‘de . Schwar’schxld con- parametros de- espin‘J/ , :

Cabrfa como dltima pregunta, 7TRue sucederia si ‘se obtqv1era
una  solucitn fisica con Dsc11ac1ones finitas en el - tiempo? - En
este caso el tensor de energia momento asociado al  campo
dependeria del tiempo, y por tanto la métrica no serfa estatica,
‘ forma . que podria Dbtenerse como  resultado final del
grav:tac1o ] horxﬁonte,nque ‘no - siendo

;estac1onar10 ‘“tenga: {fsticas de un’ hoyu ‘negro;: -

‘claro cestdy con un: parémetro‘de:espin I/2<  Bi se. obt1ene o no
»este objeto podrd - saberse solamente  si se- ‘resuelven” - las
ecuaciones de < Einstein: >de_'manera~[ ewacta,",pero;.‘estas
p051b111dades son meras especula:1ones. ‘ L Co
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Conclusiones

CONCLUSIONES.

A continuacidn se hard un balance de los resultados
obtenidos, las limitaciones encontradas v las implicaciones
generales a que nos llevaron.

Se encontrd la solucidn exacta de la ecuacidn 6.1 en
métrica de Schwarzschild, asi como una solucitn no trivial,
particular, de la ecuacidn de RS sin masa. Para el caso masivo
se encontraron también las formas asintéticas de uwuna solucidn
particular de la misma.

Separando los casos en con y sin masa, no se encontrd para
el segundo de ellos que puedan existir soluciones, ni
estacidnarias ni de ningdn otro tipo, que puedan interpretarse
consistenemente como funciones de onda. Lo cual implica gue no
puede haber un campo de espin 3/2 sin masa alrededor de un  hoyo
negro de Schwarzschild y en consecuencia éste no puede tener un
‘pardmetro (pelo) asociado. a este campo. Aunque no se pudo
L demostrar  que’ la solucidn para la ecuacicdn de-RS: sin 'masa, es
Hrigeneraliy todos las: intentos. en: esta dlrecc16n parecian “indicar
Cque éste s precxsamente el casa.\ g e Urrutiasr?. analiza una

ecuacidn muy similar a ésta v Dbt1ene soluc1one5 generales muy’

parecidas a las nuestras, lo cual apoya la conjetura anterior. o

T El problema  de "los pelos" en un hoyo. negro = va ha sido.
estudiado  en el marco de. la supergravedad, ‘en donde se  obtuvo
. gque sblo  la métrica de Re1ssner—Nordstrdm extrama (M—Q) puede
'usnportar un “super pela“ de espin T2y, ey :
LParas el caso:con’ masa, puestn ‘que . nn,se obtuve: una: solucidn
nestac1ahar1a regular, na-hay: pelos:de:este esp1'i Al estudlar la;
'evoluc10n temporal ‘de: estas soluc1ones, o
;”p051b1e que' las: snluc1ones ‘bien: portada
"tiemﬁo,_lo cual es la dnica po51b111dad f151camente razonable.-
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