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Introducción 

INTRODUCCION. 

Esta tesis versa sobre las partfculas de Espín 3/2 en 
espacio curvo. Se generalizan las ecuaciones de onda de un 
espacio plano a uno curve arbitrario y se encuentran sus 
condiciones de integrabilidad. Se generalizan sus restricciones 
al pasar de un espacio plano a uno curvo. 

Se presta especial atención al caso particular de un hoyo 
negro descrito por la métrica de Schwarzschild. Este caso es de 
sLtmil importancia, pues e:·:iste Ltna conjetL1ra, llamada "conjetLtra 
del no pelo o simplemente hipótesis de los peles" segL1n la cual 
estos objetes no pueden tener parámetros que no sean masa, carga 
y momento angular. Nuestro trabajo est~ encaminado a probar esta 
conjetura para un parámetro perturbativo de espín 3/2. Dada la 
complejidad del problema, se estudiará sólo en primera 
apro:·:i maci ón. 

Atacaremos el problema en des partes: La primera abarca 
partículas sin masa y la segunda particulas masivas. Esto est~ 

jLtstificado pues los resultados que .. se obtienen en .. ambos casos 
estián desconectados . ent.re .si. El caso sin masa es de mayor 
importancia pues eit~ directamente relacionado con la 
Supergravedad, una teoría que ha estado muy en boga durante los 
dltimos afios. En esta t~oría juega un papel fundamental el 
gravitino: particLtla sin masa de espín 312, que es el "compariero 
supersim,trico" del gravit6n, partícula sin masa de espín 2, 
responsable de ia interacción gravitacional. 

El trabajo se divide en 8 seccione•. Primero se introduce el 
fo~mal~smo .matemático a utilizar, i.e. el formalismo de .Newmann­
Penrose para •. espi rieres y . tétradas. .Despui=1s se hace· un .. resumen . 

. histórico de las ecuaciones i:le onda para partículas de espín 3/2 
~as conocidas, y se discutsri b~evemente.süs c~racter!sticas~ Se 
proc~de despu~s a ~ene~aliz~rlas a un espaci~ curvo en general, 
para terminar estudiando el comportamiento de sus soluciones en 
una m~trica de Schwarzschild, previamente discutida con detalle. 

Es conveniente hacer un sumario de las convenciones 
Utilizadas: 

··LOS-~··c índices · latino.s .. en . mayL1sc;.t.1la. r:-epresent:an i'._ndic~.;; 
espin6riales y corren de uno a dos. Los espin6res eón un punto 
sobre el indice . son de la representación adjunta d.e los sin 
~unt~. Los indices latinos ~inósculos representan indic~s 

. tetradi al es y. corren de. uno a cuati"'.o,.. Como es .costumbre, los 
indices griegos corresponden a indices tensoriáies y corren de 
cero a tres. Cuando no exista posibilidad d~ confusión con los 
indices tetradiales, se usarán letras latinas mindsculas para 
designar indices tensoriales que corren de uno a tres. Se 
utilizar~ la convención de Einstein para sumar sobre indices del 
mismo tipo. 

Se usar~ la notación de Debney-Kerr-Schild, 
con la 1,otac:i ón de Newmann-Penrose es 11•: 

Curvo. 

CL1ya relación 

ii 



IntrodL1cci ón 

N-P D-•:~-8 N-P 

m"' e~ ""'A•CD 

m,..t e2 <P A•CD ,.,. 
i,.. -e",.. 
ni"' e4 .... 
f r42. .A 
o- r422 p. 
~ r 423 v 
K r424 1T 

oC. -(1/2) e r 121+ r:s4l> J 
/3 -C1/2>Cr 122+ r:s.2> cf 
lS -(1/2)(1"" 12:s+ r:su) A 

E'. C-1/2>.~r 124+ r :s.•> D 
. , Do~d~ los --:!ndi ces e:(pl Í citos, son tetradi al es. 

D-1<-S 

r:su 
r:s12 
r :sa:s 
r 314 

d 1 

() 2 

J :s 

a .. 

La signatura a utilizar es e-+++). Se, usarán unid~des tales 
que c=~=G=1. Además se adoptan las convenciones más utilizadas 
para conmut~dores y anticonmutadores: 

CA,Bl=AB'-'.BA; 

·· {A., B> =AB+BA. 

REFERENC:iA :. 

1. Hacyan·s~, Notas Sobre Espin6res, notas personales, u~N.A.M., 
M~xico D.F.~ pp. 46. 
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1. Formalismo Matemático 

CAPITULO 1 

EL FORMALISMO MATEMATICO. 

1. GrLlpos 

En una teoría cuántica no relativista, una partfcula de 
espin s está descrita por un objeto simétrico con 
componentes llamado espinar de rango 2s. Matemáticamente, 
objeto es una realización de la ~epresentación irreducible 
grupo de rotaciones espaciales <propias). 

2s+1 
este 

del 

Un conjunto G de elementos: a,b,c ••• , forma un grupo bajo 
la operación <*> si se satisfacen las siguientes propiedades: 

1) Si a y b pertenecen a G, entonces a*b 
pertenece a G (cerradura>. 

2> Para toda a,b,c en G 
Casociatividad). 

3> · E:<iste en G un elemento "e", tal que 
para toda a en G .<elemento neutro>. 

4) Para toda a en G <salvo en el caso en que 
Esta. solución a=O> , la ec:uaci ón ~~*a=e ti ene \;'na solución en 

se denota por a-• Cinverso multiplicativo>. 
Una representación de un grupo G es 

transformaciones lineales T definidas sobre un 
V, tales que si e,a,b,c ••• , son elementos de 
un homeomorfismo entre el grupo y 
transformaciones lineales tales que: 

T<e>=I; 

donde I es la tra~sformación idénticá. 

G. 

un conjunto de 
espacio vectorial 

e, entonces existe 
el conjunto de 

( 1. 1) 

Se define la dimensión de· la representación, como la 
dimensión de las matrices asociadas a las transformaciones 
lineales. De ahora en adelante se trabajará exclusivamente con 
representaciones matriciales. 

·· ·Sea- ·[T(a) J una- .. representación de G. sobr:e el .. espacio 
··vect·orial ·v. Un ·subeispacio W-C. . .;i.J ·es invariante ...... l:>ajo ... la 

... representación CT Ca) J si •. T<W> esta contenido en _ W~ para 
• 

0 é:üalqUier elemento a del grUpb. La répresentac:ión es irreducible 
si los únicos subespacios invariantes son V y <0>.· . 

Puede demos~ra~se que el conjunto de rotaciones en el 
espacio de tres dimensiones forma un grupo bajo la operación de 
composicidn'" llamado OC3) o grupo ortogonal Calgúnos autores 
incluyen en este grupo a las reflexiones, cosa que no se har~ en 
el presente texto>. Una rotación tridimensional por un ángulo 
teta alrededor del eje J, es de la forma: 

( 1. 2> 

donde las AJ son los generadores del grupo en la 
~epresentación dada. Esta relación los define como: 

( 1. 3) 

Partículas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. 1 
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1. Formalismo Matemático 

Satisfacen la relacidn: 

( 1. 4) 

donde €. 1Jk es el s{ mbol o de Levi -Ci vi t ta. 
cualquier grupo que depende continuamente de 
relación que satisfacen sus generadores es: 

En general, para 
sus par~metr6s la 

( 1. 5) 

con Cuk las llamadas constantes de estructura del grupo, 
que son independientes de la representación. Se puede demostrar 
que los generadores de un grupo forman una base de un espacio 
vectorial u•. Este espacio vectorial, junto con la relación 1.5 
define lo que se llama el Algebra de Lie del grupo. 

En Mecánica Cuántica las tres componentes Jl, i=l,2,3 
del momento angular satisfacen la relación: 

y forman entonces un álgebra de Lie. De 1.5 se sigue 
operador J 2 conmuta con cada J1, y por lo· tanto 
construirse un espectro de eigenfunciones comunes para 
alguna de las J1. Tradicionalmente se elige 
:J,m> son las eigenfunciones de J 2 y J. definidas por: 

J 2 : j , m >= j < j + 1 > : j , m >; 

J.: j ,m>:::m: j 1ln>~ 

. de donde: -J<=m<=j, 

( 1. 6) 

que el 
puede 

éste y 
J.. Si 

(1.7) 

'· ·. 

; ':-· . 
< 1.e> 

por lo que hay 2J+1 estados para~ada j. Los valores posibles de 
j son o,1/+,1,3/2,2, ••• 

La representa·cion 1 •. 6 es irreducible para cada valor de j, 
por: ;--lo que es-imposible :Í.Jni-ficar en una ·misma · r,:eprt;!Sentaci.ón -
trreduci_ble ·: !:!!'stados ·d~ di·st·i·nto··espín .¡···y l·as · 2J+1 ···funciones· · -

;Jj~m::--· forman 'las éomj:>,:mentes de-un espirioÍ".' simetrfco de · rango 

El álgebra de momento angular 'y' el é!l gebra de Li e del· grupo 
··de rotaciones son homeomorfas.; basta cambiar .J, por -iA1 en 

1.6 para ob·tener 1.4. y viceversa. Así, construir todas las 
representaciones irreducibles del álgebra de momento angular 
equivale a encontrar todas las represent~ciones irreducibles ~el 
álgebra de Lie del grupo de rotacion~s. <Estrictamente, las 
representaciones para j semientero no pueden formar parte de una 
verdadera rotación pues para estas representaciones: R,<e 
+360°) =-R1 <e> > • 

Los objetos que son realizaciones de las representationes 
irreducibles para j semientero son espinares simétricos de rango 
2j; mien~ras que los que son real.iz.::lc:ipries. de las 
representaciones para j entero son tensores simétricos y sin 
traza de rango j. De este modo los espinores quedan siemp~e 

definidos de rango impar; Para extender el concepto de espinor 

·Partículas Curvo. 2 



1. Formalismo Matemático 

de tal forma que se puedan contemplar espinores de rango p (par 
o impar> se definen los espinores de cualquier rango como 
objetos cuya~ componentes se tran~forman como el producto de las 
componentes de p espinares de rango uno. 

Los espinares antisimétricos, aunque no son realizaciones 
matemáticas del grupo de rotaciones, se introducen como objetos 
del mismo rango y con las mismas propiedades de transformación 
que los simétricos. 

Es dtil analizar primero el caso de rango uno: j=l/2. En 
este caso la dimensión de la representación es 2j+1=2, y así 
los espinares serán objetos de dos componentes complejas. Los 
generadores de rotaciones tridimensionales son tres matrices 
de 2X2 que satisfacen 1.4. El conjunto de las matrices de Pauli, 
multiplicadas por (1/2)i cumple esta condición. Estas matrices 
son: 

.·.· .. ·.· ga=( ~ 1) , 
o 

gz=(O -"-i), 
i <) 

g:s=(l º}' o -1 
( 1. 9) 

y por tanto los espinares de rango uno se .transforman· bajo_ 
rotaciones alrededor del eje n como: 

K'=CBK>; (1.10> 

B=expCi0/2Cg·n>J=cosce12>+in•gsence12>. (1.11) 

Nótesa ~ue l~ mat~iz B de esta ec~ació~ es. unitari.a ~ su 
determinante val, e. L1no, adem~s d~ que' B Cé+360°>=:-B<e> ~··. . .. . ... 
. ·.·· . uri. formali srriot·'equivalente al de. t'émsores para :trabajcár con 
espinares,' consiste. .en asignarles . índices covária.01:.es. y 
contravariantes a sus componentes. Las comporientes 
contravariantes del espino~, que se transforman con la matriz 
1.11, son: 

< A:=1 ,_2> , 
,· ·- .. 

y las covariant~s, 'que se transforman' bájd'rC>~ficiones ·con· a~· 
son:: 

CA=1,2>. 

La relación entre ambas componentes 
Es decir, la métrica está dada por el 

( € A•)= ( é 119 ) = ( <) 
-1 

1); 
o 

es •<a =K2 y Kz=:-K'. 
objeto antisimétrico: 

(1.12) 

( 1. 13) 

€ ,,. también sube y baja los indices de B. Dé modo que: 

e B > 11•= e a-'> "•. (1.14) 

Las cantidades €.,,. forman un espinar antisimétrico de 

3 



1. Formalismo Matemático 

rango 2. Con 1.11 se demuestra que Cu es invariante ante 
transformaciones de coordenadas, y de 1.12: 

(1.15) 
€. ... E: 11.=2 • 

La con di ci ón para que € ,.. 
es que el producto escalar 
definido por: 

sea efectivamente una métrica 
entre dos espinares K,. y Le, 

( 1. 16) 

sea invariante ante rotaciones: 

=det CB> € ""K"LM 

Donde es fundamental el hecho de que det<B>=l. 
Al igual que los tensores, un espinar arbitrario de rango 2 

puede e~cribirse como la suma de un espinor simétrico más uno 
antisimétrico. Este ~ltimo es· proporcional ~1 espinar métri~o: 

, y contrayendo con .E>it•= ~,;,,1 /? ~ V.A8. - . ~· ~-.. _···· ' 
'~onde se utilizó ia ecuacid~ 1.15~ y que la contraccidn de· ún 
espinar simétrico con urio antisimétrico se anula. · 

Las propiedades de la matriz B tienen profunda relevancia 
física. El hecho de que sea una matriz unitaria implica que la 
forma bilineal 

es Un escalar, y debido a que ·en Mecáni_ca __ Cüántica no_ 
Relativista,. la probabilidad de encontrar una partícula de espin 
1/2 ;-desc~ita por el espinar K"-· en u~ .cierto fugar del 
esp~cio .está dada p~r esta forma, se conserva . arite 
rotacionescz1. 

2. Espinares en el Espacio de Minkowski. 

En una teoría relativista, el grupo formado por las 
rotaciones espaciales es un subgrupo del grupo propio de 
Lorentz. Por lo tanto es necesario desarrollar la teoría de 
espinares en cuatro dimensiones, cuya parte simétrica es 
realización de las representaciones irreducibles de 
grupo. Estos objetos tienen una estructura anAloga· a 
correspondientes espinares en tres dimensionescv. 

una 
este 

l·os 

El grupo de Lorentz propio es el grupo de las rotaciones en 

Partículas de Espin 3/2 en Espacio Cur~o. 4 



1. Formalismo Matemático 

el espacio-tiempo de cuatro dimensiones <excluyendo las 
reflecciones), y tiene seis parámetros, tres de los cuales 
corresponden a los tres ángulos de la rotación espacial, y otros 
tres que corresponden a las tres componentes de la velocidad de 
un sistema de referencia respecto a otro, necesarias para una 
transformación de Lorentz. Los vectores en este espacio 
Ctetravectores) son de la forma: 

x""=<Xº x1 x2 x:s1 ' ' ' ., 
y el álgebra de Lie de los generadores de transformaciones de 
Lorentz es'": 

CM,"''11 ,M!'r]=gr..f Mytj'"+gY'l'Ml'-'.f-~-crMY!-gv.r Mp'.I• 

donde 9,µy =g Y,.v- es el tensor mét1~i co 
agregamos los generadores Pr 
espaciotemporales, se obtiene el grupo 
de Lie esta dada por la relación 
relaciones: 

del espacio. Si adem~s 

de las traslaciones 
de Poincaré, cuya álgebra 
anterior junto con las 

Estas relaciones expresan la no conmutatividad d~-una rotación y 
una traslación, y la conmutatividad de dos traslaciones~ 

La matriz de transformación del grupo propio de. Lorentz es 
de la forma de 1.2: 

_ B=e:<p cw"'P M4 (3> , < 1. 18> 

cioride WA'~ ,,;,_w~P son 1 os seis parametros de. la rotaci dn. 
De _manera análoga al caso de 1 os espinares en un espacio· de 

tres dimensiones, en la teoria relativista tambi~n es dtil 
analizar primero el caso de rango 1, donde los generadores de 
las transformaciones son matrices de 2X2, y puede demostrarse 
que B en 1. 18 pertenece al grupo SL C2, C> ' 3 ' CgrL1po de 1 as 
matrices de 2X2, complejas, con determinante igual a uno>. 
Entonc·es, los espinares de rango 1 se' transforman c:.omo: 

' ' '' "" ' ' , ~' ' ' •' • •" > _, ' • 0 O - ' O• ~ ' "' 

K , "'= ( EIK) A .¡ (.1. 19) 

y para una rótacCón purament~ espacial se encuentra que: 

B=cosC0/2)+in•gsenC0/2), 

y para una transformación 
velocidad relativa V: 

B=coshC012>-n•gsenhC9/2) 

donde tanh0=1J. 

de Lorentz 

<1.20) 

entre sistemas con 

( 1. 21) 

A diferencia de la matriz definida en 1.20, la 1.21 no es 
unitaria. Esto corresponde a que en Mecdnica Cuántica 
Relativista, la densidad de probabilidad no es un escalar, sino 

Partículas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. 5 
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1. Formalismo Matemático 

la componente temporal de un tetravector, lo cual marca una 
diferencia con el caso no rel1ativista 12'. 

Debido entonces a que la ctnica condición sobre las matrices 
B es que tengan determinante igual a uno, sus tres componentes 
complejas independientes corresponden a seis parametros reales 
independientes. 

Puesto que en general las matrices B ne son unitarias, las 
componentes complejas conjugadas de un espinor se transforman de 
manera independiente de las no conjugadas, y en una teoría 
relativista, se distinguen das tipos de espinores. A los 
espinares que se transforman con la matriz compleja conjugada 
de B, se les denota con un punto sobre el indice y se les llama 
espinores con punto. 

Todas las propiedades de subida y bajada de indices, as{ 
corno la definición de espinores de mayor rango, son las mismas 
tanto en el espacio de Minkowski como en el espacio de tres 
dimensiones (incluyendo espinares con y sin punto>. Es por esto 
que pueden existir espinares mü:tos. de cL1alquier rango mayor :que 
uno.· Puesto que las transformaciones para :Indices con y. >sin 
punto son algebraicamente independientes, no e• necesári6 
especificar su secuencia. 

Análogamente al caso tensorial, para que una ecuación 
espinorial sea invariante debe tener los mismos índices libres, 
con y sin punto, de ambos lados de la ecuación. 

·El espinar K~ tiene,al igual que un cuadrivector, cuatro 
componentes independientes. Entonces es . c.laro que .. son 
realizaciones irreducibles de la.misma r~presentaci6n del grupo 
propio de Lorentz, y por tanto hay una rei<it:ión tliunívo.Ca 'entre 
sus· componentes: 

K llÍl=vl"g 1111' . .. r ' ( 1. 22) 

donde se define go=I, 
éstas son: 

De manera explícita 

:.~ .. ,. ,. 

¿) .U.23) 

La- relación inversa es: 

Esto es un caso particular de una regla más general. ·un 
espinar simétrico con n indices con y sin punto es equivalente a 
un tensor simétrico irreducible de rango n. Además de esta 
relación de correspondencia, existe otra entre tensores de 
segundo rango, reales y antisimétricos, y 2· espinares simétricos 
de rango 2. · Así pues, si Fo<r' es un tensor real y 
anti simétrico c41: 

~I'. ---> F 111•.H=g"' 11i.g~ •iF./) = E 11•F ,¡.¡+ €. i.iF 1119· 

Un espinar totalmente simétrico de n indices puede a su vez 
ser descompuesto como el producto simetrizado de n espinares de 
un solo indice <no forzosamente distintos> e~: 

Esp:l:n 3/2 en Espacio .. c.ur.vo. 
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1. Formalismo Matemático 

A cada matriz B perteneciente a SLC2,C) corresponde una 
t1~ansformac:i ón A ( B> del grLlpo propio de Lorentz en su 
representación entera. De hecho, una transformación de Lorentz 
de un espinar de rango 2 <un f ndice con punto y un índice sin 
punto> consiste en una doble operación, con B y B*, de manera 
que si se cambia B por -B, se genera la misma transformación. 
Esta doble operación genera la misma transformación del grupo 
propio de Lorentz en el tetravector asociado segOn 1.23. 
Entonces, a cada matriz lambda perteneciente al grupo propio 
de Lorentz corresponden ambas matrices +-8 pertenecientes a 
SLC2,C). Como además 

/\<AB> =/\CA>/\<B); /\CI>=I, 

existe un homeomorfismo entre el grupo propio de Lorentz (en 
representación entera> y +-SLC2,C). Nótese que en tres 
~imensionea tambidn existe un homeomorfismo de este tipo, que no 

·.debe de confundirse con el menc:,i6nado··ant.es, entreel grupo 0(3) 
y +-SUC2>, que liga las rotaciones de un vector con las 
rotaciones de su imagen espinorial. 

3. Espinares y T~tradas en un Espacio Curvo•~. 

En esta sección se expondr~ un formalismo adec~ado para 
trabajar con espinares en un espacio curvo. Este formalismo 
introduce ol:Íjetos, .... 11.amados .tétrad.as, con respecto a los. cuales 

'>se· redefin'en .. nume!ricamente los objetos relacionados··a" la 
curvatura.ctensor métrico, m.atrices de Pauli,.••>.,.en ,e1«,S:entido 
de que el objeto ~ue absorbe la inform~ción de la cúrvatGra es 
la tétrada misma. 

En cualquier variedad Riemanniana Ci.e. con métrica grv> 
de dimensión n, menor o igual que cuatro, del espacio-tiempo de 
.cuatro dimensiones, . puede construirse una base global Cen el 
seht.ido de que ·no depende dél sistema de coordenadas> de' su 

,.;'espacio., ' cotangente.· Si: .·. e•14· son : .· ··n· · vector.es linealmente 
independientes Ca~l,~-~,nr en la variedad, Ia l~forma e•, es~ 

·e· •=e•d' "'"' · " .· -r .. ' . Cl.24) 

con I:>:,.. J alg~in mapeo local de la variedad Cuna discusión mas 
extensa del concepto de forma diferencial puede encontrarse en 
las citas <S> y C6) >. 

La variedad que nos concierne es precisamente todo el 
espacio-tiempo de cL1atro dimensiones Ci.e. n=4). Las e;. 
conforman una tétrada, por lo que e• son 1-formas 
tetradiales. Es conveniente trabajar con tétradas nulas, en 
cuyo caso se satisface que e•=e~ y que e3 y e4 son reales. 

Se definen los objetos e.r de tal forma que se satisfaga 
la relación: 

el"e;. = ó .•. ( 1. 25) 
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La 
global 

tétrada inversa e~ define la derivada 
Cbase del espacio tangente a la variedad): 

De donde se sigue que para cualquier escalar T: 

dT=d:-:"' Jo< T=e• 'J • T. 

di1-eccional 

( 1. 26) 

( 1. 27) 

El cuadrado del elemento de arco ds 2 se define en 
t~rminos de la tétrada nula como: 

( 1. 28) 

con: gf"., =g • .,~·e .,!' • (1. 29) 

Para que en espac~o plano la relación 1.28 sea 
consistente, pLtede elegirse l.a métrica constante. g,;., como: .. 

1 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
1 

º_) o 
1 

o ' 
y 9rv determina la tétrada salvo por 
Lorentz <de la tétrada). Entonces: 

( 1. 30) 

una transformación de 

( 1. 31) 

;' ' 

Se definen las·matr~ces num~rica~ de ~auli con respecto a 
la tétrada nuia por medio de la relacidn: 

e g-.,.¡=d""'g ,.,¡ . , .. ,.,.. ( 1. 32) 

Puesto. que 1 as matrices de F'auli gr""'•; y e• dependen de 
1 a m~tr:i c:ª, mJer:itr:a.$ ·: . que g•'!• · no.,- es -- -f.:ki-1 .encontrar 

'· estas iü ti mas pasando a un espacio plano' donde 1 as matrú:es de 
_Paúli son las· utilizadas en la sección anterior y las e• 
tien~n una expresión simple: 

1) ' (o o 1 
ó)' ( 1 o o ( 1. 33) 

La contracción e.g~i es evidentemente un espinar de rango 2. 
De la misma manera en que se le asocian componentes 

espinoriales a un tensor, se l• pueden asociar sus componentes 
tetradiales mediante la relación: 

T e d=ec e• e ""e fJT r' ... j" s • .. "'-('' 
y utilizando la rel~ción 

espinoriales, se obtiene 
tetra.diales y espinoriales: 

entre 
la 

·e 1. 34 > 

tompon~~tes tensoriales y 
relación entre componentes 

.Partículas. de Es¡:>fn- 3/2 en Espac:i~ Curvo. a: __ .- ,,. 
_, .•. -•.• _j;,;;;¡;:-;;:~'.;d:,; ..•. ,,.;,;;_ ·.v'1úi~;;i11;'·' .-·~:,.: ., .. • ;~-L~:;o: :.: J>;;;d{!Üi:¿jt;..~·¿"''~i< f·;; .'.''"·;:'.~-, .. :;..;"~"{¡úáfa~.,~r;,~;~~Y!~~~:~,~~~·~w;5Tuti:~~1~q0}~~~i'4:~ri 
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( 1. 35) 

Las transformaciones de espinares cambian diferencialmente 
de punto a punto sobre una variedad. Esto implica la necesidad 
de construir derivadas covariantes de espinares en el mismo 
sentido de la derivada covariante tensorial, es decir que se 
transformen como un objeto mixto con un índice tensorial e 
índices espinoriales. De la misma manera, es conveniente 
introducir una derivada tetradial que sea covariante. 
ConstrL1iremos las primeras en terminas de las segL1ndas. 

La derivada covariante tetradial se obtiene de la tensorial 
por medio de la ecuación 1.34. De: 

v. "'" . .. ....s>t· •• J "'... r.... '1"·.. :r ot· .. 
l"'Tf' •.. =1p···•,...='!"'T~ ••• + c:rf"1:e •.• - rfJf" T17 ••• + ••• , (1.36) 

con r;~ los símbolos de Christoffel del segundo tipo: 
~· r;.,, =(1/ 2 )g.)..J (gJ}".1V+gf'>;:f"-g,..,...JI')' 

se obtieme: 

T •··· - • fl et;.. ~ 
b ... ,c-eo(e b• •• T" ···•re e== 

con r • --e·• ·-e.., 
. . lle- .·~·'"e' b . e . . . 

los coeficientes de rotación de Ricci'. 
definen las formas de Ricci: 

Los índices de estos coeficientes se 
tens_or inétri .. co cons.taote. g • .,: 

. '" ' '"" , , 

r."c=g .. r •,,e. 

Como g .,,, c=O 7 se deduce qL1e 

.. 

(1.37) 

( 1. 38) 

( 1. 39) 

manipulan con el 

( 1. 40) 

( 1. 41> 

Ahor<a 
estructura, 
derivadas de 

es conveniente introducir la primera ecuación de 
que determina las formas de Ricci en función de las 
las 1-.formas b.:tsicas e•: 

de•=d (e•"' d:-:ce) =ef.. ,,.d://\ d:·:#=e·~.v1d:<"'"' d:<"", 

donde "d" denota la diferencial e:·:terior•:u,c... Utilizando la 
ecuación 1.38; antisimetrizándola con respecto todos sus indices 
se obtiene: 

y finalmente: ( 1. 42) 
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A esta ecuación tambidn se le conoce como la primera 
ecuación de Cartan. Las ecuaciones 1.41 y 1.42 determinan 
completamente los coeficientes de rotación de Ricci. 

Para definir la derivada covariante espinorial, pediremos 
que satisfaga los sig~ientes axiomas naturales: 
i) La operación es universal, y su mecanismo está determinado 
completamente por la geometría de la variedad. 
ii) Es covariante. 
iii) Es distributiva con respecto a la adición. 
iv> Sigue la regla de Leibnitz para el producto. 
v) Es una operación real. 
vi> Se reduce a una derivada parcial comón y corriente cuando 
opera sobre un escalar. 
Así la derivada covariante queda determinada mediante: 

v. "!' "ª ... ·=~ ,,,, ,.¡ •.. ·+ r " '1-' ·• .•.. 
'}"\ CD.•• ,,.. CD •• • ~~ CD.•• 

( 1. 43) 

Donde ·las r"•r están relacionadas con los 
coefi-cientes de rotación de Ricci por medio de la identidad: 

Ce~r,.11.¡)=-( r42• C1/2)Cr12.+r34.)) 
(1/2) <r12.+r34.) r31a 

( 1 .• 44) 

.La matriz con puntos _se obtiene de ~sta por cqnjugaci6n7 lo. 
que según el· ·'esquema usual. significa: 

4.Los Par~metros de Curvatura. 

La medida de mayor información de.la curvatura del espacio­
tie111po enun_pu_nto _ es el. tensor de Riemannm, también llamado 
_terisor.de cur.vatura~- E:~te t~Qsor_ próp-orcíi:ina tOda .la"fnf·ó~n'iacion 
sob~e la curvatura; es cero en uri'a' reg:Í. 'ón del espac10.:..:tiémpo .sl. 
y. sdlo si . esta. región es plana <con métr.ica de l")inkowsk'i). 
Explícitamente este tensor es: -

e 1. 45> 

Se puede demostrar 1• 1 que éste es el Único tensor que puede 
construirse con el tensor métrico y sus primeras y segundas 
derivadas. Cumple las 'siguientes propiedades algebraicas: 

A> Simetr!a: 

B> Antisimetría: 

C) Ciclicidad: 

R~'"'f =R.,_,1 >-,,. , 

R).f\V~ =Rt,\f"1YJ =f\y.. tV.fl, 

R;\. 'f""'J 1=0. 

De estas ecuaciones, vemos que R~~~~ 
independientes en el espacio-tiempo de 4 

<1.46) 

tiene 20 componentes 
dimensiones. De las 

:.j ... pªS~~i~~.las d·~'.:;~pin 312: ep EsJ:>acip Curvo~ .... • i 10 ... · ... 
:-. ":', •:.!.;,~ : .. ~~·:~~~·~:~:;; ~·-:;~·~(¡.,. :._i;,_,:.,>:' ,;;:~ó{-~: .. :~-;~''}'.,;, ·. ,:._<,~}'./ ;:r~·~'>' •-.~; 7'.: · ... ~:~;;!, ,· '){.::.~¡,·~;, ::··:~.· ~~-';~'.~'.·•>:· .-_,~. \;~ • .·' . • <~:'!\ :' • '• ~·,.·,, ':.: ,\>":i ::~': ¡ ':. •"f, <'-, ,·' ''.·: ;~·{>~:~ ~:.:,h{;, :J: ·,•,\_;; <2• ·: ~~~:c··:2;;_.;,~::.\f:. ~·'. ?:i.~;L:;>~;:;_{¿;;~,/ 
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ec Llac ion es 
Bianchi: 

1. 36 y 1.45 se siguen las llamadas 

R)/-' <11 f 1a- J=O. 

Además, de estas 
siguiente relación de 
covariantes de un tensor: 

mismas ecuaciones se 
conmutación entre 

identidades de 

(1.47) 

satisface la 
las derivadas 

Dos de los indices del tensor de Riemann pueden contraerse 
para formar un tensor de segundo rango llamado tensor de Ricci: 

( 1. 49) 

Salvo un signo, este tensor es ~nico, pues de 1.46, vemos 
que la contracción de los dos p~imeros o los dos ólt~~os indices 

·es cero. 
Análogamente, 

contracción de sus 
curvatura••>: 

el (mico escalar 
indices es el 

que puede construirse 
escalar de Ricci o 

por 
de 

( 1;. 50) 

Las ecuaciones 1.46 implican _que el tensor de Ricci es 
simétrico.; La . curvatura Gaus;siana K esta rel.ic:icinada con el 
esé:.aiar de Ricci.mediante la formula K=-1/2 R, dcnde'::el -1/2 
aparece e:·:clusi vamente por razones l)i st6ri cas•••. . 

Se puede descomponer al tensor de Riemann de ~a siguiente 
forma. Definiendo el tensor de Ricci sin traza: 

c"'1<=Fi..f"'1<-Cl/4)g""*" R? 

R).,... =Cl/2>S~.r . ca- -(R/12>.fAt"' +c;:lr 
. ; , V,k . . . . YKG" f. .. . . Vk. YIC." 

(1.51) 

_ , Dol)de C"-,,,. y k es éÍ 11 a~~do , tensor de .. We.yl _o tensor 
~oriforme. Este . dltimo nombre proviene de que la ~ondición 
nece~a~ia y suficiente para la existencia de un sistema de 
ctio~~enadas donde g~~ sea propo~cional a_ una matr~z constante en 
todo el espacio es que C~JA .... ~ sea id~nticamente cero•••. 

Este tensor tiene todas las propiedades del tensor de 
Riemann, más la propiedad de que C~~vK=O. De aqu{ que tiene 10 
componentes independientes. Además C !"I< ti ene 9 componentes 
independientes, de tal forma que considerando que R contribuye 
con una sola componente, la descomposición 1.51 es consistente. 
De hecho, en el espacio vacío <en donde el tensor de Ricci es 
iddnticamente cero) los tensores de Weyl y de Riemann 
coinciden•••. 

Cada uno de estos objetos tiene su imagen espinorial"": 

Partfculas de EspiM 3/2 en Espacio Curvo. 11 
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co<fV's-> 

c.,.,--> 

R > R. 

La imagen 
dada por'41 : 

( 1. 52) 

espinorial de las identidades de Bianchi está 

( 1. 53) 

Ahora que se introdujo el tensor de Riemmann, puede 
deducirse la segunda ecuación de estructura de Cartan, utilizada 
para obtener explícitamente las componentes distintas de cero 
del espinar de Weyl. De la ecuación 1.48, para una tétrada nula 
<q=l; p=O> se obtiene: 

e• - • - • R"" • (!H :t'" S e p • ¡ ~ -e ot p 4' S ' 

contrayendo esta relación 

de-finición de las formas de Ricci r•b, se obti-ene que: 

R·b=d r •.,+ r·-"'r ... , 

Esta es la segunda. ecuación de. Cartán; <R•., es.,la.> imagef1 
tetradÍ al· del tensor de Ricci y R·b~• es la del 'tens'or de 
Riemann. Esta ecuación en t~rminos de las C's de Weyl, junto con 
las r·s obtenidas de la primera ecuación de estructura, son lo 
que permiten encontrar el valor de las componentes del espinar 
de Weyl para una métrica dada. 

Es de grán importanci·a tener la imagén,espinorial de la­
ecuación 1·•48;, ya> que nos dará· re·taci·ones aTgebraicas·: entre· l:as · · 
componémtes de los.espinares .fundamentales .qüevamos a Lltilizar 
en •l desarrolto posterior de las canti~ádes -fisi~as•~: 

V ... e 'V DJ~"f 111 ••• 11.,_;• ........ =4.qCcaÑ 1•··l' ·2.·. ··&~J~j .... ollat 

+4p CNcDc11;i- 11&·. oll.&p•N·· ... izq.+ 

+p (R/3) J .. ,cEa><11.'i'111 ••• 112¡.iN¡,, .. i;r.!J., 

VN<é \7¡;' N"t'"" .. oll1p¡, ... i""J.=-4qcciici • .o"l'11 .... ll~p ..... ·•.zi""-

-4pCN,lléQ...¡,j, • •. iat • JN+ 
o ( A,_ ... "1p 

+q CR/3) r .t•ée,ii1ei...i. i ..... i.z..•Ñ 11 O r ~ , ...... zp• 

. ·~,.,. . 

( 1. 54) 

Donde V 11"=g,..11• v =g.11•V• y <C11•c•> *=Ciilcli, <Cioic.> *=C11.Cil 
y R=R*, ya que el espacio-tiempo es una variedad real. 

Partícul~s de Espín 3/2 en Espacio Curvo. 12 
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Para calcular el valor explícito de la imagen espinorial 
del tensor de Weyl se puede proceder por dos caminos distintos. 
El m~s directo es por medio de la fuerza bruta: calcular 
directamente las componentes del tensor de Riemann, que en el 
vacío coinciden con las del tensor de Weyl~ y de ahí obtener la 
imagen espinorial. El segundo camine, que genera una comprensión 
más profunda de las propiedades del espacio-tiempo, es el de 
clasificarlo en t~rminos de las propiedades algebraicas del 
tensor de Weyl en cada espacio, procedimiento formalmente 
equivalente a clasificar el tensor de Riemann en espacio vacio. 
La manera más senci 11 a de 1-iacer esto es i:.eg~m Penrose"º': 

La imagen espinorial del tensor de Weyl, por ser totalmente 
simétrico, se puede descomponer en el producto simetrizado de 
cuatro espinares de un solo Índice: 

Estos 4 espinares no tienen por que ser distintos 
Su imagen tetravectorial define 4 direcciones en el 
tiempo sobre el cono de luz, que quedan determinadas 
L'.mi ca: 

. 
!<---- .> K -g """" ...... " r - '/' P..A<'·A • 

entre sí.· 
espacio­

de manera 

F'enrose llama. a estas direcciones las .. direcciones 
pri ncipáles g~avi tacionales nulas ."DPGN" < i'gravi:tational 
principal nüll . directions"). se' puede clásificar éi espacio­
tiempo en función de l~s direccion~s ~ulas ~6i~cident~s: 

G 
K1AL•McND> 

D. 
K uJ<.McM01 · 

CF 
o 

I 

. -_,,.., 

GII 
· K1AK•McN01 

N 
I< 1Al<•Kcl<D1 

II II I 

TABLA I i:s> 14> "º' 

El espacio con-fo_rmalmente plano <CF>, donde el tensor de 
Weyl es idénticamente cero, es el único ~aso en que las DPGN 
están indeterminadas. Esto corres .pande a que aquí una geod~sica 
nula puede seguir cualquier dirección en el espacio, y el 
cuadrado de su elemento de arco es invariante ante reflexiones 
eM el tiempo. Como veremos mds adelante en el capítulo cuarto, 

·:.,,: Par:t.(c;ul<;\!i. de ,Espin 3/2 ·en Espacfo ·Curvo. · .... · 13. · 
.· ··~~~~}~:.'.~.~;~h~~Qif?~~f;:f~~6UÚi~~Ü:i~~~1~~~l~~~q~-~:~~;é~;.:,!!~:~.i¡H?~i{t;~;~~t~~A:/:~·i)~~!.i·~~·<~;f.;:J~-'.~~~.:~:J;;~~~· ~;~S.t~J~,¿~/~~; ";;~~.;:~:3_.'.\f$,_:~i-;:;~ -~:~;~ ;~,~-~i;::::_,~,~-) .... ¡.~;·::.;{Ji~~ 
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el caso de la m•trica de Schwarzschild permite sólo dos 
direcciones para la tétrada nula, aquella que corresponde a un 
hoyo negro donde las geodésicas nulas y de tipo tiempo sólo 
pueden entrar al horizonte y la correspondiente al hoyo blanco, 
que es el simétrico bajo reflexión temporal, en donde sólo 
pueden salir de el. De este modo, los espinares del campo 
gravitacional deben ser iguales'dos a dos y la métrica de un 
hoyo negro corresponde al grupo D de la tabla I. 

Aunque no se sabe con certeza a que casos corresponden 
todos los demás grupos, se sabe que el grupo N representa ondas 
gravitacionales planas ya que su dirección de propagación define 
una dirección ~nica y esto se refleja en tener sólo un DGPN. Se 
especula que todo el grupo II, y el grupo III, tambidn 
representa este mismo fenómeno. O~iginalmente Petrov (1954> utilizd otro método para 
obtener esta misma clas~ficación en términos de una matriz de 
3X3 11 amada de· Petrov, . C::atal ogando su espectro de eigenval or:es •. 
Una discusión 'elemental de este: procedimiento esta< dada en la 

referencia <11>. · 
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2. Ecuaciones Relativistas de Espín.3/2. 

CAPITULO II 

LAS ECUACIONES DE ONDA RELATIVISTAS 
PARA PARTICULAS DE ESPIN 3/2. 

Al pasar de una Mec~nica Cu•ntica Cl•sica a una relativista 
es necesario, ademds de extender los objetos fundamentales de la 
teor{a al espacio-tiempo de cuatro dimensiones, tomar en cuenta 
las modificaciones en los conceptos físicos derivadas de que la 
velocidad máxima de transmisión de información en una 
interacción es finita 1u. 

E~ Mecdnica Cu~ntica Cl~sica, el principio de incertidumbre 
<o relación de dispersión> permite en principio medir con 
precisión arbitraria y en un intervalo de tiempo arbitrariamente 
corto cualquiera de las variables din~micas de una partícula,. 
imponiendo restricciones,sólo sobre la pr:-ecisión en la medida de 
su vari_abl e canónica conjugada correspondiente. Este hecho es la 
justificación epistemol6gica para asignarle .un significado 
físico a la función de onda mediante el cual su mddulo ai 
cuadradQ es la probabilibdad de encontrar a la particula en una 
vecindad de un punto en el espacio; en.un instante dado. El 
concepto de dicha probabilidad requiere entonces que este punto 
pueda-en principio ser medido con cualquier p~ecisión y rapidez. 

Además de estas restricciones, en relatividad e:-:iste _un 
límite a la v.elocidad .. con que se püede ·realizar cualqui'é;ir 
interacción," l.o cual impone nueyas Íimitacion~s fund,~mentales en 
las' mediciones_ de • las. variables físicas> ele un si>stemá. En 
p·a:rticular .puede demostrarseCU que en una Mec.:inica Cuári.tica 
Relativista es, en principio, imposible reali.zar U:na medición 
rápida con precisión arbitraria del momento. Una medida exacta 
requeriría un intervalo de tiempo in~inito para realizarla • 

. La construcción de los espinares fundamentales de una 
-teoría- relativista. cqmo realizaciones del grupo .de Lorentz 
incorpora estas; nuev<:..:$ .. l.iÍni taci enes a la _·teoría •.. ·._ .· ..... 

· - El problema de ·-describir-· part:fcu1·a!:i'· de'· espines· mayores que 
uno, y en; particular s::::Í3/.2;, se remoqta .a P.A.M. ·Dirá.e,_ que en 
1936 propuso 1 as siguientes · ecuaciones de oncia para · 'una 
partícula de masa m y espin 3/2'v: 

m tf> c•16=pü "t •c.•=p••'"t'"c•, 
<2. 1) 

donde ....,..e:,.. y e¡, e;.;, son espinares simétricos y p 11;, es la 
imagen espinorial del tetra-momento. 

Estas ecuaciones describen adecuadamente una particula 
libre, sin embargo, como demostraron Fierz y Pauli'ª•, 
implican inconsistencias inmediatas al acoplarlas mtnimamente 
con un campo electromagnético externo. En el mismo artículo, 
resolvieron estas dificultades introduciendo de manera "~d hoc" 
componentes subsidiarias dependientes de la intensidad del 
campo. Sin embargo este nuevo en~oqu~ introdujo dificultades 
mas sutiles. 

Subsecuentemente Rarita y Schwinger <RS>~• sugirieron 
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una formulación alternativa al formalismo de Fierz y Pauli, que 
utiliza como objetos fundamentales de la teoría biespinores 
vectoriales. Existen intentos más recientes de construir 
ecuaciones de onda relativistas para partículas de espín 3/2 que 
no tengan problemas, que sin embargo han resultado infructuosos. 
Un resumen de estos intentos puede encontrarse en la cita (5). 

Un argumento relativamente sencillo para justificar las 
ecuaciones 2.1, basado en una interpolación al caso clásico es 
el siguiente'"· 

En el marco de referencia propio, una partícula de espin 
3/2 está descrita por un espinar <en tres dimensiones> 
totalmente simétrico de rango tres que s~tisface las propiedades 
de una función de onda, i.e. es continua en las coordenadas 
espacio-temporales y es normalizable, por lo que tiende a cero 
por lo menos tan "rápido" como 1/r cuando r tiende a infinito. 
La extensión correcta de esta teoría a cualquier marco de 
referenci~ inercial, debe redl_\c;:irse por tanto a este caso. Los 
espinares de la forma. ~ uc, "f'·. ii•c, t He. y .· ?(."1111, Cen 
seguida se verct .que estos dos ultiinos espinares no dan .·más 
informacidn) que son simétricos en índices ~on y sin punto y que 
satisfacen las condiciones: · 

<2.2> 

satisfacen este requisito <espinares de rango mayor también 
.podrían servir pero darían lugar a .ecuC'lciones.de orden mayor que 
2>. . 

Est·o es debido a· que en el· marco de referencia· propio~ ca:da 
una de las condiciones de sime1::,r-ía reqúeridas entre cüalesquiera 
dos de sus indices puede expresarse como: .. . 

y, puesto que en el marco de referencia propio pAi--> mJ "•, 
·:.:."las·ct:>ndic:iones 2.·2se :reducen-a las anteriores eri:este mar.ce ..•. 
- · ··El' .. /C--t!lñ.·~'.-~·a: .. ,.:~p-S~ado.~ ~~~qu•···f:'.'·'-i_~~e.-::~p~r-·e~-~.~ ,~-" -_.:1·a,--:-~cuac.~--á~-:-,d~--·-~~d~-" 

de una. par.ticula . libre es .el operador. de tetr:'amomerito p ... ·.·. L;.a· 
.invariancia relativi·sta implica las ecuaciones di.ferenciales1. 

c2. 3> 
Donde m es una constante con dimensiones ·· Cno ···tendría caso 
proponer una constante distinta para cada ecuación, ya que la 
diferencia se puede absorber en cualquiera de los dos 
espinares>. Eliminando f/J en función de l'lf.I en las ecuaciones 2.3 
se obtiene: 

(2.4) 

de donde es evidente quemes la masa en reposo de la partícula. 
De hecho, cuando Dirac propone por primera vez el ~qüivalente de 
la ecuación 2.3 para espin 1/2 '" requería que se 
satisficiera la ecuación 2.4. Esto implica necesariamente que la 
ecuación sea cuadr~tica en el operador p. 

:.Particulas>d'e Espin 3/2 en ;Esp,.ac.io c:::ur"':~·. . J 7 · 
·;.~i;t;~~·~l:,¡%;,W~:~,w,;:\t)ai1~á:~;~':~ii.k~i.\;k'i.dJjJ;;,:<iiJ,~;;;;V.ái:;:\'.:~xÚ~.:,:;,}:~,.;;:0;c¿,;.{~¡X~;~;;;ú;.i~;: ... ;';~;¡;1~;ify,W;~;},~~~;1.::'·i..X~;';;:L .. ,; ;, ... i:,;,1,,;,'.j¡;¡1;,,~;,ü,,:~·.;i;;,·;:ii~?1zU;;$it2,#¿~,;~; 
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En virtud de las ecuaciones 2.3, las 2.2 implican que los 
espinares ~ y ~ en 2.3 son simétricos respecto a ambos tipos 
de índice, ligando e y é en la primera de las ecuaciones 2.3, y 
D y A en la segunda, utilizando 2.2: 

Si la masa no es cero, se sigue que los dos espinares son 
sim~tricos respecto a los Índices con y sin punto. Si la masa es 
cero, esto no se implica, pero para que se reduzca el caso 
masivo a éste, es necesario exigir simetría también en el caso 
sin masa. 

El par de espinares 't y X no provee ninguna información 
adicional, puesto que las ecuaciones que satisfacen son de la 
forma de 2.3. 

Se llama biespinor al objeto que tiene ra forma: 

<1'.">=C'iJa ""•2 ~. "'•)T . ' • .,. ' ..,, .1 ' ..,, .z . : · A=1,2,3,4 

Con este objeto pueae escribirse la ~c:uac:ión de Dir~~ para 
partfcula de esp!n 1/2. El objeto equivalente para describir una 
part:l:cula de esp:l:n 3/2 pertenece a una·representación mixta y 
tlene un Índice biespinorial <que en general. no se escribir,>, y 
un Índice tensorial: · 

( 'f,.. ) =g,:A ( ~ 11111, "fi 2 Ai, 4> i11i\, cp ¡..¡)T • 
.. (2.5) 

' ,._ 

Con esteobJeto puede escribirse_ la ecuación.2.3 como: 

<'t' y p" -m>'i'~ =:=O 

con la condición equivalente a 
matrices de 4X4 llamadas de Dirac::, 
ClifforcP': 

· .. { i-r~ y.v }=2gf'"Y, 

(2. 6) 

2. 2: ~ "'fJ,... =.o. Las '(/"/"' son 
que sati sfac:en un álgebra de 

donde se .. sobreentiende que e.1 lado derecho.de _1a ecuacio~ va 
·multiplicado por la identidad de la representación. 

. .. Con este formalismo es relativamente· sencillo demostrar que 
la" ecuación construida, junto con sus constri·cciones representa 
efectivamente una ecuación de onda para una part:l:cula de espin 
3/2. Para encontrar ~l espectro de esp:l:n del espinar de la 
ecuación 2.6, sólo deben encontrarse los generadores de las 
rotaciones espaciales infinitesimales J, del campo. Estos 
operadores forman un álgebra SUC2> en el marco de referencia 
propio de la partícula, y el espectro de espín es aquel 
permitido para JZc••. 

Bajo una transformación de Lorentz, de un sistema con 
coordenadas :'. I"" ' a uno con coordenadas 

x'I'"=/( v x"', 
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el campo se transforma como 
• I"' Y, "P"' ( :d ---> "\' .,... ( :1 • ) = ~ "s (A ) "'fJ (X) ' 

donde es preciso notar que S<A> no es la matriz B introducida 
en el capitulo I, sino su correspondiente biespinorial de 4X4: 

S<A>=(B<A) O ) 
. o ª* ( /'.) . 

Si la transformación es una rotación espacial por un ángulo 
infinitesimal€ alrededor del eje i, se tiene que: 

/"\V= Jf"V +é ~ &Jll ~ .... Ja~; 

SCA>=1+(1/2)i € (g• O) 
. o . g, ' 

de forma ta_l que: "f 1"' <x · > = 'l'"c-~ > +l.<E: u.li Jr~~ ex>+ e 112> i f g, ; .º)~r> \.o. -g, . ' 

y puesto que el gener·ador de las rotaciones espaciales es -i.J1: 

.J,"1-'J" =-iE·u11 Jf'' "'#' 11 + e 1/2>{g• 
. ' o 

o)~-
g, ' 

- . 

~:) C-i~ulic:fri1' "+{g•: ~~)4'~> 
. .. . 

._ + ( 1'/2> ( 6' 

~ .. ,, ... _.,< ........... ··-.?;(~--:~r:~_ ·draJ_-_ !~>trr+ <3t4>-~~ ~i_-~j .. ~·-( .. º9a: .ºg· \_ó,..,4'~'·-·· •l .. · .. 

donde se usó. que €u11E11.= JJ~c:S~i- J J1J ..... Además, 

se obtiene finalmente: 

La ecuación de eigenvalores .:J 2 "t',..=a "VI"' puede separarse en 
los casos f" =O y./"- =J. En el primero de estos casos: 

. J• "l-'··· 0 =C3/4)"f.l º=a1' 0 , 

y puesto que a=sCs+l) con s el espin de la partícula, s=l/2. 
Como se pretende describir exclusivamente una particula de espin 

Par.ticul.as de .Esp:En 3/2_ en Espacio Curyo._ ~-9. 

~;i:: ::~:.JJ.L"fa\·i~¿~t~~ff,:~¿~~¿; .. ;;;;·>:i&:;;;,1;, ~:~;;:"'•ii· .. ~,,>Y~~ :~-.. f, .. > ;_ ••.:.·,~_-!;úti; .... ;r .i· ,:_· é'' ;,,,..:,~: ;y,: ;::;:J~:f {:;:,:· -.,;\,-;, .• ~;?,;;::~:- L.:~·~t~··~·f-:·c,~ci'.+0:~ 
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3/2, es necesario 
El segundo caso se 

5 

(a-15/4) 'lf" ,"f''+ Í: 't 
1<=1 

que en el marco de referencia propio 
reduce a: 

para cada j=l,2,3. 

"4'º=0. 

Las soluciones para "a" de esta ecuación son a=3/4,1514, es 
decir s=l/2,3/2. Es claro que s=3/2 si y sólo si: 

3 2: '(/' 111' 11 =0. <2. 7> 
k=I 

Entonces las condiciones sobre la ecuación 2.6, para que en 
el marco de referencia propio describa exclusivamente particulas 
de espfn 3/2 son 2.7 y ~º=O. La generalización de estas 
condiciones a cualquier marco de referencia est~ dada por: 

(2. 8) 

Eri .efecto, multiplicando 2.6 p~r ~-' y utilizando · 2.8, se 
encuentra que: 

"'ti" °'t'""' p'\) 1' .i"' =O' 

""'· (7 •• ) y del álgebra de Clifford para las o 

<2.9) 

.. Puesto que en. el.marco de referenci,a propie p•=o, "'fJº=O.y .se 
.sat:i?face: 2~7.. "· ... 

. .. .•... .. ·. Las ecuaciones 2.; 9 sc:ln p;.:.~ci sám~nte ¡-a,;... cond:l.ci ónés de 
simetría· .. reqüer;.idas por· las ecuaciones 2.2, •y··· eliminan• eL 
término de esp:[n 1/2 en la.ecuación de.onda. Como se vercl mc:ls 
adelante, de acuerd6 a lo mencionado por Fierz ~ Pauli, este 
término corresponde a una part:[cula de espín 1/2 con dos veces 
la masa de la part!c:ula de espf n 3/2. Campos que contienen tanto 
part:l:culas de espín .. 1/2 como. 3/2 no pueden ser cuantizadas de 
·!!lanera consistente· C:on el prini::ipio de ·exclüsión ~ele Paulfm. 
···" ·: comi:i'se :m~né:.icnd· anter.iorment:e· :· lás Xricons1st.enc:1·as'en Jas 
ecuaci.ones de esp:l:n 3/2 sólo se maní.fíes.tan al .acoplarlas con 
un _C:ampo .externo •. En el caso. de part:i: éúfa libre ' todos estos 
formalismos· describen aclecüadameri:te párt:i:culas de masa m eri el 
sentido de que· ·sen representaciones del grUpo dé Póinc·aré~·· · 

En adelante se estudiarc:ln m.is específicamente las 
inconsistencias de cada ecuación y los intentos que se hicieron 
por solucionarlas. 

Fierz y Pauli fueron los primeros en acoplar la ecuación de 
Dirac para espfn 3/2 con un campo electromagn~tic:o externo. 
Demostraron que al cambiar p,.¡ por TT ,.¡:=p,.¡-eA,.¡, donde e es la 
carga de la partícula <usualmente la magnitud de la carga del 
electron>, y A~ es la imagen espinorial del tetravector 
potencial del campo electromagn~tico, se obtenía una 
constricción algebraica que sobredetermina el problema: 

<2. 10) 
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donde Fº Cy F¡¡) son los espinores simétricos asociados al 
tensor antisimétrico del campo electromagn~tico Fr--v que, ·Come se 
vio en el primer capitu~o, se obtienen de la siguiente manera: 

f_r,.-->F 11aá8=gf"' 11¡gv ·~., = €. 11.F ¡¡,+ E: ¡¡F 11 .. 

La ecuación 2.10 se obtiene de la siguiente forma. 
relación: 

De la 

TI A."tl cD- -rr cD'1T "•= cf;..:F.D+ J.DF;.i:, 

se cump 1 e que IT u \T "•- 1i Ñ• "\t' 11t.=2F ,,.•. 

Por otro lado, como en el caso de particula libre, se satisface 

·--de dende 

11".;. vü=..;.; v'z ó••+F~•. 

Cambiando p 
en -funci On de 

.y con 2~ 1.1 

por 1T en las ecuaciones 
"f> , se sigue. ·que: 

. é_;·1T z "f>C +F· . ";.,;~ . :_ . ~ ,...; ~ ·.· 
.. •. . . ,. .. •• ... • .'. r .,...,.m · r ••. 

. c2.li>. 

2.1, y eli.minando 

···.,. 
·-,_.'._,_.;::-> -

, , ~; , 

ecu~ció'n ~s ~imétrÍ ce erí' Puesto qÜ~ el lado derecho de esta 
A y B, ~e obtiene la con~icLón 2.1b. 

La pri~era propuest~ que hicieron para vencer esta 
dificultad fue simetrizar el lado derecho de l~s ecuaciones 2.1 
respecto de A,B y Á,é respectivamente, lo cual es una 
constricción más débi:i. sobre el ~sistema.· Sin··· embargo esto. los 

•.;,..,,,,.;.llev6··;·,ac···una .··ecuación~·.;·~d• onda:que~n.o··:era:: <··de· ···!H!gundo.'.•.or-den, ...... . 
incluso en ·el e.aso de part(cu'la libre. Ademcis enc:ontraron que no. 
s.e podía definir una carga'pósitiva'definida9 . ·lo cual impedfr!a 
·realizar una segunda,cua1\tizac:ión consistente. con el . princ.ipio 
··de· exclusidnnn. ·Esta· modi-ficación · ·fue. entonces desechada y .. se .. 
. mantuvieron las 2.1 para el caso de particula libre. Enti:irices;~­
cambiaron ·de estrategia y propusieron, ademcls de cambiar p•por· 
~u, agregar a la ecuación 2.1 nuevos tárminos <llamados de 
Pauli> dependientes de la intensidad del campo. Esto resulta en 
una teoría muy complicada que involucra espinares auxiliares que 
ne representan a la part!cula de espín 3/2 <sino que están 
asociados a una particula con espín 1/2). 

Posteriormente en 1941, w. Rarita y .J. Schwinger 441 

propusieron un formalismo alternativo equivalente, que no 
.utiliza estos campos auKiliar~s~ Utilizando un biespinor 
vectorial como objeto fundamental de la teoría,~·· constrUyeron un 
Lagrangeano del cual se obtienen tanto la ecuación como sus 
constricciones de simetría: 
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L="iJ,M<Y'"J'\>+m>~ .... -<113>1-',... <~Jv +it...ia~ >'o/..,,. 

+ < 113> "Y,.... ~!" <a"2t -m>t v ~..,... . 

Donde .'i' =.Y- 0 1'• es el llamado conjugado de Dirac de -i' 171 

(2. 12) 

En ausencia de campos externos, este Lagrangeano no es 
único. Pero cuando hay un campo electromagnético es el único 
que sirve. La ecuación resultante es: 

La ecuación 2.13, conocida con el nombre de ecuación de 
Rarita-Sc:hwinger, es la ecuación mas conocida dentro de las 

· e.cuaciones de esp:[n 3/2. Esta ecuacidn, aun cuando permite 
'definir una carga.positiva definida, conlleva otros problemas 
recientemente desC:ubiertos 1•>.•••. Las soluciones de 2.13 · se 
propagan ·.a velocidades mayore_s que la velocidad de. la luz para 
un campo externo arbitrariamente débil. Es más,· si es 
suficientemente intenso, el sistema de ecuaciones dif.erenciaies 
parciales 2.13 pierde la hiperbolic:idad, y por lo tanto se 
vuelve inadecuado para describir fenómenos ondulatorios.· 

Por otra parte, w. Hurley 00• propuso una ecuac:iOn 
alterna, cuyas soluciones se propagan causalmente, .... aunque el 
fprmalismo . requiere de. una -m~trica <producto interno>. que no es 

. positiva definida, .lo cual impide hacer una segÚnda cuantización 
decente. · . . : .. .:· . .... ·: . _ .. ... . . , ·. ... . . 

De este modc(, es posi'ble dividir las :.ecuaciories~existentes.}t 
para part:[culas . d.e masa· m y esp:J:n 3/2: en dos ... familias: 
caracterizadas por distintos. defectos. La primera, a la c:u .. 1.< 
pertenece la ecuación RS, tiene soluciones acausales ál 
acoplarla c:on un campo electromagnético externo y puede perder 
:l.a hiperbolicidad en presencia de campos lo suficientemente 

'.'••:i; . .,~.~!:'_s9s. ·t.a se.gi.mda, : qu~ tiene soluciones que se propagan. 
· causalment'e;¡ 'tiene una car:-,ga que rió es positivél definida' incluso 

,si las partículas tienen energ{a ·posi'tlVa~·' ·• -~ , .. ·····.. . : .. · 
. Aunque no se han agotado toda<$ las: pos:i.bil idades., todo' et:: 

.trabajo real izado apunta a que· no< puede .existir una ecuaciOn d.e 
esp':tn 3/2 que .no sufra de. alguno de. los . .:interior-es defectos. Sin 
embargo, estos problemas estan íntimamente .. ligados al. 
acoplamiento con un campo electromagnético externo. ·En ei. ·caso· 
de una part:J:c:ula libre las ecuaciones son consistentes. Cabe 
mencionar que, aunque esto está fuera de los alcances del 
presente trabajo, dentro del marco de la supersimetría, se han 
obtenido ecuaciones para espin 3/2 sin problemas. 

Para concluir este capítulo, se mencionar;ín las ecuaciones 
más importantes para partículas de masa cero en el vacío. La 
primera de dstas, para espín cero, es la famosa ecuación de 

· ·Klein-Gordon con .m=o, que en lenguaje espinorial es: 

La ecuación para el neutrino, 
Dirac para espin 1/2 ,es:_ 

<2.14> 

derivada de la ecuación· de 
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..,¡"t. -p "11=1.>. 

Las ecuaciones para partfculas de 
conocidísimas ecuaciones de Maxwell, son: 

esp!n 

<2. 15) 

uno, las 

(2. 16) 

y la correspondiente ecuación con puntos. Las identidades de 
Bianchi en el vacío son las ecuaciones para partículas de espin 
dos: 

(2. 17> 

Por analogía con las ecuaciones 2.14-2.17, una ecuación 
para partículas de esp!n 3/2 sin masa, puede ser de la forma: 

,._..., jl•c= "fJ CAllC> • (2. 18) 

Esto viene por inspeccidri, del hecho de .que el objeto debe 
tener tres índic.es espinoriales y sólo tres índi_ces .libres~ 

Ninguna de las ecuaciones anteriores presenta 
incongruencias. Nótese tambi~n que la ecuación 2.1 no se reduce 
a la 2.18, al fijar m=O. Esta Última tambien seriá resuelta 
alrededor de un. hoyo negro de Schwarzschild en el presente 
texto. 

Finalmente es necesario considerar la invariancia de norma 
de la función de onda de la ecuación RS para particula de espin 
3/2.sin masa: 

·· .. ~ ..• ,.,..· ;..¡, .. ".),. 
~· =·~+ ~"f' 

Puesto que las derivadas conmutan entre sí <en espacio 
plano>, y conmutan con las ~·s: 

't'""'dv"t'/""' =rV·J ·~/'f,.. + 0-VJ VJ r"f =t"''J.., t'~ + IJ,... <ty')./'f ) = t"~ rp,V-
.. 

Más esta ... demé:Jstraci .. ~n .... pai::::.a 
~u~lq~ie~ es~acio vacío. 

Las-solucionesde la ecuación de RS.sin masa, de la· forma 
~"f' .son . entonces tri vi al es, y habrc.(. q':le dem.ostrar que 1 as que 
obtendremos no .lo son. 
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CAPITULO III. 

MANIPULACION DE LAS ECUACIONES PARA 
PARTICULAS DE ESPIN 3/2 EN 

CUALQUIER ESPACIO CURVO. 

l. Condiciones de Integrabilidad: Restricciones Algebraicas 
Impuestas por la Curvatura del Espacio sobre las Ecuaciones de 
Onda. 

Para resolver en un espacio curvo las ecuaciones de onda 
para partículas de espín 3/2 que se introdujeron en el capítulo 
anterior, es necesario cambiar la derivada común por la derivada 
covariante en las ecuaciones 2.1 siguiendo los lineamientos del 
primer capítulo. Posteriormente se trabajará sobre las 
condiciones de simetría, observando que esta misma 
generalización a un espaci~ curvo no lleva a situaciones 
~ísicamente inconsistentes • 

.. , · Debido a que en un espacio curvo la.s ¡jerivadas cov.ariantes 
en· general no conmutan, pero satisfácen relaciones dé 
conmutación que depef1den de . los objetos . que describen la 
curvatur;a Cecs. 1.54>, e:dsten ·relai::iones algebraicas entre las· 
componentes de las funcione·s .de onda dependientes de estos 
mismos objetos.· Estas constricciones, al reducir el nl!lmero de 
componentes independientes de la función de .onda, limitan las 
posibilidades de que puedan tener una interpretación f{·sica 

.. coherente~ Evidentemente.¡ . la. información .de la no conmutati.vidad 
de, las der;-i vadas ya 'est.:I implícita en 1 a de·finic:ión _de deri.vada 
ccivariarite ·y -por rC:t-. tánto ias· soluciones··:' de .· .lá .ec:üaci'.ón 
s~tisf<:l:i;:ércfn tri vial.~e.r:1te est~s c~n~ici·ól"les. . ... EntOnces 
introducirlas de. antemano sólo .facilita la integración de ,·las 
_ecúaciones, y proporciona la clave sobre el princ::l.pio 
fundamental que asocia el comportamiento ulterior de la función 
de onda a las características del espacio. 

Las ecuaciones de onda para partículas libres de espín 3/2 
que:!- se· e:{pusiero¡, en. el capítulo. anterior s;on, .la .2.1ó para 

. ~2b~~!~~1¿¿;~-~~2:T~~=5 · cÍ~ -;~:;;;~;7~P;~-~~par.t!c"u1.a..:con mas~,:'.!",_·_ ~j_,~tr:\-f,~O, 
Para part!c:L\la sin masa: 

.. ·r7•i n:.· _;,o· 
V f AK- ; 

Para particula masiva: 

"V.c~¡ • .=m q,· 9é•' 

V .C 4' .R::-m 1> ••D , 

(3. 1) 

(3.2> ..... . . V.¡ 't' • 80=0. 

Las ecuaciones fueron escritas en el espacio de posiciones, 
cambiando p•• por i '7•i. Se absorbió una i en rfJ ••D• 

Ahora se encontrarán estas rel.a~iones. algebraicas, llamadas 
candi cí enes de i ntegrabi 1 id ad' "para la ecüaci"ón 3. 1 que resulta 
ser la más sencilla. 
Operando la ecuación 3.1 con p: 

.Partículas de Espín 3/2 en Espacio Curvo. 
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(3.3) 

que también puede escribirse como: 

(3. 4) 

Usando la ecuación 1.17, ~sta puede separarse en dos 
partes, parte simétrica y parte antisimétrica: 

(3.5) 

entra en Juego el ingrediente fundamental de este Ahora 
capítulo, la no conmutatividad de las derivadas Cecs. 1.54>: 

De~iniendo el D'Alembertiano como: 

tenemos al desarrollar esta axpresión: 

E:. 118 1: 2C11cn"t:. .. +2c•c11irt'-+2c•c11• 1' .. ,.+ 

.+ ( 1/4) R d 11c~1ue'1' ,.., .. + ( 1/4) R c:i .... ecc•~., .. + ( 1 /2) E: Cll CT'Y .;..J =O, 

d Ac•~,.'f,.,..t.+ E: 118 1: Ü l4 > R €· .. ,.1',.~,c+ < 1 /4 > R'E. cie"'IJiil.,11l:.:· ·• 

L cl.12> J :•e Off .,..=6 ~ 

O 4C ... cc1t"feJ11e+(1/12)R €. 118 1: é:n'V1tec+ E:.11.t'VeAC+ E: 11~eec+ 

·····+·€c•"\'•911+··~-c~1t+€ Jt'..,.J- < 112>0~ ,..c=o., 

ó 4Í:•cc•~•>..9+< 1'f i.2>.RC2 'o/;.ec"t cS •"f'e1te+·c§••"'flnc+ 

+ cf 11c1'1ta11J.- < i/2>C ti-' ••c=o, 

. · ... ~- .'. 

y finalmaente 4C•cc•"'t'••••+(5/12>R"Y11ec-C1/2>C"P uc=O. (3.6) 

Operando con €~, los términos simétricos en CA se 
desvanecen, y queda sdlo el término: 

La ecuación 3.7 Junto con la 3.6, 
solución. 

Para obtener las condici¡nes de 
"f', de las ecuaciones 3.2, operamos 
éstas y utilizamos la segunda: 

(3.7> 

determinan totalmente la 

integrabilidad sobre la 
con ..::;,~ la primera de 

.. , : .. : , .. Partf.c;µl.as de. Esp_ir:( ~/2 en .Espacio Curvo. .26 
., •.• ~' 1•.f . .. . •. '" •. • • , . , ' , •. \ '· - ·'· • ·' . •·•· ·: •••• ',··; .; :· •• • : ... : .• ·• :. . . • • • •. 

·g,~4~-•~&iii~~&,;?~;¡,,;,;::;i)>~,~¿;z;r,,.;:~~:~,a~,;;,'.,~~¿,:,,ré2;,2~i~¿I¡¡;._.é;; ... ::,;1~;;;;~,,fi'J/~;JL,~:,,J,:.,::;~"~j¿.:_ {(,\lú;,\;i:~·¿;t¡1;E,i,I:: iii'td~~:,i:¡;;.j•;,,i:"k~,j~3.fi~:.~:,,~:~x,:f;~i:,1Ji, 
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y por 1 o t<anto: 

... Ñ "". • E. V .. '\J .. ¡¡ r .... =-mZ "f'•,.,.' (3.8) 

Separando las partes, 
ayuda de la ecuación 1.54: 

simétrica y antisimétrica, y con 

... Ñ t'"7- ,.u • • .-fJ • ..-.JI • 
E: V ,.v,.Ñ n•••=E:"•cv",,.'\7,.,.; r ... •+ e 112>E:,.,.V""~" r,..•J 

= €. 118C2C,.,..;•·"f' Ñ,..+4C",. .. ,,¡"t'., .. •+ CR/3) J .. ,,.E'.,.,,,..,.,.,.,•+ 

+ < 1. 12 > €. .... o"t' .. • J = 

=2<C,.•.t•~ ..... +c ... ,.,."t'.,.•>-<112>C "t' ,.,.•+ 

+ (R/ 12>. E:."•C E: ,.,."fl.,.i+ € ,.."'f',.;.i+ ~ ,.,.."fJ.,.i+. e,,.."'IJ..tt¡J= 

. =-mz"f' ,.,.i' 

El término que multiplica al escalar de Ricci. es 
. simplemente un tercio de "'f',.,.•,. por lo que el resultádo final 
de ~sta ecuación es: 

2c,.•.-•...p.e,..~2c ... ,.,.~ ... •+ <R.13> ."'IJ,.,.i. 

Mul.tipl·ica.ndo por el espinor- métr.ico ánti;;;i.~étrico €"": 

c••;,i"Viit,..=o' < 3. 10 > 

que Junto con la ecuac:iÓn 3. 9 determina total mente la "'f..> • 
Repitiendo el . amHis:i,s an"t:,er'ior, pero .empezando con 

~ ,, ·. 'segunda de 'las ecuaci qnes .3. 2 . se .cil;J.ti.ene. la ecuaci.ón .adjunta ··,·:·"'···ía .. :5:~10: .. ,. · ··· ··· · ·· · · · 
l.a. 
éte'. .. 

(3. 11) 

Esta, ju~to con i~ ecua~ión adjunta de 3.9, determinan 
total mente 1 a <P • 

Dado que C,.11e., c,..éi dependen i:micamente de la métrica y 
no son operadores diferenciales, las relaciones 3.7, 3.10 y 3.11 
muestran claramente como la curvatu~a determina las condiciones 
algebraicas sobre las funciones de onda. Estas ecuaciones valen 
e~ c~alquier espacio, y posteriorment~ se regre~ar~ a ellas para 
estudiar su comportamiento en un espacio-tiempo con métrica de 
Schwarzschild. 

2. Simetría de las Ecuaciones y Partícula dé Espín 1/2. 

En el segundo cap{tulo se obtuvo el espectro de espín del 
espinar de la ecuación 3.2, construyendo el operador J• a partir 
del generador de l~~ rotaciones espaciales en el marco de 

·. ~ ,;·:.:eartf.c:u1:as ... dé, Espfri 3/2 .. ~rl Espacic).YCurvo. 

·~\,';~~~:H~}$7.i:~11~ii.~~fi~~~~~t!:~i;J~t~q¡~~J:,J~i~i~~A~~~~4js~~~z.I~::&~il'fié2,~;~iJ.~i!~~}4;ill1~1,i~1\~~;,~~;\Í,~4i,.t~~~1~1~~~illÜ$:t~1i.;:~M 
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referencia propio de la partícula. Nótese que no puede hacerse 
lo equivalente pa~a la ecuación 2.16, pues como se trata de una 
partfcula sin masa no existe este marco de referencia. Sin 
embargo, es e~idente que su espinar fundamental es de la misma 
representación pues sólo difiere en que los tr~s índices son sin 
punto, y por lo tanto representa una partfcula de espín 3/2. 

En el mismo capítulo se obtuvo que, para eliminar un campo 
asociado de espín 1/2 en la ecuación RS, es necesario 
introducir condiciones subsidiarias, qu'e al generalizar a 
cualquier marco de referencia equivalen a las condiciones de 
simetría. Se mencionó tambi~n el resultado de Fierz y Pauli 
según el cual, si se ignoran las condiciones de simetría, 
aparece una partfcula asociada de espín 1/2 y con masa del 
doble de la partícula de espín 3/2. Esto se obtiene utilizando 
el formalismo de las dos secciones previas. 

Eliminar las condiciones de simetría en las primeras 
ecuaciones de 3.2 es equivalente a separar las ecuaciones ~n 
parte simétrica y parte ~ntisi.métrica, e~ta dl~ima proporcional 
ai espinar métricoantisimétrico, mientras que""\> y cb: siguen 
siendo simétricos: 

v•1J• ... = €. ;.¡ A..~m cp ••• ' -­
V.;.</> .M: €.••JA "-m ..;,i•,.., 

(3.12) 

Operando la primera de las ecuaciones 3.12 con V.;.: 

.. >e E. étiVii.;V ~¡ "f i...= E. '1irT .c.~ . +m ~ .• ·,,_ .. · ¡.; . 
• > . _ . _ V IHl """·" . VIHl 't' A 7 

0 (3,; 13) 

·y utilizando la segunda se obtiene: 

- € c"V~•'V'cii'f .. ,.•= E:. "ªVa¡ A ,.+m €.•/A Lmz "'f' 8.,. •. (3.14> 

Separando el lado izquierdo de esta expresión 
simétrica y parte anti9imétricai como siempre con .la 
1 •. 17:. 

E: •e V •,.Vc,¡11'-•:+- é: .crn11-• J, 

en parte 
ecuación 

y c::t~sarrollando con las. ec_uaci9nes 1.54, _con q=l/2 y p=l, ·se 
obtiene un resultado similar al·obtenido en la sección 3-1: 

2C"aA¡'i' .;..,.+2c-.11JJ ... ¡+ < R/3 > "fJ • •• -1 /20 ~ •.= 
=- '\la¡ A. ,.-m E. DA/A •+m2 "V ii.,.. 

<3. 15) 

El resultado análogo para la segunda de las ecuaciones 3.12 es: 

2c.:.••.;cpi••+2c•-.•cp"".+<Rt3> t:P.¡.L112n q, .;.;.= 

=v.• r •+m e itt\ ;\ íi+mz 4> •••• 
Operando la ecuación 

Partículas de Espin 3/2 en Espacio Curvo. 
·.,,... .-

(3. 16) 

28 
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obtienen finalmente las ecuaciones: 

2C"";.i "f" .. ,.=- "\! "'"A,.-2m¡v" ,¡, 

2c•.;.;.cp.";..== V.;./""" il-2m).. •· 
(3.17) 

Estas ecuaciones son la ecuación de Dirac para partícula de 
espín 1/2 y masa 2m, con una fuente que depende de la métrica y 
de la función de onda de la partícula de espín 3/2. Esto es 
realmente muy importante pues la existencia de fuentes de 
particulas de espin 1/2 implicaría que si uno exige simetria de 
la ecuación de s=3/2 a t=O, esta condición puede no conservarse 
~n el tiempo, lo cual genera una situación absurda en la que la 
métrica y el campo de espín 3/2 estdn generando partículas de 
espín 1/2. Como menciorian Fierz y Pauli, estos campos mixtos 
a~~más implfcan problemas con el principio de exclusión en la 
segunda cuantizacidn.: Al cpnsiderar la.simetría, las fuentes 
desaparecen y por lo tanto si inicialmente no hay partículas de 
espín 1/2 rio las habr~ nunca. · 

Concluimos entonces que la generalización adecuada -en el 
sentido de que solo describa parttculas de espin 3/2- de las 
ecuaciones 2.3 para una partícula de espin 3/2 a un espacio 
curvo, implica solamente cambiar las deriva.das por derivadas 
ct:>variantes, incluyendo: las ec:uacion.es 2. 2. Ah.ora es pertinente 
'ac:l arár· que no i:;e este( .tomando en cuenta· el e-fecto del e: ampo de. 
parti.culas de espin 3.(2 sobre Ta: curvatura de_l e,spaC:io; .. en este 
sentido diremos que ,. estamos considerando el .proble.m¡a .. sdlo a 
primer orden. · · · 

3. Invarianc:ia de Norma de la Ecuación RS sin Masa en Espacio 
Curvo y Vacío. 

' - ,, - . En .~l .. segundo capítulo se.- de/!lOStró. que existe una 
'transforníac:i6n: de horma que·0 deja in.vai:::ia.nte lá 'ecuación- RS sin 

masa en espacio'_planÓ. Ahora se dem~str'ará''esto 'mismo en:, un 
espacio "acio y cür~.6 ·an general. · Se -vért! que en un espacio no · 

· ... vació la demostrác:ión no es válida, p_or - lo que rio existe e.sta 
invariancia de norma. Esta deme>~trac:ión se hará en · 1a 
representación espinorial, c:omo en las sec:c:iones previas, 
utilizando el -formalismo introducido en el capitulo I .• 

La transformación de norma mencionada, en este formalismo 
es: 

'1' ... e---> "f-'. -.c=,"f' ... e+ v•.>.c, 
con la condición de que ·~e satisfaga la ecuación de Dirac sin 
masa: 

La ecuación de RS es entonces: 

vri~·~=vdv~~~EMV~V~~~ 

= ~ ict y•.v"•+ E ... v"1'V4'1ic+ .::•v.c ... vr.,,u ').c. 
:~.; ... 
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El primer t~rmino del lado derecho de esto es cero por la 
ecuación de Dirac para /\c. Utilizando las ecuaciones 1.54, con 
p=i/2 y q=O, el lado derecho de la igualdad queda: 

-2CK•D""-1<+2e.i11°CKc11cA oc+ (R/ 6) é: Mc€.ii.OÓ1<1ME:a1c AK• 
Por la simetría del espinor de Weyl, el segundo tdrmino de 

esta expresión es cero, y en el caso particular del espacio 
v ac í o c,..e:¡=R=O , por 1 o que: 

Vciilt' ,¡ac= ~cii"Y -'•c=O. 
El caso que resolveremos explícitamente, la métrica de 

Schwarzschild, es espacio vacío, por lo que habrá que probar qL1e 
la~ soluciones.obtenidas no .sean triviales, i.e que no sean de 

· 1 a f_orma: 

.1-' A•c= V;.. A e. 

. '~ 
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CAPITULO IV 

LA METRICA DE SCHWARZSCHI~D Y LOS HOYOS NEGROS. 

1. Construcción de la Métrica. 

La métrica de Schwarzschild describe el campo gravitacional 
en el espacio vacío alrededor de una distribución esféri~amente 
simétrica de masa Cesto incluye pulsaciones esféricamente 
simétricasct> >, y como tal debe cumplir con ciertas 
condiciones generales que incluyen la simetría esférica, 
proveniente de la simetría de la distribución de masa, y un 
comportamiento asintótico que tienda al del espacio plano de 
Minkowski. Puesto que aun bajo pulsaciones esféricamente 
simétricas la distribución de masa mantiene su simetría, el 
campo gravitacional descrito por Lma métrica de Sc:hwarzschild 
ser~ siempre estático <si tiene momento angular. distinto de 
cer.o, está descr,ito ·por una métrica de Kerr-:Newman . y es 
estacionario). · Esto es anál ego a.l caso Newtoni ano.¡ .donde el · 
potencial gravitacional· de una distribución es-fériC:amente 
simétrica de masa M es Mir independientemente de las 
fluctuaciones radiales que ~sta su-fra. . 

Matemáticamente esto es equivalente a que el elemento de 
arco al cuadrado Cdsª> - no dependa de t y dependa de las 
coordenadas espaciales y sus diferenciales solamente a travez de 
los invariantes .. ante rotaci.ones <escalares de 0(3)): dx 1 dx 1 , 

.• ,.~v 1d·'1 y x•x. . ' ' .. . ' ' ' ' 
0~~;,: · .. Lá }'6rma 'mas general·.del :·elemento de arco en c:oordenadas ·. :. 

esféricas <r,0,(f> es.ento9cesª: · 

~s2=grvdx~d~~=-F<r>dt2+2rEir>~tdr+r2D<~>dr2 
(4. 1) 

+C <r> Cdr 2+r 2d~2+r2senzed <i> 2). 

Para .. que l.a. e.:-:presi6n.an:ter.ior. quede en. su -Forma estánclar,. 
··es- necesa.7-i.o. hacer los:.ca:mbios .. de~val'.'.:if\ble;. 

, t · =t+@ <r > ; 

en donde @ es una función arbitraria de r. Estd 'permite 
.eliminar los t~rminos no diagonales de l~ ~étrica fijan~o: · 

d@/dr=-rE<r>IFCr>, 

y la métrica queda: 

ds2 =-B Cr- · > dt • 2 +A Cr · > dr · 2 +r •z (dEl2 +senzed «p 2) , (4.2) 

donde BCr')=F<r> y ACr')=(1+G/C)C1+(r/2C)dC/drl~, 

í:on G Cr > '==r- 2 CD+E2 /F>. 

De ahora en adelante omitiremos las primas en r y t, y de 
este modo las componentes distintas de cero del tensor m~tric:o 
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son: 

goo=-9 (r) , gu=A <r- > , 

donde las funciones A<r) y B<r> est~n determinadas por- las 
ecuaciones de Einstein para el campo. 

Puesto que el espacio debe reducirse asintdticamente al 
espacio plano de Minkowski (cuando r es muy gr-ande> cuya métrica 
en coordenadas esféricas es: 

(4.3) 

tendremos lim A<r>=lim B<r>=1. (4.4) 
r~oo y-oo 

Además es necesario considerar el limite Newtoniano de la 
métrica, que en coordenadas esféri~as es: 

(4. 5)· 

donde 0=-M/r es el potencia.l Newtoniáno. Nótese qüe en el limite 
en que r>>M esto se reduce a la métrica de Minkowski. Puesto qüe 
la trayectoria de una partícula en un campo gravitatorio es una 
geodésica, es decir una~~rayectoria para la cual el elemento de 
arcri "s" entre dos puntos cualesquiera sea un extremal: 

~ . t,.. t.'1. 

S'.";.:f c.:...ds2> " 2 
. = le 1+20-vªP'2 • clt ~.1. < 1+0:...,1/2vª> dt., .. 

. ·.• . · ta . • "ta . . .. 1 

J,ya que 0 y vª son ·mucho menores que c 2 =1. Hay que aclarar . que! el .• 
csigno en el radic~l del. p~imer int~grando ~ro~ien~ de que l~ 
particula se mueve a una velocidad menor que la de ~a luz y por 
lo tanto ds2 es negativa. Al variar esto con respecto a la 
trayectoria se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange 
correspondientes al Lagrangeano por unidad de masa: 

·Y·'·' .· .. •L:;'l'm=j1+1/2vª~QJ~··· 

Salvo por· una constante sin importancia, áste es el 
··· Lagrangeano ·correspondiente al movimfento .de una part:i'.cul.a en 

un campo gravitatorio Newtoniario, lo cual Justi.fica la.elección 
de. la métrica en esta aproximación. Este resultad6 es 
interesante puesto que permite contemplar a la gra~itación de 
Newton como una curvatura del espacio. 
Las ecuaciones de Einstein son: 

(4. 6) 

donde T«p es el tensor de energía momento que contiene todas 
las fuentes de energía y m~sa en el espacio. En el vacío este 

.. tensor es cero, y tomando la traza de las ecuaciones 4.6 
CTrl:goe 115 J=g.,,15 g"'1'=4 > se obtiene que R=0 7 por lo que la ecuación 
que queda por resolver es: 

R.,¡t =O. (4.7> 
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Para resolver explícitamente la métrica, es necesario 
construir los símbolos de Christofell de segunda especie <ver 
definición en el capitulo I) para la métrica 4.2, y con ellos 
obtener las componentes del tensor de Ricci, que son: 

Ru=B" (r) /2B<r)-1/4(8' <r> /B(r)) CA' (r) IA<r>+B' (r) /B(r) J 
<a> 

-A' (r) /rA Cr), 

R22=-1+Cr/2A>C-A'/A+B'/BJ+1/A, (b) 

(4.8) 
Rs:s=sen 2eR22, (c) 

Roo=-B" /2A+1 /4 <B '/A) CA' /A+B '/BJ-B' /rA, (d) 

para r~"' . Ce> 

De aquí. resülta evidente ,que ·en 4.7. solamerite .es·necesario 
ocuparse de la diagonal de Rr"· Sumando 4.B<a> y· Cd)~ y usando 
4.7·se obtiene: ·. · ·. 

B'/B=-A'/A,· o A<r>B<r>=constante; 

debido a 4~4 esta constante debe ser uno y por lo tanto: 

A <r) =B <r') -a .• (4. 9) 

Las ecuaci·ones 4.8 sbbr:eviviei-ite!s,, junto.cpn 4 •. 9 implican':: 

Rzz=;_ .1 +r B ' + a:::o , .· <4. 10) 

Raa=B" /2B+B' /rB=R '22/2rB=O ~ 

Por lo que Raa=O implica que Ru=O. 
entonces: 

La soiución de 4.10 es 

B.<r > :=d+·ccon5t..iri'1:elr >··~ .. 

Utiliz•ndo la ecu~ción~4~5 para ~ÍJ~r 
obtiene finalmente: 

B<r>=1-2M/r y A <r > = < 1-2M/r r-a, 

por lo que la métrica es: 

la cón~t~nte, se 

(4. 11) 

Esta solución fue obtenida por primera vez en 1916 por K. 
Schwarzschild. 

2. Los Hoyos Negros. 

2.i) La métrica de Schwarzschild en relación con un hoyo negro. 



4. Métrtca de Schwarzschild 

La expresión 4.11 es singular en r=2M, pues en este caso 
goo=O y gu di ver ge. Esta si ngul ari dad no est.í asociada 
necesariamente a alguna singularidad del espacio-tiempo; se debe 
exclusivamente al sistema de coordenadas utilizado. Un ejemplo 
de este tipo de patología introducida por la elección del 
sistema coordenado es el de los desplazamientos azimutales en 9 
=O sobre la superficie de una esfera. En esta situación gn=O 
por lo que el sistema de coordenadas es patológico alrededor de 
0=0, lo cual no implica que el espacio lo sea. 

Para saber si la singularidad en r=2M es o no real, es 
necesario saber que sucede desde el marco de referencia d~ un 
observador que cae hacia ella. Si el tiempo propio que tarda en 
llegar a la superficie r=2M y las fuerzas de marea que siente 
ahí no son infinitos, podremos concluir que la singularidad no 
es física sino debida ~l sistema de coordenadas. 

Un c~lcL1lo tedioso'3 ' 11.eva a que la trayectoria de este 
observadbr e~ el espacio tiemp6 est~ dad• por: 

-?: ~-C4M/3) Cr /2M> 312+cte; 
(4. 12) 

t==- C4M/3) Cr /2M> 2 '
2-4M Cr /2M> 112+1 n C C Cr /2M> 112+1) / ( Cr /2M> 112-1 > J+cte, 

donde '1:: es el tiempo propio del observador. 
Mientras que el tiempo reque~ido para llegar ~r=2M, medido 

en el marco de referencia del observador, es finito,el .mismo 
tiempo t medido en un sistema de refen~ncia e}:terior 
i'nf i n'i tc:i: 

' .. 
r/2M=1- C't:' +cte> /2M, r cerca de 2M; 

r/2M=1+cte<expC-t/2MJ>, t---> oO • 

Desde luego ·e1 tiempo relevante es el propio, de. manera 
que s[ puede llegarse a la '·'singl.llaridad" en un tiempo finito. 
AUn, asles--,C::urioso -que en ün."mar.co d'j;a r;-ef.erénci.a. externo f:ie 'mida 
un tiempo infinito. ' Es.to ya indica qLte r='2M es .una -~uper'ficie 
peculiar que como tal requiere :de un d.istinti.vo: el· evento 
.horizonte¡ también llamado .hor-izonte de eventos, o simplemente 
horizonte •. 

En cuanto a las fuerzas de marea, dstas est~n· determinadas 
por las componentes del tensor de Riemann en el marco de 
referencia del observador. De la relación entre el tensor_ de 
Riemann y el de Weyl, se ve que en el vacío son iguales, y como 
se veri:i en el próximo capítulo este óltimo es inversamente 
proporcional a r 2 , por lo que las fuerzas de marea son finitas 
sobre el horizonte. Entonces, si la masa del observador es lo 
su·f ici entemente grande no ser et despedazado por ellas <en 
realidad su masa debería ser mayor que mil veces la del hoyo 
para no resultar destrozado 12'). 

. Matemáticamente se observa que el tensor de Riemann, en el 
marco de referencia del observador que cae, no diverge en el 
horizonte, mientras que sí lo hace en la singularidad real 
r=O; por lo que la superficie r=2M no es físicamente singular 
<se dice que la singularidad es sólo aparente>. De esta manera, 
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debe existir una transformación de coordenadas tal que se 
elimine esta singularidad no física. 

Esta transformación existe y no es dnica; Eddington (1924> 
y Finkel stei n ( 1958> '"' propusieren dos de éstas, avanzada y 
retardada respectivamente: 

v=t+r*; r=r y w=t-r*; r=r (4.13) 

en donde r* es 1 a coordenada definida por Regge-Wheel er <:s»: 

r*=I <1-2M/r>-'dr=r+2MlnCr/2M-;-1J. (4.14) 

Donde se ha elegido la constante de integración de manera que r* 
.tienda a - oO en r=2M. Cuando r>>2M, r* rv r. 

En la transfor.mación de Eddington y Finkelstein <EF>, v=cte 
y. W=cte describen geodésicas nulas ·entrantes y salientes 

. radialment.e de. r=2M. Con la primera de. estas transformaciones 
·<la ·avanz.ada>, la métrica quedacu:· 

dsª=-< 1-2M/r > dvª+2dvdr+rª Cd0ª+senªEtd 'f ª>. (4.15> 

Esta es .no singular y analítica en la regidn O < r < CJfO, y 
r=2M es una superficie en la que t es infinito. La métrica 
presenta la característica de no ser simétri.ca ante inversiones 
en el tiempo y es·por esto que se intr'oduce la transformación 
retardada, bajo .la .. cual la métrica.·se transf.ormá en: 

..... 

<4.16) 

Esta~ dos métricas describeri .el mismo espacio externo 
Cisom~trico ~on el espacio de Schwarzschild>, pero diferentes 
regiones internas <r menor o igual que 2M>. La primera describe 
un. espacio con una membrana unidireccionalmente permeable en 
r:::2M que no permi.te sali.r··geodésic~s nulas· o· de tipo tiempo y 

' que· ·· ob'I:iga· ·a .que·cualqui·era··que: atraviese ·1a· '>membrana ···desde · · 
.f,l;l~ra lleg1.1,e .a 1'7' superfici.~ de.la cli·str:~bui::ión de< masc\l• La 

·· segunda desé:ri be un espacio inverso,. ·es decir üna membrana que 
es permeable en la. otra dirección .del. tiempo: - no 'permite entrar 
geodésica~ riulas~o-de tipciti~mpo~ p~rmitiendo salir todas-las 
geodésicas causales. Al primero de estos obJ~tos se le llama 
hoyo negro y al segundo hoyo blanco. Esto puede verse en las 
gráficas I y II . 

. Si se hacen ambas transformaciones simultaneamente la 
métrica recupera la simetrra en el tiempo. A la transformación 
resultant• se le llama de Kruskal-Szekeres 131

7 y se construye 
utilizando las dos coordenadas, adelantadas y.retrasadas 4.13. 
El primer paso es combinarlas directamente: 

.dsª=-:-C1~2M/.r)dvdw-:t-r 2 CdEl2+senª0d <tz>, <4. 17) 

donde r está definida implícitamente por: 

(1/2><v-w>=r*=r+2MlnCr/2M-lJ. 
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GRAFICA II 

Coordenada atrasada de 
Eddington~Finkelstein. Las 
super~~cies de w=cte so~ 
superficies nulas salientes. 

Obtenidas de la referencia <3>, pp. 829-30. 
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A partir de aquí, se pretende llegar a una métrica que 
tenga la forma de la de Minkowski, para lo que aplicaremos la 
transformación m~s general de coordenadas que preserve la forma 
4.17: 

w • =w · <w>; v'=v'<v>, 

donde w' y v' son funciones arbitrarias de tipo C'. 4.17 queda: 

ds 2 =-<1-2M/r) <dv/dv' > <dw/dw' )dv'dw'+r 2 d..t'l. 2 , 

Para 1redLtci r 
tiempo de Minkowski 

x '=(1/2) (v'-w'); 

esto a la forma correspondiente al 
se define: 

t '::: ( 1 / 2) (V '+w ' ) • 

La~métr~ca tom• la forma: 

(4. 18) 

espacio-

La elección de las f~nciones v' y w' presentan un nuevo 
grado de libertad; para cada una de ellas se tiene una FCt',x'> 
distinta cuya elección deja invariante la métrica. La. elección 

··. - _de Kruskal fue 14,: 

.y; (v}=expCV/4MJ; · 

de donde re~ul ta que F 2 = <32Mª/r > e:<p[-~ 12MJ, y r ~~ta< determinada · 
implíc~tamente por: 

Ct' 2 -x' 2 )=-Cr/2M-1>expCr/2M>. 

Finalmente l.a mJ!'t.ri ca de ~<ruskal-S:::ekeres queda: 

ds2 = <32Mª/r > ~xp·(::;:/2M'J(:..:.dt ' 2 +'di< • ª>'+rªdAz~ 

C4.19) 

', . . .:· ' . ." .. '. 

En 
son es,: . 

función de r' y t, las ¿dcirdenadas de KrUski:ll-,.S::: ekei::-es 

x '= Cr/:ZM-1> 112 e:<pC:r/4MJcosh Ct/4M>,} r 
mayor·que 2M 

t'=Cr/2M-l)'n expC:r/4MJsenhCt/4M>; 

:< '= C 1-r/2M> 112 e:-:pC:r/4MJsenh (t/4M),} 
r menor q1:-1e · 2M 

t'=<1-2M/r)'n expC:r/4MJcoshCt/4M>. 

La singularidad aparente en lá métrica 4.11 en r=2M 
desaparece en 4.20. Este horizont~ se tr~néforma ~n las rectas 
x'=+-t'. La regi6n definida por x'>lt'I es isométrica a la 
regidn de la solución de Schwarzschild para r>2M por lo que 

'· .. F'art:l:c:ula.s de ,Espin 3/2 en Espacio Curvo. 

~¿~~~Éi~~:i~~~~;l~·~;,:.~;~~~,¿,:Eill:~;;;;;:,;0;5}.),:~_-fa1;JI<n,,. · ·, ·. <. ¿,_;/:: '. ... · · < ~t ;' < e\·<,,'> .... · 
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describe el mismo espacio. La regibn definida por x'>-t' es 
isométrica a la extensidn avanzada de Eddington-Finkelstein, 
mientras que la regi6n definida por x'>t' es isométrica a la 
e:<tensi Ón retardada. También apar-ece una r-egi ó'n definida por­
x '<-1 t' I que también es isométr-ica a la solución exterior de 
Schwarzschild. Esta regidn, como la de x'>lt' 1, son espacios 
asint6ticamente planos que est~n ubicados en lados opuestos del 
11 amado "pLiente de Einstein-Rosen 113

• Esto condujo a que Wheel er 
propusiera el concepto de 11 ag1.1jero-g1.1sano 11

, que entendí a el hoyo 
negro como una puerta hacia otro universo Ci.e., las partículas 
que siguen geodésicas hacia r=O nunca alcanzan r<2M, sino que 
cruzan hacia el otr-o espacio.) A partir- de este resultado, 
Wheeler propuso que la masa fuera solamente una peculiar-idad en 
la topología del espacio. Sin embar-go la tr-ansformación de 
~(ruskal-Szekeres di6 al traste con esta hipótesis'5 '. 

En el plano Ct',x'>, la luz emitida radi~lmente tiene como 
líneas de universo,>las rectas. x '=+-t '+cte por- lo que l.a apertura 
dei cor10 de luz es- de 90•. en todos los puntos del plano. Además· 
la singuláridad real de r=O se transforma en dos singularidades: 
las ·hip~rbolas t'=+-Cl+~< ' 2 ) 112 • Las SL1perficies t=cte son 
rectas de pendiente +-1 y las superficies r=cte son 
hipérbolas•••. 

. ' I' 
r :..., constaint .<2m . 

Í3RAFICA IíI 

r = constant 
< 2111. 

Diagrama de Kruskal: muestra las regiones asintóticamente planas 
I y I', y las regiones II y II' para las cuales r<2M. Obtenido 
de la referencia <4>, p. 154. 

'• ·~ ': 

·:·3.:12· e~,·~.~:·:Esp~t:i-·o · CUrvo·., : . , ·· :~ . . -'.38'... ::~_·¡... -·<:.~. 

l1~~~*&~i~á~~~;~~ .. c~,~~:~\i~~~1ifJi~Ri~~i1;il,it~!~~i~~t~~I{~~~~¡~~;~{~~~;J~\ii~¡j~1~~;1~¡Ki';~~l~i#it~~~~i#ib;&~~~k~*ii~, 
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En la gráfica III se ve que las líneas de universo que no 
son de tipo espacio no pueden pasar de la regi6n I a lar·, ya 
que están obligadas a pasar por la singularidad real en r=O. Lo 
mismo sücede en el paso de I' a I. Entonces para pasar de uno a 
otro universo, una partícula tendría que tener una velocidad 
mayor que la de la luz. Es matemáticamente claro en la expresión 
4.20 que puede existir una geodésica suave que una dos eventos 
en lados opuestos del horizonte; este termina por confirmar el 
argumento anterior pues no ocurre nada extraordinario al cruzar 
esta SLtperficie. 

Resulta entonces que la imagen correcta de las regiones de 
la gráfica es la siguiente: La región II es el interior del hoyo 
negro y la II' es el interior del hoyo blanco, mientras que las 
regiones I y I' están desconectadas. 

Reuniendo toda la información anterior, se puede hacer un 
sumario de las características esenciales que definen un hoyo 
negro'7 ': 

"Un hoyo negro es un· espacio-tiempo asint6ti camente plano y 
e~tacionario. que-satisface l~s ecuaci6nes de campo de Einstein 
para el vacío. Estas. dividen al espacio tridimensional en .dos 
regiones separadas: una región eMterior y una.interior separadas 
por una superficie bidimensional e• cbnvexa -"horizonte"- de 
tal forma que ningón punto en el interior se puede comunicar con 
el espacio eMterior.~ · 

2.ii> Los par~metros de un hoyo negro. 

A l.a._f .. echa,. e1··_proces;o __ que mejor se __ ··._conoce. para· la 
f.órmac.ión de hoyos negros es el' C:ól apsci gravi.t'a,ci onal • cié ~Liria · 
estr.eli a .vieja (podrí.a el üc;ubrarse sobre su posible preserii::i a 
desde el·· origei:i ··del universo, sin ·embargo ·esta suposici6n 
e>:cluye la posibilidad de atacar· el problema c:on la física 
conocida pues al ser éste un evento singular, no sabemos como 
eran las leyes de la naturaleza entonces>. Un hoyo blanco no.se 
PLl_ede formar por colapso gr_avitacional pues no puede pasar 
materia 'del e:{terior al, intérior del horizonte de eventos .• , Por 

·e"sto es ··'sumamente 'hnprobabl e que- e:d.sta, .un .. objeto .. de~.J~st.a_s, 
c~racterísti¿a~~ · 

. '.En, 'c°u·anto a la formac.i ón de un hoyo · negro, como . 1 a 
supe~ficié ~=2M no~presenta ninguna singularidad real ~o: .hay 
ning!'.ín i'mpedi ment_o para. que una estrel 1 a ·rebase, en su 
contracción gravitacional, este radio. Una vez dentro el 
colapso es inevitable, y~ que las linea~ de universo de las 
partícL1las qLte constituyen la estrella no tienen más alternatíva 
que acercarse a la singularidad r=O. N6tese que para describir 
correctamente el colapso gravitacional de una estrella real es 
necesario tomar en cuenta la contribución de la luz que emite 
al tensor de energía-momento. Sin embargo la solución de 
Schwarzschi 1 d es L1na muy bLtena apro:{ i maci ónnu. 

Ahora, las partículas constituyentes de la estrella en 
c:ol4pso, y l~ estrella misma, tienen en general los m~s variados 
par~metros, i.e. masa, espín, carga, momento angular orbital, 
etc., por lo que se esperarla que, en función de éstos, un hoyo 
negro tendría un comportamiento sumamente complejo. En este 

culas_:de Espín .3/~ en Espacio Curvo •. 39 
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contexto, la métrica de Schwarszchild es una situación sumamente 
simplificada en donde no se consideran ninguno ds estos 
parámetros y se supone además un colapso esféricamente 
simitrico. Sin embargo Werner Israel demostr6 en 1967 que la 
ónica solución de las ecuaciones de Einstein que corresponden a 
un agujero negro est,tico es la de Schwarzchild. En 1968 Israel 
completó su teorema: 

11 CL1al qLti er hoyo negro estático y con horizonte de eventos 
de topología esférica, tiene campos externos determinados de 
manera Gnica por su masa M y su carga Q; de hecho esos campos 
externos son la solución de Schwarzschild cuando Q=O, y la 
sol Llci ón de Rei ssner-Nordstrwm si Q;ii!:C>. "c:n 

Ambas de estas soluciones son casos especiales de la 
métrica de Kerr-Newmann que además involucra el momento angular 
S del hoyo: 

ll . 
ds2 =- - Cdt-asen2 €ld o J 2+sen 2,~[ (r 2 +az) d 'f -adt J 2 

ya. 1 j A. 

. f7.. 
+'.ó drz+.f zdez, 

(4.21) 

a;S/M. 

La. métrica de Reissner-Nordstr'6m se obti~ne de ~sta 
haciendo S=O, mientras que la de Schwar~schild se obtiene cuando 
S=Q=O. 

Recientemente se pudo demostrar 1•• que 1 a métrica de Kerr-
Newmann es la Gnica solu~ión de la~ ecuaciones de Einstein que 

· representa un hoyo negro con masa, .··carga y m6m.ento angular. Sé 
,:cOnjetura. que' si .. i..ma ·estr.eUa en vtas .·.·.de colapsar!Se tiene 
.asociado .'algCm parámetro además d.e los anter,.,iores;'-~stos.deberán 
i::le peré:lerse.· si se ha de fo17¡nar un hoyo .. negr:,o •. · .. ·En paí-'.t,.i·cular, Llll 
campa de esp:i'. n 3/2 · i mpl ii::aría un parámetro asociado. 

De esta conjetura se dice qti~l6s hoyos negros ~no tienen 
pelos", entendi.ndose por pelo cualquier parámetro distinto de 
masa, carga y momento angular. 

Se. ha demost,.rado que en primera aproximación no pueden 
e>:istir hoyos negros con parámet~os .. de. esp:i'..n.1/2,m ni .. de 

-... ·.;··-·. ··~sp!n·.- o••-,:.-· .. En estátesi·s.¡···se.estudiará:,1a,posi.bil;iQadd~~ .. q~~ ... 
··p,u~d~ existir un .c:am¡:ío.de .. particulas« de . esp:i'..n 312··. air~dedor 

éte un ho'f'b negro' éte Sé::tíwarzschild,: .,caso que tiene .. i nciden.ci a . 
directa sobre lá ."conjetura .de los-pelos'' • 

. '. ' ., 

Part!culas de Espfn 3/2 en Espacio Curvo. 40 
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CAPITULO V.' 

OBTENCIDN DE LOS PARAMETROS ESPINORIALES DE 
CURVATURA EN UN ESPACIO TIEMPO CON 

METRICA DE SCHWARZSCHILD. 

Para obtener la solución de cualquier ecuación espinorial 
en un espacio curvo, es necesario obtener explícitamente las 
derivadas espinoriales covariantes, que se obtienen a su vez de 
sus componentes tetradiales. Para evaluar especf-ficamente las 
condiciones de integrabilidad es tambi'n necesario obtener las 
imi!genes espinoriales del tensor de Weyl y del de Ricci. Lo más 
evidente de entrada es que en la m6trica de Schwarzschild se 
tiene que R«~=R=O., por lo qLte su imagen espinorial también, 
i . e. : 

<5. 1) 

En t~rminos generales, el procedimiento a seguir ~s el 
siguiente: Primero, a partir de la métl':'.ica, ·se obtierí.e ··la 

·. tétrada nula -con precisión ·a una trans-formaci ón de Loreritz­
uti l izando la ecuación 1.31. Con ésta y la ecuaclón 1.27 se 
construyen las componentes tetradiales de las derivadas 
parciales. Por otro lado, con la primera ecuación de Cartan 
(1.42) se obtienen las r ,, para luego obtener las 
r"' .. con las ecu.aciones 1.41 y 1.44. De aquí, con la segunda 

,ecuación de Cartan se obtiene l~ im~gen espinorial del ·tensor de 
We.yl. .· . · .. . . .. . 

··· · • .·. . Para · cíb·ter{er la tétrada riul a hay •c:jue' expresar. ;~i cüadradó 
. del el emen.t6 de arco en la métrica de, Scf\Warz ser i 1 d en 1 a . -forma 

1'..31;; tomando en cüenta que pára que ésta sea hula·es necesario 
que e 3 y e•·sean réales, y qLte e••=e2 • Por inspeccidn, de la 
métrica 4.11:· 

e 1 = Crl-/2:> <d0+i sen0d e¡ >; 

<e•;,. Ül.../72> C C1;;..2M/r. > -úzdr-' e 1;;..2M/r> 11~dt J, 

.de donde, deri.Y.;:1ndo e:-:teriormente .e igualando con el lado .-d~rec:ho ·· 
dela· primera ecuación de Cartan se obtiene: 

de 1 = Cdr /r )l\e1 + < i 1-/Z> cos€1rd€t /\ d 'f = 

= < 1 /r~> < 1-2M/r) 112
[ e 3A e 1 +e"A e• J-cote < 1 /r-f2> e 11\ ez = 

=-e 1 A r12-e 3 1\ r n-e"A r 42• 

As{ pues, igualando términos semejantes: 
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e 2 no 
conjugado 
obtiene: 

da 
de 

ninguna información extra pues es 
e 1. Desarrollando análogamente de3 

r :su=-·( M/r 2 .,/2') ( 1-2M/r) -l/z. 

el 
y 

complejo 
de• se 

Esta información, junto con las propiedades de simetría de 
las r ... c las determinan completamente: 

y G12=-<11r../2> <1-2M/r)"z. 

Repitiendo muchas veces este tipo de desarrollo se obti~ne 
finalmente: 

(5.2> 
r12+rs4=(1/r../2'> Ccot9Ce2:_e1)+CM/r) C1-2M/r)-112 Ce4-e:s> J. 

Por otro lado, con la ecuación 1.27: 

dT=d:<O( 'd.c T;::e•J •T. 

Desarrollando ambos lados de esta ecuación,· 
. t~rminos por di -ferenci.ales se obtiene: 

'() 1= ( 1 lr.../2> e ::Je -i /sene Je¡ ) ; 

-;>:s= C 1/.¡2)CC1-2M/r > 112 'J r+ C 1-2M/r >-112 J t J; 

')•=u 1:{%> r < 1-2M/r > 112 l ,.- e 1-2M/r > - 112 .'a t J • 
•. ,, . ' ' ' '· ,, ' . " .' . ' • - .. . • •·• • ~ •.' •. •o • " •. '·•·· '" . • 

agrupando los· .. • · 

C5.3) 

Con la ecuación 1. 44 se .obtienen todas. las C' .... distintas 
···de cero: 

r.~.~ rzzz=Cllr../2'> <1-2Mlr>"2; 

í"!u=- r212= ( 112../Zr) cote; 

r12•=- rus=- CM12nr2 ) < 1-2M/r >-112. 

(5.4) 

Ahora se calculard el valor de la imagen espinorial del 
tensor d~ Weyl en la métrica de Schwarzschild. Antes de utilizar 
directamente la segunda ecuaci~n de Cartan, determinaremos 
cuales son las componentes nulas, u~ilizando la clasificación de 
Petrov-Penrose introducida en el capttulo-I. Puesto que ~a 
métrica se encuentra en el grupo D: 

Ya que las componentes e 3 y e 4 de la tétrada nula sólo 
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difieren por 
discusión del 
por completo 
gravitacionales 

e:S =gAÁ L:_. L-' • 0 , t" f"'··Al'•.A' 

e" =gA1' M M" . ,... f" A A• 

el signo de la parte temporal, 
primer capítulo es natural que 

las DGPN. Su relación con 
es entonces: 

de acuerdo a la 
éstas determinen 

los espinares 

Pueden escogerse KA y MA reales y normalizadas como: 

(KA)= (0, 1) ( MA ) = ( 1 ' o ) ' 

de donde la única componente independiente distinta de cero de 
CAacD será C1122. 

Utiliz~ndo esta información en la segunda ecuación de 
Cártan en forma espinorial, Newman y Penros~ obtuvieron: .. 
-d r 11+2 r11"r-:2=Cu2ze3Ae 1 , 

-d r 12+ ru ,.f;2=Cu22e~e2 , 

·rntegrandp estas ecuacion~s obtenemos: 
: , .. 

C1122=.;...M'¡r:s. 

La inf orma~ión aquí conten{da suficiente ·para · escri~i.r 
en forma e:<plícita, y en principio integrar, las dos .ecuaciones· 
propuestas <con y sin masa> para part~cula d~ espín 3/2. 

' . .,, 

:~~~;l~1~k~~~\~~tt1:i~~~~.f~{~~~1~;~~i~•\1,:~b;iJd;i,;iiU~¡4~k¿~t~i~i~~L·j~;i~Ji:J~~¿¡~.~~~ 
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CAPITULO VI 

SOLUCIONES EXPLICITAS bE LAS ECUACIONES PARA PARTICULAS 
DE ESPIN 3/2 SIN MASA EN UN ESPACIO-TIEMPO 

CON METRICA DE SCHWARZSCHILD. 

Debido a la teoría de supergravedad, el caso de un campo de 
espfn 3/2 sin masa en un espacio curvo en general cobra 
importancia. En esta teoría, el doblete de partículas de espín 
3/2 y espín 2 <responsables de la interacción gravitacional, y 
que están representadas por el espinar de Weyl> forma una 
representación irreducible del ~lgebra de sus transformaciones. 

La teoría de supergravedad es invariante bajo 
transformaciones del tipo'"~ 

~ ---> ...., , = "'l'+p 'f ' 

de donde la solu2ió~ trivial que se investigd en 
capítuic::í para la ecuación de RS sin masa puede ser. 
cero mediante una t~ansformación de supergravedad. 

1. Solución de la Ecuación v••·"tl..c=O. 

el tercer 
reducida ·a 

Como se vió en el capítulo 11, una ecuación descriptiva de 
unapar~ícul~ sin masa en reposo~ de espín 3/2,es: 

<6.' 1) 

L'~!:Í condiciones de integrabÜidad que se obtuvieron para 
esta ecuación en el c:ap!tülo III son: 

(6.2) 

que,_.considerando .la:simetrÍa de l_a!S ... '."'P's y la ~e. las C's,_ en la 
inétricá ... de Schwarzschi.l.d .... toma ,.la,;for::ina: .. 

y 

De aquí se obtiene que .. estas dos componentes deben ·ser 
por lo que las dnicas'componentes distiritas de cero ~erán 
~u2. Las ecua~iones que satisfacen son: 

cero, 
·i' 111 y 

"Q 11 'i'111=0; 

V zi 'i'222=0; 
(6.3) 

Utilizando la definición de las derivadas covariantes 
espinoriales en términos de las derivadas c:ovariantes 
tetradiales, y la expresión explicita de las matrices de Pauli 
CeM ~epres•nt~ción· t•tradial>, estas· ecuaciones-equivalen a: 

'7 :s"t'aa a=O; V1"'f'1u=O; 
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Si definimos: 4' ~ "'"' 222 , 

y usamos la definición de las derivadas covariantes tetradiales 
y la ecuación 5.4, esto es: 

< J :s-3 rsn+ f'su >"'!'=O; 

< ;} •+ rus-3 rs2•>"f =O; 

J s+3 r2u) -'i-'=O; 

< 'J 2+3 rzu > "f' =O. 
(6. 4) 

Utilizando las ecuaciones 5.3 y 5.4 
componentes <ya que el comportamiento de 
pues las ecuaciones solamente varían 
derivadas temporal y azimutal): 

para l.a primera de las 
la segunda es el mismo, 

en el signo de las 

C: C 1-2M/r) J r+ .J t:+l/r- C 1/2) M/rZJ "f' =O; 

C:-16 -Ci/sene>·Jc¡ +C3/2)cot0J"'f'=O. 
(6. 5) 

Separando ~ en el producto de funciones que dependen Únicamente 
de cada una de sus variables: 

~ <r,t,e,ty >= F<r>TCtHH0>HC q)' 

se obtiene: 

T<t>=e1•~; .. ·i-H 'i' >=e~'"'f. 
..,,. . 

Donde w y k son.las constantes .de sep~~aci Órl. 
para la p~rte radial es en~onces: 

La· ~º~-i..lción 

. F <r > =Aexp t:' J <r-2M> _, <Ml2r-i wr-1 > drJ= 

= < r. /2M > - 11• < r /2M-1 > -n114•:aa...,, e-1.r. <6. 6) 

La !:IC>i&¿i'ór('de G es:·'• 

G <e>.=B <csce+cote> "seri-~120. 

Nótese que para que HC~> sea monovaluada en cero Y.2W , es 
necesario que k sea entera. Lo cual implica, claro está, una 
cuantización de las soluciones angulares. La solución completa 
es: 

e: (r /2M) -11• <r /2M-1) -CSl4•21""1e-•••r-U-lll 'f J. 

8(0) es singular en 0=0 y " , 
singularidad -tr±vial- correspondiente 
utilizado, singularidad que ya se 
capítulo. 

(6. 7) 

sin embargo se debe a la 
al si.stema de coordenadas 
discutid en el cuarto 

Puesto que la métrica es esf~ricamente simétrica, solamente 
las partes radial y temporal de las soluciones de la ecuación de 
onda son r'levantes en cuanto a su signi~icación f1sica como 
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componentes de un campo de espfn 3/2. En efecto, como la 
"singularidad" en la parte angular de las soluciones no es 
física, la posibilidad de un comportamiento físicamente 
inaceptable puede provenir 6nicamente de las partes eM r y t. 

El comportamiento aparentemente complicado de la parte 
radial y temporal de la solución 6.7, toma una forma muy 
sencilla si la expresamos en función de r*: 

~ Cr*, t) = Cr /2M) -11• Cr/2M-1) -:111•e••ct-r•1. (6.8) 

El caso de una solución estacionaria Cw=O> es el más 
importante, ya que es el caso directamente relacionado con la 
"hipdtesis de los pelos" i.e., la solución estacionaria es la 
que introduce un par6metro de espfn 3/2 entre los del hoyo negro 
de Schwarzschild. De hecho, ésta es la única forma de 
introducirlo en los parámetros de cualquier hoyo ~egro si 
admitimos que debe ser estitico. Esta es: 

"'t'cr*,w=O> = Cr/2M> .. 11• Cr/2M-u-:s1•~. 

Est~ s6lución evidentemente no es física, pues 
converge en el infinito, diverge en el horizonte. Esto 
que no hay "pelos" de espín 3/2 sin .masa asociados a una 
de Schwarzschild <Según la ecuación 6.1). 

2~ Ecuación RS sin Masa. 

(6.9.)" 

aunque 
indica 

métrica 

nos ····dispondremos a· encbtitra~ las soluciones de .··.las 
ecuáciones para partícula ; sin masa 3.2. ..Dado. que. CHéi~o, las ... 
condiciones de i n·tegrabil i dad no propbrci onan ninguna 

Ahora 

información. En este caso, la e/> satisface la ecuación 
conjugada de la ~. por lo que s6lo es neces~rio resolver esta 
l'.tl tima: 

. . · 
Esk convenien.te def~nir las.nuevas variat;>les:··· 

"f t •• = "'\' 1 

"t'22:1= ~ • 
. 

"fzz= l'tf> • 

. . 
~az= '1' 1íi1= "f:s 

.,..Zza = "'flªaz= "'f • 

(6.-10) . 

(6. 11> 

Desarrollando esto de manera idéntica a las ecuaciones de 
la sección anterior 6.10, las ecuacion~s quedan: 

<":>a+ rzu> "t'z-( ~ .+2 r, .. + r.24 > ·'f.1 4 =0; 

( J z+ r Zll) "IJ .+ ( ~ 3+ r ... -3 r az4) . .,,, z+ r ... "I' :s=O; 
(6. 12) 

< ';) ,+3 rZl.> "-!'.-< ;;i .+2 r ... - rKZ4> "fJ;.- r ... "f'z=o; 

( ';) .- rzu) "f.-<'.).+ r ... - r.z.>"f .=o; 

< .. ; F'arti cul as de Espi.n. 3/2 en Espaci CI :Curvo.:. 4 7 
,i:t, :ic:t:<:<,s:~~~,;~:":~¿:,.:,.,,,<, O,:,;.,;_,;: .• '·t:,:',;:: : ; .-: ,f \LD.,; ~,¡¡~;t~ 2.: ~~;.;;.« .. : ;;.: .. ~J .:2: . ; ; , .. ; ";,;,:~ ~~ ·.-,. ./,.: :~~~,~ :·:·i::,:L,,,: ~:, .: . ~:"~;f ;>·:-, :~ :. e .. : ,.;,_:};; 
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..... .. 
< 1 ,+ r 211> 'i' :s- <:} .. + 1 .. ,-3 r 12•> ·v 11- r11• ·"f-'•=º• 

(6.12) 

< '.) 2+3 r 211 > ~ .+ < ';} :s+2 r .11- r12 .. >"f-' .. + r .. .-'t'-=º · 
Este es un sistema sumamente complicado, por lo que para 

simplificarlo bL1scaremos soluciones temporales de la forma e•·~. 
Esto no implica pérdida de generalidad ya que como las 
ecuaciones son lineales en t la solución general temporal es: 

J A<w>e••~dw, 
Dt•• 

dcinde D < w> es el dominio .de va U dez de . las w' s y A una f unci On 
arbitraria de w. :Así, las ecuaciones e:qilícit.asquedan: 

< ~ - < 112> cota+ <i /sen<»?,> "'P,+ < 1-2M/r >-"•[ <r-2M>.j ,+iwr+1-3M/2r l '1' ,,;,o; 

( ?. + <1 /2) cota- <i /sen<>> ?
1

) "!> .- <1-211/r) -u•c <r-211» ,-1 wr+2-9M/2r l "i' ,=O! 

<de+< 112> cote+ <i /sene> ~"( > "f',.+ < 1-'.2M/r>-"
2

t <r-'2M>'J ,.+iwr+1-M/2rl"'Y a+ 

.. . . : . . • ... :;. ·.. (6. 13) 

· < .~ + < 312 l e et a-u /sena>.?.,, > "i' , - < 1-2111 r > _.,.e < r-211 >1,:-• wr+2~7M/2i- l ~ r 

L-'- < 1-2M/r > 11
2 "!' 2 ==0; 

·,'.>,, - ( 1 /.2) cot_a:- ti /sen<>> l') "\' ,-U-2M/r l -u•[ < r-2M>' ,-i wr+ 1 +311/2r J"i' ,=O; 

< l~ ~ < ii2 i Cót a+·( 11 s"ne>· ~ > N'··•:>.c.1 • .,-211 Ir.! "~'e < r-2M > ? , +iwr+2-'>M /2r l '.'!;.~o; 
< .. + < 112> cot<H i/sen~> ~V l "i' •- <1-2M/r >-"~[ ;;..:.2\;,;; :~, Wr+1:,.;/2r-l f¡;+ .. . . . ·. : .. . (6. 14) 

+(1-2M/r)"2 "'f' .. =O; . . . 

< "J.,+ < 312 l c et a+ ti /sen<» ~ 
1

> "i' , + < 1 -211/ r l -•n [ < r-2i1l ~ ,+i wr+ 2-711/ 2r l "i' ,-

.. - < 1-2M/r > "ª"'t'e==O; 
Este sigue siendo un sistema muy complicado, de 16 

ecuaciones con 12 inc6gnitas. Sin embargo existe una simetría 
que permite obtener las 4 ecuaciones 6.14 de las 4 ecuaciones 
6.13, haciendo las identificaciones de la siguiente tabla: 

~'} { ~· "t'2 - ~*· 

TABLA II 
~ - "Y*• 
........ ~a 

...... "i-*a 

1'·· 1'*• 
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Ahora es ótil definir los siguientes operadores: 

os12=(/) C (r-2M)')r+iwr+1-3M/2rJ, 

0 112= C /) C Cr-2M) J r+i wr+1-M/2r J, 

0"1== ( /) C Cr-2M) ~ r+i wr+2-9M/2r J, 

0 712= C /) C Cr-2M)J r+i wr+2-7M/2r J, donde C/):;(1-2M/r)-t12; 

Ls12= 'Je + C3/2) cote+ e i /sene> 'J 'f , 

L•-112 = J0 +-e 1 /2) cota+< i /sene> 'd'\' • 

Puede demostrarse directamente que: 

x=3/2,9/2, 

y ·también ql..lá: 

Las ecuaciones 6.13 quedan: 

a> ." L-"2·"'f:'~os12 "'Ya=O; 

b > L *•1
;
21' 2-D*9 ' 2 'i' 4=0; 

.·· c) ' L +t12 "P4+03 iz C:· e/) "'.'.1 "l'~:I+ ( I) -t i\il3=0; 

et> U/sene)L*•ª'2 Csene '"h>-D*•i2c; C/ )~t"J'~l~C /)-&"f'r~• ·· 

(6. 15) 

Las ecuaciones 6.14 se obtienen de éstas hacisndo las 
identificaciones de la tabla II. Utilizando 6.1~-a y b, se 
pueden obtener los siguientes potenciales Cya qLte los operadores 
rad~ales conmuta~con los angul~res>: 

.,, .... ,.,. '• 

""f' 3 ="'.'"os12p; .· ,·' '·~ · . .,. '"' . ' 

y d~ las correspondientes ecuaciones 6.14: 

De estas ocho identidades se obtiene: 

Escribiendo 6.16-c y d~ y las correspondientes de 6.14, en 
términos de esto.s potenciales: 

·,-;;:• .. -~:_·._J_:,,_.~·-<~.-::;, •. '.:\+r?~-K~u .. ~~~~,~-~)',E:S.Pf..rc1 :S/=i•.••n:E~p·ac~o.c.~ .. ~"' .. · .. º .. ·:.·.:_-· .. ,:_._ .. -._.-.:-•_-.-.-.•_ .. _·_._._·_.·,'.··'··;:_·_._,·.·_.'..·.·' ... ·:,·.;_·_·.·._:_._._·_.:·.,· .. ·.,-_',· .. ·-~,-·,·.•_-,·-',·.:: .. '_··.:.·_:._,:_-.·.4 ___ •.·,_,_·:.··.·.9 ___ .:·.-,·;•----:-.'-:-'-••_:,·_•·.·,.·_•,.:~: __ •-•.·_._--•.-__ -.--_.:·-· .• ··_.,·:,-_•.-_-_---.•.-_:·-·.-_·_.-_----·~;_•.-_ •• :_.,:_-:_•:'',·~.·:•-_·.-__ •,_,~,-.::_-.•c··.:·.•.-··-.:_·.··--.-_•-_-__:.·-·,:"•, ___ :.•-_.·,•, __ • __ ;_·_-.. '._·-· •• _-·.-,· .•... _,---·:_-._;···.-.·_ '" .. :_-.'~' _ _;.: .. ::;{,:',{-&,.1;:··;:4:·.~ü·.t..1.~~-~~;·-?':-,~-~JY:;Jl/1?/:.,~~·?:_\JO'.:L::;,.:~;~~.;~~.~1~<i.'.'~¡~1,,~~!iJ.¡¡1\.,<~.~-~-'].;~~•-.'.1 .. :.~,;,~~·;·~f.-.~!!; ·:>,.,,,'.·_:'"·:. ' . ., ''.' . _ , ~ ~ ~--.. .,.. .. • ., ·..-~ , ~ ~ ,~ ,.,, ,:;. _V_ 
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<6.17) 

Estas son 6 ecuaciones con cuatro incdgnitas, con la 
propiedad de que la tercera y la cuarta se obtienen de .las 
primeras dos haciendo la identificación P--> R y a-~> S. Es 
claro por inspección que de las primeras cuatro ecuaciones no se 
pueden deducir las ú~timas dos, por lo que el sistema est~ en 
general sobredeterminado. Pueden sin embargo e>dstir soluciones 
particulares:, siendo la más atractiva, hacer P proporcional a R · 
y Q á S con la misma·. constante de proporciorial.idad: .. 

P=aR Q=aS. 

Sustituyendo esto en las dos últimas ecuaciones, se tiene: 

por 1 o que L •"2 G!=O=Dª'ªP. 

En t~rminos'de ""' esto implicaque ·"'Y:s= "f'.::::o •. Analizándose 
detenidamen~e· latatila··n,· estci·n6 es :tot:almente· .... inesi::>ef'"ado,· 
púes las iden'tificac.iones entre estas· dos cC>nij:iotien·tes· ;no son 

. monoval uadas. Ahora .· es pert:i nerú:e demostrCir, qU:.e:) as so.l.úci'ories . 
o)::>tenidas de esta manera no son .triviales, en· el sentido' de que· 
no son de la forma: · · · 

·'1'"•c='7"•€c, 

·.En este caso:" 

Ex p lÍ: e i·tamente: 

"'7ªE.•=O. 

~ .• ,.;;.~J~E::z:s .. v.~· Ea.:==9 .•.. 

"1' •=VªE:z=:V~ª~a=O. 

e·~ :z+ r:zul E:~+· Í:uE:i=CJ, 

. C ';) s- r,2.J é. a=O, 

e';) a+ rzul· E.,- r ... e.:i=o, 

e ';) .- r,24J €. 2=0. 

Separaremos las variables de ambas componentes: 

C::.,=v,<e,qi >R,<r,t>, i =l '2. 

Multiplic:.ndolas por r, los operadores de la primera y la 
tercera da las ecuaciones s6lo dependen de los ~ngulos, y 
resulta que: 

Pilr.tfc:u1.as:d• Espfn 312 1tri,E•paci·.o curv~ .• · ... ····· .. · .. 50 '·"· 
;,'.'.~j§:ii:i)i~i»:~i.~~~~~;~;;~:f~t~~~~*}~~~~~;:i~\~~jk~t.~~iá,%ri~~~i~1i2Ú};J,9,}~;~,f~;~~~,Ú~1~J~i}é;~:i~J'.Í~4J\;¡¡;;,;iH "'; .. ;¿1k/. ,:.6; .. •2¿~~:¡:;f,.~:0;~};~ 
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y 

de donde Rz::::-rZ ( r 111) 2 Rz' por 1 o qLlE! R2=R1=Cl. 

De esta -forma, si i a sol Lici ón obtenida con ry:s= "'t'.=o -fuer.a 
trivial, sería necesario que todas las componentes de ""'1-'· fL1eran 
idénticamente cero, cosa que como se ver~ en la siguiente página 
no es el caso. 

Las ecuaciones para el resto de 1 as '"+- 's quedan 
desacopladas, por lo que es m6s -f~cil resolver aqu~llas en lugar 
de las ecuaciones de los potenciales: 

a) 

b) 

e) 

d) 

e> 

f) 

g> 

h) 

C6. 18) 

L •ti2'i' e=O; 

º*"z"i'.=o~ - -.-_ · .. - . '' ' ' . ' 

D~da· la similitud, no s~ resolverán explícitamente las 
segundas cuatro de estas ecuaciohes. De 6.18-b: 

k=0,1,2 ••• C6. 19> 

donde .. F<r> ... satisface .. 0 112F' cr)==.o •. Esto en. 6. ~~:::el {mpl ica,i.'.· 

(6. 20). 
: : ' . ..: ' - . . 

.con L*3
'

2 C:6 <e> H <Íf> J=e-"'lf' A Ccsce+c9te> "sen-112e. (6.21) 

Debido a la relación antes mencionada entre los 
operadores radiales, 6.19 es consistente con 6.18-a 
resolver 6.21, exigiendo primero que HCq>=e~"~, lo 
implica p'rdida de generalidad, resulta: 

Cd/dS>G+G<k csc0+C3/2)cot9>=ACcsc0+cot9) 11 csc•ne, 

1 o cual es: Cd/d9>CG<csce+ctge>~sen~2eJ=Asene, 

distintos 
y c. Para 
cual no 

cuya solución es: G C0) H ('f) =--Ae-111 '1' cosecsc 3 ' 2 0 Ccsc8+cot9> 11 • · 

Como en la ecuación de la sección anterior, en este caso k 
debe ser entera para que el término axial sea monovaluado en O y 
211. La ecuación para F<r> es idéntica a la 6.5, que se resolvió 
en la sección anterior, y por tanto su solución es 6.6 o, en 
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t6rminos de r•, 6.8. En función de esta última variable, las 
soluciones explícitas son: 

C: ( 1-2M/r) 112 < r /2M) -t'4 e r /2M-1) -314e•••t-r-•1 J , 
(6.22) 

'"'t'2=Be-•k'f' csc•12e ( csc0+c:ot0) k (r /2M) -t1 4 ( r /2M-1) - 3 1 4 e'"ct-n1. 

De las ecuaciones para .......,., y ......-., ~stas tienen el mismo 
comportamiento que "#-' 2 y "f' 1 respectivamente. Omitiendo· como 
antes las partes angulares, la solución estacionaria <w=O~ es: 

º't' a <r*, w=O) =-A ( 1-2M/1r) 112 (r /2M> - 114 (r /2M-1) -314 , 

(6.23) 
1'2 < r * , w=O > =B < r J 2M) -t 14 < r J 2M-1 ) -314 • 

De la misma manera que en 6.9, estas soluciones divergen en 
el ho~i zonte., por lo.· que no pueden representar fúnci enes de onda 
físicamente aceptables. De esta manera~· aunque estas expre~i.ones 
s'oii sol uci enes partí ci..ll ares -no· tri vi al es-· de las ecuacicmes' · de 
onda, implican que dentro de los límites de validez de nue.stra. 
solución no hay "pelos" de esp:ln 3/2 sin masa en un espacio­
tiempo determinado por la métrica de Schwarzschild (hoyo negro>. 

Es importante, y esto se discutirá en el capítulo VIII, 
atacar la evolución temporal de. las soluciones. Esto es porque 
·s{ tiene sentido hablar de. un campo estacionarl.o ·alrededor. de 
Llna estrella en vías de colapsarse, , y entonces lo· importante a 
irivestígar . és 'c:óm.o<se pertLtl";'ba·.esta spluclón en e1 :momento en 
.que la !5Uperfi cie 'estelar cruza· .. ei .hori:zonte. De esta manér,a se 
espera, puesto q1..te no existe una soil..lc'ión estacionaria .f.!sica en.·. 
todo el espacio, que la solución se desvanezca después de qUe se 
forme el hoyo negro. · · 
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CAPITULO VII 

SOLUCIONES EXPLICITAS DE LAS ECUACIONES PARA PARTICULAS 
DE ESPIN 3/2 CON MASA EN UN ESPACIO-TIEMPO 

CON METRICA DE SCHWARZSCHILD. 

Ahora nos dispondremos a encontrar las soluciones de 
ecuaciones para partícula masiva 3.2: 

las 

Como ya se dijo, las ecuaciones de simetría son 
equivalentes a pedir que los espinores ~ y ~ sean sim,tricos 
con respecto a los {ndices con y sin punto respectivamente: 

Junto con las definiciones del capítulo 
con,veniente definir las nuevas variables para su 
adjunta: 

...,. 22:1= "*'. 
it>ii.1= q, l 
.. ' 

4-221= <'lfi12= "t', 

<t>i21= <t> ¡¡1= ti:> 3 

(7. 1) 

anterior,, es 
representación, 

C7.2> 

.et> 222= <f>, 6 ct>221 = q, 11 cpii2= <P ii2= e¡, 4 

,, De~~rrbl i'cando de manera idéntica a las ecua~:Í.'on~s sin masa; 
'del capítulo .interior las ecL\aci enes 7.]. quedan: ' 

' ' 

f 

<' "J 2- r211> 'i' :s+C 'C) :s+ r111- r1z.) 'Y1=m cp,; 

( 'J l+ rau>1'a-C ';) .+2 rua+raa .. > 1--,=mtt> 11; 

, , , ,,. , .. .LJ 2+ r~ll ),;;.. .. + < i,:s"t :c1~:1:-3_ \"7.24J ..,.. 2~ r\~_1_"'t:ém. t:P_:s; 

' Je,';) ,+3 r21l) ''h- ( J 4+2 e 111-r124) "" :s~ r1111'2=m et;, :s; 

( d ,- r 211>"" .. - ( ';\ .+ r'111- r.24) "t' ·=m <ti.; 

( ~ 2+ r 211> "'*' 11+ ( '} :s+2 r 111+ r124) "f':s=m <p2; 

(';) ,+r211>""1':s-<'J 4+ r111-3r124>rf-111- r111'"1-'4=mcp .. ; 

( ~ 2+3 r 211) np .+e d- :s+2 r 111- r ¡24) "t' 4+ r111't11=m <P ... 

f
e d.- r2 .. > cp:s+( 'J .. + ru,- r124) it> 1=m"f-'1; 

e 'J 2+ r 211) cp ,¡- ( J :s+2 r 111 + r 124) q. ·=m "'*" 11; 

' ( 'd ,+ r2u) cfJ 4+ e 'J .. + ru,-3 r124) 4 2+ r111 q, :s=m "f':s; 

L <':> 2+3 r2u> cp,-cd :s+2 r'm- r124> di :s- r.11<#>2=m'"'P:s; 

,,, <7. 3)' 

C7.4> 
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r d 2- r'211>'1> 4-(".j ;s+ r .. 1- r124) <P.=rn'i-.; 

J ( d 1+ r 211) cp ,,+ ( ;:¡ 4+2 ,-.111+ r124) <:1> :s=m 1-i 2; 

l( ;) 2+ r 211) 4> ;,- ( d ;s+ r-1
111-:.::. Í124) c/:i ,,- l111 q, 4=m ""'4; 

( d ,+3 r211> cJ> .+< d .+2 ru,- r.24) cf> 4-I- r.11cbs=m"f'4. 

C7.4) 

Como en el capítulo anterior, buscaremos soluciones 
temporales de la forma expCiwtJ. As{, las ecuaciones explícitas 
qL1edan: 

< ª~ - e 1 /2) cote+i c:scEiJ't' »°'1-':s+ e 1-2M/r) - 112 [ C r-2M>J .-+i wr+1-3M/2r J 4-' ,=mr cp 1 ; 

(<}6 + C 1 /2) c::ote-i c:sce"J'f )"l'z- C 1-2M/r > - 112c C r-2M> 'd.--i wr+2-9M/2r J ,..,, 4=mr q, 11; 

· C~ + C 1 /2) cotEt+i c:scB~l.r>"l-'4+ e 1-2M/r) - 112 c Cr-2M>;) .. +i wr+1-M/2r J "Y 2+ . 
. . (7. 5) 

Vi)
9 

+ (3/2) cote-i csc:B J'i >"toa- ( 1-2M/r > -112c e r-2M>~ .. -i wr+2-7M/2r J-"'J' :s­

e 1-2M/r > ª'2 "+ 2=mr cp :t• 

e~ - e 1 /2> c:ote-icsce JT>'i-'4- e 1-2M1r>-mt c~-2M>J .. -i wr+1+3M/2r J ,.,.,.=mrc1i .; 

<~e+ e~ 12> c:ote+i csceJ'f >~11+ e 1-2M/r >-112c C,.:.-'-2M>'l .. +i wr+2-9M/2rl ·i':s=mr ~ 2; 

<;)e + < 1 /2) c:ote-i csce ;>'t >·1' 3 - < 1-2M/r > -112c e r-2M > il ,..-i wr+1-M/2r J "f' 11+ 
(7. 6) 

. . 

e 'd" ..+:e 312> i::ote+i csc:é ';)'f > ·"f'.+ e 1.:...2M/r > - 112c e r~2M>1 .-+i wr+2-7M/2rl'.'i-' .-

- C 1-2M/r > 1121' 11=mr ·cp .; 

C ()9 - C 1 /2 > c:ot0-i csce J'f >ti:> :s+ < 1-2M/r > - 112 1: C r-2M>-;) .. -i wr+1-3M/2r J f/J a=mr'i-' a; 

<":>0 +e 1 /2 > c:ote+i c:sce ~'T ><P 2- e 1-2M/r > - 112 1: e r-2M> 'l.-+i wr+2-9M/2r J <P •=mr 1-' .; 

<'de+ C 1 /2 > c:otEt-i csce "J'f) cp.+ C 1-2M/r) -"2C e r-2M> :> .. -i wr+1-M/2r J cjJ 2+ 
(7. 7) 

+.C1-2M/r) 112 cj:> 3 =mr"'P:s; 

<de + C3/2 > cote+i csc:01'f ></>.-e 1-2M/r > - 112c e r-2M> ~ .. +i wr+2-7M/2r J <P:s-

- < 1·-2M/r > 112 cp 2=mr '"'Y:s; 
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< ~º - < 1 /2) cot9+i csce"J'f >et>.-< 1-2M/r > -112 C < r-2M )í} ,.+i wr+ 1 +3M/2r J cp 6 =mr "f-' •; 

< :\ + < l /2 > cot9-i csce·J't >t/>s+ < 1-2M/r > -112 1: <r-2M >'J ,.-i wr+2-9M/2r J cp :s=mr "Ya; 

<~.:. + < 1 /2) cote+i csceJ'f >r/> ,,- < 1-2M/r) -112 1: Cr-2M> J ,.+i wr+ 1-M/2r J cp 5 + 
(7. 8) 

+ ( 1-2M/r) 112 cfl 4 =mr- ""1' 4 ; 

<de + < 3/2) cot9-i csced <p ></>.+ ( 1-2M/r) -&1zc C r-2M>;) ,.-i wr+2-7M/2r J (/J 4 -

- < 1-2M/r) 112 e/J s=mr '1' •. 
·-

La simetría de la que hablamos en el capftulo pasado se 
extiende aqu! a las componentes de ~ • Las ecuaciones 7.6 y 7.8 
se obti~nen de las 7.5 y 7.7 respectivamente, si se hacen 
~ualquiera de las identificaciones d~ las siguientes tablas: 

~·1 1~ 
"'*• 

...... ª ~-,....,,, 'l'*• 
ti- 4. . ~:s 
,,,.,11 "t*a. 
1'• . "t'*ª 

~. . - ~··r{t~~· ; 
. '1'2'. "f>lt• 
·"'i':s -~· 
"\'• '1-*:s 
'1'11 '"t*z .,.. .,,,..! 

.. 'TABLA 
.,., 

··~·. ,::.~·'.:·;" ·'"' 

. *• 
{ **; " ""fil . . ""'* . 

'ii:s -~t .,,. 
"t's. 
'l'• - ·'f'*· 

TABLA 

~.} { ~*· ''h "t'*• 
t3 - 1'*• 
tifo• "r*:s 

""" -· "1-*a 
~ '1'*• 

TABLA 

P~f~fcul a,s t;le Es¡:>fn 3/.2 
:·< '. ;~:;;; ~:~:~s~Jii-~~~\~(~f i]J~f i,~·:.~ ~~\ ·\:~Jt~i~~~.;( :' :-~.:~1 \·:.:.: · ,~\::~~}~_, ·::·:·¡~ ~ .. --~'.<~"-·.:~;;,:~::,. :~ 

~} 
tP*• 
</)*• 
.,*• 
tfr!+:s 

q. ;*2 
4>• tf>*• 

~;¡ r~. 
<P~: .·· ~*· cfi:s .. - <¡>*• 
~. '(l*:s 
<f:i• </>*a 
<f¡ • ~*· 

IV 
. "·::'·O~,,~. -

q; ~. cj:;*~· .. 

. 9a. <P*'• .· 
</J:s 4'*• 
f1, 4 r/>*a 
c/J• 4*a 
<:/>• .,,,... 

II I" 

~'} r ~*· <P 2 "'*• 
tj :s - 'P*• 
q, 4 <ti *:s 
<1J. ~*a 
cp. - - P*• 

IV" 
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Evidentemente en este caso no es posible escribir las 
ecuaciones en t'rminos de potenciales, como se hizo para la 
ecuación RS sin masa. Sin embargo, dada la extrema complejidad 
del sistema de ecuaciones 7.5-8, posiblemente sobredeterminado 
también, nos limitaremos a encontrar soluciones particulares. 
Por similitud con el caso m=O, debido a que la identi~icación de 
las componentes 'i-':1 y 'i-'• es la misma, haremos cero estas 
componentes, junto con las que presenten esta misma relación 
bivaluada en las tablas anteriores. 

La tabla III nos lleva entonces a que 'i's=..,.... 4 =0 y 
et> :1= <ti•::: <1' .=o, 1 o cual, sustituyendo en 1 as ecuaciones 
trivialmente que todas las componentes son idénticamente 

La tabla IV en cambio, lleva s6lo a qLie ~:1=..;.- 4=0 y 
<P :1= .</1•=4' 11=0, 1 o cL1al en 1 as ecuaciones da: 

a) < 1 / r > D3
'
2 ...Y , = m <P 1; 

'· 
b) L*"2 ""'P 2=0; 

,, 

c> D " 2 "f' a=O ; 

d)' L*3 'ª'°'Y '':'"° < / > -•·"'f" 2::iO; 

e~. ( l/r)D*3 'ª <P a=m '1'1; 

-f ) 
' ' :~:·. . 

m "f' 11=0; 

g) L S,2 <t> 1=0. 

implica 
cero. 

cp z= 

t;'· 

(7.9) 

y las correspondientes para <°'f>• y q, • según la tabla: IV~ 
Aplicando LVª a la ecuación 7.9-e y utilizando <g> se 

encuentra.~ .. 

<7. 10). 
, _ _,'e-, 

Este·resultado en 7.9':'""d i'mplica ·que'i-'a=O. Por lo.t·a.ntoias' 
,.úni<;as cO~pcn·entf:?s ·no· nL\l·as ··~on: 

;-,, '1'., 4' •. ycp •• 

N6tese que si m=O, lo anterior no se implica.· Las 
ecl.laciones que satisfacen las componentes '1'1 y q 1 son: 

(1/r)OSIZ"'f-',=m ~.; 
(7. 11) 

<7.12> 

Las ecuaciones asociadas a las tablas iií·- y IV' son 
exactamente las mismas que las de las tablas III y IV 
respectivamente, por lo que no es necesario abundar en ellas. 

Las soluciones angulares son una la compleja conjugada de 
la otra. y la de 4'1 es .la misma que la d·e la ecuación 6.5 sin 
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masa que ya se obtuvo: 

e:<p C-i k <f] e csce+ctgel kcsc 3 ' 2 B. 

La parte radial es evidentemente más compleja. Desacoplando 
para ~ª' despu~s de una terrible 'lgebra -cambiando derivadas 
parciales por derivadas totales-

C Cr-2M) 2 d 2 /dr2 + Cr-2M> (2-M/r) d/dr + 
<7.13) 

+(l-3M/2r-iwr> Ciwr+M/2r)+(r-2M> <3M/2r 2 -iwr-rm2 ) J <Pa=O. 
Atendiendo a parte de la la comunidad científica, que 

asegura que es más conveniente utilizar la coordenada r• de 
Regge-Wheeler <4.14) en lugar de r, la ecuación sufre la 
siguiente metamorfosis: 

Crd 2 /dr*2 + C2.:_3M/r) d/dr*+w2 r+2M/rZ-15M2 /r 3 - Cr--.2M> m2 J <j> ·1 =0, 
donde la r está definida implícitam~nte. E'st.o\ e~:'una e:<pr~sión 
complicada que sin embargo es posible simplificar mediante ·un 
sutil cambio de variable que elimina el término de la primera 
derivada. Este cambio de variable es: 

<7.14) 

<Esto· transfor"m.:i·. la-ecuación de onda en 1..1na f:cirma que tiene 
un·. parec:i do asombroso eón la ecuaci óh · .. de Scnroedinger · para un 

'potencial central: · 

<7. 15> 

. Esta e:<presión, aunque más sencilla que la anterior, no 
.p1..1ede ser integrada e>:actamente porque el término que hace 1 as 

'·veces de.' .potenc:i al 'es í.lna. función tr.;lscendent¡a de r* (en los 
trábajos donde se r'esuélven probl·emas···si.m(l~ares P~rÓ,para otros. 
espines, se . obtienen ecu~ciones parecidas 'y tampoco"··:·son .. 
integradas · exactamente, ver por ejempl.c:i:cit.as <7> y <B> del 
capítulo cuar.to. Sin embargo no podemos asegurar ·que ·la 
solución analítica ri6 ·e:dsta>. .Esto no es grav~.pues los casos 
de interés son los comportamientos asintóticos de las ~olij~iones 
<las regiones muy cerca y muy lejos del horizonte>. En estos 
casos la ecuación 7.15 toma una forma integrable: 

i) r---> otO • 
En este caso, puesto que r*--->r, la ecuación 7.15 en 

primera aproximación es la ecuación de Schroedinger del átomo 
de hidrógeno correspondiente al estado de simetría esférica 
< l =O> con autoval ores de energ:C a En=wn2-mz: 

(7.16) 

Sus soluciones 
átomo de hi drdgeno• 0 

son en consec:uenci:a · 1 as respectivas 
que convergen en infinito: 

>:.> ~t!lr:i:;:r'culas. de Espfn .. ::SJ'.2 ~n Espado.Curvo~ . . 57 
;~~-?ifili~i4illi.~~i-~~&2~:i&~~ h',1&;·{;~i;:~;;{d:iJ:S,;,;lJ.1,\~i~;.:~~}k~i:,,silli:t:,~;.i;~0ii~~~0)A¿f0;il~.i<fa.~sc.&~~f'·:z;5~i ~,.i;;°.;a.:-. .. ~·-···· 

del 
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17 Cr >>2M> = C2Mm2 n) 3 '
2 1: Cn-1 > ! /2n Cn ! > 3 J 112 L3 n C2Mm 2 r/n) en:p C-Mm2 r /n J. (7. 17) 

donde las L's son los polinomios asociados de Laguerre. 
est~ cuantizada por: 

Cw 2 -m 2 >=-m•M 2 /n 2 , es decir Wn=·+--m<1-Cl1m/n) 2 ) 112 • 

n=1, 2, 3, 4, •.. 

La w 

(7.18) 

Ndtese que Wn es un ndrnero imaginario puro para todos los 
valores de n entre 1 y la parte entera de Mm, y real de este 
valor en adelante. 

En la identificación de nuestra ecuación con el átomo de 
hidrdgeno, no est~n tomados en cuenta los casos en que wz sea 
mayor que o igual a m2 pues en la ecuación de Schroedinger s6lo 
están contemplados estados ligados, es decir de energía menor 
que cero. Además de •sto, esta identifi~ación sólo permite 
considerar la solución estacionaria. en el caso en que mM sea una 
cantidad qu~ntizada ent~ra. No podemos asegurar que esto no s~a 
c.asual pero no e:<iste n'iriguna razón de peso para sup~oner que 
esto sea una condición de la naturaleza. No obstante, este caso 
~o presenta ninguna singularidad en este límite <r>>2M~. Para 
contemplar las otras posibilidades haremos la aproximación a 
orden cero <M=O, r*--->r> en 7.15: 

. Cd2/dr2 +w2-m2Jl7 (r) =O. (7.19) 

La solución general. de·. esta ecuaci óri e,s: 

17 <r) =Ae>:p C i <w2 -m2> 112r l +aexp c-i< <wª...:m2) 112r J. <7. 20> 

De aqu{ obtenembs la solución completa en r y t: 

cp a <r ,t> = < 1/r > CAexpc i cwz-m2 > " 2 r J+Bexp C-i <w2 -m2 ) uz..- J Jexp Ci wt J. C7. 21> 

·e¡, a<r,w=O>=<llr>Ae:<pC-m~J B=.O. (7.22) 

ii>r--->2M: 
Por simplicidad, en este caso sólo tomaremos en cuenta la 

aproximación a ord~n cero Cr--->2M>: 

cuya solución general es: FCr*>=CexpCiwr*J+DexpC-iwr•J, 

de donde: 

(7.24) 

La solución estacionaria general se obtiene de integrar la 
ecuación 7.23 con w=O. Esta elección en 7.24 nos da s6lo un caso 
par ti cul ar. La cp. a general es: 
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cp, <r*~w=O>=C1/r) <1-2M/r)-114 (C'+D'r*). (7.25) 

Salvo la trivial, no existe una solución convergente de 
esta ecuación en r=2M. De esta manera, aunque hay solución que 
converge en el infinito, la solución no es física. Como en el 
caso de partícula sin masa, esto implica que si las ecuaciones 
descriptivas de una partícula masiva de espín 3/2 son las 7.1, 
un hoyo negro de Schwarzschild no tiene ning6n parámetro que 
provenga de este valor del espin. 

Aunque es altamente improbable, cabría la posibilidad de que 
la componente '1-'s sea físicamente aceptable en el caso 
estacionario, por lo que se analizar¡ su comportamiento general. 
De la segunda ecuación de 7.11, utilizando las expresiones 
así nt6ti cas a orden cero del operador n-:si:z se obtienen 1 as 
sol Ltci ones: 

r--->OO: 
'i-'a,,;,, < 1/mr > C: <P a <r--->oO > < 1-2i wr > +i (w2-m2 ) 11:zJ:-: 

r--->2M: 
-Va=<1-2M/r)-112 (1/BM-iw> </>s <r--->2M>. 

Estas soluciones tienen el mismo comportamiento asintótico 
. que 4' a, por lo que no es necesario ·abordarlo con profundi.dad. 
En pal'.""ticular no hay solución estacionaria c::onvergente en el 
horizonte.· 

De este modo, desde-la perspectiv~ de las dos ecuaciones 
'estÚdi ad as, no puede haber· un parámetro de esp:i: n 3/2 ·entre 1 os 
tjue caracterizan a un hoyo negro de Schwarzschild~ 

Por las mismas razones discutidas en el capítulo anterior 
tambi~n se discutirá en el pr6ximo la evolución temporal de 
estas soluciones. 
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CAPITULO VIII 

LA ~VOLUCION TEMPORAL DE LAS SOLUCIONES 
ASINTOTICAS; DISCUSION FINAL. 

Corno se encontró en capítulos anteriores, no existe una 
solución estacionaria físicamente aceptable para ninguna de las 
tres ecuaciones propuestas para partícula de espín 3/2 en 
métrica de Schwarzschild. Esto está en completo acuerdo con la 
"hipótesis de los pelos", ya que si e:-: i sti ese este tipo de 
solución, un hoyo negro de Schwarzschild podría tener un 
parámetro de espín 3/2 además del de la masa. Este análisis se 
hizo s6lo a primer orden, es decir no se tom6 en cuenta la 
perturbación que las partículas de espín 3/2 ejercen sobre la 
métrica de fondo. Perturbar la métrica implicaría poner en las 
ecuaciones de Einstein un tensor de energía-momento con 
contribuciones del campo de espín. Para la ecuación de RS, esto 
sería .. algo de· la f ormaca•: 

~...., = 1'°'.fl\,., o( 'Y-1 /2 ~ '"'~ ~ ,~ 1'_., ;:Y" ;, · 

y en la métrica aparecerían nuevos términos asociados a este 
tensor. 

En el capítulo IV. se discutid el proceso de formaci6n de 
un hoyo negro por colapso gravitacional de una estrella. Es 
desde esta per:spectiva que es de inter~s estLtdiar la evoluci6n 
temporal d.e · las soluciones para partícula de espi'.n 3/2. Es 
posible consider-.!\I''." qL\e ·la estrel.la en VÍas de colápsarse .. tenga 
carga de espi'.n 3/2 y que por esto generé un campo de partícl.ilas 
de :espin 3/2 en el espacio• En ei momento en que la super:f.icie 
estelar rebase el horizonte, este campo puede sufrir 
alteraciones. Estudiar la evolución temporal del campo, después 
de ocurrido el colapso. es precisamente el objetivo de este 
capftL1lo. 

Puesto qu~ los t~rminos importantes de este campo son. el 
.. rac:í.i:.ai .. Y .. tE-11lP91'"~.1;_: .Rf!l;_;~~.r~m!?s lá expf":E;sion de··ros· términos 
angulares de las soluci.ones • 

. Las scilµciones .exactas de la ecuación 6;,5 pa.ra partícula. 
sin masa son· de la forma: 

~ = <r /2M>-"4 <r /2M-1 )"ª'4e~•c•-r•1. (8~ 1) 

Esta dltima expresión no es normalizable en ambas asíntotas 
simultaneamente para algún valor de w. Cuando w es real, la 
solución converge en el infinito pero diverge en el horizonte. 
Para que aquí converja, es entonces necesario que w=-iq, con q 
real y positivo, pero en este caso la solución diverge en el 
infinito. Evidentemente no existe otra posibilidad de elección 
d~ w, por lo que hay que desechar esta solucidn. Por esto no es 
posible describir un campo de espín 3/2 sin masa en esta métrica 
con la ecuación 6.1. Es decir, si se pudiera describir este 
campo en la vecindad de una estrella que está en proceso de 
colapsarse. al rebasar la superficie estelar el horizonte de 
eventos se llegaría a la inconsistencia de que el campo 
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divergiera, o en su defecto se hiciera autom~ticamente cero en 
todo el espacio, cosa que viola la causalidad. 

A su vez, las soluciones de la ecuación de RS para 
partícula sin masa son: 

·"'V i = < 1-2M/r) 112 ( r /2M-1) -~14 ( r / 2M) -114 e&•ct-r••, 
(8. 2> 

Debido a las mismas razones que la solución 8.1, esta 
expresión tampoco es normalizable simultaneamente en el infinito 
y en el horizonte de eventos. 

Richard F'ri ce 12> plantea al respecto de este campo: 
"La manera usual de e:< tender teor:i'. as de campo de espacio plano a 
espacio curvo es mediante 'acoplamiento mínimo' <cambiando 
derivadas parciales por de~ivadas covariantes). Esto resulta en 
ecuaciones correctas para campos de neutrind y electromagnéticos 

. -Le. los casos espín=l/2 y 1-. Sin embargo,. las ecuaciones 
resultantes para campos·de espines mayores son· inconsistentes• 
<Una idea tentadora: ?Acaso la naturaleza, como los físicos, 
tiene dificultad con campos sin masa de espines mayores?). No se 
conocen ecuaciones consistentes para campos de espines 
·mayores ••• " 

Price termina indicando que un posible camino a seguir es 
el de cambiar el acoplamiento míni~o. La inconsistencia de las 
ecuaciones está en completó acuerdo con el resultado. recién 
obten.ido;. . Ahor~,:· ·· el pr~bleina de encontrar ·.una .alternati .. va al 
"acopl ami ente m!ni mo" . sl<cede las -expectativas ~de ,_esta 
investigación. Sin embargo es posible que ahí se encuentre e~ 
problema. -

Ahora corresponde ver qué sucede con las soluciones para· 
partícula masiva. Sus soluciones asintóticas son: 

r--->'10: 
4'. a=:;:~~-~ ( 1 /J'.' )_ ( 1-:2.1'1!1".") - 114 e A~x PP ( .w~-~·) ai~r J 

r--->2M: 
cp 1=e1•• ( 1 /r) ( 1-2M/r) - 114 <Ce••r•+De-•-•) • <8. 4> 

La expresión 8.4 diverge en el horizonte.si w es.real. La 
dnica alternativa entonces es que w=iq <la elección w=-iq 
tendría ·como resultado solucione~ divergentes en el tiempo, lo 
cual es intuitivamente inaceptable. Sin embargo esta posibilidad 
se discutir~ ense~uida) ,Esto arroja las soluc:ioMes convergentes: 

r--->oO: 
</J dr--->OO , q) =e-••< 1/r>.C1-2M/r > - 11•Ae:<p C:- < q 2 +mz) 112rJ B=O; 

r--->2M: 
cp 1 <r--->2M, q) =e-•&< 1 /r > < 1-2M/r >-114De•• C=O. 

De aquí se observa que la exigencia de que las. soluciones 

- •., Part:lc;:ulas '.d. E~p:rn, 3/2 en E!!tpacio:::C:urvo~. .· ... f>1 e . . 
2.á~1~~:¡~~~~:~,~,{;~,ii:{il;l~~i~¡J¡;;·~1~i'.:~i'";;~1~~,;~iii,i1 .. ~;i,k:,,,.~.,,.~·~t~t~i1t~1~i~~!;~~~,z~,:~1~~;,~~\.:J!~,;~.:~.c;1itt~~¡;~;,,;:t,~'0:~1.j:~·#;.,¡~¿_i!;¡~~'~'~;;;~;j~~~i~i0;;t;~ki~r~~,(~i;{ 



8. Evolución de las Soluciones; Dis~usióM Final 

para partícula masiva sean f!sicamente aceptables en ambas 
asíntotas implica que la solución debe hacerse cero en el 
tiempo, i.e., el campo radía toda su energía a partir de que se 
forma el hoyo negro. Existe, como mencionamos, la otra 
posibilidad, es decir w=-iq que implica que la solución diverja 
en el tiempo aun cuando tenga como ahora términos convergentes 
para ambas asíntotas. Esta posibilidad no tiene significado 
cuando el análisis se hace a primer orden ·como en el presente 
trabajo. Si se obtuviera esto como 6nica alternativa lo dnico 
que podría decirse es que nuestro enfoque está equivocado.De 
hecho, Price 1~ justifica el an~lisis a primer orden en los 
siguientes términos: 

" .•. Si por una parte las perturbaciones crecen sin límite, 
nuestros resultados no tendrán ningón significado, pero podremos 
concluir que nuestra presente idea de colapso gravitacional es 
errdnea. Si por otr:a parte, las perturbaciones se mantienen 
pequeñas, el enfoque está JLlstificado" •. 

Cabe. la posibilidad de que las sol uci-ones asintóticas no 
estén conectadas. Esto no alteraría la "hipótesis de los.pelos" 
pues podría decirse lp mismo de este resultado que d~l 
correspondiente para la ecuación sin masa, de tal forma que el 
comentario de Price acerca de la validez del acoplamiento 
mínimo~ seria aplicable tambi~n a cam~os ·masivos de espín 3/2. 
Es decir, ya sea que la existencia de este tipo de campo en la 
vecindad de_ una estrella en vías d~ colapsarse haga que no se 
forme .. el hoyo negro, o las. ecuaci en.es del campo Cy/o el 
ac:óplamien.to' lll!nimor .•. ·son _inadec::uadas. 

NuestrOlS resultados; sugiér-en .entonces que no e>:isten . hoyos 
··negros ·de Sc:hwarzschil'd cOn parámetros de espín 3/2. .·· ' .·· 

Cabría C::omo Últi.ma pregunta, ?Que suced_éría si 'se obt4viera 
una. solución física i::on osci.laciones finitas en el tiempo.? En 
este caso el tensor de energía momento asociado al campo 
dependería del tiempo, y por tanto la métrica no sería estAtica, 
de..: tal. for:ma que podría obtenerse como resultado final del 
c:ol.apso . graxit.ac::;i_pfi.il .. ~~ objeto con; hc:lr-izonte, que .. no .si.ende 
estacionario . tenga las deinas''C:'aracter:(st'ic:as-d~.·ún "hoyo negro;; 
c:laro esta.o, cpti un ';parámetro de fi:!Spin 3/2. Si. se obtiene ·o no 
este objeto podrá saberse solament"e . si se resue:iver1. las 
ecuac enes de Ein~tein de manera exacta, pero ~stas 
posib lidades son meras especulaciones. 
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CONCLUSIONES. 

A continuación se hará un balance de los resultados 
obtenidos, las limitaciones encontradas y las implicaciones 
generales a que nos llevaron. 

Se encontró la solución exacta de la ecuación 6.1 en 
métrica de Schwarzschild, asl como una solución no trivial, 
particular? de la ecuación ~e RS sin masa. Para el caso masivo 
se encontraron también las formas asint6ticas de una solución 
particular de la misma. 

Separando los casos en con y sin masa, no se encontró para 
el segundo de ellos que puedan existir soluciones, ni 
estaciónarias ni de ningón otro tipo, que puedan interpretarse 
consistenemente como funciones de onda. Le cual implica que no 
puede haber un campe de esp1n 3/2 sin masa alrededor de un hoyo 
negro de Schwarzschild y en consecuencia ~ste no puede tener un 
parAmetro (pelo> as6ciado a este campo. Aunque no se pudo 
.de111ostrar que la solución para .la eé:uación de RS sin masa es 

;.,·:_·general., _tod9s l'o~· _i~:te.n·t.t?S en e·st·~ di~ec:é::i.ón ... j:>.arecian i·ridicar 
·que éste es precisamente el caso~ L. F~ Urr.ut.ia 0 ·• anali.za una 
ecuación muy similar a ésta y obtiene soluciones gener~Ües muy 
parecidas a las nuestras, lo cual apoya la conjetura anter~or. 

El problema de "los pelos" en un hoyo negro ya ha sido 
estudiado en el marcci de la supergravedad, en donde se obtuvo 
que s&lo la m~tric~ de Reissner-Nordst~~m extrema <M=Q) puede 
soportar un "sup.er pelo'º de espín 3/2 <2 > • c::s>. 

. P.ara el ca.so, con masa. puesto que no se ob:tuvo. una solución 
est:aci6naria regular 9 nó hay pel_cis:de~este ~sip:fn. Al ~studiar la 
e~1,olución. ':temporal . 'de estas soluciones~ ·Se. encontró que: es; < 
posible que las sol uc:i6nes bien· portadas ,se dE;!svariezcan en .. el 
tiempo, lo cual ei::. la ~mica posibilidad fisicámenté razóh'abl.e;. 
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