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I N T R o D u e e I o N . 

El proposito de ésta tesis es, fundamentalmente impleme~ 

tar un programa de cómputo capaz de calcular las probabilida­

des de transición interbanda en sólidos. Surge como resultado 

de un trabajo relacionado con el departamento de Química Te~ 

rica (3) y su alcance puede ser plausible en la medida que -
sea apto para predecir propiedades comparables con las medi-­

ciones experimentales (p.ej. 4,5,56), 

El formalismo está dado por Schoenes (5) y se contemplan 

dos pósibilidades de cálculo .. 

Una de ellas consiste en hacer cálculos de bandas de ener 
gía electrónica y utilizar la teoría de campo autoconsistente 

del artículo clásico de Ehrenreich y Cohen (6) para poder ca! 
cular constante dieléctricas, Nautiyal y Auluck ya lo han he­

cho para hierro paramagnético (7). La otra posibilidad es uti 

lizar los resultados de un cálculo de densidad de estados en 
lugar de bandas de energía electrónica y así calcular propie­

dades ópticas (3,5,8,9,10), 

Ambos métodos necesitan de las probabilidades de transición 

interbanda para el computo de propiedades como constante di~ 

léctrica, en el presente trabajo haremos una parte de la prime­
ra aproximación al cálculo de propiedades ópticas que consiste 

en calcular las probabilidades de transición interbanda con la 

aproximación del campo autoconsistente pero no haremos el cá! 

culo de bandas, es decir no llegaremos a calcular constantes­

dieléctricas, aunque si a la mitad del camino que es necesario 
andar para predecir resultados experimentales. 

La metodología para efectuar los cálculos es: 

al Brimero se genera una tabla de densidades electrónicas­
con un programa con que cuenta el Departamento de Qumica Teó 
rica, denominado HEX (29). 

b) Con el cálculo de densidad electrónica proveniente de HEX 

se implementa otro programa denominado CRYS/deri que entre otras 

cosas nos proporciona la parte radial de la ecuación deSchrodin 
ger 1 la que resuelve numéricamente ( 11 l . 

1 .- La descripci1n detallada de los programas CRYS/DERI será dada en el 
capí tub. II. 

- i -



Precisamente la parte radial de la solución de la ecuación 
de Schrodinger es la que nos interesa .del programd CRYS/DERI 
ya que en el formalismo de Ehrenreich y Cohen es justo esa fu~ 
ción radial la utilizada para el cálculo de los elementos de 
ma tri z2 in ter banda que son parte furÍdamen ta 1 del trabajo. 

Este trabajo está dividido en cuatro partes, las que const! 
tuyen la estructura del mismo. 

La parte I es una fundamentación teórica; es el capítulo más 

largo del trabajo pero a mi juicio el más importante, se inicia 
con los principios más elementales de la teoría electromagnéti 
ca 3 y se introduce la función dieléctrica, posteriormente se 
habla de la teoría de bandas (aproximación de un electrón) de 
la que se necesita solamente su términología sobre las transi 
cioneE .electrónicas y su efecto sobre las propiedades Ópticas. 

Se da seguidamente algo así como el desarrollo histórico de 
los modelos que han surgido como necesidad de explicar propied~ 
des de materiales, es decir se contemplan modelos clásicos 
como el de Drude-Lorentz en los que se considera a los átomos 
como osciladores armónicos clásicos de los que se obtiene su­
ecuación de movimiento y en aproximación de respuesta lineal 
se calculan su momento dípolar , polarizabilidad, polarización 
y constante diel~ctrica; es ímportate mencionar que este mod! 
lo describe muy bien a ciertos materiales semiconductores como 
silicio o germanio (41). 

Los modelos cuánticos son hoy por hoy la herramienta más ade 
cuada para el estudio de las propiedades electrónicas de sist~ 
mas físicos, razón que nos indujo a introducir un apartado sm 
bre este tipo de modelos. 

El capítulo termina con la aproximación de campo autoconsis 
tente al problema de muchos electrones, en realidad puede ha 
cerse una analogía con diagramas de Feynman para describir pr~ 

piedades ópticas (39), pero esto queda fuera del contexto del 
trabajo. 

El capítulo II trata sobre los programas de cómputo empleados 

en general para el cálculo de diversas propiedades electrónicas, 
v en particular para elementos de matriz interbanda en el hierr0 
·-----------· 
2 .- A éstes elorrntm cb nntr~2 tarbím rE Ja:; étrrntira µcl:übi.lida:ts ce trmsi.cién. 
3'.- EJ. nL\d rrrJ.P.ario ro es nis óltcE q.,e el cb.1. l:il:ro d2 !61id< (48). 
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b.c.c. ferromagnético. Se dan explícitamente los detalles sobre 
la contitución de los programas y se hace referencia a los tra 
bajos donde pueden consultarse las características de manejo 
de los mismos . 

Los resultados del cálculo constituyen lo que es el capítulo 
III y se integran el tablas y gráficas que ahí aparecen. 

Finalmente las conclusiones son expuestas en el capítulo IV. 
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C A P I T U L O I . 
(Introducción Teórica). 

I .1 . La Función Dieléctrica·. 
En el tratamiento de la propiedades Ópticas de los sólidos, 

en general, se comienzan estableciendo relaciones entre las-­
propiedades macroscópicas de la materia con propiedades micro~ 
cópicas. La manera en la cual éstas se establecen está dada -
por la leyes de Maxwell en forma microscópica (32), pero en vi~ 
tud de que en un elemento de volumen de las dimensiones de la 
longitud de onda del visible ql cubo existen una gran cantidad 
de átomos, al trabajar con sólidos se los puede considerar co­
mo continuos respecto a medidas ópticas1, razón que nos per­
mite promediar volumétricamente las ecuaciones microscópicas­
para establecer una forma explícita conocida como forma macros 
cópica de las ecuaciones de Maxwell: 

V• r.:. 'ttt ,,., ..., ... 
v~t:-1/c Q!lat. .., -

... (I.1.1) 

... (I.1.2) 

( I.1 . 3) 

... ( I.1 .4) 

Los campos ~y ~son obtenidos a partir de un potencial vec 

torial 133). Es importante señalar que los campos electroma~ 
néticos cumplen con una ecuación de ondas, esto es, son on-­
das electromagnéticas. Para demostrar esto recurrimos a un -
"truco",algebraico conocido como la norma de Coulomb el cual 

consite en exigir que 

!• ~"' o (l. 1 . 5) 

donde ~ es un potencial vectorial que satisface la ley de Gauus 
para el campo magnético (de la ecuación I.1 .3). Si elegimos 

B =~~ A tendremos 
il• s ... o 
..... -> (l. 1 • 6) 

El vector~ no es único, cualquier vector que difiera de!::,, 

por un nuevo vector r 'I' es decir 
... (I.1.7) 

1 .- si las longitudes de onda incidentes sobre un sólido fueran del orden de 
los rayos X podría presentarse el fenó~eno de difracción regido ¡xir la ley di":: 
Bragg, 2d sen & = n ').. pern las longitudes de onda de los rayos X son 3000 ve­
ces más pequeñas que las del visible. 
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Utilizandd la norma de .Coulomb podemos demostrar que cum 

ple la ecuación de Poisson: 
La ecuación (I.1 .6) implica como ya habíamos dicho que 

il= fl;<Á (I.1.8) - ........ 
sustituyendo en I.1 .2 obtenemos 

~it (~t11c a~/at.) =o ... (I.1.9) 

y recordando que el rotacional de un gradiente es cero 

tendremos que 

~.:> + i/c 'd6,/-al -:: - ~ </> (I.1.10) 

donde~ es un potencial escalar. Ahora, sustituytendo I.1.10 

en I.1 .1 obtendremos 
l. ! ( , •• 

i/ 'Í' + /e "'fa t !. • f,.) -:. -1 ll .f ... (I.1.11) 

y median te la norma de Coulomb ( ec. I. 1 . 5) llegamos finalm~ 

te a 
V,. ~ : - 111 J' h~ ( I. 1 , 1 2 ) 

que es precisamente la ecuación de Poisson. Aqui 4:i es el pote~ 

cila (•lectros tático. 
Algo útil y necesario para el análisis de las propiedades 

ópticas de sólidos es el descomponer la densidad total de ca 

rriente y la densidad total de carga como sumas de distintas 
contribuciones por ejemplo: 

Jh~= J'"~" + Jl;9.J. .. 
-.> - ...... 

(I.1.13) 

9 nt = ! f•I + ri' ., ,d (I.1.14) 

donde _li.. es la densidad de corriente libre sobre la superf~ 
cie del material y j~ es la densidad de corriente de los ~ 

2""' lectrones de carozo ;~""1 se refiere a la densidad de carga pro 
ducida por un campo eléctrico externo yf~1 es la densidad de 

carga resultante producida por la perturbación del campo e­
léctrico. Si este Último depende del tiempo también las densi­
dades de carga lo haran. 

Otra contribución que es necesario mencionar es ..f°i que se 

refiere a la densidad de corriente inducida por el espín ele~ 
crónico, pero en vista de su pequeña magnitud, para los fenó­
menos ópticos no se tomará en cuenta . 

Ahora es presiso que descompongamos 
Jli~·~ J"'"~ + J"~~ ( I. 1 . 1 5) 

2 .-Cel ingles."core". De aquí en adelante se utilizará carozo en lugar 
CP. P.lectrones de no-valencia. 

- 2 -



donde J'°"ª es la densidad de corriente producida por los ele~ 
tronos de conducción de un material como resultado de una pe~ 
turbación externa y J·~~ es la densidad de corriente del campo 

....... 
externo . 

Definimos los vectores desplazamiento D y campo magnetizante ..... 
H como 
""" 2.=§ .. +411'~ 

donde P es la polarización y .., 
(I.1 .16) 

~-:: ~- ~IT!:i, (I.1.17) 

donde M es la magnetización. 

Teniendo en cuenta que r'.i =-v.r y que••!!.= Lt .... S.-6 t+ ~"te 11,&1 ~·'!!!:~'ll"•'ll'l ... ••j' .. .,,. . • • ·> .... •c .. 
podemos reescribir las ecuacior.es de Maxwell ya en~ su forma 
común 

v. o = 41T ,rr.t 
.... -> 

Vit.!•-'lc "'!./el 

( I.1 .18) 

H.1.19) 

~- ~.,. = o ( I.1. 20) 

'O'll 11 .. 't llºI t.+ 'llf/c J"'d-t '°'~/ Je~~ ( I. 1 , 21 ) ... .,. e .. • ,.. e: ... 

Si ahora establecemos relaciones entre propiedades macros_ 
cópicas intrínsecas de un matérial con los campos eléctrico­
y magnético y dentro de la aproximación de respuesta lineal,­
llegamos a 

!=)'.e~ 

M" '\!.., ¡.¡ .... .. 
(I.1.22) 

(I.1. 23) 

:1, •• J:. a:_ (I.1.24) 

.!:.::z..E::_ .... (I.1.25) 

~"µi (I.1.26) 

donde 1,, i< .. ,\i ,s y,µ son: la susceptibilidad eléctrica, suscept_!. 
bilidad magnética, conductividad, constante dieléctrica y pe~ 

meabilidad magnética. 
Nuevamente reescribimos las ecuaciones de Maxwell con base 

en el conjunto de ecuaciones (I.1 .18-I.1 .19) llegando a 
V• 1 E E: l : '°' 'lf j'ef\o ( !. 1 , 27) ... .. 
~f !; ::-. -.ot/c '6~ le1: (I.1.28) 

! . (.11 !j,) :. 1) ( I. 1 • 29) 

V ll H : 1/c A/o.t. (.e G:) ~ 41fll / 1: +~Ir/e. Jt'l'~ ( I. 1 . 30) 
-> .. " .. (.._ _,.. 

Este conjunto de ecuaciones puede ser reducido nuevamente 
si imponemos dos condiciones, a saber ... 
al Que solo la luz interactue con el medio, esto es, no habrá 
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más campos que el de la luz; entonces re•f = o. 
b) Materiales isotrópicos, y en consecuencia la respuesta del 
material no tendrá dependencia espacia13. 

Con las anteriores consideraciones vemos que: 
(I.1.31) 

( I. 1 • 32) 

17.¡.1:0 (I.1.33) ... ..., 
~ - ~"~/e 9~/et. + O,Ttf'/c §. (I.1.34) 

Hasta este momento solo hemos hecho formalismos respecto a 
las ecuaciones de Maxwell y a propiedades físicas tales co 
mo polariación, magnetización.etc .. , aunque ya en el conjunto 
de ecuaciones (I.1 .31-I.1 .34) se han impuesto condiciones es 
pecíficas. En lo sigue se ha de definir propiamente una fun -
ción dieléctrica compleja, para lo cual es preciso que se ha 
ble de una ecuación de ondas para el campo eléctrico. 

con 

Usaremos la identidad vectorial 
u" (1:1>, 11 s: ) :. 9 (.v. e) - Q•• E. .... - ....,. _.., ~ _., _, ... ( I.1. 35) 

las ecuaciones I.1 ,32, I.1.33 y la I.1 .31 llegamos a 
v"~=E..JJ./c.,, e"!/ati.+4Vf11¡c .. "'!'i./at ... (I.1.36) 

Para el caso de luz monocromática que es la utilizada en 
experimentos ópticos de metales debemos estudiar a las ondas 
planas 

E : E.o 41 i< t' i. ( ~ • !'> - .., t:.) 

introduciendo I.1. 37 en I.1. 36 se llega a: 
~·-=-M«a'/cl (.f't'L411G'/W") 

1 •• (I.1.37) 

(I.1.38) 

donde q es el vector de ondas complejo que podemos definir como 
~.,,, u.r 1 c. ~ :. W' 1 e L11 -+ • 1< ) • .. ( r. 1 • 3 9 l 

ñ es el índice de refracción complejo y k es el coeficiente de ex 
tinción. Esta definición implica 

é: lr1"- lil") / µ. 

4rT(f ,...,. :; '?l"I 'A¡µ.. 
• • . ( I.1 . 40) 

.•. (I.1.41) 

Definimos ahora una función dieléctrica compleja como 
!. : ét-+ ¡tt = V..1 /JA (I.1.42) 

con lo que finalmente llegamos a 
E1:. ln•·~')/J.A. 

Ei:. ?.n ~/µ.. 

( I. 1 . 43) 

( I.1 ,44) 

~.~ ... n, k están conectados por las relaciones de Kramers y Kro 
nig (35). 

3.- Tanibien suf:Onctrerr.os aquí que la constante dieléctrica no depende del tie:mpo. 
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En general cuando se aplican campos electJ"OITliJgnéticos· sobre 
un material lo que se observa, son desdoblamientos de dichos­
campos en distintas contribuciones. Un resumen de dichos des 

doblemientos se da en la tabla 

~· r- .... -- -E = E = 
: 411S .- E1".i 

-+ -

1-ot 
J = J + 
-') -> 

l
f'i;'.~º - p ,., 

p = r"r = + 

_,. pot 

TABLA I.1 .1 

l.1.1 

Un problema común es que en mediciones de labaratorio ob­

tenemos las propiedades mencionadas, como dependientes del ve~ 
tor de onda y la frecuencia; para solucionar el conflicto con 

nuestras ecuaciones de Maxwell escritas como función de la dis 
tancia r y el tiempo, tomar la transformada de Fourier E(q,w) 

y encontramos E(r,t), es ·-'E l~,ll :JJ¡;¡ Jc!llJ' Et\,...-)e~pi.~'\·f)-..itJ .•• (I.1.45) 
~ ~ 4 ~ --

su transformada como "" ,_ 

V'.i• ur) ~ 11lznl1 J d ~ j_~l ~ li;.,\l e¡i.r&(-!.;!. •'"~). . ( I. 1 . 46) 

Al aplicar estas transformaciones sobre las ecuaciones 
(I.1.27) a (I.1.30) llegarnos a 

• '{ ¡:<'•I t'~I 
L ;..., C\,w) = "\11 ! { '!_,ur¡ 

~J(~i.+t~,w)=LIJJfc> "'c." ,u.rJ 
-!>-::» .. - ~-.,. - ) -

(I.1.47) 
( I.1 .48) 



!; ~ l 1_, IAI) : o ( I. 1 , 49) 
. · ur J' e l•I <\ml.&.t- lot .. C~I 
~~,c.B('l,ur).,..-•- E C'l,ur)~ -E t" 1 uJ)t'l~J (I.1.50) 
~ ..,,- e _,, .. e ..., _. e,_,, 

se ha abreviado E. Y<í por é(q,..r) y G (q,..r). .... ..., 
Antes de terminar este apartado es necesario que se mencio 

ne algo importante: 
Se ha hablado de una aproximación de respuesta lineal. Es 

ta aproximación consiste en considerar que las diversas propi~ 
dades de un material son directamente proporcionales a los cam 
pos magnéticos o eléctricos (ver p.ej. las ecuaciones I.1 .22 a 
I.1 .26) pesadas por una constante, sin embargo el tratamiento 
formal de las diversas propiedades de los materiales debe lle­

varse a cabo mediante tensores, que nos describirán el compor­

tamiento anisotrópico del material. 
Para medios no isotrópicos es preciso definir por ejemplo 

un tensor dieléctrico. La parte real de este tensor es simétrl 
ca razón por la cual puede ser diagonalizada (ver p.ej. ( 33)). 

Para cristales con simetría ortorrómbica (para una amplia -

discusión sobre estructuras cristalinas ver por ejemplo (17)) 
es posible escribir un tensor dieléctrico de la forma 

o o 

" E.,,<'-•""} o 

o ·o 

Es posible encontrar las componentes 

tudinal de este tensor mediante el uso de 

én(\,ur 
transversal y long~ 

diádicas (tensor de 

orden dos) (54) que reducen nuestro trabajo al manejo de matrl 
ces de 3 x 3 y en el mejor de los casos, para materiales con la 
simetría suficiente (al menos ortorrombica), en el límite de 

longitudes de onda grandes (q°'O), dichas componentes coinciden. 

Existen ciertos límites de tipo experimental. Así la dete~ 

minación de propiedades mediante medidas ópticas queda restri~ 

gida a un intervalo de trabajo P?r encima del U.V. y debajo de 

los 15 eV. donde ya son manipulables los experimentos de ELS. 

Sucintamente, estos consisten en mandar un haz de electrones 

monoenergéticos a una muestra y analizar la energía del haz 

reflejado o transmitido. Se encuentra que los electrones pie! 

den energía en cantidades discretas, una discusión muy acert! 

da y reciente sobre experimentos que utilizan la técnica de ELS 

está dada en (361 para hierro. 
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I.2 Teoría de Bandas. 

La teoría de bandas de sólidos se basa en la aproximación de 

un electrón. Es decir, un electrón se supone afeccado por el 

campo de los carozos más un campo prumedio que surge de la -­
distribución de carga de todo el resto de eleccrones de valen 

cia. 
Cuando el sólido es un cristal perfecto, el potencial V(_~) ten 

drá la periodicidad del cristal. 
De acuerdo a este modelo la ecuación de Schrodinger se verá 

como 
1. .. /1,.. V"l.'¡Jf lt-Vt~)1'f-o.o ... (I.2.1) 

donde las funciones de onda cumplen con el teorema d~ aioch4 es 
decir 

... (I.2.2) 

Cuando el potencial es cero en la ecuación (I.2.1) tenemos 
el caso más simple y la expresión para la energía5 es 

E : -t; k,'/?.rri . . • ( I. 2. 3) 

Si incluimos la periodicidad de la malla, y suponemos que 

el potencial producido por átomos vecinos es muy débil, po­

dremos escribir la energía de un electrón como 
E : ( 1r."/-z.rn) I k ·t/i: 1 -- ( I. 2 ,4) 

es obvia la dependencia de la energía como función del momen­

to del cristal en la ecuación I.2.4; ~representa un vec-­

tor de la malla reciproca, y por tanto podemos hacer gráficas 

de la energía como función del vector Isr ó momento del cristal. 

Para el caso de hierro ferromagnético, Tawil y Callaway (23, 

24) reportan un cálculo de enlace fuerte con diferentes tipos 

de potenciales. 

Aunque en principio no hay ninguna restricción sobre el vec 

tor k en la ecuación (I.2.3) se acostumbra hacer diagramas de ..,. 
la energía como función del momento en la primera zona de Br! 

llouin ya que en virtud de la periodicidad del cristal se ob­

tiene la misma información del diagrama en esta zona que gra­

ficando la energía como función del momento para valores de ~ 

distintos a los de la primera zona de Brillouin¡ las gráficas 

il . - Es to es, que son invaric1ntes ante translac10nes, ver ( 17) ¡;g. 1 90 
5.- La solución de un problema muy similar puede verse naiy detallódcilnen 
te en (22). · -
6.- Generalmente se conoce como "t1ght binding". 
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y su forma para un sistema unidimensional es la de la figura 
I. 2 .1 , ........ A. 

-'11/4 '"'ª 
FIGURA r,¿,1. Diagrama de zona 

reducida para un sistema unidimensional. 

Los diagramas de bandas también se pueden mapear experimen­

talmente de manera aproximada por experimentos de fotoemisión 

(25) o de radiación de sincrotrón (26) los cuales fundamental­

mente son lo mismo. 

En el proceso de fotoemisión, el electrón se excita des-

de un estado ocupado debajo de la energía de Fermi a un esta­
do vacio. Su energía final se diferencia de la n~cial por una 

cantidad igual a la energía del fotón absorbido, h~ . La dis­

tribución de los electrones analizados fuera del sólido será 

igual a la distribución dentro del sólido menos la energía del 

fotón incidente , es decir h~ La gráfica del número de foto-

electrones como función de su energía cinética para una energía 

(h~ ) de fotones fija, se llama curva de distribución de ener­

gía. A éstas curvas también se les llama de densidad de estados. 

Para el caso de hierro ferromagnético Pessa emplea como fuen 
te de fotones, rayos X débiles (25). Es decir fotones con ener 
gía entre 11.8 y 21.2 eV .. 
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I.3 Modelos Opticos. 

!.Ja. (modelos Clásicos) 

I.Ja.1 El Modelo de Lorentz. 
·Un modelo simple del átomo es conc.ebirlo como una masa m1 ::_ 

nida a un~ masa m2 por medio de un resorte y donde se cumple que 
m2» m1 . Entonces exigimos que 

m1 = masa del electrón 

m = masa nuclear 
2 

Si deseamos simular un sólido, decimos que m2 es la masa de 

la malla y, por razones obvias, podemos considerarla como inf~ 

nita respecto a la del electrón. Al iluminar dicho sólido con­

luz monocromática, lo qu~ hacemos es aplicar un campo eléctrico 

dependiente .del tiempo y obligar al electrón a oscilar de~ 

cuerdo a la frecuencia impuesta por el campo eléctrico externo 

(proveniente de la luz). Como se recordará, cuando la frecuen 

cia externa coincide con la frecuencia natural del oscilador, 

se presenta el fenómeno de resonancia (12). 

La ecuación diferencial que describe el movimiento de un o~ 

cilador armónico forzado es una ecuación lineal no homogenea 

de segundo orden (49) que se obtiene por un balance de fuerzas 

entre la del campo eléctrico con la ecuación de equilibrio del 

oscilador armónico amortiguado. Su forma explícita viene dada 

por 

... (I.3a.1.1) 

donde mes la masa del oscilador (en nuestro caso el electrón), 

r es el término que describe el impedimento viscoso y provi~ 
ne de la ley de Rayleigh (32.a) v..1

0 
es la frecuencia natural de 

oscilación de un electrón y -eE10c es la fuerza del campo elec 
trico externo. 

Suponiendo una dependencia sinusoidal respecto al tiempo p~ 

ra .§;loe y también que las oscilaciones son pequeñas podemos en 
contra expresiones explícitas para r, P y ~ (lof) (34) es decir, 

-'> -~ 

la posición, momento dipolar y polarizabilidad respectivamente. 

Aunque es preciso aclarar que estas propiedades serán de natu 
raleza compleja. 

La polarización del medio producida por un campo eléctrico 

~oc se puede encontrar como función de un momento dipolar pr~ 
médio, donde dicho promedio se lleva a cabo sobre sitios atómi 

cos. Cabe seftalar que esta suposición es válida solo para ma 
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teriales isot~ópicos7 , y físicamente significa que 

<.1§._1 .. ')" ~ . . . ( I. 3a . 1 • 2) 

donde E es el campo macroscópico y tE1 > .., . .. oc un promedio sobre si 

ti os atómicos. 
Si resolvemos la ecuación (I.3a.1.1) encontramo? que 

!:', ~ (.- e ~ i.. ¡,., 1 / t l uJ ! -,,r•) - i. r "'1 . . . ( I. 3 a . i. 3 l 
dado que el momento dipolar se define como p = -
mos 

e r , tendre-
-+ 

( I. 3a. 1 . 4) 

En aproximación de respuesta lineal (3) se rec6rdará de la 

electrostática que ,. ~ 

P :. o( tur) i••• ( I.3a.1.Sl 
luego entonces 

~ tuSl: [e"/.,.,J i /uur.1. -wx) .¡ i'm 1 (L3a.1 .6) 

También recordando que 
f':. N ~E 

-<> ~ 

donde N es el n6mero de átomos 6 moléculas que co~stituyen el 
material y! la polarización 

~. 2 ~ " S. -1- 411 f> ( I. 3a. 1 • 8) 

o bien 
n = (1+ "lirn«.) E. ( l ...,. _ I.3a.1 .9 

de donde se deduce fácilmente que 
[: l+<1n>-1e1./Y>'1 \í+[tw!'-w 1)-.i.rw)} (I.3a.10J 

racionalizando el denominador obtendremos E:. E1 4'E'1. es decir 
é1:. it'l'!l'/\le"" \cw;-l.IÍ1.)/[M;-w 1)1.-i'"wt] ... (I.3a.1.11) 
E.i.= l\tri.Je"/m l ti'v.r)/[(ur:-ur1)'1.~T'i.l.lf 1 ] ••• (I.3a.1.12) 

Es decir hemos obtenido expresiones para la constante dieléc 
trica a partir de un enfoque meramente clásico. 

El modelo de Lorentz fundamentalmente nos permite predecir 
propiedades de materiales dieléctricos (41) 

I.3a.2. El Modelo de Drude 
Para el caso de metales necesitamos eliminar la fuerza de 

restitución en la ecuación I.3a.1.1 llegando a una del tipo 
Y'f1d'1¡/clt""-tmrJ!,.¡Jt ..,-eÉ:,_1v~ ... (I.3a.2.1l 

Por razonamientos completamente análogos a los de la sección 
I. 3a. 1 encontramos expresiones para la constan te dieléctrica de 

8 
~a forma . 

7. - Parn una C.tct!'a y cella discusión sobre isotropía y anisotropía ver ( 4) y ( .. 
.8. - Es preciso sei'ialar que el término de res ti tuci6n m r en la ecuación l. j¿;. • 1 
tiene un sentido físico muy palpable; pues en el m:xielo de Lorentz este se ut: -

10 



tt : t - <ln Ne-.¡ m {'l./ (ur ti' .. ]} 

é.... = '\ 1T Ne .. /.., { T1 / [w liAr .. t T' "J} 
I. Jb. : ~o delos Cuánticos. 

... (I.3a.2.2) 
..• ( I, 3a. 2. 3) 

Pasamos ahora al análisis de la interacci6n de un átomo con 
el campo electromagnético, desde el punto de vista de la mecá 

nica cuántica. 
Cuando hemos tratado el problema de oscilaciones forzadas de 

un oscilador armónico clásico, hemos encontrado expresiones pa­
ra las distintas propiedades 6pticas que nos interesan. Ahora 

bien, básicamente lo que hemos de hacer desde el enfoque de la 
mecánica cuántica es también llegar a expresiones explícitas 

para las distintas propiedades ópticas razón por la cual emple~ 
mos el formalismo de la teoría de perturbaciones aclarando e.n 
este punto que solo se han de considerar prturbaciones de pri 
mer orden. En nuestro caso el Hamiltoniano adquiere la forma 

Hº:Ho+H'(l) ... (I.3b.1) 

Tenemos que resolver la ecuaci6n de SchrHdinger dependiente 
del tiempo (ya que el término H' en la ec. I.3b.1, depende e~ 
plícitamente del tiempo) a saber 

i.-t. 'd/at f: (Ho .¡. H') ~ 

cuyas soluciones son combinaciones lineales 
.... -•• .. t/e, 

lf/(~1tl = ~ ª" lt) <l>nt!,.)e. 
los cl>.,cumplen la condición H0 cpn = ¡;n cf:i n 
ciones del Hamiltoniano no perturbado. 

... (I'.3b.2) 
de la forma9 

(I.3b.3) 
es decir son solu-

Sustituyendo las soluciones propuestas en la ecuaci6n I.3b.2 
i.t\ 'W>/at l r. º".p., e·il.,ti""J = {1-latH'} { Li a.,.¡." e.¡¡ .. 1:/.i,, 

" " 
o bien i! :t./~ ~ -it.,I:/"' -\é,,'t/'tt -iE.,t/J&t 

~cp.(ª!atª")(e" )+ 1;::t"f.q,,e = 'l;E.,f .. a.,e + LH'a11~.,e 
" por lo que . E +./.i,.. I 

i.1; ~ <{>., raa~/at et " )-=- ~ 1-i' a.,<fi .. e'(.t ~ ... (I.3b.4) 

si ahora multiplicamos a la izquierda esta Última ecuaci6n por 
cti: eié ... *'- '""' 

e integramos sobre todo el espacio tendMmos \CE -E)t./'C., 
ití ~ 1 et>.!" (dº"/dt )<P .. J ~ = ~ í Q., <P! H, Pn e ... " 

za para s1gnif1car que el material es dieléctrico es decir que sus electro­
nes están ligados al núcleo y esto constituye una fuerza de restituci6n. En­
cambio en el rrodelo de Drude los electrones se consideran libres y entonces­
dicho término es cero. 
9.- Para verificar esto, consúltese el apéndice I. 
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tomando en cuenta la ortogonalidad de las •• y haciendo que ... 
jq,_:11•<t>,,~~:H'....,· (I.Jb.5) 

llegamos a otra expres~6n de la forma 
;~ J.am/dt: Lo .. 1-1 1..,,, ei{E ... -(.Jl:/t; (I.Jb.ó) 

..... 
imponiendo la condición de que el átomo está en su estado basal 

de manera que 
Q.,: &.,o ' t =o ... (I.3b.7) 

de acuerdo con la teoría de oerturbaciones 
i."\;, J.a ... /dt = 1-1'.,,. e¡tf ... -E.)I:/"'- . 

de primer orden 

• ~ , I , • ...r ... t 
' ci.a .. dt = H"'º e 

elegimos 
1·!1 :. e E 1• c. • 1.. .... ~ 

por comodidad tomamos 
1: ( r.:.¡,,,,.l -•ur l) 

E IH -::. E... Col uf :. l ft E,.. ... + e .... 
y entonces I.3b.5 se ve como . 

1 

H:..n = 1/1.. e E11 )<,..,
0 

( e'"'I: t e"'11l"t) 
donde • 

~"'º = J 4>! Y. cp" d r -!> 

(I.Jb.8) 

(I.3b.9) 

(I.3b.10) 

( I. 3b. 11 ) 

... (iI.3b.12) 

integrando la ecuación I.2b.8 desde t=O hasta t = t es fácil ver 

Q E. .. ,.. ... º J + que -i i- e'll.IS"+t.11",..o)t ! - eit..S .... -....rll:.J 
e¡..,:. z.~ l i.ú-tuí.., 0 v.r.., 0 -w ... (I.Jb.13) 

Para encontrar expresiones de propiedades ópticas de forma 

análoga a la sección I.3a. Escribimos el momento dipolar ind~ 

cido por el campo E1 como el valor esperado del producto -e x, 
-> oc 

esto es 
r =<-ex">-= Í\{J*l-e>1.~'l' J !:> (I.Jb.14) 

donde las funciones de onda se dan explícitamente en la ecuación 

r.3b.3 r * rt..* •é.,.t/ic. _;éd:/"ií 
p = L ja. .... 't"" e (e¡<) ªLe¡, .. e J. r ..• (I.3b.15) 

l(,L "? 

Para proseguir con nuestro análisis hacemos una aproximación 

consistente en suponer que para t = O, ªn = ~O y utilizando un 

solo índice en la suma de la ecuación I.Jb.15 por lo que lleg~ 

mos a ~ ((a+ tf.. + \ é'..,t 11'1 _¡, Eot. /.\i 
P=- ~ j "''t",.. e (ell)Ootp0 e 
+ atr+.f e•é.t./~ tell) a,..,cp,... e-•é,.,tl""J '_r ... 

r~ d ,.. . .. ( I. 3b. 16) 

que como resultado de nuestra aproximación para a
0 

tomando a* o 

ªo =~no 
ªo = 1 

ªo= 1 Y (Em Eol = 1lwmo 

- 12 -
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J 
r • ,¡.,.,. ·, lf .. - e.¡.¡J~ 

p::; - ~ LO.,¡.., (c1<) <f>. € 

._. ) _,_ _, L€ ... • E.) 1:. /-t. 
+ a ... 'f'. te>< 4' .... e .. : .(I.3b.18) 

recordando la definición de xmo dada ~n la ecuación (I.3b.12) 
y sustituyendo ·• • 1 . ..r ! _, .., ...... 

!'::.-e~ ()l. ... ºQ"' e' .... "\' 1o ... a.., e ) (I.3b.19) 

utilizando la ecuación l. 3b.13 para rc0scribir ªm y a~ y sus-

tituyendo en I. 3b.19 se tendrá [ ;-.1l ;, u.r ,t] ¡ 
P: le ... E.•/t.t.) ~1¡1 .... 1\,{Le·'"'l+e•ul ... .u1:.J/~ ..... "'111) ~e .e"' /(US..,, . .,,,.) 

l iort _¡.,lJ/ [ ,;.., ~ _¡.,l] / ) l + e -e luf,..otur)+ e -e ~ur .... -ur ( ... (I.3b.20) 
tomando solo los términos que oscilan ccn la misma frecuen-
cia que el campo externo tendremos que nuestra ecuación I.3b.20 

se transforma en i 1 } . ~ . ~ 
~ ... l:e'E./z.~J ~1y. .... i"l-;;r.;;;.¡;: + ~ (t" 1-e''<I) ... (I.3b.21 i 

recordando la definición de momento dipolar en aproximación de 
respuesta lineal (ec. I.3a.1 ,5), vemos claramente que 

~-=L. -ie~1x ... J' j ~~} ( b ) 
- 11 ..i ... :- -YJ" . • . I. 3 .22 

esta polarizabilidad es real ya que no se han incluido efectos 
de absorción de energía. En consecuencia este anáiisis nos dará 
una expresión real para la constante diléctrica: 
cd.+ "ELe111"11e'11C .... li.]/~ llll ... /t1J.1~-111"l) ... (I.3b.23l 

es importante se~alar que el denominador de la ecuación I.3b.23 
no se hace cero nunca ya que hemos impuesto la condición de que 
~sea la fr~cuencia del campo externo y hemos despreciado los -
términos con frecuenciatJmo· 

El significado físico de que ur mo =..úes una resonancia el­
sentido clásico (12). 

Si en la ecuación I.3b.3 escribimos Em como 
é.., ..., E ... ,,. 1¡,, i. ~ 1\., ... (I. 3b.24l 

.estaremos incluyendo un proceso de absorción de energía y deb~ 
mos notar que ya nuestra Emes compleja por lo que en este nuevo 
análisis obtendremos propiedades ópticas con parte real e ima­
ginaria. 

Procediendo de modo exactamente análogo al caso real ya de­
sarrollado , se encuentra que el momento dipolar estará dado por 

t': te•G..,. (t.~l ~ 1)1..,.\''" [ l '/lllf ... otiút•f,,\1') + !./c'4J,...-ul'-1h.l1')} e livt; 

+ l ijv.~ .... -ul-t'/,ii') + 1.ftllS,...otlÚ·Yiti')J é'111
"} ••• (t.3b.24a) 
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bien [ ·,...,l 
... t iu.r..., 0 e ] 

P: (e'E.~/i.>;,) ~ 1~.l ll(J!;.-"'~ ·(·i~)r _¡r...r 

l•bí .... e"'"'t. ) 1 ... (I.3b.24b) 
1' uJ.!o-lllL+(.lf~t'"' 1ri.'PllJ" 

donde la absorción de luz está incluida en el factor r. que-
representa impedimento viscoso. 

Si. en la ecuación I.3b.24b de!3predamos 1/4i' 2 (suponiendo 

que i' es pequeño) frente al resto de los términos del denomina­
dor además de escribir ei~t y e-i...r t en su forma de Euler--

... f r..r ... tui.!. -'4'l<a1UJ1l ..r- '"" ~,., .. t:¡ tendremos. t ~ J 
i":\•e.'E11 /t,) °'Sli.,..\ ll~1.11J;.-ue•)+l''1.i1'J~ Lui!_-v.i•)'J ... (I.3b.25) 

como se recordadrá, estamos incluyendo un proceso de absorción 

de energía por lo que nuestra expresión para el momento dipolar 

será compleja. La parce real será el coeficiente de cos Wt y-

la parte imaginaria el coeficiente de sen c..n; luego, si nuestro 

campo varía como . ~ 
~l>f\, 

"E=.""E.e -- - (I.3b.26) 

la polarizabilidad vendrá dada por ~ ~ ~ 
~ l-iei-/.J., ) ~ i~ \'t. r111 .... tu1:.º -w'-> - + ·, ..... '4: 
ol= -~ ~ l'l'llO LLw..!",-ui•)'"+1''ur ~-1Af'Jt1'..s" ... (I.3b.27l 

y en consecuencia las partes real e imaginaria de la constante 
dieléctrica ( C'1 y Ei..) se 1/e rán como 
e ::.i+ 8Trlle'L [.flt-..1• -t.(..s!..-u.1 ... )1 

i ""1L "'°' l lv.r..!o - "IJ 1)'1.. + \''"1'1.. 
(I.3b.28) 

y 
g,rtle... \' r 11--11 ~ llS,..,1'111" 1 

E.i.,,. ~ ~ l.1_...r ... ! -ur'),_ + 1'"..s' (l. 3b. 29) 
es importante ver que si hacemos la sustitución 

+.,.,.o =- l-i,..,1. ..S..,,., /.f.r.'I..) l -¡....,º \-¡.. (I.3b.30) 
podemos describir la función dieléctrica como 

,.. - 1. '\ '!!' ~ ¿ L. í. -1'..... l 
é- -T ..., .. ll.\f~.,-111'-\i'lll' (I.3b.31) 

por el momento solo diremos aue ~ 0 se denomina fuerza de osci . '~ -
lador, pero es necesario tener presente que será muy utilizado 

cuando hablemos de probabilidades de transición que es en si­

la parte esencial de este trabajo10 . 

10.- Es muy Útil aclarar que las probabilidades de transición no son numéri­
camente iguales a las fuerzas de oscilador, las que siguen (por ejemplo) la 
regla de las sumas. 
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I.4 La Aproximación de Campo Autoconsistente. 
La aproximación de campo autoconsistente de Ehrenreich y 

Cohen (6) es la base para fundamentar la parte teórica de este 
trabajo, así que el macanismo a seguir en esta sección será co 
mo el esquema de este artículo. 

La aproximación de Campo Autoconsistente. 
Si vemos la ecuación I.3a.1 .8 de la sección anterior encon 

traremos que la constante dieléctrica tiene una expresión de 
la forma 

~ = 1 .. 1n r /e ... (I.4.1) 
si elegimos E'-\= E + 411' P y sustituimos , podremos verificar 

-J) -'!> ... 

que 
( I.4. 2) 

debido a que 
... (I.4.3) 

donde se recordará que«. y j,loc son la polarizabibilidad y el 
campo eléctrico local dentro del material,entonces la ecuación 
I.4.3 se verá como 

[ 11; 1 = [p"•-41r-tE.1o .. :i/ e•-1 ... ( I. 4.4) 
Así pues estamos ante la posibilidad de hacer varias aproxi 

maciones para encontrar expresiones de 1/c . Una de estas p~ 
sibilidaddes es suponer que ~loc-:;::.~ext , proceder de esta mane 
ra nos lleva a una ecuación conocida como función dieléctrica 
de Hartree Fock esto es: 

~/[",1 = f 1-'\tr~1 ( I.4. 5) 

Las consecuencias físicas que tiene la aproximac1on de Har­
tree Fock debido a la supuesta igualdad de Eext = E

1 
, son-

- - oc que se implica necesariamente que la interacción de un electrón 
con los campos inducidos en el resto del medio (como consecuen 
cia del campo externo Eext) es mucho muy débil. 

~ 

Resulta si no obvio, si razonable, pensar que un grado de 
aproximación más adecuado es el de tomar en cuenta el efecto 
de los campos inducidos en el medio. Si ahora elegimos ~oc - ~ 
sustituyendo en la ecuación I.4.1 tendremos 

' OUA ::. i-t "ll~ ( I.4.6) 
la que se conoce como función dieléctrica en la aproximación 
qe fase aleato~ia ("Random-Phase-Approximation") RPA, aunque 
también es c_onocida como la funcióndieléctrica en la aproxim~ 
ción de campo autoconsistente (SCF). 

Hacemos la derivación de la función dieléctrica longitudinal. 
- 15 -



La idea básica es que alguna perturbaci6n externa causa una 
redistribuci6n de carga dentro del sistema. La carga redistr.:!:. 
buída produce un potencial inducido que apantalla al potencial 
externo original, el potencial total autoconsistente <fPTco!]_ 

siste en la suma del potencial externo original más el poten­
cial inducido 

c/l'º' : q,1d "\ </Ji .. d ( I. 4. 7) 

la distribución final de carga será consistente con el potencial 
total. 

Haremos ahora el análisis para un gas de electrones libres 
tipo Fermi. Partiendo de la eGuaci6n de movimiento de Lioville 
para el operador densidad, P., . 

·, '\; -a 9., /at ,, (ll, 1.,J ... (I.4.8) 
donde el Hamiltoniano para una partícula lo tomaremos como ., 

H.p = H. _. 'iet,t:J .. • ( I.4. 9) 

y sabemos que el Hamiltoniano para un sistema estacionario no 
perturbado cumple que 

donde 

~ = volumen del sistema 
cenemos que para 

.l'op : 

donde 

el operador de densidad electronica 
• Q 1 

S., t Jof 

(I.4.10) 

( I.4.11) 

J.~ es el operador de densidad electr6n.:..::.:i del sistema 
no-perturbado y f.~ es el término perturbativo a primer orden 
desarrollando el potencial V(r,t) como una serie de Fourier 

V l f. 1 t.) : ~ V(.'\', t.) e ll-4' i. l '!; • !:,. ) • , • ( I. 4. 1 2 ) 

sustituyendo en la ecuación I.4.8 
i '\; 'a/11. ( 1.,·-+ ~:, l: [}!.,+ !a vtc\,i:J e;.D il '\.'. r) !:. tD 1l ( ) 'I' .., r .,, "' ¡ r J•f j • • • I. 4 • 1 3 

si se .desarrolla el conmutador podremos ver que 
¡1; ~~:•/'iJI. = [11., s.;.1 t l~." CC\.',t) ef.'1 t t;~, 9.; d.~] (I.4.14) 

tomaremos ahora los elementos de matriz entre los estados k y 
...:¡. 

k+q, 
...... ""'> 

conservando solo términos lineales 
<.. K+ 1lt~~9.#fot 1 ~) -= út'l l[\.\o, f.~] \k) T 

-<_I(+'\\ l~, 'IC.~',t.) eicf< ~·':c,,J-0~] ll<) ... (I.4.15) 

Simplificamos ahora los téi·miuos del lado derecho de esta 
Última ecuación I.4.15 
para el primer término 
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<.~+11[~.,f~]!i.) ~ (H~IH.,f.~ \I<'> -(1'+'\ lf.;H.\lt) 

= t~+j (\'t'l\~.; \le)- f!. <.11.+'3,\.fo't '"> 
= [e: ... +~ - E ... j (io'\.l.P~, 11') 

--> -<> '.> 

para el segundo término. • 
o~til[ LVtC\•,t) e,.p·. ~· · rJ,!.,. 11<> 

'\' ... 
<lc+'l \ l z.. IJ('\',t.)et-P i'\'·!,.) .P.; \ir:> 

~· ..,, 
- (llt'llJ.';. lf.Vl'l',t) e,cfi. L'!,;·r) ll<) 

... (I.4.16) 

.(I.4~17) 

La matriz de densidad no perturbada (Dirac o von Neumann) 

tiene la propiedad de que 
P.; IK):: f. (Et:) I \<.) 

-> . . • (I. 4. 18) 

donde f 0 (Ekl es la funci6n de distribuci6n de Fermi-Dirac. En 
tonces nuestra ecuación I.4.17 se verá como 

("-t'\ 1 ( 2.. IJ('\',l:l e~i' ¡ ~· !,. 1 1,;J 11<'> ::. 
~· ..,,. 

~·(!!~) (\lt'll <.f. 'lt~·,t) ,,.~i.(.~·~) \l~) 

- to l h -t q ) l... " 1-'l 1 z. " C.'\ 1 ,-l) f!,C t ' l'\ 1 
• ~) 1 "> ...:.. ~ ,. ~ 

= Ute .. ) -tcE11.+~>1 (H'\I t. "t'l',l:) eY.f i l"\'•t*) .• (I.4.19) 

recordando que las soluciones de un gas de electrones libres 

son ondas planas de la forma 
n ·'I& 

1 K) =- ::it. e'ff \ ~ · t" ..... _.,. 
en consecuencia -Vi 

<'l!t 'll::S?.. e"l-f -1 e (¿t~) _,, ..;. 

sustituyendo 
(M~\[ tvw,t)e¡c.ti '\'.r~11c>::. 

( I.4. 20) 

( I. 4. 21 ) 

. -- -~ 
L-'lz. J {erd.-'<t~-t'.\l· r 1) [ 2...V('\',t)eicp ·L~'.t'j Q. ei<fi. Lll· r) ~r 

-- ... -> ,, .... -> me> _, 4 -"' 

= f VC.C\',1i) J2.-'e,.ntoa1 -'\)· r á!,,. 
.. .. .. -o 

= 'l. '{ ( C\' 1 t ) e%'\•, = " (q , ~) .. • ( I. 4. 22) 

"' en consecuencia nuestra ecuación I.4.19 se podrá escribir como 
<itt"ll [ ~ Vl'\1

1t) e:i<t i l:. ~ , .!',~ 1 W> .,. 
! f, Li"} - f l i ~ -t <:\) } \/ ('-lo, t) .. · ( I. 4 • 2 3) 

ilos conviene establecer una co11scante aicléctrica compleja 

esto es una que podamos descomponer en un término real y en un 

término imaginario, para esto introducimos un potencial externo 
cp ext con dependencia temporétl de la forma 

mt'it Lr .i:):. cpertb tr ) -ivJI. e•Ü r _,., .,.1W" e (I.4.24) 

donde el término e"-t es un término que simula un mecanismo de 

pérdida de energía. Al final haremos que i~o y calcularemos la 

constante dieléctrica en el límite, matemáticamente esta técni 
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ca se conoce como aproximación adiabática. 
Dado que el potencial de apantallamiento, el potencial to­

tal y las correspondientes fluctuaciones de densidad todos tie 
-iust 'l.t . nen la misma dependencia temporal e . e igual que el p~ 

tencial externo actuando sobre el sistema esto es 
\-\., ?fat.. Út'\\ f.~ \l(.):to\:, l·\llJ't'l) <.K~11f., \ \<.> .. , (.I,4.;25) 

de las ecuaciones I.4.15, I.4.16 y I.4.23 tendremos que l•~cu! 
ción de SchrHdinger implica 
< K+'\\ l.', \K) = t t"-1 .. '\) - Ht1e). \J l'l..,.,t) 

te."'" - e.,) _-f..,.·•"'"' 
en t~rminos de energías potenciales 

\/ l~,t):. "irt.\ t~.t) / [i- €('i,v.r11 

por otro lado la ecuación de Poisson establece que 
vl. "incl t ~'>, t:.) :. - "n el ~11. 

el. operador densidad está definido por 
fof = '[. \m) P,., l."" 1 -

( I. 4. 26) 

( I. 4. 27 l 

(I.4.28) 

(I.4.29) 

Pm = probabilidad de encontrar al sistema en uno de los estad9s 

1 m). · 
La densidad de carga en el medio es 

1. ~ ir ( f op b l !,.e - ~) 1 
J(r - r) =operador de posición electrónica. 
~e . -

..• ( I.4. 30) 

Como estamos trabajando en el modelo de partícula independie~ 
te evaluarnos la traza en la representación de ondas planas apr9_ 
piadas para un gas de electrones libres. 

'\.-:.. z:::. <.L-\~.,H~-~)IL) 
~ 

: G (L\P.f\M)L.mlL> (L\ &tre -r) IL'> 
"'"""' _,. -> 

::~ <Ll.l'.plM)< 1-nlL) ... (I.4.31) 

dado que :< = ¡;L112 exp ik.r son los eigenestados no perturbados _,,_ 
para un gas de electrones libres entonces 

\L):. Q .• , ... e~n1.· r 
-•t.. ...,. -1> 

ÚVI 1 = Q. ey.p - i: m · " _.,....,. 
<mil.>-=..~....\ Hf -t•~::.,. (I.4.32) 

sustituyendo en la ecuación I.4.31 
11= ~ st.-\ e,,.~-. L'=..-;-'!1 • j. <..~\ t,\,..'> · CI.4.33) ..... 

para encontrar los elementos de matriz del t~rmino perturb~ti-

vo ~ ~P de la ecuación I.4.25 procedemos de la siguiente forma: 
se elige m = k y 1 = k + q, entonces 

1_:.Q.·'\ 2:, f:>l'¡>Í. ('\.· r) ()'+~\.Pof\\<.) 
~.~ _..,. ~ 

y 

11.'l"~Yl.-:si-\ LeHi.L~~)<.H'l\~,'rt~ • .f\\f.) ... (I.4.34) 
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resulta claro que 
ri.+.l.tt.::.~-1 L. e,.,.,(, .r 1 <kt'l\ !.j.11<) ._,, ... ~ 

+ n-• ~ ei<pt (~·~) <l"+'ll f.~ \1<> (I.4.35) .. ,, 
por lo cual 

.Sit.= Q..-1. '[, e1ri l'!-.·!;.) <~+" LP.~ 11<'> (I.4.36) 
~.,. 

sustituyendo ahora en la ecuación I.4.28 
V'2 1"d l~,.~:.l =-4lle

1
l~f' ti.,,eittil't·~)<~+'ll.l'.;11<>} (I.4.37) 

expresando el potencial como una serie de Fourier 
Vº"<ll~,t.)-:. l:,yi"d ('t,,t)~l<Vi (\,:~) (I.4.38) .. 

sustituyendo esta ecuación en la I.4.37 llegamos a una expresión 
de la forma z 

"'"~e Q .._) =-~ [ 'L ü+"t ·P.r' lk'>} . . :t..•" ~·.s;i. \<. t (I.4.39) 
pero recordando la ecuación I.4.26 

-.1•~4c~ tl-= ~{.rle~+g1-.i:a.). '\\Je~ -1;) ( l 
1 .,.., <;\'..5<. té.!!;.•j,-e~)--1:.or-,.¡,,'lJ ...,, I.4.40 

y dado que la constante dieléctrica está dada por la ecuación 

I.4.27 obtene.mos fin~lmente f t€H )- ~ (f,..) 
t l"' ...,.1 - 1- t • .., .qrr e "'"' ~ ~ .... 

.. • - >t->o V:s'i. ~ (t:~·l-e"-)-"'"'-\'>'\ ... (I.4.41) 
Esta ecuación es la constante dieléctrica para un gas de e-

lectrones libres, se debe a Lindhard, aunque también la desarr~ 
llaron Nozieres y Pines (37) usando una aproximación de muchas 
partículas basada sobre la aproximación para un gas de Fermi 
a temperatura cero. 

Para el caso de sólidos reales deben de incluirse las funcio 
nes de Bloch en lugar de ondas planas, la forma de estas solu­
ciones es la siguiente 

-1/f.. 
l lu '> • Q (e 'l' ., i. I' . r ) ~ "L l !,. ) . • . ( !. 4. 42 ) 

r -.;> ~ --tt4 

Si consideramos que el efecto de los electrones de carozo 
es despreciable, que no hay efectos de campo loca111 y procedie~ 
do como en el caso de electrones de Fermi llegamos a 

2c1,wl =- í- ~~º ~~::. 1;,
1
.\{1<.+q.,L' /\<.L>I,_ 

X ~ (E~+J, 1 L') - f té.4';,.) l 
LE~+'_\,.· - l.-L _-t,..,. -t""'1.. ••• (I.4.43) 

Es preciso señalar en este punto la importancia de haber in-
troducido el factor fenomenológico e~t en la dependencia tempo­
ral de las fluctuaciones de densidad, observando la ecuación 
I.4.43 podemos darnos cuenta fácilmente que tenemos denominador 
con parte real y parte imaginaria. 

11 .- Los análisis para constantes dieléctricas con efectos de campo 
local pueden verse en (38). 
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De acuerdo al teorema de variable compleja12 

li ... i _i_ ... (? .L .¡ ;, '1T 6 (:X:) 
1\.-0 X-\'1. X 

en la que denota el valor principal. 

que nos dice 
... ( I .4.44) 

Y como nosotros estamos haciendo uso de la aproximación adi~ 
bática en la que la constante dieléctrica se evalua en el lími-. • • l ~ t (.1<+~01.') - ~ u:!VL1 1 te cuando'\.~, tendremos que el termino E -. - E .. • .. 'l 

~1-3_,1&.. 1 - ILL--"""1 -\.., 

de nuestra ecuación I.4.43 se descompondrá en dos partes, es 

f" ~(f l HE~~l·•·)- ~(E~,1.) J tlf!§.+111.•l- ~1.) "G' . 
ll~ Gva f '<,1ott'~'t é1<+'41l'-Cl<.L--\:.,"1-•'t,'t 
~-'> 0 \..~'"':;_, 1 \,1- ~L- •\, ~ • -'> 

decir 

-+ ~ir[+tf~i~,1.·)- fu:~1.)j~(E~+~,1.-f.1.--\.-ur) ... (I.4.45J 

si miramos la ecuación I.1 .40 podemos deducir que el valor pri~ 
cipal de la ecuación I.4.44 corresponde a la parte real de la 
función dieléctrica y la parte imaginaria será obviamente la­
parte imaginaria de la función dieléctrica. 

Hay otra cosa muy importante de señalar en la ecuación I.4.45 

y es que tenemos dos índices para bandas, a saber 1 y l'. Indi 
zar de esta manera nuestros estados de energía resulta conve-
niente cuando trabajamos con las transiciones interbanda ya que 
los índices 1 y l' nos hablan de distinta banda de energía, y 
dado que estamos haciendo transiciones de un estado 1 a otro 
l' es presiso diferenciarlos. 

Es razonable pensar que cuando 1 ~ l' tenemos transiciones 
dentro de la misma banda, es decir transiciones interbanda. De 
todo esto hay que entender que la constante dieléctrica tendrá 
las siguientes contribuciones 

c:.et+t€t. 
i i,:. E°l~,.TllAllANDA. + ,g.ei:l14Ti;;ll8ANI>"' 

€~:, e¿o.1TftlllG•NOA.;¡_cS c:"'1Ull .. NO~. 
Para sólidos reales, procediendo exactamente 

~\,v.r):le%111"...r•) ft,\.l!l~CE!1.)- tC€!1.1>J.St!icL' -e11~-t.111) 
12.- Ver por eJemplo (39) pp 26 
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( I.4 .46) 

(I.4.47) 

(I.4.48) 

como en el caso 
efectos u: cam 

( I.4.49) 

(I.4.50) 

... (I.4.52) 



el símbolo l.' significa que los estados con 1 = l' no se suman. 'l. 

En estas ec'~~ciones f:.: son las fuerzas de oscilador rL~' :. (V-t,ur L'L,.,) \ f,,L\ 
En la siguiente sección se dará una visión global del cálculo 
realizado y el porque fue necesario resolver un problema en el 
que aparecieron constantes dieléctricas. 

Pero lo más fundamental, es que en éste análisis aparecieron 
(para el gas de electrones libres) los términos que son justa­
~ente las fuerzas de.oscilador. 
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C A P I T U L O (I I) 
(Metodología) 

II. 1 Generalidades. 
El cálculo del presente trabajo está basado en el artículo 

de Ehrenreich (6), que en la aproximación de campo autoconsi~ 
tente describe, en el límite de longitudes de onda grandes ( 
q ~o), expresiones para la constante dieléctrica de la forma 

'l (e/..,r)'" L (p J d3~~o(l <ro)) ¡µLL'I~ ... ( II. 1 • 1 ) 
L*L' t,w.., LW.,.- .., ... 1 . 

E,•M• .. •""'OA = (..r1 ~ .. ):. [e'/~•iT ~ J cl1 \<. to(EtL) [g (€10·'\rL - E1t.L-'"t,..,)-!tE•-'\,Ll 

- h~4\..,.)) t lefu..,'ur•) [¡ jJ31< [fo l€1tL\- ~º (f14Lo)1 ÍMu•I'° 
. L'$L' 

... (II.1.2) 

donde se entiende que (f denota el valor principal de la inte­
gral ya que esta se hace en el plano complejo pues existen po 

los en el denominador1 , {olfi..)es la distribución de Fermi-Dir:c2 

y M11 , son los elementos de matriz para transiciones interban 
da, los que tienen una forma explícita dada por 

M1.1.•: \ ZU1td '11\ Uu•'> \ II.1.3) 

donde ukl representa la parte espacialmente periódica de la fun 
ción de onda, 'il es el operador gradiente en coordenadas polare;3 

k el momento y 1 el número cuántico que denota momento angular. 
Es preciso notar que las transiciones interbanda se efectuan 

bajo conservación de momento, entonces si representamos un di~ 

grama de zona reducida (17) es decir una gráfica de energía 
contra momento en la primera zona de Brillouin, lo que observa­
remos será la curva de la figura II.1 .1 y la línea quebrada que 
va del estado inicial 1 al estado final 2 conserva el mismo va 
lor de abscisa. Cosa que no ocurrirá cuando tengamos una tra~ 
sición interbanda esquematizada en la figura por el estado ini 

1 .- Este tipo de integrales pueden ser consultadas en el apéndice 2. 
2.- La distribución de Fermi-Dirac se discute detalladamente en el Apéndice 3 
3.- Este ejercicio es resuelto en el apéndice 4. 
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cial 3 y el final 4, es cla~o el momento inicial ki es muy di! 
tinto al momento final Kf y por tanto se requiere una segunda 
excitación simultanea para compensar esta diferencia de momen 
to y así no violar el principio de conservación del momento4~ 
( 5' 18) 

FIGURA (II.1 .1 ). Gráfica de bandas de energía contra momento 

para la dirección O 00]. Cada linea continua representa una ban 
da de energías permitida. 

Recordando que Ukl es la parte espacialmente periódica de 
la función de onda podremos calcular los elementos de matriz 
de transiciones interbanda que en realidad coinciden con prob~ 
b:lidades de transición y esto necesariamente implica que ten~ 
mosque conocer la parte radial de las funciones de onda. Esta 
se obtiene del programa Crys/Deri que se mencionará en las dos 
secciones siguientes. 

4.- La segunda excitación que se produce es un fonón, ver el 
apéndice A6. 
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II.2 El Programa Crys/Deri. 
El programa fundamentalmente está constituído de dos partes, 

a saber: 
Crys donde se contruye un potencial de Muffin-tin (mismo que 

se ilustra en la figura (II.2a.1) el cual fue sugerido por Mattheis 
(45). Y se discutirá brevemente lineas abajo. 

La segunda parte es Deri en la cual se resuelve numéricamen 
te la ecuación de Schrodinger, y se calculan las derivadas lo­
garítmicas para con ello, calcular corrimientos de fase que peE 
mitan hacer el cálculo de densidades de estado, con la subrut! 
na Asil o bien con el programa MSRatios (ambos funcionando ac­
tualmente, en el Departamento de Química Teórica). 

II.2a. Crys. 
El potencial de Muf fin-tin modela el potencial real suponie~ 

do que alrededor de los sitios atómicos (núcleos) este es es­
féricamente simétrico y fuera de ellos se mantiene constante, 
con la única·restricción de que las esferas alrededor de los­
núcleos no traslapen, es decir que a lo más sean tangentes. Au~ 
que esta aproximación sea pedestre puede utilizarse como punto 
de partida para hacer cálculos posteriores que converjan al v~ 
lor real del potencial. Algunas veces los cálculos de simetría 
no esférica dentro de las esferas tangentes de Muffin-tin pu~ 
den ser incluidas mediante la teoría de perturbaciones. 

A & ~ a 

~ 
~ 

FIGURA (II.2a.1) Potencial bidimensional de Muffin-tin 
correspondiente a un cristal de la forma ABABAS ... 

Se considera que en la región central dentro de las esferas, 
el potencial es fundamentalmente atómico, en tanto que en la­
zona intersticial (exterior) pueden presentarse efectos de tra! 
lape con átomos vecinos siendo esto de mayor importancia con­
los vecinos más cercanos. En virtud de esto, se utilizan los 
potenciales atómicos del cálculo de campo autoconsistente de 
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H~rtree-Fock 5later. Para los elementos mbs pesados se acostu~ 

bra utilizar cálculos relativistas provenientes de la solución 

de la ecuación de Dirac; estos han sido hechos por Liberman et 

el (46). Cuando se incluyen efe~tos relativistas en un cálculo 
autoconsistente huy reajuste en la densidad de cargas cerca .del 

origen lo cual afecta apreciablemente el orden de los niveles 
más exrternos 5. 

Los efectos de rotenciales vecinos se incluyen desarrollando 

estos mismos en series de armónicos esféricos alrededor del or! 

gen del átomo central, este método se conoce como una expansión 

alfa de Lowdin (47) 6 . 
El potencial de Muffin-tin es únicamente un caso particular 

muy simple del método de Lowdin, los potenciales atómicos esf~ 

ricamente simétricos son desarrollados en armónicos esféricos 

y solamente las contribuciones esféricamente simétricas de los 
primeros vecinos serán retenidas en el Muffin-tin. 

En el método de Mattheis, las contribuciones de intercambio 

y coulómbica se consideran separadamente. Esta última tiene la 
forma 

'lc.-: L1."!:fr - Uolr,)1 t L \Jola~\t) ... (II.2a.1) 
1 

donde Z es la carga nuclear, u0(r) es la contribución electró 
nica. Se obtiene al resolver la ecuación de Poisson 

¡¡t. Uo l !>) -:: - 8 lT P0 ( !.,) (II.2a.2) 

en la que 10 1¡1 es la densidad electrónica por átomo y provi! 
ne de un cálculo de campo autoconsistente 

Po(!.,.) -::. ,h \ ljJ...,, \,_ ••• (II.2a.3) 
... ,..i.,. 

El segundo término de la ecuación II.2a.1 corresponde a la 

contribución de primeros vecinos 7 . 

La contribución de intercambio, se trata utilizando la aprox~ 

mación de intercambio de electrones libres de Slater en una 

variante conocida como aproximación X«~ 

ne dada por f fl 1/3 J 
Vy_ U)":.. Llt ;;- Gls)) L-"o< l !ir P) 

(48,65). Su forma vie 

( II. 2a.4 l 
donde.P (r) es la densidad electrónica del cristal que se obti! 
ne de la superDosición de las densidades atómicas 

• 'll(Clftlt 

~l1)= So l!c,) + ?:a S0 \a¡ 1 !.;.) ... (II.2a.5J 
' 

5.- A esto se lC: llama una contracción de Carozo. 
6. - Es ta aprox:irr.;,::i ón de Liiwdin es rrniy .general, en el trabajo de tesis de 
Renato Lemus ( 50) puede verse su aplicación a rrolé--culas. 
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la suma del .potencial de intercambio y el potencial coulombi­
co da 

VT l r..) = 'Je l !. ) -+ V 'f. l !. ) , , , ( l I. 2 a , 6 ) 

Usando el método de AP\/0 se encuentra en general que dentro 
de las esferas el potencial se ve como 

\/ \!.):. VT t":.) - Vi.f3.v ... (II.2a.7) 

donde VAVG es el valor promedio VT(r) en la región de potencial 
constante dentro de las esferas. 

En metales monoatómicos es fácil encentar la forma de VAVG' 
Sin embargo en semimetales, semiconductores, cristales iónicos 
y aleaciones metálicas esto no es sencillo. 

Para metales monoatómicos se tiene que 
\IAv!r :. J J~º v. (C.) r~~ ~ .. / (r.' - s ~ ). 

s es el r~dio de la esfera de AP\I y r 0 se oenne por 
(4/nr)r. ":. "º~\IM.&IJ ¡,,.,~OM.o = Q. , .. ,º'"'º' Pu. ULDA 

v .. ,, .. ,., ... 

(II.2a.8) 

(II.2a.9) 

7.- Los detalles sobre este segundo térmonino puedenn consultar­
se en el libro de Loucks. 
8.- El Método APW se da de una manera rigorosa y con notación 
de Dirac en el texto de Harrison (62), 
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II.2b. La Subrutina LOGDER. 
La segunda parte del prqbama es la subrutina LOGDER en la­

cJal se calculan las derivadas logarítmicas evaluadas en una 
esfera de radio S, su forma matemática es 

L, (s, a)" R~ ls) /P..,l.sl ... (II.2b.1) 
Esta ecuación implica conocer la solución de la parte radial de 

la ecuación de Schrodinger, razón por la que la subrutina LOGDER 
resuelve numéricamente esta ecuación, esto es 
_ 1/:¡'L el ! s~ ~l. T l~ .. v'I) l9) 1 R =E'!\ 

dj t d.t J : .. ... (II.2b.2) 
En virtud de que esta ecuación contiene términos con prime 

ra derivada9 , nos conviene escribirla de una forma tal que no; 
permita una solución fácil, para ello haremos dos cambios de 
variable 

'#,:. Ln r (II.2b.3) 
y 

( II .2b.4) 
Físicamente la ecuación II.2b.3 genera una malla logarítmica 

que obviamente no es linealmente espaciada. 
Introduciendo éstas dos Últimas ecuaciones en la ecuación 

radial (II.2b.1 ), obtenemos un tipo de ecuación muy conocido 
en toda la física, una lineal homogenea de segundo orden sin 
:érmino de primera derivada. La solución completa de este tipo 
de ecuaciones, son las combinaciones lineales de los exponencia 
les de la solución de la ecuación característica (49). Nuestra 
ecuación diferencial será 

'í" -1 'í"" O ( II. 2b. 5) 

donde 
(II.2b.6) 

Cerca del orígen (x•-•J y el primer término se desprecia, 
:a condición para ello es que X:!:; - 9. Con este tipo de conside 
raciones la solución II.2b.5 llega a ser 

"jCY.l : "ft ')l.'l) e(¡.• '/1) \1--1' 1) (II.2b.7) 
se ha implicado que Y es regular en el orígen. Ahora ya podemos 
escribir las derivadas logarítmicas con base en la nueva repr~ 
sentación, tendremos i 

L~-::. e·-x l "! 1 l.,.l /(Y(i1) - 1'11J ... (II.2b.8) 
Y' significa, derivada con respecto a x, en el valor de x corres 

9.- Es decir, términos de la forma dR/dp 
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pendiente a la esfera de radio s. 
Para poder evaluar las derivadas logaritmicas es necesario 

conocer la solución de la ecuJción II.2b.5, la que se resuelve 
por un método nu~érico denominado Mátodo de Milne (51 ,52) para 
ello es necesario conocer al menos los primeros CUdtro valores 
de la funci6n Y(x) lo cual nos obliga J proponer un valor arb! 
trario para Y(X

1 
), en el programa Crys Deri el valor que se pr~ 

pone es 1. E-20 y para un l fija se utiliza la ecuación II.2b.7 
para encontrar los valores restantes Y2, v3 e Y4 con las que 
ya se pueden alimentar las ecuaciones de Milne 

jl1 ( 'f" '{ 11 5 '(,, y.,., = 'f .. -t '/.,_,_ - '/.,_ 3 -+ "2i" s .. + 2 .... + .,.l l (II .2b.9) 
.. ,, 10 'f" '1" ) V' lY- -'/"-1 -t ~ ('{ •• ,-+ " + .,_, J11. • = ., 'l. 

( II.2b.10) 

cuando las ecuaciones II.2b.9 y II.2b.10·son iguales, se sup~ 
ne que ya hemos resuelto la ecuación diferencial y las soluci~ 
nes se retroalimentan a las ecuaciones de Milne para ir resol­
viendo punto por punto todos los valores de Y. 

A continuación se presenta una parte de la subrutina LOGDER 
del programa Crys Deri, que es justo la que corresponde a Deri . 
en éste trabajo, se da también un diagrama de flujos para de-
mostrar la autoconsistencia del método de Milne. 
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CALL CPL~P~(hOEG,~E,EX,RYP,w,1a,o.o> 

POLY~O~I~AL FIT OF RP 

g~c~í >~~;:1~n 1 

5~ :;~cd >=~f c.:1 > 
:(¡ 53 JAL1 1 \( 

A\~=HCj> 
ri'=·~O( ) 
t•; $.) K•2, ~~1 

, 1 1 ~ •• , l ' 't 



e 
e 
e 
e 

DO 6 K=1,J:.IS3 
x=x+:·.~') 
r~ F =OP ( 2. • ( x+ • .:5)) 
SGP1=;+¿EF•CAGX(K+2l•E) 
A=1.-~AC•S 3P1 
s=-~.-o::•s~ 
C=1.-H.C•S-;n1 
YJPl=·C.3•YHC*YJ!'t1 )/A 
y (I(+ 2) = rJ ?1 
YJ.~1=YJ 
YJ=YJF1 
SG~1=SG 

6 SG=SGP1 . . 
XJ=x-r •'·~ 
XJc•5.H ... ' S•(JílI-1.l 

1=RADlAL ?~ílT JF THe ~AV! ~~~CT!CN 
~P=DERlVAT:VE OF R · . 

YJ~l=•U(YCJJ~;J,Y(JJ~I+1l,~J~¡,~J~¡1 ,J~!l 
RC! ,Jl=:X?(-1 .5•XJ )úYJ?.l 
YP1 =CYCJJP.l-~J-~.:.•Y(JJ ~!-'. l+'l.~·*Y(JJRI+1 )•Y( JJ·r.1+;,) l/.O,S 
Yi>~:(Y(JJ;¡¡-¡¡-~, '•Y(JJ~ll+-3, J•HJJPI+2)•f(JJ ,I+!i)) 1. 16 
Y?=FUCYP1 Y?c P.J?í,RJPI 1 ,J~¡) 
iiP.C lsJ l=Ehc-1.S•XJl•CYP- !o ~·YJRI) 
X~L= •• •llL+1. 
K '1.l. X=J:.IS+5 

1 ~·1 •• 
e 

DO P.';. K"1 ~1· AX 
XK=•3.3+i' •. ~t(~-~l 
YCKl=CYCKl••?,l•EXF(•XK) 
f(() COhTAI~S SJUArlE ~F U~VE FU~CTION 

1 :1 , 

lF('l.t."Al.O.;,l~O TO 7'.• 
CALL Tli.o\PEZ(4r,(Y,X'i't!li,.',U?'.I) 
OC 1ír1 K=1 ~;t~X 
Y(l():(Y(K)*~ :?. l•VEXCHCK) 
CALL TH?EZC.is,Y,,ElCI!lT,: ,~:.~11) 
EXCHIN ( I.,J) = c1.1 ~1;0:;, •.;).e :x: H I X'lCi!)I) 
C~? ( I 1 J l =X<L•) !10~:1/ il (l ,J l~•~. 

J.'l=LOGAl\lTHlllC H~:VAT!V:S 
CO'H I ~UE 
A~CI,Jl=R?(I ,Jl/R(I,J) 
J,r.[! :i=L 

7¡ 1 
--. 5 
e:~" 

~~:.oo 4n',,:G 
IFC ~o~~l~.-l, ¡:_ 1,4~ 

46 '•J1=11nG+l 

e _, 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e e 
e e 
e e 
~ 
s 

~?.ITE<6t66Jll)E~ 
~6 F0;¡'1'TC15l 

DO 75 1=1,NL 
JI) 47 J=1,1;:: 
~(Jl=1. 
i\f(J)=R(l,J) 

47 RYP(J)~KP(I J) 
CALL tPLSPAt~oEG,NE,EX,RYP,11,1a,C.Dl 
POLYliO~lNAL F!T OF R 

CALL CPLSPA(NCEG,~E,EX,RY?,~,1a,D,Ol 

POLY~OMINAL FIT OF RP 

Cll 5"i, K1=1r.'01 
~C(K ):QACK1) 

5:; ~OCK l=~e CK1 l 
OC/ 53 JAc1,\t 
A\~=~C(1) 
Ali?,.C:0(1) 

~q_s~,~~~!~9~ " 
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II.3 El programa Crys-Deri Transiciones 
A continuación se presenta la parte programada del trabajo. 

Podemos dar un breve resumen a manera de sumario del tipo de­
adiciones que se hicieron al programa Crys Deri. Para poder ca! 
cular los elementos de matriz de transiciones interbanda en hie 
rro ferromagnético mediante la aproximación del campo autocon­
sistente al problema de muchos cuerpos propuesto por Ehrenreich 
(6). 

Ya se ha descrito en la sección anterior de forma por demás 
ex~lícita, el modo en que funcionan la subrutina Crys y la su~ 
rutina Logder. 

Particularmente en nuestro caso, las correcciones se lleva­

ron a cabo sobre la subrutina Logder, pues de la teoría10 tene 
mos que los elementos de matriz interbanda están dados por 

Mi.·= l(ll~,~1v1ll~,~·)I (rr.3.1J 
como se ha mencionado ya en la sección II.1, ukl es la parte 
espacialmente priódica del potencial, k es el momento del cri~ 
tal y 1 es el momento angular, que en este caso utiliza 1 y l' 

para denotar que se están llevando a cabo transiciones interba~ 
da. 

Así pues se dan cronológicamente los pasos empleados: 
1 .- Se hace el cambio de variable r = exp(x), se le extrae raiz 
cuadrada y se toma el inverso, en el programa esto aparece en 
las columnas 

876010-876020 
2.- Se encuentra el valor de R despejando de la ecuación II.2b.4 · 
esto es la columna 

883010 
3.- En virtud de que estamos trabajando dentro de un anidamien­
to de tres anillos DO con los correspondientes índices K,J,I. 
En el que K es un índice que corre para puntos de la malla lo 

garítmica J corre para la energía e I corre para número cuánt! 
co l. Guardamos el vector R(r) en una matriz R(r,E,l) para va­
lores de Je I constantes. Esto es la columna 886010. 

Si observamos la ecuación II.3.1, fácilmente notaremos que 

V lukl') significa aplicar el operador gradiente al vector 

de estado lukl') , que es justamente la parte espacialmente­
periódica de la función de Bloch misma que solo depende de la 
10.- Ver por eJemplo las referencias (3,5,6) 



variable r, luego el operador gradiente 11 

.. 1 ";) "" 1 .. 
'Q' • %r t ~ lt ~e o ~ /ue .. e ~ ..... (II.3.2) 

será simplificado a 
:::L= '<lfar ¡. (II.3.3) 

ya que la dependencia angular de ukl' es inexistente. 
Luego entonces calcular Juk 1), se reduce a derivar respe~ 

to a r, una función de una variable. 
4.- Ya situados, lo que a continuación sigue es derivar la fun 
ción radial descrita en la sección tres. Para ello Crys Deri 
cuenta con una subrutina de derivación numérica denominada DGT312 

que se empleó para encontrar la derivada de la función radial 
con J e I constante~ Es conveniente, señalar que para poder 
emplear esta subrutina hubo necesidad de. guardar la matriz 
R(r,E,l) en un vector R(r) y finalmente la derivada resultante 
se introdujo nuevamente en un arreglo matricial. La finalidad 
de este aparente gasto de memoria, será autoexplicada puntos 
abajo. Todo lo anterior corresponde a las columnas 

887010-887100 
al terminar este anidamiento, tenemos para cada J e I, todas 
las funciones radiales y sus derivadas esto es, que separada­
mente se cuenta con 

1 ukl) Y 1 ukl ,) 
lo que seguirá a .continuación es realizar los productos 
<ukl 1 ~ lukl :') . Esto es llevado a cabo en un nuevo anidamien 
to de tres anillo Do dentro de los cuales: 
5.- Se realizan los productos mencionados Ces decir <uk 1 1~ luk1 ,¡l 
pero como las funciones no están normalizadas se utiliza una 
forma de normalización sugerida por el Dr. Jaime Keller13 que 

G!os produce una variable llamada DENOM (J,I) que ha sido inte-
grada para todos los puntos de la malla radial. Es preciso se­
ñalar aquí que el método de integración utilizado fue la regla 
trapecial, denominada en Crys Deri como TRAPEZ. Otro punto por 
seftalar es que estamos trabajando con arreglos matriciales, e~ 

tonces sigue siendo necesario introducir las matrices (a J e I 
constantes) en vectores que solo dependen de K para poder int~ 
11 .- Ver apéndíce Al. 
12 .- Los detalles de este mátodo numérico pueden consultarse en ( 63) . 
J3.- Por razones meramente organizativas, este punto será tratado en la 
sección II.4b. 
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grar con nuestra subrutina TRAPEZ. Columnas de 887130-887240. 
6.- Por 6ltimo se construye un nuevo arreglo denominado NUMER 
(J,Il y otro de nombre ELMAT(J,I), que coincide precisamente 
con los valores de las probabilidades de transici6n es decir, 
los valores de M11 , normalizadas. 

También se introduce la variable EEN(J) = EN(J) * 13.6, que 
nos escribirá la energía en Electrones Volt paralelas a los ~ 
lementos de matriz para cada I. 

Todo esto se ejecuta en las colomnas 
887290-887430 

Ahora se presenta un fragmento del programa Crys Deri Transi 
ciones junto con un diagrama oe flujo para la parte programada 
y descrita en los anteriores 6 incisos. 
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46 

POLY'iO~I'iAL FIT OF P. 

CALL OPLSPACNO~~,,~,LX,~YP,W,~B,~.j) 

POLY'iD~:'iAL FIT OF P.P 
DO s:· K1=1,~o1 
•CC~' ):oQACi<1 l 

51 lJ(Kh"l9(i<1l 
~O 53 H=1 1 1; 
Al:R=1C C 1 l 
A'i?='lOC1 l 
O•) 56 K=2,!I01 
X':=2XCJAl ... (K•I l 
A~~=;.·¡~+QC CKl•X~ 

56 A~P=A~?+~O(Kl•XE 
.1 ~ s e JA > =A ,, ? '" ~r;. 

LO"A~ITH~IC ~EP.!VATIV~ FP.0~ 

53 ~!FCHl=A"CIÉH)•A'iSCJAl 
<~IT::C 6 6" )T xr 

6~ FOR~ATCf H1,2uA l 
:A"1•1 

POL1110~1~AL FIT 

PRINTS A~D PUSCHE3 POLY'iOMINAL CCEFFITIENTS 
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II. 4a. Metodología para el cálculo de probabilidades de 

Transición. 
Para el cálculo de las probabilidades de transición interban 

da procedemos de la siguiente forma. 
Primero se debe generar una tabla de densidades electrónicas 

para el elemento de estudio14 , misma que se obtiene de un pro­
grama relativista de campo autoconsistente denominado HEX (64) 

posteriormente se implementa el programa Crys Deri Transiciones 
que resuelve la ecuación radial de Schrodinger y calcula los 
elementos de matriz para transiciones interbanda IM11 ,J en la 

aproximación de Ehrenreich y Cohen (6) 15 , los resultados de una 
corrida de este tipo son presentados en el capítulo III de es­
te trabajo para hierro b.c.c. ferromagnético. 

El instructivo de manejo del programa HEX se puede encontrar 
explícitamente tratado en el trabajo de Arango (29): 

Por otro lado. el manejo del programa Crys Deri, se da en el 
apéndice I del trabajo de Tesis de Ma. del Carmen de Teresa (42) 
o en el libro de Loucks (11). 

Realmente no existen variantes de manejo entre el programa 
Crys Deri Transiciones, esto es, que las referencias dadas an 
teriormente, como instructivos de operación del programa Crys 
Deri son completamente aplicables al programa Crys Deri Transi 
cienes. 

Recapitulando, podemos esquematizar este apartado de la mané 
ra siguiente: 

CALCULO DE IMPLEMENTACION SE OBTIENE 
DENSIDAD ELEC DE CRYS DERI COMO RESULTADO -; , 
TRONICA CON TRANSICIONES Mll, 
HEX 

Es conveniente seftalar que en el cálculo de las densidades 
electrónicas del hierro ferromagnético con el programa HEX de 
Liberman utilizando los valores propios de Hermann/Skilman {53) 
se utilizó una ocupación fraccional reportada en el articulo 
de Amador et al (44). 

La ocupación reportada es: 
~.3ut· .. Z.1~a.Y 

acl 
o,J'l~'t '+ O•Jal ~ 

4.:i•·l'4*i0·4at-V '\ f 
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14.- En realidad el prograrra Crys !Xeri Transiciones puede ser utilizado para 
diverso metales en este caso el material estudiado es hierro b.c.c ferrcm:ignético. 
15.- Esta aproximación tambien es de campo autoconsistcnte. 



esta configurac:ión nos da un total de 8.007 electrones de vale!]_ 
cia. Corregimos este problema haciendo unpromedio del exceso de 

carga entre todos los orbitales v restando este de cada valor 
de la configuración, cor1 este procedimiento se obtuvo la si-

guiente configuración 
4 00,31 n1t + '"1º'ª"' 

3 d4.?,~09Jft1.1l•Sl'4- .q sº'l429l1to 0 ~00QJV I 

N6mero de valencia de electrones igual a 8. Los resultados 
obtenidos con esta corrección producen una integral de densidad 

de carga de 25.999919. 
En realidad el n6mero de electrones de valencia es 7,99997 

pero el error cometido con el redond~o es solo.de 0.003%. 
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I.t.4b. Normalización de la función de Onda Radial 

Ya se ha descrito en la sección II.2 la forma en la que fu~ 

ciona Crys/Deri. Y la manera en la que este resuelve la fun­
ción de onda radial es partiendo de un valor fijo para la fun 
ción de onda a saber YM1 = 1 .E-20 (que se puede ver en la colum 
na 864000 del mismo programa) este valor es absolutamente arbi 
trario y nada se dice sobre la normalización de dicha función. 

Proceder de esta manera es completamente válido pues el pr~ 
grama Crys/Deri como tal, calcula derivadas logarítmicas que 
son de la forma (11) 

DLtlf,E) = R~· <.«"\ /fhln ... (II.4b.1) 
donde R1 (a) y R1 ,(a) son las soluciones de la ecuación de Schr~ 

dinger en la superficie del Muffin-tin y pueden escribierse co 
mo 

lh ll') ::. &.~ UL l"tl - t3~L11,. lt<t) 1 
Ri· 1.l'l = A·~ [ dt•l"tl -1:~ ~h'h· (l'tl1 

... (II.4b.2) 

... (II.4b.3) 
Besse116 donde j 1 (kr) y ni (kr) son las funciones esféricas de 

y Neumann respectivamente. Sin embargo lo importante en nue~ 
tro caso es que las componentes del cociente de la ecuación -
(II.4a.1) no necesitan estar normalizadas pues el cociente ca~ 
cela la constante de normalización. 

Es por eso que el programa Crys/Deri no toca el problema de 
calcular una constante de normalización, sin embargo para el 
cálculo de las probabilidades de transición precisamos de fu~ 

ciones de onda normalizadas ya que las constantes de oscilador 
deben cumplir con la regla de las sumas esto es, que necesita­
mos valores de probabilidad relativos y para ello es preciso 
tener funciones de onda normalizadas, entonces escribimos las 
probabilidades de transición como: 
Mu•:. l<U1odt7l l.\~1·) { U1n' l'\7\ Lll'l)}/l{\11tillti:.l) (lt11L.\l.l1tLo}}.,. (II.4b.4) 

Esta parte se encuentra programada en Crys/Deri corregido, 
en las columnas 

887130-887421 

16.- Ver el apéndice A5. 
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C A P I T U L O 

(Resultados) 

I I I 

A continuaci6n se presentan los resultados resumidos en ta 

blas y gráficas. Asi pues la gráfica ~II.1 presenta una curva 
de densidad elecrónica contra distancia para hierro ferromag~ 

nético, esta corresponde al programa HEX, cuyas densidades ele~ 
trónicas son necesarias para implementar posteriormente Crys/ 

Deri o bien Crys/Deri Transiciones según sean los requerimie~ 

tos de cálculo. 
La tabla III.1 muestra los resultados del programa HEX para 

el caso presente. Pueden verse la ocupación fraccional por or­

bital y los valores propios correspondientes para cada n, 1 y 
j. Donde j es el momento angular total. 

La tabla III.2 muestra los elementos de matriz para transi­

ciones interbanda en hierro ferromagnético (b.c.c. ), así como 

la energía (en electrones-volt) para cada uno de los índices 

J e I. 
La tabla III.3 muestra los resultados de un cálculo de dis 

persión múltiple con el programa M/S/Ratios que muestra para­

.cada 1 y cada energía (en Ridbergs) los valores de relaciones 

de dispersión múltiple y densidades de estado (son las cantid~ 

des entre paréntesis) para spin up y spin down. 

Gráfica III.2, relaciones de dispersión múltiple contra ener 
gía para hierro ferromagnético (spin up). 

Gráfica III.3, relaciones de dispersión múltiple contra ener 
gía para hierro ferromagnético (spin down). 

Gráfica III.4, densidades de estado contra energía para hie 
rro ferromagnético spin up y spin.down. 
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TABLA III.3 

FIERRO FERROMAGNETICO ESPIN HACIA ARRIBA. 

ENERGIA L = O L = 1 L = 2 

0.10 0.2676(0.0063) 0.2768(-0.0186) 0.4368(-0.0029) 

0.15 0.3866(0.0571) D.2928(0,0350) kl.4143 (0.0639) 

0.20 0.5534 (0.1258) b.3287(0.1091) lo.4072(0.1560) 

0.25 O. 7795 (O. 2184) b.3843 (O. 2107) h.4155(0.2829) 

0.30 l. 0487 (0. 3334) b.4619(0.3400) b.4410(0.4499) 

0.35 1.3363(0.4602) ~.5658(0.4894) b.4885(0.6589) 

0.40 1.6162 (0. 5860) D. 7003 (O. 6490) ~.5691 (0.9177) 

0.45 1.8792(0. 7038) P.8688(0.8156) L6931 (1.2619) 

o.so 2.2126(0.8095) .0705(0.9891) ~.8897(1.7697) 

0.55 2.299410.8847\ .298311.15221 .168412. 56f;0\ 

0.60 2.2742(0.8752) .5382(1.2498) .4496(3.7241) 

0.70 l. 2482 (O. 4721) .8823 (1.0653) .6569(7.3770) 
0.75 0.6914(0.2574) .8214 (0.8926) .9504(12.8915) 

o. 80 0.3668(0.1303) .7685(0.8038) lt.0894(11.9319) 

0.85 0.1974(0.0705) .0586(0.9171) b.3388(6.6078) 

0.89 0.1467(0.0513) .8827(0.8700) h.2107 (4.2547) 

o. 91 o.117i;10 n~7i;1 2~7n1n <ona\ 
h ''º"' ªº'"' 

0.95 0.1414(0.0479) D.5359(0.2982) b.7008(7.5160) 

1.00 0.1743(0.05733) .3654 (0.2372) .9770(12.65) 

1.05 0.2275(0.0726) ).4570(0.3081) ~.0342(8.3954) 

1.10 0.2952(0.09114) ).6206(0.4245) .2980(3.9264) 

1.15 0.3744 (0.1117) ~. 7320(0.5200) b.7780(2.0416) 
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1. 20 ~.4634 (0.1336) b.7638(0.5734) 0.6238(1.5097) 

1.25 b.5612(0.1561) Q,7524(0.6020) o. 5896 (l. 3150) 

l. 35 l. 7772 (O. 2010) O. 7104 (0.G424) 0.6593(1.2248) 

l. 40 ~.8913(0.2220) P.7007(0.6658) o. 7299(1.2445) - _ ..... 

l. 50 .1152(0.2576) b. 7159 (O. 7251) 0.8988(1.3423) 

1.65 .3728(0.2316) b.8220(0.7843) 1.0974(1.4750) 

l. 70 .4214(0.2828) b.8724 (0.8731) 1.1270(1.5800) 

l. 8 .4535(0.2691) P.9754(0.9340) 1.1351(1.6472) 

1. 85 .4403 (0.2575) .0203(0.9540) 1.1225(1.6663) 

1. 95 .3728(0.2295) ~.0860(0.9697) 1.0837(1.6771) 

2.00 .3270(0.2148) ~.1060(0.9666) l. 0625 (l. 6716) 

ES PIN HACIA ABl\JO FIERRO FERROMAGNETICO ' 

ENERGIA L = O L = 1 L = 2 

o 01 

0.07 

0.13 ~.4452(0.06180) b.3560(0.04531) o.492610.0820) 

0.19 ~.6736(0.1621) P.3994(0.1551) 0.4812(0.2240) 

0.25 b.9742(0.2946) Q.4780(0.3043) 0.5000 (0.4260) 

0.31 .3170(0.4504) ú.5965(0.4878) O. 5561(O.7047) 

0.37 • 6758 (0. 6160) Kl. 7678 (0.6985) 0.6848(1.1180) 

0.43 ~.0768(0. 7950) l. 0071(0.9500) 0.9681(1.8880) 

o .49 ~. 5145 (O. 9826) 1. 3321(1.2500) 1. 5680 (3. 7503) 

O.SS 0 .4636(0.9690) 1.6636(1.4004) 2.0116 (7 .1300) 

0.61 .2870(0.5040) 2.1530(1.1244) 2.2060(13.9000) 

0.67 b.4162(0.1610) l. 8090 (O. 7600) 1.1022(14,7000) 
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0.73 0.1610(0.0611) l. 9600 (O. 7861) 0.2700(5,8141) 

0.79 O .1315 (O .0500) l. 3000 (O. 5710) o. 2580 (4. 4000) 

o.as 0.1716(0.0620) 0.5052(0.2860) 3.6411 (26.4000) 

o.91 0.2365(0.0825) 0.5170(0.3290) ll.9581 (5.0190) 

0.95 O. 2870 (O. 0980) 0.6045(0.3981) !t.4086 (3.5780) 

1. 00 0.3415(0.1128) 0.6902 (0.4723) b. 9598 (l. 2519) 

1.05 0.4308(0.1380) O. 7748 (O. 5590) lo. 6990 (l. 3680) 

1.10 0.5112(0.1581) O. 7973 (O. 6077) lo.6300 (1.1830) 

1.15 o. 6000 (0 .1800) 0.7025(0.6401) kJ .6183 (1.1086) 

l. 35 0.9762(0.2520) O. 7375 (O. 7243) 0.8010 (1.1450) 

1.40 l. 0703 (O. 2655) O. 7384 (O. 7475) 0.8810 (l.1926) 

1.45 l.1584 (0.2764) 0.7497(0.7730) 0.9535 (1.2485) 

1. 50 l. 2372 (0. 2840) 0.7703(0.8004) 1.0200(1.3100) 

l. 55 l. 3034 (. 2878) 0.8000(0.8300) 1. 0712 ( 1.3700) 

l. 60 l. 3545 (O. 2880) 0.8365(0.8600) 1.1080 (1.4240) 

1.65 l. 3890 (O. 2841) 0.8784 (0.8900) 1.1280(1.4743) 

l. 80 1.3940(0.2551) l. 0100 (O. 9534) 1.1123 (1.5783) 

1.85 l. 3690 (O. 2416) l.0418 (0.9642) l. 0935 (l. 6000) 

l. 90 1.335310.2261) l.0700 (l.0000) 1.0730 (1.6070) 

1 qc; 1 ?<lf;ntn ?11<;\ 1 ílQ1n In Qf;7?\ 11 nc;1d 11 ¡;1041 

2.00 l. 2536 (0. 2000) 1.0540 (0 .9610) 1.0311(l.6100) 

2.05 1. 2106 (O .1870) 1.1144 (O. 9505) 1.0123 (1.6046) 
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C A P I T U L O I V 
(Conclusiones) 

El principal objetivo de el presente trabajo, fue el de !º 
mar la parte radial de la ecuacion de Schrodinger y hacer que 

que esta función de alguna ~anera nos proporcionara (de acueE 
do cdn (3), (5) y (6)) como resultado inmediato, los elementos 
de matriz para transiciones interbanda en hierro ferromagnéti 

co con un momento.){= 2.0 y una ocupación óptima reportada en 
(44). En realidad el trabajo en este sentido puede presumirse 

terminado aunque un objetivo mediato que era el de calcular -
constantes dieléctricas, no ha sido terminado. 

Los valores que se han reportado en la tabla III.2 para el~ 

mentos de matriz, desgraciadamente por si mismos no nos propoE 
cionan información explícita. En la literatura únicamente se_ 

reportan probabilidades de transición en (55) para elementos­

ligeros y eso imposibilita una comparación directa. 
Probablemente en (56) se encuentra información sobre prob~ 

bilidades de transición para elementos pesados pero la metodo­

logía usada es calcular probabilidades en ~stado gaseoso para 

átomos. Y nosotros trabajamos con materia condensada1 . 
Como crítica personal, yo diría que este es un trabajo in­

completo que nos permite llegar a hacer cálculos teóricos de­

constantes dieléctricas de sólidos, dentro de la aproximación 

de campo autoconsistente, procediendo de la siguiente manera: 
Se hace un cálculo de la estructura electrónica de bandas-

de energía de hierro ferromagnético o bien se toma de la lite 
ratura (p.ej. (23),(24)), Posteriormente se programan las ecua 

ciones explícitas para la función diléctrica dadas en la sec­
ción II.1. Los valores obtenidos para esta constante se podrían 

comparar con los resultados experimentales, por ejemplo, con­

Moravec (4) que reporta una gráfica de la función dieléctrica 
contra energía, aunque proceder de esta manera nos crea un pro­
blema a saber:. 

El trabajo de Moravec es un estudio de las constante 6~ti6!s 

de hierro en el ultravioleta, esto es, en intervalos de energía 

del orden de 10 a 22 eV y probablemente se viole la aproximación 

de longitudes de onda grandes que se ha hecho en la derivación 

de las ecuaciones de campo autoconsistente (6). Ya que dichas 

ecuaciones·son válidas para el límite k40 (donde k = 2ir /~ ). 
~ 

1 .- Desafortunadairente este libro no se encuentra en México. 
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Otra manera de proceder, válida y aun no explotada en el d! 
partarnento de Química Teórica, es tomar las densidades de est~ 
do de la tabla III.3 reportados por Pisanty et al (57l y progr~ 

mar la constante dieléctrica con la aproximación (3,58). 
€ •••• (~1 = (i/11) le /..,urf' Jª' "'• ..... lE) IJ._•, , ..... , (E t~..,) 

6r.1. V 

llhL• (!7E+1. .. d l"JE. ... (IV.1) 

Una desventaja de este procedimiento es que solo calcula 
el término de transiciones inte~banda, y hacer una comparación 
con los resultados de Moravec no es posible, pues éste da la­
función dieléctrica completa. 

Por Último solo quisiera c~rnentar algo sobre dos líneas de 
trabajo que estrictamente no ti~nen relación con esta tesis pero 
que son de los campos de investigación más fecundos para enerías 
inferiores a 15 eV .. Estas líneas son la fotoernisión y lama~ 
netoresistencia que proporcionan muy amplia información sobre 
estructura electrónica y propiedades deducibles de esta. En el 
caso de hierro encontrarnos estudios experimentales y teóricos 
(25,59) para el caso de fotoernisión. 

Los trabajos de Colernan sobre rnagnetorresistencia (experime~ 
tal) (60,61) dan amplia información sobre la esfera de Fermi p~ 

ra hierro ferromagnético. 
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A P E N D I C E A 1 
SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER DEPENDIENTE DEL TIEMPO 

La Forma de la ecuación de Schrodinger dependiente del tiem 
po viene dada pcr 

- t,.1 ¡ Z"I vz 'P t V(. ~) "" =. \'""' 'd IV /G t . . . ( A 1 • 1 ) 

para resolver esta ecuación se emplea el método de separación 
de variables (Método de Fourierl que consiste en suponer que­
la solución se puede expresar como un producto de funciones des 
conocidas cada una de las cuales depende solo de una de las va 
riables independientes (1), suponemos las soluciones como 

'\'t.,,: 1 v,'!.,t) = '\'Cit,y,i) 'É'("!:"-) (Al .2) 

Al sustituir (Al .1) en (A1.2) obtenemos que 
_o\:,fzm flt)V'l.1\1t4) + Vl r,,.) cp(t;},~) ::.-~ Vlf.) a: (A1 . 3) 
dividiendo ahora la ecuación A1.3 por la

0
ec. A1 .2 obtendremos 

~2/ 92 \ji ,1 r ) t; l L ) J rb 
- 2n1 ""í° + 't"" :: - l" -¡ ;rt ... (A1 .4) 

Se puede observar que el lado izquierdo de la ecuación (A1 ,4) 
depende solamente de coordenadas espaciales mientras que el l! 
do derecho solo del tiempo. La unica forma de justificar esto­
es que ambas funciones sean iguales a una constante E, luego­
entonces llegamos a: 

vz.'\' + 2."1{~1. i E. - '/(~)~=o ••• (ALS) 

lclp I dt) ::.. -{¡. r. I t.1 <ti Lt l ::. o ••• (A1.6) 

nos interesa esta Última ecuación que es de variable' separ! 
bles y queda 

~~/<$ = -~é'/~)Jt. (Al.7) 

que al integrarla se ve como 
4>tt) = <ll-1::.) e-iét./'\:i (A1. 8) 

al sustituir esta Última igualdad en la ecuación (A1.1) lleg! 
mos a: 

••• (A1.9) 
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A P E N D I C E A 2 
INTEGRACION EN EL PLANO COMPLEJO. 

Tenemos del teorema de Cauchy que 
J0 ~{l)~t :;.o , • , (A2.1) 

supongamos que f(z) es una función analítica dentro de una cur 
va cerrada en el plano de Argand, denotemos por z0 un punto fi­
jo dentro de c. La función f(z)/(z - z0) tendrá entonces una­
sigularidad en z0 y su integral de línea a lo largo de e no s~ 

rá cero. El valor de esta integral sin embargo puede permanecer 
inalterado si cambiamos e, ta~ que el contorno no cruce z0 . E~ 

tonces de acuerdo al teorema de Cauchy, la diferencia entre el 
nuevo valor de la integral y el valor anterior será una integral 
de línea alrededor de la cual f(z)/ (z - z0 ) es analítica y­
entonces se hará cero. Denotando, un círculo infinitamente p~ 
queño de radio alrededor del punto z0, como r evaluamos la­
integral 

Se. t foJ 1t.-tc.J di ..• (A2. 2) 

en la ecuación A2.2 z0 se denomina un polo de la integral, aho 

rf fo,> Ji: r tti1 h = .fti.lj l: = fli.11 HÚ~)> = +ti.1 ¡1~e 
.le l ·1.o .l¡i !-¡. ,. t !. j,. .l'(e J, . . . ( A2. 3) 

Resultando el teorema de Laurent1 

1/ iTI i. Je i.t_C :~ a !t .: ~ (l.) ( A2 • 4 ) 

la trayectoria de integración es en el sentido inverso a las­
manecillas del reloj. Si la trayectoria es en la dirección de 
las manecillas del reloj el valor de la integral es negativo. 

1.- Ver la referencia (64) pp 91 
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A P E U D 1 C E A 3 

ESTADISTICA DE FERMI DIEAC 

A diforoncia de las estadísticas ~l~sicas (como la de Maxwell 
boltzman) la estadística de Fermi y Dirac supone que los diver­
.:;os tipos de partículas elem•:nt,iles (:;obre todo los electrones) 
cumplen con el principio de exclusión de Pauli. 

Las contribuciones que en la estJdistica clásica provienen 
de distinguir partículas, en la estadística cuántica desapar~ 
cen ya que las partículas son indistiguibles. 

En el estado energético i se pueden permutar las N. particu 
l -

las entre los diferentes gi estados cuánticos y el número de 
maneras distintas de permutarlas, son independientes estadist! 
camente. El producto de los números posibles de permutaciones 
de partículas entre los estados cuánticos sobre todos los ni­
veles energéticos del sistema, da entonces el número de formas 
independientes de efectuar una distribuci6n dada de partículas 
entre los niveles de energía. 

Así pues en el caso de Fermi/Dirac, se supone el cumplimien 
to del principio de exclusi6n de· Pauli, se permite que haya c9_ 
mo máximo una partícula por estado cuántico. 

Es fácil ver que la forma de acombdar N; partículas en el 
•· · •' :. c:l' .. '' .'. : : ·' 

i-ésimo nivel de energía es : · · , ·. ··· · · . '. 
3•(3¡-lJ (~¡-t¡ ... O¡-Ni+l),. S•)/(9¡~Nd1,.. ..;.(A3.1l 

· ·, '\ ' . .,; 'L·.r·f; 

en virtud de que las partículas .son· ihdistinguipies y ur arre 
glo. dado de las Ni partículas p.rciduce Nil P!'?rmut¿:¡cion~~ }.:po; 
taan to en la ecuaci6n ( A3. 1 ) tendremos que di v_idir ·por · Hi 1 

~i/1'\; ~(9¡-~¡)I. . . . ... (A3;2) 

entonces de acuerdo a la regla de multiplicación ( 30) .el ·~úmero 
total de formas independientes de lograr una distribuc.i6l'l. será 

Q~c»,,ll1,· .. ,Nn)::. ~~ ~' 1·/N¡t l9."-N&)! · < .:~-.(Ai_~3) 
Y ahora por medio del método de los multiplicadores de D~~ran 

,· '·,-

ge maximizamos el logaritmo, entonces 

t.-. Q~ (N1,r.l1 1 ... 1 1J~) :. ~ In ~i.\- ~l.lJ\\ - ~ l".l l~.-~)¡)1. 
" ~ ' •' ' utilizando la aproximaci6n de Stirling 

\."Qf ~ ¡[~\ln'ji-t-.1¡ l11/Ji- l~¡-Ni)lr1 l~~-Nt)} 

(A3.4) 

(/13.Sl 

de acue\rdo al método de los multiplicadores de Lagragng~ .. ten~ 
mos que maximizar ln Or a condici6n de que 

N • N 
: tons l:on le = "C ~i ••• · (A3 .6) 

i.:1 
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N 
••• (A3. 7) 

'~"' eons\a.,l:.e L;. E; tJ( 

donde N es el nlime~ro total de partículas y u es la energía 
total del sistema. 

Elegimos ahora 
4'(1.lt, ... 1 11,,)~ 'Cl.Ji :1'1 (A3.8) 

i 

\\' (1J1, ... , r-l,,) :- l.i €¡1.lj =U (A3.9) 
\ 

t(l.l1
1 

... , N•l '= L"GH ... (A3.10) 
entonces para maximizar Qf hade cumplirse que 

~~/-al.Ji t- «.IOtP/'iJPJ¡ +~ º"f·¡pJ¡.¡::o,·¡>>Li:\ 1?13, ... 1 JJ) (A3.11) 
sustituyendo .. · , , .. 

'dt .. eq'OtJ' -to( 'drf>/a>J~ +e 'dll//rá1:iJ°,:.:o · (A3.12) 
• .... · , r·: . 

Sustituyendo (A3.8), (A3.9)~y (A3.5) tendremos 
'dhii;l ~ [S; lng¡ - ~t lnlJt -V~¡.;;~1J\., l'li-~t)} t 

~ . ' - . . 
« 'a /r.qJ · o: tJ •• } t P 9 1 a>JJ' l t E: u; ) ( A3. 1 3 l 

" J l 1 

llevando a cabo las derivadas. es muy directo llegar a 
L., (~(-Nj}·\nNj::-o(-\léj (A3.14) 

Despejando para Nj tendremos que 
1'1,¡ =ca; 11 + e-lo<-t~ csJ (A3:1sJ 

que es la expresió da la Distribución de Fermi/Dirac. 
Se recordará que Ni = función de distribución y que 

g. =densidad de estados 
l 

se sabe que1 

d.= Ef/kT 
o de ocupación máxima. 

donde Ef = E~ergíade Fermi 

y p = - 1 /kT 

luego entonces l , 1: 
E.~- E~1~ \ 

N3 ::. ~~ ¡ \ 1 t e J ... (A3.16) 

1 .- Para una discusión clara y sencilla ver p:ir ejemplo (31 J 
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A P E 11 D I C E A 4 

GRADIWTE EN COORDENADAS ESF'EIIICAS POLARES 

El gradiente en Coordenadas Esfericas Polares es 
VÍ: e• º~/ar t ée 1/r 9~foo- t e~ 1/rreoG 'a~fa~ 

.., J ~: ( 'af-ar 1 
1fr '?J/ra 13 1 

1 {rrene 'Cl/r,¡~) (A4 .1) 

Para demostrar esto procedemos de la siguiente manera: 
Sea una función f(r,e .~)que es desplazada a f(r+Ar, e +Aa, 'e +l~) 

si escribimos la diferencial de la función f como 
H = (0~!.ir) cl.1' + ~~/aG) Je + 'O.r.fa~ J 4! + ·" ... (A4.2) 

y consideramos solo los términos de primer orden en el desarr~ 
llo de Taylor tendremos que H,. ('01/'0,) J. ... + ('d'fecdAo t. c~vaOQ)h> 

si ahora suponemos que Af es tan pequeña que ~f : df y en con 
secuencia 

entonces 
• ~ • ~ t> r ;- 'd.!_ A e t 'Cl .\- li ~ + .. · 
., t t;lr 'aG '(lo.{I "' (A4.3) 

Para la función incrernentada f +A f tendremos que el elemen 
to .diferencial de volúmen será 4" ;: 4 r t r '"" G A-e) U A e) 
y tendremos que 

A~" l1.r e,+ tl:IE) ee + r tene A'{''€>"' .•. (A4.4) 

si escribimos Af como 
M. (~ er + -F !~ ee + ~Ir rene 'd-1/a'Q)•lbf ,rAe,rf!".9ó!lA4.5) 

ponemos c.§,. como ~ = 1:. s. u 
y entonces 

6.f ': ( Qt/a, 7 i/y ª~/'de ' ~/m11e -a.i:~lf) u~·1·1J) ... (A4.6) 

Así 1!"" l'~'i.s o:: V -t ~ \l. : ó~ 'd .. 1-00 li ... -> ,, s 
que es la derivada direccional, por lo que podemos concluir que1 

7t =- (~ 'l. 'l, _!__ 'L). ~ ... (A4;7) 
-> \ el' r & e f.re110 '3'4 

. . ' 
1 .-Para una discusión sobre la metodología consultar el simpatiquísimo libro 
Grad, Div Curl and all that (27). 
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APENDICE: A5 

LA FUNCION BESSEL 

La función de Bes sel de p1•imer tipo está dada por 1 

~ (-'1}. 
J,, l><):. .'"::. .. • (A5.1) 

~- s~ t"1•H 
donde la ecuación A5.1 también se cumple cuando n = O 

esto es: ~ s 1, ~·-~ 

L, l"J-:: b Ll-1) /tst l"·sl~)1 \ .. /2') ... CA5.2) 

aunque se observa fácilmente que el denominador conten~iia fac 
toriales con argumento negativo para 

S =o, ... , (n-1) 

Luego, comenzando la serie de la 
ción de s por S+n llegaremos a: 

1 ... •t .. ¡ · ). J-" ts) = J2 \ (-~) s•. lSt.,ll.j 

ec. (AS. 2) con .la sustit!!_ 

.••• (A5.3) 

1~- Ver, .Arfken G. Mathematical Methods for Physicists (21 ). 
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A P E N D I C E A 6 

LOS FONONE:S COMO EXI'l'ACION CRISTALINA 

Frecuentemente ocurre, que los extremos de la banda de valen 
cia y conducción se encuentran localizados en diferentes puntos 
en espacio k. Una transición óptica entre ellos usualmente re­
quiere, la asistencia de un fonón para suplir el momento adici6 
nal. Un proceso semejante, llamado transición indirecta, puede 
ocurrir de dos maneras: 
(1 ).- Un electrón en una banda de valencia absorbe un fotón y 

hace una transición a un estado intermedio en la banda de con­
duccción de esencialmente el mismo vector de onda, y entonces 
un fonón puede ser emitido o absorbido para producir el estado 
final. 
(2).- Alternativamente, el fotón puede excitar un electrón des­
de una banda de valencia hasta abajo del mínimo de la banda de 
conducción con el hueco siendo transferido al máximo de la ban 
da de valencia por absorción o emisión de fonones. El estado 
final en ambos acasos es el mismo~ 

Las transiciones indirectas pueden ser estudiadas con base 
en la teoría de perturbaciones de segundo orden dependientes 
del tiempo, si no es que existen contribuciones de primer orden, 
los elementos de matriz que entran en una transición usual se 
pueden reemplazar por 

~ H{"' ;:,.,, /(t..• -t...,) 
donde m se refiere a estados intermedios1 

... (A6.1) 

1 .- Para discusiones explícitas consultar (631. 
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