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INTRODUCCION' 

I,n oindtion química estudia la evoluci6n temporal dobidn a prooecoo 

quími coa que snoedlln en agroi;~dos o ensambles rlo mo l&oulaa. !-":ato ea 1 

estudia quo tnn rápido se produoon las roncoionos químicas y cooo las volocidndea 

do reacoi6n depondon del sistema roaccionante, 

Existen tros niveles de estudio dentro do la cindtica química 

(Van !Campen, 1981)1 

Bl nivel macroac6pico, que estudia las características !enomenol6gicaa de 

las reacciones y ae le conoce como cindtica mocrosc6pica. 

El nivel moaooc6pico 1 quo estudia las características aleatorias y discretas 

de las reaocionee 1 se le conoce como teoría oindtica estocástica. 

El nivel miorooc6pico 1 qua ectudin lae caracter!atioaa miorosc6picaa de lae 

re1tcoionos ¡ ea le conoce como oindtica tecSrion o mioroeccSpioa, 

Loe niveles mncroso6pico y microao6pioo se denominan cindtica determinista 

dentro.del marco de la teoría oindtica estocástica. 

~ate trabajo es una introducci6n al estudio de las reacciones 

químicas en el nivel mesosc6pioo, 

'Sn el nivel m~nosc6pico oe deberán entender aquellos sistemas en los cunles 

s6lo se estudia ln evolución temporal del nÚ!Uero de ~olóculas reacoionantes 

(poblaoi6n), en un volumen dado, sin tomar en cuenta ~an parte de la 

ini'ormaoi6n proveniente de las propiedades mioroso6picas de las lllOl~oulao 

involucradan (Guillespie, 19771 Van Kampen, 1981}. 

Una vez conocidan las poblaoionee, se estudian lao probabilidades de transici6n 

de una población dada a otra con un número mayor o menor de moléculas (según 

se trate de prod.uotoe o de :-eaotivos), por intervalo de ti ampo. 

As!, al conocer dichas probabilidades do transici6n por unidad de tiempo, se 

pueden onloulnr loa valores medien para las poblaciones y eue fluctuaciones 

en función del tiempo, además de otros parámetros estadísticos (Me Quarrie, 

1967). 

Las fluotunoiones se producen ~n loa sistemas f!siooe y químicos 

debido al n11mero muy alto de moléculas que oontienen, provocando que lae 
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interaooionea entro ollas (cuyo ef'eoto conjunto no mnnif'ieata mnoroeo6pioamonte), 

eean de carácter aleatorio, Las modicionoa maoroac6pioaa rel!i~tran el 

valor modio do lna interncoiones, con pequeñno dooviaciones de medioi6n a 

modici6n; dichas dosviaoioneo eon precisamente las fluotunoion9G, 

Lna fluctuaciones opn.recen como ruido, esto ea, ee mnnifieotan como procesos 

estocásticos (!fo 0,uarrie, 19671 Prigogino y !Ticolis, 1977). 

Este trabajo ha sido dividido en los sii;uiontos capítulos: 

~~ los oanítuloo I y II so preoentan lon concoptori básicos rl13 la cinética 

dotermininta y do ln teoría de loe prooeaoa eotocástiooa, 

~ el cnp!tulo III se prenonta ln teoría cindticn estocástica, mientrao que 

en el capitulo IV se presnntan algunoo problemas tratndoa con dicha teoría, 

Por último, eo añade uu apdndice donde se presentan las basos f'ísioaa de loa 

mdtodoa e:r:perimantaleo do modici6n de ruido, 
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CAPITULO I 

O'.IJIETICA DE'l'ERMINISTA 

a.- Cinética 'Maaroso6pioa 

La llamada cinética macroscópica dentro de la cinética qUÍmioa engloba 

loe resultados que han sido ob~enidos de manera emp!rioa. 

La. teoría olasi!ioa lae reaooiones en dos tipoa 1
1 

l.- Reaooionee homo~neas, que suceden en una sola tase 

2.- Reaooionee heterog&neae, que suceden en dos o' más !asas. 

Define la velocidad de reacci6n (loe términos raz6n de velocidad, velocidad y 

rapidez se utilizan col!)() sin6nimos 1 siendo el primero el más reoomendado 2
) 1 como: 

r • -~)~ 6 r • (~) 
{, 

donde R y P son las ooncentraoiones de un reactivo 1 de un producto 

respectivamente, mientras que el signo negativo asegura que la velocidad sea 

siempre una cantidad poaitiva1 el símbolo ~ denote va:riables que puedan ateote.r 

las ooncentraoionee por otros medios que no sean la oreaoidn o destrucción 

propias de la reaccidn bajo estudio. Así, por ejemplo, on sistemas cerrados 

dicha variable es el volumen V, oon lo oual, el oa.mbio en la oonoentraoidn toma 

la forma. 1
: 

dR (ºª) (ªR) dV nR dV dt • 3t + av dt • - r - v2 dt 
V 'f 

a presidn oonetante y en donde n R es el mSmero de moles de R. En sistemas 

abiertos, las velocidades de flujo y las corrientes de ditusi6n son las 

variables principales que producen cambios de oonoentraoi6n, por ejemplo, en el 

oaeo de que la reacoi6n euoeda dentro de un reaotor tubular, el cambio neto en la 
2 4 oantidad. nR de materia de R dentro del elemento de volumen dV es ' i 

dnR 
-¡n • rdV - udR 

donde u es la velocidad lineal de R, mientras que, e! en el eietema bajo estudio 

se presentan oorrientee de di!ueidn, la e%presidn para la velocidad de reaooidn 



toma. la tormo.: 

r • 
cl.R ,. 'd2R -rr-"­a:x:2 

donde :r es la direooi6n donde De oonsidera la difusión y K ea la oonatante 

do difusión, 
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Sin embargo, loa experimentos generalmente se realizan de tal forma que dichos 

etectoa sean deopreciablesJ por tanto, se tiene: 

dR (ªª) étt"" a-t;-r 
Se observa que la detinioi6n de velocidad do reaooión involuora la concentraoi6n 

da un reactivo o de un produoto en particular. S! la reaooi6n i11TOluora 

una eatequiometr!a detinida 1 dioha dependenoia so elimina. Por ejemplo, 

eoa la reaooión1 

aA + bB - oC + dD 

Se introduoe la oonoentraoión /1 • 'f v , donde e oe la llamada erlanai6n da 

reaooi6n¡ por lo que se tiene entonoos1 

(:)µ) 1 (3A) l(é}B) 1 (ºº) l(aD) r• ~ ·-aat ·-liat ·aar •Cirt 
Y V V y V 

con lo que la velocidad pierde el oaráctor ambiguo de la definición. 

La. velocidad do reacción r depende do las concentraciones do 

reactivos, productos Y/
0 

oatnlizadoreD 1 denominfuldooo a dicha dependencia la 

ley de Telooidad. 

Eota ley generalmente toma la torma 1
: 

r • k !'' B~ e f' 

donde A, By C son las oonoontrnoionea de reaotivoe 1 productos 1/
0 

oatalizadoreo¡ 

'', ¡l , r son Talorae 1 enteros o semienteros generalmente, qua so denominan 
ordenea de reacción respecto a las e!lpeoiea A, B, e reopeotivo.mente1 la auma 
<l+ /l + V ae denomina orden total el.e la reaooidn¡ k ea la oonotanta de velocidad, 

la oual depenaa de la temperatura, del tiempo, de la ooncentraoión do loe 

reactivos 1 'º oruirpoa Mgn6tiooa 1 eltSotricoa y do la preai6n. Loe cambios 
1115a notablea loo caumin la temperatura y la prosi611 8• 

El e!aoto do la temperatura sobre la oonatante de Telocidad eatá deeorito por 
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la ocunoión do Arrhonius 1
; 

ln k • ln A - Ea¡T(f 

dondo A ea ol llamado pn.r:i.mótro de frocuoncin, do Arrhenius o pro-exponencial 

y E
0 

ea la onor(l'!a do n.otivnoión. 

La proaión a!octa la cono~tmto debido prinoipnlmonte 5 a que la presión 

produoo cnmbioa do concontraoión de las auotanciao renccionantes o do loa 

produotoa. 

Una voz que ha aido determinada ln ley do velocidad, a partir de 

elln so obtiene información (o por lo meneo, en la mayoria de loa casos), 

oobre lo quo ao denomina r ~nniomo do renooión (algunos autores prefioron 

denominarlo quimiomo, dol alomán chemismua, poro no no ha gonornlizndo~). 

F.l moc.1.l'linmo es la oeouenoin de reacciones elementales que dan orieen n una 

reacción compleja 1¡ oiondo una ronoción olomontnl aquella quo aucodo en un nolo 

paoo 1 conocióndoae tres tipos: 

Unimoleoulnroo, qua involucran a una sola molécula¡ bimoleculnres, a doa¡ 

y trimolocularos 1 que involucran a tres, 

El n~rnoro do molóoulaa que intervione en una reaooión elemental se denomina 

molooulnridad. El número do vacos que sucede una raaooión elemental en el 

mooanismo de una reacción compleja se denomina número eatequiomótrioo de la 

reacoi6n elemental. 

etapa, 

La renoci6n elemental también recibe el nombre de 

El progreao o evolución de una reacción elemental se entiende a 

través de don conceptos 1 : 

La coordonadn de roacoión, que es una tunoión de laa coordenadas de las 

poaicionoa rolativao en el osp~oio de loe átomos que componen a las moléoulao 

partioipantoe en la roaooi6n, al ini oio y al final do la mioma (no siempre se 

dotine de mnnorn expl!oitn)¡ eota función da informaci6n sobre un poeiblo 

oamino'pnra la rencoi6n on base a onerg!as potenciales, 

El complejo aotivndo, el ounl eo localiza donde la coordenada do roaooión 
d[l. un máximo de energía potonoial. ":n oato punto co tiene una oonfi8Ul'noión 
de ropuloión mutua máxima para loo reaotivoo. La ditoronoia entre eote 

valor ;¡ ol valor p11ra la confifft!l"noión do loo roaotivoe ae aproxima al valor 

de la onerG!n do activación E0 de la eounoión de Arrheniua. 



7 

Se puedo tonor el oaao que mooaniomos diotintoo ajusten a la loy de 

velooidad do la reaooi6n oomplejn. 

Una manera de seleccionar entro los posibles meoaniomos oe realiza por medio 

del prinoipio de bal::uice do tallado 1'
2 

• El principio dice que pnra eiotomaa 

roaocicnantos en el equilibrio la velooidn{ de oadn roaoci6n elemental en el 

siotom1 dobo i~a~nr n ln velocidad de la ronooi6n inversa olemont.al. 

,;ote principio t.·ao doa oonoocuor. ~ir s cuali tnti vas inmedin tao: 

Pnra eistemao en el equilibrio no oo debon proponer mocu.1ismos que no 

incluyan la reacción inverna de cada etapa, 

Para el l:lismo tipo de sintomao no so deben proponer etapas cuyas reaooionoa 

inversao son improbnblea. 

Tai1bién por modio dol principio oe puedo establecer una ocMx:l.6n 

entre la oonatnnte de equilibrio y laa constantes do velocidad de una etapa. 

Por ejemplo, aea la otapa en el equilibrio: 

k1 
aA + bB • le oC + dD 

2 

Las leyes do velooidad serán de la forma: 

Ahora, por el principio de balance detallado, se tiene: 

r 1 • r 2 
a b e d 

k 1 A•q B eq • k 2 C eq D •q 
e d 

k, º•q n.q 

k
-" -a--b-

2 A •q B eq 

siendo el miombro de ln dorochn de la última icrualdad la constante de 

equilibrio de la etapa y 1 por tanto: 

k, 

ka 

Por lo ~enoral 1 el aiatoma do'ocuacionos diforonoialea que ao 

obtiono dol mocaniomo de una roacoi6n dada no puado oor roauolto do forma 

exaota 1 por lo quo ae roalizan apro.ximnoionoc con ol fin do obtonor la ley do 

volooidad do la roaooi6n, Lao npro.xilllll.oionos que máo so utiliz!Ul oon 3 1 
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Aproximaoidn de la etapa de la velooidad determinante, Aqu1 ee 

supone que el meoa.niamo oonsiste de una o más reacciones reversibles que 

permanecen coreanas al equilibrio, seguidas de Ull.l etnpn relativamente lenta 

{que eo la que determina lo velocidad total), seguida por una o más reaooioneo 

rápidas. 
Aproximaoi6n del ostndo ostaoionario. Aqu1 so supone la f'ormaoi6n de u.1a o 

más especies intirmediorias mUJ'. roactivao 1 por lo que no se presentan en el 

curso de ln reaooi6n en ooncentrooion~s altas o aproointleo, Por lo tanto, 

se considera que el cambio en la ooncentraoi6n del o de los intermediarios oon 

el tiempo ea oero. 

Por dltimo cabe mencionar que cuando las reaooionee se llevan a cabo 

en condiciones oot~tioas 1 el oistema alcanza con el trnnsourso del tiempo una 

situaoidn do equilibrio quo corresponde a un m!nimo en la energ!a de Oib~s del 

sistema, a proai6n y temperatura constantes, 

Sin embargo, para los sistemas con flujos no se alcanza una condioi6n do 

equilibrio sino una condioidn en la que los flujos de alimentaoi6n y de salida 

son iguales, o oondioidn do estado eetaoionario 2
• Estos sistemas dan lll8ar 

a f'endmenos peculiares cuando son inestables ~ pequeñas perturbaciones, 

formándose osoilaoionoe en la oonoentraoi6n de reactivos Y/
0 

productos o 

causando que el sistema oscile entre dietintoo estados estaoionarioe 2, 

La oin&tioa te6rioa estudia las renooionee elementales con la 

finalidad de oaloular sus constantes da velocidad, pues con ellas ea posible 
deducir la constante de velocidad de la reaooidn total 3

, 

Para lograr esto, la oin&tioa ta6rioa estudia como dos, o tal vez más, mol,culas 

se aproximnn 1 se rearreglan 1 se separan como especies diotintas a las que 
inioialments interaooionnron 3

• 

A oontinuaoi6n se mencionan loe cuatro principales modelos de entudio de la 

01.n&tioa ts6rioa 1 enfocados al estudio de· reacciones en tase gnsooea, 
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El primer modelo es la llamada teor!a do oolioiones de esferas r!gidae 1 

la cual hace las eiguientes eupoeicicnee1 

Las moláculae eon esferas rígidas, que al chocar entre sí, producen la 

roacci6n o! la energía tra.nslaoional rolativa a lo largo de la lí1~ea que uno los 

centros de lns·esferas oo superior a una oiertn energía umbral y la distribución 

do lloltzmann de lao velocidades moleoulo.res se mantiene durnnte toda la reacoi6n. 

Eote modelo no hace buenas prediooioneo do la conotante de velocidad 

debido principalmente al hecho ds considerar las moláoulas con geometría 

eof~rica 3 • 

El segundo modelo so denomina teoría de superfioies de energía 

potencial, en el oual se toman en oonsideraoi6n fuerzas intramoleculares e 

intermoleoulares. 

Este modelo supone que en el momento de la colisión so forma una entidad que es 

denominada eupormol&oula y oaloula su energía potencial en funci6n do las 

distnncias nucleares y otros parámetros que indionn las poei bles vi braoiones y 

rotaoiones de la supormol&oula. Sin embargo, el modelo no es usado para 

calcular las oonotantes de velcoidad 1 so uoa principalmente para determinar el 

llamado camino do reaooi6n 1 esto eo, la trayootor~a de mínima energía de la 

oupertioio do potencial que va de reactivos a productos. 

Tambión haco estimaoioneo sobre la denominada altura do barrera, que es la 

diferenoia de energía potencial entre el oatado de traneioi6n (el má%imo en la 

trayectoria de mínima energía), y los reactivos, la cual es caei idénticn a la 

energía de activación fenomenológica¡ tnmbi6n hace estimaciones sobre la 

eatruotura que posee la eupormol6oula en el estado de transioi~n 3 • 

El tercer modelo es la teoría de la dinámica molecular de reacción, la 

cual _estudia lo que sucede en los niveles moleoularas durante la roaooi6n. 

El modelo se trabaja de la siguiente forma1 

De los ostadoa iniciales posibles se elige un par y con ellos se resuelven 

las eouacionos de Novton, realizando oorreooiones cuánticas para especies 

reaooionantes ligeras, con lo oual oe obtienen las trayectorias de las espooieo 

en la superficie de energfa potencial. Así, ocn una serie do trayootoriae y 

utilizando la distribución de Jlolt:zmann, ee calculan lae froouenoiae de 
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colisionos 1 posteriormente la oonatanto do velocidad. 

Obsórveso que oote mótodo noria la varsi6n rigurooa del mótodo do 

oolisionoa a! loa estndoa iniciales fuoeen obtenidos al resolvor la oouaci6n do 

Sohr~dinger dependiente dol tiempo, 

Las oonat!llltes do velocidad obtenidas ooncuerdnn razonablemente con las obtenidas 

experimentalmente, atondo lna fuentes do error loa valores improoisos de las 

supertioiee de energía potenoial y el no oonaidernr el efooto tt1nol 3
• 

El ounrto modelo es la teoría del complejo activado o dol e$tado do 

transici6n 1 la oual elimina la necesidad do oilculoa de trayectorias y a6lo 

requiere que la superficie de enorgia potencial sea conocida en la regi6n de loe 

reactivos y en la reg16n del eotado do transici6n, 

~l modelo localiza una superficie limito entre las regiones de produotoa y de 

renotivoa, tal que toda aupermolócula que la oruza desde el lado de reactivos da 

lugar a produotoa, La supermolócula ea denominada ahora complejo activado sí 

corresponde a algiln punto de la superficie límite o cercano a la misma. 

Loa resultados obtenidos indican quo la teoría se cumplo muy bien y sus 

desviaciones se dobon principalmente en considerar la distribuoi6n-de Boltzmann 

para las poblaciones del complejo aotivndo 3
, 

En el capítulo T.V se hablarñ de laa reaooionea unimoleoularee, 

Eatas reaooioneo, do primer orden, presentan una paradoja, la energía de 

aotivao16n debe provenir de colisionas, sin ooba.r¡;o 1 ln velooidad de reaoo16n no 

depende de la frecuencia de colioionea. El modelo de Lindemo.nn - Hinshelwood 

haca predicciones cualitativas para el problema, oin embargo, cuantitativamente 

es malo. El modelo RRKJ.I salva asta dificultad y ha sido corraboradv por loa 

roaultados experimentales 2
'

3
, 

Estos ::.odelon suponen qua las mol6culao siguen la distribución da Boltzmann, en 

el capítulo IV se expondrá un modelo quo ootudia las daovinoionos a dicha 

distri't>ioi6n da equilibrio. Se ha encontrado con modelos no astocáaticos que 

talas desviaciones son daapreoiablee cuando E
0

" ~ lOkT¡ al caso contrario es 

dit!oil de sor estudiado con dichos modelos, por problemas matemáticos y 

conooptualae
11

• El modelo eotocñotioo permite obtener informnoidn cualitativa 

para tal situacidn 
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CAPITULO n 

VA!lIABLES ALF.,\TO!lIAl:l Y PROCESOS ESTOCASTICOS 

A continuaci6n se indican loa conceptoa básicos do la teor!a de 

los procesos estocáeti1X>s qua se utilizan en la teor!a cin6tioa estocástica. 

El primer concepto que es neoosario conocer es el de Tn.riablo 

aleatoria. Una vez definida la variable aleatoria, se procede a preaontar 

una definioi6n no formal de proceso estooástioo. Por último, se mencionan 

propiedades de un proceso ostooáetioo espacial, el proceso de l!a.rkov, el cual 

ea de suma importancia para ol desarrollo do la toor!a oin6tica estocástica. 

La caraater!etica esencial de una variable aleatoria ee que no se le 

oonooe un valor preciso, s6lo conocemos como obtener un conjunto de valores 

para ella, bajo oondioionea !ijaa, entables y fisicamonto bien definidas 7• 

Estas últimas oaraoteristioas denotan lo que se conoce como un axperimo~to. 
Por lo tanto, al realizar un experimento se obtiene un valor para la Val'iablo 

aleatoria que está definida en dicho oxporimento. Repitiendo ol eXperimento 

se obtiene una gran cantidad de valores, formando lo que so denomina un 

ensamble. Los val.'ores as! obtenidos (realizaciones), son suaaepti bles de un 

análisis eatad!stioo, eato es, podemos conocer las oaraater!stioas estadísticas 

del ensamble. 

Formalizando, una v!U'iable aleatoria X está eapeoifioada sí se conoce: 

l.- El conjunto de valores posibles que puede toma:r (espacio mueátral). 

2.- La. dietribuoi6n o densidad de probabilidad en dicho conjunto. 

Esta distribuoi6n P(x) 1 es una runoi6n no net!ativa :·_normaliza ble; 

Una forma alternativa de oaraoteriznr a una variable aleatoria es por 

medio de su runoi6n de distribuoi6n y de su runci6n carncteríotioa 7
1 esta 

altima definida por: 

dando la integral se extiende a todo el espacio muostral. 

Ahora, de la runci6n ca.rnoter!etioa se definen los momontoo por1 



mn •<X>• -n 1 d"O(k) 1 
i" dk" k•O 

oon lo oual la tuncidn característica 11e puode eearibir coi.>r 
CD 

-...., fu.\" 
a(k). l + ¡' ~ mn 

.. ~ n1 

De una manera análoga, la !unci6n ca.racter:!atica se puede eeoribir oomot 

a(k) .. exp [ ~ (~}° "•] 
donde "" son loe llamados oumulantes. 
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De las ~os series se obtiene que loe momentos y loe OUlllUlantes se relacionan por 

medio do tdrJDUle• oomor 

"1• m, 

"2• m2 - m: 
1(3• m3 -· 3m 1ir.2+ 2m~ 

9tc, 

lo oual indioa que los oumulantee oontienen la misma inf'ormao1dn respecto a la 

variable aleatoria que loe momentos. Esta forma de oaraoterizar a la variable 

aleatoria ee ventajosa en la medida de que sdlo los primeros cuatro momentos y 

oumulantas son da importancia t!sioa, ademds son mds t&oilee de obtener que la 

distribuoidn de probabilidad mismaf la intormaoidn que proporcionan dichos · 

momentos y cWDulantes es 7
t 

El primer ownulante, igual al primer momento, e8 el valor medio o valor 

promedio de la variable aleatoria (la caraoter!etioa más importante); el segundo 

OUIDUlante es la dieperoidn o varianoia, que indica que tan exacto es nuestro 

oonooimiento sobre la variable aleatoria (relacionado oon las tluotuaoiones); el 

tercer oumulante se relaciona oon el sesgo o ooe!ioiento de asimetría, que nos 

indica el grado de simetría de la distribuoidn y el ouarto oumulsnte 8e relaciona. 

oon la kurtosis o coeficiente de ei:oeso 1 que nos indios el grado de achatamiento 

de la distribuoidn. 

CUando se trabaja oon variables aleatorias n, que s6lo toman valores 

enterca, es más conveniente trabajar oon los momentos factoriales, definidos oomo: 

'Pm• <n(n - l)(n - 2) ... (n - m + l)> 
para m ::_ 1 y 1,0 

• 1 
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generados tambi&n por la tunoión genoradorn F(z) • <z~> y por la series 
m m 

F(l - :e) • ¿ ~ 1Pm 

m•o 
y do manera análoga se definen los oumulantee faotorialee em por1 

i.og F(l - :e) .. Í: (-~( Bm 
m 

Loe oumulanteo factoriales están definidos pues, por las deri..,.adae del logarit!llO 

de la !unoión generadora F(z) en 21 • 1 y están relaoionadoe oon los momentos 

factoriales de manera similar a OOlllO ea relacionan loe momentos oon loe 

oumulantaeJ loe momentos factoriales a su vez, están definidos por las derivadas 

de la fUnoión generadora en a • l. La. principal ventaja de loe oumulantee 

taotorialee es su aditividad para aiete1114a independientes. 

Hasta ahora sólo se ha mencionado oomo oaraoterizar una sola variable 

aleatoria, sin embargo, tambi&n se pueden caracterizar dos o más va:riables 

aleatorias oonjuntamente a:ctendiendo las !ot'1118e da caracterización ya menoionadae 

a una dimensión igual al ndmaro de variables involucradas. 

Por ejemplo, nótese que para la función generadora P(z), eu extensión a m 

variables, m dimensional por tanto, toma la formar 

1(zp z2 , '"' l!lm) • t ñ z~PP([npj) 
[np}•o p 

Esta tunoión generadora es importante porque con olla se encuentra la relaciónr 

aiendo1 
0 • _1_fa loLl) • <np> 

P .(l..\" a zp 7C 
\ •p: 1 

..!\. el volumen del sistema. considerado. 

Esta relación nos da la oonoentraoión de la eapeoie p, 

CUando se trabaja oon varias V<ll'iables aleatorias se observa en algunos 

oaeos que el conocer algunas de ellas nos permite obtener intormaoión sobre las 
restantes. Esta caraoter!stioa se conoce como oorrolaoi6n y puede e:cprosarse 
tn fol'll!a num&rioa por medio do las oorrolaoionee múltiples. 

cuando 9e trabaja con dos variables aleatoriao distintas, las oorrelaoioneo 8e 

agrupan en una· matriz, cuyoo elementos 8on de la torma1 

<<X.X.>> •<X.X.>-•X.•<X.• 
1 1 1 1 1 1 
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~ando loa elementos diagonalco aon las vnriancins y loe no diagonalea eon las 

oova.rianoiaoJ oe dice que las doo variables no estiin correlacionadas oí eue 

cova.riancias aon cero. 

Las covariancias ae pueden obtener do 1n funoi6n generadora, por ejemplo, para 

la funoi6n generadora F(z 1 , ••• , zm) las oova.riancias se obtienen de las segundas 

derivadas de su logaritmor 

o .... L(d
2

!2~-!..) • ;¡<.Snµ6nq>-<np>bpq' pq ..(\. o ZpoZq -' ._ 
'pº.'q~1 

Como ejemplos de variables aleatorias, oon sus funciones de 

diatribuci6n, ae tiener 

Sea la variable aleatoria n, definida en el rango n • o, 1, 2, ,,, y oon 

tunoi6n de distribuoidnr 

a" -a 
Pn • Ji1 e 

conocida como diatribuoidn de Poisson, 

oaraoter!stica est' dada por: 
Para esta dietribuoi6n, eu tunci6n 

( ik 
O(k) • eª e - 1) 

Ahora, el desal"rollo en serie de Taylor del logaritmo natural de 1n tunci6n 

oaraotor!soa nos conduce a encontrar loe oumulantes1 

ik k 2 k 3 
' k 4 

loz G(k) • a(e - 1) .. aik - ~! a - i ~ a + ""4T a + 

do donde: 

y: "1'" 1:11 =a, K2 • u 2 
• m2 - m:, siendo u 2 la varianoia¡ lo que conduce 

a: m2 •a 2 +a 

Para ~ncontrar los oumulantes faotorialoa se utiliza la tunoi6n generadorar 

F(l - x) •<(l - x)
0

> • I (1 - x)
0

p 0 •o-ax 
n 

y de manera an!loga, el desa.rrollo en serie de Taylor de eu logaritlll() n~tural 

nos conduce a los cumulantes taotorialesr 

lo~ F(l - x) • -ax y 
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Obe6rvoao quo, de manera general, los cumulantea f'aotorialee, a exoepoi6n del 

primero, son nulos s! 1 eolamonto s! la tunci6n generadora os do la f'or031 

p 

lo que corresponde a una dietribuoidn multi~oiasoniana. Col!!O so verá on el 

siguiente oap!tulo, tal diatribuoidn so realiza en el equilibrio termodinámico 

para un ensamble gran oandnioo 1 pero en eeneral no para un oneambl& oandnico. 

Por otra parto apq toma un valor finito para loa distribuoionee no poiaoonianas 1 

en dondo las tluotuaoionea son del orden do !l~ 1 lo que oa el caso ccmdn en 
sistemas alejados do puntos or!ticoa, Loa oumulantoe f'aotorialos constituyen 

pues un modio partioularmento odmodo para el estudio de desviaciones al equilibrio 

poieaoniano. 

Sea ahora la variable aleatoria X definida en -OJ < x < CtJ 1 oon f'unoidn de 

distribuoidn: 

1/ '/ 2 P(x) • (2.'Tr 12 e- z:X: 

la oual es conocida oomo diatribuoidn de Oauas o normal. 

caraoter!atioa os: 

1 loe 

00 

a(k) • J oikx P(x) 
-00 

oumulantes estarán dados por1 

y 

Para los momentos ae tiene: 

a¡ '/ 2 
2n+t 1 ¡ 2n+1e- 2 xd:x:•O <:X: >,. - X 

2 -00 

Su tunci6n 

2n 1 ¡00 
2n - '/ x2 

• 
<X > • - x e 2 dx • (2n - 1)(2n - 3) .. · 3· l • 

2 -oo 

a(2n-1)1! 

Esta distribloidn es do gran utilidad en las aplioaoioneo f'!sioas debido al 
siguiente toorema1 

La dietribuoidn do la euma do n variabloo aleatorias independientes con 

distribuciones distintas, o oon distribuoidn oomdn poro con segundo momento 



tinito 1 se apr)x:l.ma n una diotribuoi6n normal ounndo n ~ co , 

Bote teorema se conoce oomo teorema. del límite central, 

16 

Cuando a una ronlizaoi6n de una v.:i.rinble aleatoria, do ncuordo a una 

reela, so le asi!illa una dependencia del tiempo y con algunas do lna na! 

posibles roalizacicnes forlllllmcs un onaamblo 1 dicho ensamblo -se donomina.rá 

proooao eatooástico 11
, Loa procesos ostocásticoo se clasifican do acuerdo 

a las Otl.I'actor!sticns del tiempo t y la variable aleatoria X(t) o do suo 

roalizaoionoa, Asi so tione 1 oí X y t pueden tomar valorea continuos 1 ce 

tiene un proceso estocástico continuo, Sí X toma valoreo discretos y t 

continuos, se tiene un proceso estocástico discreto. Sí X toma valorea 

oontinuoa y t diooretoa se tiene una secuencia eotocástica continua y cuando 

ambas variables son discro rna 1 se tiene una aeouonoia alcatori<l discreta. 

Sn la teoría cin~tioa estooáatioa se utilizan prooosos ostooásticoa diocrotos y 

aunque los conoeptoo do proooaoa estocásticos se hnn descrito para el caso 

continuo, su tranaformaci6n al caao discreto ea inmediata. 

Por sus realizaciones se clasifican en proooaoo no determin!sticoa 1 aí loa 

valorea futuros da las roalizaoioneo no puoden aer predichos en forma e:racta de 

valorea pasados y procosos determin!sticos, sí sucede lo oontr~io, 

Un proceoo estooástico 1 a un tiempo detorminado, es un ensamble de variables 

aleatorias y onda una do ellas se caracteriza como ae mencionó anteriormente, 

Así, sí al tiempo t ª t 1 el proceso toma. el valor x1 • X(t 1 ) 1 la función de 

distribuoi6n toma la formas 

P,(x 11 t 1 ) 

esto ea 1 os una tunci6n tanto de x 1 como de t 1 , 

!lnrkov, 

Un tipo eopeci'al de proceao estocástico es el denominado pro0-0so do 

Bata so caracteriza. porque su última roaliznoi6n eat~ influenciada 

por la penúltima rea.~iznoi6n, poro no por las reotantos 8, 

Todo proceoo de ¡,:arkov está o~a.oterizado por la ecuación de Chapman -

!Co lmogorov: 
m 

P1 1 (x1 1 x 3 ) a/ P1 1 (x11 x2 ) P1 1 (x 21 x 3 ) dx. 
13 12 23 • 

-111 

donde: 
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que ao denomina probabilidad de tranaioi6n. 

Eata ecuaoi6n nos indica que un prooeoo que comienza en t 1 en el valor x 1 

llega a x 3 en el tiempo t 3 por intermedio do todoa los pooiblea valores x 2 al 

tiempo t 2 • Obol'iMeae que está es lo. única forma do construir un proceso 

r_uo parta de x 1 a t 1 y llc11-1e a x 3 en t 3 , pues la prC'piedad de l-!a.rkov hace que 

el proceso, una vez que sala de algún •ralor intermedio, 8e ha·m olvidado de dondti 

partió. 

Como ejemplos de prooeoos do l.fnrkov se tienen a las cadenas do Harkov, 

Una cadena do Ha:rkov os un proceso estocástico markoviano constituido por 

variables ale~torias Z con espacio ciueatral discreto v, 10 y supon1ramos que el 

tiempo también toma s6lo valoreo discretos. Las probabilidadod de 

tranoici6n se a{;l'upan en una matriz de la formar 

donde 1 

:fin)• (p .. In) ) 
'I 

P¡l"1 .. prob(Zm+n. j ¡ z m a i) .. probabilidad que al tiempo 

t ª m + n la variable aleatoria Z tome el valor j s! al tiempo 

t a m había tomado el valor i 

la cual se denomina matriz de transici6n de n pasos1 la cual cumplo con: 

y 

P .. ln) ::_O 
'I 

¿ P.~"I a 1 
i 'I 

Las matrices que cumplen lo anterior se denominan matrices ostocástiona. 

Jr6tona quo la matriz quo nos ocupa es independiente del tiempo. 

propiedad do i:!ll'kov y la independencia del tfompo oe tiene: 

prob¡(Z 2 • j¡ Z1 • k) • prob([Z 2 a j1 Z1 • k]¡ Z0 • 1) 
y 

Por la 



Ooneralizando pa.ra m + n pasos obtenemost 

{m .¡. ni 
P¡¡ 

E:rprea:uido esta dltima igualdad en forma matrioial se tiene: 

(m+n) (111) ( n) 
(J' •(J' (J' 
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ctuo ee la forma dillcNta do la ecuaoi6n de Chapman - Kolmogorov, 

formas 

De esta 

(o) 
(J' .. J • ( .\ij ) 

Para una cadena de lfo.rkov oon parámetro de tiempo continuo se tiene 1 oomo 

ejemplo, qua las probabilidades de trnn.sioión están dadas por: 

P .. (t). prob(Z + .. j¡ z • i) pa.ra t,T E [o,e11) 
11 7 I T 

Oba~rvese que en osto caso partioular las probabilidades de transición tru:ibién 

son independientes del tiempo. La matriz de tranaición es: 

(J'(t) .. (P;¡ (t)) pa.ra te [o, oo) 

donde: 

P;¡(t)_::O 2:P .. (t)•l 
j 'I 

:r debe cw::plir con la condición de continuidad: 

(J'(t) - ;¡ conforme t - O 

y con la eouaaión de Chapman - Kolmogorav: 

(J'(u + v) • :J'(u)x (J'(v) con u, v e [o, CD) 

S! el espacio muootral para la oadena es finito, la ecuación de Chapman -

Kolmogorov tiene una solución tínica.1 

donde Q os una matriz constante. 

'11 dada :f ( t) pullda hallarse a . 
tambi~n a la cadena, 

n::::O 

Entonces, dada Q puede hallarse (J' ( t) 

De esta forma, Q puede representar 
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Una forn:n. de relacionar ambas mntrioas os por medio de las eouaoionos da 

Kolmogorov: 

4ttl. Q 3' (t) 

o eouaoionoa hacia atrña, válidas do manara Joneral, y1 

4ttl. 3' (t) Q 

o oouaoionos ha.oia adolanto, no aiempro vdlidae, 

Como un ojomplo ooncroto do una oadena de Ha.rkov oon parár.o~ro do tiempo continuo 

ea tiono: 

Soa z, • i, ol tamaño de una pobla.oi6n al tiempo t, donde t E {o, oi) o 

i • 0 1 1 1 21 .. • ., Soa. el intervalo de tiempo ( t 1 t + .1 ) do corta dura.oi6n, 

'Sn él 1 z, se puedo inoromontur on uno con probabilidad 1l¡J+ o(J) 1 decrecer en uno 

con probabilidad 11¡.l+ o(.1) 1 no cambiar su pobl::ioi6n con probabilidad l - ( 'f¡ + 

+ "; ).l+ 0(..1), con cualquier otro orunbio sucediendo con probabilidad 0(..1), '81 

t6rmino 0(..1) es tal que: 

lim o(..1) • O 
.o.-o .l 

As! 1 la catriz do tl•ansici6n toma la forma: 

11 ¡A+ o(.1) 

3' (..1) • (p., (.1)) donde 
'I 

P .. (.1) " 
l - (11¡ + 11¡)"1+ o(.1) 

¡1¡'1+ o(.1) 'I 

o(.1) 

y ln. matriz 12 toma la forma: 

o 1 2 3 
o -110 . "a o o 
1 ,11, -(.u, + 11'') "1' o 
? o 'µ2 -( µz + 11'2) "2 12 
3 o .O : -:.( ¡13 + tr3) µ, . ' . . 

. . 

. . 

. . . . 

. . 

. 

. 

j • i + l 

j • i 

• i - l 

otros casos 

' 



Con eoto, las eouaoiones ha.oia adelnnte de Kolmogorov to= la torlll!l.: 

y 

donde1 

P¡'¡ • "f-1 pi(j-11 
para j • l, 2, ••• 

P.. a P .. ( t) ,, ,, y 
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Los prooeoos de este Upo ae denominan do nacimiento y muerte indcpondie!ltes del 

tiempo (oon inmigración)ª, puso en la matriz de transición, el primer término en 

la probabilidad de transición indi<l<'l ol nacimiento o arribo de un inmi.:;rante, el 

segundo que no hay cambioL un la población, ol tercero indica la muerte o 

aalida de un inmigrante ~ el último tórmino indica que nacioientoc o muertes de 

doo o mde pobladores al mismo tiempo suceden oon probabilidad muy poque~a. 

Estos procesos son de (¡l'llll utilidad po.ra ol desarrollo de la teoría cinética 

estoobtica. 

Po.ra procesos de !0'.arkov estacionarios, oato oa 1 que ouo probabilidadeo 

do tranaioión s6lo dependen do diferenoiaa de tiempo, la ecu.:i.oi6n de Chapean -

Kolmogorov ae puede transformar a una ecuación dif'ercnoial de monor complejidad: 

aPr(x:T' X3) • / tf(X3J ) p ( ) '-'( ) p ( ) d a Xz T X21 xi - " XzJ X3 T Y.3, x, Xz 

donde1 

T • lt¡ - t¡j Y ll(:x: 
1 
J x ¡) es la probabilidad de 

transioión por unidad de tiempo de X¡ a :x:¡ 

Esta ecuación se conoce como eouaoión maestra, La ecuación maestra es una 

ecuación de gana.noia - perdida para la distribución de probabilidad en un estado 

dado', donde ol primer tórmino indica las ga.nanoiac debidas a transioionco que 

provienen de un eatndo inicfol y ol soeundo 1 lao pordid11s debido a trnnoicionec 

a otroa eotadoa. 

Lao cantidades W(y; y•)Jt aon las probabilidades para una tranoioión durante el 

intervalo de tiempo Jt, siendo eapecíficae para cada oiotoma. Aoí, la 

eouaoi6n mnoatra puede determinar la ovoluoión dol eiaternn durante per!odoa ln.ri:;o~ 

conoofondo la evolución dol mismo en períodos cortos, 

Obsérvese quo lao eouaoioneo de Kolmogorov do lao cadenas do l'.arkov oon ecu?.cionos 
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maostrao. 

Un proceso de Knrkov tambitSn puede ser caraoterizado por medio de la 

llamada eounción estocdatica o cinética 71 
IXJ 

dPcitx) • ¿ fi-(- ;:t)' [x,(x) p 1 (x)] 
, . , dondo: 

( ) 
,. ,'l\,f:c) 

1:s X =- im !ll!:.L 
T-n T 

sil.ndo m, (x) • < (x( t + T ) - x( t )
1
) > 

y se le conoce como ooe:f'icionte de intonsida.d. 

La ecuación ointStica se obtiene de la ecuación do Chapman - Kolmogorov al 

analizar el comportamiento de esta 6ltima en intervalos de tiempo cortos. 

En'el caso do un proceso de J.larkov oon coet'ioienteo de intensidad: 

la ecuación ostocaetica so reduce a1 

dP;Üx). _ ~x[K,(x) p1 (x)] + +~:f2(x) P1 (x)J 

que os conocida como ecuación de Fokker - Planok, 

K1(x) oe denomina término de arrastre o do transporte, K2 (x) se denomina t~rmino 

do difusión o de fluotuaoión. 

Sí la oouación do Fokker - Planok so escribo oomo1 

dondes 

aJ(x, t) 
3x 

J(x, t) • K 1(x) P1 (:t) -+ ~x K2(x) P1(x) 

Entonces, la ecuación do Fokkor - Planck os una ecuación do oonsorvaci~n para la 

cantidad J(x, t), denominada :f'lujo do probabilidad, 

Cabo hacer notar quo la ecuación de Fokkor - Planck se puede visunlizar como un 

caso particular do la ecuación mnostra o! laa probabilidades de tranaición por 

unidad do tiempo toman la t'orma de operadoroo di:f'eronoialoo 1 • Por esto, 

.llé>UflOB autoreo utilizan la ocuaoión de Fo1'.kor - Planok como un¡¡ apro:dmaoión 

a la ecuación maestra. 



~I'l'ULO III 

TEORIA CIKETICA ES'l'OOAS'l'IOA 

Aunque la. oidtioa determinista ea de gran valor e importanoia, se 

enouentra que sus baeee fieioae no son del todo correotas 18
, La teor!a supone 

que la evoluci6n temporal de las poblaoionee moleculares ea continua. 1 

determinista. Sin embargo, la evoluoi6n temporal no es un proceso oontinuo 

porque loe niveles miorosodpioos de la poblacidn sdlo pueden cambiar en cantidados 

disoretaeJ ni ea un proceso determinista, porque es imposible predecir loe niveles 

Jnioroeo6piooa exactos de la poblaoi6n puesto que no ea posible oonocer las 

poaicicnes 1 velooidadee exactas de todas las mol&culaa. 
Para muohos caeos la cin,tioa determinista puede deeoribir, con una precieidn 

alta, la evoluoidn temporal de lae poblaciones¡ sin embargo, su inhabilidad para 

describir las tluctuaciones en loe niveles mioroec6pioos de la poblaci6n ea una 

seria desventaja, sobre todo al tratal' de describir sistemas biol6gico11 

microec6picoe 1 sistemas no lineales. Aún más, loe reeultadco obtenidos por 

la cinética determinista no describen el ccllfPOrtamionto promedio de loe niveles, 

a exoopoidn do loe sistemas lineales simples. 

Al eatudiar la cinética química en el nivel meeoso6pioo (teor!a cinética 

eetooáetioa), se logra una mejor 00111Prenai6n del ten6meno de reaoci6n química, 

En este cap!tulo ee describe el m&todo de la eauaoi6n maeatra para 

roacoicnes oon una aola eapeoio bajo estudio. Matem!ticamonte, las reaooiones 

ae trataritn 0<:>1110 proceses da naoimiento 1 muerte. 

Entonces, •e deeori ben las reacciona a elementales unimoleculares por IUl 

conjunto de estados X, tinito o infinito, donde cada miembro oorresponde a un 

n4mero eopeo!tico de mol~oulas de una eopeoie dada y por un conjunto de 
u 

probabilidades de traneici6n de loe estados X a loe estados X ± j , 

De esta to1'1118, para la reaooi6n1 

.l-ll 

X( t) u el ndmero de lllOl,oulaa de la eapeoie .l al tiempo t 1 las probabilidad.ea 

de traneioidn eetán dadae por1 ", 
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l.- La probabilidad de tranaio16n del eatado X al X - l en el intervalo 

do tiempo (t, t + Jt] está dado por kx t + o(üt), donde k ea una 

oonatante y o(~t) es tal que: 

lim o(~:) • O .,.,_º ~ 

2 .- La probabilidad de transioi6n del entado X al X - j ·siendo j > l es 

o(.lt) en el mismo intervalo de ··uompo, e ato ea, se considera al 

intervalo lo sui'ioientemonte pequeño que a6lo una mol~oula puode sutrir 

la tranatormaoi6n. 

).- La roaooi6n inversa tieno probabilidad cero, 

La ecuaoi6n maestra para aste proceso toma entonces la forma: 

donde: 

P,(t) • prob(X(t) • x) 

?.:l primer t&rci.ino en el lado derecho indica las posibles transiciones que 

terminan on el estado X, mientras que el segundo indica las transiciones que 

salen dol estado X. 
Por modio do la tunoi6n senoradora: 

ID 
-:-1 

P(s, t) • ¿ s'P,(t) 
•• o 

!el < l 

la ocuao16n maeotra ae transforma en la ecuaoi6n en derivadas parciales: 

oF ClF ~ m k(l - s) -as-

cuya aoluoidn es: 

F(s, t) • {l + (a - l)e-ktJ'º 

sujeta a la condici6n inicial: 

F(a 1 O) • s'o 

Bl valor modio eotá dado entonoeo porr 
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y la va.ri!Uloia por1 

f.oF) (ªF )2 
-kt{l -kt) + \aB - aB • :Z:gG - e 

•=1 •=1 
donde: 

x0 es el mlmero inioinl de mol6oulaa de A. 

Se observa que el valor medio ooincide con el resultado obtenido por la cin~tica 

maarose<Spioa o! la constante de la probabilidad de transici6n se hace coincidir 

oon la constante de velocidad maoroscópioa 13
• Por lo tanto, el representar 

la reacoi6n como un prooeso de nacimiento y muerte no s6lo nos reproduce el 

resultado obtenido por la oin6tioa maoroso6pioa, tambi6n nos proporciona 

informaoi6n adioional 1 lar fluctuaciones inherentes al sistema (varianoia). 

llajo este esquema tambi6n ae trata el oaeo revereible 13
1 

De igual forma X(t) denota el ndmero de mol«oulas do A al tiempo t y la eouaoi6n 

maestra tiene ahora la forma: 

dPút) .. k2(Xo - X+ l)P)(,-l(t} + k1(x + l)P'K+l(t} + 

- [k 1x + k 2(x 0 - x)]P,.(t) 

donde k 1 y k 2 son constantes y x 0 es el número total de mol6oulas. 

Oba~rvose que el primer t6rmino a la derecha corresponde a la reacci6n en el 

sentido da B a A y el segundo a la reaooi6n inversa, ambos indicando trnnoicionoo 

baoia el estado X, mientras que el tercero indioa las transiciones que salen de 

dicho astado para ambos sentidos da roaoci6n, 

De igual forma., por modio do la funoidn generadora: 

F(s, t) .. Z s"P,,.(t) 
)( 'ª' < 1 

la eouaoi6n maeotra eo transforma en la eouaoi6nz 

* • [k 1 + (k 2 - k 1 }s - k1 s
2J ~: + x0k 2(s - l)F 

r;,.r¡a soluoi6n oatd dada por: 

P(e, t} • [,\e-kt(o ~ l) + ,1 - s 1 



siendo: 

pa.re. la oondiai6n inioial1 

~l valor.modio tvma la •torme.1 

m,(x(t)) a (xº/k)(k,e-kt + k2) 

mientras que la varianoia está dada porr 

siendo: 
,,, ... lo-kt + l 
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Al igual que en el caso anterior, el valor medio coincide con el valor obtonido 

de la oin~tioa maorosoópioa si las oonstantes k 1 y k 2 son las constantes de 

velocidad maoroaoópicas de sentido izquierda-derecha y viceversa respectivamente, 

I.G, Darvey y P,J, Staf! 14 han generalizado el esquema anterior a un 

sistema donde se tienen n ospeoies 1 donde onda especie se convierte a, y es 

producida por las rostantos eopooieo 1 por medio do reaooionoa unimoleoularesr 

i .. j i 1 j•l1 2, ... ,n 

~l sistema lo tratan de la siguiente manera: 

l. 

Se generaliza la condioi6n inicial de tal forma que s6lo se tangan 

exactamente U moUculas de una sola eapeoie: 

X¡(O) • H i • m m • 11 21 ••• , n 
• O i ,. m 

donde: 

X (t) ea el ndmoro de mol~culaa do la eapo~ia i al tiempo t, 

Pa.ra este proceso, la eouaoi6n maestrn toma la forma: 

drtx .U ~ -" · - Tt • ¿_.J L._. k¡¡ (x¡ + l)P(x 11 ... , X¡.¡. 11 ,.,, x 1 - 11 ... , Xni t} + 
i=1 i=1 

i ,,,;¡ 
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donde: 

Por medio de la tunoión generadoras 

n 

o(s, t). O(s,, S21 ... , ª•' t) .¿ ... L ·P(X, t) n S¡ 

donde1 x, x. i=1 

n 
X¡ • 0 1 1 ~ • •• 1 N E X¡. N y 

x=1 

loa autores transtorman la eouaoi6n maestra a la ecuación en derivadas parciales: 

d0(S, t) 
at • 

k ( ) d0(S 1 t) 
ij B¡ - B¡ ""S. 

Q 1 

ij,i;é-j 
la cual rosuelvon con la condición inicial: 

o(s, o) • a~ 

Loo autores muestran que el valor oedio de cualquier componente en plll'ticular es 

consistente con el valor predicho por el modelo determinista, si las oonstantca 

de las probabilidades de transicidn se interpretan como las constantes de 

velocidad del modelo determinista, ?-!oQua.rrie 13 hace notar que tal hecho se 

hace ola.ro al tornar la eouaoidn maestra obtenida por Darvey y Staff y 

multiplio.:i.rla por Xm y después sumar sobre todas las x1 obteniendose así la 

eouacidn: 

i • 1 1 2 1 ••• , n 

que equivale a la ecuación determinista. 

Otr~ sintema que ae ha trata.do de esta l!UUlera es el de dos reacciones 

paralelaa Wlimolecularea irreversibles. A continuaoicSn se prosenta la 

generaliza.cidn a. n reaocionoa de dicho nistoma, deaarrollado ool!IO ejeroioio. 

Se tiene entonces el aiatoma1 

k 
A.....!... z, 
A~ Z2 

A~ z._, 
A ~ Zn 



Sea1 

X( t) el ndmero de mol6oulaa de A al tiempo t 

Y¡(t) el m1mero de mol~aulas de Z¡ al tiempo t 
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La probabilidad de encontrar x mol~aulas de A, y 1 mol~culaa de Z11 ••• , 1 •. 
1 

mol&aulaa de z •. 1 al tiempo t +At eatlt dada por: 

p)( • • • ( t + .l\ t) .. k .(:z: + 1 )MP )( ~ 1 y - 1 ( t) + k 2 (X + l ~ t X 
,y,, •Yn-t '1 ,Y2,•••·Yn-1 . 

xP><+1,r,.yz-1" • •,Yn-~t) + ••• + k.(x + l}lltPJ1+1,y1•Yz•""•Yn!1t) + 

+ (1 - k 1x - k2x - ••• - k0x)AtPx (t) + o(D.t) 
'>',, ' • •,y n - 1 

donde1 
lim ºHtl • 0 
ÁI -oO ,_ 

La eouaoi6n maestra toma la torma1 

dP (t) 
><.Y¡.•••,Yn-1 k( 1)1' (t) . C!t -- • 1 X + X+I y + • • • + 

[ 

~ 1-

1
i. Yz·' '"•Yn-t 

xp t - k. P t x+t y , , , v ( ) L t X,y , •••,y ( ) 
' 1' ''n-1 i=t 1 n-1 

So introduoe la !unci6n 3enoradora1 

la cual por medio do lae igualdadoe1 

'dP "'"' ••• 'r•sY1 ... aYn-1 dP~1V11 • • .,y._~t) at l.. ¿_ 1 n-1 dt 
X 'tn-1 

ª"' ' ' •-1 y ~ ( ) a't.•t-"'¡_D:' a,1 ... sn·lpl( t 
X 'i ••t 1Y11 •·•1Yn-i" 

n-1 
tranctorma la ecuaoi6n maostra en: 

~ · l[s 1k 1 + s2k 2 + ••• + a0• 1 k 0• 1 ) + k 0 - [~k¡]r ];; 

ouya aoluci6n es1 
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sujeta a la ooudioidn inioial1 

Los promedios y varianoine están dados por1 

• ( k;xº )(1 - exp[- n>;)tJ) [1 -~ 1 - exp[-[~k¡)t]1 
~k¡ 1 ¡k¡ 1 . 

1 

Nuestro resultado est& en concordanoin con el resultado obtenido por McQua.rrio 13 

para el oietoma de dos reacoiones paralelas. 

Para loe prooeeoe bimolecularee se consideran probabilidades de 

transioidn cuadráticamonte dependientes de x, siendo una vez inda X(t) el n11moro 

de moldoulas de la especie a estudiar al tiempo t 13
, 

De esta forma para la reaocidn: 

2A - B 

so tionen las siguientes suposiciones: 

1,- La probabilidad de truneioidn del estado x + 2 al estado x en el 

intervalo de tiempo [t 1 t +AtJ ea: 

1/i k(x + 2)(x + l)At + o(llt) 

siendo k una constante y o(At) /D.t - O cuando tit - O 

2,- La probabilidad de transioidn do cotados x + j, j > 21 al estado x ea 
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o(<lt) en el mismo intervnlo de tiempo y la roaooicSn in~erea auoode con 

probabilidad ooro, 

De esta mane~a la eouaoi6n maestra toma la forma1 

donde: 

Px(t) "pro~(X(t) .. O¡ 21 .i, ",', x 0 ) 

de mol6oulaa do-A. 

oiendo x 0 el nilmoro inicial 

El factor 1/2 aparece porque se estitn oonaiderando doa mol&oulas do A. 

ta eouaoicSn en derivadas pnroialoa para la funoicSn generadora toma la forma: 

cuya soluoicSn se obtiene por el mdtodo do separaoicSn do 'fariablea: 
00 

F(a, t) "I~_>nc~v'(o)T"(t) 
siendo: n=o 

C~~(s) los polinomios do Oogonbauer, 

Al analizar el ooofioiente de variación CV(t), dado por1 ,, 
CV( t) "[-lXill._l 2 

m~X( t) 

y quo os una medida do las fluotuacionea relativas del sistema, so obtiene que el 

coeficiente dooroco cuando x 0 aumenta. Bate reoultado ora de esperarse, pues 

para sistemao grandeo 1 las fluotua.cionaa son pequoñao, 

Otro resultado intorooante so obtiene al comparar la fraooi6n de mol~oulao que 

ha.n roacoionndo como os obtenida por el m6todo ostoodotico y por ol determinista, 

Loo valor~o obtenidos por ambos m6todoa se apro:d.mun mucho al aumentar x01 pero 

para valores poquoílos de x 01 so aproximan acSlo al inicio do la roncoicSn. 

~sto quioro decir que el modelo dotorminiata 1 obtenido a partir de la ley do 

acción do caaaa 1 oo o6lo aproximndo 13
, 

Para el oiatoma roaooionanto1 

A+B - C 
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X( t) os ol número do mol6culas de A al tiempo t y Y( t) • Z 0 + X( t) ea el ndmero 

de mol~culas do B, siendo Z0 • Y{O) - X(O) para Y(O) > X(O). 
La oouaoión maestra para osto sistema ea: 

y la ecuaoi6n para la función 5eneradora es: 

~ilii_il .. ks(l - a) 'C 2F~ + k(Z + l)(l - s) 3F~a, .tj 
'Clt Cls2 o 'as 

ouya soluoi6n está dada por: 
co 

F(s 1 t) " '¿ AnSn(s)Tn(t) 

donde: 
n=::: O 

sn ( 6) son loa polinomios de Jaoobi. 

Pnra este sistemn se obtuvo que el coeficiente de variación y el valor promedio 

oe comportan de ma ora similar al anterior 13
, Además so obtuvo que al hacor 

z0 muy ¡¡rn.nde el sistema so comporta como unimolooular 1 esto ea, se obtuvo un 

pseudo proceso de primor orden, tal como era do esperarse, 

Para sistemas más complicados, prooesos bimolecularea reversibles y 

prooesoo termoleoularos, las oouaoioneo maestrao que so obtienen son muy complejas 

y uo requieren mótodos aproximados para su aoluoión 13
, 

Prigol)ine y JTicolia 15 han generalizado todo el trata.miento antorior de 

manera oistemátioa para reacciones de cualquier orden, de la manera siguientes 

Las variables nleatorias[X¡]i ~ 1 1 ,,,, n oorreoponden al nt1mero de 

partículas do las n oapeoies que intervienen en la secuencia de reaooiones a 

estudial'. As!, un paao particular de la socuonoia produce un incremento on 

alaunaa componontoa del conjunto do variables aloatorias que caracteriza a dicha 

secuenoin y doorementa aleunas de lao restll1ltos componontes. 

Las probabilidades de transición del prooeao ll(k; 1) dependen do un conjunto de 

números enteros r , que deaoribon ol cambio de x, debido a la reacción P• 
'f' 

Con esto, la ecuación maestra toma la forma: 

dP(fr,J 1 t) 

dt 
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- L ir([x 1 + r
1 

11 [X 1J)P([x 1] 1 t) 
p p 

Las probabilidados da trnnaici6n estd.n 1 por tnnto, relaoionndaa con la frecuencia 

do colisiones roactivao entre las ospeoies. 

El entero r eat~ relacionado con el coofioiento eotequiom6trico de la especia 
t¡> 

1 on la reacci6n ¡1: 

~
l.l' 

I'. X 
1 i 

i 
-L:-ª - l'.X. • 1 1 

1 

Aai, s! los coefioiontes estsquiomótricoa del lndo izquierdo de todos los 

reactivos son 0 1 -1 6 +l, las probabilidades do trli!ls1ci6n toman la forma: 

r,
1
, • -1, o, +l 

siendo kp una constnnte¡ el producto se toma pn.ra todas las eapecies que 

participan on el mecanismo de colis16n quo ae considera. 

cuando los coeficientes estequiom6tricos no coinciden ocn -1 1 01 +1 1 entonces so 

tiene que expresn.r el ndmero de formas en que dicho ndmero de mol6culas puede ser 

oeloocionado de 

probabilidad de 

lao x, - r,P preaontes, conduciendo vor tanto a que la 

transici6n tome la forma: 

siendo: 

{x1 - r 1 , ) • •• (x~ - r1P - ;;1P + 1) 
[x.']J x 1 - r 1 [x¡' J) "k11 --'-

1
-----·---'-----

J 'P ''ip 1 

V:r ol coeficiente ostequiom~trico en ouesti6n. 

~ato ya nos da una manera sistem~tica de calcular laa probabilidades de 

transici6n para cualquier tipo de reacoi6n y so ha mootrado 15 quo ellas son 

dnicas y conducen a una dist1•ibuoi6n poioaoniana en el equilibrio, en 

concordancia con la moc5nica eatad!stioa, 

~l método do ooluoi6n para la ocuao16n naestra qua con mayor !'rocuencia oe 

utiliza, como honoa visto en los antorioreo ejomploa, os ol llamado do la funci6n 

.:;enero.dora, Esto· método conointe en transformar la ecuaci6n maestra a una 

oouaci6n on derivadas pnroialos para la funci6n generadora; esta últim:i. ecuaci6n 

to1:1.1 la forma: 

é}F([a¡J, t) ~k ( íl if' ,,~, ()"1+· .. 1-11.p 
__ '::l_t __ a L. a ª·' - n ª·') -.---- + 

o r.r i ' . ' .., 't '.l. vm r era, • , • o om 

-<t .., ;;, +···+;;;,, n a.''¡ ) -º ---~ 
j 1 aar' ... ºª~'" 



para ln !unoi6n cronorndorn definida oomor 
CXl 

F([a.J, t) • L n sxi P([x.]' t) 
' [X¡J= o ¡ ' ' 
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De la soluoi6n de dicha ecuaci6n se puede calcular la diatribuoi6n de probo.bilidnd 

o directamente los momentoa, 

Prigogine y l1icolia 15 annlizan con este formnliamo el comportamiento 

de aistomaa renooionantea abiertos unimoleoulares y bimoleoulnres. 

As!, sen el sistema renooionanto1 

k 12 k23 

A~X~E 
k~ k32 

y sup6ngnoe quo el sistema X está en oontaoto oon dos dop6sitos de materia que 

contienen A y E , los cuales tienen el propósito de haoer que se mantenga 

constante la conoentraci6n de diohna especies. 

La eouaoi6n maestra dol eistema toma la formar 

~fA, XdtE,· t) • k
12

(A + l)P(A + 1, X - 1, ::, t) - k
12

AP(A 1 X, E1 t) + 

+ k 21 (X + l)P(A - 1 1 X+ 1 1 ::, t) - k 21 XP(A 1 X1 E1 t) + k 23 (X + l)P(A 1 X+ 1, 

E - 1, t) - k 23 XP(A 1 X, E1 t) + k 32 (E + l)P(A, X - 1'1 E+ 1, t) - k
32

EP(A 1 .X 1 

!, t) 

y usando la funoi6n 50neradora: 
()) 

F(sA, ªx' ªe' t) a La: a~ s~ P(A 1 X, E, t) 

se transforma en la ocuaoi6n: 

'dF ( ) íH' ( ) 'OF ( ) ~F (lF ~ 2 ku ªx - sA ;:;g- + k2, 8A - sx ;a-"+ kn ªe - ªx ~ + ku(ªx - ªE);:;-­
"' · o A "' X 08x ºªE 

Sin embargo, esta última eouaoi6n no refleja ol caráctor de sistema abierto, 

Por lo tanto, so introduce la diatribuoi6n do probabilidad mar¡p.nal: 

1: 

oon lo que 

CXl 

P(X, t) .. L P(A, x, E, t) 
A.E =o 

CXl 

f(s 1 t) • 2:_ lP(A, X, E, t) 
X,A,f=O 

la oounoi6n maoatra ao trn.nsforma en la eouaoi6nr 
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Ahora, los dop6sitos [A] y [:;)j onmbian más lentamente quo el sistoma [X] y, por 

tanto, las oantidadea: 

'[~ Al' y 2= :J' 
A,E A,E 

no dependen del estado [X}, Con esto se tiene: 

'[_AP "' <A> 2:_ P .. <i\.>P(X, t) 
A, E A, E 

y de osta forma, la eouao16n anterior toma ahora la forma1 

donde: 
~~" (1 - s) l(k 23 + k 21 ) ~! - (k 12 A + k 32E)t] 

La soluoión en el estado estaoionario de esta ec1U1ción toma la forma: 

f ( S} m exp ( s - 1) k k [
k12 A + k32 E] 

21 + 23 

('df) kuA + k32E 
ml([x]) a ~ a k + k 

" ·~ 1 21 23 

'JI 

en el quo este último valor coinoide con ol valor obtenido por el modelo 

cleterminista on el l!mite t - oo y, 

"2([x}) ~ (;::),~1 + (~nl=1 -(~~)~=1" m,([x]) 

Los autorer. utilizan estos resultados para su trabajo sobre los sistemas de DO -

er¡uilibrio, 

Soa ahora el aiatema bimoleoular: 

A+!'. -24 X+ H 

2X ~ !:: + D 

donde ol aiatoma [:q os, una voz más, abierto a loo rlepóaitoa A, M, B, D. 

La ocuación oaeotra de esto oistoma so escribe ahora ya en t6rminos do la 



distribución de probabilidad ma.rginal1 
co 

y toma la torma: 

P(X1 t) • ~P(A, M, X1 E, D1 t) 
A,M,E,o=o 

dP(~! t) • k
1
Al!P(X - 1, t) - k1AMP(X, t) + kz/2 (X +·i}(X + 2) 

P(X + 2, t) - kª/2 (X - l)XP(X, t) 

y se transforma en: 

~ ~ k 1AM(a - l)f + kz/1 (1 - s 2
) ~:~ 
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al uso.r la funoi6n generadora t(s, t) oon supoaioiones análogas al caso anterior, 

La solución do esta última ecuación en el estado eataoiono.rio involuora funcionoo 

de Beeael de a.rgu.mento imaginario, 

forma: 

El valor promedio y la v:i.riancia toman la 

y: 
m1 ([XJ) • X0 (1 + J; +o(~)) 
u2 (CXJ) • 3¡4 m1(CXJ) + o{l) 

donde X0 es la noluoión obtenida por el método determinista, El valor modio 

obtenido nos dioe que el resultado de la teoría ma.oroscópica ea válido sólo 

hasta tórminos de orden uno. 

Ilaken10 ha estudia.do sistemae de reaooión que son eepacialmente no 

homog&neoa, Para ello, divide el volumen total del aiotema en pequeñae oeldae 

de volumen v.. Distingue cada celda con un índice l e indica el ndmero de 

moléoulas en dicha celda por u 1. 

diotr.i buoi6n oonjunta1 

Ae.! 1 investiga loa cambios temporales para la 

P( ... , N11 N1.J ... , t) 

De eata forma, los cambios debidos a la difusi6n de laa mol~oulas entre una celda 

dada y sus celdas vecinas son tratados como procoaoa de nacimiento y muerte y 1 

la ecuaci6n maestra para la difusión as de la forma general1 

P( ... , lf¡1 ... )ldif • ~ D' (NI+•+ l)P( ••• , 1, 
l,a 

- N1P(, •• 1 lT I 1 111+0 1 • ,. ) 

- 11 N + 11 ••• ) + 
l+a l 



y la eouaoión maestra del fenómeno total toma la forma1 

dondo1 

i> .. PI +PI 
dif rtoc 

Pl,.
0

, indica loa lados dereohoa do lao eouaoionea maestras 

tratadas anteriormente. 
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Por último, Oillespie 19
, presenta lns bases físioa3 del modolo qua so 

ha eatudindo y como doriv3l' la ocuaoión maestra a partir do ollas, en 

oonoordanoio. con ol trabajo do Pl'igocrine y ?lioolia, 

!Jna reacción química ocurro cuando dos o más moléculas del tipo 

apropiado chocan do un modo apropiado, Lll tooria oinótioa eatooástioa se 

basa en que las oolioionas on un sistema de moléculao en oquilibrio térmico 

ocurren de r.m.nora aleatoria, 

Así, las bases físicao de la teoría oinétioa estocástica oe formulan do la manera 

siguiente: 

3e oonoidera un sictoma compuesto de una mezcla de dos espooieo molecularoo 

S1 y S2 on fase gaseosa y en equilibrio térmico en un oierto volumen V. 

Se ouvona quo las espacies S1 y S2 son esferas rígidas de radioa r
1 

y r
2 

por 

simplioidad, F.ntonoes, una colioi6n ontro un pnr do las oapeoieo 1-2 ocurrirá 

ouando la distnnoia entro los centros de ambas mol6culao sea menor a r
12 

• r 1 + 

r 2 , Ahora, se noceoita calcular la probabilidad do ocurrencia de diohns 

ccliaiones on ol volunon V. Sí v 12 as la velocidad relativa da la moltSoula l 

a la moi6cula 2, entonces en el siguiente intervalo poquaño do tiempo ót 1 la 

molécula. 1 barrera relativo a ln mogcula 2 un volumen de colis16n 8Vcol , dado 

por: 

tal que aí el centro do la mol6oula 2 cae dentro do óVcal en el tiel!l'PO t, una 

colisión entre 1-2 ocurrirá en el intervalo (t, t + ót), 

Ahora, debido a que el sistema so enouontra en equilibrio t6rmioo 1 laa mol6oulna 

eotn.rdn distribuidas nlcatorinmonto y uniformomonto a trav6s de todo ol volumen v. 
Por tanto, la probabilidad de que ol centro de unn oiortn mol6cula 2 oo onouontro 

dentro do .w, 01 • al tiampo t oat.1 dada por •IVcol/v 

Sí al tiempo t en 'T ce onouontrnn :e 1 mol6culas de la espooie S 1 y x 2 mol6culna do 
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la aopooie 5 21 un total de x 1x 2 .pa.reo molecule.reo 1-2 dietint~s se tendr!n 1 

entonooa la probabilidad de oolieión en el intervalo inf'initesitnal (t, t + dt) 

estit dada. por1 

siendo: 
v12 la velocidad promedio relativa de la. mol&oula l a la 2. 

Oboérvooo que oata probabilidad es do la forma: 

donde la constante o1 dependo sólo de las propiedades de las dos mol~oulas y de 

la temperatura del sistema. 

Aoi, al eoneraliza.r para quo el volumen V oontonr,a una mezcla de X¡ mol~oulae de 

la eopocie S¡ (i • 1 1 2, ... , 11) y quo las ?I eopeoieo pueden reaccionar por l-í 

ca.naleo eopeoíf'iooa R
11 

( ¡1 • l, 2, • ,, , J.1) 1 concluimos que existen I·! oonstantea 

oµ ( p• 1 1 2 1 ... , i.!) 1 que dependen de las propiedades físicas do llls moláoulae 

y de la temperatura. del oistama, tales que: 

o1,dt .. probabilidad promedio de que una cornbinaoicSn particular do 

R.u moltfoulas reactivas reaooionardn en el intervalo 

inf'initoeimal siguiente dt, 

entendióndoao por promedio que sí J:JUltiplioamoe c1,dt por el mSmero total de lne 

distintas oombinacionoo de las H11 moldoulaa reactivas on V al tiempo t, se 

obtendrá la probabilidad de que una reaooicSn ~,,ocurrirá dentro de V on el 

intel:'Valo (t, t + dt). 

Rota eo la hipóteois fundamental de la teor!a oin6tioa estooáetioa. 

o,11 oc interpreta como una probabilidad de roa.ación por unidad do tiempo 

en luear do la constante de rancoión de la teoría determinista. Desdo un 

punto do vista nun~rico eunbaa constantos difioron por dos factores constantes a 

lo cáe, siendo uno do ellos al~a potencia del volumen V, 

~s!, el formalismo do la ecuación maootra puede aor derivado de la 

hipótooio fundamental de la siguiente manara: 

La ecuación maeatra es la deoc:ripción matemática. de la evolución temporal do 
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la tunoión: 

quo oonotituye la probnbilidad de que en V al tiempo t se encuentren x, moltSculas 

da la eopooie S 11 ... 1 x N mo lt1oulas do 1::1 vspeoie SN. 

E~ der:.va de la hipótcoio fundamental al e::ioribir: 
; 

P(x 1 , ,,,, ~N; t.+ dt) 

como li!. suma de lna probabilidades de las 1 + J.! diferentes formas en lao que el 

siotema puede lle5ar al estado (x 1, ••• , zN) en el tiempo t + dt: 

donde: 

P(x 11 ... , xN¡ t + dt) .. P(x,, 

M 

+ 2:, B.udt 
)J. 

•••• 

!\pdt • o1,dt el número de las diotintaa oombinaoionas 

moleculares R en el aotado (x,, .. , , ~) 

constituyendo entonoeo 1 la probabilidad de que una reacción Rµ ocurra en V en 

(t 1 t + dt) 1 dado quo el siotema eaM en el oatudo (x 11 ... 1 xN) en el tiempo t. 
Por lo tnnto, el primer t~rmino es la probabilidad de quo ol sistema esta.rá en el 

estado {x 11 ••• , xN) al tiompo t y pormaneoerá ah! en el tiempo (t, t + dt). 

La cantidad u1,dt indicn la probabilidad de que el sister.ia sufra una reacción R1, 

en (t, t + dt), por lo quo dicho término os el producto da P en ol estado con la 

H11 removida nl tiempo t pal:' 011 por ol núnero de combinacionos i:ioloculares 

reactivas de R11 disponibles en el cotado cin :i1,, 

De csh forma so obtiono la ocuación maestra como ha sido manejada antes: 

~ P(x,, '"' :x:N¡ t} "t [ Ilfl- a)'P(x 11 ... , XNI t)] 
El formalismo do la ecuación maeotrn eo limitndo 1

, 1 pues al tratar al 

sintona entero pol:' medio de variables "coloctivas" hace q,ua las f'luotuacionos 

calculadas no contonean informaci6n sobre ou tamaño, ran30 Qe extenaión y 

longitud de ool:'rolaci6n, So monoiona.
15 

qua oote pro~lomn oo remedia do manorn 

naturul al realizar conoideraoionos cOI:\O las hochaa por H&.kon y oo sobro os·to 

camino en el que so trabaja aotunlmento en la teoría cinética ootocáatica. 
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QAPITULO IV 

APLICACIONES 

En este capítulo se muestrnn los resultados obtenidos por la teoría 

cinética estoc~stioa al tratar los problemas de la oinétioa do oopolimerización 

y do la desoomposioión unimolecular, El capítulo finaliza oon la presentación 

de un algoritmo para simular do manera num~rica problemas oin6ticcs, 

La cinética do copolimerización puede ser descrita por medio do cadenas 

do r.:i1rkov, las que por su f'orm<J. matricial, bacon do oste método particularmente 

útil para su pro~amación on oomputadoras 17
• 

El método permito obtener la distribución del ¡;rado do polimerización, la 

distribución do composición y las relaciones de compoeioión-ooncontración para 

una copolimerizaoión do n monómeros. 

Sl mótodo siguiente, formulado por Frensdortt y Pariser 17
1 consiste ent 

Se supone que la última unidad monomórioa en la cadena en crecimiento 

ateota la velocidad do adición de la sisuionte unidad monomérica (es por esto que 

el proceeo se oonsidorn como mn.rkoviano)¡ entonoeo 1 so dice qua la cadena se 

oncuontra en el estado i s! su última unidad es un monómero i y sufre una 

transición al estado j s! adiciona un mónómero j. 

Las probabilidades de trnnaioión est!in dadas pori 

donde1 

_, 
P1¡ • k1¡ (M;J(kir + z;:: k 1¡ [M¡]) 

k 1¡ es la constante de velocidad de la adición de un monómero 

j a una endona en crecimiento que termina en un mon6mero i. 

k 11 es la constante de velocidad para la ronooión de terminación 

do una cadena que termina en un monómoro i. 

[¡.¡ ¡] es la concentración del j-6simo monómero, 

Para encontrar la distribuci&n del grado de polimerizaci~n, las probnbilidndes 

de transición se agrupan en una matriz1 



Q • 

o 
o 
o 

o 
1 

T, 

I 1 I 2 

o o 

39 

donde se inoluyon loo ootndos pn.:rn los procesos ¿~ inioiaoi6n I y de terminación 

T¡ por lo que I 1 es la probabilidad do quo el ini::i:;.dor reacciono con un 

monómoro i y T1 ea la probabilidad de terminaoi6n :e reacción curuido lR cadena 

teroina en un monóoero i. En este tratamiont~ ::.Z terminación es un proceso 

quo involucra a una sola cado na, como doeproporct:.:: o transf'eronoia do endona, 

Ahora, el elemento P~"/ do Q" representa ln prok':c~lidad do ir del notado I al T 

en exactamente n pasos, adei:ián, obsórvooe q_ue incl~re todas las aocuonoiao de 

n - 1 o conos unidade:J mono1:1~rioas. Así, la d.i:-:ribuoión dol erado do 

polimerización está dada por: 

- pt•l 
1 T 

esto es, la fracoi6n molar de n-meros en el oopol!I:.~ro. 

Ahora, q" se puedo oxprosnr como: 

donde o 1 son los m + 2 valores propios de Q y A " 1;;.;><q
1
1 siendo 1q1> y <q

1
1 

los vec~'Jroa propios derecho e izq_uierdo respeotivaMnte do Qr 

Q¡q¡>" ll'¡IQ¡> 

<Q¡l Q • a 1<q
1
1 

<q,1q¡>• l 

Obs6rvoso qua loo valores propios O y 1 puodon sor :~~torizadoo dol detorminanto 

sooular. Sin embargo, eotos valoras no oontribl!.J"~~ a la soluoi6n y al 

problema so ha raduoido a encontrar los valoras pro~:os do la submatriz: 

P11 Pu Pu 

P • Pzt Pu Pu 

P31 Pu P33 



Aa! 1 el elemento A\1; de A¡ eatd dado por: 

donde: 
A\1; • -[l/e1,(l - ª1)fi1p,><P¡I t> 

<il oa un vootor renglón oon elementos I 11 I 21 ••• , Im 

lt> eo un vector columna oon elementos T 11 T21 ... ¡ T m 

a1eon loa m valorea propios de la aubmatriz P 
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y IP¡> 1 <P
1
r eon loe veotoree propios derecho e izquierdo de P. 

Ahora, ee debe cumplir: 

oon lo quo1 

donde: 

T¡ • l - L P¡ 1 
1 

<p,1 t> • (l - ªt)<p, 11> 

1 l> ea un vector columna unitario de orden m. 

Con todo ooto 1 la distribución del S'l'ado de polimerización toma la forma: 

F(n) • ¡: (1 - a 1) a~"h1p1 ><P1 1 l> 

con la sw:ia extendiéndooe a las m ra!cea de P, 

P.6teee que ln distribución ea una combinación de m dietribuoioneo binomiales. 

Para obtener lao relaciones de oomposioión del oopolímoro, se oolooc.n 

todas las moléculas en una sola cadena de 1:arkov oon una matriz de transioi6n: 

n. 

y se ooneidern ahora la probabilidad do encontrur un determinado tipo do mon6moro 
al hnoer la cadena infinitamente larga, 

Al utilizar el desarrollo do R
0 

1 ouando n tiendo al infinito todos loo términos 

del desarrollo oo hnoon cero a exoepci6n del tórmino para a• 1, Adomds, oo 

obtiene: 
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par,1 todo i 

siendo r¡ el elemento correspondiente del voctor propio izquierdo <r1 para el 

valor propio a• l. Esto significa quo la probabilidad de enoontrnr el 

estado j es indepondionte del estado inioi~l. 

r,~n eo~o, las relaoiorus do composioi6n toman la forma: 

X¡ r·¡ 

Xj ª rj 

donde loo r¡ provienen de la ooluci6n n: 

<rl (R - J) • O J es la matriz identidad 

As! 1 lile soluoiones toman ln forma: 

I, Pz1 P31 ... 
Iz (Pzz - 1) P32 

I3 Pu (P33 - 1) 

x, 
:e. 

2 
{Pu - 1) I, P31 

Pu I2 P3z 

P13 I3 (P33 - 1) 

Para la diotribuci6n de oompoeioi6n ea deaoribo cuantas mol4oulao del 

copol!moro con un erado do polimeriznoi6n n contienen un oiorto ndmero do 

unidadoc do ~l~no de loe m mon6meros en particular, 

.\aí 1 o~ cunstruyf.: como ojomplo la funoi6n generadora para la distribuci6n del 

mon6noro 1, Pua eoto 1 la matriz Q es multiplicada por la variable muda a en 

la columna con subíndice 1, obteniéndose así la matriz Qa. Sntoncea 1 el 

elemento r1
1;r de Qc" constituyo la probabilidad do ir dol eohdo I al eatudo T 

vor un camino oopocifico multiplicado por una potenoL:i de s, que noo dice el 

número do voceo que el cotado 1 ha sido cruzado, Sieuiendo ol tratamiento 

pnrn la diotribuci6n del ¡;rado do polimoriznci6n se obtieno: 
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donde 1p
11 

> y < p
11

1 oon loa vectores propio o oorraspondientea a los valorea 

propios a,1 de la aubma.triz1 

aP11 P12 P13 

Pe a sP21 P22 P23 

sP31 Pu Pu 

1t> es un vector cclumnn con elementos ·1'11 T21 ... 1 Tm; <i,I oa un vector ren(l'l6n 

con elementos sI 11 I 2 , ••• , Im y [F(n)]-
1 

ec un factor de normalizaci6n para 

G(l, n) ª l. 

Frenndorff y Po..riser 17 aplicaron este formulinmo a la copolimerizaci6n 

de dos mon6meroo obteniendo ios misJ!!Oe reaultados que la teoría detorr.iniotn; 

sin embar30 1 su m6todo, por su caracteríotica matricfol, ovi ta muC''' cálculo 

alaebraico y permito además una r~pida oxtonsi6n pa.ra trata.r sictemac ~~ tres, 

cuatro o mda mon6meroc. 

Para trntar la doocor.qiosici6n unioolooular, Montroll y Shuler 18 han 

procedido de la siguiente 1!18llera: 

Se oone:iderri un ensamblo de moléculaG reactivas con niveles do onor'.:fa 

ouantizadoa inmerso en un l)l'an exceso de un eas químicamente inerte que actun 

como un baño de calor a temperatura constante a lo liU'¡jO do la reaccidn 18
, 

Como el baño oe encuentran una temperatura oonatanto, se implica que la 

concentrnci6n de moléculas reactivas es mucho menor que la concontrnoi6n de las 

moléculas que form:!ll el baílo, 

Las moléculas rcactivao están inicialmente distribuidas secrún ln distribuci6n do 

Boltzmann a una temperatura T0 menor que la temperatura T del bn~o. 

Entonces, por colisiones con lao moléculas del baño, lao moléculnr. rocctiv~s oon 

excitadas, en procesos de un paso, a sus niveles enerG6ticos mñR altos hasta que 

alcanzan el ni,;el (1< + 1) donde son rcm.Jvidao del sistema de manara irreverni ble. 

Las probabilidades do trancici6n por U!lidad de tiOI:ipo debido a bs colisione'; 

Wmn ~obiernan la velocidad de transición de las molécula~ renotivas de la onercfn 

Bn a la enora!a Em y son funcionas do los números ou.11iticoa n y m. 
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'tJl principio puodon cor onlouladno en t&rminoo de las intoraooiones do lao 

moldoulns ronctivns oon ol baño, 

~oto modelo corroopondo a W1n aotivaci6n unimoleoula.r seguida por una disooiaci6n 

do la :t'ormn: 

siondo: 

M + A :;:::::!: M + A-;; 

A#- prod. diaoo. 

!! mol~oulao del baño 

A mo16culno reactivaa 

A-;;moléculao oon enersía mayor a EN 

~stc modelo so hace corrooponder oon unn oaminatn aleatoria unidimonoional oon 

una barrera absorbente, Con asto, lao probabilidadeo de tranoioi6n por 

unidad de tiempo de un paoo dol nivel n al m son dopondientea de la distancia al 

ori¿:en n " O. 
Las mol~culaa roactivas se¡;uirán una distribuci6n dependienta del tiempo, eoto ea, 

se distribuirán según dicha distribuoi6n, oobro loo niveles onorcréticoo n • 0 1 

1 1 2, , • , 1 ll y quo o atará dmlr. por la fracci6n do molóculao :C 0 ( t) en el ni vol n 

al tiompo t. La enorcría de activación será invorsnmonte proporcional al 

tiomJlO promtJdio de primor paso, el quo ademáo indicara el tiempo do retraao para 

la activaci6n dol ensamble. 

~l cálculo de las probabilidadeo de tranoici6n por unidad do tiempo no ea 

ooncillo 1 sin embarcro oc posible ohtenor infor111ación valiosa al realizar las 

si!3'Uien~os aimplificaoione3: 

Lao moldculas reactivas so tratan corao osciladoroa arn6nicoa eimploo y a6lo 

oe tratan interaccionoo ddbiloo entro loo OHciladorec y lao moldculae dol baño, 

De eota for~a, lao probabilidadoo do transición pEU'a un aiotoma do estas 

oaractcrí:itir.ao toman la forca¡ sa,::i.ín Landau y Toller: 

dando: 

P10 es la probabilidad do tranoioi6n dol eotado O al l 

hN,M os la delta do Kroneokor 

y las probabilidaden do tranaioi6n por unidad do tiempo toman la forma: 

1 
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La cantidad Z# es el m1mero de colisiones por unidad de tiempo sufridas por el 

oscilador ounndo la densidad del 5as es una molécula por unidad de volumen, 

es la concentración total do moléculas del baño y o .. hv¡k'I.'; r: frecn:oncia 

natural del oscilador, 

# 
N 

.\hora, la energía potencial para la diaociación de una moUoula reactiva ea un 

oscilador armónico truncado con un ndmoro finito de niveles de ener5!a 

igualmente espaciados, aiondo el nivel N el dltimo nivel discreto y la onorrr!a 

:SN + 
1 
la enorg!a de activaoi6n de la reaoci6n y la enereía de disociación. 

Annlizemos ahora las propiedades estocásticas de un sistema con las 

propiedades arriba mencionadas. Loe resultados obtenidos eerún usados 

posteriormente con una forma anal!tica para la probabilidad do transición. 

Ao! 1 cualquier molécula que en su caminata aleatoria alcanzo el nivel ener¡t6tico 

(N + 1) eorá absorbida, eoto ea, sufrirá reacoi6n. Entonces, al alcnnzar 

dicho nivel por primara vez en la caminata se tendrá la velocidad de la reacción, 

Esto nos lleva a calcular el tiempo promedio de primer paoo para el nivel 1r del 

sistellla 1 esto ea,· el tiempo promedio para pasar ol nivel N por primera voz, 

Sí la fracción de moléculas que no han alcanzado ol nivel 11 + l en ol intervalo 

de tiempo (0 1 t) es: 
N 

r(t) • L x.(t) 
n:o 

la f'raooión de moléculaa que se diaocia.n en el intervalo de tiempo infinitesimal 

(t, t + ót) os: 

El nllmoro de molé culao que pasan Jr en el intervalo ( t 1 t + clt) es P( t ),st 1 o:C P( t) 

es la distribución para las transiciones pasando el nivel N, 

diohaa mol6oulna sarán absorbidas por la bnrrern en (lf + 1) y: 
N 

P( t ) • - ~t • -~ L X n ( t ) 
•=O 

y el tiempo promedio para al primer paso eerir1 
m m N m N 

Sin embarBO 1 

t • f tP( t )dt • - I t h L x.(t)dt • / I: x.(t)dt 
nw::O 0 n•o o o 



Las ecuaoionea maoatrna para eate aiatema tienon la forma: 

dXO 
ü1' • - '¡[10 Xo + lfo1 X, 

dX. 
-ri • if1,1_1 X¡_ 1 - (W 1_1.¡ + 'lf¡.,,¡ )X¡+ W¡.¡.i lC¡•1 

pnra j • 1 1 ?. 1 .. , 1 (N - l) 

y al SUl!llll' todas estas ocuaoiones obtenemos: 
N 

P(t) .. - ~t I x0 (t) .. wN+l,NxN(t) 
n 

y el tiempo promedio del primer paso toma la formar 
o:J o:J 

t s f tP(t)dt., 't!N+t,N/txN(t)dt 
o o 

pa.ra transioiones entro niveles veoinos. Estas formulas pueden ser 

genernlizadas para admitir otro tipo de transiciones. 

Obsérvese que las eouaoiones maestras son de la forma: 

~H2 .. H(t) 
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donde X(t) ea un vector con componentes X0(t), X1(t), ,,,, XN(t) y A es la matriz 

de probabilidades de transioi6n. La soluoion a dicha eouaoi6n toma la formar 

X(t) • eAt X(O) 

donde X(O) ea el vector de la ooncentraoion inicial. 

Sí la matriz exponencial ea expresada como una oombinaoi6n lineal de las matrices 

propias de A: 

j • o, 1, 2 1 ... , N 

tal que: N 

rk(A)t 1 (A)··~k 1 r 1 (A) y L:t1(A)·J 
¡.-o 

siendo J la matriz identidad y a 1 los valores propio e de A., 

implican: 

F.otao iguald.ados 
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por lo que eo dobo oumplir1 

con lo que: 
ro N oo N 

/x(t)dt • 1: (/ eªlt dt)f¡(A)X(O). - ¡ (l'~I f¡(A)X(O) .. 
o J No J 

• - L A-
1
1'.(A)X(O),. - A-

1
X(O) .. 

• ~ (•~ J • 'N-•' + ... + •" )x(o) 
donde loe a¡ eon los ooei'ivientoo de la ecuaci&n secular de A. 
'Sntonoes, ol tiempo promedio da primer paso desde un oct~do inioial ea: 

N N 

t • I)n(t}dt • - L <ilA-
1 

1 j> 
n=a t:o 

1 -1 
donde < i 1 A- 1 j > es el elemento (i, j) de la oatriz A • 

Se puodo demootrn.r que cuando todas las moléculas oe encuentran inicialmente en 

el oetado base la ecuación anterior se reduce a: 

- -1 
t • - traza A 

Ahora, so aplican oetoo rosultadoo conjunta.mento oon las probabilidudea 

do transición mecano-ouántioas enoontradAe por LandAu y Tellor, con lo que se 

obtienen las ocuaoionos maestraa1 

siendo: 

dX
0 

dt .. K(ne·O X:n-l - [ n + {n + l)e"ºJ Xn + (n + l)Xn'1) 

con n .. o, 11 2, , •• , (lr - 1) 

dX -ñ" K (1ta· 0 XN_,- [ I1 + (N + l)e"º]xN) 

K • P10 1 la cual dependa únicamente del acoplamiento entre lao 

mol~oulas ronctiva.s y laa moléculas del baño, 
h !' / 

IJ • 1 k'l.' 

.\l sima trizar las eouaoionoo por modio d~: 



so obtienen eouaoiones do la. forma.: 

dY """ dt • ,.. 

siendo D una rnutriz simétrica. 

47 

!~ontroll y Shulor muestran que el tiempo promedio del primer paso toma .entonces 

lu forma: 

,.-t=-traz.".n-' .. (N-tl)O~ kO[ l .l+ " . e L. e Ñ+l + ji 
k=o ••• + r+h] 

obtoniendo tambUn para el l!mi te N - oo 

_ _ 1 0 
(Ir + 1)0 

Kt ~ - /\traza B • ---------­
(Jr + l)(e- 0 - 1)2 

+ ---------- + o(lT ) 
e-zo -3 ] 

2N(H - 1)(1 - e- 0)2 
. 

·O o ' 
------ + 
U(l - e-O) 

'8ato últil!lO reoultado oorrosponde a la teoría de equilibrio de tiempos do primer 

paco. 

~~ontroll y SJ1uler 
18 

onouentran quo son necesarias correocionon a dicha 

toor!a cuando el segundo término en el producto do !U'riba no es deopreoiable, 

F3\cuontr!lll que el tiempo prottedio de primer paso y la velocidad de acti•tn.ción, 

,1ue ea proporcional a t- 1 
1 se do1Jv!un de su valor do equilibrio por más del 10')'., 

"uando: 

ó 

Loo autoras adewás encentro.ron que ln velocidad de activaoión es mayor por varios 

órdonoo de !:la;:;ni tud .'.l la c:üculilda saetín 011 modelo. De ello conolu;:rcn que un 

procooo involucr.:u1do sólo tranoicioneo do un paso e interaoaionos débiles eo 

inadecuado n la situación real. 

~l nÚ!:!oro de problomnu para loo que ln ocu¡¡oión maootra puede aer 
t~' 

reauoltn de manera anal!ticil oo reducido, aún ttonor que el núr.toro de problemas " 
" ';:' para loo quo ou ocuación dotermini:ita puodo oer recuelta anal!ticamonte. 

~Por otro bdo, la ecunt:i6n rn.acutra no oa suoooptiblo do solucionen num&rioao por 
"!_:· 

i' el nú::icro y naturaleza de auo variableo indcpondionteo, Se hn tratado do 

~),derivar, de la ecuación mneotra, ccuaoionoo trabajablos para los primaras 

L 
ti· 
~· 

l'. 
¡, 
w 
11<:, 
~Y 
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momentoo; esto s6lo ha oido poaiblo y fruot!toro, COlllO ya homoa vinta, en ol 

cnoo do roacoionos monomolooulnros aenoillas. 

Gillospio 19
, por otro lado, ha desnrrollado un algoritmo p!U'a simular 

octocáatioamonto la ovoluci6n temporal de un sistomn renocionanto homocrénoo, 

Su al~oritmo so bnoa en: 

Introduce la ll:mndn tunoi6n do densidad clo probabilidad de reacción: 

P(o, /1 )d!J 

que indica la probabilidad de que un eistemn rosooionanto en el estado {X 11 ,,,, 

XN) al tiempo t sufra un:1 reacción n 11 en el volumen V on el intervalo do tiompo 

sieuionto ( t + !! , t + !! + d!J). 

Adicionalmente doi'ina }>ara onda reacción R 11 le 1'unci6n h rrque constituyo el 

número do lno distintas n11 combinaciones do molóculas reactivas di~ponibles on el 

entado (X,, X2 , ... , XN), para 11 .. 1, ... , !·'., 

r.on ootas funcionas y haciendo uca de la hipótoaio fundamontal do la toorin 

cinética estocáotiaa, De obtiene la probabilidad do que W1D. roacoi6n ~ 11 ocurra r i 

ol volumen V en (t, t + dt) dado que el eiote~.a ootá en ol ootado {X 11 ,,, 1 XN) 

al tiempo t: 

pa.ra 11 .. 1, • , , , ir 

Ao! 1 la funci6n de donoitlad inicialmonto definida tocia la forma: 

siendo P0 (í!) ln probabilidad do que si el si~tema se encuentra on ol estado 

(X 1 , •• ,, XN) al tiempo t, no ocurra ronooi6n on el intervalo do tiempo (t, t + ll) 

y ªu'i!! roprosonta la probabilidad da que una roacci6n íl f/ ocurra an el intervalo 

( t + !! ' t +. !! + dQ). 

La función P0 (n) oa de la forma: 
M 

Po(f!) " exp(- L ªv!l) 
Um1 

con la oual 1 la funoi&n do donaidnd do probabilidad toma la forma final: 

a! O~ !} < co 
:r 11 .. 1 ' ... ' !·'. 
ounlquior otro caso 
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donde: M M 

ªu• h11°n Y ª 0 • L ªo • L hvc" 11 " 1, .. ,, M 
u~1 n= t 

A continuaoi6n 1 so necesita conooer, al oimula.r la evoluoión temporal del 

sistema, al(l'Ulln forma do especificar cual oerá la oi¡:¡uiente roaoción que ocu.rrirá 

on el oiotomn y ol tipo de roacoión quo so1•á, Boto se conoi¡;uo al gonorar 

i;.n par {J!, 11; ·do un conjun~o de paroo alon.torioo cuyr. densidad de prob!'lbilidad 

sea P(!l, 11 '¡, de la manera siguiente: 

So ~eneran dos números aleatorios r 1 , r 2 oon distribución uniforme en un 

intorvalo unitario y so toma: 

con lo r¡ue se ha generado un número aleatorio n con distribuoióm 

y un mlmero aloa torio 11 con di o tri buoión: 

de dando: 

Una voz hecho lo anterior, los oiguiontes pasos de la simulación aon: 

I,- Se alioontan los valoreo pa.ra las J.! oonotanteo de reacción o1 , 0 21 

, .. , oM y lau lf poblaciones molooulare:i inioialoo X11 .. , , XN. 

Se ajustan contadorc:i para el tiempo t y ol número de roacoionos n en 

cero. 

So eocoje algún número para conerar loo númeroo aleatorios (iniciador), 

II.- So calculan y so alma.cenan lns cantidades a 1 " h 1o11 a 2 • h 2o 2 , ,,,, 

ªM" hMcM¡ también oe calcula a 0 , 

III,- se.generan loo númoroe aleatorios r 1 y r 2 y se calculan n y 11. 

J.l/ .- Se inorer::onta t por !I y se 11juatan loo ni V•1 loo do población molecular 

para ro!lojn.r el suoeno de una ronooión R
11

• 



So incromenta el contador n en l y so regTesa al paso I. 

(kJ ( ) Sí so desenn calculur cualquiera de los momontos X1 t aerd entonces noceon.rio 

ronli:mr varias corrida.a de 111 simulacid'n dol tiompo O a al¡¡ún tiempo t 1 todno 
(kl ( ) idónticas con excepción dol iniciador. Entoncco 1 cualquier momonto X1 t 

aorá ontillk\dO como la potencia k-ésima de loo n~moroo X1 encontrador. al tiempo t 

p(ll'a cada corrida, Do m.:inara aimilar se prooode para caloular las 

correlaoioneo crur.adas. 
Qilleopic 11 ha encontrado las si8llientes ventajas on su m~todo: 

l.- El algoritmo torna en cuanta todas las fluotuaoionos y oorrelaoionec 

implicadas por la hip6teRis tundamental. 

2.- Y<ll algoritmo evi .. l el uao do intervalos finitos do tiempo. 

3.- Ea tácilmonto procrramable y requiora poca memoria en la máquina. 

4,- Provee información temporal oobre un onsarnble de miembros individualcu 1 

que so complom~nta con la in.formaoión sobro un ensa.mblo estadístico do 

sistemas de la ecuaoi6n maoctra. 
5.- Provoe un modio para cnloular promedios del ensamble ouando la ecuación. 

maestra no pueda ser resuelta, 

y las siguientes limitaciones: 

1.- ~equiero mucho tiempo de rru1quina 1 depondiondo do la velocidad de la 

misma. 

2.- Por lo anterior, ol algoritmo oa restrin~e para aiatomaa donde el 

nllinero de mol~culao y de reacciones son proporcionales a las 

lirú.taoionoo de tiempo. 

3.- Se neoooita un buen programa para generar números aleatorios. 

4.- El ndmoro do corridas que se noceoitun para calcular los promedios 

puedo sor alto, dependiendo del sistema. 

Oillespie 19 ha empleado su algoritmo para tratar sistemas reaooionantos 

homogéneos, tanto sencillos como oomplejoo, obteniendo muy buenoo reoultadoa. 

Concluye que, debido a diohoa buenos resultados con el m~todo 1 oate ae dobe tratar 
de oXtender para acomodar sistemas no homog6noos, 

Como oonoluoi6n 1 en este trabajo se han revisado algunos do loo 

reaultadoa obtenidoo al aplicar loa métodoa de la teorío,oin&tioa es~oc!atioa. 
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Como hemos visto, la oin&tioa química ee enriqueoo al estudiarla en ol nivel 

eesoeo6pioo. Las fluotuaoionoe nos dan una nueva perspeotiva de las 

reaooiones químioas al aoeroarnoa más a la realidad f!eioa del fendmeno. 

Otros problemas que han aido trRtadoe aon la teoría oinátioa eotocástioa 

eon: 

Jlegralaoidn de polímeros, reno\liones en zo.ias aioladaa, teoría de la 

nuoleaoi6n, oin&tica de maoromoláoulao bioldgioas, termodinámio~ ostad!Jtioa, 

redes de reaooionea. 

La. teoría oin&tioa estocástica se trabaja actualmente en los aig11ientea 

ptmtODI 

a.- Extenderla a sistemas no holllOgénoos, sistemas que involucran varias 

variables aleatorias (sistemas no lineales), ~anto ho1110géneos como 

no homog~noos y on problemas de redes oomplejas do reaooionos (como las 

que se tienen en sistemas bioldgioos), e inestabilidades qu!mioas. 

b,- otros m&todos de estudio, coino las ocuaoiones de Langevin y la eouaoidn 

de l"ok.ker - Planok, as! OOlllO de relacionar loa distintos métodos. 

o.- Estudiar las bases f!sioas de la teor!a y su relaoi6n oon la oinátioa 

detel'llliniata y la termodinámica de procesos irreversibles. 

d.- La medioi6n del ruido y la simulaoi6n del mismo para oaeos complejos 

de difícil medioidn. 
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APElfDICE 

ESPECTROSCOPIA DE FLUCJI'UACIONES 

En eete a~ndioe se resumen lae baaee f!eioae de loe prooedimisntoe 

utilizados en el laboratorio para registrar y analizar las fluotuaoiones en 

sistemas de inter&s f!sico, qu!mioo y bioldgioo, 

Las fluotuaoiones, o ruido, son inevitableo en loa eiotemas f!aiooe. 

cuando un sistema particular o varios sistemas similarmente preparados son 

re{l'ietrados durante un intervalo de tiempo, la mayor!a de lae oantidadse mediblee 

(señales), tomarán valores dentro de un cierto intervalo, 

El oaráoter discreto de la materia, as! oomo tambi4n sus propiedades 

termodinámicas fundamentales, hacen que an principio no ~e puedan eliminar todas 

laa fuentes de ruido en un sistema. Además, existen tuentee de ruido tanto 

en el equilibrio termodinámico como en los fendmenos de tranoporte 1 donde para 

eotoe dltirnoo, el ruido depende de las propiedades del tranoporte, inoluidas en 

elloe lae reaooiones qu!mioas 20
, 

Al realizar un e:xperimento se trata de eliminar las tuentee de ruido, 

tanto como sea poaible¡ por ejemplo, se diseña el e:xperimento de tal forma que el 

ruido debido a loe tendmenoe de transporte sea bajo, de preferencia más bajo que 

el ruido de equilibrio, el cual nunca se puede eliminar. 

Por otro lado, se puede aprovechar que el ruido dependo do las prop:f.edadee dol 

tipo de transporte involucrado, p;u-a quo al eotudiar el ruido se pueda obtener 

in.f'ormaoién sobre el transporta, 

La espeotroeoop!a de tluotuaoionee OJ18loba loa prooedimientoa que se 

encargan de registrar el ruido de una o varilla vnriablae en tunoi<Sn del tiempo y 

que obtienen ini'ormaoidn de lao diterenoias entre loe valores regiatradoa 21
• 

cuando en un siotema qu!mioo estaoionario ocurre una tluotuaoi6n en la 

oonoentraoi<Sn del estado estacionario do los reactivos, el 1istema responde a tal 

tluotuaoi<Sn decayendo haoia el eotado estacionario inioial. E1te 

ccmportamiento no deb.l oontundiree oon el prinoipio de Le Cl'.atelier, el cual 
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oonoierne a estuorzoa extornos aplicados al sistema 20
, 

Por ejemplo, para el caso de un proceso de nacimiento y muerte, sin migraoi6n, 

oe tiene que el decaimiento o relajamiento ea da carácter exponencial, deoreoiendo 

del valor inicial de la fuctuac16n hacia coro con el tiempo. La informao16n 

que ee obtiene de esto es el tiempo da relajamiento, que junto oon el valor de 

la conotante de equilibrio del sistema, nos permito conocer loe valoree de lae 

oonetantes de velocidad involuoradas 20
, 

Además, lao fluctuaciones no e6lo muestran una dependencia teroporal 1 

tambi~n-'1?1Uestran, en promedio, el carácter de una serie de ondas 1 de tal forma 

que existe una dependencia da las fluctuaciones con la freouenoia, De esta 

manera, las fluotuaoionee que exhiben relajamiento lento so oboervan en le zona 

do bajas freouencias, sucediendo lo contrario para relajamientos rápidos. 

Obo&rvese que s6lo estnmon interesados en las propiedades. estadísticas 

dol ruido, puesto quo estamos realizando repetidas mediciones sobre el sistema, 

El promedio medido a un sistema estacionario noe permita correlacionar la magnitud 

del ruido medido a dos tiempos diferentes, con lo cual se tiene una medida de la 

cantidad de informnoi6n remanente al final dol intervalo da tiempo que duró la 

medioi6n, Las magnitudes relativas de las fluotuaoiones depender4n además 

del tamaño dol sietena. 

Al registrar dos o máe variabloe do~. sistema (distintos ruidos), en una misma 

medición, estamos adomáe en posibilidad de COITelacionar todas las variables, 

oada una de ellas con las roetnntes, obteniendo lo que se conooo como 

correlacione a oruzadaa, 

Matem4ticamente, las propiedades que ao han mencionado se e:tpreean por 

medio de la funci6n de autooorrelaoi6n O(t•) 1 el espectro S(f), 

La funci6n de autocorrelaci6n do una variable aleatoria Q(t) es: 
r 

O(t•) • •Q(t)Q(t - t•)• • ~'.:.. 111 /Q(t)Q(t - t 1)(T - t 1f 1 

dt 
t' 

Obe,rvseo que 0(0) es <Ct 2
•, Ahora, para eefinloo cuya variación en el tiempo 

os aleatoria O(t 1 ) se aproxima a <Q•
2 

para lt•I grandes, e.ato ee, Q(t) se olvida 

del oaráoter aleatorio de Q(t - t 1 ) para t 1 granden 1 con lo quo1 

( ó'Q(t)óq(t - t 1 )> - o siendo ÓQ • Q - <Q> 



La torma de la f'unoi6n de autocorrelaoidn indioa la memoria de la variable 

aleatoria, además outnple la siguiente igualdad.1 
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El eepeotro se determina al expreear Q(t) oomo un deearrollo de Fourier1 
(1) 

( ) ~( 21tnt b 21:nt) 
Q t • a 0 + L... ª"ººª ~ + 0 aen -r 

eiendo1 
T el intervalo donde se realiz6 la medioi6n, 

CUnndo se obtienen espectros razonablemente suaves, so puede encontrar T tal quor 

siendo Ar el anoho de banda de freouenoia más pequeña sobre la que el ospeotro 

varia, Bajo estas condiciones se detine S(f') como: 

con n ::: fT 

Ahora, debido a que los valores ª" y bn son aleatorios, se hace imposible 

determinar S(f') en ~f sin registrar datos por un intervalo do tiompo mayor a 
1/t.f' Con esto 1 el error m4rlmo al determinar S(f) eo -/(Af')T , 

Esto ea conocido como el teorema de muestreo 21
• De aqu! ee observa porque es 

necesario registrar las fluctuaciones repetidae voceo, o6lo as! oe puada asegurar 

la preciei6n en las propiedadee que interesan. 

Ambas· funoiones est5n relacionadas por1 
(1) 

O(t ') • J s(t) cos(2rrf't ')d.1' 
o 

(1) 

S{f') a 4 / O(t 1 ) oos(2;:f't ')dt 1 

o 
esto os, son transformadas la una de la otra y por tanto, oontienen la misma 

in1'ormaoi6n. Generalmente odlo so mide una poroi6n de O(t 1 ) o de S(f) y 

porciones de una tunoi6n no necesariamente proporcionan la misma inf ormaoi6n que 

las mielllllo porciones de la otra funo16n. De aquí se desprende el hecho de que 
eeglln el tipo de experimento que se este llovando a cabo oo la tunoi6n que se 

eligird para analiza:r lou datoe. 
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cuando so están midiendo dos variables aleatorias, las oorrelaoiones y 

loa espeotros oruzadoe toman la torma1 

y CD 

s
12 

(1') • 2 / "i~:tft'o 12 (t •)dt • 
-CD 

La gttnerallzaci6n a más variab!ee·as inmAdiata. 

Feher y Weiosman 22 determinaron par4motroe oin4tioos de la dieooiaoi6n 

dol sulfato de berilio al estudiar el eapeotro de las tluctuaoiones da 

oonduotividad del elootrolito. Como dicha reaooi6n ha sido estudiada 

ampliamente por m4todos de relajamiento, se utilizd para comprobar los m4todoa 

de la espectroeoop!a de fluotuaciones, 

Loe resultadoo obtenidos por loo autores oonoordaron bastante bien oon los 

resultados obtonidos por los m~todos de relajamiento. Además observaron 

Tambi~n analizaron otras fuentes de ruido en el sistoma. 1 obteniendo intormaoi6n 

extra sobre el sistema. Esta informacidn extra se relaciona oon al ndmero de 

mol4oulas reaooiona..ntos en el siotema.¡ esto repreoenta una ventaja para loa 

m~todoa de la espectrosoop!a de fluctuaoiones 1 lae fluotuaoionee son consoouenoia 

del carácter dieoreto de la materia. 

Conoluyeron que estos m&todos presentan ventajas sobre otros m&todos 1 oomo los 

m~todos de relajamiento, prinoipalmente en que no so requiere perturbar al 
sistema. por analizar. 
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