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INTRODUCCION

La oindtieca quimica estudia la evolucidn temporal debidn a proocescs
qufmicos que suocaden en agregados o ensambles de moléculas. %sto eg,
estudia que tan répido se producen las reacoiones quimicas y come las velocidades

de reaceidn deponden del sistema reaccionante.

Existon tres nivelos de estudio dentro de la cindtica quimica
{Van Kampsn, 1981):

%1 nivel macroscédpico, que estudia lae caracter{sticas fenomenoldgicas de
1as reaccionos y se le conoce como cindtica macroscépica.
Tl nivel mosoocdpico, quo estudia las caracterfetioas aleatorias y discrotas
de las reaociones, so le conoce como teorfa cindtica estocdstica.
Fl nivel mioroscépico, que ectudia laes caracterfsticas mioroscdpicas de lam
rencciones y 8o le conoce como oindtica tedrica o microscdpica,
108 niveles macroscdpico y microscSpico se denominan cindtica determinista
dontro del marco de la teorfa oindtica estochstica.

fete trabajo es una introduccidn al estudio de las reacoiones
quimicas en el nivel mesoscdpico,
¥n el nivel masoscédnrico se deberin entender aquellos sistemas en los cuales
88lo se estudia la evolucién temporal del ntimero de moléculas reacoionantes
{poblacidn}, en un volumen dado, sin tomar en cuenta zran parte de la
informacidn proveniente de las propiedades mioroscépicas de las moldoulas
involucradas (Guillaspie, 1977; Van Kampen, 1981).
Una vegz conocidas las poblaciones, se estudian las probabilidades de transicidn
de una poblacién dada a otra con un nimero mayor o menor de moldculas {semin
se tréte de productos o de reactivos), por intervalo de tiempo.
Asf, al conocer dichas probabilidades de transicién por unidad de tiempe, se
pueden caloular los valores medios para las poblaciones y sus fluotuaciones
en funcidén del tiempo, ademis de otros pardmetros astad{sticos (Mc Quarrio,
1967).

las fluotuaciones se producen sn los sistemas fisicoe y quimicos
debido al mimero muy alto de moléculas que oontienen, provocando que las



interacoiones entro ellas (cuyo efecto conjunto se manifiesta macroscépicamonte),
sean de cardoter aleatorio. Las modiciones macroscéplcas regintran el

valor nodio de las interacciones, ocon pequefiag desviaciones de mediocidn a
medicidn;y dichas desviaciones son precisamente las fluctuacionss,

Las fluctuaciones aparecen come ruido, esto es, se manifiestan como procesos
estocdsticos (Mc Quarrie, 1967; Prigogine y NWieolis, 1977).

Fste trabajo ha side dividido en los siguientes cap{tulos:

¥n los cavnftulos I y II se presentan lonr concepton bdsicos de la olnédtica
determiniasta y do la teorfa de los procesos estocdsticos,
"n el capftulo IIT se presenta la teorfa cindticn estocdstica, mientras que
en el capftule IV se prosontan algunos problemas tratados con dicha teoria,
Por dltimo, se miiade uu ardéndice donde se presentan las bases fisicas de los

métodos experimentales de medicién de ruido.



CAPITULO I

CINETICA DETERMINISTA

a«~ Cinética Macroscépios

La 1llamada oinética maaroscépica dentro de la oindtica quimica engloba
los resultados que han sido obienidos de manera empirioca.
La teorfa clasifica las reacclones en dos tipos':

l.~ Reacoionss homogéneas, que sucaeden en una sola fass
2.~ Rheacoiones heterogéneas, que suceden en dos o mdg fases,

Dofine la veloocidad de reaccién {los términos razén de veloocidad, velooidad y
rapidez se utilizen como sinénimos, siendo el primero el mis recomendado?), como:
R 2P
m -@z) 6 I'm» (ﬁ)
{ 4
donde R y P son las concentraociones de un reactivo y de un producto

regpoctivamente, mientras que el signo negativo assgura que la velocidad =sea
slompre una cantidad positiva; el sfimbolo { denota variables que puedan afactar
las concentraciones por otros medios que no sean la creacidn o destruceisn
propias de la reaccidn bajo estudio. Asf, por ejemplo, on sistemas cerrados
dicha variable es 8l volumen V, ocon lo ocual, el cambio en la oonosntracidn toma
l1a forma':

dr _ (2R am\ay . _Tray
a " (ot av |at g O
v ‘1
a presién constante y en donde n, es el nimero de moles de R. En sistouas

ablertos, las velocidaden de flujo y las corrientes de difusidn ason las

variables principales que producen cambios de concantraoidn, por ejemplo, en el
oaso de que la Teaccibén suceda dentro de un reactor tubular, sl cambio neto en la
cantidad n, de materia de R dentro del elemento de volumen dV es’'*s

an
¢ = ™V - udR

donde u es la velocidad lineal de R, mientras que, af en el sistema bajo estudio
86 presentan oorrientes de difusién, la expreeidn para la valooidad de reacoldn



toma la forma:

b I _dR_Ka:g
53 ax?

donde x es la direccién donde se oonsidera la difusidén y K os la constante
do difusidn,

Sin embargo, los exporimentos generalmente se realizan de tal forma que dichos
efectos sean despreciables; por tanto, se tiene:

- (3): -

Se observa que la definioidn de veloocidad de reacoién involuora la concentraocién
de un reaotivo o de un producto en particular. Sf la reaocoién involuora

una estequiomotrfa definida, dicha dependencia se elimina. Por ejemplo,
gsea la reacocidn:

al + bB ~——» o + dD

Se introduce la oconcentraocién u = ’/v y donde ¢ es 1a llamada extensién de
reacoidn; por lo que se tiene entonces:

() - M) - HB) - 3 )

con lo que la velocidad pierde el cardcter ambiguo de la definiocldén,

QY

!

ot

la veloaidad do reaccién r depende de las concentraciones de

reactlves, produoctos y/o oatalizadores, denominfndose a dicha dependenoia 1la
ley do velooidad.

Eata ley generalmente toma la forma':
? ’
eakx '8 0!

donde A, B y C son las concentraciones de reagtivos; producios y/o catalizadoresy
ay 1y } Bon valoraes, enteros o gemienteros generalments, que ss denominan

ordenas de reaccidn respacto a las espeoies A, By C respectivamente} la suma

a4+ + V oe denomina orden total de la reacoiény k ea la constante de velooldad,
1la ocual depende de la Yomperatura, del tiempo, de la concentracidn de los
reaotivos, de campos magndticos y elfotricos y de la presién. los cambios

m4s notables los causan la temperatura y la presién®.

1 efooto da la temperatura sotre la conatante de velooldad eotd deacrito por



la ocuacién de Arrhenius’:

E
Ink=lnd ="/ 0

donde A e8 el llamado paramdtro de frecuencia, de Arrhenius o pre-exponencial
¥y B, e9 la energia de activacién.

La presidn afeota la constante debido principalmente® a que la presidn
produce cambios de concontraoidn de las oustanoias reacclonantes o de los

productos.

Una vez que ha sido determinada la ley de velocidad, a partir de
ella se obtione informacién {o por lo menos, on la mayoria de los casos),
sobrs lo que so denomina r ~aniomo de reaccién (algunos autoros prefioren
denoninarlo quimismo, del alom#n chemismus, pero no se ha goneralizado?).

Fl mocanismo es la secuencia de rsaocciones elementales que dan origen a una
reacoidn compleja’'; mionde una reaccién elomontal aquella que sucede en un solo
papo, conooifndose tres tipos:

Unimoleoularos, que involucran a una sola moldcula; bimoleculares, a dooj
¥ trimoleculares, que involucran a tres,
El ndmero de moléculan que interviene en una reacoién elemental se denomina
moleoularddad. El nfimero de veces que sucode una reacoldn elomental en el
mecanisno de una reacoién compleja se denomina nimero estequiométrico de la
reacoién elemental. La rencclén elemental tambidén recibe sl nombre de
atapa.

El progreso ¢ evoluoién de una reaccién clemental so entiende a
través de dos conceptos':

Lla coordenada de roaceidn, que es una funoidn do lasc coordenadas de las
posiciones relativas en el espacio de los 4tomos que componen a las moléoulas
partioipantes en la roacoién, al inicioc y al final de la misma (no siermpre se
define de manora explfocita); esta funeidn da informacidn sobre un posible
camino ‘para la reacoidn on bass a energfas potonciales,

Fl complejo motivado, el oual se localiza donde la coordenada de reaceidn
da un miximo de encrgfa potenocial. Zn estoc punto so tiene una configuraocidn
de repulsidn mutus ndximn para lon reactives. La diforencia entre ente
valor y el valer para la configuracién do los remotivos oe aproxima al valor
de la energfn de activacién B, de la eocuacidn de Arrheniua.



Se puedo toner el ocaso que mecanismos distintos aJusfon a la loy de

voloocidad de la reaccién compleja.
Una mansra de selecoionar entre los posibles mecanismos se realiza por medio
del prineipio de balance dotallado’?, El principio dice que para sistemas
reaccionantes en el equilibrio la velooidad de cada reaocién slemsntal en el
sistemr debo igualiar a la velocidad de la reacoién inversa elemental.
Bote prineipio t.ao dos: consecuercins cualitativas inmediatas:

Para sistemas en el equilibrio no aec deben proponer meocauaismos que no
incluyan la reaocecién inversa de ocada etapa.

Para ol mismo tipo de sistemas no se debon proponer etapas ouyas rezociones
inversas son improbablea.

Tanbién por medio del principio se puedo establecer una conexién
entre la conotante de equilibrio y laoc oconstantes de velooidad de una etapa.
Por ejemplo, sea la otapa en el equilidbrio:

k

1
aA + bB ‘——i— oC + 4D
2

Las leyes de veloocidad serdn de la forma:
a b

Ty = ki Aeq Baq
< d

r, =k, ceq an

Athora, por el principlo de balance detallado, se tiene:

r,=r,
a b c d
k'l Aet:; BOQ :kz Ceq ch
c
ki Ceq Deq
¥y ——
b
kl A:q Beq

slendo el miembro de la dereacha de la Gltima igualdad la constante de
equilibrio de la stapa y, por tanto:

Koy =

eq k,

Por lo genoral, el sistema de ecuaciones diferenciales que oo
obtiene dol mecaninmo ds una reacoidn dada no pucde ser ragsuelto de forma
exacta, por lo que se realizan aproximaciones con ol fin de obtener la ley do

volooidad do ln reacoidn. Las nproximacionss que mfas se utilizan gson®:



Aproximzoidén de la etapa de la velocidad determinante. Aquf ae
supone que el mecanismo consists de una o mis reacolones reversibles que
permanacen corcanas al equilibrio, seguidas de una etapa relativanente lenta
{que o8 1a qus determina la velooidad total), seguida por una o mis reacoiones
rapidas.
Aproximaoién del cstado estacionarioc. Aquf se aupone la formacidn de uia o
nds espeoies intrrmediarias muy roactivas, por lo que no se presentan en el
ourso de la reacoién en concentraciones altas o apreociatles, Por lo tanto,
se considera gque el camblo en la concentracién dol o de los intermediarios oon
el tiempo es cero.

Por dltimo oabe mencionar que cuando las reaocciones se llavan a cabo
on condicionos ostdticas, el sistema alcanza con el transourso del tiempo una
situacidn de equilidrio que corresponde a un mfnimo en la energfa de Gibvhs del
sistema, a presidn y temperatura constantes,

Sin embarge, para los sistemas con flujos no se aloanza una condiocidn de
equilibrio asino una condicién en la que los flujos de alimentacidn y de salida
son iguales, o ocondicidn de estado estacionario?, Estos sistemas dan lugar
a fenémenos peculiares ouando son inestables a peguefias porturbaociones,
formindose oscilaciones en la ooncentraocifn de reactives y/° produotos o
oausando que el sistema osolle entre distintos estados estaolonarios?,

b.- Cindtica teérica

La oindtioa tedrioca estudia las reacoiones elementales con la
finalidad de calcular sus constantes de velooidad, pues con ellas as posible
deducir la constante de velooidad de la reaceién total?,

Para lograr esto, la oinétioa tedrioa estudia como dos, o tal vez més, moléculas
se aproximan, se rearreglan y se separan como especies distintas a las que
inictalmente interaccionaron’.

A continuaoién se mencionan los cuatro prinoipales modelos de aatudio de la
oinética tebrioa, enfocados al estudio de reacciones en fase gascosa.



Fl primer modele es la llamada teorfa de oolisiones de esferas rigidas,
1a cual hace las siguientes suposiolones:

lLas moldculas son esferas rigidas, que al chocar entre sf, producen la
roaccidn sf la energfa translacional relativa a lo largo de la 1l{uea que une los
centros de las-esferas es superior a una oferta energia umbral y la distribuocidn
de Boltzmann de las velooidades moleoulares se mantiene durante toda la reacoidn.

Esta modelo no hace buenas prodicclones de la constante de velocidad
dobido principalmente al hecho de considerar las moldoulas con geomeiria
eotérica’,

Fl segundo modelo e denomina teorfa de superfiocies de energia
potencial, en el cual se toman en consideracién fuorzas intramoleculares e
intermoleculares. ‘

Este modelo supone que en ol momento de la colisién se forma una entidad que es
denominada supermolécula y caloula su energfa potencial en funcidn de las
distancias nuoleares y otros pardmetros que indiocan las poeibles vibraoiones y
rotacionea de la supermoléoula. Sin embargo, el modelo no es usado para
caloular las conatantes de velocidad, se usa principalmenie para determinar el
llamado camino de reacoién, esto as, la trayectoria de minima energfa de la
superfioie de potencial que va de reaotivos a produoctos.

Tanbién haco estimaciones sobre la denominada altura de barrera, que es la
diferencia de energla potencial entre el estado de transioidén (el miximo en la
trayectoria de mfnima energfa), y los reactivos, la cual es casi idéntica a la
energfa de activacién fonomenolégicas también hace estimaciones sobre la
eotructura que poses la supormoldcula en el estado da transioidn’.

El tercer modelo ez la teorfa de la dindmica molecular de reaccién, la
cual estudin lo que sucede en los niveles moleculares durante la reaccidn.
El modelo se trabaja de la aiguisnte formas

Da los estados inipiales poaidbles se elige un par y con ellos e resuelven
las ecuaciones de Newton, realizando correociones cufntioas para ospacies
reaocionantes ligeras, con lo oual se obtienen las trayeotorias de las especies
en la superficis de energfa potencial. As{, con una serie de traysotorias y
utilizando la distribucién de Boltzmann, se caloulan las freounencias de
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colisionos y posteriormante la constante de velocidad,

Obsérvese qua este método moris la versién rigurosa del método de
oolisionon ef los estados iniclales fuesen obtonidos al resclver la oocusoién de
Sohr3dinger dependiente dol tiempo.
las constantes de velosidad obtenidas concuerdan razonablemente con las obtenidas
experimentalmente, siendo las fuentes de error los valores impreocisos de las
superfioies de energfa potencial y el no oonsiderar el efeoto tinel >

El cuarto modolo es la teorfa del complsjo activado o del estado de
transicién, la cual elimina la necesidad de cilculos de trayectorias y séle
requiere gque la suporfiocle de enargfa potenclal sea oonoccida en la rogién de los
reactivos y en la regidn del entado de transicidn.

%1 modelo localiza una superficie lfmite entro las regionos de produotos y de
reactivos, tal que tods supermolécula que la oruza desde el leado de reactivos da
lugar a productosa. La supermolécula es denominada shora complejo activado sf
corresponde a algin punto de la superficie limita o cercano a la misma.

Los resultados obtenidos indican que la teorfa se ocumple muy blen y sus
dasviaciones gse debsn prinoipalmento en considorar la distribucién-de Boltzmann
para las poblaciones del complejo activado®,

En el capitule IV se hablari de las reaociones unimoleculares,
Katas reacolones, de primer orden, presentan wna paradoja, la energfa de
activacién debe provenir de colisiones, sin enmbargo, la velooldad de reacoidn no
depende de la freouencia de colisionses. El modelo de Lindemann - Hinshelwood
hace predicciones cuzlitativas para el problema, sin embargo, ouantitativamente
es malo. El modelo RRKM salva esta dificultad y ha sido corraboradc por los
resultados experimantalesz'a.
Eastos =odelos suponsn que las moléculas siguen la distriduocidén de Boltzmann, en
el capftulo IV me expondrd un modelo gue estudia las desviaoionss a dicha
distritueidn de equilidrio. S0 ha encontrado con modslos no estocdsticos que
tales desvinciones son deopreclables cuando Z_ , > 10kT; el caso oontrario es

diffoi)l de mer estudiado ocon dichos modelos, por problemas matemiticos y

concaptuales". Bl medelo entocdntico permite obtensr informaocién cualitativa
para tal situaocidn
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CAPITOLO I

VARIABLES ALEATORTAS Y PROCESOS ESTOCASTYICOS

A continuacidn se indican los conceptos bdsicos de la teoria de

los procescs estocfsticos que se utilizan en la teorf{a oindtica ostocdstica.

El primer concepto gque eB necosario conocer es el de variable
aleatoria. Una vez definida la wariable aleatoria, se proocede a presentar
una definiocién no formal de prooceso estoofatioo. Por dltimo, se mencionan
propiedades de un prooeso estocdstioo espacial, el proceso de iarkov, el cual
eo de suma importancia pera ol desarrollo de la toorfa oindtica estocdstica.

La caracter{stica ssencial de una variable aleatoria es que no se le
conoos un valor preoiso, sflo conocemos como obtenoer un conjunto de valores
para ella, bajo condiciones fijam, estables y f{sicamente bien definidas’,
Eatas dltimas caracteristicas denotan lo que se conoce com un oxperimoﬁto.

Por lo tanto, al realizar un experimento se obtiene un valor para la variable
aleatoria que est4 definida en dicho experimento. flopitiendo el experimento
se ohtiene una gran cantidad de valores, formando lo gue se denomina un
ensamble. Los valores asf obtenidos (realizaciones), son suscaptibles de un
andlisls eotadfstioo, esto es, podemos comocer las caracterf{siicas estadfsticas
del ensamble.

Formalizando, una variable aleatoria X ostd especificada s{ se conooce:

1.~ El oonjunto de valores posibles que pucde tomar (espacio muestral).
2.~ La distrivuocién o densidad de probabvilidad en dicho conjunto.
Beta distribucisn P(x), es una funoién no negativa » normalizable.

ta

Una forma alternativa de caracterizar a una variable aleatoria es por
medio de su funcidn de distriducidn y de su funcién caracterfstioca’, esta
Gltima definida por:

6(k) = PRAS -./;ikzﬁ(x) ds

donde la integral se extiende a todo el ospacio muestral.

Ahora, de la funcidn caracteri{stica se definen los momentos por:



12

n 1 d"a(k
M, ™ <X'> % s==
in dkn kwo

oon lo oual la funcién caracterfstica se puade esaribir como:
[40]

alk) = 1 + /.
nat
Do una manera and{loga, la funcidn cavacterfatica se puede esoribir ocomo:

a(k) = oxp | RCIIN

(1k)" o
nt n

donde «, son los llamados cumulantes.
De las dos saries se obtiens que los momentos y los cumulantes se relacionan por
nodio de férmulas como:
Kymom,
Koy My = ml
fym By = 3m,m+ 2n)
sto,

1o oual indica que los cumulantas oontienen la misma informaoién respecto a la
variable aleatoria que los momentos, Esta forma de caracterizar a la variable
aleatoria es wventajoma en la medida de que aflo los primeros cuatro momentos y
cuzulantes son de importancia ffsica, ademés son mfs fdciles de obtener que la
distritucién de probatilidad mismaj la informacién que proporcionan dichos °
momentos y oumulantes es 7y

Fl primer cumulante, igual al primer momento, em sl valor medio o vglor
promedio de la variabls sleatoria (1a caracterfstica més importante); el segundo
cumulante es lan dispercidn o variancia, que indioca que tan exacto es nuestro
oomoimiento mobrs la variable aleatoria (relsoionado oon las fluctumoiones); el
tercer cumulante s0 relaoiona oon sl sesgo o coeficiente de amimetrfa, gue nos
indica el grado de simetrfa de la distribucién y el cuarto cumulante se relaciona
oon la kurtosis o coaficlente de exceso, que nos indica el grado de achatamiento
de la distrimoidn.

Cuando se irabaja oon variables aleatorias n, que sélo toman valores
enteros, es mis conveniente trabajar oon los momentos factoriales, definidos como:

¢nm<nln - 1)(n =~ 2)ss(n -z + 1)>
para m > 1 Yigm 1
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generados también por la funcidén generadora P(z) = ¢2*> y por la serie:

Pl-x)= ) -tﬁ!l—w,,.
ms=g

y de manera andloga se definen loas cumulantes faotoriales & por:

g_x)'"

og P(1 - x) = 3 7 On
m

loa oumulantes faotoriales eatdn definidos pues, por las deriwadas del logaritmeo
de la funoién generadora P(z) en 3 = 1 y estin relacionados con los momentos
factoriales de manera similar a como se relaocionan los momentos oon los
ounulantes; los momentos factoriales a su vez, estin definidos por las derivadas
de la funoidn generadora en g = 1, La prinoipal ventaja de los oumulantes
factoriales es su aditividad para sistemas independientes.

Aasta shora sélo se ha mencionado como caracterizar una sola variable
aleatoria, sin embargo, también se pusden ocaraoterizar dos o mis variables
aleatorias conjuntamente extendiendo las formaa de caracterizacién ya mencionadas
a una dimensién igual al mimero de variables involucradas.

Por ajemplo, nétese que para la funcién generadora P(z), su extensidén a m
variablea, m dimensional por tanto, toma la forma:

P2,y 231 seey 8,) = i ["n] 3P P([n,])

[np]=o
Kata funoidn generadora es importante porque oon alla se¢ enouentra la relacidn:

<n >
a, - _L(?.l_e&_!) e

. ‘azp FqW
glendo: N Ip=

41 el volumen del sistema considerado.
Egta relaocidn nos da la concentracién de la especie p.

Cuando se trabaja con varias variablea aleatorias ae observa en algunos
casos que el conocer algunas de ellas nos permite obtener informaoidn sotre las
restaqtes. Esta caraoterfstica se conoce como correlacién y puede expresarse
¢n forma nunérica por medis de las correlaciones midltiples.

Cuando se trabaja con dos variables aleatorias distintas, las correlaclones ae
agrupan en una’ matriz, ouyos alementos son de la format

<<X‘.Xi>> <X xi>_<xi><xi>
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donde los elementos diagonales son las varianclas y los no diagonales son las
covariancias; oe dioe gue las dos variables no estén corrolacionadas si sus
covariancias son cero.

Las covarlancias se pueden obtener de la funoién generadora, por ejemplo, para
la funcién generadora F(z,; .+s; z,) las covariancias se obtienen de las segundas

derivadas de su logaritmos
0 . _z_(aizss.z_) . L
EqR

S zq:I
Como ejemploe de variables aleatorias, con sus funciones de

diatribucidn, se tiones

<Enybng> = <n ;> Spq

Sea la varliable aleatoria n, definida en el rango n = 0, 1, 2, ... y con
funoién de diatriduoién:

n
r, - -——-:‘ a8

conocida como distribucién de Poisson. Para esta distribueién, su funcién
caracterfaotica estd dada por:

a(k) = aa(eik -1)

Ahora, el desarrollo en serie de Taylor del logaritmo natural de la funcifn

oaractorisca nos conduce a encontrar los cumulantes:

4

1k X2 o
log C(k) = a(e -1)=a1k--’§c?-a—i—§,-a+-%l-a+...

de dondo: Kym K,m K3m .40 =4

: . 2 2
¥ Ky= Dy = 8y Kym %= m, - my, siendo v21la varianciay lo que conduco
a: m,wa’+a

Para encontrar los cumulantes faotorimles se utiliza la funcién generadora:
. . —ax
F(l-x)-<(l-1)n>' T (Q-x)p, =¢

n

¥ de manera aniloga, el desarrocllo en serie de Taylor de su logaritmo matural
nos conduce a los cumilantes faotoriales:

log F(1 - 2} = -ax ¥ Oym 8y O,% Oym eos = 0
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Obodrvese que, de manora general, los cumulantes factoriales, a excepcidn del

primero, son nulos af y solamonte sf{ la funcidén generadora es de la formar
m
<x {8, - 1
F(B|, B:, san )‘ ﬂ a p>( p )

lo que corresponde a una disiribuocidn multipoissoniana. Como Bo verd en el
siguiente oapftulo, tal distribuoidn ss realiza en el equilibrio termodinimico
para un ensamble gran candnico, pero en general no para un ensamble eanénico.

Por otra parte G,, toma un valor finito para las distribuciones no poissonianas,
en donde las fluctuaclones son del ordon de £ y lo que o8 el caso comin en
sistemas alejados de puntos orfticos, los cumulantes factoriales constituyen
pues un medio particularmente cémodo para ol estudio de desviaciones al equilitbrio
poissoniano.

Sea ahora la variable aleatoria X definida en—-w0 < x < 20, con funoién de
distribuoién:

P(x) = (27)" - /2

le oual es conoclda como distridbuocidén de CGauss o normal. Su funcidn

caracter{stica en:

o) / P(x) ax ;2_/ VA%
_m n

¥ los ocunmulantes estardn dados por:

‘ log G(k)=—1/3kz J K1-0, Hym 1, Hym see m 0

Para los momentos se tiene:

Izn-;-l)m_];_/ 2n 41 /zI iz = 0
2 e
[+ 4}
x?

cx®>e [0 o= ¥ L an < 1)(2n = 3) 0 31

2 -0
= (2n - 1)n

Esta distrituoién es do gran utilidad en lam aplicacionen f1sicas debido al
siguiente teorema:

La distribucién de la suma de n variablen aleatorias 1ndependi§ntea con
distribuciones distintas, o con diastribuoién ooméin pero oon megundo momento
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tinito, se aproxime n una distribucién normel ocuando n — oo ,

Ente teorema se conocs como teorsma del limite central.

Cuando a una realizacidn de una variable aleatoria, de acuerdo a una
regla, se le asigna una dependencia del tiempo y con algunas de las asi
posibles realizaciones formamos un ensamble, dicho ensamble se denominard
Pprocoso estoodstico ', loo procescs ostocdsticos se clasifican de acuerdo
a las onracterfsoiticas del tiompo t y la variable aleatoria X(t) o do cus
realizacioneas, Asl go tione, of X y ¢t pucden tomar valores continuos, se
tjens un proceso estoodstico continuo, Sf X toma valoros discretos y t
continuos, se tiene un proceso estocdstico discreto. 5{ X toma valores
continuon y t discretos se tiene una secuencia estocidstica continua y cuando
ambas variables son discresas, Be tiene una seousncia alecatoria discreta.
™ la teorfa cinética estocfotica se utilizan procosos estocdsticos discretos y
aunque los concgeptos de prococsos estocdsiticos se han descrito para el caso
continuo, su transformacidn al caso disorato es inmediata.

Por gus realizaciones se clasifican en prooesos no deterministicoas, af los
valores futuros de las realizaciones no pueden ser predichos en forma exacta de
valores pasados y procesos determinfsticos, sf sucede lo contrario.

Un proceso estocidstico, a un tiempo determinado, es un ensamble de variables
aleatorias y cada una de ellas ae caracteriza como se menciond anteriormente.
Aal, sf al tiempo t = t, el proceso toma el valer x, = X{t,), la funoidn de
distritucidén toma la forma:

P{xyy t4)
ento es, o8 una funcién tanto de x, como de t,.

Un tipo eapeb{hl de proceho estocdstico es el denominado procese de
larkov., Fste so caracteriza porque su §ltima roalizacidn estd influenoiada
por la peniltima realizacidn, pero no por las restantes?,

Tode procego de Markév estid oaracterizado por la ecuacién de Chapman -
Kolmogorov:
(xz’ x;) dxz

®
P|1|3 (x5 x4) -/P,' a,(In x,) Pnz 1,
-

donde:
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P”li(xi’ x;) = P(X(t;), X(ti))

que 8a denomina probabilidad de transiocién.

Bata ecuaoién noa indioa que un proocese que comionza en t, en el valor x,
1lega a x, en el tiempo t, por intermedio de todoa los pooibles valores x, al
tiempo t, . Obsérvese que estd es ln Unica forma de coastrulr un prooeso
cuo parta de x, a t, y lleque a x4 on t,, pues la prcpledad de Yarkov hace que
el procaso, una vez que sale de algdin “alor intermedio, se hava olvidado de donde
partid.

Como ejomplos de procesos de Markov se tlenen a las oadenas do Markov,

Una cadena de Warkov es un proceso estocdstico markoviano constituido por
variables aleitorins % con espacio nmuestral disereto ' ¥ supongames que el
tiempo también toma sélo valores disorotos. Las prodbabilidades de

transicién se agrupan en una matriz de la forma:

" (2,"")
dondo
pé“’ n proh(zm4_n- 33 2= 1) = probabilidad que al tiempo
t = m + n la variable aleatoria 2 tome el valor } sf al tiempo
t = m habia tomado el walor i

la cual se denomina matriz de transicién de n pasosy la cual oumple con:

p(") > 0

i~
ZpMa
i
Las matrices que cumplen lo anterior se denominan matrices estocdstioas.

Wétese que la matriz que nos ocupa es independients del tiempo. Por la
propiedad do Narkov y la independencia del tiempo se tiene:

{2}

p. = prob(Z, = jj 24= 1) = "%‘ prob(2, = k; Z, = 1) prob (2, = J; 2, = k)
R
dondo:

prob;(Z; = 35 2, = k) = pro®([Z, = §; Z, = klj Zy= 1)

; plll

rs [ ]

b
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Ooneralizando para m + n pasocs obtenemos:

(m + n) tm)_ (a)
P, 2wy

Exprecando esta dltima igusldad en forma matricisl se tiene:

gl gl

quo ee la forma discreta de la ecuacidén de Chapmen - Kolmogorov. - De esta
forma:

g - ()

Para una cadena de Markov con pardmeiro de tiempo continuo se tiene, como
ejemplo, que las probabilidades de transiocién estdn dadas por:

p,, () = prov(z_ = 312 « 1) parat,r € [0,m)

Obsérvese que en oste caso partiocular las probabilidades de transicidn también
son independientas del tiempo. La matriz de transicién es:

() = (v, (£)) parate 0, w)
donde:

v, (¢) >0 7 >:: P, (¢) =1
vy debe curplir con la condicién de continuidad:
F(t) —— 3 conforns t ——— 0
¥y con la eocuacidn de Chapman - Kolmogorow:
Fla+v) = gIxI() wnu,ve e
S{ o1 espacio musotral para la cadena es finito; la ecuacién de Chapman -

Kolmogorov tiene una sclucién Gnica:
o)
u@ —
U, = -
F(u) » o /.
n=0Q

donde @ es una matriz constanto. Entonces, dada Q puede hallarse & (t)

wg)
ni

7, dada T (t) pusdo hallarse Q. Do esta forma, Q puade represeniar
tanbién a la cadena.
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Una forma de relacionar anbas matrices es por medio de las ecuacionas de

19, 9 g

o ecuaclones hacia atrds, vdlidas de manera gonernl, yi

Kolmogorov:

t
1 7(t) Q
o ecuacionas haocia adelante, no sienpro vélidas.
Como un ojomplo concreto de una oadena de Markov oon pardpetro de tiompe continuo

ge tiono:

Sea Z, = i, ol tamafio de una podlacidn al tiempo t, donde t € [0, ™) a
i =041y2, ssa + “Bea el intervalo de tiempo (t, t +4) de corta duraoiédn,
Tn 61, Z, se puede inoromentar on uno con probabilidad 7,4+ ofd), decrecer en uno
con probabilidad u i+ o{4), no cambiar su podblacidn con probabilidad 1 - (=, +
+ 1, J4+ o(3), con cualquier otro cambio sucediendo con probabilidad o{d). Tl
término o(3) es tal que:

, ofa)
dim g, =—==0

Asf, la matriz de transicién toma la forma:
7.4+ o(d) FEERES!

F(3) = (pii (4)) donde », (4) = 1= (7 + n)a+ o(a) jmi

a4 ofa) S §ei-1
o{a) otros ocasos
v la matriz @ toma la forma:

o 1 2 3 e
0 -Ro ”o o Q s s o
I I T N T
Q= i 0.' _J"V" - -( Hat ”2). | 2. e
3 1.0 ) 0/ "’" - -}(‘“l +‘ 7'3) ‘ LI T
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Con esto, las ecuaciones hacia adelante de Kolmogorov toman la forma:

Pl " TR APy,
] - — :
By =By T (MO B g B
para J = 15 24 see
donde!

P =P (+) ¥ P! = g—;.pii (t)

Los procesos de este $ipo me denominan de nacimiento y muerte indepondieates del
tiempo {con inmigracién)®, pues en la matriz de transicidn, el primer término en
la probabilidad de transicién indica el nacimiento o arrito de un inmi~rante, el
segundo que no hay ocambios on la poblaoidn, el tercero indica la muerte o

salida de un inmigrante y el dltimo término indica que nacimientos o muertes de
dos o més pobladores al nismo tiempo suceden con probabilidad muy pequeda,

Fatos procesos son de gran utilidad para el desarrcllo de la teorfa cinética
estoodsiica, .

Para procesos de larkov estacionarios, osto es, que sus probabilidades
de tranaicién sélo dependen de diferencias de tiempo, la ecuzoidn de Chapman -
Kolmogorov se puede transformar a una scuacidn difercnoial de menor complejidad:

azLLféi_fél - /'w(x,; x,) Pr(xyy x,) = Wixy x,) Po{x,, x,) dx,

donde:
=t -4y v W(x;3 x;) o8 la probabilidad de
transiolén por unidad de tiempo de x; a x|
Eata ecuacién se conoce ocomo eocuacidén maestra. La ecuacién maestra o8 una

ascuacidn de ganancia - perdida para la distribucidn de probabilidad en un estado
dado®, donde el primer término indica las ganancias debidas a transiciones que
proviénen de un estado inicial y ol sogundo, las pordidas debido a transiclonec

a otros estadosa.,

Las contidades W(y; y ')t son las probabilidades para una transicidn durante el
intervalo de tiempo .\%t, siendo especificas para cada oistoma. Asf, la
ecuaoidén mnastra puede detorminar la evoluoién del sistema durante perfodos largoes
conooiendo la evolucién del mismo en perfodos cortoo,

Obadrvese que las ecuaciones de Kolmogorov de las cadenas de Markov non ecuzciones
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maostrag.

Un proceso de Yarkov también pueds ser caracterizado por medio de la
1lamada ecuncién estocdstica o cindtica’s

- ) [ mee)
donde: et l

£ gx) = lin L) oo my(x) e (x(b 4 1) - x(tS) >

-—

¥y oe le conoce como coefiocionte de intensidad.

La ecuacidén cindtica se obtiene de la ecuacidn de Chapman - Kolmogorov al
analizar sl comportamiento de asta Gltima on intervalos de tiempo cortos.

En”ei caso de un prooeso de larkov oon coeficlentes de intensidad:
KQ’K.'Q-I-O
la ecuaoién estoodstica se reduce a:

‘.12&%5_) .- g-;[l(,(x) P, (x)] b g—;#(,(z) P, (z)]

quo os conoeclda como ecuacidn de Fokker -~ Planck,

X,(x) so denomina término de arrastre o do transporte, K,(x) se denomina término
de difusién o de fluctuaoidén.

S{ 1a ecuacidén de Fokker - Planok se esoribe comot

%‘s"—’ . _anzx, 1)

3(x, 1) = Ky{x) Py(x) - 5= & Ky(x) 2, ()

donde:

Entonces, la ocuacién do Fokkoer - Planck es una ecunoién da oonsorvacidn para la
cantidad J{x, t), denominada flujo do probabilidad. .

Cabe hacer notar que la ecuaoién de Fokkor - Planck se puede visualizar como un
cago particular de la ecuacidén masstra of las probabilidades de transicién por
unidad do tiempo toman la forma de operadores diferenciales?, Por esto,
algunes autores utilizan la ecuacién de Fokker - Planck como una aproximacidn

a la ecunoién maestra,



CAPITULO IIX

TEORIA CINETICA ESTOCASTICA

Aunqua la oindtica determiniata es de gran valor e importanocia, se
encuentra que sus bases fisicas no son del todo correctas’’. La teorfa supone
que la evoluoién temporal de las poblaciones moleculares ea continua y
doterminiata. Sin embargo, la svolucién temporal mo es un proceso nontinuo
porque los niveles miorosoSpiocos de la poblaoién sélo pueden cambiar en cantidades
discretany ni es un procesc determinista, porque es imposible pradecir los niveles
microsodplcos exactos de la poblaoisn puesto que no es posidble conocer las
posiciones y velooidades exactas de todas las moléculas.

Para muchos cascs la olndtica determinista puede desoribir, con una preocisién
alta, la evoluoién temporal de las poblaciones; sin embargo, su inhabilidad para
describir las fiuoctuaoiones en los niveles microscépicos de la poblacién es una
seria desventaja, solwe todo al tratar de describir sistemas bdioldgicos
microscépicos y sistemas no lineales. Ain nés, los resultados obtenidos por
1a oindtica determinista no describen el ocomporiamiento promedio de los nivelss,
a excepcidn de los sistemas lineales simples.

Al estudiar la oindtica quimica en el nivel mescscépioo (teorfs cindtica
estoofatioa), se logra una mejor comprensién del fendémeno de reacocién quimica.

En este capftulo as desoribe al métedo ds la ecusmcién masatra para
roacolones oon una sola especie bajo estudio. ~ Matemdticamente, las reacoiones
80 tratarin oomo procesoa de naocimiento y muerte.

Entonces, se desoriben las reacoiones elementales unimoleculares por un
conjunto da estados X, finito o infinito, donde cada miembtro corresponde a un
nfdmero especffico de moléoulas de una espeoie dada y por un conjunto de
probabilidades de transicién de 10a estados X & 1os eatados X 4 3 .

Da esta forma, para la reacoidni

L = 3

X(t) e ol nimero de moléculas de la especie A al tiempo % y las probabilidedes
de tranatoidén eotén dadas por: "
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l.- La probtabilidad de transicidn del estado X al X - 1 en el intervalo
de tiempo [t, + + 3%] estd dado por kx t + o(at), donde k ss una
constante y o(4t) es tal que:

1 olat
lin , et

2.~ La probabilidad de transioidn del estado X al X - j siendo j> 1 es
o(at) en el mismo intervalo de ticmpo, esto es, se considera al

intervalo lo sufiojentemente pequefio que sélo una moldoula pucde sufrir
la transformacidn.

J«= La reacoidn inversa tiene probadbilidad cero,

La oocuscidén maestra para este proceso toma entonces la forma:

Ralt) L x4 1)p, (1) - o2, (1)
donde:

P (t) = prob(X(t) = x)

21 primer término en el lado derecho indioca las posibles transiciones que

torminan en ol estado X, miontras que el segundo indica las transiciones que
galen del estado X.

Por moedio do la funcidén genoradora:

-,
Fs, t) = /Ls P, {t) bW <1
. x=z0
la ocuaocién maestra se transforma en la ecuacidn en derivadas parciales:

ouya solucidn ea:
Ple, t) = [14 (8= 1)
sujeta a la condicidn iniociml:
Flg, 0) = g"
El valor medio estd dado entoncas por:

m (R(t)) = (%g‘-) - x,o7kt

1=1
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¥ la variancia por:

o¥(X(t)) = (_’%_3_)— . (_%g_) _ (%g_)z i xou-kt(l _ e-kt)

s=1 $=1
donde:

X, o8 el nimero inicial de moléoulae de A.

Se observa que el valor medio coincide con sl resultado obtenide por la cindtics
macrosedploa nf la constante de la probabilidad de transicién se hace coincidir
con la oonstante de velooidad maorosoépioa". Por lo tanto, el representar
la reaacidén como un prooceso de nacimiento y muerte no sélo noa repreduce el
resultado obtenido por la einftics macrosoSpioa, tambiédn nos proporeciona

informaoién adicional, lar fluctuaciones inherontes al sistema (variencia).

Bajo este osquema tambidn se trata el onso reversible'®:

A — B

De igual forma X(t) denota el ntmerc de moldoulas do A al tiempo t y la ecuacidn
maestra tiene ahora la forma:

er) o ky(xg = x+ DB () + K (x+ 1), (2) +

- [kex + ky(x, = x)]R, ()
donde k, y k, soh constantes y x, es el ndmero total de moléculas.
Obaédrvese que el primer término a la derecha corresponde a la rescoidn en el
gantido da B a A y ol sogundo a la reaccidn inversa, ambos indicando transiciones
baola el estado X, mientras que el tercero indica las transiclones que salen de

diocho ostado para ambos sentidos de reaoccidn.
De igual forma, por medioc de la funcidn generadora:
= x
F(sy &) « 2 5P (%) ls] < 1
X

1a ecuacidn meeatra se transforma on la souacién:

%-{— - [k, e (k,=K,)5 = k,a’] gi‘ + xgky(s = 1)P

euya solucidn astd dada por:

SRR

A
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aiendo:
k
1/1:2 Y kwky+k,

para la ocondicién inicial:
s, 0) = 8%0
71 valor medio tuma la formas
n,(X(t)) ( /k)(k X,)
nientras que la variancla estd dada por:
o (X(t)) = I°“7(1 +.l)](1 - [“/(1 + A)])

<kt

slendo:

wole + 1

Al igual que en el ocaso anterior, el valor medio coinocide con el valor obtenido
de la olnética macroscépica si las constantos k, y k, son las constantes de
velocidad macroscdpicas de sentido izquierda-derecha y viceversa respeoctivaments,

I1.0. Darvey y P.J. Staft '™ han goneralizado el esquema anterior a un
sistema donde se tienon n eapeoles, donde cada espeoie se convierts a, y es

producida por las reatantes especies, por medio de reacoiones unimoleculares:
Xiﬂ—-— X! i’j 1,3-1,2, teey N
%) sistema lo traten de la siguiente manera:

[
Se generaliza la condicidn inicial de tal forma que sdlo se tengan
exactamente N moléculas de una sola espeoie:

I,(O)-H i=n m-l, 2, sseyg N
= 0 iwem
donde:

X (t) es ol nimero de moldculas de la eapocia 1 al tiempo ¢,

Para oote proceso la souacién moestra toma la forma:

dP(X e

.i-l——l -/ / k (I +1)P( 1, 'on'z +1, seoy I‘-l, seey Xpy t)“‘
i=1 j=1
iA]
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n i

-Z 7 k;; x,P(X, t)
donde: i=1 C: 1]

P(X, ) = P(X,(t)y X (t)) oees X (t))

Por medio de la funcidn generadora:

U(S, t)’o(s,a:’ veey By t) Z--v Z P(X, t) HB
dondes " #n =1

n
xi-O, 13 uoc,N xg zi'H ¥ ‘Bil <1
=1

los autores iransforman la scuacidn maestra a la ecuacidn en derivadas parciales:

[4]
20(s, ¢ 'T" acgs, t)
=5 /L Kls-s)
G R
la ocual resuelven con la condicidén iniolal:

a(s, 0) = 8"

los autores muestran que el valor nedio de ocualquier componente en particular es
consistente con el valor predicho por el modelo determinista, si las constantes
da las probabilidades de transioidn se interpretan como las constantes de
velocidad del modelo determinista, MoQuarrie'> hace notar que tal hecho ae
hace elarc al tomar la ecuacidn maestra obtenida por Darvey y Staff y
multiplicarla por x,, y después sumar aschre todas las x, obteniendose asf la
acuacidn:

m,(2,(4)) A 2=

— " AJ kii m1(xi(t)) - L k;‘ m‘(x;(t))

i . j
i m1y 2 seeyn i1

que equivale a la ecuacién determinista.

Otro aistema que 28 ha tratado de esia monera es el de dos reacciones
paralelas unimoleculares irreveraidles. A continuacidn se presenta la
generalizacidn a n reaociones de dicho sistoma, desarrollado como ejerciocio.

Se tiene entonces el sistema:
ky

L ——> T

A —;3» Z,

A~ 2,.

3
A—-“—..zn
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Sea:

X(t) el ndmero de moléoulas de A al tiempo ¢
Y; (%) el mimero de moléculas de 7; al tiempo t

La probabilidad de encontrar x moléculas de A, y, moléculas de Z,, ..., Taey
moldoulas de Z,_, al tiempo t +A% est4 dada por:

Px.,,.___'yﬂ_‘ (t +a%) = k (x + 1)atR, -ty e s --V..-.(t) + k,.(x + 1At x
XP,+|.Y‘.y2_1. . ..y"_l(t) + see + kn(x + l)Ath-}-'.y"y:" vy (t) +
+ (1 kgx = kX = vee = kTR, () + o(At)
1 "y
donde:
1i oldt
Ao 3 -0

La ecuscién maestra toma la forma:

K Ygoe v oo ¥ )
T A WPy ey, (B et Rz 1)
n .
By e y_(‘t)-[gic..}p,,,',...;, (+)

M n-1

Se introduce la funcidn genoradora:

T

P(ry 8yy 8y, veer Boogy ¥) 'Z 2.'--:1“33"-'8"" Px (t}
X, 7 1o 'Yn-

la cua) por medio de lam igualdades:

dp (t)
’3" Yo RKiVir e ooy Yno
5 Z ZI‘S Bn‘:]' ) ndt; n—1 y
Vo1
a2 *=Tg%,,. g¥-1
at 7_'. i" Bilee- 3 Py, ,_.,y"_'(.t)
Yoo

trancforma la scuacién macstra en:

%%- - [[a,k, + 8K, +eee+ 8 k] +k - [Zik.']r l%—?

ouya solucidn es:

F(r,a,,...,sn_,,t)- [ kel +x, [Zku + k, - ikirx
xexp[-[Zk tll(ll)jx ')J Y [ [ ]l
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sujeta a la ocoudioién iniclals

0 °
F(l‘, Byy seey B t? O) - r* 8:'0-- 8:_'
Los promedios y variencias estdn dados por:

2, (x(4)) = (§F) - omp- [k ]¢]

mi(ri(t)) -(%%r')lu.- 13001 - }’ X [k' -k;"IP["[z_‘k;]t]x
X[Zk]

|
B - L

3 =1 "'I’n. LR PRI IV PO

o2 (X(t)) = (32-‘-’)
- x0mp[- ['Z\‘_ki]‘tlll - exp[- [Zki]tl]
=1 % Tidy, e v oytgg=1

o} (T, () = (-3—3) (g:;‘)
1 - exp[~ [}:k ]t]\

KRS TR Wi

' Fnav LT PIIIRE FO

- (=~ )t - oml- [T i1t [1 -

Tk

ik

Nuestro resultado estd en concordanocia con el resultado obtenido por r-chue.rrio"'

i

para ol gistoma de dos reacciones paralelas.

Para los prooesos bimoleculares se consideran probabilidades ds
transicidn cuadrdticamonte dependientes de x, siendo una vez mfs X(t) el ndmoro
de moléculas de la ospecie a estudiar al tiempo "

De esta forma para la reaccidn:
2\ ~—» B
8o ticnen las siguientes suposiociones:

1.~ La probabilidad de transicién del eestado x + 2 al estado x en el
intervalo de tiempo [t, t +At] es:

'y k(x + 2)(x + 1)At + o(At)

siendo k una constante y c’(M;)/M —— 0 ouando At —» 0

2.~ la probabilidad de transioién de estados x + j, J > 2, al estado x es
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o{4t) en ol mismo intervalo de tiempo y la reacoidn inversa aucede con
probadilidad cero.

Do esta manera la eouacisn masstre toma la forma;

)y, ke + 2)0x + e, (1) - 1 ke(x ~ 1)B,/t)

donde:

P (t) = proy(X(t) = 05 2y 4y eony X,) siendo x, el ndmero inlotal
do moléoulas de-A.

El factor '/2 aparoos porque se est&n considerando dos molfoulas de A.

la ecuacién en derivadas parciales para la funcién genaradora toma la forma:
or{s, t k 2 BZFQBI )
a [ (1 - a?) -
Bs
ouya solucidn ae obtiene por el mftodo de separacién de ariables:

Q0
Floy 1) = 2 2,00 (0)7,(t)

siendo:
c;*(s) los polinomios de Cegenbauer,

Al analizar el cooficiente de variacidn CV(t), dado por:

W(t) [ a XLL

m, 2x(¢)

¥ quo es una medida de las f£luctunciones relativas del sistema, se obtiene que el
coeficionte docrece cuando x, aumenta. Eate resultado era de esperarse, pues
para sistemas grandes, las fluotuaciones son pequefias,

Otro resultado interesante sa obtiene al comparar la fracoién de moléoculas que
han reacoionado como os obtenida por el mbtodo estoolstico y por ol determinista,
Loo valoras obtenidos por ambos métodos se aproximan mucho al aumentar xq, pero
para valores poquefios do X,, so aproximan sélo sl inlelo do la reacoién.

Tsto quiere deoir que el modelo detorminista, obtonido a partir de la ley de
aooidn de magas, os slo aproximado".

Para el sistoma roaocclonante:

A+ B = (
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X(t) os el nimero de moléculas de A al tiempo t y Y(t) = Z, + X(t) es el ndmero
de moléculas do B, siendo Z, = Y(0) - X(0) para ¥(0) > X(0), -
L2 souacién masstra para este siotema es: '

APy (t Sy
_E(ﬁi%.l ak{x + 1)(Z, + x + l)Px+|(t) - kx(2, + )P, (t)
y la ecuaolén para la funcidn generadora es:

a..z‘.‘.(.s_a!%ﬂ = ks(l - &) Q-:EBLE_’;_E) + k(zo + 1)1 - 8) anaaaz t!
8 N

cuya solucién estd dada por:

e
F(Si t) = Z A'nsﬂ(s)"‘l‘l"(t)

donde: n=o
S,(8) son los polinomios de Jaocobi.

Para egte sistema se obtuvo que el coeficiente de varisocidn y el valor promaedio
pe comportan de ma era similar al anterior 7, Adem&s so obtuvo que al hacer
Z, muy grande el sistema se comporta como unimolecular, esto es, se obtuvo un

pseudo proceso de primer orden, tal como era dc esperarse.

Para oistemas més oomplicades, proocssos bimoleculares reversibles y
proocesogs termoleculares, las ecuaciones masstras que se obtienen son muy complejas

¥ a0 roquieren métodos aproximados para su solucién'®.

Prizosine y Wicolis' han generalizado tode el tratamiento antorior de

manera sistemdtioa para reaociones de cualquier orden, de la menera siguientot

Lag variables aleatorias{X ;}J1 = 1, +.., n corresponden al mimerc de
particulas do las n espeoies que intervienen en la sccuenoia de reaocciones a
estudiar. Asf, un paso particular de la socuencia produce un incremento en
algun&s componentes del conjunto de variables aleatorias que caracteriza a dicha
sacuencia y doorementa algunaa de las restantes componontes.

Las probabilidades de transicién del proceso W(k; 1) deponden de un conjunto de
nineros enteros T Que degcriben el cambio de x, debido a la remcoién p.
Con eato, la ecuaocidn mpestra toma la forma:

ar({z,], t)
e 2: Wi tx, ~ o, DR(EE, =3, 1, 4) +
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Las probabilidades de transicién estdn, por tanto, relacionadas con la frecuencia
do colisionss roactivng entre las ospeoles.

=1 entero I eatd relacionade con el coeficiente estequiométrico de la espocie

t on la reacclidn p:

a — a
iZ:‘i X, — SZ: L%
i i

ao{, s{ los coefloientes estequiomdiricos del lado izquierdo ds todos los
reactivos son 0, -1 & +1, laa probabilidades de trunsicién toman la forma:

w(lx,1; [x, - rlp]) =k, E]’(x, - rlp) r, =-=1, 0, +l

lll
siendo kp una constante; el producto se toma para todas las eaopacles que
partioipan en el mecanismo de colisién que se considera. .
cuando los goeficientos estoquiombtricos no coinolden con -1, 0, +1, entonces so
tieno que expresar el nimero de formas en quo dicho nimero de moléculas puede ser

sclocoionado de lao x, - T, presentes, conduciendo por tanto a que la
probtabilidad de transicién tome la forma:

(x, -rtl,)--- (=, =T, = R, + 1)

M;,[ﬁq;x,-rw,[ﬁq)nkﬂ
siendo: p

ﬁf el coeficiente sstequiométrico en ouestiédn.

Vsto ya nos da una manera sigstemftica de calcular las prohabilidades de
transicién para cualquier tipo de reacoién y sc ha noatrado ' que ellas son
dnicas y conducen a una distribuolén poissoniana en el equilibrio, en
concordancia con la nochnica estad{stica.
%1 método de solucidn para la ecuaoidn nmaestra que con mayor frecuencia se
utiliza, como hemos visto en los anteriores ejemplos, es ol llamado de la funcién
generadora, Fate nétodo consiste en transformar la ecuacidn maestra a una
ecuacién en derivadas parciales para la funcién goneradoraj esta dltimn ecuacién
toma la forma:

aF([B;']’ t) (¥ a, YYrteey

e e I T S

—r al—!,%»---u',;m ! "

— .r)
+2 R 8- [18]7) S
r [

i 98:",-0 aB;’"
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para la funoldn goneradora definida como:
o

Ris 1, 8) = 2 []a% ®(Ix], #)
[x]=0'
De la solucién de dicha ecuaoién se puede oalcular la distribvucién de probadilidad

o directamente los momentos.

Prigogine y Nicolis ' analizan con este formalismo el comportamiento

de sistomas reacoionantea ablertos unimoleculares y bimoleoculares.

Asf, sea el sistema reaccionantat

kyg kas
A e X - E
k. Kaz

y supbngape quo el sistema X estd en contacto con doe dopdsitos de materia que
contienen A y E , los cuales tienen el propdsito de hacer que sme mantonga
constante ls concentracidén de dichas especios.

La eonaoifn maestra del eistema toma la forma:

aP(Ay X, E, t -
"L’-Zh"“l =k, (4 + 1)P(A+ 1, X=1, B t) - k,AP(4, X, E, t) +

+k, (X+ 1)P(A -1, X+1, B ) -k, XP(A, X, By t) + k(X + 1)P(4, X 41,
E- 1y t) « k XP(R) Xy By ) + kyo(B+ 1)P(R, X 1) B+ 1, ¢) - k,,2P(4, X,
B, %)

¥y usando la funcidn generadors:

[o+) .
A X E
P(o,, Bys 8y t) = z 8, 8 8 (A, X, B, t)

AX E=o
se transforma en la ecuaoién:
oF 2P oF oF 9F
§€ = ?{'2 (Sx - E:A) '3-5-; + kzl(BA - Bx) 5-3'; + kzi(ﬂf - Bx) B—B; + klﬂ(SX - BE)é—E;

Sin embargo, esta dltima eouacidén no refleja el cardcter de sistema gbierto,

Por lo tanto, se introduce la diotribucién de probvabilidad marginal:
o)

B(X, £) = 2 P(A, X, B, t)
AE=0
¥ 0
(s, 8) =~ > &P(4, X, B, t)
X,AE=0

con lo que la ecunoién mrestra oe transforma en la scuaoién:
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%‘%"kﬂ (“"1)2 (Zﬁ')*‘ k:z(s ‘I)ZB (ZE )
. (k,, . k,,)ﬁ -0y o

Ahora, los depésites [i] y [G] combian mds lentamente quo el sistoma [X] y, por
tanto, las ocantidades:

2 r S
AE
no deponden del estado [X]. Con esto se tiene:

T AP > <A>T_ P = <P(X, t)
A E

AE
¥ de esta forma, la eocuaocién anterior tonma ahora la forma:

ot
.5{ = {1 - s8) (k +ky) 35 (k4 + k"E)f
donde:
A=c<do g E=<E>

La soluocién en el estado estacionario de esta ecuncién toma la forma:
k,,A +k

£(s) = exp (8 - 1)['12;-—!23.:
¥ kA + kB
W) - (3),_ -

en ol que eate dltimo valor colncide con ol valor obtenido por el modelo
detsrminista en el 1imite t —» @ 1y,

A = () (8) -(E) et

los autores utilizan eatos resultados para su trabajo sobre los sistemas de no -
equilibrio.,

Sea ahora el sistema blmolecular:
ky
A+l == X+ U
k
2Y —32+ T4+ D

donde e} sistoma [X] es, una voz mis, ablerto a los depésitosm A, ¥, B, D.

la ecuacidn naestra de este gistoma so escribe ahora ya en términos do la
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distribucién de probabilidad marginal:

<o
P(X, t) = z P(Ay ¥, X, B, Dy t)
A MED=0
y %oma la forma:

‘EEL}%;E_) = k AMP(X - 1, t) - K, AMP(X, t) + "Cz/z(x +1)(x+2)
P(X + 2, %) = K/,(x - 1) (X, 1)
7 se transforman en:
2
%ﬁ- = k,Al(s - 1) + kz/,(1 - a?) é‘.;..g

al usar la funcién generadora f(s, t) con suposiciones anflogas al caso anterior.
La solucidn de estna ®ltima ecuacidn en el estado estacionario involucra funciones
de Beassel de argumento imaginario. El valor promedio y la variancia toman la
forma:

n, (K1) = X (1 + Bj%; + °('i“’))

]

#2(1X1) = 3/4 (LX) + o(1)

donde X, 88 lo soluoién obienida por el méiodo determinista. El valor medio
obtenido nos dioe que el rosultado de la teorfia macroscdpica es v4lido sdle
hasta tédrminos de orden uno.

Haken' ha estudiado sistemas de reacoidn que son egpacialmente no
homogéneos., Para sllo, divide el volumen total del sistema en pequefias celdas
da volumen v, Disatingue cada celda con un fndice 1 e indica ol ndmero de
moldoulas aen dicha celda por e Aef, investiga los cambios temporales para Ia
distribucidn conjunta:

P(..., Ko Ny g oveny t)

Do enta forma, los camblos dedldos a2 la difusidén ds lzs moldoulas entre una ocelda
dade y sus celdas vecinas son tratados como procesos de nacimiento y muerte y,
la scuacifén masatra para la difusidn es de 1la forma goneral:

Blovey Ty wedl, = ?:',' LUNCHNERIES ) (PO A TS AT DRI g

- ¥ P(e.0y 0,y LA sen)

I+a
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v la ecuncidn maestra del fendmeno total toma la forma:

. §| . w
dif ttoc
dondat
?lr ) indica los lados derachos do las oocuaociones maesiras
eda

tratadns anteriorments.

Por Gltimo, Oillespie'®, prosenta las bases £isicas del modelo que se
ha estudiade y como derivar la ecuaocidn meestira a partir de ollae, en
oonocordancia con el trabaje de Prigogine y Nicolia,

ha roaceién quimica ocurro cuando dos o més moldoulas del tipo
apropiado chocan ds un modo apropiade, La teorfa oindtica estocdstioca se
basa en que las colisiones en un sistema do moldculas en equilidrio térmico
ocurren de manera aleatoria,
aaf, lan bases ffsicas de la teorfa oindtioa estoofstica ge formulan de la manera
siguienta:

a

3a oconsidera un sistema compuesto de una mezcla de dos espooies molecularen
S, 7 S, on fase gaseosa y en equilibrioc térmico en un eierto volumen V.

Se oupone que las especies 5, y S, son esferas rigidas de radics r, yr,por
simplioldad, Tntonces, una coliazidn entre un par de las cspecies 1-2 ocurrird
cuando la distancia entre los centros de ambas moléculas sem menor a Ty, = r +

b shora, se nscesita crloular la probabilidad de ocurrencia de dichas
colisiones en gl volunen V, 3{ v,, o8 la velocidad relativa de la moléoula 1
a la moifcula 2, ontoncos en el sigulente intervale poquefio de tiempo §t, la

moldeula 1 barrera relativo a la moléeoula 2 un volumsan de colisién 8V 4, » dado
por:

x 2
«\V‘Ql =TTV,

L0t

tal que 8f el contre de la moldoula 2 cae deniro de 8V _, en el tiempo t, una
colisidén entre 1-2 ocurrird en ol intervalo (%, t + 4%),

Ahora, debido a que ¢l aistema me encuonira en equililwrio térmico, las moléculas
eotardn distribuldas aleatorinmento y uniformemente a travds de todo ol volumen V.
Por tanto, la probabilidad de que el centro de una cierta moléocula 2 se cnouentre
dentro de 8V, " al tiompo t estd dada por 5V,°;/v .

Sf al tiempo % on V se enouentran x, moldoulas de la sopecie S, y x, molfculas de
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la espocis S,, un total de x,x, pares moleculares 1-2 distintns se tondrédn,
entonces la probabilidad de ocolisién en el intervalo infinitesimal (t, t + dt)
ostd dada por:

x, %,V 'ard ¥, dt
siendo:

¥,, la velocidad promedio relativa de la molécula 1 a la 2,

Obaérvace que eata probabilidad es de la formas
x,x,0,d%

donde la constante ¢, dopendo sélo de las propiedades de las dos moldoulas y do
la temperatura del sistema.

Aof, al goneralizar para que el volumen V contonga una mezela de x; meléculas de
la eagpecle S, (1 = 1, 25 seey N) ¥ quo las N espeoles pueden reaceionar por M
canales aspacf{ficos R;u {p= 1y 2, o0ey ), concluimos que existen X constantes
Cp (#w 1y 2y 4aey 1), que dependen de las propiedades fisicas de lag moléoulas
y de la temperatura del sistema, itales que:

c,,dt = prodbabdilidad promedio de que una combinaoidn particular de
®, moléculas reactivas reaccionardn en el intervalo
infinitesimal siguiente dt,

entendidndase por promedio que sf oultiplicamos c,dt por el nimero total de las
distintas combinacionos de las R# moldoulas reactivas en V al tiempo %, se
obtendrd la probvabilidad de que una reaccién R H ocurrird dentro de V on el
intervalo (%, t + dt).

Tsta 68 la hipétesis fundamental de la teoria cinftioa estoodstica.

oy se interpreta como una probabilidad de reaceifn por unidad de tiempo
an luzar do la constante de reacoidn de la teorfs daterminista. Desde un
punto de vieta nunérice ambas constantos difieron por dos factores constantes o
lo nm4n, giendo uno de ellos alguna potencia del volumen V.,

Asf, el formalismo de 1la ecuacién msostra puede ser derivado de la
hipdtenis fundamental de la siguiente manera:

La eouacidn mzeatra es la descripeién matemftioa de la evolucién temporal de
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la funoién:
P(II’ 1:!, caey xNi t)

quo constituye la probabilidad de que en V al tiempo t se encuentren X, moléculas
de la ospocie Sy, «vsy X, moléoulas do la uspecie Sy.
So deriva de la hipétcols fundamental al escribir:

.
N i

Pz, covy X t o+ dt)

como la suma do las probabilidades de laa 1 + I difersntes formas en lan que el
pistema puede llegar al estado (X,, ., z,) en el tiempo t + dt: '

M
P(I', vaey xN§ t 4 dt) a P(I1’ reey IN, t)[l - Za“dt] +
M M
+ }:%&t
3

a,dt = ¢,dt el nimoro de las distintas combinaciones
moleoularss R en el estado (X,, vuey Xg) »

dondes

conetituyendo entonces, la probabilidad de que una reaccidn Ry oourra en V en

(t, t +dt), dado que ol sistema estd en el estado (X +.ey X) on el tiempo %,
Por lo tanto, el primer tdrmino es la probabilidad de quo ol sistema estard en el
ostado (xyy «vs, X,) 81 tiompo t y pormanecerd ahf en el tiempo (t, ¢ + dt),

la cantidad B,d% indica la probabilidad de que ol sistema sufra una reaceidn Rp
en {t, t + dt), por lo que dicho término es el producto de P en ol estads con la
By removida al tiempo t por oy pOT ol ntinere de cembinaciones molooulares
roaotivas de R, disponibles en el estado sin Ry,

De esta forma me obtione la eocuacidn maestra como ha sido manejada antes:

M
%EP(!\, eaey IN; t) 'Z [B/“‘ a/“P(I“ sy IN’ t)
M

81 formalismo de la ecumoclén masntra es 1imitz\do“, pues al tratar al
siatema entoro por medic de variables “colectivas" hace qus las fluctuacionas
calouladas no contengan informacifn sobre su tamafio, ranzo de extensidn y

longitud de oorrelacidn, Se menoiona que oote prodlema ee remedia do manorn

natural al reallzar conaslderaocjones como las hechan por Haken y oo sobre este
camino en el qie se trabaja actualmente en la teorfa oinéiioa eptocdstica.
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CAPITULO IV

APLICACIONES

™ este capftulo se muestran los resultados obienidos por la teorfa
cindtica estocdstica al tratar loa problemas de la cindtica do copolimerizacidén
y do la descomposicién unimolecular. Bl capftulo finaliza con la presentacién

de un algoritmo para simular de manera numérica problemas cinéticos.

La cinédtica do copolimerizacidn puede ser descrita por medio de cadonas
de Markov, las que por su forma matriocial, hacen de este método pariicularmente
dtil para su programacidn en computadoras'’ .
£1 método permite obtener la distribucién del grado de polimerizacidn, la
diatribucién de composicién y laos relaociones de composiocidn-concentracién para
una copolimarizaoién de n mondmeros.

Tl mftode siguiente, formulade por Frenasdorff y Pariner", oconsiate en:

Se supone que la dltima umddad monomérica en la cadena en crecimiento
ateota la velocidad do adiocidn de la siguionte unidad monomdrica (es por esto que
el proceso se considera como markoviano)j entonces, se dico quo la cadena se
encuentra en ol estado 1 sf su Wltima unidad es un monémerc i y sufre una
transioidn al estado j sf adioiona un ménémero j.
las probabilidades de transicién estén dadas por:

-1

B, =k [Mi](k,r + Tk (M,])

kii es la constante de velooidad de la adicién de un mondmero

donde:

j a una cadena en crocimiento que termina en un mondéumero i.

k,; es la constante de velocidad para la reaccién de terminacién
de una ocadena que termina en un mondmero i.

[¥;] es la concentracién del j-ésimo mondmero.

Para encontrar la distribucién del grado de polimerizacién, las probabilidades
do transioeién se agrupan en uns matriz:
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o 0. I, I, .
0 10 0

Q= o T By P,
0 TI PN PH

donde se incluyen los estados para los procesos c¢: injejaocién Iy ée torminacidn
T3 por lo que I( es la probabilidad de que el Iniziador reaccions con un
nondmoro i y T, es la probabilidad de terminaocidn ie reaccibn cuando la cadena
ternina en un mondmero i, En este tratamionts L2 terminacién es un proceso
quo involucra a una sola cadena, como desproporciiz o tranaferencia de cadena.
Ahora, el elemento PY? do Q" rapresenta la provziilidad de ir del votado I 21 T
on exactamente n pasos, adends, obsdrvese que incluye todas las secuenoias de

n - 1 o menos unidades monoméricas, Aefl, la dizwrivucidn del grado de
polimerizacién estd dada por:

(n+1) {n)
Fn) = 2, =Py

esto e3, la fracolén molar de n-meros en el copolfnaro.
Ahora, Q" se puede expresar como:

Q' = U ala,

i
donde «; son los m + 2 valores proplos de Q y A = 15.5<q siendo 19> ¥ <q
i
los vectores propios deracho e izquierdoe respeotivarente de Q:

Qig,> = a;lq >
<q,1 Q = a;<q
<q,19;> = 1

Obsérvese que los valores propies O y 1 pueden sor Tiztorizaden del determinante
seoular, Sin embargo, eotos valores no gontridurin a la soluoidn y el
problema se ha reducido a encontrar los valoras propios de la submatriz:

Py B2 Py e
P o= Pyy By Py
Py By By,
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1

haf, el elemento A = de A, est4 dado por:

{3 1
AlT - -[ /a"(l - crl)]‘:"ml:'<plt ¢>
donde:

<i) e3 un vootor renglén con elementos I, I,y vee, I,
11> #0 un vector columna oon elementos T,, T;, veeg T
a;8on los m valores propios de la submatriz P
¥y ip>, <p son los veotores propios deracho e izquierdo de P.

Ahora, se debe oumplir:
UIEREID IR
1

<p1t> = Q1- a|)<p‘!1>

con lo quet

donde: ‘
11> ag un veotor oolumna unitario de orden m.

Con todo eosto, la distrituoién del grado de polimerizacién toma la Fforma:

P(n) = 3, (1 - a)) o] kiup><p 1>
con la suma extendiéndose & las m rafces de P,

Nétese que la distribuoién es una ocombinacién de m distribuciones binomiales.

Para obtener las relaciones de composiocién del copolfmoro, ge oolocan
todas las moldoculas en una sola cadena de larkov con una matriz de trensicién:

0 o I, I, o
1 0 0 0

O 0 Ty By Py
0 T2 Py Py

¥ se considera shora la probabilidad de encontrar un determinado tipo do mondmero
al hacer la cadena infinitamente larga,

Al utilizar el desarrollo de R", cuando n tiende al Infinito todos los términos
del desarrollo se hacen cero a excepcién del término para o = 1. Ademis, se
obtiene:
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n—sco 1 }

siendo r; el elemento correspondiente del vector propio izguierds <r| para el
valor propio a = 1. Esto significa que la probabilidad de encontrar el
ogtado j es independionte del estado inioiil.
Con 8350, las relaciores de composiocién tonan la forma:
X; r.i
5t
i

donde los r, provienen de la solucidn a:

<ri{R=-3) = 0Q J as la matriz identidad

As{, las soluciones toman la forma:

I P2 Py 1o
I, (Pz: - 1) Py
1, P (Paa ~ 1)
X, :
X
(®,, =-1) I, Py,
Py I Py,
Py I (Pn -1)

Para la distribucidén de composicién se desoribe cuantas moldculas del
copolimero con un grado de polimerizaoién n contiensn un olerto ndmero do
unidadez de alpuno de los m mondmercs en partioular.

Asf, sn construye como ojemplo la funoidn generadora para la distribtucién del
monénrero 1, Para esto, la matriz 9 es multiplicada por la variable muda & en
la columma con subindice 1, obtenidndose asi la matriz Qs. Entonces, el
alemento Pl";" de 05" constituyo la probabilidad de ir del estado I al estado T
yor un camino especifico multiplicado por una potencia de s, que nos dice el
ndmero de vooes que el estade 1 ha sido aruzado. Siguiendo el tratamienio
para la distridbucién del pradoe de polimerizocidn se obtiene:
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o(sy n) = [F(n)]_'z a:;‘<i,|p“>< p, i t>
3

donde 1p, > 7 <;%l| son los vectores propios correspondientes a los valores
i
propios @, de la submatrizt

BP,‘ P': P1J LR
Pg = 8Py P2 Py

I1t> a5 un vector ocolumna con elementos Ty, T, essy Tpj <i,} es un vector renglén
con elementos 81,y Ipy eeey Iny [F(n)]_' eg un factor de normalizacién parc
G(l, n) o 1.

Frensdorff ¥y Pariser '’ aplicaron este formulinmo a la copolimerizacidn
de dos mondmeros obteniendo los mismos resultados que la teorfa deterrinista;
gin embargo, su método, por su caracterfstica matricial, evita nucls odloulo
alpebraico y permite ademds una rdpida extensidn para tratar sistemas de tres,

cuatro o m4s monémeroc.

Para tratar la descomposicién unimolecular, Montroll y Shuler'®han
proocedide de la siguiente manera:

Se oonsiderz un ensamble de moléculas reactivas ocon niveles do onersia
cuantizados inmerso en un gran exoeso de un gas quimicamente inertc que actua
cemo un bafio de calor a temperastura constante a lo largo de la reaccidn’®,

Como el baiio se enouentra a una temperatura constante, se implica que la
concentracién de moléoulas reactivas es mucho menor quse la concentracidn de las
moléculas que forman el bdbafic.

Las moléculas reactivas estidn inicialmente distriduidas segin la distribucién de
Boltzmann a una temperatura T, menor que la temperatura T del bafio.

Entonces, pdr colisiones con las moléculas del bafio, lac moldculas roactivas gon
excitadas, en procesos de un paso, a sus niveles energdticos mds altos hasta que
alcanzan el nivel (¥ + 1) donde son removidas del sistoma de manera irreversible,
Lag probabilidades de trancicidén por unidad de tiompo dobido a lns colisiones

Wma 20oblernan la velocidad de transicidén de las molfculac reaotivas de la onergia

Fn a la energfa E_ y son funoiones de los nimeros suinticos n y m.



43

™n principlo pueden éer calouladas en términos de las intoracciones de las
moldoulas reactivas oon el bafio,

toto modelo corresponds a una activacidn unimolecular segulda por una disociacidn
do 1la forma:

B+ A =2 N+ A

A® ——e prod. disoo,
siondo:
1 moldoulas del hafio
A moldculas reactivas

1*moléculan con energfa mayor Iy

nNste modelo so hace corrogponder con una caminata aleatoria unidimensional con
una barrera absorbente. fon osto, las probadilidades de transicién por
unidad de tiempo de¢ un paso del nivel n al m son depondientes de la distancia al
origen n = O. .
Las moléculas roactivas seguirdn una distribucién dependiente del tiempo, esto es,
sc distribuirdn segiin dicha distribuoldn, sobre los niveles energéticos n = 0,
1, 2, v.ey T ¥ que estard dnds por la Praccién de moléculas X,(t) en el nivel n
al tiempo t. la enargfa do activacidn serd inversamente proporocional al
tiempo promadio de primer paso, el que ademds indicard el tiempo do retraso para
la activacidén del ensamble.

"1 cdlculo de las probabilidades de transicidn por unided de tiempo no es
sencillo, sin embarzo ec posible oltener informacidn valiosa al realizar las
giguientes oimplificaciones:

Las moldculas reactivas se tratan como osciladores arménicos eimples y sblo
se tratan interaccioncs débiles entre los ouciladores y las moléculas dol baho,
De esta forrma, las probhabilidades do transicidn para un sictema de estas

caracteristicas toman lu forma; sogtin landau y Toller:

mn

B, = [(m+1)8, 0 + B8, 1 mIP1o = Pam
donde:
P, ©8 la probabilidad de tranaicién dol estado 0 al 1

bN,M as la delta do Kroneoker

v las probabilidades do transicién por unidad de tiempo toman la forma:
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Woor,n = Z°W%70P,
¥
W =2 N;‘!Pnol,u

n,n+t

La cantidad Z”éea el nimero de colisiones por unidad de tiempo sufridas por el
oscllador cuando la densidad del gas es una molécula por unidad de volumen, x”
o5 la concentracidn total de moléoulas del bafio y 0= h'VkT; v frecuoncia
natural del oscilador.

hora, la energia potenclal para la disociacién de una moléomla reactiva es un
oscilador arménico truncado con un ndmoro finito de niveles de energfa
igualmente espaciados, siendo el nivel N el Gltimo nivel discreto y la cnergia
LI .1 enorgla de activacién de la reaccidn y la energfa de disocinoién.

Analizemos ahora las propiedades estocdsticas de un sistema con lao
propiedades arriba mencionadas. los resultados obtenidos serdn usados
posteriormente con una forma analftica para la probabilidad deo transiocidn.

Aof, oualquier molécula que en su caminata aleatoria aloanze el nivel enermftico
(N + 1) serf absorbida, esto es, sufrird reaccién, Intonces, al alcanzar
dicho nivol por primera vez en la caminata se tendri la velooidad de la reaccidn.
Esto nos lleva a calcular el tiempo promeddo de primer paso para el nivel I del
sistema, esto es, el tiempo promedio para pasar el nivel ¥ por primera vez.

S{ la fraccién de molédoulas que no han alcanzado ol nivel ¥ + 1 en el intervalo

de tiempo (0, t) es:
N

P(t) = ) X,(t)

n=0
la fracoidén de moléculam que se discoian en el intervalo de tiempo infinitesimal
(ty t +5t) es:
- (g)at
El mimore de moléculas que pasan N en el intervalo (t, t + 8t) es P(t)st, af P(t)

o3 la distriducién para las transiciones pasando el nivel N. Sin embargo,
dichas moléoulas sorén absorbidas por la barrera en (¥ + 1) y:

N
B(e) - §F - -5 L alt)

¥y el tiempo promedio para ol primer paso serd:

Los] w N
t . ftp(t)dt - - / t % ?;X,.(t)dt -/mi’ X, (t)at

0 nwo
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Las ecuaoiones masstras para eate sistemz iienon la forma:
dxo
vt Al Yo X, + L x‘
dx}
wrt ot Wy Ko = (Mg # ¥ 0+ W Ky
PM53'119:-u3(N'1) '
de - .
Vo3 'WNN-}N~1'(VN~LN+WN+LQXN

¥ al sumar todas estas eouaclones obtenemos:

N
d ;
P(t) = - 4t E. Z,(t) = HN44,NXN(t)

y 8l tiempo promedio del primer paso toma la forma:

/1] [+1]
t . /tP(t)dt . 'AN+|IN/tKN(t)dt
Q 4]

para transiciones entro niveles vecines. Bstas férmulas pueden ger
generalizadas para admitir otro tipo de transiociones,

Obadrvese que las ecuzolones maestras son de la forma:
dx(%)
“arh = Ax(t)
donde X(t) es un vector con componentes Xo(t), X,(t), <oy X(t) ¥ A es la matriz

de provabilidades de transioidn. La solucién a dicha ecuaoién toma la forma:

At

(£} = o™ X(0)

donde X(0) g el vector de la concentracién iniocial.

Sf la matriz exponencial es exprosada como Una combinacién lineal de las matrices
proplas de A:

MI(A)E(I;fi(A) j-O, 1, 2' (XX Y] N

tal que: N

2,02, (0) = 5,7, (0) ¥ zof;(ﬂ)-J
niendo J la matriz identidad y <rllos valores propios de A. Fstas igualdades
implican:

0(a);(a) = 3(a;)r ()
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por lo que 8o doYe cumplir:

ty . tz:{'(ﬁ)-z “f(A)a,.
'f jtf(A) M »

i
con lo que:

© N w N Ehan e |
/X(t)dt a Z (/ ayt at)f, (A)X(0) = -2 a! f (A)X(O) =
0 igo J
a - jN: Iy r (A)%(0) = -~ A x(mu
()N+1

n -a-e-n— (BN‘] + 3N_1.4. 4 aee + A )X(O)

donde los a; son los ocoefi.ientes de la ecuacidn secular de A.

Entonces, el tiempo promedio de primer paso desde un estado iniolal j es:

7. ZX (t)dt = - qu” 13>

i=0
- -1
donde <iid ‘lj> es ol elemento (i, 3) de la matriz A .
S¢ puode demostrar que cuando todas las moléculas sa encuentran inicialmente en

el ostado base la ecuancidn anterior se reduce a:

-1
t = - traza A

Ahora, sa aplican esfos resultesdos conjuntamente ocon las probabilidades
de transioldn mecano-oudnticas encontradas por Llandauw y Teller, con lo que se
obtienen las ecuaciones maestraat ”

dX

'E% « K(ne? X,y - [n + {0+ l)e'ojxﬂ + (n + 1)X,.,)
con n = 0, l’ 2. sasy (N - 1)
éx

~p = Ko™ X -1+ (14 1)el]x,)

siendo:

K= Py, la cual dopende \inicamente del acoplamionto entre las
moldoulas reactivas y las molédeulas del dhafio.

[ he f/kq‘

4l gimetrizar las ecunciones por moedio de:

1l
LN Xnexp{ /’2 "0)
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se obtienen ecuacionss de la forma:

Tom

giendo B unn matriz simétrica.

Vontroll y Shular mueatran que el tiempo promedic del primer paso toha‘qntqnqgé
la forma: ' :

N ; T
T oot (W 1)e kol 1 1 e
Kt = - trazz B a e Zoe [B-ﬂ + ]-? + ..‘.j.‘-i-AH :;—-T-:—E] ‘
obtoniendo también para el limite N ~— R
_ _ S+ 1)0 o0
Kt = ~Ktraza B = 7 3 1+ +
(4 )Y ~ 1) H(1 - o~ #)

o 20

+
on(y -~ 1)1 - %)

7+ o(H'a)]

Rate §1timo resultado corrasponde a la teoria de cquilibrio de'tiempos de primer
paso,

Montroll ¥y Shuler ' oncuentran que gon necesarias correccionas & dicha
teorfa ouando sl scgundo término en el producte do arriba ne os deopreoiable.
fncuentran que el tiempo promedic de primer paso y la veloecidad de activacidn,

que ea proporcional a t7', se dervfan de su valor de equilibrio por mis del 10%
cuando:

M-y <0e? 8 Eucr/kT <10

Los autores ademds encontraron que la velooidad de activaoidn es mayor por varios

Srdones de magnitud a la caleulada segin su modelo. De ello conecluyen que un
praceso involucrando sélo tranaiciones de un paso e Iinteracclonss débiles es

- inadeoundo & la situacidn real,

71 nimero de problemns para los que la ecuacién maeatra puede ger
resuelta de manera analitica os reducido, adn menor gue el nimoro de prodlemas

 para los que su ecuacidn determinista puode ser recueltu analfticamente.

. Par otro lado, 1la scuacién macstra no e sugceptidlo de solucionen numéricas por

b
]
el miznaro y naturaleza de sus variables independientes,

&3
[
e
.
¢
i

3¢ ha tratado do
derivar, do la ecuacién maestra, eccuaoclones trabajadbles para los primeroa
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momentos; esto s6lo ha sido pomible y fructifero, como ya hemos visto, en ol
cng0 de reacciones monomoleculares senclllas.

Gillospie”, vor otro lado, ha desarrollado un algoritmo fsara aimular
ectocdaticamente la evolucién temporal de un sistema reacclonante homopéneo.

Su alzoritmo se basa en:
Introduce la llamada funcidn de densidad de probabilidad de reaccidn:
P(0, i1)d0

que indica la probabilidad de que un sistema reaccionante en el astado (X, ...,
KN) al tiempo t sufra una reaccidn R” en sl volumen V en el intervale do tiompo
siguiente {t + 01, t + 0+ d0).

Adicionalments dofins para cada reaccidn R le funcidn hn_que constituye el
ninero de las distintas R” conbinaciones de moldeulas reactivas disponidles en el
estado {X,y Xpy eeey )y para w1y coey ¥

fon catas funciones y haclendo uzo de la hipdtesis fundamental de la teoria
oindtica estocdotioca, se obtienc la probabilidad de que una reaccién R” oQurra ¢!
el volumen V en {t, t + dt) dado que el siatema estf en ol estado (X,, ..., X

/

al tlempo i:
a”dt u n”o,.’dt para fl= 1, «asy K
Aaf, la funcién de densidad inicialmente definida toma la forma:
P{a, 11 )40 = Py(0) 2,40

giondo Py(()) la probabilidad de que sf el siztema se encuentra on el estado
(Xys vees .’(N) al tiump‘o' t, no ocurra reaccidn en el intervale de tiempo (t, t + )
73, ,d!.ireprasonta la probabilidad de que wna reaccidén R jj ocurra en el intervalo
(¢ +0, t +0+4d0),
La funcién Po{q) es de la forma:
M

Po(Q) = exp(~ ) a,0)

con la oual, la funcidn de denoidad de prohabilidad toma la forma final:

a”exp(- ag6t) 8L DL <
yH=1, .., 1
0 cualquier otro caso

Plo, 1)
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donde: M M
a - h”c” vy ag= z a8, -Zhvc” 1ely eany ¥

v=1 noy
A continuaociSn, se necesita concocer, al simular la evoluoidn temporal del
asigtoma, alguna forma de especificar cual serd la sigulente reaccidn que ocurriri
en el sistema y el tipo de reaccidn que serd, Esto so consigue al generar
vn par (i, 1) 'de un conjunto de pares aleatorios cuy:s densidad de probabilidad
sea P(2, [ ), de la manera siguiente:

Se generan dos nimeros aleatorics r,, T, ocon distribucién uniforme en un
intervalo unitario y se toma:

2« (Y, (/)
-1 -] 1

1
23,,'( T80 € Z.au
v v

con lo que se ha generado un ndmerc aleatoric Q2 con distribucidn:
P, (2) = agoxp(- ao0)

¥ un ntmero aleatorio !l con distribuoidn:
a
P, (11} = n/%
de donde:
P(Q, (1) = P,(2) P, (1)
Una vez hecho lo anterlor, los siguiontes pasos de la simulacidén son:

I.- Se alimentan los valores para las M constantes de reaccidn o,, oy,
¢vey € ¥ las ¥ poblaclones moleculares iniciales Xy, +vvy Xy
Se ajustan contadores para el tiompo t y el nimoro de roacoiones n en
caro.
Se escoje algin niimero para ponerar los nimerca aleatorios (inisiador),
II.= So caleulan y se almacenan las cantidades a, = h,0,, 8, = 04, «ss,
ay = h,c,; tambidn me calcula ag,.
III.~ Se generan los ndmeros aleatorios r, y T, ¥ se caleulan Q y (I,
V.= Se.incre:enta t por (I ¥ se ajustan los nivoles de poblacidn molecular

para reflojar el sucess de una roacoidn H”.
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S0 incremants el contador n en 1 y se regresa al paso I.

8{ ae desean calcular cualquiera de los momentos X?) {t) mer4 entonces nocesario
roalizar varias corridas de la simulacidn del tiempo O a algin tiempo 4, todaa
1dénticas con excepoidn dol iniciador. Fntonces, cualquier momonto X?) {+)
gord entimado como la potencia k-dsima de loo nidmeros X, encontrados al tiempo ¢
para cada corrdda, De manera similar so procode para caloular las
correlacionen arusadas.

Gillenpie" ha encontrade las siguientes ventajas on su método:

1.~ ¥l algoritwo toma en cuenta todas las fluoctuaociones y correlaciones
implicadas por la hipéteris fundamental.

2e= Tl algoritmo ovi.) el uso de intorvalos finitom de tiempo.

Je~ Eo fécilmonte prozramable ¥y requiers poca momoria én la mdguina.

4.~ Provee informacién temporal sobre un onsamble de miembros individualea,
que se complomenta con 1la informaocidn sobre un ensamble estadfstico de
sistemas de la ecuacién meestra.

5+~ Provee un medioc para calcular promedios del ensamble ouando la ecuncidn’
maastre no puede ser rasuelta,

¥ las siguientes limitaciones:

l.= Requierc mucho tiempo de méquina, dopendiende do la velocidad de 1ln
nisma.

2.~ Por lo anterior, ol algoritmo e restringe para sistemap donde ol
nimero de moldculas y de reascciones son proporcionales a las
limi taciones de tiempo.

3.= Se neoepsita un buen programa para generar nimeros aleatorios.

4.~ Fl nimero de corridas gue se necesitun parc caloular los promedies
puede ser alto, dependiendo del sistema.

Oillespie'® ha emploado su algoritmo para iratar sistemas renceionantes
homogéneos, tanto senoillos como complejos, obteniende muy buenos resultados,
Concluye que, debido a dichos buenos resultados con el nétodo, este se debe tratar
49 extender para acomedar sistemas no homogbneos.

Como conolusién, en este trabajo se han revisado alguncs de los

rosuliados odtenidoo al aplicar loa métodos de la teoria cindtica estocfatica.
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tomo hemos visto, la oindtioca quimica se enriquece al estudiarla en ol nivel
mesoselploo. Lag fluotuaciones nos dan una nueva perspeotiva de las

reacolones qufmicas al acerocarnos mds a la realidad fisica del fendémeno.

Otros problemas que han sido tratados con la teoria ocindtioca estocdstica

EQn:

Degralaoidn de polimeros, reacviones en zo.as aisladas, teorfa de 1la
rucleacidn, oinética de maoromoléculas bioldgioas, termodinimio. eatadfstica,
redes de reaocciones.

La teorfa oindtica eatoodstica se trabaja actualmente en los siguientec
puntosn:

a.~ Extenderla a sistemas no homogénoos, sistemas gque involucran varias
variables aleatorias (sistemas no lineales), ‘anto homogéneos como
no homog&neos y en problemas de redes complejas de reaccionas (oomo las
que e tiensn en sistemas biclégicos), o inestabilidades quimicas,

b.=- Otros métodos de estudio, como las ecusclonss de Langevin y la ecuacidn
de Fokker - Planck, as{ oomo de relaocionar los distintos mdtodos,

c.~ Bstudiar las bases ffsicas de la teorf{s y su relacién oon la oindtica
determinista y la termodinémica de procesocs irreversibles.

d.~ Lla medioidn del ruido y la simulacién del misme para casos complejos
de aiffoil medioidn,
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APENDICE

ESPECTROSCOPIA DE FLUCITACIONES :

En eate~apéndice so resumen lae bases ffmicas de los procedimientos
utilizados en al laboratorio para registrar y analizar las fluctuaociones en
sistemas de interés fisico, qufmico y bioldgloco.

las fluoctuaciones, o ruido, son inevitables en los sistemas flsicos.
Cuando un sistema partioular o varios sistemas similarmente preparados son
registrados durante un intervale de tiempo, la mayorfa de las cantidades medibles
(pefiales), tomardn valores dentrc de un olerte intervalo,

El cardoter disoreto de la materia, asf como tambidn sus propiedadss
termodindmioas Pundamentales, hacen que en prinoipio no se puedan slimipar todas
las fuentes de ruido en un sistema. AMemds, existen fuentes de ruido tanto
on el squilivrlo termodindmico como en los fenémenos de transporte, donde para’
estos Ultimos, el ruido depende de las propiedades del transporte, incluidas en
ellos las reacoiones quimiocas’®,

Al realizar un experimento se trata de eliminar las fuentes de ruido,
tanto como sea pooidblej por ejemplo, se disefia el experimento de tal forma que el
ruido debido a los fenémonos de transporte sea bajo, de preferencla mds bajo que
el ruido de equilibrio, el cual nunoa se puede eliminar.

Por otro lado, se puede aprovechar que el ruido depende de las propiedades del
tipo de transporte involucrado, para que al estudiar el ruido se pueda obtener
informaoién sohre el transporte.

La espectrosoopfa de fluotuaciones engloba los prooedimientos que se
encargan de registrar el ruido de una o varias variables an funoidn del tiempo y
que obtisnen informaoién de las diferencias entre los valores registradoa".

Cuando en un sictems quimioo estaclonario oocurre una fluctusocién en la
concentraoidn del estado estacionario de los reactivos, al sistema responde a tal
fluctunaoidn decayendo hacia el estado estacionario iniofal, Bate
comportamiento no debe oonfundirse con el principio de Le Chatelier, el cual
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concierne a esfuergos externos aplicados al sistema *°,

Por ejemplo, para el caso de un proceso de nacimiento y muerte, sin migraoién,

so tlene que el decaimiento o relajamiento es de cardoter exponencial, decreciendo
del valor inicial de la fuotuacién hacia coro con el tiempo. La informacidn
que se obtiene de esto es el tiempo de relajamiento, que junto con el valor ds

1a constante de equilibrio del sistema, nos permite conocer los valores de las

constantes de velocidad involuoradas’o.

Ademds, las fluctuaciones no sélo muestran una dependencia temporal,
tnmbiéd’muestran, en promedio, el oardcter de una serie de ondas, de tal forma
quoe existe una dependencia de las fluctuaciones con la froouenocia. Da esta
manera, las fluctuaociones que exhiben relajamiento lento 8¢ observan en la zona

de bajas fraouenciaa, sucediendo lo contrario para relajamiontos r4pidos.,

Obsérvese que 88lo estamon interesados en las propiedades estadfsticas
dol ruido, puesto que estamos reallzando repetidas mediciones sobre el sisotema.
Bl promedio medido a un sistema estaclonario nos permite correlaclonar la magnitud
del ruido medido a doa tismpos diferentes, con lo cual se tiane una medida de la
cantidad de informacidn remanente al final del intervalo de tiempo que duré 1la
redicién. Las magnitudes relativas de las fluotuaciones dependerédn ademds
del tamafio del sistema.
Al registrar dos o néde variadbles dcl_aistema {diatintos ruidos), en una misma-
modicién, estamos adeomis on posibilidad de correlacionar todas las variables,
cada una de ellas con las restantes, obteniendo lo que se conoce como

correlaciones oruzadas,

¥atemdticamente, las propledades que se han mencionado se expresan por
medio de la funcién de mutocorrelacidn 4(t') y el espeotro 8(f).
la funcién de autocorrelacidn de una variable aleatoria Q(t) es:

1
i -1
G(t") = <Q(E)Q(E ~ £')> = 1" /Q('c)Q(t - )T - £1) at
'I
ovaérvess que G(0) as<Q’s, Ahora, para sefinles cuya variacién en el tiempo
o8 aleatoria G(t') se aproxima a <Q>° para |t*| grandes, esto es, Q(t) se olvida
del cardoter aleatorio de Q(t - t') para t' grandes, con lo que:

«8Q(t)a(t - t1)> — 0 stendo dQ = q - <Q>
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La forma de la funcidn de autocorrelaoidn indica la memoria de la wvariable
aleatoria, ademfs oumple la sigulente igusldad:

HO) = () »<@*> =<@>  m< Q) >
El espeotro se determina al expresar Q(t) ocomo un desarrolle de Fourier:

®
Q(t) - ay + Z(anoos @ + b,gen ?2-1}5:‘-)

slendo: "

7 el intervalo donde se realizé la medioidn.

Cuando se obtienen especiros ragonablemente suaves, se¢ puede encontrar T tal que:

slendo Af el ancho de banda de frecuenaia mfs pequeRia sobre la que 6l espsotro
varia, Bajo estas condiciones se define S(£) como:

2
T<a, + b:>/2 con n = £7

Ahora, debido a que los valores a, y b, son aleatorios, se hace imposible
determinar S{f) en Af ain roglastrar datos por un intervalo de tiampo mayor a
I/Af. Con esto, el error mixime al doterminar S{f) es~vV{AL)D .

Esto os conocido como @l teorema de muestreo?'. Do aqui{ se observa porque es
necesario registrar las fluctuaciones repetidas veces, 8élo as{ se puede asegurar
la precisidn en las propiedades que interesan.

Ambag- funoiones estén relacionadas por:
®
a(t') = /s(r) cos(2nft ' )df
J ° ®
5(¢) = 4 / a(t') cos(2xft)at!
0

esto es, son transformadag la una de la otra y por tanto, oontienon la misma
informacién. Generalmente sélo so mide una porcidn de G(t') o de S(£) y
poroiones de una funoifn no necesariamonte proporsionan la misma informacidn que
las mismac porciones de la otra funoién. De aguf se desprende ol hecho de que
segin el tipo de experimento que me este llovando a oabo es la funocidn que se
eligfrd para analizar los datos.
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Cuando se estdn midiendo dos variables aleatorias, las oorrelaciones y
loo espeotros oruzados toman la forma:

0,5 (%) = <Q,(£)0,(t - £)>

©
Su(f) -2 / °idnft'ou(t')dt'
®

La generalizacién a mis variables es inmndiata.

Feher y weiusmanzz determinaron pardmetros oinéticos de la disoolaoidn
dol sulfato de berilio al eatudiar el espectro de las fluctuaoiones ds
oconduotividad del eleotrolito, Como dicha reacocidn ha sido estudiada
ampliamente por métodos de relajamiento, se utilizé para comprobar los métodos
de la espectroscopfa de fluctuaciones,
los resultados obienidos per los autores concordaron bastante blen ocon los
resultados obtonidos por los métodos de relajamiento. Adomds observaron
Tambidn analizavon otras fuentes de ruido en el sistema, obtenlendo informaoidn
extra sobre el sistema. Esta informacidn extra se relaciora con el nimero de
moldoulas reacolonantos en el slstema; esto representa una ventaja para los
nétodos de la espectroscopfa de fluctusciones, las fluctuaociones son consecuenocia
del cardoter discreto de la materia.

Conoluyeron que estos m§todos prementan ventajas sobre otros m§todos, como los

médtodos de relajamiento, principalmente en que no sec requicre perturbdar al
sistena por anelizar.
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