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El objcr+iuo principa\ d~ esta +e~i5 cz~ 1tnunciar 

y damos+rar lo:; +aoremas <;\-Ut ju-stitican los pro­

cedirni en+os rnatcr.má+icos usados en el Rnálisi~ Dl 
rncin$ional. Para lograr lo , S<Z han Cl~pu4:sto \os conc«p~ • 

fos dtl Rlga.bra Lineal <;t.ut1.. ~on fond"Bm ~n+o d<Z. las 

dizrnó5+racionct9 de· dicho~ +eor«ma~. 

' ' 
· .. _ •; . ' . ' '. ,,. .· ' :; •' 

\j :SU!> ap\icacio~C~ • Creo C\Ul ~olo dlZ6pt.uÍ~. dt aclar~d05 . 

. •to~ .. 'Fu.n~am tn+o~ Rl9c&brai~o5 del .·A,.n1'l¡ si~ ·.cHmti~$ional 
' se l'ut.d~'. tt.~t.r, una· \ti,si6n. cla~~·.·dct ia~ po+~1\~lalid9,dt.5' 

.•.•. ·'l .1.irni.f~~i~nl~· d~ cist~··imporf:n+ci Oan~tru~cnto dctÚ;.·~.: 

"" .! 

. . !!!Xi etcn. c\)afro· a12tl'ldi ~5 C\Ul C.oynpl.t.M~ntan' 1.\ '> · · · 
' • , " ·, . . - • ¡ • . • ' • . • • • . • . . • , ':• ·-. ~ .• ' • 

' h·~·J~~ ' ' 

ne;.,,;;.9!-iid&cti upc~ial!ften+~ it ,¡,,; .,..~..;~ ~dn•• ···' . 

C~rd·~~45:;'-"ªl\c.a· ···~~~lsa~:~~nccSn,·:Ort~·.;·p,0r_' ~:o ~~an··.·, · .. 
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~-)~:~~i~;¡~~~!~~;;,,~~~~~~~tf~ .·· .. ·· 
;· l:>c).s ficnt. un'a est!'ucfura rn1ls'éda'f'a ~ compacta. 

Rairnistno, a9radcn.co "f>Y'OTundarn1Zntcz. a mis '?~drtif'I ~a 

mis h(lrmanos ~l cariño ~u~ mcz. han damos+rado y cz.1 

9ran epo1;50 C\Ut me. han b1'indado durantfl. mis ~ño5 de. 

ts+ucl•an+cz. 

'I dti un rnodo &5p<1.c:.i8Hsimo a9rada.zco· a :Dios d habcr.r­

mt. Ua1n11do 'Pº" el ~amino diz. la C:i~ncia pu'lS: '' .•. el 

~st~d_io. dq, la "cu·dad ~pl'oximt9 a\ homlor( • \a f5CIM4)an 

:;ra·. con J:)ioe, ~ui«n .hizo +od-as la~ cosas C<»fl eabid!t: · 

• r''.ª· ·.'(~or cttlo,9~.C\~~ ... 111.~m~jan~~· .. as;c:~,us:cl:cd~ a~#::; .... ·' 
,.· •. .a~i:cl~ría ·.·u.nó. a\:h~~br~'c~n·3>\o5 .··?r·,,.~¡p-ilrncnfe .. 

·.;.C)" l~.a~i~+ad~. '(t~1ts:da.:Aa~t~o ~····.·· .. · . 
~·,,• , :•,,Í,',•.',• , e ,•'• .'• '',~ • ,, 

" . '. 
'_,.., .. 

50T1!.&;;0 ~ LA .~OR¡t-e;' . 
'" ... '.1'· ' .. - . ' ':.:.:.· 
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R) ESPACIOS VECTORlRLES 

B) S'ISTEMAS DE ECUACIONES 



;;;:;:,: : ~ ·.<~./ ·,. .'>.'.'·· .. ~.~·:,~~:>_\·-. : . . 

. . . . ;;;~.~.~,·~iló~~!"a. if ii:; 41) ,)~ , K }; · .. 
, ~~CTO~IAL : ~obre IK si': 

~ v,@ } cr.s un ~rupo a\:>ctliano ~ 

U< e.s un campo ~ 

G):. IK X V ' ~ " ' K E>\) : V'--ot7··.\f e.5 

i;al \_Ut ee cumplen 

t) {~4+K2)G" ='· Kt0" $ k 2 <:>0- '; 

2) Kt G ("4 (B "t l = Ki 0 \9t .e Kt e> "2 j 

.J(tG>(K20") = CKt~J<~)G).,~,;·. ···,.·.· 

.. · · n~ .e.··" ~ ~,. . 
:. '"' '•:··. ' ' :> , . '· .. • 

eC>n ::l~s opci.-ac•oni9 d~l:~mpo ... 
~r neufro . b~jo • • 
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~;.,:•?:"':;;::\(J:).,¡~ini.ca&~;, :i~:2< 

•,·,". 

-; 1 .. '-~ •. ' ' . 

·~5:~~á .·~ 

f \!,. E9 

·~ 

un c~~j un+c> '°'º · ~acl'o · ·.'A 

, G> , lK } un aspac·,o \9tctorial ~obre IK 

= ~ .f : 5-t1.'\T } . 

. Sa de.finan 

il 1* : . '-J .f. , <J, E, . 1= · '::1 "f A é 5. _ , 
·.··~. * g.: '5 · · ~V tZS 'ª .f~ncicSn. cu'!O 8\~ 
~96,-i fmo .rt5. Cf ~ 9) CA~= ~~~) ·$ qJ.b.). 

·. . . la.fut'\ción·.c~~ .. o ·-a\g()r,·tnip a.~ 
··• .•• ~:K e~CÁ)·~ ···<>·---.· 

l .. l • 

. . , l:' *'r~+~Tl'Iª J '* > 'fa• . ~ ?' r-J 
.. , \1i~+órial 

" ' 'e '. • : • •' '~ • ' 

.,··. 



~ec+orie\ sobf'e \K , de.btl cum~lif'. con \a. d~­
finiciQn :t-i. 'Por tillo, primaro damostrarcz-

. mos <;\-Ue. { 'f, * } . es un Cjropo ab'l.liano, 

·';! lolgo ~ue. o : K ><. ':;f ---+ 'J= com plt con las 

prop¡ adadczs (4), (2) , (3) q (4) dq, la . de.f i'ni- · 

c.tdn <I-i. 
. ' . . 

a.~ un g.,.upo a\>aliano. · 

f··~·f9.··~h)c=::: (f·~.~).~:h.~ · 
~--..f, g ' h >é:·:;r~ .· .: ' ' ·, . . 

. 'Proc.b~: • :5<&an •. f'.'·g ,,he ~-.. ~:'A & 5·!' ... •·· 
.,,, ·, " ' . ··. ·, ,' 

·[~·*··(CJ:-~h)] <·A)•.~CA) e{c:g··.~-h)<~Yl=·· .. 
.. cf,(4) •• '[· qµ\)>$ .h1A)1 • •. [ •• ~.(~)~ ,g(Á~]~hlA)".······ 
¡ C:<f /,¡.~~(~ti'~~~~) ··- [~f:~·~)\~~i:/.1>) l ·• . · • 

1··. ,· 



. ,•<~cí?'.~~,~~ ~i~~.~~~(i~·• .. ·.f.·~~·;·#~~·~~ff !;~~?a·~~· i:t L ,',; 
· .:.· Pru•bea :· 5eán:,. ~"9 "E'.Mf· :· q··. A ·E.~. "- >:. · .. ·,~·.:'}'~:.··.),''.'."~~ 

•' . ,•.',/ ·.''·':.•¡'.!,· .,•' ' ,'; ··." .. ,, ''i·i .. ·' . ".,, ::- :"' ', ;. ;<· ,. , .. ' ,; ' : . '.· . : •:. . ~ . ·,_i .. ' ~.; 

C+·~:9)(,b) ~ .~{.b) Ce qC~)-= qCta) $ .P(A) ~ 
:e ( q * f) (A). r 
t.)(\ s tcincia de. nqutro -: Y f é.. ~ , .. 3 i n é "'f t · 

.f.~ n = + == ~ * f . 
. . ' ' 

'f>roe.ba : primfZrO prob1l1"«n"I05 q_ot n CZXi 5+a_ lJ 

locz~o .. '\OtZ Cl.5 Uni ca. 
i) E.xi~+e. n t f ~.n = ~ -. n *f .. 

. . · .. ··.· .· ·.· .. n,-f ~ t.\ ... con-~Jl' tal,t.¡.oe. 

......•. ~~~eri: iº~;~;v.< i~s el. ~~~+~<~~':'.~~~. . . 
. (P·~ n) (A) =: .~íb,) e :n(h)· .. -= .f,(.b). '9:ov- -
f ci) - 9'~!,(9.fCA) .~ <<~·~ n cA) . J •·~ .. ··· ... ·. 

···.·.·• •... /§~¡~:~.*;,~j/;;~~s.n~%4•••#~T~•:~}·. ••··· 

' ' . ' 

. ·.,, 



: ~· 

.f :i,4;:.f;_ = n = .f;. * f , don da. n ~~ <i\ neoh·o 

d~ .. l 1=, *J. 
' ! 

. 'Proe.ba: 

'.· ··' 
' " 



" 't). (k\,+.k~) af, ~·<~1· a~)~ (k2 1~~),_.~< " ' ' . .':_ 
• ••• 1 , .. -a . . . ~ .. , : , ". 1 •• ~ • ~: 'r ~ - 5 . :::yy;•"; 

,;:'.:·, " "~.ro.c_ba=:-:-~,a~:-"-Kht<a··(:_~,._, T.· •. t.·.:i?,-~ At .. ~": · "'· 
, ,{ ' (f''fk¡+.i<'2.\\,~'*'.~);;/,,., (~~ fil<~} Gí ~~)' = . •.• .. •·.·· .· ..... ·. F. > 

. . f k'i C!>f(~)] f) t· k2 0 ~ (~)1 = 
[ K1 a~C.b)] $ ( K2 a+C.ta.)] = 

[C1<10+).* 0<2 o+)1 (A). r 

..... - . 

. · ·. ' . ·.' ·~:.·: .· ··:'. ' .. ·,. ·:. :·'(', . ·. ·. '.· .. : .. ·. . '. 

~>< 1<1 D ( 1<2 l:J:~.) ' = ( K1 • \<2) CI .+ ~ 

··· ·fru,<ib~: .· .;;e~~--__ .. K1 ,-··t<a ! l~<, f.~'T ~- .. _L\.·E4S,. 

\<1 t1.C.<2 · o"-F(~,y =· ki.e~J·~·2. ~:.*.CA~t=•. ·_ .. 
. . ~i ,(~~ • ki}:~t~(l;;). · .<~~~1;;~ ;ci) . t • · 

.... -·, 



.:Ú}]: 

····:,,,(,%;stt;i:x'~!{~~f i~~r1r~l~~~,~~~*~'?:~'~7,~.' ·'..·· ·.':~:i': .:·¡~ 
~~e S. 

nU< o f(A) = n,K e f (A) = .f(A) • t 

.Por tan +t>. · { ~·, * , o , IK } t.5 un (l'5 pac.io 

"tcto,ri~\ · sobr~ \K. 

.:· ' ·.' :- ' ' . . .' 

Scia .J et , · ~· , Q , '- } ·un. r.spacio '-'tc+or\al ·~o·- · .. 

·• '.d~rc,~ •··.~•·.· im• J!i2, .. ,:, ~J; • 
ll .. ' ' :J' .. 
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·.· .. ·.·.· .. ·;' 
--;.:r' 

·:·:~/.·:::,~~ .. o-; 

., ___ , ___ :\ 

• opr"¡_, -:::·.,-,: .. '.. 

'si Ctt:finen :.: ,:·· .·. ·· ... · · ,·• .·· 

· .. ·.· .:~,~~=,j~:~t· b~J.~~·~:·,$·• 
M '* N ::: a;,j '9 b .a:j •. 

2) a • ([, 'l< lff/ ~IJI/ , e a M : I~ ~In ---e>((. · 

. <ics +a\ t;\-oti sá M = Utj , e o M= c0a.¡j. 

· St. pue.de ci'l. mos+ra.r fáci 1 ma nt<L ~ut. <L\ ~is hzms 

{. fl1li *, o, cL } ts. Llrt qs,p-ecio l9~c+ori~l so: 
' ... 

'" br'L 4: Cnó+ttsfl c+ut 'se +rata 'el« un cae9 -per-

hcular dCL \a clftf iniC.ión :t.:2). 

b)··· ~.ada 0J..•t~ac1ó~ ·•• difcl'&rl~l~1!c'íi'1clll. "•(\.ii 

· ~·i1w ~~t~!_;~$f f ;.~q;~g¡.ft·~· · 



DctfiniciÓn t-'4 
.Dado lRn ={ A~Ca.1 ,. .. ,an)\ah···,a.ne 1R} 

s~ QtfinfZn: . . .. 

t) EB: 'V cah····, anL, Cb~, ... ,bnlf:. mn, · 
(QJ., ••• ,a.n) m (bi, ..• ,bn): lRn~lRº Q.5 liS 

·opczfac\Ón 'cu~o a\9oti+~o. as 

.ÍO.J.,·•·,an)··~.·(.b!.,. ···1·bn)::::. (a.i+bf, .· ... 
~ ~, Cln.+tJo) .. , donde + ·e.~ hs "15,>r~a .• da. ~. . 

. ', ' ., . ·•. . .. , t ' . ~ . 

. · ... 2),i .. ~::,,·'.~:~X'~·n.:: > 

-R~ , ···:;·"~ '.Jgn· ·. 



··.· .•. • •,;~~~M;Í fü , fo / ...... . :., ·> ~;- .:·;: ~· \)._:··;:~; ·,J;_'. .. \·7\;'' :.:- < ,.':r'<- : .. 

.·. '··v, ,. 1;': .·: .. -~' ·~. ., . :/·((";..,,··t~ .. ;;;:_.:;j>'.:¡:·· ;,. :, .. ;\:·~",t·· ::_-:·.,-,¿:._:_:.~:).-'/ .. ·~·· .. ; 

. . · ' ;.;~~ ~~*•+:~ t ~~. i ~ .\t~ ' R ·. rttt~é~;·~..,#~~~o> 
::>\ -

D<imostraciÓn 

i) { ílt'I J E9 } (l5 un ~1"Up0 5focz.liano. 

A5ocia+i~ichsd: ~.R,-e,c:,e ~n~ {AE!)B)ec== 

= R EB ('6~ e,.).·. 

'Proctb?S: eaan .. R :== <O:s.., ..• , anY, . ..· 
:'e::.,tb~,. ~ .~bn) , . e,= <c1,. ~.,en) 

·.·. ·· e\turi·e:rt+o6 ··d<Z. ·in. 
: -.;_.. ~ , ! . . . . ,_. ·- ".,· .. 

·,· 



A ~ "6 = ( Oi + b ! 1 ••• > On + b~) =-
= ( ~ + a1 , ••. , bn + an) = '6'9 R.. r 

l:l<istencia de. n'Zu+ro: "t A ~· ~n, 311'l e .\Rn t 

AES~= R= ijE&f\. 

Prueba: dabcimo~ d&moe+rar, ~ut ~ <z.~ist<t \! 

· tt~ único .. 

'i)' ·t~i s+tZ. N. · 
·¡· ... : . i, 

·· Srian J",.R. e .R" ··.·con . 
.. , 
R=·,c<t~., ~ ·~ • ,·Q~)~· .· 

' '. ~. , e 

·<::/'.Ret.l .•.•• /··c~i·~~ ,·. ·~· .. :¡ an+ó),~: 
:; ·(a• ·, • • · , ·~ti\ • · 
:s: ~-~ ·.· ··t··. . 

"¡':, 
• ",•I;; ' • •· '• e•.',, 

;\·.:·2,) 'N cz~:(mi~o: ... < . · . 

/ ;~~,.41\,::~\lái. 
; .. :A t 1l· ••... 



: · ''·' '~~~!!tv;:~;~;f i·~~.~··~\",;,fi';;~~•···~~d~···. · 
·. Aé tJ\:: AGl w: :'.~ pot' lo fa~'to ·M• ~ ~ t · . 

.-,·, 

E '>C.l S +~ncia de inucireos : 'r/ A e lt211 
, 3 i:\¡ € \Rº 7 

A ~ R¡ = N = R¡ m A . 

?C'"oq.ba: '5aao R, A..: é. tR 0 
, con fi= Ca1, ... ,Qn) 

y A¡ ·a (-O.!, J • • • '-<in) • 

A E& R...: = (O..t ~al, .. ~., a0 -an) ="" (o,•·.· .,o)=. 

= .. (-'Qi +at, ... 1 -(ln+Clo )· •. · R¡f)A. J 
~; l'or \o ~anto· {IR", ~} «.S un· grupo .ebiil(jno. 

- . ' '~ 

:ir·0~~··1R~. R"~···~" \~~mp1<i ~ºº · "ª~·~phr.cla~· ... 
. . &s'(i)) c~)~C~)·~·;c4): de.· .. la d¿~iflic~ó~·'.~-1>••· 

. . . .. . . . ···.·: · . 

. • ~) trr+ r2l<=> A ~Cr10Rle <r20~): 
.. ·. °P<-uf.be~ ~tan r1;.,r2 ;! ·\R .. ·~. 

f\~·.(aJ., .(~,ci~}:::.·h '. ·· •> 

. :;.·:· . . , 



,, .. · ... c?.Í ·('~~~~~y2i'.~%~.·~~ií~,t~Ei~tt:r~t~~))1 · · 
.... ·= t.n. eA)e Cr:{~R). t 

2) r 0 (A 6H3) = (re R) t& <r 0-e'> . 

l'ruiiba: Stt.an r é. \R '3 . 

fl= (al,, ••• ,an), '6= Cbi_, •.• ,bn) é. lRn. 

r 01 A.e a] = r 0.( <as. +bt, ... , nn+bn) 1~ 

:a (r.Ca1 +b~.), .. '., r· Can+bn)) == 
· .... =. ( (f"• ai,) + (f. bt)) ... 1 (r· a'n)+ (f·'on)) :=. 

,, .. ·····.· =[r0:ca1, ..... >On)]~(rc:l{bt, ... ,bn)J = 

· ~ Cr.<5>~)··e Cr_,;0'5) ~·l · 
.! .·, ,• . ' ' '. 

, ... ' 1 

· _::'3):tt.0 Jr~«:>R) .=· <rt· r2)·e 1~.t ... 
· .- .· •.••.. ~r-oib~~<'.5:~~n ... ••1-t,.,r2·e.· .. ~.:''!··• 

R~<c Cit> ~ ~ ~;>:Onl ·e· ·\l?n~· ·. > · 
' ;, 

.r1c:l:Cfz.'.GiR),.I tf., (lr2 .. ~al..7'.• ~ .•• , r2•anll:~ . 
..•. ·*': ( :r!~.·:tr2· tt1)~ ·~·· .. ;'ri· (r2· a~ )·i.'.a· '·.· ·; .. ; 

• C «r1· r2) ~ a1 ; ...... ,'. Cr1.~ r2\ •· Gn.) = .. · 
. = . ~~~~~ ra)· & <.a~, .... ~.,ª."):.'~ -~r1·· ril G, R • l ·· . · ·. ·::~· 

' ... ... ¡:.:. .1 - : ::- ••. ' 



i®A= l!·a1., ... , .t.·an)= Ca1, ... ,an)=~·j 

HEMOS 't>C.MOSTRA'DO QOE. { lRn, e> <:> , lR } 

1:5 UN 'ESPACIO "EC.TO'R\AL 5oe>Rl:. '\R. 

Conuanción :t-! 
. ' . . 

.. 'En \S)i.$ta dcz.:'=\.O'Z no· ha~ ri«scao dfz. CC)llfo si6n .·· ·· . , 

. 'l para 5impti.ficar l~ notación tZO ar';dti~arro~:. 
· \lo: ·~ubsiguicn-ht , se. adoptaran Ja~ si«3uien:. . 

• . 1 

· .. J·e.~•···~n"ci~c;ipn~e., 
'• -',~. < 

·. Jl<Para ré.ft~i~6$· a lJ2"; e(~.; ~}.~irt~ 
.Wv.o~ 6.i~pltwn~nhr. 'd ~~pacio ,,,¡~¿, .. ,~i : .. 

2)><A ,fo.do czlt"tnf~ ·do. lRn:>~t \la1".~.f~~o:S ·. 
:.d~··:R· 



... , 

4) "El in\9t'f50 bajo e d1Z. +odo 'llCl.Man+o A de. 

lRn lo dfloo+a'í'flmos -A. 

S) . a) 'i r1, f2 E lR , ri • 'f2 M :dczno+ara' r1r2 • · 

· b) \/re. 'IR .'3 \cJ A e-JR" , .re R . ~« de.no..; 
1 

+a'f4!91 rR. 
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··.··D.cfi nicióni:~.5 .. 
" .. :··, '¡'··' 

:f~S~: ,dice ~~~.~-~f\ eu~~~nju~fo .w. d«.R" 

sc:iéES'PAclO 'VEC.T01'lRL di' tR.". &i cump\c \~& 

+rt~ con di cioncz5 s\gui En+e.5 : 

a) 'E 1 u cid·or o dcz IR n pczrt «in e. c(Z a W . 

b) 5i A y e t=:ion u<ic tortis de. W, su suma 

A+ :6 p<t1'+t.n~ce +ambiin a W. 

e) Si. A pcrtcn(ctl a W ·y ~ tts un e.sea lar 

,; ·. aY"bi+r.ario·, entonc45 0,~R pct".hine.c«. a w. · 

. 'tn padicuh1r : 

·- l:n· IR" a.l c~~junto {o} ~ut co:$+a ~ol1am;ll­
. J¡ dtl 1.te&ctor ·o ª" un.· 9ub«s pJScio. '-'tc+or.i~l 

:,dt IR" .·.·. 
·-·¡ _ .. 

• ~' '1' , - '\': ' . • •• 

... ~~t+oriat d~!: lR" 15 º" 
' .: .; :· . . -~· . ' . 

}l>S ... ~~s~a;ios f¡;} 11 Rtn ~ l'~~~n ·•· .· . 
;: .fi~amcntc 'vb&spacios +riuial ·cz..·i""propio·.de. · 
iJJi~ . \ · · · r · · · • · · 

. -; :¡ 
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·. D.c.-Finición :C!"G> 

en c.\ C5p1tcio \9t.cforia\ lR" Set llama COMet\.aRCl.0 .. 

L\Nt:~L de. los ltttc+o1'0!5 A .l. , ••• , Ah a cual­

c;¡.oiczr "czct()(' C <;¡.ue. S(l. Q.)( prlZSCl. ~n la forma 

' 
«n dondcz. ~i, ... > ~ n son cecal-ares. 

l: n par+ i e.u lar : 

"."" 'El "o.c+or o e:s comb1n-aci¿n lin«1'l da Clral,.uit.r 

conjunto .finito da. \tt1t.f-orQ.5, ac.\'8Y"ando ~et la 

COMbinaci6n uacía cts por da.finición o~ 

6 •O.RJ.+• .. + ORh .· 

~·· 'En lRn ·. +oda \tt.c+o< C • (Xi , .•• , "n) Cl~ com­

bi n-a clÓn Hmzat de los ·wo.c.torcts ~ 

'E1=- Cl,o,o, ... ,o) 

'E2 = (o, 1, o, ... ' o) ...... ·. . " . . . . . . . . . . . . . . . 
'En =:= ( o, O, o, ... , 1) 
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- Si C 'J D 50n c.ombi nac.ioncs lincta lts da 105 

\SltZc.tor~s R1 , • • • , R h , ctnton ces . e+ D :+arn;.. 

bict'n lo a5. "En cz~ac.to, -por hipótczsis 

C== ').1.Ai + ... +~hRh 
D= p1A1 + ... + fhAh 

dtZ. donda. ob+a.na.mos 

'Esto -prueba ~U!l. c.+n e.:; c.orn.bi naci6n linczal 

dcz A i , . . . , H h • 

Te.ore.roa ".t- 3 

'El c.onj un+o .dt +odas l-as · combinacionczs.· lintll-.. : - '' ,, ·.-

lti!» dci un conjun+o { At, .••• 1 ArJ. dtZ ~e.c.+orcts 

dct lll." (5 un sob<Z~p:ecio \9ac+ot'ial da. 1Rn. 

'Dq,+1nición :r.-1 

·. ~) e..s+cz tt'-'b.espac.io 6e. J.« Jlam-a S\>8'6.S'PAClO E'\C,-

METi!AD.O 'PO"R A i, ... , ~~ i "Es dqcir : lln <Zo~ 
. ' ·. . . . . . ·1. "' . ' .. ' . . ' ' . ' ·. 

pado '°<ic.torial w asta gan<irsdo -por \os 11a.c.+o-

re5 At, ••• , Ar dfZ. tR.n 15¡ W corafll+a dri +.od-as 



IC1s c:.ombl na cionas · llnqa les dcz. astos uHz.ctor«s. ~ 

56\o da a U-as. 

D <l. mos +ración 

Consid<Z.rctmos un conjun+o { R.t, ••• , Ar J dt isQ.c.­

+ore?s da R" lj cz.I conjunto W c. ~n q.oci ista-

. rá +ormado con +od-a:s \as combinaciones lin2!,. 

lrt5 d<t {A!, .•. , t:lf'} . Rtirmamos c:¡.u~ W <is 

on suba.spacio l9Q.ctof"ial dQ. 1R0
• 

'En <l.-ftZ.cto , O f.. W ( \Kr dll.tinición I-", 'P""imtr 

caso paf'+i c.o\c.\r- ), Adrzmás, ~; 13 ~ e <Z5tán en W, 

(ts dczcir, si 13~ C son combinaciontz.s lincz-ala.s c:kz. 

~ R!.., ..• , Ar J , cintooct$ "»+C. 4-ambiin lo es 

'"~ ... da.f ini clón 'l:•f)', C.C!t$0 -par+& cu \csr +circ.ciro) , 

<Z.5 da.e.ir (13+c) e. W. 

Final mcn+ti, si 'X c.s un tt~ca\-ar y 

G = )Lj.AJ. + ... + p.r ~... , c.n+o11ca5 

.~e • ( ).¡.t!o) R.1. + ... + < '>.pr) Ar t W. 

'f>o't'·. to f-anh>, W f.$ un ·eubcuspcsc:.io 'lcr.c:.\-ori"el. dt. 

Rn~t 

·. -,, .-



D~fini ción :t- s 

. Scz dicci. C\-OL un \tcl,c+or C ~P.czndct (in«alme.n+rz. del 

conjunto da. \U.c~ore5 { A!,, .•• , Rr l ~¡ C <i"5 una 

c.ombinac.i6n li nccsl de. Í Qi., ••• , ~r o \o '-lue. -is 

lo mi St'Y\0, 5j C pa.rtcznczce a\ t>Ubczspac.iC \.9a.cror!al 

W 9czntZrado por l lh, · . ·, ~r } · 

Drzfinición :t-C\ 

5<t die<¿ ~uci un c::onjonto { A1, .•. , \1r ~ de. 1Jtic.to­

r"s d12 lRn a.s LlNERLM'EWTE DE"P'ENDIC.NTE 5j 

al me.nos uno dt a.llos dep<Znda. \if'Jtial Mfln+a de 

los f'l& +ant1ts. 

'En parh cu lar lll. conjunto { R} <t5 \in<1a\ cvuzntcz. .deo: 

pt.ndi«n+cz. si '.!· $Ó\o 5\ ·. R = o . 

Propoeición I-!. · 

'tl C:onj un+o { A 1, • ." • , R r } da. ucr.c.+or.ttt5 d."' lRn 

4~ linf.a\ mcnt1. da¡:>cn die.nte .si ~ ec,Slo •i (.;~1st«.; 

una combi m~ci6n l•na.l da a.Uos igual i!I C.G.ro 

· ~i fl1 + · · · + ~r ~r • o · 



· Dcmo$tracaón 

Supone.ramos c:\UC. l Ri, ••• , Rr } cZ!» un conjunto 

de' ucc+or~s li ncalrri anta depa. nd\t.n+e. "ts-\-o 6i9-

ni.fi ca 'lº'- a\guno de. czllos, di<lamos R¡ , da.pa.n­

dci linczal mantcz. dfl. lo~ dczmás ~ 

A;,= )..iAi + ... + ~.t-! A¡,_1 + 

+ ')..i+! A¡+J. + ... + ~r Ar • 

'Por cons\ 9ui á.n+e. : 

<is ckzc.ir ., ~')(is+cz. una combin11ción lineal i9ua\ a 6 

con al manos un co~f\ciQn+e dis+into dci caro, s 

'$8bflr , )\¿ ~ - !. . t 
J:n ucrsamant~ , ~up0n 9 emos at\ora ~ucz. h-a'j una 

combinación' \in~al con a\ 9Ún COfl~lci4n~c t di9a-

MO~ ~.i :/-O: 

' '.\ ' 



De a~u í .ob+amzmos : 

')¡. ! I'\ ' ").. • . I'\ . 

A¡ = - ~¡ t1i - • • • - ~~J. "..:-!. + 

).. L+!. " >.r n Hj.+J. _ ••• - __ nr , 
')..;. )..¡ 

1 o cual p1'ot.ba <:\-U<l \os u>ez.c. to res son \in e a\ m en+ 12. 

d<ipczndi <Lotes. r 
Defit1i ción J:- iO 

S<z. dlc.cz c:':\-UG. un conjunto d«. IH.c+orcis cz-s 1.llJERL­

~EÑTE INDE'PENJ:>\ENTE 5j no C25 \in~11llna.nta. óet .. 

pendiantt., c:s dcrc1r, si nin9uno da. <illos czs com­

bi n11ción li ncia\ da. los r«s+an hz~. 

'Pro?S! s\ ción x.- 2 

Un conjun+o {At, •• ~, Ar } da .,a.c.tores f.'5 li­

nealmente. in~ptlndia.n+ct 6i la re\l!ación 



-~1-

"En par+i eular : 

a) 'f.I conjun+o {A\. «s linttalmant" indcip~n dicnf11.· 

si 13 5Ólo ei R :/: o . 

b) 5i un c.onjun+o { Ai , ..• , Ar } «s linczalman+e. dcz.­

pen di e.n+q,, cm+onc.es cu-a\q.uicz.r conjun+o ~1.Hz. \o 

con+<ng!I , die.ramos { Ri, . · · , Ar , Rr+i , ·• • , Rrt5} 
«5 +amloicln lin<?a\ mrzn+Cl. dapcz.n dian+tl.. 

e\ Si en on conjunto de uctc+ortzs uno da. ~llos <Zs o , 
czn+onccz.5 a.\ conjunto cz.s limus\man+(Z dllpCl.n dictn· 

+~. 

d) · Cua\'\-uicz.r fJubc.onjun+o de.un conjunto \incz.a\­

rnanh. indcp.endia.ntt. ·de. ucctor<is ·es. lirirtal· 

mtnh. inda.pa.ndittn+rz. ( r/J «5 \in1a\man+a \nd4-

ptndi4n+cz por da.f\niciót\). ·· 

'D<t.finición x• 1.i .. 

tJn eC>njunfo { Ai, ... , Ar} dcz ~~+or~~ da. Rn tt5 

'JNA :BA51: del .'!1Ubeep11cio · \ff.C.tori-al 'vJ dfl.. Rn .ei: 

. 1) ~ Al, ••• , Ar J H lineal manto. indt.pcnditnk. 



·, ,•. 

NOTA I:-2 

'El conjun+o { o}· formado Úni caman+e. con tZ.I ue.c.­

+or 5 dtt JR" ~:s un sub12spacio \91lctoria\ dcz \Rº 

(ua.r de.fin\c.iÓn r-5, 'Primar e.aso p<ar+icol-ar). 

'Dr¿ acucirdo con \a5 con'9encion<is acczrca da.I 

conjunto "ªc(o ( uar datiniciÓn :t-b , primar cacso 

particular y pY"OpOts\ción :I.-2 , caso par.\-i co-

lar d) 1 9S es una base. de { 5 } . 

ProP-o5iciÓn 1:-'?> 

5i un 5\) b«s p?Scio utc.tori-al W dq, n:2n es+a 13tintZ-

ra do ~r· . r "cictot"ct5 , en+on cct5 coalc¡.u i er c.onjún +o 

dct rt i \Jttc1-of'Cl5 da. W . (S linctal núzntci de.p«n-

di e.nte. • 

Dtmo~fracióti (por induc.c:.ión -sobre r ). 

· Su pon<i mos primczro ~ucz r = !. \\ '=}UCl. W «.5+á gt-

n tra do po-r A~ o , a5 d"c.ir., W={ ~~RI )..eR}. · 
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Ntct6i +amos dunostra-r ~oc ei +omamos dos lf~c­

.f-orcs di a+i !'tos 'B.1 ~ 132 a.n W , ís\-oe form-an 

un conjunto linaalmczntci. dczprznditnhz. 

S~a n 'Bt = ~.l A l1 132 = ~2 A • Como )..i ::/s ~2 ) 

al9una dfZ. astas ~¡ ~s distinta dtZ. cczro, dig~-

mos )..J.= o. "Entonca.s: ]32 = ~z °51. , 
">..J.. 

lo cual prueba \a da.pv.nde.ncia. lineal. 

'5upon9"'mos eshora cierto a.\ resultado para r. 

Lo pro b'aremos para r-+ i. '5opon<:}'8MOS ~ua. 

R1,. • ·, ~r, Rr+!. 9ant1"at\ a VJ ~ ':lº~ 131, • • • 

•• · , 'Sr, 13r+t , 'Brt~ €. W. · Daloczmo5 prob-ar '4º" 
ésto& ó l+imos 15ot1 lintZ11l man+~ dcipand i mto.s. 

'Podamos ascribir : 

. . •. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Supon 9'8mos C\Ut. -a\9unl9 i.z, di9~un~ 1t.: , 4~ 
di~+•n+a dti e.ar-o. 

..- -.. ·· 
•: .. - I• ,1'''"" 

•$-. 
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Los \tftc+or«5 'Bi , ... , '5'r+:\ do.finido5 por: 

B ' r -a. , \A. 
!. = 132 ---!. u1 , • • · ' ~ r+i == l3r+2 - J!.!±3. 13t 

<f'i ~1. 
pczrtcuucen al asp-acio l9actocia\ W' genarado -por 

{ At, •• · > Ar} y an+-onc<ls, por hipóhi.sis drz. in~ 

ducción { Bl , ... , -e'r+.l} <l.S linaalmcz.nhL dci.p~n­

dia.nhz.. Loe~o , (.'l(\s-\-e una combinación \in tia\: 

con a\Cjuna X..i. + o. 

'5u~+i tu~ a.ndo obhzna.mo5 i 

'Xi ?>a+ •• ·.+ '>..r+il3f'+2 + f _ ~i.t. 2 - ... - 'Xn}.tr+2J-s1= 
. [ L · · ~i J 

= 5 , lo coal. proctba ~ue. {B!, ... , '6r+~} a.s li- . 

niialm tnhz dcz p~nditn+f., potts "'' gunCI ")..¡ + o· t 
Corolario :t-3-a 

Si un eobespl!cto ~a.c+ori-a\ w dcz. Rn e.5tá g4ntt- · 

rado i:>Or r "C.c.torf!S, 'Cl.ntoncC.5 cua\~"lf.r c.on• · 

junto do. más der. r 1.u.ctortt6 da. W es \inci-ahn'ln\-e 
. . '. , . : 

dcipcin ditnta. 'Esto 'LS consacotncia do. \CI p'C"OpO~ 

Sit¡tón -an+ariof ~ de lis Fopostci6n :t-2, caso b. 
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· Coro lerio 'I.'""'.?>- b 

"En lRn cualc;¡.uitr c.on1unto da. más df'L n \9cic+o~es 
,:,, 

es lintal mtin+cz. do.pctn dicz.n+e. 

En q.fa.c.+o, e.n lR.º ha~ conjuntos c.on n UC'l.c.torts 

«;\-U4 genczfan tRn (\.9ciY' do..f.inición J:-~, caso 2.). 

Dcz.mos+rarfZmos a continuación c:¡.ua +odo con­

junT-o linq,almcm+ti ind<ipqndiczrd-<l da uac+ore-s 

de W poczdct "«.~hin d<Lrse"' a una basa. dct. W. 

?ara <tilo dcz.mostraremos primtZro o..l -si 3ui cm+~: 

L~ma :r-i 

S~2'. { _'51, ••• ,'Br} un conjun+o lint:almll.nto.. \n­

dcr.pcncliant'L dt. \tactor1s ·da 'IR" C,i VJ · t.l subri.5-

p-acio utd·ot"'ial <;\-UC. gc.nu·a. Si a as un \l_'lC­

+or de lR" ~uCl no <t5ta' ~n W, tn+onca.5 

{ Bs., ••. , "Br , -r, } 115 \in<ia\ mv.n+a. iooa.ptmdhzn-

+e.. , 

' . . . . . 

5upongamo& C\Ue.: 

. ~ l '5 t. + . · . + ~ rY>r + ~r, = o U.) • 



.. 
· En prime Y' \ugisr +a.n<im0'5 <:\-ºe.: )... -:: o , pu rts 

en caeo contrario +e.nd'f"Í1'mo~ ~O'L t 

lo cual no czs posi blrz. ~a ~ue.. B 4 W. "En+on­

c~s ha nz.lac\6n ( i) <;\-oa..da: 

' 
~J.'51+ ... +)..r13r=O 

y como { 13t, ... > br } a.s lin czahnen+o. ind~p'Zn ... 

dia.n+q, temamos ~i = . ··-= ">-r =o. 'En ra.surn<zn, 

\a condici6n Ci) implica ~ot. +odl't'!J \as.').. 500 

CflY'O ' <l.S d4cir > i 131,) .·~ • •, -r,r 7 °5 r ~5 \in ta\- · 

men+t in d(lp<tndi an+~-t 

T 1orczrna :t- 4 

· 5e.a W un i&uba.ap19cio \t~c+oria\ d«.. ¡an ·':\ 

{ '5.1, ... , Br} un :onjunt~ \iot-alm(¿n+"" indctpO:f\~' 
di in+a. da. uactore.s de.; W. "En.rooc.c.s <t')(.\5To.n ··. 

\9<ic+ortts · '6r+ 1 , ••. , '?>,-+~ ttn 'W ta \a.s C\U'l. 

\ { '8.u •• · 1 ~r) er ... i.1 ••• , "&r+s} (l.$ una ba~ dct w~ .. ·· ... 
1"·¡ 

. ,\ 



· Dcmo5frac\ón 

. s, . l '131 \ ••. > "Br} g ciruzra a w · 110 hay nisda c.\.ucz. 
da.mos+rar pua&, <Z.n 'l.Stcz. caso, <L5 una basa. 

dcz. W. "En cz.1 caso co n.\-'íario 1 si W J.. f.S cz.t eu\ocz.s­

paclo gcz.rHzrad~ por { B1, •.• , l), \ ., 'NJ. e W ~ 

WJ. .¡. W. 'En+onCCl.s pod(lmos tom-eY" on \.9q,d·or 

13 r+ i é. ( \/J - W i) . "Po< <Z \ \cuna an+ar 1 or, t1.l con­

j un +o { ~!, ..• >~r, 'Br+i} cz.s li n<Zalmcm.\-e inda.­

p4tnd¡ ttn+~. 

Ahora bictn, 6i cr.s+«.ú\timo ganera W, a.s una baSlt 

óa. W lJ <il-"ctda -p't'obado 4\ te.orcim21. 'En caso c.on~ 

+raw-ic:>, pr.oc.cz.d\o.ndo 4n igu;sl forma ob-hz.ncimos un 

con1 un+o \inea\m<inra. in da.panditi,,+cz. l "Sl , •• • . 

• ~, "5t-, '8r+s., 'Br+2 } • "Es+a. 'Pf'oc<z.so da.be? +4frnl­

nar .an+a..;. dcz. \OO. r+~ ~cia m"&~or ·~oa n, pua.~ 

da lo c.ontra·rio ob+<indr,'afl\os lftá5 do. n 1.Jctc+arQ.s 

lineal ~czntcz. ind4p'Lnd\ttn+«.s 1.n lR" ("ar corohsi-\o 

:C-~-b ). Locz.go., e.~i eta una s +al ,ue. \-e.l, ... 
·· ~ • t,~ l e,.+i' ~ . • ,·'5r+5 } '1.S U na b'8&4 da W 

y t.1 + czcrcme c;¡.uada probad.o· l · . 

.. , .... ·; .. ,,-•. . , . .,:' ,;. ·. 



J 

. .. 

•·•••··· : . 
•. 

. - '58-

r>rC>P-osicicSn l:-4 

Todo 5Ubczspacio u<icforial d~ R" +iá.nft base. 

Damos +ración 

Con\Sli nimos <;\ºe.. si W = {o}, +ia.nc:z corno base al 

conjunto l.9acío ('9cir nota :r-2). '5ai!'3 pues \/J + 
{o} . Entonc(ZS ha~ czn W \J<Lc.-1-of'a.5 di~tin+os d~ 

o . '5<z.a '51 e W, 13t :Fo. { Bt} es lintalm,n+~ 
indapa.ndiente y \a p't"opos¡ci6n -sa :os\goci dtZ.\ 

:hzonzma :t-4. T 

. Ttor<Zma I-5 

Tod-as las ba~a.5 da. un '5"b45-pecio \N dq,, lR" 

· +i tLnln fZl rYti.srno nom<iY-o d<L a:lczmfln+os. 

· Damos+ración 

Sean { A1, ••• , Rr } .'3 · { ?>t, •.. , "55 } dos bascz9 

dtz. w. t:>'2.rnos+r-ar~mo5 e:\ºª r=tS- · 

Ef\ prim<lr lugar,·· 'lª ~utt l R!, •.. >· ~.r} ~cznara 
a W ':i {"et.,• .. , 13~} t1.s linaa\,w\cntci. inda.p4n­

cli~n+t., por el coro\-ario :t-3-a re.sulta ~utt s'=r. 

l:n~Hrticz.ndo cz.l -ar9um1nto r<su\ta ~u& r~ s , d~ 

don do. 
·~, .: •':. ',' 

...... 
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. 'D«fini ci6n · x-12 

. LR.:D\MEN5tbN dq, un· ~ub<iEipacio 1'1c+orla\ W 

dq, En ~ czl númczro d'2. cilarnin+os da coal<fuícz.r 

ba~a. da. w. 

Dcz.fi nlc::.ión :t-\3 

5c.-an { \l, + , • , 1K } ~ i w, e , <:>, lK } t5pa-

cio~ lta.ctori11\cz5 -sobre. IK. 

T : V ~ w 45 una TRRN5f'ORMAC\ON L\-

N.E AL ~¡ ':I "1, \92 e. ..;¡ 'J 'V K E K ~et cumple.: 

H T (l9i + "2) = T('9i) ~ 'T tu2) • 

2) T ( K• \9i) = KG> T ('3i,) • 

. ·'Dtfinición :C~l4 
. . . .. . . • . .• . . ·. . U.) 

Si T e~ una. +~ansfo~rnación hna'8l b\~c.c.h\t-a• . 

dt V en W, ~dice ,_OQ. cf» un \~oMoa"F\5MO 
o'. \Uct .. \(" ·E5 . \SOt-\ORr'O A W (~ua. 54 oClno+a 

. \f 91,. w>. 
<U Tlc~érd.c<&&: iu._ una ~unción T &6 ~i'!c<-fi\911 ah~ 96\0 . 
. si +it.nr._ inversa; 'J ei T •~ una traw.:sfo.-meclcSn·u.:. 

nc-11 lT\ '· +•wa\,icti lo e•. · · 



: ' ·~ ,_ ~' 
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])cfinlc:i6n X- l5 · 
. . . . ' 

· .. Sea T un• +ran~~o,.mación lin'lal dtt \f rzn w. 
El KERNEL D'ET 5e. dQ.fine : 

K er T ::: { u e. v I T <u) = o w } 

dondt Ow ClS e.\ neutro da. i W, (B}. 
T(Zorema :t-tO 

5(l.a T una transform"&ción \in~a\ d1t 'T czn W. 
T C o v) = o w don da. ov, o w -son rczsp<Zc.-

+i '-''BYYHin+e \os neo-l-ro5 · dct { \[,+ 1 \_i \ W>~} • 
DtZmos +ración 

T (oq-) = T (ov-.+ ov) = T<ov) E& T <ov) = ow.. t 
. ·• .· T cz.ore m-a · :c-1' 

Stta T una +ransformadón liotal dcz. V e.n w. 
T .f.~ lM'IECTl'1~ 6t ~ so\a 5¡ ker T- { oi"J . 

D'Zmos+ración a\ c.ondic:ión nec~5eria: 
'' "·., . ·,. . '• ·, ' . 

5ean T una +r'arisform11ción \¡ntal in'3f.c+•ua 

dcz \f ~n v-1 ';i ué ktrT. for dtmos+rar: \9= oq-. 

:.:. ,,_' 



¡':_,: 

- 4t-· 

··'la q.o~·· ":t:Ktf'T, T(l9)= oW-:·~ 'Pa.ro Ow• 

T (ov) por cil +aor qma :t-b • V ~a ~ua. T 'ls 

in~ ttc.b "ª , "=o.¡¡. j 
b) con diciÓn t!>uf i ci 1tn+a. : 

5Qa T una +rans -Formación linqa\ da. V 'lO W 
+al Ci\-Uf. l<ev- T == ~ ov} 'j stZan '9i, " 2 ( 'l 
+alczs c;¡.u~ i(~~) = T (l.92 ) con l9J. =/= \92 • 

'Por damos+rar : \91 = l.92 , IZ5 dticir, T e.s 

in~ q,c ti \)'a. 

T (\P!,) -T (l92) = o..¡¡ = T ('91- l92) lo ~oe. si9-

nifl ca 'ºCL . (lij_- \92 \ f. Kczf' T q como Ko.rT= 

{ Ov f , c:.ooclui mos q.uti \91- l92 = o'! ~ 

por + -an+o \.9i = \.92 • t 
Tfl.Orcma l:- i 

Sea T: \[ ---+W on 1:.omor .f.&:smo ~ 

{ "L, •• ·, ~n } e \f una D8et1 dtZ V. 'En+onces . 

l T(l9t\, • · ·, Tbtn)} e~ una ba64 d• W. 

('En p•f'f\ cular . la cli mcznsión tia. 'l 1.s ¡'gua\ a 

'ª dcz wl. 
' :···' .... ; ~-· .. ·.;::,.: ·~., ' 
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· Dfl.mo~+ración 

1.) { T.{'9!), ~ •• , T (l9n) } 

da pqn di Qntcz.. 

Procz.ba ~ 

,·· .· · .. , .·· 

czs lineairoczn+'l. in-

Sea [ l<10T(\9!)1 ~ ••• E& [\<n0T(l9nYJ = 

=Ow = TCK1·l91\ © ... mTU<n·1'n) 

y por +-an+o (\<1•\91) + .. · + U<n·~n) = Ov . 

Como { '\91, ••• , l9n} lle:. \ina-alrn<in-ta inda.­

pan di cznta. , Ki = ... =- l<n= o, don da. o 

<l.5 czl nczu+ co bajo la opczrac:i6n • da. lK. t 
2) { T (wi) , .•. , T (\9n) } 9tnara a· vJ. 

'Prua.ba : .. 5a:a w e. w . Como T tts t=;0\>ra..\:\ec­

+iua, 3 ·" E: V t T (") = tU '3 como 

{\91., .. ~,Uln} gcintzraa·v: 

'\9 -Ct<1 • \91) + · · · + h<n • '9n) ~ por lo +an+o 

. T(l9)=: w = T [ (1<1~\91\+. ~ .+ (Kn•l9n)1 =-
T (K, • l9~.) $ ... T C\<n•"n) ,_ 

. [1<1.~T(11¡}]C9 .,. $[Kn ~T(19n)l- w.t . 
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Dczfinicióo I.-lGJ . 

Un '$i5tczma der. m czcuaéiont<!> liracr.ala5 con n 

incógni+as, Q!5 un ~i~hzma d<ZI +ipo ~ 

au ~i + ... + 01n ~n - \<!, 

a 21 )( 1. + · . . + O~m Xn = \< 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Umi ')(i. + · · · + Omn ~n = \<m 

dond<Z los CO<Z.ticlanhzs a¡,j dtZ les~ incÓgni+as 

Xj ~los +armino:s lib1"Z~ K.: s<Zsopondrá 

'+ºt son nú m <Z.ros nzalcz5, aonc;¡.utt +odo lo 

t;¡.ofl etL diga '\9a\drá -para qJ ceso. a.Yl <\ºª di­

chos nú maros 5Cl. toman da un campo ar-

· b¡ treno. 

D4fiti i ción :C-\':f 

Al -als+u'l\a ani-'Lrior at. l<Z. asocian dos ma+ri­

Ct'& , 'ª MATR\'Z DcL ~lST't!MA dt m S-(Znglo· 

nt~ ~·· n columnas 

au. . . . a1n 

. ~ .... ~ ... •· ... 
Qnll.· •. • • <lmn 

J.,. 

'·:···.-í· ...... 
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:-44-

Id·.· la rne+riz aumti.n+ada ·con los +ermi n05 \lbr'Zs, 

dft m r«ngloncs ~·· n+! columna'5 

ou. 
A' . . . . . 

• amn Km 

Conu~nc.ión :r.-2 

Dczno+aremo:;, e.en "Bi, .•• ,Bn a \as co\um­

na43 da R : 

'Bi = C au , · · . , Umt> 
. . . . . . . . . . . . . . . . 
Bn = ( a.1.n, . • . , amn) 

Con K de notar4MO~ \a c61umna de?. lo5 +lr­

ri'íi no5 li brtis : 
\< =- . ( kt , . · · , ~ m) • 

13!., ... ; 'Bn, K ~on \9cic+onzs de. Rm. t:n+on­

cts e.l si$\-czm?1 pu'l.clt a.~c.ribirs'l. t.n forma 

utc.torhal con una -sol~ '1coac\ón: 

. ")(! 131. + . . .. + .'XnlSn ,.;. K . .. 
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De.finición :I.-1& 

Diremos C\Uctun ucictor '5:= (b1, .. · ,bn) da. 

lRº cz~ "50LUClON l)EL 5l~IEMR ' ~¡ '5 t'l~ :so\a­

ción da. cada una da. \as czcuaciontZ~ dcz.\ sís­

+ema, ci5 dqcir., 5i 

. . . . . . . . . . . . . . . 
. + O.mn bo = \<m 

l:n o+ras -pal-abrae, S =(A!., ••. , b 0 ) 'l5 

solución si g s61o si 

' ' ' . 

En ~stcz. ca~o \< p'lrta.nttc~ a\ ~l>bcispacio '9!Zcto'"". 
. . . . ' . 

rial d~ · lR."' gcinaredo -por { "Bt, • · · , Bo } . 

D~ ti nición 'I.-tq 

Un si~+;zrna ~:llama HOMOC:.EN'EC 5i K-== ·o., 
es dctcir, ··si'1<1-·. • - Km== o .. 



. ... , . 
. . ~· .. 
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D~fini éicSn · I:-20 

'5'l. dic2 q.oe. EL. RR Ne\O 'DE UNA MRTR\"Z. 

R - . . . . . . . . 

czs r ~¡ r as la dima.n~ión drz\ &)b<iepacio \H.c.­

+orial d<t lRn gcznarado -por lo~ reng\onas 

~ l. = < al t , . . . , a Ln) . . . . . . . . . . . . . . . . . 
"Rm = C Omt, • • • , ª"'") 

"E'"i da.nhzmcznht ~IZ. hci.nc ~oe. r ~ m. i\ do.má5, 

y~ ,_oft "21, .. ~ 1 "Rm p'lr+4naca.n a Rn, I?. di­

rn cn 5i6n r d(l '5ubasp11cio ~ue. gan<intn 45 

rnorior o i9u~l ~ut n. 'Ee dcicir : 

r '= m r~n 

Dcniosf-rare mos ahora «\.º" ftl rertso 45 igual. ·· 

fambi'n a la: cti mcn eió~, d4\ asp1!1Cio \9tc.fqdal 

g tU1tiRdo por \11$ co\u mn?Ss. ~"'+º &ará c.on st.• 

cucnci'IS dal +e.orema 1:-10 • 



'Elrtpe&cc.mo~ da. mo~+ rancio. t:I $i gui<inrQ.: 

Te.orema l:-q 

Un conjunto dci. uac.torfts d1. Rn, { Ai, .•. ,A'5} 

C s ~ n) e~ \inaa\ man+cz dq,'f:>(¡n di ant(. 5i l! 5ó\o 

si +odos los dC2.hi,- minan+a.s d1Z. S')t5 forma­

dos con las coor dczna das d<1. los l.Ja.c.+ortZ.s 

son ca.ro. 

D'lmot!»+reción 

Con si dczra mos primczro e..I caso '5=- 2. Se:ari 

R = ( Gt , ••• , an) '! '5 = ( bi, . . • , bn) • 

'Supongamos C\Uf. eon liriaa\manhz. dap«ndi2n-

ot.R + (3'B == o 

con el ó (3 dis+i nfos d'l cczro. "Digamo5 c;¡.uti. 

· (3 ri/A o • "Para cada l. = !. , .•. , n +«.n<imos c;¡u~ 

'E'n+on ce~ 

0 · ~1~ ~I aaLº~(3b¡·. clQ~!(3bjl 

·1".\ 
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-- .A ab~·· abJJ· •. ·1 . ,~ ,.. ~ como ~~o ., +e.ntimos 

aj = O , as decir, todo'5 los 
bj 

dCl.tqrminantas de 2~2 

for~ados con \a5 coot'dcz.nadas dcz. ~ l3 'B 5on 

C(lf"O. 

In"trsarnen+e. 1 supon'::\amos ~ua. para +oda 

para.ja a: 
J =- o . 

bj 

V"re.mo5 <intonces <lUCl. A~ 13 son \inus\manh1-

depe1n di an+a~L Si A = o no he'A nades ~oe. da.­

mo '!»+rar. · 5upon C3'21ft10~ -pua5 ~ue Fti;tr o ., po,. 

lo \04 ·alguna coo'fd<inada dq, A tZ.s dist&ota ·. 
' ' 

' ' 

de CtZro. ~upen g a mo5 1 p-ara f-aei l i ta-r \a czs-

.·. crifora 'i\-Ut ªJ.~ o. "En+onc«s: 

puo.e por. hiPó+cisis ciib¡~ Qjb¿ - o~. Ahons 

bien~ 'A1S t¡otZ. a1 •o , la rala.ción C•b!)R + «1 'e• 6 

p'f"U~ba \a da.t:Jczndczncia:Hncal. 

·. ',.''> 



·. . '. . 
. ' ~ - . . 

L.a dcmo~+ración dcit t(Zor~ma ee nacci por inducción. 

Para 4tUitar una noh1ción complicada, soles rncmt<i $Z­

frala r<lmo~ c.ÓMo dtl caso ~= 2. ~« da duca. el ca50 

S<Zan A= (a!_, ••• ,On), 'B=<b.t.,···1bn), C•(c.t., .•• ,C'nL 

Supong'8MO~ -pr(~czro c;¡.o«. {A' :a, e} f.!> lincalmcn~ 

d«pa.ndi t.nh .. "En+onCG\s hal;i una combinación linea\: 

ot. A + cae + 'f C = 5 

con algún c:o~fi ci'ln+cz di~t-i nto dci c.czro. 5uponga­

mo' q.u« 't :+ O. Tcn'lmos cin+onc1i~ c;¡o1, -para .+oda 

~ et..: + .~ b.i + 1 e;. = o . 

"Por lo· h•nto, 
a.¡ a: J 

o = b¡ bj b1e 

ota¿ + (3b¡ +~e¡ o1.a.¡ + p b j + l ej ctia.t( + phK +)'e 

a.¡ O.j :G.K 

== 1 b.i bj bic , . 
C¡ 

·--< ·'- . .'.-
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. . 

dt '!!>~"?S formado5 c.on I~~ coorc:lt.nada~ de R,a,c 

Son c1ro. 

In ue.rs-qm cinte., :»upon <;ramos ahora <:¡.ua todos «sos 

dtttizrminan+e.s 60n ca.ro • si { A, 13} crs 1 i nrzahnanh. 

deptn di tznh. , +ambiln {A,~, e} lo (lS lj no na~ 

nada c.¡.uti probar. '5upond\"amog pu«.s Cf.Oe. {R;e} 
Cl.5 \ine~\ rrirtnTc ind1.pe.ndi Clflte. • 'En+once.s, po~ hipÓ­

ttL~i$ dq, inducción ., a\9Ófl dc+e.rmin~o+<Z. 
a;, Oj 

bi bJ' 

. C'l.5 di~+i n+o d<Z. ce.ro. '5io pclrdida do. 9e.n<1..rali dad 

. pod11.mos ~opontZ1" c;¡.ue.. 

··'1. = bt 

Llamemos. 

ªs. 02 bt b2 
p =- q C2 

y el= 
~l. C2 
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.. ' . ,. . 

Tt.taclYló~ \Ua. p .. ra +oda k :· 

02 QK. 

b2 bK = otQK 4- (3bK ""'~ Ct<, ' 

cit~+ p-e>+ re.=º 
'J c:omo ~ +o > l A, y,, e} cz5 \incr.a\ mtntcr. dcr.­

,:>cn di cn+e, con lo c;¡.ov. C\.O«.d-a pro baclo el tftore-

Teorema 1:-!0 

el rango d~ un-a mis+ri-z R. cz:ii r si ':i eólo -5i t.ll\&• 

··. ····• +c. · urre· Ttub ma+ri'Z. d4 r '>' r de. . A c:Uc,!O diltar !W\i ._ 

nen+< C$ ditt+into clt. c.c&ro '~h adcmá~, \os ,dci-
.. . . ··: '. ', 

.f.trmi "'"+es d«. +odas \a:. &Ubma+,.1 ces d(l s)(s .. 

'c:on a>r ·.son etn·o. 

· Dcmoatració~ 
' ... ' -1.. ;· 

. · .· ~Lr. ,e$ .t.l r-anC!ó de A ,· -por d1~.in i clón c<K.ist,n. r 

.. · .· r&_~9lo1t~s\incalmcni-c. :t~d1p_cncii~ntcus •. 'Por ci\ 

an+orio r h•'J 'una sub rtall+rí"Z. el« r )( r cu~o 

' ~ . 



. ., .. ·; 

',. \ 

. ' . . ,. 

dClftfrnina~hz. C.:s clistinfo de. c.&ro. Ahora. bitn , tai 

S') r ' 5 r~n9(one.s ~on <Sictmprlt lineal mcznt~ dcr.pq,n­

dicr.ntcr.!I. L1.1ct90, se9Jn 21 +aorema ante.rior, -\-odos 

los dizhr mirt11n+ll.s dci las ~ubma~ ri cczs da 5 >< s 500 

Corolttrio :x::-10-a 

El rango dll. un'ZI ·M<tfri'%. ~5 igual a la diman-s(cfo d11.I 

subaspacio "~c.+orial 9czn<irado por la5 columf\l!IS • 

coro\a"'º ::i:-io-b 

Urra ma+ri-z diz. f\y.n czs>dq ran90 n ·. ~i ~ s6lo ~¡ su 

d'Zhzr.W\inant<L ~~-el¡ e+intó d'1 c<iro. 

· -f<l.orim• :c-11· 

ü~! ~·isfat\i'a. df. 'ttc.u21Cibncl& li" ealt.5;· l¡ "''f. ~'\) c•ón ' 

osi ·,l~olo;·~¡ .(zf ran90 d1.' l&. matri'i ·~ttl eisf~~a: ts ' 

j9\)ar at.r~Y'\9º. ck l'.a . l'f1atriz aumfZnfada . 
"', ··,: 

,\ ... ·· 

· :.::.·:.:'(~·~~'.\¿t~.,·1-~+c.r.11···· 
" · . .. . ; ~f~i+ .. '.~·-~ ~+'.Xñ"l?>ri:«~<-K.·;> 

~ S n Í.~ittt ~U<l. '~ fsfi 'S~ l~A.~.y~ .J ~~r · 



'.-.' 
---'>-.· , __ _ 

. ,- ... '' 

fal ,.Uf. 

'Es+o «~ui "'ª'tl a da~ir CfOtL K pq,1'tttneee.' al 5Uba.s­

p-acio V dll. lRm 9ana.rado por { Bi, •.. 1 "Bn} l lo . 

cual ocuf'r<L si tj sólo si V as i9ual a\ 5obczspacio U 

9anarado -por { B!, ... 1 Bo, K J . 'I como \Je U 

e-s+o ocurre si t.:! 56lo eii V~ U +.ienczn 1-a ml!im-a di­

rnczn 5ión , e scza, ~¡ ~ ~ó lo si los rangos de \-a ma­

. 4ri.Z da.I sistema ~ der. la matriz aumantada son 

. igualas. t 
En -par+ i cu \-ar:.· 

'1· : • ·., ·!· :. • ' ',., 

a) Un sisfftma .Clct o a.cuacion<is con n 1ncógn~-tas·:. 

·h:sl ~ue el ·.d~ftzr friio'Clntf4 ~era d1s+into.·d« C4~ · · 

• hotnot · <>olUcfóni i., .:fcid~, ¡,. ~,.+H, ~O ... e11-.• 
. . ·. · f~:de «~ ':ª~·· ,.;" :<n+J\~.·(J •. ~~· raJ9~.'.:no ~u1.~1. ~~r 

~a 'd or '4 u" n· : . A d ~ ~!í ~ ; ti4!, n. por' .\.uicC>~ + i 4nci 
·COMO tiubm-a+\"a~·<.a \a ma+ti~. do.l .. si~~.arN'I ~'?fotl.S 
d« rahgo n . , . ~v.·d~f4rminan+« ct's (J'¡:.tif)to 



b) Todo ~hstama homogcineo ficz.oq, eohlc.i on, puct~ <Z.\ 

ran90 do. la ma+ri'Z. aumcmtada cz~ igual al ran90 

dcz. \"D matriz de.I sis+cima. (ob~arl9~r 5implcz.mG.n­

+cz. c:i.ut Co,o, ... ,o) as tDolociótl). 

e} Un si -sttLma de. m <Zcoa ciona5 con n incógnitas 

con m <. n y rango r =m +itZn'l si cunprtl. ~olu­

ción • 'En q,f Rcto, ol rango de. la rnatr\-z. aowitn­

~ada no pua..dci sczr ma~or -,otl m 'PU45 é$t"a tLe 

da m 'J( (n+:l) . 

UN s 1 ~TEflAR ~OMO c,li.~1!0 l\Pt.r d4-t:. :C-lq) dcz. (l.CUoCiO~ 

n&s. linullr.!J es un ..,¡5t«&m'8 da.I "'°ii:>o: 

J ~~i ~·~ ~: ••• •• ~ ~~".)(~ .-. ~ l «m1 "l(! + . + Ornn °)(n :a O . ' 

Si como -an+cs dcano+amos con 1'i, .•. , .Bn a los 

' \tc.e+otcs dt .i"\cu~as c.oof'dctnadae san las c:olum~ ·. ' 

· l\11s. df. la, IW\.+ .. iz 'ct._a · eis+ema, et.+~ .• puctcl& acr.•~ .. ··· 
·bir.-: 

• 
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Obs«tU« mo:5 an+'2s \ut. nada c¡.o« \05 si$·hz.mae ho­

rno9clna.os sicunpr<L +10.n«.n a <o, o, ... , o) como ~­

loc.ión, l>Uct5: 
Ol3i + ... + 013n = O . 

D~notarnos c.on W a.I ~ubc.onjun+o d12. IRº forMado 

pD(' todos los \SICLc+oftZ5 5 a:a (~~, • • •, .bin) c:;¡.ua. 

45u1n '5oluc.tón dtil sista rna: 

5 E. w ~¡ lJ &ólo 6i ..b.t B.t + ... + ..bn 'Bn - O . 

'Pt"oP-osiciÓn I:.-!5 

'El conj un+o W d4. +oda5 l-ae ~olu cioncz.5 dt un -eitt- · 

+4ma homo94nfZO da. ac.uacion,us linctala.~ : 

D«mos+f'ación 
- ,, . 

'\/cr1rnos ~uc. vJ c.umplc lae +rt.5 c.ondic.ion'IS dci la 

d~ f in.i cidn d& 111ub&sp11c.io \ttetorial (\ter d•"· x•6). 

5c11n 5=Ct.t., ••• 1 Anl , T• (~J., ••• ; .\:n) E W • 'En+on-
c&~ : .b1 ~J. + • • • + ..bn 'en • O 

\s. ~J. _.. ••• + ~n'en • o 
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dt. donde, · 
(J.4+ti) 'Bi. + ... + C~n+~n)'Bn =o · 

Luego (s+-r) e W. 

l: ui dflnt«mctntt., como antes ob5'Z.r uamos, 5 € W. 

Ad<imás, si s € W ~ ~ E: lR , +<Znrimos c;¡.u11. ~ 

.6J.B.i + - .. + ..bnBn =O , 

der. dondct 

'Pºr lo \Uct. 

()..bl.)131 + . · · + (~An)'Bn = o · 

Por con si 9ui~nt<i ()..AJ., ••• , )...An) = ).'5 E W, c.on 

ló 'lº"' hirmitlamos da.d«Mo~+rar \-a propo stción-f 

T'loW"cma :r:- 12 

S~a {61, ••• , "5" } una bas« dq.\ sob4-spacio 

wcic+o .. ial V de Rm 9cotrado .por \-a.e c.o\umnas 

1 e1, ... , '8,. } de.l f:Jir.+cma : 

"1131 + . .. . + "-nCn == K 

.. ,.uf. 5Upond1'c&moe +\ene eC>lución. · 

';·.-... ,.,.•. 
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"Eo+ancc~ .. dado5 n-r núma..-otS 4r+i , Ar+2 , • · • • 

.•. , An f.')tistcm r núm1ro~, tlnico5, .bt., A2; .. 

. • , Ar +ale~ «;\-UCZ ~ 

(L~ una ~o\uci6n da.l 5ishz ma. 

Dczmo5.\-ración 

'forme mo & d l)ctc.t or : 

e= br+i "l>r+i + ... + .bn ~n . 

~.11 1ue l '51, •• ·, lSC'} ~on1tc1n a 'J , lo -antiir,·o.- \"- ·. 

dica ~ot · C & V • Como +ambi&n K E: V , pue&s supo­

ncmo~ 'l\~" c.\ ei sf~ma f\a.na EO\uc:.ión , n.su lia ~ua. . 
. . 

(l<.:-C.) & V •. ·'Por cons• 9uicn+4, K~C 45 combinación 
. . . 

linea\ de { 1'J., • •• , 15r} , a dczcif', ~isten '"Swui-

rcs ..\J., ••• , ~r +alce ~~· : · 

. K.;.C • bt.ei + ... +Arer, 
dt dondca. . 

· .6A.~t + • • • + .br1!1r + ~T~ 'et!+l' '." • • .+ ~n'en ,. K , 

· lo:c.uafdcmuct:>+ra ,.ue s es. ~lu~í6n. 
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"Pt'obaremos la unicidad dci lo o nú tntiro s Ai, ••• , Ar. 

'5i hobiata otro~ números .bl, , •.. , A~ +alas c;¡.ue.: 

S' = (.b~, •• • , A;, .b.r+i' ••• , ..bn) 

fuina +amb1'~n eoluc.ión, <Z.n+once5 5-S' - K-K= o, 
dt dondct, 

(bi -4¡) ~i + ... + Cbr -.br') t5,- =- o 

lo cual imp\ic8 q.ucz. .ta.1 - .b.t = O , ••• , .b'" -1:.r' =O , 

pots+o ,_ut. l'5.t, ... ,"\3.r} cz:s linctalmen+ctif\dt­

p<1.ndicinh. por str bas<Z. 

Lucz.go, .41.• Ai. , ... , ~r =..A:· l 
'S19~n \-a unicid11d ~ua. acabamos do. dcimoe4rar 

bajo \a hipó+cz&iS an-\criOr , 'f'8t'l!a C:¡U" .QOS eo\ucio-: 

h415 sean ig\)alfl.$ , bas+a C\UCZ +Gf\g'8n i9\)al~~ l~s . . ' ' ' ' . 
o l+imas n-·r coordG.nadas. · 

A'Pli '"cunos a~ora 4s+<Z rcsu lfado a eiei-1mas ho'."' 

rnogc neo e. 
. ~· 

· . T<iorcma x-1~ · 

Si·· V e& ci.I eubGapacio \la.etor\al de lt"':. gczncrad~ 
~- . .. . 

,,o.- las co\urf\nas dt. la mafri 'Z da un eis+ Gft\B 



hoMogcí neo : 
'Xi "5J. + . . . + 'l(n '?>n - S 

~ W CZ5 al eubcz5-pacio dcz Rn .PorM'ZldO can +odas 

las ~h>cion<1s clcd 5istama , q,n+onca5 

dim \J + dim vJ - n • 

D cmo&+rac1ón 

Conei dczrcmas las sigui cm+t1.~ ~r eoluc.ion~s corra.s­

pon diczn+cs a loe '9alor«s d<& 4Y"+i> ••• , bn c:¡.ut. <Dn'S­

+4n dcz 1. ~ a lott dcz.má~ (su a~\~tcn,cla ~uaaa aS«-

9uY"•da -poY' cd +eonma :s;-12) : 

5 J. • ( .b .li ·, A !Q , • • • , ~ 1r , 1 , O , • • • , O ) 

Sa.- (42 t, b 02 , ••• ,~Qr ,o,1, ... ,o) 
'. ': : ' ' . .'· ·. .. i .' . . ... . . . . ~ .. . . . . .. . . . . . ... . . . . . 

5n~r • (An-r !. ,An.r2, ••. , .bn-rr 'o,o, ... , 1.) • 

Demos haremos .'\ºfl. { Si,, ••• , 5n~r} as una be.e de 

·W. l!n priff\r.~ \usar, &1' lincaa\mtnta· 11\dt.pendic"+c., 

l>u•t un~ d& loa d&fGrminan+c~ .for~a~s coft •us. coor-

dc~•d•• c5 di•+in+o .der. caro.: . 



-W>-

1 o . . . o 
o l . o 
• . • . • . . - J. 

o o . . i 

Vtrtmos a~ora ~ucz. t '5!., .•. , Sn-r } c;itn'lra a W. 

5tLa 5 = CA!., •• • , .br, br+:l, ••. , .An) un~ ~\ud6n 

co'8l q.u i ua . 'El \94C. +or : 

S' = .br+i '51 +- • • • + An 5n-r 

( c.on$trul do U$ando la5 ó l+imas n-r coo~cl«na das 

de. S) -pczrt1n1cci a W, puts '5J.., ••• , 5n-r € W . 

. Un cálculo dirc.cto 'P't"Uf.b11 C\UCl 5" es de hs forml!ll 

·· ~e( pues, s lj 5' +icincn -&u~ ó\+ima9 n'."r coordcna­

daa isu.a\•s , -poc- \o ~ot. Cwéas4 la u11icidad cin czl 

+·10r&lm9 :t-42) 5 - ~" ~ '5 e w ' c.on \o '\U' ,utda 

.-pro b• do cr ~.orcm... r 

. ' ' . 



Córolcar¡o :t· i.'3 · 

La diman ~ión dcz.I subaspacio W dq, 'flolución<is dcz. 

un sis+ama homoglnt.o dci q,,cuacionczs lincz.alG.s as 

dim V= n-r 

c.n dondG. n 4S a.I nÚm4ro da. in c.ó9oitas y r tis a.\ 

ranClO· 

D(finiciÓfl :I.-2!. 

( ftl6TE~A '°"OMOC?t!!N'EO A~oc.\ADO). 

Dado un eis+erna do. flcuacionczs lincz.-a\45 ~ 

" ')( i °"i. + · . . + "X.n '?» n = K C:t) 

~ ' " ' 

"(i ?)!. + . . . + ~n~n = o . C:t) 

~upondt'cmos C\UG. l:C) +a&M •olución. Sea 'g una · 

. ooluccó". de& < :t). 'En t.l ei 9ul1nt&, +e.croma oc. d&ect'i· . 

. ben +odwl-. la& ao\uci one&s dt. l %) a 'P•"+ir dG. 

15 'J de&\ •ubaap11Cio da. eoluc.lonce d1 <X) • 



Teorema :t-14 

Toda eol\lción T dd -si~tctma ('I.) e.s dcz. \-e forrna 

T=S+s, 

fln dondt. 5 Ct> una soluci6n ~ija d'L t:r.) y s rcz .. 

corro +od11c;, \as ~o\ucionci.s de (lt~ • 

DGM05frac1ón 

5a;s 5 = ( .b!., ••• , An) una '5olucióf'I da.ar) ~ 

5 • c¡"i,, ... , An) \a =solución da d11 dQ. L'I). 

l!n.\-oncas 5 + 5 <L!!» 90\uc.ión dQ l:t) puef> 

. . . . . 
- (A!, °61 + • •. +An &) 4- C.ii "ei + • · · + bnl)n) = 

·-o+K•k. 

l:nucirsamtn+c, si T• Ua., ••. ,.\:.") fl~ •o\ución 

de . ex\, +cinowno& ,_uc.: 



de. dor\dfl, 

C ti -41) 'B!. + . · · + H::n- .An) t3n -

=- K-K =o . 
) o s~:a i - s «..'!> solu c.\Ót'\ 

d<1.(::U:.). Si \\-am'l!SMOS S= T-s a <z.s+a -&olución, 

+e.ntmos t;\UtZ. T= 5 + 5 , c.on \o <:\-UCl. ~ue.da pyo­

blldo "' tcz.or(trl\a. t 
'E stcz. +a.or«m-a sl.-"4 para da ~cri b ir con"cz.ni fl.nt<t­

m~n+e. al c.onjunto cltt solucionas d12. un sc=-·hzma. 

en tif«&e+o, bz.sta clar un wa.c.+or 5 [una ~\u­

cl ó" 'Pª"+¡ cuhn· c\cz. (I.)] ~ un ~u bo.Spltcio ~&c+o .. 
. . 

· ria\" W [el da. la• .oluc\onCZ& der. (J:)]. Toda5 · 
.' . -', •' ' ."· 

l11s $0\ucionc.e da.l Si$+cttv\a oc>n cznfoncczs dQ. l41 

~rma ~+5 con S r.w. 

1 ·\, 
',:· 



_: .· 

TEOREMAS 

FUNDAMENTALES 

DEL 

· RNAL\SIS 

. DlMENStONRL 
, .. -,.'·,' 

' . . 

···' ... 



. '• ' 

. -~5-

D&finición .][- ! 
la\ l serán DIMEN 510N1!5 ~UNDAMENTl=l\.E5 ~ a ma•a., 

la lonsi+ud, q.( +ie.mpo, la car9a ciléc.+ri ca y la 

+<Zmp&ra+ura. 

Con"tnción :n:.- i 

Las dimcznsionczs fundartuzn+alc.s M raprescn+arán~ 

,P- - masa , 'X == longi+ud 

., 

y e == +cm pcn"afura • 

. J)~.¡:, f\i c-.ión lC- 2 

\Se u .. m•r~ 'PAn~N n•MA'R\O. a .cuwl\uic.r Ul\i.d•d 

.. · .. cl~~iftida p9~~ 'Mldir al9\)n• dintt.fttlión funcl•1W\&ntal .. 
< " ' • • ' 

. ) .·· ··' .· ... ·. . .' . . . . 

CI Se. h11n ddcwido cd-ro• r.oftjuntoe el& 4ill••11n•IOnM fun el•· 
M•ntal••· 'P•~ •J••plo, uno._. ..... ¡an+c..• ••~tldo ca · 
t•k 4'n'9ajo 11 •I canj Uf\+o t - i '). 1 C, t 1 •} lft 4onill& .._., 
t:, t_, B r.r•-.n\a". , ... 111i•M•• cli•Hn,tionc• 'u• •._,u( 
't. i' u I• Fv•t"Ul1 \U& \Jt•nc • eu~+ii-o'r ~ l• ••:a•• e-. "'º ·Cli•tin~dn fuftda_M•.-tel.• ·9¡ fJ·•• tJl ... cnei'" fun­
datW\c"tal, cn+o"ei•• por •• ~llt·.L:•'J · d& • M•wton 1 '• . 

411••.a"si"' •J• M••• ..... .,,; t'w•~-1.. · .. . '· . ,, . . . '.. , ... 

. o•ro cj&wtplo 11cl •i,uicwrM: tln ifl9&niat{a &19c .. rica c.l 
mnc.c~ 4• "'ª•' no u INI~ v••clo '.I ~" c.onscCQcncl• 



Nóh1fle 1-UG. 1.. d4f. 'lI-2 45. mu~ 'Zlmpli•, puas por ajcnnplo, 

ac.a.pta COMO pe+rooa.5 p't'irn-ario9 "Pª"ª lí!I longi+ud 

al ma.+ro ~ a +oc:ioe. ~os mú \+ipl05 . en r11ali dad, pa­

ra una d1Mcu\6iófl fuodame.nta\ dada podcunos dczfinir 

tao+ot. 'P11+ronas -p-rimarios como 'i-ua.ramo5. 

Dc:fi f'li ción lt- '3 

e\ CONJUNTO 'E. .1:>1! LR5 UNIDA'D&~ ~«. da.~ino. COW\0 ~ 

Con"ln clón s-2 · 

~n .,15,,_c+i"amcnf&. ,.c.ua. lt.5~ltta} 
P.'tronH p't'\marios -p•r-a p, ~' i= t 'J 8. ··.. .· . 

' . . ' " 

'E~ ~do lo ••9u\ tn+. S\Jpon dr•mos ,.Uf. . M 1 A·', "1 e 
CUMPL.8Ñ 1lfoRMAL.~•MTtl LA& L•~·· 1>1t\ .. 0$ -~POMl:NT9. 

. . . ·. ' , ,• .. 

U co•hMWc adoptac- &l ,0+1"tiel &lic.hit.0 '9. O •\C),IW\'8 -'ta 
.. "•''•b\&. ~.clC'c+ric.a• COMO .dim&ft9icSn fuftdaMtnt•l •n lla-

9ar 41& hl ·. wn1u1•. Taw.lliil.,, ~'& .-.·.\o•• , .. fl\poll C9c. t-ftta+' +i 
·co•\,60ft.eo"'p...a+1.t,awneft+a . .Peco·'~F10Ttan~11 •·«fl9&ni•~ 

. ,.,. •ltchcc .. , .•• can .. &n••nh; •n ... ww'~+•c• ............ . 
·la'c0nccnfc·;..c:om0'4i..-•n.w6f\ :'ond•wa4n+•l&n "•'cte. .. · 
1111 ca~a'. cllc.+.f'ica· C.MO .a p~~u~+o·;. "" c.• la pioh.Wki•· 
c.lt'~tric:-•, la dtmanei.Sn de.. la ...... •• cnto"Ch~ 

. ).,,•I t;1.i.". · ,, ~Ut\to ,d& dlfW'Cft91~9 ~ndJl'f\&"t.~ Cft '"'ª"'1.n'• .. ,,,.,,,e~••• l "• .~,,~'J., 'l · l . 



1iil .. CONJUNTO '!:>E. LAs 11\E'l>I DR5 ABSOLUTAS e~: 

8 - { ,Y.. 1 '/.. = r U , re. R+ ~ U t l } . 

Dt~iniciÓn lt- 5 
,_.... , UQ. l\b e; '\lt cll!:\C. Dada )(. E....=, , con "X.• rU s: r .~, J.). T. ~ ~ , 

])(~)=,Po.~ t:c l/ldgc . 

A 'J)(~l 1'& lt. U•ma't'á LA J>IM1!NSION 1'1t Y. • 

])1-'iniciófl X-(o 
; .· 

, 5i, 1)(~) = ! , , M. dirá \Ut., ~,E&, ADIMl!Me&otilA\... 

Ad uiértaS& \UC., en +al a1eo , )(. ,~ R+ .. 

D~f.¡,.\c.1ón lt-1'· ·,.'.', 

; ·:- '; ... . . ' . ~ ·, . 

.. . ·. Tij ·: :-: ___. ::.; . +~a \ue.· : 



---«'-,-· .· 

-to>I-

~1.) T,¡j (X¡) = Xj con Xj = rj Uj t: 8 . 

2) Tj..: = (T¿j r 1 

'Fr..,. = .¡:',...J. Tj , 
.,. ""' Ti 

fp.ij , .f:)..:,j , ft' .&.j , ~}t..:j t R+ ':t para cada Ci,j) 

<l \fcc.i-of' (-t=p.4,¡, ~>d.j, f'tA.j, .f')tA.j ,l} t R5 
es 

u...-1co . 

· Charalf\tnfe.: ·· 
. .· . 

TLj ()(¡)e (f .. ~¡~:.; f,:j ~;.j r;. HM;A'; r;=~:e.•) 

• rjlJj = ">'¡ • 

· N'CS +ese \u&' :oc~¡) .;.1:> C1Cj) • 
~-; 

l4l 5&:cl(~inc ••••~~\"la h•n-~""-~''" .d• h111p&w: ... :' ·. ···· ·· 
hnt no •c. ''"&al. 'llf' ckfifticlÓft d• IOMOllSN•1DAD Oí· 

_. Ml.a•eONAL(dtf•Jc•J.4). . . . . 
.· ·. . .·. . ~-



Jj.¡ (~j) . ~icuicz la .form-a: 

Tj.i ()(j) = 't=p~.i F~·,¿ Fr~-' Fy-~ 4 1=8t Y.j 1 dondci. 

Fa·· :a l 
,,-JA. Fu·· 

rA<J 
) 

) F.,, .. =- i 
J' JA. r-, .... 

T-"J 

R Ter. Ir. llamará +ran~.fe>rmaeiÓ" d~ unid11d45 

'J 11 "Fp.:j , f'~l..i , rt.¡,j , "f"y,¡j , F84j rcz.spctc-1-i"a­

rn.•nf-ci factores dcz. con\ttirsiÓWl dt \a ma9a1 la \o"-

9l+ud, a.I *"' cmpo '· la car~r• 4lic:i-rica ~ , .. +t1mp'l­

r.+ura d& 1"11 unidad U¡ a 1-a unidad Uj ~· . 

. · CorúttnciÓ'- lt-5 
·. --: ·, . ' ., 

·. En &\ dcasa .. ro\lo t1~ui1nt& , dado un c:onjun+o d& ft"! 

· · ~i-.blo• l"t.• ... , )(.n }<= ;-: ; iodo cl11nenfo. cid 

· c.onjun..,o c&hará cxpr&$ado con lot. mismos -pa.;. 

fronas 'Pl"inrarios, CZ6 .d•c.ir, 

.... ; : · •.. ·r·· ~···· M: ca• A b. •r .. -~·.:·.".'' .•• I:\ ... ,,. •. • .. ·· ·. ·. ,.,. - .C.\. ·~ \':I ) A.. ~, ... ~ ) I'\ • 



Dct~in\c.ión ][-8 

D-ado t 'lCi, .•. ) Y."} e ::::: ) LR MA~\'Z 'DIM.Et-l:5\0-

Ni:tL. d1. cz.s+e conjunto dq \9ariab\cz.5 ti~ un aTn~\o ~ 

a.1. 02 

bt_ b2 
c1 C2 Cn 

d1 d2 

~1 IZ2 . 

ctondci. a...: <is cil t.~pon«n+e. de. p. cr.n 'D(~,¿) 

b.i 11 " 
,, 11 

~ ti '11 

Ci. 
11 11 11 " t' 11 11 

d.: 11 ti 11 11 t 11 11 

t.i. 
11 11 11 11 8 11 11 ·. 

'Pata ma'-'of' c\af'•dad famb1~i'n st. 1'Ut.dcr. ceuibir : 
')(l, ~R • • • Xn 

p 01. ªª • • a.n 
~ .bt. bz • • bn 

• 
t" CL Cz . .. Cn 

t dt dz • d" 
8 Ct. f 2 . • • Cn 

·' . .,,'·,. ~ :, - ,,·, 
.. 

·" '• 



' . 

, _,FÍ>&~¡i\&c.ióf\ ·x~q 

. .. ~ado {~1., . · . , lln } e H .,..d•"IH el conjunto ..•. 

de lor. 'P1lOcuc:ro5 A'DIM'ENSIOÑA&.:e.s d«l. las "8· 

r&ablt.e XJ., •• ·> ')(n: 

TI(. ) } KL Kn. 
')(1, • • ·, ">(n =- l 1T 111" = {~J.) • • · ( ')(n) , con 

(Kl > ••• , t<n) E 1Rn ~ D('lT) • i } . 

Nd~«s& ~uc +o.do '1f€ TI , fatftbi«&n 'Tí e.12 + . 

• Tco .. CM'8 3[•!. 
,: ~e~~ :."11'•. '"t.l'K1. •••. <~n)t(n =-. 

· :.c.,.·· uº'-Ab1.Tc1.,.~.cls.·~•L_)"1 • •'• . - .. r1 •'Sl "'" . . . 'l. ·'Col ···.. .· • 

f;·,,¡.:; , t .• . ·• l~;~-~~~,.f~~~ ~ ... ·)Kn; •·' 
·-.~~' .. ' _',::::-. -.-;_.;~-,,· ( ...... ,., ·;~·,:.:r.!\' 

, , "J)élf\'_= .····~-···. si ".eolo';•¡;' 
id~.' .R'r t~\>~·; ~~·lodón d~~-- ~is.ffl~11' 

· .. · ·i~~~~(~.· ..•• ~····:··: ::~$~ .. ~z.:···. ·· 
:'t~~fr.~·~. 



Sfta . 

1T = ( r.1 M Qt_A'o1Tc1 "1f dt. ®•.t.) Kt. • . ' -. ' 
... ( r n M On A'on Te" "ídn ®cr") kn = 

·· kl . Kn). · ( u Gl,kl,.. • • .+ On "" ): · -= (r.l ••• rn · .. ·.. ...., ' ••• 
' . . . ' . . 

. (·.®. e1M1+•·. "'°· enkn) .. . .. ' ' ' 

. . . - . _.· . .·., . 
.. .. ,··: 

. ·,. ':D (1T) • i. •· ei ':i sólo et..,\ ' 

··. ·· ·····.,,.. .· "<. · · " ..... • . ~ ... ). ••·c·uo.·.;:"'•:,.º·"•'·~Q••)· ·. 
. n •t.· :rt,, · ····. rn. : >' 1•\ "l.;'.•.;1 'E }CI. . " ... . . ... ·. . . . . . . ·': .... 

. • ;: ·."' . _:_:.,:~:,: ; . •. . :····.".: J 

·. "•e.ir• Kt;-e¡· +··~ · .. ~ + K~,,~·:-a .. · · 
:Ú{c:u~r prC,,a.ba 

'',• '' CJ ~;~~~¡ ~¡ ... ~+~. 



.. .""[ 

Dif·¡·*'i~icSn x•iO ··· · 

Dado n ("(1., •••• ~n) ~ dafinan: 

i) a : 'V '1rt,.' 11'2 e n ) '1Tt. a 1f2. - 1T1." 1T1. 

donde. • CZ!> ha mul+-•pli c•c.tó" de nú­

maroe rflal&e. 

2) •=,R..~ n 

Tt.Ot'lft\• lt-2 

· {ÓY a , A, IR} &$ ~ri CSpaclo .. ~~orfal 
· · ·· &obre .IR;. 

' .· -':/ ·. ·.·. . 

.Datfto6.trac.1ón'. .. , . .. . ,,. . . .. . •· .. ·,/·_· > ... · .. · · l rto ~ , .e. , R} . cl&li& cu .. P1.1r -. 1~;~ ... l'.1n1Ci&n 
~·1 ~"Po.,. &ll~, _primear~ dc'moefr~·rcm~ C\')&_ , 

. t~'~;[;"~~ri~r;.~t::it[l~:~f:._ 
<-::,· .. : . 

.. ···~~~;'jf~\\ •. t. ~) í'.,:~j) ..• \!.··:<~\ 
J1):: . . • ': ¡;_f •: :.:· . "~:;,. ·. ; 



R45oci-ai-i \t\dad : ( '1T1D1T2) D 1f3 = 'lt't a c,,-2. D'1í3) 

" ,....¡, 11"2, '11", c. n 

. . . 

• 'lT\ • <_'lf2~1rs) = 'TI'1. ª C 1f2 ° ~~) · l 
''E~i s \-cncia dt. nc.u+ro : "11' t n' '311T.i € "11 · 
.. fal ~u& .1r a 1T~ .... 1T~.1rn CÍ'lt ~··· 

. , ' .'. - - ; . 
. ,'- -, .. ,: '., ,,.. ·, ·:. 

t) 'E~ i &f:~nci~ ~. ·.· 5c.an' '11", 'lrn ·t n ' ' 



,·._·' 

Como 1f• 1Tn 'lT· 'lfm ., 1r 0 'lfn = 'lfa 'lf rn lJ. ·· 

"f>o~ +an+o 'lf~ = 1T m == ! · l 
t"-i shmcia d12. '""Q.fSos : y 'lT f. n ) 3 lf..: E:. n T 

'1('D 'lf_¿ = i -= 'lf¡ D 1T , 

'Prucz.ba : Sean 'Tí, 11"¿ e n con 1Q = i/'TT • 

(1fo'Tf..:) ='lf·'lí;. ='1T· t1/'Tf)= (•11T)·1f=1.r 

Conmuta ti u\ d-ad : 1f1 o '1T2 = 1fz o 1íi 1 'V 1Tl,1f2. l n . 
. ?rua.ba : 'lft. n 1í2 = 1í1·'lfz=1T2. • 1T.t. = 1f, 0 1Ti· t 

'P()r \o +anto { n > D } .et? 9'fUpo · aba.\ia no • 

2,) :·,&: R~ D ~ n. cumpl12. con C1), <~), (~)~ 
· . ·'.c4-), da..11'/tifif. :x:-1·~ .· 

'·,'· . . ' . 

· a)' .<ri·+r 2 ) A 'Tf = Cr1 A 'Tl"Y e ( r 1 A irY. 
'' . ' . ' , 

. ' 

.. . . r1+r2 . r1 . · ·r2 .{ftff2) ~'Tí:::: 1f . = lf ··'lf 
·._,1T,.i · ·.1T· ."z = . ·.D . 



• • ' t ; ; ~ • -

. .b);:t 6.'(".lff:a vdr . (i;. A1Í!)a ( r:A ili) . · ..•.... 
. <.>'Pr~~b~·~< ;~'..t.:t1r1 EJ•Y2) = · r A C'1Í{•1í2)-· 

- C1ft.. '"lf2 )r == 111r. 1f-z." -
- (1T{) .ª C1f;.r = C r A 1f1) a (r A1t"2)l 

c.) ri. A (r2 A1T) = (r1 • r2 ) A 1T. 

'Prua.ba : ri A (r2 A1f) =: f1 A (1frz) = 

- (1Tr2 )'"1. ·= 1T"2'rt. == '1T n·rz = 

- ·. Cri .• rz) A~. r . 
•. ~; dl 1-•á 1r .•. '1T .• 



.· .. ' 
'. - .. ' 

-. :'.: .. ;·t ; ... ~:; 

(\lt,'f defini eion :t-4 -p2'ra $ «;! CD)~ 

. Dtfinición 1!.-i2 

~~an { w, (D ) G> ,. TR } ~ { n , e l A ,lR l dos tl.S..; 

pacio~ u2c+oda\t.5. sobrft lR. Set. da~ine~ · 

~ K • (kJ., ••• •> l<nlt W y V J )ti,,••.'~"'} e .S , 
.. 



'·.·. 

-·n-

T(KG}L) = Tl<1<1+21, ..• ,l<n+Qn)]= 

== (~i) ki+~i ••• ('J..n) kri ... ~n =-

= (Y.i\ "1 
· · • ( Y. 0) •• {Y.1~2L · · ' (Y.n) 

2
" = T(K) 0 T(L). l 

T(rG>K)= T((rK.t., ••. ,rl<n)1= 

_ (KL)r'<1 .•. ('/..n)r't<n= [{~1)K1 ••• C~n)kn]r = 

= [T(K)1r = r A T(K). j 
2) T +iczncz. '1n\911.rsll. 

, K1 ·. Kn 
Prue.b-;a : Sq,a 1f == (~1) · · • C~n) un p'f"o- .· 

duc.+o adi rnttnsional cua\ <;\.oiczra. 

T~1 : n --+ .w . IZS l-a .función cu~o lllCJOY'i+mo 

~s . r ·1 ( irr~ (1<1. ) • • • ) &< n) ~l .· 
"'Por lo tan+o T cz.s un· 1somor~istno; o lo C';\-Of. · · 

es lo "'' $mo W e;; ·n . 

Corofario 1[-3- a 

. T<o) = f· .. esto \o 9-anni+i-z.an Jo~ ~aonmas 
. . . . . ' 

:r-tt ';:S %~3 • ' 



.. '.'.; .,._,;-

COf'ohsrio Jt.-?a- b 

Si { KJ., ••• , Kr} a.s º"ª has~ dfl. W (ln+once.s 

l T C1<1), ••• J TCKr) } IZS una ba5f. d<Z. n. En par­

+icular dim W = dim n . c'Qto Q.~ COn5t.c.ue.ncia 

. d'l. los +czor~mas :r-g '=' ll:-3 . 

Corohtrio ][~"3-c 

Un ccnj unto { 1T1, .•• , 1f P } e n a5 1i nfZal m4nte. 

indo.pandic.nht "¡ 13 5álo si la i9uald"ad: 

. . . '),.J. • 'TI" ). P = j IR. '1f .t. • • np .:a. , con ~1, ••• > '>.p E 

• .. ~cz eump\q. con ~t== ••• _, "). p =o eo\clmtn+e.. 

; l:e+o_ ~5 con:sticO~nCfa dt. h~ propos\ciÓn J:-2 ) 

der.\ +totcm11 :t.-' .':I · .dci\ tflOrtma ~3 • 

• • ' 1 ' • • • • 

~ean { ~.1., .~. ,Xn}.c 8 y_ l'1T1, ... ,1t'p\ e :n .. · 
LiÓ' rn~fri._ clt: eic~cn+ ...... <;!~ f-li-1,. · '.' 1l"p} es. 

,'- ·.: 
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·~1 ~2. . • -Xn 

'11'1 Ku Ku. . • . K1n 

11'2 K2i 1<22 . k2n 
. . . . . . . . 

1Tp Kp1 kp2, . . . KPn 

donda al i-.clsiMO rt.ngl&n qs+á foY"mado por \o~ Cl.'lC­

:pontntcis dq ~J., •• ~, )(n cin itl A-rl.eimo p•t>ducl-o 11"¡. 

Coy-olario lr-'3'-d 

. U ria c.ondición no.ct~ari-a '! ;¡,o fic.ie.nta. para "\-.uq, un 

· .c.onj un+o { '11"1, •• •, 1T'p J el~ produc+os aclim~nsío­
. ·· na le.~ 5t.a : \in «:a\mCin+e in dct p(lndiGrit1. et~ ~ocr. lo$ t"e!l 

glon~s dti ,90 Ma;+riz d(l cxport'lnh• sean Hticalmtnk 
· • ): ;: ind~p4tr\cli&nTC5. . 

... -E:.tó e..s consecuencia dtl haortMa :t;..f> ~ d'tl +t.e>rci;.. 

·,, '.··, 

ma JI-~. 
. . . 

. ' . . ', . . :.. '.. . 

<.. (S) L:as f~n~io~cs fraf;adas en ~t rf.~tod1.l c•p(fulo SIL . ·.· 
· · .. sv¡>ondt-ti(~oc e.o,n f'ur\c;ioncs ... '1 e11!NCC>~'P,O'RTA~s•· 

.· c&n t.I .scnfi.do dc,~u.c cumphln.c()~ \~s+t.01"t.m1t'e d& · 
1-as. funciof1:~e.impl(ci:hls. y·· la:rcz9 \a dG ·.\, cad•na. 



-u-
. ·,' , .. 

])cfinl ci~.v~~i4 
,...., 

')(. l, , • • • , 'l.n > '/ E ..::, 

\j T ú'1'a +ran5for M'l!lción dcz. uni d-ade.s coalc:¡.oia.Y"a. 

"/=~(~J.> ••• .,)( n) «~ DIMEN SIOtH\Ltl\EtJT'E. "OM06E-

NER ~¡ : 

Nó+a.$f. ~ue. lo C\-UCZ. picla. tsfa dcz~iniclón ~5 ~ocz. : 

~ca unil iC!ualdad in «.I rn-á5 czs+ric+o ~c.n+ido d1t l-a 

< palak>ro luna id1nfi dad). 

DClmo• trac\Ón 

.5«3' ..., :: .. f ()t'l,, • n, )(nl·• ~ j,"9 ••• ~ + )(f\ : con 

· ... ·· · ·. ' .: l\.b ··. e:. , 1,..-®& · ·<J ... < ·. .. ~ª•A.· ".:¡,·.·.T·.·• .·_c.• i. .. "·.· .. d ... ··.º. '_.:a.· :-·. 
·'l.• r9J'~ ;.&~ T · ~.·· .. M . 'J·. · "i• .:r4 " · ·~"·· · ·•·· · "J:> ~- · .~ 

· .i~ t, ... , n , ul\11 ~c~11clcSn dimGnf»iona\1n4n~· honto- •· 
' .. . . . ., :, - ' . . . 



- . ·~' 
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'f'or ha dq,fáni ción dcz. horno c;¡eneidad dimtn -&ional : 

'T('J.~+ .•. +~n) = T(~~) + ... +TC'An) =. 
n 

i::~r bf.c t:"'d rCl. ( 'J. ) ~ r 0•c-bir:-C..:s:-d4rf.i v = 'P '").. r: r-; 18 ~J. + .. · + n = L rp r·). r-c 'lf •e ,..¡ • 
¿:1 

La '2.cuación 'Jntarior dcz.k>t. sczr una i dczn+i d-ad, lo c;¡.ocr. 

implica c;¡.uq, : 

r a..:f.bA.r e¡ rdC.r<Z.L • ! 
- ')J. '>. q¡ • .,,. re ) A.= 1 ••• , n . 

En+on~s: 

a= a.t , b= b..i , e= e;. , d~ d..: ~ e.=.~,¿ , 

i= !. , .•• , n • 

Esto 9ignifit-;¡ '\-ºa. D('I)= :O(~¡), .i= !., ... ,n. 

'E 5 '~a' cil \94'f" ~ucr. in\9 i rt i 'lndo <&l argorntt'nto , la 

C.andiCión t5 +ambicin. so~i ci.~ritiz., \o coa\ de1mut1a~ 

· tn1 41 f(lotam~.T 

T1.ortm1' '][~ 5. 

5<a ~= ('l(i)tcs. • • • C~n)K" ' ......., 
con Xi., .•. ,~" t..--· 

y (K1;) ••• , Kn) ~- Rn • el p'C'~duc-l-o " C.$ difW'ltn9iO­

nal.!"4n+c. hoMogint.o si ·\\·. ~~\o e\ (IC1, •• •; \<n) 4s •_ 



a1rJ. + . . . + ª" rn - a. 

b:1.r1 + . + bnrn = b 

C.f. r1 + . +cnrn 
1 (1[) =C 

dt. t"i + . . . + dnrn =d 

<lt. r1 + . . • +<Znfn = e. 

D ~mostración 

"=> 'ª V= l 'tt) "t. • • • ( )Cn) ten 

nalmcntc. hoMoc;ie'nc.o con: 

on produc+o clh~4neio~ 

'{ 0 ('~ti\ Q. .L\.bTc,11f cl@< ' . '/, 

~.i • f ,4 Mo,,:~.:TCA ircli ®e~ . .i. • !., ~ .. ,.n , 
... ·'A. T.un11 +ransforln1lc\Ón d~ unidisd.fl~ CU'.i'l\U.iClr~·· · .. • 

. 'Por l'll dt.~ínic,ión d~ hamog~riaid~d· ditnansiona\ ~ .. 

T [ ( 'itJ) llL • • • ( 'it.,\""l ~. T ( Y::') • • • Í: ('ll!"') . 
. . . 

· ... (NcHtf.e. ~ut. T (~;il -l T ("~)l te,: ) ••. 

Como ·ha·ifltueetdn' anhirior ~&k>cr. ei~ una id~ri-\.¡ d'ad1 

. e;ci cu.~P\fi c+ue ' · , 



. •,•; 
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. '::·:·'.·t-.' G't':" b F.. C.rd r e~.•c(v ) k.Í. ' · ·cv)""··· .. ·•1. , , ..... ·.rJ · _._,r,. · r, · ,.,. · ,.;" · ·• ·• • "n .~:· -· · = .··,.u., ')¡, i"··· lf IJ¡. ',J.·. : '' :· .. ·· '. ·. r- ·. . - " .. 
n n ( Ff a.¡. F}..bA. fr c.: f t;. fe e;. ) l<i X;. k;. , 

l= i. 

'd s« cumpla. : 

Fi a.f. b f,c. Fd E e ('F': GJ.l<i + .•. + 0.nKn )( f; b1K1+ ••• +bnt<n) ... 
P. ~.r: '{re - p.. >-

.. · ( F 't <:1KJ. +, • .+Cnkn) ( FyrdiKJ. + ••• +dnltn) { F~ lll 1<.L -\- ••• +CZnl<n) • 

. 'En ton C«!S (1<1, ••• , l<n) «.5 so\ución dczl 5i:5itczma 1t 1 

lo c.ual pruttlo11. <:\.ua. la c.ondi ci6n cz5 ncict~ar&e. 'Dcz 

l\Ot.wo, la p~utZba da. soticíczncia -&a obhiznti1écíl­

Mtn+4 il\'9irti tndo cil ordcm dt. la prua.b11. ara+arior • 

. . . ··¡··· .• 

Corol-arió .· :¡:.;. 6 

?Sdim4n ~\orral da. "ti,, ~ •• , ~,.. czs (t¡;;. 

mcrrit:»ion11IM~nte. homo94'n10 •. 

Dr.Moahedón · .. 

, .. 5~;~ ~ = (~1)"1 •·· ~ ('Y.r\~kft .. f D(',11'\= !.. 

· .'P91-:~' f4or•m• u~! s.Sbari)os:: ~o~· <li(.1., ... , knf~ . 

·~·~~ió~ 4tJ ei~+rma l:. l'tY"o· t.1 ~•s+anra i et& on ·· J " -~ 



~:aao p11".'+ié.\>lar. dal ei"tuna :a:·, con a=b•c•d~ci•o. 

"Por +amo, .. 'ir .. ~ dim&n,.;~na1méR+& h~Ma9c'.n .. b. t 
Tcr.ortmll :n:.-~ 

'I ~ " ._ 1 0.k.bl'c,1,dlii\t. 
5ct'8n ~i, ••• ) ~n ' e "--' , con 1 = r1;1 "'' .u. '!' 'O 

v, _ • u<li A b_ir(~ 11r d,A. ®t,.: . ';! ,..A. _ r"" ,,,, n. -r , .i = l , ... , n . 

E~i5t(l. a\ meno~ un pf'oduc+o da. \-a fot"M'il: 

'I a ("i.1) KJ. ••• l~n) "-n 

si ~ ~lo s& la M-atri'Z. di mcznttional de la~ \9ari-a­

blt.!ii ~!, ... , ')(n poeu cz.I rni~rno tengo '+"" \a tw)-a­

+rí-z dimczn9'tonal dcz hi5 "iU'itJb\(l5 'l. Xi., •.. , 'l.n • 

L-a condición dct \UQ. cz.l produc.+o tiista, «s ci~i-

. ~a\~Y\+o a. la cond• c\Ón . da)\u& e&_\ sis+~MS ']t :~ 
cÓn·s•~f~n+e, :put&s 'CK.t., •• •., ~n) . -sit.~is+~~·:c,_. _·· · 

tofo~ión der.\ ~¡ sfima lt . '/a tM- dt w\os+~~ c¡uc el .-sis'." 

+carn-a. lt + ¡ tinct ~\uci6n sr y o.ólo ei "' rango de h1 

~f,ri'Z do.\ •i~+cirn-a x a~ i9.ual. ª' ranso 'dca su m~ 
+,+, . auman+•.c1~ ·. <•cr.r +@r•m• :r.- .u.): •. 

',. ·,,, ,- . . . . 



Teorema· lt-1' 

5i '1-~l~!, ... , )l") fisunu .fund~n dimcin~iona\~q~­
fq, homogfi'ncza > <Zntonces tZ.'.(iSt<Z. un -producto dii ¡:;o-

. l 

fcrnci-as dt la5 '/..¡ r:¡.uq, tia.nq,, la misma dimctn:5i6n c;io~ 

Y. 

Corolario ][-'l 

Coal~uiqr función '/ = ~ { "-i, ... , ~ n) dimtnsi onalm«.n 

+<i homo9inea putd<Z. rczducírst. a la forma: 

· Dcmos+ración 

5ab~m os ~ uc si '/ = ~ e~ .t.) ••• ) ~n) 15 '<ii man 5Í onal:­

i manfa h~rnoganea , · a.ntof'tc&s . ct>'-i shz. un produc.+o· de. 
·. · :pot,ncias dt .. las '/..;. · fa\ c:+u~ sU Cl\m4nsión <i.S igual . 

. . . ' .. . ' 

a •.1ia'á:1c 'l. '5.i d·i."idimos la ~onci6n por r.stt. 't'i"cSduc-

. fo, obtcindT"timos untt "ari-abl4 adimaneionaL 

Stcf "/= ~ ()(J, 1 •• ~ ,~n) un-a· ~unción din'l<insionahnt!! 

+<t,· homogénia~ i:ntonoi~· f?'ltisfe,) 

i! "' ( Y.iK1) ••• ( 'l_~Kn) . t .. 1'(~) ·ª D C'i) • 

.: '¡. 

,.,. 
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e.s etti d~n+cz. c;¡.ue. D('P) = i , <Z~ d4cir, "P czs una ua­
Cti) t riab\t adi man sional. 

D(Zfi ni ción ][- J.S 

'El • ,--, n d f · t.fJp'aCIO i..::.a :S<Z <l 1ne.: 

Dt.finiciÓl'I JI- Uo 

'E\ ci5p1'c.io 5¡ 5<Z dt~inc. : · 

~i - { rc~)J 'l= ('t1·> ••• , """) e.:·S.~ ~ 

T:(i) • e T('kt), ..• ·,T~~n)) .· .. -~ ·:, 

· T Clial\uicr. tranat:o~máCión· clo unicl,~f.a J .• 

(t>l' 5~ dira.·\u& 1'&s un•>\tari~blc •ditncnaon•l '4 \UC. .ca · . 
. &$ una 1=\>NC\OM A1'1M1Eti&•\O .. I\\ ... ' '' ..• . .· •.··.· 



Dc~inición lt- J.1' . 

. ,:t>ac:to ·y e· 5¡ 

R = { ( T1 ( '7), Ti (9)) T1) Ti son cu'8\t:.c:¡uicra l . 
tran~formac:ianczs d~ unid-adas J 

T~orima JI.- 8 

Un <sp1Scio 5x 125 C;)<intirado pot' cua\'\uicira d(l. -sus 

ttl<Z men+os. 

Duno~rración 

5<Za CS¡ ~1 tl.5 pacio '3«ncirado -por ~= ( ~1., ••• , ~n) 

. ·~ sea 'i = ('IJ., ••. , 'In) o+.ro punto dq. as+ti tZopsC".io. 

l::nfónc«$ : 

· Y~ ~ Fp°:'ll .F>.:~ Ft~vff~v ~=~ '/..¡ , i.= t>"" • .,: n . 
': ::- ~ ' ' 

,Con5icl~r1mo~ ahara w = C~i, ... /~ ..;) ~· s~ . 'e~tc · .. ·· .. 
r' ·' . . ' . . . .. 

·.· . 

$CZ ~-¡ gUll. ~ . 

. '-··,,, 



__ .·-, 

- -=·'-' ', :·-

i. a !., ... ) n \j 

<i< l>cmó•h•ticS~ .. ·. . . . 

R cs\Jn~ .rdacícSn dci cz,_ui ~-a\.tf\Cia $).,r~ _.S¡_ • 
, , r_· '_·._. 

. 'Por ~-m~n:~~. comó'ee+~ dc~inidi~· (dt~•·lt-i"fl 
' .. ''. : ·' ': ' , " . :· 

\tcow.o .COft$CCUCZncia dt.l Tcof'CW\il ][;..' .es chito 
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. Tczorcma ][-!O 

La familia { s~} (SUna par+ición de.·'-';
11

, 

~5 dacir ~ 

De.mostración 

'Es+o &$ cons<lcUCl.ncia do. 'if.UCZ +oda r11.lación dt.Q.~oi­

ua l 1ncia dCl. ter mina una pcsrti cióo lJ focha par-, 

+i c.ión c:!ttttirwnina una rcr.l11ción ·dt1. a~oi ualancia. 

T<iorQma lI-H · 

.· '.Ún~ ~undón Paf (~1, .•. ;.-tn) dimctn$ionalm4n+~ 
·. h~mogine11 , cond~c~l::l 1 · .tj ... 'k1, ... ,~" e":-:, · 
~&conshs.n+Cl.·· czn cu~lc¡v.i'Zr:~5~ado· ~i Cf\lncr. cr.\ 

rwii smo .. "9alo~· '"c.lu .. ada· 4n todos lo~ punto5 cl~un 
· ... : e.f»·-p11ci o·.~ 9:.); dcl crspa¿io 8, ". 



· Damoe+ración 

Com~ 1' &s. dimaru;i ona\mcn'+, hotnogclnta ~ 

F. a. r- b t:"c. f, d re p ,. ( r ª"t:' b1 rcl fdt t:' r1 
P. T). '"t 1/t •e =.,. rp. '). rt t r9 'ÁJ., ••• 

F Onr:- b,if,cn r:- d,. rlZn v ) 
• • • ' P. r 'h t' •t r9 "" • 

'/~a C\-UfZ. D(P) = i in+onc~s a.= b• c•d = e=o y 

P r ( t:" a¡ F b¡ t"" e,¡ r:-d4 t:" «• v ) • = T r p. .. ). r 'C r t r 9 ,..¡ , L = i, ... , n 

\o \UCl signi~i ca ~ut. 'P (Z5 c.on5tan+': tfl fll t5pacio 

5¡ 91.ncarado por ~= (~1, ••• , ~n) • 

Coro \11rio lt- li 
' ' ' 

4+14:
1 :·~¡::~t.:5~~b::~.:::~t;~,,::l .. 

corr~s'pond& ·un •olo COf1j·u·ntó ·dcL\osual~r4~ do.·•··. 

\ós,\"11"~ •· 
·, ;, ... ,' 

'Dcmo6+.rac\on · · .:.,· · 

··:~~.¡5p:r;~~i:~~~z1:t;~c-~~:~-··. · 
:~ i· '; .• . , ' ·, f. ¡ ' , ' ~ . . • 

ln8tf 



, .•. , ... 

· TcorGma lt-11 

~¡ { 'll'L , .. •, ~ p } e~ un11 baae de n(~l., . ·" \(n \ , 

lcz corrizspondt a cada conjunto dcz. ualorczs .fijos 

da las 1T,,¿ un 5010 a&pac.io Si dcz.l aspacio 8". 

Dernoshacíon 

'5ia { 111,, .•. , 'lrp} un conjunto dt. \talores .fijos 

d« 1 co-nj unto { '1Ti,., ••• , 'lT p} y sflan 

'i ~ ('/!', •.. ,'In) , ~ = ('Z1 1 ... , ~n) do.~ puntos 

q.012. c.orr4$pondfln a czs+os . 

ualorcz45 ' cr5 d~c.ir : '• ·.' . 

. . ~, i:- (·'l1K1'r~ ·"··· ('lnk":i.) == (r.t1i.l·· ·c~:.~l '···. 
,· '.. :;: ' .. . ( '· ' 

· T~m-ando \ogit'i+'Mo~ <in bBs« 10, a cadcs mi.tMbro 

. d« \et ~C\.>a Gi6n anftriOf' +cznGMOS : .. 

. . . ' 

.~! Kti + . ~···~ +,_nKn¡ ~o ·. c.o.n c;l.t•·-log10 'i«.:.·: . . . . . . < •'>' ,. ~ ....... . 

CJ ··~::~ .~, ••• ' Jt~·t'2). . . 



.'· '-,.·.,_ . 

. •.. Ahor•, como. f':1"1, ••• , "líp } Cfa una. baec de n , 

los c~ponantcs ( Kt.i , •••. , Kni) -eon eo\ucionc~ del 

sis+cme11 del, teorema ll-i. 

··.·. ' 

'la ,uc \-as eo\ucioncz~ de.l 5¡$·hzma :I. -eon +a"'bí&'n 

so,u.cioncs dct 'ª czcu11ción ("lt-!2), l~coeficitn+czs 

f.n c~+a ecuación «s+án re.l11c:ion-ados lincaalmcan+c 

~ni los cocficien+l5 del eisftzm-a :t, es decir, 

4~istcn ~!., ••• , ">.. 5 € ~ ~alcis '\~•.: 

~i<l,: + ~2 b.i .., '>.-se_¡.+'>-•~• + ~5 «.i -

_,Al): 'li. . 
~'°· ":2·· •. 

1191- .· 1 

":' . 

~¡ haeom~ Vi • 10~"' t-'1 , r~. 10'>.~. ~t > .· 'P .· . : , M• . , . . ·.·· .: :. . ·:• .. 

' . ..: : . • ~. . . .. •• ·~. ... . <,· ; '. . . .. ; .,;.,. . " ·· ·· ... ~~-.!.O·•; ; . ft1" i<>.li;"s~•·· 10 >t, 
~ . . 

' "· .... 
·. ·.' ·' 
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J...'"'· d"'"MO""" •• ' ' • r GA. r ~4f,c¡y:-v,d.t. rt4 i..,. . l lO ., , .. .. l 4 = rp. r).. . ti r·,. . r-1 z:.., , A.• , ••• , n. 

Con ti!>+o st. d&mucstra 4=\U& Y '! ~ pcu·tgnrzc.c.n al mis· 

mo ispac.io '5'i. t 
Tcionima dcz. 1'ucKingham 

" 5 i "f a f (~ L, ••• , 't n) es di man&ion11l rn c.n\-e1 hoMO s' nea, 

pUCldct rcz.ducir:acz. a una rrzlac.ión entre. lo• produr..+os · 

1tdi•r1t1nsionalu do. una bast. der. n ('·,l, •.. , ~n)". 

Da mostración 

. 'Pof'. "'' CÓtolario lt-l , cuah~.uicr ccu-ac.\6.n dimtn~ionahnc!!. · 

+t homog4nc-a 'f=- ~()(1, ••• , ~n) ,,ucdi. 4)1.prc.sarsc 
. ' - ' 

COlftO· P • ~Cii, ••. , "tn~ con ':D(1')• i.. 'Pot e\ tcortt"'.'• · 

·· lt·:12 -a c.ad-a'º"junto .Qa. Ulalorcs. ~ijos d& l 1ft, ·~·,1f P} . 
. .. . t.éor.rtsp_on'dt. un .9010 c'sp1ic.\o·$~. 'f'or.cr.l +cor&m• ··.· 

•.,· ' . " .· . - ' . ' . .' ' :... . . ,- , ,,¡,_· "···: ,·' 

·;•~u.• .. a c~datlsp11e.io·~1. ·:,~·¡~~~--p0~d~ 'unsC,l,o·'9al~~~···.·.· . 
" :. . ·' . .,· .. ' .. " . . . . . . . . .·' : ~,--. "' . . ' . :· . ·' . . "' ' " . .' 

p.:·.''Eri cons~~~cia, .a ~ad-. cCW\jJ~fo ~~\la\orca~~jaa .' 

.· díl ~~njun\~ {'11'1, • u~ irtt} . \1 ,C)~rc~Pondci Jn :~'º 
ualor dt 'P. A et, un11 iurición arbt'trari-a 'f·~ (-(t.; •• 

·. •,O..~~) . dlm~" ~o~I 111 <&~+& ho m9.~&'11111 .s r&duC:& \ }~ j. ~rma> 'f'~ 911f9; •• ;1fp)ot'••' .•...•••... ·.·• .. . •. . 
. ' ',· µ, ,f¡ rm~i~'' in.wcr.e11 .cié&\ T~rc"'11 .d~ ~u~kingna,ft 



EJEMPLOS 



COMENTARIOS ·GENERALES SOBRE EL ANRLlS \S 
DIMEN510NAL · 

La aplicación de.l Rnáli~i!) Dimqo5iona\ a un prQ 

bltma práchco st bat:ill <tn +r1.s asp<ic.+os q,sen 

cia\ 12s : 

i) La hi pó+cei s dq. 'l-"'" la ~olución d«. 

un problczma es «XpY'ctsable. por me.dio dt. on-a t -

cuaci6n d imtneiom1lmcin+t. homogent.a czn rárrn i­

nos dt uariablt.s czspcc.<fic'8&. 

. . l:5ta hipóteaie 1.sta jo•tificada por.ClJhe.cho dt 

c¡.ua. hse «cuaeion&s ~und•mctn+a\1s dci h1.·f11

síca 

~u,n .. di~'" "ion.ial mcin+t.. • homogc{"'ea9 }! 1-\Je la.e. , , 

· rc'1tc•~n«s á1.ducib lee de. 4$t~s ·ceuacÚo~cs 
. '· ' ·.".< .'. ·• ' 

... · bl_4'n lo. eon ~ :· ~in ~~.,. fgo no pc>•d.t\'n()~ ~tipcin 4r . : .. 

tl-~ ,ue u~•~ ~uad6n .dtt~c.o~odda ci5dirncn 

sion'ilm1nH1. .. \'om094nta, .a rnenos ,.\)~<so.j,.aM'o:5 
\p&Ja.~eu.ac:1&~. CC>rr\-i4n& ·fi,~as .· laa ... ~~i .. ble~ '\U&·· 

,'( .·· 



_.,_ 
Por &jarnplo , &n c.l prob\tm'8 dt.\ a1"ra'$+r«. der. un 

cua~po 4ef&rico en un-a corrian+.. dca 11trc, ~ ª"~ 
güir(a ,uci \11 Ul~c.oaid-ad \j \a dctnsidad dCllo&n 

dae aar\- aV"sCZ. , dado ,_ue S011 con~tanhz5 -pat'a 

e\ airt. cr.~ta'ndar • La ~c.oación 'Para \-a fuci1"za 

d« arra~r(. "F +andr{a «ntonces \a forma 1= • 

of Cv, D) > 1.n '+U4 V cz.s ha '9cz.loc.idad da. \a co· 

rricin+c. 'J D cr.~.a.l di'ámtth-o daJ cucz.r1=>º· °""'ª­
mente., 45 im po6C blcz. c.on&+ru\ "° un"ll ctc.u-ac¡ón di man· 

si onel Mcin+a. h0Mocaén1-a . da. tiflta .forma ., 'Puct6 h15 

•· \J.'9~\-zalo\~5 .\J ~ D RC) conti cWlt.n \a~ dimo.nsione~ d«. 

fuez~ za · o. m•ea. 

• • • . . > ~l En 41 ic0tcm11 el& ltuc~tn9~ift f .. 

. · ..... ··.······:rc~~~tit!·~~~sts~!· 

. ~. 
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' -. . . . . '. ' .· .· 

3) 'En •I ha~~º Clftpfrico·d& \OC. i. · 

·· ·. (a) Ün-a 9r~.f:•~ .·.de. uft'IS«~un~ión iaclitileneion•I Pr>~ 
-pot'ciona snoch-a más inforrnac:i&n ~u& un-a 

grá~i ces cin C\.U4 hss cocrd(lnadas ~o ecusn 

dim4n5iont.s. 

(b) Los ~unt05 ~ºº"' \-a5 grá~¡ ca9' dcz. ~unciane.~ 

adimc.ns¡ona\cus con mu.e.ha fy-4eucncia ,,oo.d•n. 

dt.+c.~min'BY'sa. 'f'Ot' 1Md\o dt. mode.los dt. 'P'f'U4ba. 

El pt"imcr peo tn t.\ Aft1' lisia 1:>imcnsional .de.un 

ptok.l&ma ~s d4c.icl\r \o& ·.\tarl•b\45 .1n+crw\4nCln 

' 1n l9+-t. . 5, ea. inkoduec&n oari .. b\&$ CJl.UI. rt~1-· ' 

. .• ~Cnt., ne> 1 ... t•~\"h!ft!f jll ~' ~nó~Wlo, ~~r-'n 

.r:~7A8~~:~r~i~~~~~tzJ~~~~~:~~ ... 
. ·),ifluff: '"º'· f~n~rntrio~·Jos_ c1'leJlo• pü,~·n ,, ..... 

' ' . ' :: '.· . - . .- .. _. ' .. ., ., ' '. ,_.. . .·. . .. 

· · ·····a·u~·-~•\\•l~·•in;ea\I~ ,,· ~t~·""~ fracuenhmctrtw,, 
.·. ·· .... co"du:ccn ••• •un·ire$ut+ad~ ·1r~dn•~ o iftteti,f'\&t9 •• . 

•·········~rr~r:~·eit~;·t~.~1~;~¡~t~~t:· .. ·· 
'"ª•"'~•" •••~&:1;,419 • CcA:>~-

• f¡~· 

'\' .· 



·: :, .. ,-. 

. , .. , 

¡W-oductoe adimaneiona\45. 
, . ·. . ' . ' . . . .. .. 
Frt.cucnfczmen+" sur90. la -prcigonta: "d 'I cómo 
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Po'" ejc111pto .• loe llMi~~º da. duración d& rr¡i~mbros 

\ul r.•t.ih &uje&+oe .a 'r1neionca a\tGrn~~ivt-5 ~r)o. 
st. h-an eof"ra.lacionado con al-ras propi a.dadcz.s 

rn cidi bla.s d1t los mata.ria\4~. l:n conMc1.Hmdt1, 

e.l Análisis 'Dime.neion-al tc>datt(a no -poa.da U58!: 

Set U) fl~+u dio6 de. ~atí 9a dQ Ma+aria\cis. 

'En r«sumtn, dado un .fczn6mano da.l 'lº'L ~ d11.~­

cono ca. la form"i!S aYta l< +ic:a da. la acuación fif.ua. re.­

laclot\ca a 'ªs ltari-ab,a.s t;¡.ucz. \o aftctan ~ <1.\ An-á-

... · lisis :Pimtt\ sional no~ pa'tmi·ht obtuio.r un-a fun­

... cion adimcznsional cictptn di~niu da. a\9unos pro .. 

d\)c+os 'ad\ m tn.sional«s ~ormados con astee · 

.· 1t11r¡,.b\as, 'ue "".puada 9~afrc~ .\1 en ~\la ti~-
• Hca ~~~ ~n+~~jda ·.1• •• mi~.llla inform,<:r~~ ~~· 

habr•_a·\Gn ·\t&tiaé car-tas c¡¡.pe. chi~cribíczt~n a\··· .. · 

·feno~•~Q, Gndond~ :al+crnl.+¡·"ª""cinte.sctrnen-·· · 
.. +ittnan cOf\~+.antas . las· "ª"iabl"s\ut. inf~ruitntn. •.· .. 

. cs+C)',•,._ui~á ~uftd4 ~~5 d~r-o an l~& si9ul ctn+'25 . 

. tJ•"'p .. lQ_S ¡; . 



'•' 

... 
_,·' 

-101:.· .. 
.... , .. '• 

. ' . -; 

..!J &m~lo 11(..;. l . 

Con-,.fdctraet un cucrP<> <i~f<l .. ico li~o dcz. diámetro D 

inmt't"eo an un-a co1'rí cn+c. dcz. .Piuido lnc.omprc.sib\ft. 

5ta V 1-a \Jdoci d"Dd dci la c:.orri cm+<i a at9una d\s­

-l-ancia adGhsn+c. cictl cuczrpo. "Entonc'ls \-a fo~n.a r 
da. arra~+rct 5.o'or4 cz.\ cutrpo astará d-ad-a por un-. 

4cuac.í ón dt la .forma r:= .t: (V, D, p , p.) ., en c;¡.ua.. 

• f' es. l-a dtnsidád má~¡ ca d4l flor do l }J- (S czl Cof.• 
. . ' 

.f.¡.c,¡ o:nte_ di.n'ámíco d.1. uiseo si dad da.\ ~lu,'do ~ 

. f rttp~f. scn+a una ~unción no aspfu:.if¡ca d~. 'Es-
. . ' ·_ . ! : ' 

· .. +a ·tc.uaerón cign;~ic.a t;\m~\tm~n+4 ~u~ r dtt-

.· pende cica l"a$ lUn+2lbl,;\l 'J1 'f:J1 f ,,.· ~ro YIO 

$t dlc4· mada ·a~ercél.c4~:·c,~~a. cl~'pczndctY1,Ci'a.< 

···-~Íl~'~f.iz:~-.'~:~(a ·'~·-b~~¡ª ~¡1·.~~ 
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L1a'jf\-átriz< drmenii~oar dilconjun+o 'dt. ~.,¡f~abla.5 · · 
, :.fl:\ \J, t>, p, f..} ~-;;;;: .. ·· .. > 

F V D p r 
p. l o o i i 

A i i ! -"3 -i 
r; -2 -i o o -! 

1 o o o o o 

e o o o o C> 

. .. I<&. Ka M3 K4 1 · 
.. '5i 41 'Pfºd"cto \/ D p jJ- Tia.na. Ja miftma 

· di.m,tn5ión ~oe F ~· a.l .\u.~tor : (~! , .•.. , 1(.4) da-. 
' b4' ecr.Y' solución dtl .. 6i.5ramct : 

+·r. +r4 =-J.. ' . 3 .·. ·, 

T1 + r2 -3 r?> -r:A :: r t:ll:~i.- R) ~· 
. -rt 7r4 = -2 

' ~ • •' e • ', 
. ' - . . ' 

< ' Vs-.riá~ al l.\cffOao da C:.a11 .. s- J01"d~~ lllcr A¡.(~ 

r~~~C~t:t!: .~rz1~~~ÓS ~UC•fod11 ~.lu~IÓn •.. 



•, 

s• esc.og~mo~ t =o ) d pY"oduc.to 

$et· C.O~"tY'+i ra' czn . V2 D2 r , ~u,t ~omo·. ;!-'trczmo~ 
.,. +hzne·· la rnísma· d,i m ~n&ion ·~ue.'T' '! ' 



.,, ... 

--~' .. ,. · .. 

...... [<~ .:.i1 ·.·]·. . .· 

t• =r < 

Entonce5: 

'! un-a bes~ da. n 5~rta por ajuoplo , +orn-and~ 

··.¡¡. -!_ > { \/ 0 f ,-! } \U~ c.on~ta ch. UTI ~·lo 

.\ .. · 
. . . ' . . 

pro duc.to, pue~ e.\ rango da. la matriz dcz.\ ~s­

t1mcs :JD:- l-:r, «S '3 'J tl numtro d4 inc.Ógnita5 

e~ 4. 
::·.:.: .. 

-,l. 'Por: t.l' te.or~ma .dcz. :5\Jcl<if~gnam ·\A (l.\ +~o~•ma'i. · 
· ·U~":J ~~b:cmo& ,º" : .' ·· · · · 

. · ... ·. 

F=~t lV; ~ >.'r.) p.) pucdci ,, .. iSBfSC a : 
. . 

f'wr·= g (\1, ti, p:,p.) > c.On ·. l'~ •· · .. · f i 
. . . . . . . . ·. . . . .. •. · .. ·.• . . >'1 D p 

'A <J (\/, D, f» p.\ - ~ f'J,~--'D, P2P-:l , 
. ·. . ·'lªDªf' 



-.105..;. 
. . . . . ' . : 

. :'·. 9. ~-:-a;~,~a& ·.~oca. i>~. ~~{~~~u¿¡~#,·_11} ·: 

P-F- h (\/D('p--1). 

Fif\al mente. +cin drtZmos : 

F = h (~P-) 
v2.02 p r -

Nó~c&s'l \Uft VD f>I p ts un nú.rntro dt. "RQ.'Ano\d5 

~· f'/\1 2 D~ f 'l5 un coe.f¡ ciente. dfi pra.~iÓr'\ 

(wcr Ap{nd\ctL :&-2). , 

e\ arca -'Pf"O'JCZC+ada der. una cr.~tczra a~ ¡ ,r D2 • 'Cn ~n­
Sc&cu1ncia, hs crcuac.ión -p("«ccr.dan+~ p~de ci~ér\birs~; .. · 

,' .· . ,·»·, ',· . 

<at'l")_h < vop·lJLl · s& n-an\11 
+e dc·•!'rae~rti ,· ,ut. ~~d•f\ofa-~. (a. Le. .c~a~> 

e'~" 'P•ra •L•rre•+rc 90bl"c .<una &•fczri p>~da. .. :.lft~n · : 

"··· • .ctcra.tr?.,,:.. ·w- ._ t,<,:·c· ... ·· ... · ... 1 ·.·.·• 
<, · ··· -. . . .r- • T> a,oV-A •.. 

• • _,· ' 1 • l • ' '· ,· • ,\ •• " • 

' •,. ·.. ' . 

. 'f~ ,\)~ 'ca· aa'\1.,af:unción .. di (~'Dplp.)> -pod~+~~-···· -. 
hace! u~. grafic•· en "ºe'P. f.~fé 

' . ; 



. ·, ·_, 

,' ',; ·. 

' ·, 

. ·.:<:''.-!·.:. :::·:_/ 

.... · .. ;,;a,l).S~~s11~Y·~-.:~.: ~"· 'ª~ .c> .. ~~n~cl•j~: t.~~·f¡s~ra>zfi ·•·· · . 
. ·c.~ una grá.fi ca c~pcf"iwnat\tal dt cs+a r~l-ación para 

cu1irpo5 1.s.fári to~ liso:s • Le1 cur"a stZ grafi ca «i.n 

una is cala logarítmica, pues dct lo con'*"ra"io lis 

paY"ttZ dQscondcznta de la curua a la i'Z 'ºª G.rd-a dii la 

9ráfic.a ~~+a.-{a mu~ "p<1.9ad11• al 11.j~ utir+i c.-al. 

L-a figura llt-i d-a infcrrvreción c.omp lcz ~a rala+hns 

a.las fuu-zas dcz etY"ras+rt, so"rci cuc~po5 «sfd'ricos 

li5os dt +odos los +amaño~ <1.n un .fluído inc.oMprc­

. sibl~ con cu?Slc9q.oict'a d~nsidcsd, u.\scos\d?Sd -~ ut.-

\c:s c.i d• d dct f luj o .. 

· "Proporcionar 111 misma .información ~in un Rn1'lisi~ 

.. •:D• 1ncz" $iona.1 •. --.~- problci:ma. rc~uczr,rr.(a cara\.~~~ ~s.· 
. . . . .. . . . . ' . . •, ,. ' . . . 

.. :Jta~+as.·- ,ua· .•.. f'\º ~ tr11,-t•n'. ····s~~aradem·aV\tti···•.· \os·:·cf ac:~• · 
· fós· :dcz .ce1da'.·una· cll l11s: \JarJabtc.~:·. \l,P, f'j)L· 

. . . - . '',• . 

. •. ' .· . 

·l.a fi9ur"1 :Ir".'!·. sisoe si.cndo apt'.~"'''"adamonf.~ "1'-
. ···Uda p•ra un fl~(do COMprtsi ble& como d •ir&', ~ila 

.. ·. •. ~&l.o·~ dlid dt f h.>j O·. 4S ·· •' M:~~or· : C\-UQ: '.·J~ mitad d& .la · . 
·• ···, ·. ·- .·· ' . ' , ., ..... ,· .·• ' ,. ' 

· ~t'oc:.id1ad. cl~t sónido :•n.csc_ ;1urdo ~. 5c. ha· Cln~on• 
.. , .. rado ~l)Cl l~'. locaü.Z.:~i~n' de la c•ida rGptn+iria· .. · ,· . . . . . . ' . ' . ' . . . . 

,· .·.:· 



tnicial da. la corri cznt~ 

Loc¡.lo t¡¡ 

4.0 



para 

~~ridi~ion~s. 'l~pticif¡cadas es qf rni1trna '\-u" para cil 

prototi pO• 

..'§ j .!.!!H~l o 1lt.- 2 

'EFECTO 'I>l:: LR "T'El"''PERATU~R 50'e'R'E LR 'llSC051CRD 

DE UN EiA5 ·- 'En mochas apli c11cioo&s de la Teorfa 

Cinéf¡ c11 de los '3ase5 i-s inn1casari6 con-aidtin1r 

los d4+alltz.5 · cJa. fa czs true tura da. ona mold'cula • 

. Una Molt.'eul-a pu&c:lt. COl\9idtra~stl. una e5fczrifa P!.. 

<\U«ñísirn~. 'Po~dql\ dtscar+:a"'5fl. la~. ~utrza". de · 

atracei.Ón crifrti las moléc:uh,s • Sin ambargo, cuan­

do. dos···· mol{ cu las. ·ser. ac~Y-can i'anfo ~Ul, comftin· 
''.·: . ,''. ,' . . .. ,.· ····'" . ·«'• .. 

. -zar\. -. .)f\t•'y-pcinatrare~ ,·····.r.jcrr.~cn e1rv\.\)11:s ··•· una·faO- •· 
, dfi,;~ •B• f~~r~a rtZpQ 1 ~ú,a ·. 5 e' .crt.~ q.u C . ez~ta 'fu CZ! 

.~~·. 45 p~porctona' aí if\\uf"sc)· dt. u.n11 po+cincia• do. 

\a ;d¡ sta~c.i~ cntrt ·fo~ cctnt~e cict lae mt>lfl~u\'~9 , 
•~· ~cteif"~ .···.·F :1 Kr-n , tn \u~r es " dista!'ciil. 

· ~,º~:;¡:¡,zt:r:~::::~~z¡u~d~~~~r·i\~~· ·~·· .. 
·· · 

1 c• el&. l~s rnol~cul11e. 

¡._ ..... ·-'.·.: 



. ·~' ' 

'. :.~·~'~t~i~hT~11sci··.··.•~l/~~li~&e<in 1~··,.~ ··.4~\~; ¿ •.. ·~ti«t·.· .. ····!· .. ·· · 
la \Ji~c.06id-ad dt. un 9as no dctpcmdct dci la c:lG.n~¡­

dad. cst« pC"inc.ipio focz dczduc.ido -pO'f' Ma"l(wa.11 

a -par+ir da. c:.on:sidcz.racionq.s mole.culoare,5. '5cz. 

ha enc.on+rado «i\-U'l (5 rncrdia namcrn+e. ctY.ac+o 'Pª­

ra prcisionts fZn el rango o.02atm-i.~ atm. 'P~ 

ra ~.,.4~ion<is supcuiorczs a une1s pocas atmós.f<i­

ras cse'i no &e. cumple., 1.n partt dctbído a ~ut. 

l-a.:. a+raccione.s intu·molt.c.\llare.s tn+ran an jutgo 

.en ga.cs dczn sos. 

5i la. \lit.c.osi d~d d1. un ~as no da.pQndt. dtt la clan~ 

sid~d·, +11mpoco .da.ptt\dl. d~ la~ ca('csc.hin'shé:as .. 
: • ' ' ' ' ¡ 1 ·, ' • • ·'.' 

mole cu)árcs ' rt.l:a c.io~naé:las cOt' 'ª citnefdaci : .. , nü~. ·. 

• .•. lne~o· d&<mol&'cuhas·· p:ow- u.nid~d d4 \tolurnan· ... · o ·.la 

· .. · ... +ra·~~~+o~h• .libr~ .rn~cjiá <io. una rn.olécu\a • "E~>> .. · . 
· ... cof\secucznc1a, h1· \t\scosidad f- dc.b« és+zlr d«&~tx: 

M.inadil ~otl'amaea.· m dt. la· mol.t:.cu.\11, .. \a.~;.. 

. loci:d~cl".''"-'•dia/9"·~~ .la ·~~,,¡~;la y·.,,·cotf't~.· .· .. 

·· · ::~ '.'ci ~nf~~<~··\~~pul e'tcS~;:.K .~ .. ~,~·\lo inoiC'.~<l1'·czc;.,,~:>':<. ·. · ·. 



~~iM~h1~ ci ;.;.. n ,;¡°'fra( del conj ~;,to {,JL; K, m ;V} .. 
,· ... ·,·.; .. • .. :" . ., ' '·' ' . 

p. K m \J 

p. i i i o 

A -1 h+i o i 

7: -1 -2 o -1 

1Jr o o o o 

e o o o o 

'El sisttma .der. cz.c.uaciontZs ~\,)Q. c.orrcis pon de. a la 

rnab·iz. dimen ~ion al e~: 

.. r1. + r2 + r3 . =o. 
·,' .,. .. '·, . ·. ' 

- rt f (rHi)t2 ·+r4 =o · 

. . - . . . . 
: ' ,. '" . . ·. . ·., 

. ' 
. . . 

Osando dii nuelto al mítodo dt. Gau&s- Je>v-dan 
. . . . . 

·. · l!'ec>~fY'avnos \'"' +~da '5()\ución ~ = CA!.> ••• ,.b~) 
dc.f.'~¡:s+a:ma, 5CZ "ut.do t.x'Prtsarc.omo\, 
·,' . . . . '. ~.:···· .. · ; '.. , ' ' ' . ·,'. ,' : ' 

' '\ . ·. . ~ . ·,,,·.t 



•• j •••• 

i 

~ 
te lR S=t n+.i. 

, 
-n-r 

n ... 3 -n-r 

Esc.09iando t= ! , una bas~ d<t n<p.,K,m,V) 
con5tará dcz.l Óníc.o prod\)c+o ~ 

. . .- .-

1T .... JI- K 2/(n-i) m- Cnl-1)/(n"il v·<n+~)/(n-1). 

·Et Teoruncs da. ?)ucKt n 9nam no!J di c'2 c;¡.urz. : 

•' "( . .-n-)· ,,.· ' 
·T. n -·O . 

. ··•···.•· \J• cntonc:&s .·.,,- e~ un~ c.onsfan+e .\ul ··llllmltr(!-··.· 
... <' 
i. 

'<· • 

· . · ··. .· ·.. ·. , <n+tl/é~-!.) . cn+-5V<n~lr · ~2/tn~tl · 
··:, '·J'-:7911· e1. m .... · .. ·. ·. •y· <. · .. >K·· ·. • .. ·······~. 

·•· En'\a Tg~r\a ·~Cirictti~~··d~ lo~.<.=ta~~s····•df&~uGt»- ·' · 
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.t~ Pf'Opo~dontl\ a la 'lnargía C:incí+ic~ mcidia 
. . . ' . , ; . ' 

Y2 mV 2 da. una r1\o\clcula. 'En con5CZ.c.'3«.ncia, 

la ~cuaci6n -p1'(l.ccz.dczn+cz. puec:b. t'lCpra sarstZ coMO~ 

y2 K-21cn-i)B5 
)1--(3m 

con 5 = {:- + :-i • 
, <:m:.-2) 

El fac+-or (3 as una c:on~tanhz.. ."PaY"a on ga-a 

<in Pª"' +i cu l-er, m y K son constan+<l5 • "Por tan­

+o, dado (f.Ut. n > !. > \a QC\)ación (11t-2) moe~+ra 

~ut la .~lscosi d11cl da. º"gas 5t. inc.rcimcinta COf'l 

. la ·hzmpcr.ratura • Como por hs czcuación tm:-2) 

la \SlL:tc.o&i dad 4~ proporciona\ 'a unes "Poh:znci~ 

.·. dcz. (J , la ra, l~C?.ion .. «nf re }L 'd '/} 'es r~.J)rlZ~~n+a~ ' 

.· da· por una .Jrn·"~· .,r«cta ~i ·$19r.~~ic¡i O.~· 1'•pczJ . 

. · .. · logar(+ mico. 

~11 4c.u-ac.í'Ón. C:m:;2) proporcion1' inform-acicSn accr.!. 

. ca da. \.as fua1'.~css dcz. .·· rcipul•ión czn~r(l t .. <a Molt:­

culas. ~ate( fl·:=, 'ó, ;)L ~~ proRorcio~a\ ~ \-a .¡:tri• 
···, ' m~fa· ,pot•Y\cia aa: \a t(lmpv:r~tura .~ao\uf~ y 

P't:ª n:: ·~· > )t·.es .. p~~po~ciovi~1· -&·ha .raC.-z..~a-, 
· \ .. d~a·c:&.a • dt. \~ .t'2rn~fZ~a·tura ab~~tu+l9·. 
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'Ra~ \~¡ gh . ~ncontró '1.)( pczrimanta\ mczn+<z q.u12. 5-= 

o. '?64\- p11ra aire, 5 = o. ':f-8~ pcs,.a o~\ ~a no , 

S= o.b,1 para hid'1"Ógcr.no y s= o. SiS para 

argón. 'E sto-s resol+a do5 m uczs+ran <;\U~ n '2s­

f á t:ntre. 'T ~ i'2. para lo~ 9a~czs comunczs. 

Ejttmelo :m:-'3 

DISTRl"eUClOt-l 1'E "E\.OC\'D~'D~ 'DE ~l.UJO "t"U'R\!>\l\.E~TO 

'EN L.A. 'IEClN'DF\'D l>E UWA "PA'Rl!D e()\.\DA • .... Con-&idéra.&Ct 

czl flujo tur\ou\1nto , «n ,uo. la5 lánci199 ele. c.crri 1tnto. 

'PW"Omcadio eon re:c.tas «:& "PilY"a\d-as. 'E'-$tt. +¡~ da. 

~lujo ~< cjcmplitica con cz.l \JiGn~o ,uci sopla ~nz. 

'los "8G!"Oplano5 > O con ctl .fluj9 U\ on a>ndud·o rtic.fo 

. rn~y '1.~go. ·La· uíJoc.•dad ~.-o~cid10 u. á\1na clis-\-¡¡ri- .· 

Ciil ·~·i del \a· ~~~+.~~8: dtpfindc d Cl la at+ora dct ("U:- : 

·. 9oei djcl 4 ;, de la f~o~+ara, . \Jn"a lo~gf+ud L C\U4 'i!t. . ··· · 

.pcC.\fic• ct+~~ .. ~o.ckl. si -&+~m~ (por t.jt~p\o e\· 

'di'áme+ro d&l c:C>n~c+o), la uistosichad.~incm-át.iai 
• .,. ·ad/ ~!ur.¡o > .!11 ;d ~n•i dad, "'¡{s 1~~ •.•• p ª1tl flord~ > ··· '• . · · 

.• 'J la ·+cnsión ,df&' C:Or-\-ct tio.· ,u~ el. ~lu(do t.j&Y'C4 $0_; 
... b~& t."fr,Of\tc~a. . ·. .· . , . . ·. , , . 



-ii4--

"Por +arrro, de\:ui &lCi s+ir una rehsción dt.\ +ipo: 

.P (u, H, e, L, ~, f>, t"0 ) = o. 

cU1i dcint<Zmczn+e., los cocí an+-a.s da longit-ode...s lJ/q. 

~ y/ L son productos adim'lnsionalcis. Tcmicm­

dt> cu\ curznta cz.s+o, podflMOS aliminaf' por conlJ<Z­

n i ln cia ~ lj L dii la ma+ri"%. dimQ:n5iona\. Enton­

ces \-a Ma+riz d.irn flnsional de. {u, y,-V, f>'t"º} 
nos ,uada~ . . 

u y ') ~ t'o 

JJ-. o o o ! 1 
·~.· ! i 2 -"3 -i 

~1 
.. . ! r;. o . - o -2 

,. ··'· 

·.1. o o o o o. 

e o o o o ó 

. c+ue. origina a.\ sigui tn+a. .si·shzma· dct 4cu11cion1tt~ 

.. ··.. . r.r+ r5 ·==='.. o . 
. ri+ r2 + ~·r3 -~r4-r5 =o,· 

. _;ri :--{' -·2r5 = o:< 



• .~ •. ~~·~·.···.:. ~<>1.~cion·c~'\·~t·•·• ... i.~f~-~•·.·.·.·.·.&o~· .. ~~ .1~·f9~-rY\~:::·.·. 
l • ,', • : ,. ;,,:· ' ~ 1 ... .' • • - .·., ;· ". ~ ·','. :<·.··. · .... _." . 

., .,. ,· ,;--·;; -

- J. 
-l 

1 
o 
o 

+ t2 
2 
o 
o 
i 

-i 

Cual~ui(lr b~scz. dt n ( u, 'J, .'1, f, t'0 ) constara' 

da dos alczni ~ntos , pua.s cz\ númaro · d~. incógni­

+~s e'5 5 y cz.\ r~Y'i go da. la matriz di m cznsi º"ª' 
. -, ' 

.. · ·:'E.sco_9~tndo pri"'~'"º ~!= ~!- ~ t2=- -·%i. (\JER l:t. 

. AF'éwb,c~ E:.:. 4) ; +«nflrn:~s: · · · . { , · 

... ,, 

;.··· 

' ' >;·· 

··' ... : 

',· 

~·~ ··:: ·udoC::id.ad •.. :.~n•.la 1ifc1r-a+u·ra ·:a~ ;mcicaniC:a•dt:~\o<~.· · .. 

~.~ .·~.~ 
":>'> '···;,'t·" _:-":)>, .. • • . '•:'.,·.I:;'. .. '---.·-( .· .•. · . ..:~·-·:~d-,'.:)': •:\,\r,'··f.>,·.:,·:/· ··;,·;:;,:.>:.: ·,·;' 'T• 

:-,_·;.,;>.;:, ,,· \.'\:'' ·:--..¡' . ~ .\:. ·-:.:;:_:_>:_ ... 1 •• <'_:.·.,··:;:<i:;. ' " 

~.~,; .. ,r.~.,f.~.· ... ·.'.~~'.;::.~;.\:?;_i_i:.,J,1; .•. t.:,._\,j,:·_,,"_:'.:. r;i;;'' ;(''º'~fü,., ~,:r;~J.'.~~: ;oh~i'~r ,¡r~;,'~0~1~1J~:;~t'' ·\'.l 
'4 " ' 

4
• ··,<.:~;·\::· :·->~ .. :').; '.?>:>'': .; .. ~/(~:;~~:_:/.1 ,~:·:;... .¡·.:/ ... ·.· ... · .. ;';.~_~:-·-.·;;·~¡:\-~/.._ ··::,.; •' 

·1~~~tf iÍ~,~j:'r~ti~~l~,~~,~;~¡;},¡},~1(~l:\(¡,}'.~;~~·~~~¡~;~~;W,·;'~~,~~¡1;~Ú,1j; ,8~1 



dond11. ti\ producto Y"*/"J a-5 furm-a\mcznta. un númg,_ 

ro de. 1Vz!i nolds. Esta ¡:>ro docto sti conoce con a.\ 

nombr~ dct p'8.-ámt+ro tric:c.lón- d;5+ancia. 

'(ahora, st si«]Ut. dd Ta.orema d~ '6ucKin9harn C\-U<Z.: 

(llt-3-R) • 

f)i la tron+cra a-s un plano infini+o, no h~~ \ongi -

l-ud L \ut. C'8rac:fari%C. el si5ttim-a, pu<is Q:\ c:c>n­

C4pto- dt1. •facnaño da.l 6isremcs .. , no tn+ra ~n con-
. . .. 

-si da.ración. _ l:n co~secl,)tU\C_¡'8 >. tn cistq, caso, <l . 
. +&rmirio:'J C1 _-sq'rt+ira d_o.IJI 4C\)a~ion (Jit-~~~)_ 

~--· __ \11····«cuacicSri , +orna lit -_fC).-cna$\vrii:a\i,ti·cada :' · -.-: 
; ' ' . -,·"!,' ' .·.. • • . . ' 

en todo c.a~C>, _- la,·ecuaeión «:m:-'3-~)--_-e.S_ \fá-,idia:•¡:.•-' 

r~ l_:a, .1"fi.9ión ,d~ 11lto c!raiclitn+cr. dv. \t~\~dd~:-~r-- __ · , -

Q9~• ~ :1~ ~•rila> puo.~ -~n es+a •.• ~cgion ~l co¿i4~+(¿ 
-... > . ;< _' ' ._ - .- .. _ -- .• --_-·· - - > _--· ___ -._ ' ·. -·•.: 

-Y L"' · · ts tan 'P~C\\J&llo :- ~u-(1,: f'U-~d4 dcteca~+arot. ~- · 
' ' , ""1', ', • ,:;·',' '. • • (' .( • .-',.•' "',;· : • :, • ·'. ' F • • - • .' 



. . 

'Por te~+o, «.n todos los ca<Sofi dC& ~lujo uni fortw1C. 
tn un cond\)c+o c.il(nd't'ic.o o pr\9Má\-ic.o 1 la dif.-\-ri­

bución d" \.tC2loci da des arca d11. \~ par4d a5tá 

dáda por una czcuación de la forma da. l~ a.coación 

C:m:-~-~) • 

Las .¡:luctuacion'ls dci ua.loc.idad C\UfZ. c:arac.h1ri'Zao 

la .f.ur bu\ crncia S(t das ua"czccin en una fron+4ra lisa. 

'Es por a.llo ·«\\-u" es tan do MU~ ccir canos a la fron-

. +~ra·, las tcinsioncis dci c.orf-o. 1'on dabidas prin­

c:ipahnentct a. l'ZI acción· ui scosa. La r•gíón tin · 

Cj\~& prt\talctC4 tsta c:ondición.5c.Hama :;\>bcapa 

111.wninaf' •. · J:l·. p4SllY' dG. fil.U& f.)(.¡sttl.r\ fluc.+u-ac:io~«S . 
·.+\)~bu lentas ···~· _cua\\uicl"cli sfanc\a · .. ~in•.ta.dt. la. •·. 

· Pª~'d' &$:~'.tú c.ons\d4ra\\. un. 9ros.o~· clafi~ido·· &· . 

. ;· dca. \11· ~ubc:a~-a lamiru1r. Como t dCL~41'.dcr. dcz ?:o, 

·•• .. · .e y ~ , obtlruzMos P<>r an~\isis.dimcr.~sioncat la 

. r&leCión : . 

E:l· .. · .. -aro~r · cliz>ha:subc~~~· -l•min'ar :corr&l&J»Óf\dci~,¡ 

cntC)ñc4s .e un "ª'º" ~stan+a. do.Lpara-"•~ri> .. ·.· 
~ri,cciÓI\- cli~t~nci11. ~. u-aior a&.\ .. eona~~nte f.& 

¡ ~-·. ·' • ' • . . ' ' • •. . • . .• ' ... 



....... 

ria del 'aY'~sor- da. la ~obca11a 1-a "'inar. 

D(l. actJt'tdo co" til pun+o dt. c.Ji~-ta utsual, la ru-

905i dad dcz. \a sup'l.Y-fici<L no +icinq, c&fczc.+o ~obre. 

<il tlujo ~ las irrQ.9uh1ridad45 dci la 15\)pcz.rficie 

e.stárt surruzrg idas e.n \11 :5ub cap11 \aminar, C'l.91 

dt.dr, si .tl < €,. 5i <ista cOY\diciÓn 5ct"Bdopta 

.. como do.~inición > \a constan+a. czn \11 acuaciÓ.,. 

C:m:-~-c) ~s de. alr'ldector dt 4, '!a <\-U~ \o-lt\(u-

. rad~t htt ~4rnos+rado «J(ptirhY\cnta\mcinfe q.ucz · 

un a eup(Zf~ic.i<l. 5Cl comporta como 9i futt'a idcr.a\­

·MCY\h li~il, ei <l"*l~·. <4 •• l>or c\-ro lad~, 

· .tJ.l'kutad'.'itl. .·da.me>$+~~ ,_~t.J~. ~r~.co~i da.~· r1o:ci-

... • .. J~!cct un-a i~J.\ucznc•~)p4f~pti~l~.-.50~fc. \a.d\;·"".: 
· · .. +~ibuci6n d~ "9alocid~dcs c~rca d& unll par&d, 

·. &i 1a·· p•'~o.d «$·tan ru~o~11 ~oc <~ •/ \9 ) -~O • 

. ·. l:nc.1 ceso de tiup«rfidcs. li$as te~*/" (4), ·· 

d +círmi.no. ':1/4. puede 4e~c~r+arec d& h' ~~c!Ón · . 
. J:IÍl:--!~'el. l:>~r- ·tanió ~·J'\1l ~cilocidad. <le cfrsf¡tb~ .· 

.~i· :' .. ;,. ; ' •. : .; ... ·, ' "i ". ' ·. :· . . .,' . ; . '. . ' : : ·. . . . .·.. . . . . . '•' '~ ' < . \. . . · .. ,... . ~ "' . . . 

cfcfn cerca cla. 'unlt $up~~~icifl::u 5'8 tZ.sf'9~a. d•ttr~, . 
. . . ' .·' ... , .. ,.; ' . .· .,·' . . . ', .. 

"'in~da: po~ dV.. 1•. ~rma ·· i 



No 6ci c.onocf. unes «.'ICpr<i:5iÓn complczta -p"&ra 1-a .fon 

ción f. Sin ttmblS'f'go, l'nmd+l dcz.dujo dci ~u h1'pÓ­

+asi5 de •m czc.\ado- longi +od• la s¡gui (tnt<z. f6r­

mul-a , q.ua. c.on cu«.rda cz.s trcz.cha m a.nhz con los r4.­

sulteid os a'l<pa.rl Ma.n+ala.5 dt. Ni Kuradse para 

y\9*/\) > so : 

·'Esta 4cuacidn ~\lC. +ambi '"' dciduc.i da -por "ºn 

Kárm-a'n ~ us11.ndo crl-ro mc'+odo. 

Ya '4-u&<tn·\a·~bcap .. ··•.lalY\inar· ·hsr+1nsion c!cz.·_ .. 

·~·.··. '5c.: cÜ.b~ princip1a\m'll\t-& a 'ª ~ís~6~idad·, . 
la. tZcuacfón •... d« N4w+on -par~ 41 cor+Cl «~ •.Pfº"' .. 

. . 

1neda11u&nk .. correcfa .'Pª'"ª «.s+a región : · 

'r - .. ·)L· . ·du. 
" - .. "d'J· • 

·. l.a 4-~n.iÓf\ el~ c:or.tc ,a +tlluJlfl el.~ la $\)bc:apa· .· · 

··. ;11l~i~•'" 'e~ p-rác~& camcznf&: Igual al cor~~ ci~· hs .· 
' ' \ ' ·, ·. . ' ··: .. 

. p 1H'.' e..d , ?:0 • "!Je¡ e~~ctrdo. eon · c~+o ,, · \a ecua t.:¡ ó n • 

:; 



~, . . '. 

-12~~ .. 

· · : .pr«cidt'1t~ puO:df.· :cseribi ~a& : . 

("")2 = "~~ (llt-3-F). 

-L = Y\9* 
"* i 

'E ~+a «.c.uac.ión mu<Z.s+ra ~o~ \a di ~\-ri buc.ión da. 

ucr.locldad«-s czn lil subcapa la1\'linar '1.5 \in<ia\. 

A 1.tCZCtZS a.s con1S«ni an~c. da.finir' el gro5or € d<i hs ~b-

capa hsmi nar como a.l 1.talor dci. ~ para tLI. cual las 

. cr.c.uacion,zs · Cllt-3- E) .~ C:m:-3-c:t) dan cz.l mismo \ta\or 

dcz. lL lo*. Dcz acocr."t"do con c~h1 dctfinición, €l9*/i. 

= 11. 8 ~ .·. Para \ta\ores del:¡::tarámt.tro ft:tcc.ión-di~ · 
' . 

·. <. ·. t~nC:•i1 ~a~ores dct_;u.s , l,_~cuación: t.Z-~~:e)~cz.. · 
.·· .· .. -Pranatt,..·uon Ká.-.mák ·fz.s ra~c:>nab"''"""~ ~xac.+~·, . 

• mí~nfras ~ue l~.~&ciÓfl clJ[-3'-ti) pueclci··u$11rS& ' ' 

J>'8fa "9alor«s. dctl ·parámetro .fricc\Ón-d\'!ltand~ > 
. . ' .•.· 

"'ª"º~ci.~ .~ucz u.ca.•. · . 
·•. L.1·-Fi.9ura :m::..2 cisu'1 gráflc.ó d'I. las ~uac.ioncs; ·· . 

cllC-i»:~i): ':t. tm:-3-e,). . . · . 



• 
1 

\r 4 

! .. 

1' 
ª· 

o .,.q;;;+-~~ .............. i-t--+-+-1-+--+-t-+-+-.... 
·o O.I 

1 u. 0 910-
, " .. 

1.t J..• 

1='19. llt-2 ·- l>i s f-ri bución dt. uf.locidaclcs medias ·· 
de +ur bolcncia cu·c• dcz un11 .fron+a.;. · 

· ra lraa -CE ~u•~ion&s z.,3. • 'j ·e.);. 
m : $\)bC•J)• }•minar. . .· 

. ·En. ~l c.'11~ d& un11 éuf:'c¡r~lcit.:-mu\j rugosa <«o"/~ )80)~ 
fll '.f-ér1nino dt•t.cosidad Y"*/i p)cdt. ~Úminarsc d~ 
la· .«c.uac;6" _ Cm-~-!)\ •. "Prand+I \J uon K1'rrl\an· dCr.du-

-~ · jcron p~ a$tc c••o ha écuacaó~ ~ . 
· . .JL-15~-)5>'\dgJ:0:.4-·+ 8.6 d ált-~~"')·,: ._ ·"* , •'' ·.•.·, · .. ···. < , .·· 

. -c¡~C C.0Ac:~tida (.01\ \o~ r~sulfados Upctri mlnta\t15 ele · .. ·· 

'Mikurade• ~ara -\9alorc~ d~ 9/fl ma~~ra$ ~ue. .• l.O • 

. '·. ;, 
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CONtl&:NSAC\01\l 'EN UN COtU>UC'TO Vl!RTICAL ·- Con6i dlru.a. 

un \Sepo1' a la +Qmpe.ra .\-ur-a de. -ea+uración 9 p"D5ando 

a +ra \tas d1L un conduc.+o uu·+ic:a\ liso cu~a p"Brad c.-s+á 

" un11 +e.mpctt'atura {)- b8. 'El c:ond'Zns11clo forma una 

p~l{ cuhs ~brcz. le parcicl c:¡.ot1.. c.oM1titu'4ft UMI cap8 -a\s­

\ant<&. "En const1.c.ucnci11, la ua.loc.id11d d(l c.ondo.~'!Sación 

~5 influida ¡::or el c:oe~ic.i'ln+cz. de c:ond\Jc:.ti"'ºªd tÍY"tni­

ca l. dtl condcr.nsado. Lll uci.loc.idad do. condensación 

está dcr.hrminada dirt1c:ba.Mcn\-l-t por ti.l eot.~i chu\+t h 

dt +rans.f.ert1nci11 da. e.alar ,_.-omcidio, ~a ~ut. c.l calor. 

~ut H c."+racz. de\ 1.tapor por unich.d dt.. tiempo C$ 

h .A A. 8 , en ,u~ A cis "' áraa dci la l:»•"a,d do.I c~dud·o . 
. '¡'' . ' . - • ' • - . 

L11:p·~incipal uar,i.abl& cacr.o~i+ric• &~ 41,prob\cma ts 

tl'9ro•or. dt ·\~ ~cil(wla ele c:.andcr.ns11.db.· i:s+~ der.~ 
pcnd& do.l. "'.IOc.idad ele ~oncla.nsac•ó" ':t .de& l~ n~­
-1-otalcza· d&\ i'ujo .da\ c:ondl.l'\ttado. · L.8 u&l~c.id~ci ~ · 

. . ' . ' ' - . . '\' - . . 

·· .·· da ~nd&nsacio" dcz.p1nd& <L&l c:alor l•+•nhi d& Ja• . . ,, ·'"·, , . '• . '., ,. . ·... . ' ' - . . ' :. 

por,.¡ac;iót\ d.t.l ~luádo. 'I•. 4~t.· t.I "oluaw\•n·4" q)itd.tn- . 
. $'8cio :Cm~• bitn i\\lt h~ tnasal ·,~ trtignifré:a+;\tO,.~, · · 

c:ator ••+"n+a delo&' cxprct1,r.sc cowno •ca\or l•+e.ntCz. 



.. ·.~~,;'"~~Pórizacron;~r'"n!d'-d·'*í:;~olu;rri~~;..~.~:t:~+ó ..... 
'. ;;~¡~n+a ~º~ r~ ) ~n ~~tZ ~ cis r.I calor 1~tcin+~ d~ 

U?lpOrl'Z.'aCiÓn por unidad da masa .~ f> ll.S \a d<lnSi­

dad másica d12.I c.ondqn~ado. 

La facilidad con ~u~ la i:>al{c:.oh:t d~ c:.o.ndtnsado .fl!:! 

~cz sobrcz la p-a't'<id cz.stá dq.tczrmi nada pri nc.i pa\:~~nta. 

:por :su \9isc.osiQ-ad )l 'l su -ptZ.SO aspczcHicO e9. T~m. 
~i'''I.'ª longifud· L da\·conduc.+o afczcta Cz.\co~~i-

. ·• 'ci,t~+ct dci. -4-ran~ f'Zrezncra. dci. calor, putts qJ 'iiro&or de. ~ 
. . ' ~ . ' ' ' . . ' ' 



, .. ,.,·' 

-J.24-

,L-. l'tla+ri'Z dinuin 5ional es : 

h !19 L r~ .l (l9 Jl 

p. i o o l i i 1 

X o o i -i i -2 -! 

?: -!> o o -2 -"5 -2 -i 

t o o o o o o o 

8 - i i o o -i o o 

c¡¡.ut of'igit\a e\ •is·t."'a d• cacuacionce ~ 

, rt. +r4+r5 +r,+ r¡ - o 
r3-r++r5-2r,-rl .8: o 

~~r1 ,. , -:2r4-sr1-2r,-r, - o • 

,.rs.+ r2 -r5 - o 
Las,· solucion«s, de. ••+& eis+cM• son, dt. 1-. ~or~na: ··• 

1 ,, 
:".l 
•2 

'º ,'·.'O .. 
. 1 

, 
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Cual\uicr, bcs9& de. n Ch, A8 > L, p>. , i, P'l ,p.) +11n­
drá trts p"t"oduc.l-os J pues czl rango de la ma+ri'Z. di-. 

rn«n sion"al ll.S "'4- ';t e.xis+<m 1 incó9nita5. 

- 'f5c.09 4ZMOS l'f'iM<ZrO t,L = ~2 a -l > -\;3 =O 

'l>lCE :m:-4). t'.n +on Cll.S; 

. - 'E sc.o9icndo t1=-t3 = ! 1 t 2 = 2 i-1Zndremos: 

11'. = Lg 
' ., '' ). 

'.' 

', 

, 'Por al fct0ra~11 ch. '?>"ckin9hilm la ccuaetc)n ll~4-R' ; 

• • ' • 1 

t('ll',,,~2.,~3 ) - O _; 'J S\,tponicndo-\uC. ~&e• 

·•bien cownpor+ada' <•rno~ ~•pie d•.,,.Cs•f'.'•~ 'º"·) ~ 
. ~clcMO. ••·cri brr : 



' ' 

dt. donde : 

·~] 
'En \Slir+ud el.a. «~+a <z.c.uación > <I f&t'\Ómano -pucz.do. 5U' 

d12sc1"i+o C()tnplcd-an'\czn+q. po1" onll qráfíca adim4n­

f>ional e.n c;¡.ut. la ordctn&cla q,5 h~ /le;\ , la abeci&a 

r.s Jtp gª AB I e,, >.4 ~ cz.I pará mt.+ro dG. las cur"as «~ 

Lg/'). . ·'En la cons+rucc\ón <L~pctrimcrita1 dtt \a grsi 

.· fica, 1Ti puf.di. \9ariaret. \un·•ando 69 ~ 1í-a -puttd4 

"bria'l"S(Z \,t'ariando L.~. MOTE51! LA e-RRN SIM.~L\¡:'\CAC\QM 

&uE SE oeTa1tNt 'R.ltDUt:\ 'l!NOO 'EL MUM.'E'RO 'Da V~1l1A~\..1i~ 

. .lM'DS'P•N tt\aÑT99 l)g tt f\ 2. •· 

w. Nus~t.lt -~a\iió el fcn6mc~o ·. ~up0ni cndo ,.UCL 4\4=lu;. 
, • • " • • • • - • ~, ~ ·,, • '·. ; • ',. •• ' 1 • ' ' '. • • ' • • • • • • • ' 

' 

:,·< 
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. La anktior t.5 Ul\"a f~tfrt1t Cl~PKl•l d~ I~ ce:. tK• 4-&l. ·. 

'En -a\«!unos casos 1 ec. obs4rw19 ~uc. d c.ondu\15ado .fot'­

ma gotas en \Jt.'Z da. -pczJf cula. °Pa'f'a +oMar cm coc.n+a 

cu.+t .fanómc.no «S ntc<isario introdueir \a -'"cneión 

sopu·ficisl "'a\ análisis. Tambi&n afttc+an a l1' 

con den saciót1 en go+a~ la ru90&idad ~ \irnpi(l'1.'a da. \a 

P•rt.d· 

\:j e"' P.'º lit- 5 

C01!1=• ClSNT'lt 'Z>S 1~1)\)C 1"ANCIA ·- 'E' n una c:.\-a 6C del ei~-· 

··. cuitas -&imilarcts gc&arní+ricamcntc.y un circuito Mcs­

pc.c.ifka por una •0'11 lon9i ~ud ·L.. · En+onc&9, <il co•­

fic.ic.n-4-c. de. autoinciucta~cia «~ .c:Jci+e.-m&f\aclo ¡:aor \• 

ton 9ifud . L y ·por \'a c.apaeid'1Í~ c:k·Índucc.ión · n.1agné~ • 
' • .. ' . ' 1•. ·• •· . • . . • 

-~i~a JA. cl~l medio- en ,\)f. ~l circuito s1; «n cuantra. 'R:.r · 

. f-.to. d&tiá& .•.ast-~r a .. +el. L,pJ -o . 
.. La 11tad-rii .climc.nsioMt •• i 

. L.· 
. ;": 

o () 
· .. · ·O -2 



,.uc c.ont&uu -al ~iste1n~ : 
> r • • 

r1 + r~ =- o 

_.- ·~· 
2 r.t + r 2 + r3 = o 

-2ri -2r3 =o 

La5 1)0luciontZs dll. rishz. 5ishma ~on d« hs forma ~ 

5 = -te IR. 

Una base d~ n ( #, L, p.) constará d" un '-º'º produ'-
. . 

+o ; putos h-a'J "5 incó gni+as '3 41 raY\90 dct l'il ma~ri~ 

dilftcnsional czs 2. "Escogiendo t--J.: 

'lít. = ~ • 'En con~cc.ucnci,1' , la Ónica. nz.laciÓf\, 

. · ..... ~p.·. di""cr" s• o nal m1n+t hom,o 94n ~- cn-f r.&. . 

l·es .~ariablae<«5: · · ' ' 
~~:k)LL 

.. · lo una ~+encía' da.· a•ta GCU .. cióft) 4n ,.uc K es un 

.¡=ac:h>r ·~dilW\ 1ns~onat q;uc. da~c~d• da .\ .. forma del. 

· ci~cui+o •• Dt llWctdo con ast-o, 111 11u+oindücciótt d&: .. 

\W\ eirc~ito ·c$prOpC)rcionaf at·tam•ft~· el& .é-Ji+~~· .. 



. . - ' 

. ' RP·.ENDlCES 



M<Ítodo d~ 'Gauss - Jordan 

R contif'\Úacion s.~ 4.Xpondrá un md'+odo pat'a a.ncora+rar 

la-o t:ioluc.ionczs da los ~is+~ma5 dcz cúuac.ion<Z5 \inC?a\Q.5, 

conocido como Mcltodo da. Gau5s- Jordan. \.lo··.5<1. dará 

la ju6ti~i c-ació.n da.\ mt!.~odo, c+uc cz.s mu~ siz.n cilla~ 
' " . ' ;, •, 

· ... :ei .nt+<>ao 6Q. b~sa <t~ 1a<iaus da rczc!ucir 'ª ~atri:Z. 
. 8Üm(lnt ... da q.úci 6Q. a SOCIS\a un Si sf tirrra d'2 ci.Cuac~onv,s 

'Jihciaht~ a un~ .~orfr\a ·.'4-úe' scus .. ~.t~;· 21~fi~i~t\t~m,tn~ · .. · 

" . , 
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.· .t-a. infczrior da. la matriz. 

'3) Si los ruH3loncz.5 j ';J j +i son dos run~ 

~lono.s sucttsi tS05 cual<lsc:;¡.u i 12l'a c:¡.ucz no c:.on~+an a."4clu­

Sil9am cm+cz. da. ca.ros , Q'..ntonc:as a.I primar núma.ro di­

.fcz.rcz.nhz. da. caro czn IZ.l rczn9lón jti ap"ra.c.CLa \a da.­

re.e.ha dctl prima.r nÚm12.ro di fa.nznhz. dcz. CIZ'("O <l.O a.1 

ran 9lót'l j. 

4) Todas \a~ columnas ~ocz. c.onti cznan czl 

primczr c.I timtZnto difa.rczn+1t dC"Z. e.aro dti a\gÚn rcz.ng Ión 

+1a.n4n c:ciros czn +odas · \afl -posic.ion<Z.s v-4shanta.&. 

Se d ic.(t ~c.>~ as+á 4n fot"ma 1:.SC'A LO N~t:>R "Rl!'DUC.at>A. 

cai la wrafr"¡ z -sólo cumpJ4 ceo ~l.)> ('.2) ~ ("5) =set l c. ll'am:1, 
' '· ' . . ' 

•' '· . . 

n( 6irnpl4WWL&nfcz. ·MATIÜ"& li~CA\..ONA'DA. 
liJ&mP.los· ... · .... · _· ____ · ...... · ... ·.· .... ·· __ ·_ .. _·_· ·_ .. _· _ 

·.ri.·· .. l o i' 
o· o 

l. 2 ' ~··• .. 
o i ".'i.·· 
o o o 

~jtmP-los dc.·me+r&ccs . cscalonadá:s rt.duetdas · 
-:-- ~-·. . 

- • • •• :· ••• :··;. ',. ·< •• 

.. ·•· .. :[l ·~ i~.~.~·· .·.: ... >~··~. t ;~.; r~o ~o.·-ºo~ .. ······~·.·.· ···!º·:·J·· ····;· ··~·º.º.·.· =.~: ·. o o 1' :-l ', o o :a. 
' O, O O. O. , . 

' . ' 
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5a. ilo$+ra1'á 1iJ Mi+odo dq, Elauss- Jordan con un a.jo;mplo, 

Con5idclre5< la ma+ri'Z ~ 

[~ o -2 
4 -~o 
4 -5 

"ETR'PA ! locali7::.a1" ~n ,z.\ f.'t t rczmo i-z~u i cz.f'do la colurnnl!I 

r:¡.ua. no consta «Y.c.lusi etarnant<t da caros. 

[

o o -2 o 
2 4 -to ~ 
2 4 -5 .~ 

t 

':f 12] !2 2S. 
-5 -! ' 

ETAPA "2. Si e.s nczt46ario , inhi-rcambiar a.\ rangtón -sup~-. 

rfor con mro ranglón , ~« tal mancira· c;¡;u« el c.\tmur~o su­
pario.- dcz.. \ci calumna sGña\11da ~n la atapa ! sera clifcz.;. 

· rqntci· d-. cero~. 

····r~ 4 -~o b 
·o -2 o 
4 -~ b 

!2 
'1 

-5 ] 2S 
12 
.;..!, 

( st in+trca"'bharori, \05 
do~ ~¡W\G'f'.C)O rtngloflCS 
d& la "'a+r¡'& anterior). 

E:rAPA 3 · srcr.l &\crmcYrto. \Uf.11~ora c.5ta"&n \a f'ª"+" . 
. t;u:pui~rdct '~ eofomna 1\J~··& at\c.ori+ró c&n 1.~t.111=-.. l 
~a,: an+on~s multipÜ~at el primcir:rcnglón por 1/a c:k .· 

. +~Imanara ~& ~l pt"inacr cltmcnfo eca i. 
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'[ ' : -J' .l ' 2 -5 3 ~· 14 -
o o -2 o 1 12 
2 4 -s ~ -'5 -i 

( El primu· r-r.nq Lón da \a 
matriz anhri()(" ~CI. rt1u\­
+ i p 1 i có -por i / 2. ) • 

'EíA'PA 4 5umcir \os múltiplos ada.c.uado-s d<Z.\ -pri­

mar rar\'31óo a los rczn9lonas <:\-OCZ \cz si9oan, d~ tal 

~rma '\U~ Q.n \a columna loca\i-zada cin \a o.tapa ! , 

-1-odos los e.l«m'ln+os dczspotÍ~ dal -priMaYo saan es, 

to5. 

~i.g' 2 -!S 3 " !4J o -2 o l 12 
o 5 o -il -2q 

(E\ prirnu ranglón dt. \ill 
1na+riz an+uio.r se mul­
tiplicó -por-2. ~<1.I rt.­
sultado si surnd' al +'lr~ 
car l"C.ngtcSo). -

~TAPA 5 "Cubrir• al p.-imcr ren9lón, dcz. 111 ma+ri"Z. ~ 

coman-zar d4 nu&\tO co.nJC! 4tapa !. ~p\icada Ci ha 

. -. $\>bmatri2 :rcuaul+a~t& ~ 1'.-ae"guir- de. osta "°'ª"ªr~, 
ha9ta ~u.et_ .+oda<\a tf\atti~- «sft{•n f~rm~- ~cal~na- · _-

cl11. 

·-r--~•· . : :: : : ~:'_¡·. __ -•.. -
. o. o 5 o -l'l -2'1 ' ' 

't 
·. > <c.o\umna 1f\ á.l czd·r&~() ·,-z.,.uitu·do d~ la 9\)bcw\~;tri.Z._;\~.f. -_-, · 

-.·-.--···--·no col\st•' ª"clusi\J•m•n~c. d& cc~ot.) •. ·. . . 



' - : ~ .. 

r~ i41] { 5~ mult,pl ic~ por -1/2 2 -5 ,3 'G>. 
czl primar r«.nglón de. 

o i o -112 -b la 1:1obrrra+r1x. ) . 
o 5 o -ff -2q 

l; 2 -s '3 ~ 141] ('El priM41' nng\6n clq,, la 

i. -112 
-oubmah·ix. Set multi pli-

o o -{, cá por -S y e.l rtuut+a-
o o o i/2. i do sr. sumó a\ sa.gondo 

rllnglón dq,, la ~ub roa-
+r\z ) • 

[I: 2 -6 .3 '1 ~t~ { 5ci Ncub.-ió" «;l primtr 
o i o -"f/2. rcin9h:fn dcz. la .r.ubma-

+ ri"' ~ t;a rc.g r46Ó a 
o o o i/2 i. la 4t ªY>• i.). · 

t 
2 -5 ~ 
o i o 

,O .. O O 
·~ •4J -.. ~.va -&.• 'i 2 . 

Ccl primero -\1 único- "'" .. 
gl6n di. l-. nut.\ta · -.ubrna- .. · 
;¡.r¡-z. 6c;mulfipliC.o ,pof'.·2h 

. . : . 

. . . . . l-a mah\z.. C.CM~pltfa q,cstá fl.n ~atmil q,f>~&lonada •.. ·. 

,. ·' ,'. 'ETl\"PA 6 

:'. ~and,O haci"a atraba I SUM8t' mÚlf\ p\06 adctc.Uecl06 C~ 
· . cada r~n9.\Ón .. 15. 16s r«ng lo~4S ~U'l f.~~in czncima df. . · .• 

. 4l ,_ ,d(+al manara \Ult $CL :safi~~a911. «.\ C~'8~tt) rcl.~ 
':+oisi+~ dct. ,,,,d~.Pini.<~nSn d~ "'ll+rí-z q.sc~\o~ecia .ttt- . 

. - ., .. ; '· , ·, .. 



2 -5 ?I ~ 
o i 
o o 

o o 
o i 

-& ?> o 
i o o 
o o J. 

!] 

·[.1. 2., o ,3' o 1J .O o l . O o i. 
o o o .,· o :l ' 2 

' . 

· e.a 1>.A., 

.· ·.e_;~n\ft\o.· ··. ·· · _., ____ .... _ ·. - . 

.jj~do "' ei~farna·: 
• ¡ •• • • 

(Al s&9undo ran9l6n do. \a 
vn11triz an+cirior S'L l<l. 
sumó 4\ +crr c11ro rnu lti­
plicado 1=1or ":f/'l.). 

(Al p..-irn~r nn9lón ~ l<L 
' SUMÓ <Ll +czrc.CZY'O mu ltt­

pli cado -por -:-6 ). 

. . 

(Al prlmttt' r1.n9l6n st.ltt ~umó 
el scigundo multiplicado 
por - 5?· 

r1 + '3f2 1-2r3 +2r5 =o 
. ~ri + ó·r~ -~ r3-2r4+4rs. ~-ar,~~=-! 

S·r3 +t.or4.·· .. +is~, ·.= ·.5 .. 

. • .. · + & r~f+Ars +¡Ir, -· '· · 

1· .• , 

. .·; ;·,: ·, 



,. 

5vmando 

se.9uW'\ do 

-'·· 

[~ 
'3 -2 
b -5 
o 5 
~ o 

. -i~E>-

o 2 
-2 4 
10 o 
8 4 

o º] -3 -L 
15 5 
i'E. 0 

a\ primczr re.n qlón mul\-ip\i c:ado -por -2 

'3 c.uar+o ren9lon1ZS 5tl. ob+ia.n(. : 

a 
'3 -2 o 2 

o º] o -i -2 o -3 -l 
o 5 !O. ·o 15 . 5 
o .4 8 o 1& '• .ó 

a\ 

. •. . . ' . 

· ~ú~trando .tt\ ~rzgu'Y\do nnglón .M~\+ip\ic~do-por ~5al 
, fu~c~ro, . y 1.l 54sund.~ r~nsl6~.,in~lh~Uc~do ~r -"'; 

·_· ~f,¿uarto·;<·~<& obti.~nt~. 

·._· -~··.·.··1.·· •. ·.···.·.·•· .. .,_· ·. ·. ó>; o 
. o ·o 
·.o. o 

-f . . ·~····. ..·~ .· .~ .·_.6_!J·· .. · ·•····.-.· . o·.· ·o o o . o · 
o >0 . o <O• .2 ···. 

-:.·'' 

. . 

• 

]:,.+~rc1nnbi~f\d,O, e\ ·bzrc.,aro !:f CUaf"to rcn9\oncs, ~ dtl.5-

··· .e"~ .. ~~. ·~•hl>iioawÍd~ ¡¡r+•~cer r~ng lóll a .. ·"' ~tri ... 
: ...•. : :\.t~sul +ant~ :~r.:i/b ;.se:JJ,fictf\~. ha fo~~~~ ·f.Sc~ló~-Bda: ' 



[~ 3 -2 o 2 o !t] o i 2 o 3 
o o o o 1 
o o o o o 

Sumando c.l taY"cer re.n9lón mul+i pli cado -por -3 a\ 54-

c:\ondo ra.ng\6n , ~ das pués , sunrsndo <i\ SC1.9undo r'Ln 

glón dcz. l-a matr\'Z. ra.sulbm+cz ·multiplicado 'f'Or 2 a\ 

pri mClrO , ser. obt i tZ ntt la forW\a «.5 ca \onad'l! rcz.duci da: 

[

i '3 o 
o o i 
o o o 

. o o o 

4 . 2 () 
2. o o 
o o i 
O· O· O 

o~ o ... 
v~ ... · .· . o ... 

'·.:,•': ;' 

+4r.4 ~zr5 .. · .. ·. · • .,. .. 
. . ' :·::'."·:-..:· ,._, .'/.:'.:';.'.' ::r, +·~~~ ... •o 

. . ( ~~: .. t.Htni ~o . ha .u\~ i,tn11 ~ic.i Csn ; . e>ri t.· .. + or,. o., · ·· 

d-ado \U& ler. soluciona 'de. las .Gc.G19cioncis 

·· ... +•s · ~18 . .a.+¡&·.¡:_.~~ ·8Utom1''+ie:~~~n+~l~ .. 
'. ,. ' ' ' . . .. ' .. ·:. . ·-·· .... 

. :.,. 



;';: 

.', .l:>~~f)'l-e,Yido '.litf.:u,ar\ abltt~··· pri"'~ipal'c~·("f~-~· ob+Í~ne.: .. 
' . . . ' . ' ' , ' . ~ ' ' . . ' 

r1 = -~r2 -+r4-2r5 , 

r3 = -2r~ > 

r~ = •1"3 

'ói ha cczmos íz = ..b. , r4= -C ~ í5 =u , con 

.A, -\:, u é. TR y ~~-prez ~amos l.9q,c.to r\a\mcznt'l. \as 

so\ociona.s dCl.l ~is+fl!ma '+czn dr<1.mos 

-3. -4 -2 o 
i o o o 

s A o +t -2 -1- u. o + o 
o ! o o 
o o .l o 
o o o J./?J 

' ' 

.....•... 5,cz .UiSn1a~1'~ •it~ria~lca.•i:-~incipa\e~•. a .. · ª\utll~s ... ·.·· 
.• . c«+u1 .. ¡t\¡C:~.•rf u,n· r«n.g~ón cr\\m .. si•t~~··~ca.Q~uill- · 

: ' 'c:ionfia de rr\lad~ ·4._ una M'ai'r'i'Z en forma. ceaíl-, .. 
· lonad~<·o"c~c:.h"t\ad•'raducid•·>'E"'rcalid'8d ... ~· .. ·. · .. · 
.. · . .Par~O:~x·pf~s .... :-ia'•· ao·t~c:;o·r. ~· ct~.:ün. &i~+"~· · 
·:·~a dil:ci'1•ciorics .. li•uL11l~~;.-:ttc pf'e&cJsa.•ol•~.·• 
m·ant~. él.~·.··.n~r ... 1.t''lttj~~l&• .4e c:C>si ~·•· 'itT'.bff r.1~ 

· ri 11wrj•ntc<como p•t"ah;a.tro• ;·:ctond1 n es el nú;.. · 
.. ·"""'º.:.d~ in,c09"ii'.~~ ·~ r ~e~ czl·f~f\9o'.• d•<ia n\~ 
·. friz: ·diJ :sis.+«ma ~ ·· · ·· ·. 



APENDfCE.N-2' · 

'Produc+os Adime.nsiona\es Comuncz-s 

'E')(i5hzn algunos productos adimtinsion"ZS\Cls con un 

nomb~(. q.spq.c.ia\, dczbido a ~oa. apat'a.c.cz.n czn a.\ anª­

li5i 5 dimcinsiona\ d<Z innuma.rab\es prob\cz.m~ dCL \-a 

· cia.ncia ·'.! la ing4nia.ría. Mandonartimo~ s6ló un~ 

c.uantos ' \os ma ~ c.onoc.i dos • 

NOMBRE 

t• Numcu·o dQ. ".Ra.'A no\ds 

'P'R()DUCTO 

"R = '.J µe = V\lL (~•*). 

"2 F--. L.g 
' ;,· .. 

:M :=:<~ · (e: \tel., d~\ t.Onido).~ 

.· . ' 

• ·Jpf .,,t~6ión) • 



t \llÚ m<U"O de. Ei r?l'SOOt 

dtZ. "PrandH 

El. p'f'oóuc.fo adi.m«n~ion-e\ 

mo .~Úm4ro, dt. · l'czdet 

Q '· ·­·-



',) _,. 

·.'•, 

Tablas drz Dimensiones 

Con d fin d2 f aci \itar la con5+rucc.ión da la m-a+riz. 

dim cznsional dq. un conjunto dsdo da "-er'iab\es > stZ 

inclu!j~ asta tabla dll. dimcz.nsiona.s. 

Tabla li'-'3-R 

.1)1M&Me10W S~ 

VA~IA'e>L'E {f7 °)\>t:,lf,9} 

Longá+ud ~ 

Tiempo r: 
· Tcmpc~+ura .·· 

· ·.·•·.Ma~a 

t>IMEN$10N .'EN 

95, '>., t:,;.o 

JJ·· 

'Á ),.-~ ·• .. ··. 

l 
p~~2·. 
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.. · ... 
···v.A.RfA'e>LE l{f• ~; t:, f, B} f; , ).. ) 'C ,. ,,¡ 9 } . 

\fe.locid-ad aY1~ular z;-i T:-! 

A e«. ltración ao9uhsr- -r;-2 -c-2 

cnczrg(a, Traib-ajo p. )..2 ?;-2. ~).. 

Impdu (momtnti>m) jL}.. -c-i ~t' 

Po+<Z.ncia )J. ~2 -c-3 ~ ').. r-i. 

t.\o"'cn+o dt .fuuza )J. )..2 t-2. r¡,.)... 

Coct~. dif\árnico d'L 
jJ. ~-.f.t-J. ~ )...-2 '(; \Jiseo~idad 

Cot.~. CinemciC+ico x2 -c-1 ~2 r;-.l da. "i5cosid11d 

Morntnf o c:lct 'an t1'c\a x-4- )\4 dt: Uf\ arÍa 

MomcW..+~. df.inorcia 
)L ~2.. "' )\.r;2. da. ·un11 ;m.tt$a • · < .· .... 

. ,. ', 'µ. ?;:~2 ... x~~· 
.. 

Tuasi6n sup'lr~iéié1 ·~ 
' ,'. · ....... .. . . 

Mod"Iº dcz «la'&- · P..~-i'C~2·· f~;..2 · · · Ticidad 

:'Re l-aj-áción 1 !: 

C:oc.i ~+ft dct 
·.• 

,: 

· . :. >'Poi~son .·.·· .. · ! · . ! 
. • .. · · . 

. .' •. ' 



.,., 

""".14~~. 

~0tnbrc. dQ. la 
VA RI Al)LE J JL> ~, r, y,e} {"' >..) -r;,.L,6l unidad con~ 1 j Ki¡ , m , S~c¡ 1 

coul, Kch•in. 

MlSsa ~-2 1i"l" Kilogt"z11no 

CltnJa 4lf.'etrica "ti. coulomb 

C-apite.idad 
in du e+&"'ª 
dcíc+rica é -i)\!i-2 tª 'X'ici. "-.L .f!arad/m« .. ro 

Capacidad 
if\doC:-t-i \tCll 
m1'9ní+ica p )l ), yr2 . 

D4'1aid~d 
dci COt'fi cn+t 
cr.lcá c+f'íca. J' i 2 r;.:.J, 

:Inflan ~idad 
d& tan\po · .. 
Cllá~+ricó<:E . . . ... : ·. . . 

'Potancial · . .' 
·. «.tic+r·i~o. · 

. '•. 
' i.' . 

· ohm· 649 
.matro. 

uo\t 

farád 



· ... 
.• . · 

\/A'RlAeL'E . { ,.,)..,1:, y,sJ {~,~,r;,J.,8} lolombr~ ·dt. la · 
U'lidtsd 

~esishzncia 
)J.').. 2 r;-l l/t-2 ¡-11J <lltc+rica ohm 

ro+cznsidad 
d<Z. e.ampo 
l'Yla g ncÍtico H 'A-1-c-i l}r )..-J.¡ ampllf~ /mdrc 

Indvcci6n p. -r;·L l/f-1 )(2-r;" w~bczr / m' rnag ni+ica J3 

Flujo dtl. 
inci o c:ci ón 

µ. )..2-c-J. -r-J. N'll3<3 n'+i ca -z;~ wabqr 

Coef¡citn+a 
dcz.·indoctan;.. 

)L ')...2 l/f-2 "G ¡-! "· cia ~, '11/ hanr~ 

Encir9fa µ>.2 r:;-2 'Ci."' jouhi aldc.trica 

Pa+'l.ncia '. xz' "3 "'ª* ttlic.frica . . i.~ , . 

!!- ' r:; . 
.. 



. ·',·. 
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Grit«.rio Eetra a.sco9a.r una ba~Hz. d<l · 

Exist<i º" nÓm<ZrO infinito d<? ba~45 d<Z. n ('t.J., ... ,~n). 

tn \o r:\-O'l. a\ ·hiorlma da. "fh1d<.in9 h'8ft\ iea. r~.fi<Zra., '5 

admi 5ihli cual~ui'lr ~-ascz.. Sin ambay-go, cz.1 mismo 

"f>ucKing ham ha damos+rado, con a~uda ch. un cij«m 

plo mu';! bi<in asc.ogido, <\-ºª a\gunas bases eoo 

wncís úfi \ cis ftn \a p1'ácfi ca q.ut of1'as ~ ~ue ci«r-

+as +rans~orm-aciona.s. da. las 1\"'..; .c.\cz.una bas<Z pus. 

. dan. lograr 9r.uc. una eco~cicSír 'P•.f'C1r1, .•. ,'lTpl SQ..· 

· ·cn.t;ucnfrt ~n ~un-a f~rm~.rná" +ra+•bll.. M cz.i«. Q,ui .. 

.. · dt$8.rf"DU1'~ una -hior(a 'di tran~formacionas ÓQ. . 

p.-~·ducfoe ad'i.m'ansiona\4s ru; p~isun+arec. :'"cicó­

rno· •& ~dt. ot.lcz.ccio:nar dCl$-dl d comi.av\10 ~Y\'8 
base& c:k nc"'·j..,·~ •• 1~~). '\UC. Sta ·l~ M~S \tGnfajo• 

.·ea:'?~:.· .L-i. rc.p¿esta a·e'i+a .pY"czgu~fa nó:cl4pt~dc. .· . 

. •·. cz~t«rilmtf\ft · d« qtf.inieio.".'4-6.'arbif ra. ri-ae , \,lil ,.uc. 

· &l in"e&:a+i ga:~or d4scza~u.« ~Ua\,uitra d~ \a& \ta~ 

· ··. ·. :riablt• acUrntrl siorralfts l~d&pczndi(lnf,~ 1í.t, ;.~¡1fp. 
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t">~a 6U:iceptib\ CZ. dcz Can+rol por tic.ni cas CZ>t.p'Lri­

mcznta las mi czn+ras c;;¡ut las otra~ stZ manti a.n a.n 

cons+an+es. 'Esto cz.n oca6ionczs as -pedir. da.ma­

-siado > por~u«. con f'racu1incia "5610 unas cuantas 

da lo.s '9a'f,abl<zs ori9inalQ.s -pucz.da.n ra.gul"SY"Sll. Q.Y.­

perimentalman+cz.. "Por tZ.j<Z·mplo 1 la u12.\ocidad d<J. 

un .flu (do a.n un conducto 'f'IJ'2.d<Z. rcz.gu lars<l. con l>na 

u-a\1.90\-a. "Por o+ .. o lado, la accz.lcz.raci6n da. la 9'f5!. 

u1.dad czs º"ª \9ariabl~ cu~o \9aloT' no -podamo5 cam. 

biar. 

~uckin9h"Dm ha saña lado q.ue a.\ má~imo con+ro\ tt~­

per\m-'Znfal ~obra 1-as l9aflab\es adim4nsionales :5e 
'· . ' 

obt-icmt 5i las "'ª"' abla.s ori ~a.na\a.s ·\ut. 'f'u~cltn r«.- · 

. 91Jlarsct api!lrcic<iri an ·un ·~olo prodoch:> adimtznsio­

nal da. una basa dtL nt~1.·, ... , ~n). 'Por ej4niplo, 

~¡ •.ma. l.9doc.i d·ad \J "!»4 r11~0\a .Pácilmt.n+« , tLn.ton-

ctis con~ienci ~ua. \1 -a~'.& rt-z.cCI a.n ono ~º'º dcz. l6S 

pr;o duc.to~ adamCLr\ efoncs\as <dct una b111512. 'El.· .·. 

·.· ·. ?'1'~ducf() aái mcinero~ai. '\ut conf~ngt.:Sv podrá 
. ', . ·. ' . 
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'Dt m~nczra -samtjanh., 'EJ or'l'a prcu;ión p -putidc "ariar­

se. fác:ilme.n+cz ~in af<ictar- \J, <Zntonccs tZS COrt'-'t.niti!l 

+a ~ua. p aparezca ttn un ~olo pro duc.to adim12n­

eional , pez.ro no tZn a.I mismo <\-ºa. V. 

Las uzn·i-ab\t.s d~pt.W'ldi<Znhzs d~\ prob\cz.ma -\.ambi4n 

dcz.btin con sido.rars<i. !Ji scz. dt.s<Za sab'tr cómo dczpczn­

dct una 1.ta.-iablt. dct\ resto drz. \a~ 19ariab\a.5, ctC\ui­

l\a no dizba: apaV"e.c.er má'ts «;J.uti cz.~ º" 11olo i:>roduc­

+o 1tdi mcins\onltl. Ft cis+~ -pro duc.+o s~ \a. \1-anrará 

-"uariab\t. adima.nsional dG.pczndicznta. .... 

'Por taW\to, <Z.\ cri tirio s«goido tn a.l Análisi$ 'Di~ 
~ . . 

WHZn ~ional p-ara dar·. \te\ora.s a \a~ n•r '9br\&b\a.s 

.jndcpcznd¡czn+czs ,ua.d~hztMinan \a$ 80\uciohti•·· 

"del $i5tczma dt. ctcuec;iones : 

"' 

a1..rt. + .. 
b.t. f'i + . 
Ci_ Í'i. + • 

··di. r1+. 

(lj_ tt+. 

• .. +anrn ·- o 

• . + bnrn - o 

• · •. + Cnrn - o 
. . . + dn r,. - o 

'· . -..... 

. ' • + <Zn rn ·,= o ' 
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.cu'!a matri'Z. a6ociada a.s la ma+ri'Z. dim1insional 

da. { ~i, .•. , V..n} <lo& <tU<L los 1Salof'a-s asi~nados 

CStZ.an +a \tis <:;\-uo., do.otro da. lo posible., \-a l9aria­

blCL. cu~a da.pcz.nd<inc.ia qua.rcz.rnos 1tstudiar ~ las 

uari a bias tácl\a.s dll. ra.9u lar q,'kpa.rimq_nta\ mcznht 1 

aparcrz.can cada uria Cl.n un ~olo pro dueto adim4n 

siona\. 

'En g12V1aral, \a asignación d11. \9a\ores scz. -faci\i ta 

tn \a ma+ri-z. di mcznsional ~a coloca como 

primara l.9aT"iablcz. a la '9a·dab\o. clcz.pczndi <inhz; como 

-sa9unda ~arCala\11. , a~o¿l\a ~""- ~cza m?Í~ .fáci\ de. 

r49u\ar tZ.XPfl.1' i ma.n+a\m11.n+~ ) contO +arc<1..ra UaYia­

·ble, \a ~i.9uia.nte tn iC!c.iÚdad dtZ. con+ro\·.~ a~\· 

,·5uca~i~amtnf4, +ratando clt. e.sC.Og4r como ~a-
. fi~bÚ&s in dct~~ndi«~t4$ c:¡.uQ. dcz.to.rminan \-a~ •o­

luc.ionas da.\ ~is+c!ma de. ti.c.uac.ionczs , a· \-a:s pd­

mtta s n..;r ~ 
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