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El 6bj¢+iuo 'pr'incipal de esta tesis e enunciar
y demostrar los teoremas gue justifican los proe,i
czdmig‘n"{'os l’na‘l'c.m'a"Hcds usad'os en el CRndlisis Di

' ‘-mcns-onal Para lograrlo, se han cxpucs'\'o \os conccp—',ﬂ
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S i.j:dcmosfracsoncs dq_ d-chos +¢or¢mas .
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VECTORIAL sobre K si :

V,® Y} es un arupo abeliano y

lK €5 un campo y ST B e e
|K X \f—-—-b \]. ‘K:Q\"»: \7---—>\7' s




S 5 un COT\J 0n+o no wacio 4

{ \f @ (o3 K } un espacio ocdorral sobrz tK

4 F =={*’,=5_——‘->\7;}-

Sa dc-?mcn

*F *g 'S ——-»\T ¢5 ‘a »Funcsdn cugo 8\—
gon*mo es (-F 9& g) (A\ -F(A') @ q(b.)




5 Geé'\'of%a'\- :lsbbfl'c K , debe _cu‘mpvlri"-‘ ¢6n"é" do.- |
~ Finicidn T-L. Por ello, primero dcmos+réf¢-

g mosj q‘ue. { ’3:, % }raﬁ un‘g\wpd abzliano,

"3 |°°3° gue el K XF—> "3: comPlQ con las“.'4,\“_

G propnzdadtzs (\) (2\, (3) q (4-) dz l'a de.-Fum-f .

: : cudn I i

a) { ":F * } ¢.5 un grupo abchano. "




‘== \(q %F)(Ml T

Emsi‘q.nma do. neu+ro : VFC ¥, 31 neg '5" .).
' F*n—?=n%F e

"'-"}‘Prov.ba- primcro probaremos g,oe n czx»shz q ‘:.‘_,;J :

",~Ioego quc Q.s umca



Existencia de insersos : VFe F, A5 € '3:.,.
~F *F' = nN=4F *-F do’ﬁtdo. n es Q\'neu*l-ro

{'3:*}

B !(',Proe.ba s Sa.an -F £ E. '3: con (M =[‘F(b\] lv k
VAES s, as d¢c1r, -F (A\ Qﬁ a\ m\nrao dq_ SR
g -F (A) baJO fa opcrac‘on @ dv,\ grupo abe—" -




| ",[K‘.OF(A)]-@ [Kz GNA)] =
[ky of(A)] & [k, o F(1Y] =
[(K1 u#) ¥ (Ko §)] (A) T

2)Ku((3*g)-(\<n$)=k(l<=3) i
Procb'a sean Ke Ky ,g € '3: g .0.65
| kol %g) (D] = ke t@ *g) cm“.l =
Ko fa e Al = |
. [kefwl®lke g(M]
: [ ke F(A)] @ [ |< ug(m] =




K bajo. _
y & ES. | i

Nk b F(a) = n‘k @ f(A) -.-.:-F.‘(A) . | B

. - . . h . : , B b
. c oy . BRI

5 POT ‘ +an+° -.; ?> * ’u "" lK | . |

pacio uvector

ial




2) o d‘,x /77?—-—->07? , cao M:I";y\"_[‘n‘_-._;_;pm'
| 25 +a.\ q.ue 'sa M= S ,  CoM= cea.,_d

B¢ puedz demoshar Fa{calmcnn Q,uv. o snsi'ama

| { 'm * C } zs un zspac.o wcchmal so- E '\

- brz G (néfzsc q_uz se. +ra+a de i e ‘pat-«”'_:‘n
pl‘l"+.cu‘af dQ \a d@{-‘|n‘c.°n 1‘2) - SR

; ‘c++'cs*~. ,¢j2¢"m‘¢\‘a ' 'dz:‘.zs'ga‘-a*c‘iés;f:m;ctorr;a\izs--



Definicidn I-

1) ;Q N (ai,r...,a )~

se dyaF_inan'.‘. | SN ,




" wactorial sobre R.

Damostracicn

ﬂ { Rr", @} ‘.asvu.n’ g;wr‘b;_ﬁo't aba..l_‘iénb‘.;, L

b ‘A socmhmdnd V R 3 C € “3" ‘ (F\ @'B)@ C - !
S -Re®@ec). :
.;.;'m. | 6¢an A= (ug, .-~,0n3 S

‘:‘(rbta-")bn3 (CL,. ,Cn)"':
"¢|¢  ¢n+05 de R e e




HGB (a1+bi,...,an+bn) =
(bﬁ-a;, vy bn+an)- Ben T

'Exnsi-zncna dc nczu+ro : V R e TR 31 N 8 Rn
e A®N= A= uam |
EL?_&_’QP_ dabcmos do,moa+rar q,ue. N a.xls‘\'z q

S ‘es umco. FE TR
{) “Ews*'o. N SR
Sc‘an *N,R e ﬂ?" coh N= (0« ns




‘Ex.isi-encia de iﬁuo.rsos : ¥ R & R, IR; € \E"

o 'Prua.ba Sean R, R;. € ‘En 5 con f= (ai’ ’a“),
H R - ( 0-1) .f. ‘-an). ' PR |

p gen = (O.A.-O.L,... ,an an\= (o,,_ ’03~ |
(- QHGL; O —an+an\ R&@g T L

= ﬂ" -

-} o o sl

C Prclo ’gaﬂh[ { ", @




2) re(neﬁ) (r@ma(rom
'Pruzba sean re R y
;B-(ag_, ..,(1,,5 _- (bﬁ_,

erbn) € nz“; }

re[aea] "0[(“1”01,---.an+bn)]="_‘.‘"*  
s ( re (Qi-l-bﬂ, .. ., re (an'\'bn)) T T

= ( (f‘- OQ + (\’ bQ 3etay (f Qn\-\- (f bn\) "'
| ,""[" @ (QL LR ) Qnﬂ@[" @ (bi_, oo -, bn)] = ; :‘ -




tep= U 01,..., i an)= (qi,...,an) A, T

B ’"EMCS DEMOSTRADO QUE. {lR» y®,0, R }

Es'- u‘N_ EsPntc;jo {vEchz\m. SOBRE R.

’;’f‘f‘Con uan caon I- l :

En msi'a dc. quc no hag nzsgo do. conFosnon

£ g para sumph-F\car Ia noi‘acnon e al,'dcsarro-if*

S “0 :‘aub&gumnh __, 52 adopi'aran |35 5|3Ulen-":f




_lo | jddh'oi'aj‘rc mo's;;

| 34\ 'El inserso bajo @ dc. +odo clcmarﬂ'o A dz
'IR" lo dcno*aremos -A.

) a) Vn,rz € R, r,_ Ta se dcno+ara rirz.“‘ e

b) V re IR g V H € IR“ . f‘f@“} ',c d“."“’,i‘lﬁ;‘ k

+ara



soaesvn'clo 'vs.cromm. :.;dc.»im" si- eump\t las

i '-I-rca condn ciones s\guu cn‘l'e.s
a) £ qu‘or 0 de R" per‘l‘cnccc a w

b) Si Rgb son uec‘l‘cms de. w sV suma

R+B p¢f+¢.nec¢ +ambncn 3 w
c) 5- A p¢r+¢ncc¢ a Wy N es un c.sca\ar
arbn-\'rar;o ) ¢n+onc¢5 ‘AH p¢r+an¢c¢ a w

’En par’ncu‘ar




C—a5-

,fi_:_-'.DtFunlcnon 1-6 L

'vn_‘En ¢.\ ¢sp~ac|o w.c+ona\ 1R“ \5¢ Ilama coMB\NHmon L
L\NEL‘.L dc. los ucc*\'oms AL,...,RAL a cual—

quier vector C que se exprese en la Forma
C= NAyL + ... +MAK
en donde Ni,-..., Ap son escalares.

En par*i cular . |
= El vactor O ¢s combin'acmn hnc’al de cualq,um.r
con,uni'o ¥|nn+o de uachms ) ac\arando Qe s

combmaclén uacra es por- daF:mcuon o:

O = Onj,-i' .3.. + Oﬂh

i .'f- 'En tR“ -\-odo \so.d'of C" (*1: ‘e ':"‘0) as °°""

bmacmn lmqal dc Ios ocd'orcs

',_Ela (i,o0, o,...,o) |
'*i‘{*~.-:2 = (o, 1 o, : ,o)

,»_;En 0 (o, o o, ooy n

puts c xyei + x2E2+ .+ xntn s
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= ‘6. C Y D son combmacmms lmealzs da Ios

e '~‘9¢°+°r¢5 ni.: ey Q\, s ¢n+onc¢s C.+D +am- SR

: "14,,‘"»}"»'_-b|¢n Io cs. En ¢{‘acto, por hlpo’hZSls

C= %NgRy + .. .+>\hnh
D= Mify + ... -l—/uhﬂh

~de donde obtenemos
C+D = (MtURy + .. 4 (N +URY AL -
‘Eé+o ‘pn‘mb'a que C+D ¢s com,biha;ién !incal' |

oode By, .o, R

Tq,ore.ma 'I. 3

S 'El cnn_| un+o do. +odas Ias combmacnoncs ln“’,‘éa-v““'
‘f|¢5 de un conwn'i'o { Ri PR ﬂ } de occ*orcs'i_

f;dq. 12" zs un subespacno \mc'l'onal de R“

".Da.ﬁmcmn I—?

| ., x }.) ¢s+c subcspacio eq. lc Ilsma sua'espncm E\E-:-',f e
NERR‘DO POR ni’ seey ﬁr 'Es dccsr X Un q_s._“ "

pacio wad'onal w asi‘a gcnarudo por \os uo.c.+o-':r‘

i ms “h---a n,. du IR" sn w cona+a dQ"_'+cdas L e




‘ ;-_2'#-

vkl'as combinacionas hncalcs de ¢s+os wq.d'orcs g

s o\o da a(l'as

_:pzmos+raci6n y

Consideremos un conjunto { Ry y.oey Red de sec-
tores da R" yd conjunto Wec R" gue esta-
ra formado con todas las combinaciones linea
les de {“1: ey Ry } Afirmamos que W es

vn svbespacio sectorial de R". |

En efecto , 0 & W (wer definicidn 1-6, primer
caso parcti c.u\ar) Rdcma’s, si ByC estanenWw,
}:q.s d¢cur, si Bg C son combnnnccoms lingales de

;{nis cees Q } y v.n+onccs B+C. -\-ambmn lo es

a(ucr dQancion '.r.-b, c.aso Par'\'ncu\'ar hrccro) y o

“l_a.s dccn‘ (B+c) 5 W

| Fmal m¢n+c 5 sl )\ es on dsca\ur y

G /u.ﬂ; +/LrRr y c.n*oncas -

ne- (x,mnﬁ ok (x}mnr. ew.

. Por lo +an\—o w as un sobcspacio ucd-onal dt_
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‘ DQ‘FI“lClOﬂ -3

Se dice que un ua.c’ror c dcpcnda hncalmmh’. del

con_lun’ro de oc.c%-oras Al,...,RBr} =i Cesuna
combinacién lineal de ¢ Ryy...,Rc} o loque es

lo mismo, si C pertenece al subgspacio wectorial

W generado por {Ri, e v oy Rpr }

Definicion T-9

Sc dice que on conjunto { A yenvy Rr } de vecte-
res de R" ¢s LINERLMENTE DEPENDIENTE sn'
| __al.mgnos ono de allos. depende lineal mente de

los res ta ntes.

En ‘Paf'“‘lcular o °°“J°“+° {R} es lmca\men‘h. d¢~j‘fiif,.,f"{ ,;}'{

: pcndmn’m si g 50\0 s R = 0o

".V'Propoalc:loﬂ I-l-

"El c.on_;urﬁo . Rg_, veey Rr } de. uec*\'orcs do. IR“
. as lma.a\man'\'a. da.pen dmnh s g sclo . V-!'S*'l-

‘una combl nacnon \mea\ dc a.llos ugua\ a ca.ro

co“"‘%"“\/.dl""m*'o d“ca." 0 e



C-pq-

-~D¢mos'\' racion

‘Supongamos que T{m, cyAp ) @3 on conjonto
de sectores linealmante dependiente. Esto sig-
nifica q.uc.‘alguno de cllos, digamos A} ,‘ depen-

de linealmente de los demds :
A= NRy+... % Xi_lﬂ;__L +
‘+ Xia-.{. Rggy toee b Nrfr .
Por consi guikcn-\-e: |
. Nﬂx+...+ \-L“ + DR+, R L+ +>.rg,

@5 dacir zuusi'c. une combinacién hncal -gua% 30 _’
- con al manos un cozF\cuzn'hz dnshni-o dc cnro., s
e 5ab¢r, L' -L 'l' i e | .l : \
L '?Inocrsamcn'\'c supongamos. ahora q.oc. h-ag una
combmamén lmcal con a\gun coa.(-'man-\-e, diga-

- "_vi ‘. f':'mbﬁ \ * o

f:'}:f..f'i'"'i'.."‘i.‘,‘i.” + ’* 19 + ‘A R + N a ._._+‘:>\;,n",.,',,;.~ B




ooz

- | De aquf’ 9b+¢n¢mos:'

A= = VY "1 ;...._ L-g g_&,r

i
XL"'L Q;_+i “ e - >\f Hl‘ 9
L L

lo cval prucba que los wectores son linealmente
' dcpendicni’cs.T

Definicion 1-10

- Se dice qoe un conjunto de vectores es LINEAL-
'MENTE INDEPEND\EN‘I’E si no es \unealmcnh do.—-
~ pendiente , es daclr, si ninguno da. cl(os es com~
bmacnon Imea\ da. los r¢s+an+as. R e
o fp_d ljo,'fanhrt'otf. rdso l}a"qm T

Propo sicuSn I-2

L)nﬁ_canqn'ljo a“ cesy Pry de uddorasf es li- :

_ntjalm'e_'n'i'q."indwpandmnh.; 6 I-;n re.hé.‘io’n.

\19‘_ + °",' + \rnr =O

: ,‘v::,r,vf;so‘amcni'z es posublc coan do >~i"' . -' e \r - ° *




3=

: "En parh cul'ar

@ E' °°“-'°"+° *{H}_.¢.v¢‘5"lin¢$lm¢h*¢"' i‘4ﬁdép¢n»d§¢n-}¢;" S

'sogsolo si A+ 0O

b) Si un conjunto { Ay 5 e )Rr} es linealmante de-

pendiente, entonces cualgojer conjunto que lo
~ contenga, digamos S @y, ..oy Be Ayl 5o ,g”,}
¢5 tambidn lincalmante dependiente. |

c) Si en un conjunto de vectores uno de ellos es G,

~entonces el conjunto es lingalmante dap'a.r_\dian-

te.

i d) Cua\q.mer subconjunto. dq_ un CO“_]DV'\"'O \mo.a\- L

mani'e mdcpcndmn{-c dc ucc’rorcﬁ e Imca\-'

"““*" md'I-PGndlcnﬁ (¢ ¢s \mcalmcnh \nda- RS

e pandmn'\-z ‘pof‘ dQ‘Flmmdf\\

'D¢4:m|c..6n ‘I.- 14

Un con_‘un'l-o p,“ Oy nr d¢ uu{'orcs dclRﬂ o |

UNR BHSE dcl sobesp-amo m{-on'al w do R" it
‘) { gi L B e ) nf } ¢$ |m¢a| mcn*@ |“d'.p¢nd‘en+¢{‘..f




_3‘2“_7
2) {“g“ veay n,- } 'slcnje'ra aw .

" NOTR I-2

El conjunto 5}' formado Gnicamante con el vec-

‘+or B de R" ¢s un subespacio vectorial de R"

(ver definicidn -5, primer caso particolan).

De acverdo con las convenciones acerca del
conjunto vaclo (ver definicidn I-6 , primer caso
particolar y proposicicn 1-2 , caso par_\-ic.u-
lar d), @ ¢s una base de {6}

e Pr0pos|c|on 3

7;"6: un sobcspamo u¢c+or|a| w dq, IR“ ¢s+a gane- e
‘-rado por r u¢c+or¢s ) cn+onc¢s cualqu\cr conwn+o
,f':'g;-ff-‘dz r+i ueci-orcs da. W es Imcalmcni'c dap‘l""
. J_;ﬁ{v*v"’da ente. |

D.émba‘l;r'ac'idn (por induc_cidn 66|b‘re "r)."

Suponcmos pnmcro que r= L g e}ue. w w\-a' gc-"' °
j;_r.._jmrado 'pof F\ 4:0 ) s, dccn"., w-{ ‘ARl \ER}
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Ncc¢s| +am05 d¢mos+rar q.u: 8§ +om$mos dos ucc-fri el
| .-l-orcs duahrﬂ'os By y By en W, istos Forman

on conjonto linealmente dependiente.

Sean Bi= AR y Bo= NpA. Como N+ %z,

alguna de estas N\, e¢s distinta de cero, dign-

mos '\_L‘-:-’ O. "Eh'\'onczs : Bg = _X.)_:"-;. Ej_
; 4

bJ

lo cual prueba la dependencia. lineal.

Supongamos ahora cierto el resvltado para r. |
Lo pro barcmos para v+ il Sopengsmos q.oe
Rj_, ciey Py, F\rﬂ gamran aw Y q_ue. B,, vee '
sery Br, Bret Brez 6 W '.chcmos probar q.uo.
 dstos uH-umos son lmaalmani’c dq.pendsmi-qs

e 'Podamos ascrobnr

"1'54.- °‘11 RL ¥k °‘Lr nr + )'1. nrH.

'bq_..- Olglni'\' ‘e .‘\'darﬂr + 5‘2 Rr.|.4_

0--’\0.-0"..-:.0. .....

o ;’5opon gamoa °+ue. 'a\ sona b“. [} dusamos X‘;, ’ G.s
d!fﬂ'm{'a da. cero N | |
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L’O.S' isdd*ores B, .- B Tl do.f-mudos -por i b

vBA, = Bg .._b:_. B_{_ g ¢ oy Bl‘-{-i ‘B\".’-z'_. b‘ﬂ-z By
81 '
pertenccen al espacio vaectorial W’ generado por

{ ALs---> Ar } y entonces, por hipdtesisde in-
duccidn { Bl s-- B,ru.} ¢s linealmente depen-

diente . Loego , existe una combinacidn lineal:
NBLt .. Ny By =0

con slguna N} & 0.

-Sus'\‘i+og d.ndo-' ob'\'cnzmo‘s )

: | = ‘o coa| P\"ocba ‘}uv. BL) veey Br+2} s h- _‘5 S

; ,malm ¢nhz dcpcnducn+c, pocs a\gun'a N ¢ o- T

| - Corolamo 1-3 -a

s un’ sub¢spac.io w.d-orra\ W d¢ 112“ esta 3¢n¢-:‘yl SRR

"Bdo Por r uc.c.’roms ¢n+onc¢.s cua\qot«.r con-' .

| ju\'ﬂ'o de md’s dc r Md-orzs dn. W es hnea\men\-o. ',

';i;"dc.pan dmni-a ‘Es‘l'o es con sacucnma dn. \a pTOPt)- :

slcién 'anhnor g dc l'a propoacuén I—Z, caso b
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Corolano I—S-b :

En R cvalquier conjunto da mds da n wac+ore5

¢s lineal mente dependiente.
En <fecto, en R™ hay conjuntos con n veckores

que generan R" (wer definicién T-6 , caso 2).

Demostraremos a continuacidn que todo con-
jun*o linealmente independiente de vectores
de W puede ‘extenderse® a una base do W.-

Para cllo demostraremos primero el sigui ente:

, Lemla:c-i

Sea { Biy...3Brb un con;un-l'o lm¢a|m¢n\-a. m-" :

| dq,Pmdmn{-e de uad'orcs da R" Y. W o 5ub¢s-’f . "

pamo ucd'orlal que. gc.ncra S B as un \MC- et

tor dc. R" ‘qua no ¢5+a en W, m+onc¢s

SE . { B,_ g einy 'Br » B } Qﬁ lmca\mm’re méapand\an- "3 ” 

te.

S Damosi-rac\on

suponga moa q,ue. :




=3

'En pnmgr lugarﬁmmos-quz : >\= ©, PU “’-5

B ’_énﬂ@sq contrario ﬁndr{a’mos qfue‘: |
B= [.._....._ B+ - +[.._\"§‘."_]Er

lo cual no es posible ya que B ¢ W. Enton-

ces la relacidn (1) queda:
NByt.. .+ N Be=73
y como {51, coy Be } es lin eélmcn+o. _i_ndc.peh— -

- diante tenemos Ny = .- “\r=0 En msumcn,

la condz cuSn 1) nmphca que +odas \as N 5°“, it

cero E es dac:r > { 31 y e g,', ,B } es \mza\—

o m¢n+¢ ‘ndeQndIQn"'QT

| Tcorzma -4

ﬁc.a W un ouba.sp'ac(o uc.ci-or\'a\ de, R"

{ Bly---y  Br } un ‘con Jun+o \maalmen*z mda.Pcn-..i'_

., dm.nhz da uad'ores de w ‘En+onc¢s c.ms'\-cn

wc’roms Br+5_, ...’, ‘b.-+,, e.n W +a\¢s que

\ { B'\ .3 - ¢ ;'51' ) B‘!"lvi. ) .4 'Br+-s } Qf’ un‘a baﬂ'ﬂ- dQ w




Clwe

~' "-5:',“7:77’1"“‘Dcmosfrac\dn Lo

Si { BL, o ‘Br} gcncra a ‘W no hag n-ada quz
damos+rar pues, eneste caso, ¢s vna base
de W. En elcaso contrario, si W, es e svbes-
pacio gezncrad? por { By .-y Br & y WiC W y
W) # W. Entonces podemos tomar un wector
Briy & (W=wWy) . Por ¢t lema antecior, el con-
~ junto {Bia .,15,-,]5,-”_} as lincalmente inde-
pendienta. | ;
Rhora bien, sieste 61+imo ganera W, ¢s una base
~de W y queda probade ¢l +eorema. En caso con-

‘+rar|o, proc.a.dicndo ¢n igual forma obtenemos on

w0 f-cmsunﬁ'o lincalmantae nndapcnd|cn+a. -TRR

i ..,'Br, B‘-ﬂ . Br.\.z } 'Esh. proccso da.bcz +erm\~;‘ -

~ nar ankas de qua r+s sea m‘egor que n, poes

7‘d¢ lo conh'ano obteandriamos mas da n uc.c\-ora.s

| ’Imcalmcni-q. mdapznd\cnhs wm r" (\9@\' coro\ano

I-a"b) Locgo, ¢x| 9+Q un‘a 5 +a‘ q,UQ {Bl, e

| ety B" Br*':h oo aBn-s c.s vna basc da w
- ”g a +¢or¢ma queda Pmbado T A
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3 '”'"ProPosucion 1—4‘ e ST

Todo sobcspacno uccl-onal do. IR -\'w.nq. base

Demostracion

Convinimos que si W= {'6}, tiene como base al
conjunto vacio (vaernota 1-2). Sea pues W=
{5 . Entonces hay en W uvactores distintos de
0. Sea BYEW, By+0T. {Bi} ¢s lincalmente
‘,indapandien'lfc y la proposicién s¢ sigue del

+cor_ema I-4. T

i ,Taorema I-5 | |
Todas Ias ‘bases de. un sobaspac\o W dq_ XE"

‘v.ﬂjgﬂ_-\l:-_qnm 2l mismo némero de elementos.

; Dvamoéy“'r}adén. - | S e Ul
‘ sca“ { gi,o‘ *s Rr} ibi.)' ’Bs} dQSbasas o

Cde W. Demos+rar¢mos que r=s.

En primer logar; ¢a que PLITRREN nr} gumara

Aa w Y %313 )Bs} es lmca\mcnhz mdapan—u“ '

, dm.n+¢ » pot el wm\‘ano I—s—a W.SuH-a quc sl—r_ o

";“Inmrhc.ndo b argum¢n+o rcsu\+'a quc. r..s yde




;vn_.:,,Dcﬁmclén 1'.-!2 e : e
LA D\MEN5\0N dQ un aubcspacno u¢c+oﬂa\ W R
de R" ¢s el némero de clementos de coalquier
base de W. |

Deafinicion T-13

‘Sean {\T +, o ,ﬂ(} { wW,®,0, |K} espa-
cios uac+0raale5 sobre K. - '
T: N —owW es ona TRRNSFORMRCloN Li-
NERL si N \91,\92 eV y VKEK 3¢ cumple

4) T (195_+‘92) T(GO @ T(Uz\)

2) T(K l91) kOT(\m

¢F|mc.\on I-H' ! L
"":_“’s. T es una +ransFofmac|dn \mul bigtc{-su-au" .
'fi_.d¢ \T e \AT, se dscc. q.ua. es un \5oMoR'F-‘\5MO
o q.oe \T ES. tsononFo A V\T (9,00. sc dc.no-\'a

q.ut.'. una Guncudn T c.a bugcchua =iy 5°|°f‘ff}j.-’_'} S
‘st tiene imursa y4 & T es ona -\'r-nsFormaew“ M-
md (T) i'anhuln Io u. e , S

2 :f;(ﬂ Ecculrdcu




D:F‘ nicién T-i5

**’,."f,Sca T una +rans-f-ormac|6n |m¢‘a| dc \Ten V\T
El KERNEL DET se define :

KZV‘T::{'BG.\TIT(U\::OW"} ’

donde O @es ¢l neutro de {V\T,Q}.

Teorema 1-6

"‘.Sv;a T una transformacién lineal de ¥V en wW.
:T(O\T) = Ow donde Oyg,O0w sOn respec~

o Hivemente los nevtros de (V] g {w,ef.

Dcm‘os ‘\‘racio'n

- T cov\.. T(0v+ov) T(o\r)eT(O\T) T

""-‘_ﬁ‘-t,;’,»:Tc.omm'a I-?

‘5¢a T una +ran5?ormacnon lmeal do. \TcnvsT
1' ¢5 mvac-rwn s 3 so\o 5\ kch=- {OV}

= .;_Demo s‘l'racuon a) c.ondocuén nccc.sana

_‘,-:"ffSQan T one +ran5'Formac.|on lines! mgcchua |
oo de .\T . vT g \98 Kch T’or damosi-rar o= Oq-




L - 41-3 LRk

Ya Q-M. \9€ KCfT T(G)""Omr, PQ"O ow-_
CTov) por el ‘hzorama I-0. Y ya %“‘Tcs e
lngachua , W=O0y. T

b) condicidn suficiente:
Sea T una trans formacidn lineal de Ven W

tal que Ker T= o\r} y sean w1, €V
tales que T(og) =T (vx) con wi+u,.

Por demostrar : W = bz, ¢s decir, Tes
iny q_'c{-’i'ua. o I
T - T(wz) = oW = T (94-95) lo ‘}UQ sig-
| m{:lca gue - (54~ 18;) € KQrT 4 como: Kq_rT—-» _
. {O\T} i c.oncluumos q_oc lsi-Uz = O\T H

'r"',por‘-"'ar}fo__ \91‘,-'-‘92 T L

" Teorema T-%

Sea T: \T——W\T un |5omor{1|smo y
{ \s;_,.:f »"n } c \T una base dc \T 'En-\-onccs

{T(GL\, .o , T'(wn\ } s una base da V\T

(En p'af"h cu\ar la d.mansnon da \]'q,s ,3031 a o

ladc V\T)M




. Do.mosi'racmn

oy {T(wn
de pendi ente.

Prueba: |

~ Sea [KLGT(\SQ] @...0[kn0TMy] =
= 0w = T (Kg-0;) @...Q'T(Kn'\"n\ :

g y pbr tanto (Ke-w) +. .. +(kq-Un)= Oy.

~ Como { i, . wn} ¢s linealmenta inde-

~pendiente; Ki=...= Kn=0,donde ©

s cl ncuh‘o bajo la operacién « da K. T

2) {T(wﬂ o T(\sn\ } genera a \,\T

.y 'r (“n) } dé‘“";"ési'rﬁ'ah"{q;';n..- e e

b e Prua.ba Sv.a w 6 V\T Como Tc.s mbrﬁgzc- i

. -hua 3 u E \7 } T(tﬂ = u) \3 como

i w-(m \91)+ +(Kn @n‘ 4 por. ‘° +°"+°

1 ~-"T(\9\" w =T (KL Uﬂ + -\- (\(n.@n)] -

G Tm wﬁe T(Kn w.n SR
[KLQ T(@l)] e e[Kn @T(Uny].- w T




o Dc-menol'l I.-lb

az-

Un. sns'l‘cma dc m ecuacnoncs lmcalcs con n

incognitas , ¢5 un sistema del +lpo :

Qu Xg + .. .+ Qp¥p = Ky
Qoy Xg + ... ¥+ UppnXn = Kp

L] 4 L ® 9 s f # & & & & 3 s " @ L] -

Ami X + . - - + Qmn¥%n = Km

donda los coeficientes a,;j de las‘inco’gni{?as"
X; 9 los +drminos libres K; =@ supondrs
q.ua Son numeros re'alzs, aonq.uz todo lo
que se duga \9a\dra paraa caso en qoe di-
_chos némeros se +oman de on campo ar- g
Cbiteene. | 45

o VVA."DQF;mcmn I—\?

ncs g n co\umnas

Al slsi’ama ani'cnor' se. lc aaoman dos ma-\-rt-} o
ccg \-a MaTmz DEL 5\5TEMR do.m rcnglo-

SRS EOIE




- yla maf'rlz aum¢n+ada con |05 +zrmm05 hbres,

"-'.dc m. rcngloncs y n+i columnas

e | T

Convencidn T-2

Dcno+arcmoa con By, ...,'Bn a las co\um—

nas de A :

----------------

‘Con K dzno+aramos \'a c°|umna dg los +Qr_. S

‘.mmos lsbrcs L R AT
| K# ;_(‘K'L' R K,,',)

BL,': .'-;'Bn','K son 'mcc-\-brcs‘ de’lR'" "Er\'+on-:f“" |

ces el sisfcma pucde a.sc.nbursc e.n -Forma'_ |

T:Tf_j__w.d-orral con ona so!a a.cuac\on

:‘_._L*M‘BL,+ L + ;XAﬁB‘n -é K .




;.'.»:‘.:Dzﬁmcnon I-ta

'V'-*Dcrcmos qoe on ucd‘or 5= (AL, e+ 3bn) de
R™ ¢s sowucioN peL sisTEMA y 31 S aes solo-

cidn de cada una de las gcuaciones del sis-

tema, e¢s decir, si

- En o'l'ras pa\abras , S5= (A;_, ¢« 3 Bn) es

& solucmn si g 5olo si

AiBi. + '.~  . '\" bn'bn = K .

,»j:_‘?.ﬁ_}“fkfr\al da “2 gcnerado -por {'51_, . ,Bn}

o ‘Dd’mumon I-lq

En ¢s+o_ caso. K pcrhnece. a\ ‘50bc5p'a<:|o md-o-";]* B

- -‘,J,Un s:s+¢ma -.w. Ilama HOMOG.ENEO °i K" o ,'  S

¢s da.c.r; =i KL:-.’; - Km== o : i Vel




-f4b-"v‘

: ~‘D¢Fm|c|6n 1:-'20

'S¢ dice que EL RANGO 'DE ONA MATRVZ |

Q4. . . Qyn
n'—__: o.oo-o'n-oo

es r air asla d:mansnon del subc.epamo wec-

" torial de R" ‘genarado por los renglones

= (Qyy, « « oy Qp)

- Rm = (Amy, . - ‘-samn-.\ .

Eu|d¢n+¢mcn+¢ se hcna que r&m, Qdamas, S

L 93 ‘¥°¢ -Rh . a'Rm Per+¢nac¢n a R y \a du-

f;’mens-én r dcl 5ub¢5p'aCl0 q.uq. gencran 15

manm- o nsual '='|-u¢ n. Es dacu- SR o B

o ,\-"'.'_,“Dz mos+rar¢m05 ahora q.oc. o rango ¢s ugual

,,‘»«w":+amb\cn a l'a damcn Gan dc\ asP'amo ch'cnat/,;]-‘:v\_-‘,f,{'_

S gencrado por \-as co\omnas ‘Eed'o sars c.onsq.—'.f o

| "',cucncua dal +¢or¢ma '1'.-10
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" Empecemos demostrando @ siguiente:
Teorema T-9 | '
Un conjunto de uvectores de R" R n;, e s ,ns}
(s<n) e¢s lineal mente dependiente siy sélo
si todos los deter minantes de sxs forma-

dos con las coordenadas de los Vactores

son caro.

Damostracidn |

Consldcramos primero a.l caso s=2. Sean
Q-— (0.1,,. Gn) gB-(bi,...,bn)._':
supongamos que son linealmente dcpendmn- |

+¢5 ) decir, que

.’ ,s‘ c_”q'v oo.9+(55=0

con oLc @ dushn'\'os de ccro 'D-gamos quz
p-.‘o 'Para cada 1_ :L ey n +¢n¢mos qw_ '

En'l'o n c¢5

oLa,,+($b da,mb, Lit

a., all
0 0




A

o U] eomo @ao,tnenos
ve |
P g
= O , es decir, todos los
bi b;l

determinantes de 2x2
formados con las coordenadas de Ay® son
cero. |
Inversamente , suPong-avhos que para toda

_pareja
P J a; O.J'

bi b;

| Veremos entonces que Ay B son \mca\man‘\'c -

= 0.

depandmn\-es Si A=3 no hoy nada q.uc. dc.— |
';» ‘.","-mosi-rar. Sopon g'amoa puas quq. H * ° y por |
i o q.ua a\gona coordcmada de A es d|s+m+a .

o de caro. Supongamtﬁ . p—ara {-'-acn\\ \'ar \a cs- |

"'i:""flcrr\-ura q.uc a“c.o 'En’roncze

" _‘(-ba H + GI.B (-bﬂ(’(ll’, .Qtﬁ + Qi(bla ey bﬂ) = O
“ ._ff-gfzpuaﬁ P°" h\po‘\'cﬁls ng', G,‘b;. - o nhora LR
'f:'i*buzm \.&a Quc ay #'0 a rclacuon (-bﬂﬂ *‘315’ ° P

L "vpruw.ba \a dapendcncua lmca\




' Lademostracidn dal teorema se hace por induceion.
Para cvitar una notacién complicada, solamchh se-
fialaremos <«dmo del caso o=2 se deduce el caso
S==.

Sean A= (ay,...,Qp), B=(by,...sbg), C= (cg,..., ).
Svupongamos primero que {n, b,c} 25 linealmente

dependiente. Entonws hay una combinacién lineal:
otR + (SB +$C =0

- con algun coefi cuen'\'c distinto de cero . Suponga-

- mos que Y 0. Tenamos entonces qoe, para +oda |

: daa*@b¢+xcg=°

V'}»i'Por |o +an+o, 7 EER TR e L

|0 tRhi PG oQj4pbj Hpc; elpgtPbytped




. ‘...'5'6_

" ‘J COmO x-ﬁ O rcsoH'a ﬁuc. +odos Ios dchrmnnanhs:-- b

‘;:dc. ax'ﬂ Formados con las coordcnadas de R,B c
Son cero.

Inuversamente, supongamos ahora que +odos esos
daterminantes son cero. Si 9,3} ¢s lincalmante
dependiente , tambidn {g,u,c} loes y no hay
nada que probar. Supondremos pues que {g)aj
@5 linealmente independiante . Entonces, por hipd-

fesis da induccién , algin determinante
’ - ‘ 1AL QjA

bi b_,
;‘Qs d|s+m+o de cero. Sm pdrd-da de gana.ral\dad

' ‘.'ponMOs 5uponcr quc.

-va'i‘ . a

© Usmemos e




Tmcmosq.oa. para toda ki

| a, Q QA |
o =|bi by bkl= olag s @bk +4ck
Cy ©Cp Cg
~ de donde _
olf 4 (5'6 +)C =0
| g como $+0, { A,B,C} es lmo.almznh. dq.-v

pcndmn*\'c., con lo que t;,oa.d'a -probaclo ¢| i-core-} :

o ,,Tzor ema x- 10

E‘ rango dQ un'a m-a+r.z g Q& r 6! ‘5 ‘oto 5| Q\({s- R

':+¢.‘ una subma+r|z da. rxr dq, R cugo dc.‘l'crml-f

'\’nan'h ¢s dushn‘!‘o dc. ccro g, adcmas > los dc—’. &

£ }armnmwl-cs de +odas laa wbma-i-r-cu dq. oxs

con a)r son’ caro.»

= ",szcmoefracuon

¢s_ d r'ango de,R por dd:lﬂ'c“’“ “‘5“" "

ngloncs lmcnlmcnh. indcpcndmnhs. 'Pof c\

+eorema uvd-anor hag una sub m-l-r.-z_ d¢ ,.,". Cugo“f:'"‘_‘?,:F,:;'jii.“_»




u.ehrmm'ani'e. c.s das‘fm'\'o da. aro. Rhora bien'; si
""“"‘s>r ) s rcng(oncs son s\ampm Imcalman‘l‘t dcpcn-
| dncn{-cs . Llucgo » sequn ¢l teorema anterior , Fodos
los determinantes de las submé?riccs»dc SXS SONn -

cero.

_‘Corolnno Ir-i0-a

O El rango deuna ma-h-\z es igual » s dumansmn dc.l"

subcsrsacuo \Nd'onal gtznerado por |as columnus.,

Coro\ano I iO b

Una mah'\z da. m:n Qs da rango n s. g 56\0 :n su

f‘fda+¢rmman+¢ o d: s+m+o da. ccro. o

Teorams T-1L




| V--:;'I","-‘En parhculaf‘ s

o ALB‘ + f“:‘An'Bn

| Es+o aqo:uahz a decnr q.oo. Kpdf"'GﬂGCﬂ al 5uba.s~ o

pacio V de R™ generado por {Ei,...,Bn} y o
“cval ocorre si y sdlo si V as igbal al sobespacio uw
_"gancrado Por { Bi,..-; Ba, K } Y eomo Vo UL

- ¢s+o ocorre si Y sélo i Vy u. hencn la misma di-

| mansudn y © sea, :n y ocSlo si los rangos da \a m-a- L

+riz da.l s\s+¢ma g de Ia mahnz aumcnfada son

o 7: _ ‘guales- T

: a) U“ S\s'h.ma dQ n ¢C03Clones con n mcogm{-as;«

"“"i-l-al q.ua ¢.I d¢+¢r mman‘rrc aca di_s+mi'o dc ‘mro
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b) Todo sistema homogcneo +m.n¢ 5oluc|on, pues. a
~ rango de la matriz aumentada es igoal al rango
de la matriz del sistema. (Observar simplemen-

+Q, q,UQ (0,0, - .,O) Qs GOtUC‘O,n \.

¢) Unsistema de m ecvaciones con n incégnitas
con m4n y rango ram tiene siempre solo-
cion. En efecto, el rango-de Is mahiz avman-

tada no poa.da sqr m'agor quz m pues zs{a es
 de mx(nﬂ.)

| ‘UN sus-rEMR Homoc—.smzo unr d¢¥ ::-m do. ¢cuac.o—.ﬁ;;:

' ,‘ncs lmcales ¢s un ms'l'cma da.l +:po

Cluxi-i' +men- O

Qmi\(i-i- . +Oman = 0

. 5. :omo -an+¢s dcno+amos con ‘B;_,...,Bn a los

‘"”ff;:,‘_;uc.c‘\-ous dc Rm“ ,cUBas wordcnadas son las c.o\um-
_.,.fj:ln'as dc. la mﬂ-n

Cobier

2 d',‘ 5|5+.ma ’ ¢5+¢ Sﬂ. Puldt “cf'-‘ “1-15,‘



f'.55"' |
‘ ObSC"\M mos ‘an‘-l'cs que nada Q.DC ‘05 ‘si:s-}-q_m'ae‘ hd}f D e
mogdneos siempre +ienen a (0,0, . ..,0) como =o-

locion, pues: .
‘ OBL+o-c+ an= o .

Denotamos con W al subeonjunto de R™ formado
por todos los wectores S= (b4, . --> dn) que

sean solucidn del sistema:
"SEW siysblosi S Bi+...+ baBn=0 .

.'Pror.»osncnon I~ 5,

El conjynto W da. +odas las so|oc|on¢5 de un sis-

+ema homogdneo da..acuaq-onc.s lingsles

M'BH +.‘x;5'3.‘{='[ s

' _'¢s un sobcspacuo ucc'l'onal dc. 'lR"

o }_;i‘:i.‘ngoshac\dn

s Vcrcmos que ' w complc lag +r¢s c.ondnc.uonas de. la :

"f,“_:;dq_Gmucndn dc wbcsP-acuo \sccfonal (\ur dt." I-B)

Coees: MBLE...h MrBn=

” *”f.',sm S= tu,...,m T= (u, .-,&..) ew ‘En:,on- 5

hb;-l- e .+¥nﬁn=- O




5 _‘-por lo que

e
B dt dondc y o o
AH'{H) By "l" .+ (Dn+‘hn)3n‘= o.
Lucgo (s+T) EW,

Euvidentemente, como antes cbservamos, O & W.

Ademas, si seW y Ne R, tenemos que:

4By + . . .+ AgBn = 0

de donde »
X(Airbi"‘. . .+Aan);"- o ,

()mo’es,,i- +(>\,¢,n)bn ;—7 5 .

--'Poég'rconsi gun‘cn‘\'c | (XAL, “iey \An) = \5 € W, c.on

Vlo q.oa. +¢rmmamos de dcmos+rar \-a 'prOpO sucuonT

o Tcorcma I— |2

E 5¢a {BL 3 'Br ' Una basz dc.\ 5uba.spac|o | o
:'.'.UQC"’Of!a' V d¢ Rlﬂ 9¢n¢r3d0 P“ “5 CO‘Um“as
- | { 51)'-"30} del stshma' R o

) \qm+ . + Xn'bn = K

'-'j__'.q.uc. soyaondrcmoa +\¢n¢ solocmn. _' L
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l;:,'En'l'onccs. dados n-r numa.ros Ar“ ) A,-ﬂ, SR

eey Ag existen v ndmeros, unicos, AL,AQ,..

..y Ay tales que:
s= (AL,..!,A",A"-’-L,UO"A“)
‘¢s vna solvcidn del sistema.

Demostracidn

"Formemos el vector :

C= BrayBras + . .. 4 DB

: fY'u‘qoz ,iBL, -« 3B 'gcmraﬁ aV, lb -aﬁi'fz;\‘b'r ;\n- 3

»k'dlca q.oc CeV. Como +ambu.n K eN ) pocs supo_ R

e ‘_“ncmos q.uc. o us’l'cma tiene solucién , resv Ha que. i

(K"c-) SV 'Por cons\ gmdn“’ﬂ, K"C cs combmacién

",”:f;lmta\ de {u, ...;'Br} ) e dccw e sten numc-'iﬂi‘";y' i

i ros A;,...,br -\-a\cs qoc

| ‘i?;ﬁ dc dondc

K.G -bLBL+O . +Arar,

ALB; -I- i + br'br + br-u Br-u. -l-. . .+ Anﬁn = K ’

lo cual dcmuo.s-ha q.uc 5 ¢s solomon. e i




- -s3-

| Probaremos |a unicidad dq. loa numeros Ai,--o,br |

'Si hobiera ofros nimeros PYRYY +a|¢s g,uo.-
? ’
= (b4, c0ydbr) bpggqe s dn)

foera tambidn solucidn, entonces 5-5'= K-K=0,
de donde,
(34 -8{)B1 + ...+ (br=37)Br = O

| 1o cval implica que Ay - As, =0 yees :br Ar =0,
pu¢s+o Jue {B;\_, ceoyBe } as Imealmcnﬂ. mdc- o
_'pc.nda ante por s¢r base. A
Loego, A= A, ,Ar-—Ar -
: chun \a umcndad q,oe. acabBMOS dﬂ- damos+rar

‘ Yé_ba_;o |a hupo'l'es-s an‘\cruor E para qua doz sn\oc.o-'."i‘g’vf |

v:has s«n ngualcs y. bas'\-a C),ua +¢ﬂgan ‘303‘“ ‘as
| _»":ul'\'nmas n-r coordcnadas. | | 5
nph qucmos ahora cshz rcsuHado a msi-cmas ho_ Sy

‘-~,;mog¢n¢o=. S e e e e e

o ";_:["-‘TQOMMG :r.- 1'5

s. \I es cl aubcspaclo w.d-onal d¢ R'" 9¢ﬂ¢fad°

’":“-;-:,,"Por \-as co\omnas da. ln mah-uz da un sssicma



e
homogenes : ‘
' X¢By + .. . + XnBpa= O
y W es el subespacio de R" formado con todas

las soluciones del sistema , entonces
dimV + dim W= n .

"Demostracidn

Consideremos las sigvientes n-r soluciones corres- -
pondmni-cs a los valores de dreg;: 5 dn qucwns- .
-lan de L g o los daemds (su existancia qucda ase-

! ) ,gorada por. al +¢or¢ma ::-1'2)
51- (ALL’A‘Q,.-',AL’U’L O,-..,O)

2- (621, bez,iu-,Aer,o l.,...,O\

‘,f'o-‘Io--oA-oa.'-‘-..o-r.oo-oc*co.'.;'

L ,5n-r= (hn-ra.abnrza-- an-rr 7°°)" 71-)

[,‘. ;: ’i'-' Dcmos harcmos goc. * 51, ...,sn.r cs una buc d¢ -
: w 'En pnmcr \ugav, c.e linaalmmfc lndtpcnd"'l""-’ o S
UIH},'PU« une- dc. los d¢+¢rmnan+¢s {’ormados con sos coo\'-‘r T

"'.dcnndu u dushn'\'o dc mro o L




o o . . .1

Veremos shora que { SL45:.++ ) On-r } genera a W.

5¢a 5= (AL,- . o,b", br*i, q.-,An) ma SO\OC.‘C’H\

cvalquiera. El vector:
S = Mrad 51 +.o..t An'f?‘n-'-:r' ;

(c.ons+ru do vsando las ulhmas n-r coordanadas

de 5) p¢r+¢n¢ca a W-. Poas 51., .--,5.-...|- EW ”
Un c-dlculo d|r¢c+o prua.ba q»c 5" es dc \a {%rma i |

5"‘ (b‘_, -‘Qb" )b".‘.‘_,ouo,b“)

Rel poas, s 3‘5’ -I-:ancn sus o\hmas n-r coordma- |

das ugoalca » POC lo que. (ucasc |'a umcudad an G\

‘ +¢or¢ma :—12) 5= s’ '5 5ew > c.on lo q‘ue v,uo.da |

P"obado ¢l ~|-comma. T




—et-

" Corolario T-13

La dimensicn del subespacio W de solucionas de

un sistema homogdneo de ecuaciones lincales as
dimV = n-r

en donde n as el nimero de incdgnitas y r es o

rango.

Definicidn T-24

(SISTEMR HOMOGENED RSOCIADO).

' Dado on sistema de ccoacio}'ncs, lincales :
x;‘m ok xnbﬁ =K (D
rsc. \c. asoma g sus'\'cma homogn.nn.o

xibl + +' Xn'Bn= 6 (1)

s 5upondr¢mos que (13 -hcm oolocmn . Sca 3 una

" solucion do. (I) “En a.l eugoiznh. +¢or¢ma ac.dcgcn- o

'-3:."‘b¢n 'l-odlo las soh:ct oncs dc (I) a pnr'hr da.

! g dc\ subcspucio dc ooluclonco dc (I\




—¢2-

 Teovema I-i4

_Toda solocion T dal sistema (T) es de |a forma
T=54+5 ,

en donde 5 @s una solucidn fija de (T) 4 S re-

corra fodms las sclociones de (I).

Damostracidn

Saa 5‘= (AL, ‘e .,-An) 4Una solucidn de(x) y
B m (B, .3 B0) & solucién dada de (M.

Entonces S+ S s solocidn de (I) pues

‘(Aun)bl +' v +'-(bo+l_n)Bn -

.775"" (Amg + ..+Annn) + (5 um +.  +fﬁ‘h".?-.‘fﬂ‘-f:‘~.f

- o + K _ K

,_Inucrsamcn*\-h 6 Tm Hu., . ..,in) c.s so\ocmnvf i

dc (I\ ‘\-cncmos q,uv..




de donde, o |
(b,-20) BL +. ..+ (kn-2Bn) B =
= (t1Pg+.. .+ 'l:n'Bn)-.-(FiBi +...+B80Bn)=

= K-K =0 ) 0 s¢@ T-35 assolucidn
de(I). Si llamamos S=T-3 a esta solucidn,
t+enemos que T= 5+ 5, con lo que queda pro-
bado al +eorema. T

_'Esi'c. teorema sirve -para describir conua.mcn'\'z-
| m¢n+c al conjonto de so\uc;onas da un scs‘\'ama
: 'En chd-o, bas’ra dar yn vector 5 [una eo\u-

cidn particolar de M7 gun = ba.spacm u¢c+o- |

| **raat W Lelde las -.oluaonae d« (1)] Todas

1'05 so\ociom.s dq.! s;shzma son cn‘h)nccs de. la i
%rma 5+3 con 5E.W St
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e ﬁtfiniciJA“I:;l

Serdn DIMEN SIONES FUNDAMENTALES ? . la maea,

la longitud, @l +iempo, la carga aldctrica y la

 4emperatura.

Convencion IX-1

Las dimansiones fundamentales se rdpr¢a¢n+§rdn:
}L = Ma%3 ’ N = |ongi+ud
T = tiempo , Y = carga aldctrica

| y - 8 = +¢fﬁp¢ga{;ura .

,b"DcFimc.non I"Q

5: \lnmnra ‘PRT!ON szamo a co'al qmc.r umdnd

; :Iddm. da p-ra ma.dnr nlgona dmgm.on Qo"d'"‘"‘*at,f i
e “ » ‘Sc. h"" d““"" H""""‘ @“Jdn*ds dt. ‘dt'mycn-‘lom foh da- o

- mentales. Por. sjemplo, ono oy um;unh sl escagido en
b uh traenjo esal an,nm o {j T, 0} endonde %,

es e fuerza; que viene » wohhm sla masacy
e :‘uoﬁdmcns«h 'Funz

o aimnﬂdn da h mu- u\'a ¢t'\"

T, ¥, 0 repremntan \ne mismus dimensionss que squi Sl

it amentsl.” 9. ﬁ €8 dimensién fona- >
T dementaly ent onces por Ia 2% ch dc ﬂcwhn ’ Is SRR e s

"3“‘";1”;-0}\'0 qcnplo lltl ilgmcn‘h tn mglmau d(dnca l.| LT

S cam'.cpi-o dt mesy noes ms vsedo. g e ms«omc(-'; ey




Ndtese que la def. -2 es muy amplia, pues ;"or‘ cjcmplo,
acapta como patrones primarios para la longitud

al matro y 3 todos sus miltiplos . En realidad, pa-
ra una dimensidh fundamental dada podamos definir

tantos patrones primarios como quaramos.

Definicidn T-3 o _ o

CEl CONJUNTO & DE LAS uNIDADES se daefine como';.
i = { U | U= MQAETcwé@‘ N a,b,c,d,zc ]R y

M AT, Y, ® eon rcspcc'l'mammh. cualuqumra
. p‘l{-ronu pnmanos para Iu \ T

|  " yueb.
Conumcidn -2 5 o

En hdo (o ugmq.n-h. supon drcmos q.ut M A T \[ ®

. cuMPLnM womam.u\nure LAs uw-a nn Los upou:um

.....

",ri« ushmbn. -dopi"f d pohmid d(druw oo l\guw. gh.

. werisble Yeldctrica® como dimensién fundamental enb-
v gur de e masa. Tambidn,. ys que los campos electrostdti
S o eon. comnuhoumcnfc poco importentes m ingente-

7 efa’alCebricn’, @8 conveniente en |3 préctics emplewe
w jwcorriante 4 eomo ‘dimensién Fondemantal en vazde

- lu carge’ ‘aldetricn. Como ol pmdud-o Livesla pohmm -
e\detrica i la dimensién de a masa esentonees 1 .
oUW EBL 0, Bl conjonto dcdmcnsims #ond-mcnhm'.n G

mguum eldetrica an {D ‘A t,L. ey t
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| Defimicién T4

£l CONJUNTO DE LAS MEDIDAS ABSOLOTAS ¢s:

= - {Xl X=rU, reR? gUei} :

 Definicion IL~5 ; R e
Dada Xe= E con X-rU:rMal\t.,Tf"\l"‘@‘,- '

' e chinc :

D(x) /u“X" }&"9‘

R D(\O se e llamaﬂ LA nmzuslon bs. % .

‘_"D(.‘Fumcion x-6 LnTEend .
o 5. 'D(%\ =4, s d.ra q.uc. X €S RDMENmONQL

{ “dmlf'hu q.U'. Cﬂ ‘l'a\ C‘OO » x c R"' S

: D (Fmﬁddn ]I'. '-1'
’,:,_ii'D-ados w.,L ¢ = g U, e !
«con x..r‘ - M A. T‘\l’ ® g

q U,- M, A"TJ Y ®F ‘;',’ u dc(-'mc.




uNICO .

-;bt—
) 1;,()(,.)-_.- Xj con Xj=riUj €= .
-1

2). Tji = (T“_j)

cuyo algoritmo es:
. M -

F/_"‘-,I = ‘F/u".l —I\K:- ’ F\“ = $>\ij ._KJ: ’
| o _ e .
Frij = Fr;.j -1-}- ’ Ffij = {:Vij -IL' Y Fpy=1-
g 'F};*J , 'F)H'J » Fl‘q Fvu € R p'ara cada (4.,3)

 ¢| \ud-or (*F,;‘J,FM_J, .C‘J, 'F'h, ) ) € 125 | -

"{""‘Q‘Clnramm{'g “ 0 A ‘ S
(m “(‘/u. *xu Foii Fv i '&)(M, A"T w‘®‘)f”"f*“ﬂ’ji-i-‘-*
- r U,‘ XJ e ‘

N © '|'¢s¢. q.uc. :D(‘h.) - D (Xﬁ

»‘ lﬂ se dt‘mc ltl»;“_"ipfof‘ﬂ Iu h-nsf-omui‘n de hvnpcr
: “furas no ¢ lingal. Ver Jl.ﬂmc‘on dg uomatulmao 'ou
l\n»ownm.(do‘,_z-ﬂ)-», Py SN



e

T ) Hiana ta forma:
TJ‘ ()(J) = ,‘LJL '-F'%” Fr.l‘ FVJ*‘F e Xj , donde.

> i
s P4 =
T Yo P

4 { .

)

Faji =

th‘- ] -
Tiy

o R T se le lamarad +ransFormacnon de uni i da des
; v“:‘g a Fﬁq y. F\ ij > Ft: i 'F'-y.u ) Fa‘l r}c.sPa.c.hoa- ._
e 'rmcnl'e fgd'orcs de conuarsnon de |a masa, la lon-
‘:;ﬁ,}l}.fgdod, a.l 'Hcmpo , la cars'a ¢|¢c‘|'n<a y la *'cmpz- - | .
‘:ral-ura d¢ la omdtd U.. als omda& U,

f“:f_.:COnOCncaon s L
i En c.l dcs-rrallo sguunh, dado un con]uni'o dc. \n—:' Sl
"‘b\“ {"h RRE Xn c = "'odn ¢l¢m¢n+o dd

con,oni-o ¢sl‘ara ¢xpr¢.sado con |os mcsmos pa-'] |

‘f,_‘:'ironcs pnm:rmS. ¢6 d“" ’




. Definicién T-8 |
Dado {XL, ...,x.,} C =i, LA MATRIZ DIMENSIO-
NARL de aste conjunto de variables es un arreglo:

Q_L Qg s e e Qn
b‘. ‘ b2 . . . bn

d w—

 donde a; es el exponente de M en DIxi)
S b‘: now E " N " no
: : ‘, d‘,  ||' | . " 5 ; | " v "o n::_ -

. Para mayor claridad fambién se puede ascribir:

L
b b .. be




& ‘Dado {*1 s oo Xn }C = =2 define «l conjunto
‘de los PRODUCTOS ADIMENSIONALES de las ua-

vr;lablts xi, ...,Xn H
Tl (XL,.--,X,-.):.-.{’I\" M= (XQ co . (Xn ~5 CON

(Kg,..-,Kn)Emn ’, -D"“) i'}

. Nd\-csc q,uc +odo "n'ETI l-am\mcn me IR+

Tcorcma I—-L-t f »i f' :




‘Demostracidn : : o L : L .

Sea

( rl MQ"AB‘_’TCL _\ud‘ @‘L)KL. . 7..

! ( rh MOn Abn Cn -\Edn ®q“ )“ﬂ ;_ : : - :
*' -= 'f'j,(f‘f_f e ") ( N\alk“" "fa'_‘“" ) e

. '+._¢n"n' i



Definicidn X-10
Dado T1 (X;.,”...,Y.n); se definan :

Do: Vm,meTl , moW="m-m,
. | ‘donde * ¢s la ,mo“\‘ipli caciép' dcl.lmi-’-.
" meros reales. -




 Proeba: (M 8MR)0 My = (M- W)+ Ty =

iy




'~15- 7 ":U

_LComo TT- 'lTn 'TT 'Wm 5 '|T" "Tn = '.-'ﬂ'“ 'TTm
por ‘\'avﬂ'o ’ﬂ'n— Mo = 1, T |

Existencia de inversos : Yarell, 31 ET-]‘ e
| | Mo TM; = L=T o,
Pruceba : Sean I, W, € T1 con M=4/1

(e ) = -1 =7 (4/7) = Wﬂﬂ-'rr--i.T

Conmutatividad : M oM, =T, oM, ¥ meTl.

,_;*Péuiba ;O M o Tr,_ = .’Tl] ’ITZ_’TI}_ "TL = ’\Tzﬂ'“l ‘I‘

| Pbr \o 'l'an'\'o { Tl o } s STUP-Q '_‘able\\"afnq o

'{.(4), d¢. la sz :-— S e e o

T{-H'z) A "T"'(\"&A'TI') D (rzA‘Tr)

e

rlA ’lT)ll(rzA’“' )




m’) o (1r;) (r mm Q (rmm]‘

Il

| C-) \”LA (rz AT\-) = (rl rz) A'TT

. Prua.\oa ri A (rz A'ﬂ') Ty . A ('IT z.) =




{W) ®,0, ”lR} dé;’un dsﬁ'ﬂcio is.«zé"\?lorial ’"5bbr‘a,';_1&'. .

B Wzr dQFum c:on I~4 para @ g O)

‘_‘:Dcfmmnon I-iZ

Sean {w e,0, TR} ‘ {n a, A, TR} dos cs-:, 1 
::_;P-acnos ued-onnla.s sobrc IR ’.‘ ‘59. daFma.' Gl




P8

T(keL) = T‘[(kL+Q1,...,Kn‘+Qn)]-—.‘-
= O Lyt o

= (K™ - () (XDQL o (%) I T(K) & T(L\.T

T(r@K)'-‘-'vT[(TKL-,..-,Y'kn)_J:
=™ ) = T YT =
= [TKY = rm-m.T

)T-l-mno.m\sa.rsa B

Pruzb-a ! Sea 'TT== (Xﬂ (\(vﬂ unfprq:-‘
duc‘\‘o ad-mansmnal cua\gumfa e g ST
S T"L T-l‘—"bw s 1o Func-én cugo 'algom*mo
e T"(m=(kx,...- ,m T .

_,jr;"Por lo i'ani'o 'F ¢5 un |somor‘1’|sw\o o lo S\-U”-

v-.:}':f;‘-f"_;n”i‘¢S (o vmsmo W— T'l ‘ - L

}_:’Q:_;v‘:i,i;‘k"_:Corolarno '1[-3 a

T(o\ -—-L 'Es+o \o garan‘\'uzan \os ’Hzorcmas
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| Corolario T-3-b
- Si { Kiyoooy Kr} es ona base de W ¢n+on¢¢s

{T(KQ 3oy T(Ke) } ¢s una base de T1. En par-

ticolar dimW=dim T1. TEoto s consecuencia

‘de los teoremas I-8 y I-3.

= Corolaruo I-3-G
Un con‘.;uni'o {'m_, ..,1Tp}c'|_| es hno.almcn‘rq. N

. .:j}fmdepcnd»mh £ g solo si la ugua\dad

- SQ CUMP‘Q co“ )\1== . \ P=° so\'aman'\'q,

‘V\E‘Is‘l'o c.s c.on accoancia de. la proPos\c.\dn I-2 ,

_‘,d-c.l houma I:-% g dc\ +corema 13

'¥f§§f,D¢#.n.c‘dnn 13 o f

a:‘ma-l'nz do. C’lpoﬂCﬂ"’d.S dz oy,

un fafr"c’g,l‘;of ‘_ s E



My Ky Kig « « « Kyn
Mo | Koy Kzo - . - Kan

« n " a & & & ° & ¢ & & & B v 0

M| Kpr Kpa . . . Kpy

'donde al i-dsimo rcnglon estd Fermado por los ex-

-‘»_Pomnhs de \(1,... y ¥n an v.l i- deamo Fnoduch‘l’l’ .

i :":“:‘('orolano I—3 d

Una condnmon naccﬁarua 'y 50‘F|c|m+a. para q.uc. on

"";"'i_.c_on_‘ un+o { m 3o ’!fp de produc.+os -adimcnsm-”ff o

1-‘,,a}I¢.= s¢a l-ncalmcnh ""“Pcndnenh, a8 qoe los r!nf'
,sloncs de v;su'm-ai-ruz da ¢xpcncn~hzs scan hncalmenh,{.\_.
_mda.pcndun*l'cs W  _;.: , Al e

ﬁEai'o ¢5 c.on5¢cu¢nc|a dcl +¢or¢ma I-% 5 da.l hom—

7(5) Las Funcnoncs +ra‘\'adaa an c.l rts‘l'odl.l cap \'\'ulo oL
supondrd qua son’ funciones “BiEN COMPORTN:F\S“ ;
an c.l scnh o"dc__qu cump!cn con: losteoremas de

‘ 'pl(cn 1"“ g \a raglada e 'adma.




D¢Fmic|on ‘I-M SRS T
5¢an Y 'F(X_L,...-,xn) 3 XL,‘..-,Xn.,\I E E

y T una +ransformacidn de unidades cualquiara.

Y=F(XL,-.-3%n) ¢ DIMENSIONALMENTE HOMOGE~-

NER si @
. TLEXL, e Xp) ) =8 [TXD,. .., TXW]. 3

| .Né-l'a.s»c. gque lo que pide ¢s+a'd¢¥im'gtdn Zsque ¢

',T‘-"[,F (\(L,---,Xnn = -‘:-[T(XQ yored T(*n\j _

B sea. una |gualdad an ¢.I m-as ¢s+nc+o sc.nhdo dc. la o E

’v~-1fpaiabra (una .dcn‘i d'ad)

"‘Tc.owma 1-4

;;4_: L,. ..,n ’, un'a cco-a’cidn dumcnstona\mnh homo

cncat .,T una %\'ms%mactdn dc omdadcs coa\qu\cra
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T"or l'a chm.c.dn de homogenmdad dnmcnsuonal

T(Xq-&- e +Xn)—T(\(Q+ +T(‘Ln)

F::.Fc FvF; (\(L-l—.. +¥n)= Z Fb"F ;‘.F;‘:Xi .

La ecuacidn anterior debe ser una identidad, lo que

implica gque

En+onces : , |
o | 0. a‘ ] b-.-.b,l:", , c=¢; , dv’"'d.‘: y ¢= e S
e ~E5+o s|nglC'ﬂ q_ue ZD(‘”=‘ D(X‘,) . A’-" 5. v )n' .:~7  ‘

i Es \‘-acyl \wr Fue mmrhcndo ol argumzh‘\'o 5 la

T cond‘cnon ¢s +amb|o.n SuJFucmn‘i'tl, ‘O coal d¢\“0¢$‘

':»‘*Tc.orcma '1:-'5 -

'i,‘;‘~_r--'-'r.;ff+ra ¢I +¢oramaT e

s N= (Xi) ‘;‘.--;,(x,',) “eon’ XL, ..,‘Lne:--ﬂé‘f“

i’:l (“l, caey Kn) G R . El produci-o v c.s d'mmsuo-'}

i{;f‘na\mcnh homogd.’nc.o iy so\o e\ (KL,. ..,Kn) es

‘v;'funa so\ucidn dc.l snshma




‘birg + .. -anfn
Ciry + . . . +Cnhty
diras + . . . +dntn
@+ . . .+ eatn

i

©c 0 Tp

(L

i

Demostracion

| ‘5“ Y= (“1) (Xn)k“ Son prodoc+o dsﬁans;o— P |

"‘almcnh. homogcnco won:
L= r‘- MmA'b‘TQ\Yd‘ ®“ 3 ‘ .,‘1, . . 7 n > s

T \ma +rans§'ormauon dc um‘d-adn.s cualqmcra_ :

Por |'a dt?n mcton dc. homogyc.m‘nd-ad dumcnsuonal L
Tmn . -(x.o "1 T(x:*) : --T(y.,. )

G ;:‘(Nohse Q-uc. -T (X ‘) - [T(“‘nh )

Como h uowon anhznor dt.bc. sq.r una' tddn-\-u dad,

sc complo. quc v



o Q;F\ FCFV Fb"'[(*ﬂ “.. -(xn) ] G

ﬂ( F{"F‘“Fy?‘Fe‘) 1 VR

=1

y se comple:

»
CLKL+. o+ Cnk du:u-...w ¥ a,_lq +...4@nK
(Fz‘ ") (v ")(F, tnkn),

e ntn Y bn n
| F“RF FpRet= (R Hankny (b bonky

o 'En+onc¢s (Kiy - ,Kn) es so\uccon dal sw\-ama X,
e cual prucb-a que. la c.ondncuén es necesaria. ‘De '
:"','-fnuwo, la prucka da. su{-'acnzncra Er3 obtiane -Facnl— '

,f"mcn}a unmrhmdo Ql ordan dc. la -proq.b'a an‘hmor. =

'T‘o\o produd-o udnmcnmonal da. X;,,..-, \(.-. cs du- e

mmsuon-olmmh homoacnao. FA )

o }?D zmos’rracuon




fr,;__jcasc p-ar+.c.alar dcl s\shma :n_- 5 con as= b-cad-q.k-o

 Por t+anto, T ¢s dnmcnstona\m¢n+¢ h°"‘°3¢-n¢o T

Teorema I'-6

Sean Riy.-«r)%n,Y €=, con ‘I:r“N\aAch\yd@"

g Y= MEARTEYE@E | oy,

Eviste almenos un produc-\-o de \'a forma :

(‘lﬂ (\ln)

| 5! y stSlo si la ma’rruz dnmans»onal de. las varia-
- bles X4,..4,Xn posee q_l mismo remgo que la ma— o

+nz dumcnsoonal da lds. \sanab\cs Y, XL,.. ,‘I.n ‘

o Dzmoshac-o n

L'a condicuén da. q,uc. a.l produc.+o cxush ¢slaq.uc-lii

“uconms‘l-cn‘\'c., pucs (Iq_,...,kn) 1"5l uus-\-c-
soloc‘dn dul sushma I ‘Ia aa. d¢ mos-l-ro qw ¢l s;s-"
‘:l‘fam‘a I hena scluclon si g aolo ou cl rango d¢ \z

mwl'nz da.l sns-\'cnna X ¢5 nsoal a| ranso da su ma—, i

aomcni'-ada": locr -l'a.orcma 1:—15.3

ke a Ia oondm\on da q,ua. ¢| sns‘\'ama_k”]t“m L




L fu—»Tcorcma ]l.’-?

A -'F (‘ii ) n) ¢s s una -Funcndn dumeneaona man-

+e homogenca, en+onc¢s existe un producto dc Po-

tencias de las )9 que tiene la misma d\mcnslon que

Y.

Gorolario [-%

Cuaqumr Funcaon Y= ~F(‘l~1, .o -,Kn) dnmznsnonalmc_q

Rl homogtnca puede reducirse a la forma:
P=g (Xi, )‘Kn) en qua. ‘.D(P) .L

Dcmoshacuon

5ab¢mos g‘“ si N = {:(y‘_,.__,\(n) ¢5 dnmansnonai_,ﬁ |

oy m¢n+¢ homogcnca )y a.nfonccs axi 5+¢ on produd-o dc_ e

po'l'cnc»uas dc. Ias XL '|'a\ que su- d\'ﬂ@ﬂﬁlbn es |gual:f* o

i a la;"‘_ Q Y 6| d'o'dIMOS ‘a #UﬂClOn Por ¢s+¢ ‘PrOduc‘;‘f"A,. Sl
: "’0; cb“'andremos un'a oaruabla ad-mcnsaonal ‘

5“3 N= -F(\(L ,...,Xn) un‘e 'Funcmn d.mcnsnonalmcn

'Omoglnea. Enfan C¢5 QXIS'l'Q . ‘7 ;7 )

Kf') + D(z)= Dm



¢s evidente gue D(P)=4, es dccur, Pes una va-

riable adimensional @ T

Definicidn I~ 15

El espacio =" se dc{:ing:
= { (Xgyee ,x.,s u, ‘..,x-..ch}-.

IIK'D¢<F|m¢:|on I- Lb

: ‘._':'_.;:,  'El zsp'aclo 5,‘ 3¢ d¢$m¢ :

T cua\gmcr 'l'rans'Fo\'vmacnon da um-dadc.si

(6)"? 5¢ du‘t q.uc. Pc.s one’ oaﬂ:hlc Idmcnaoml g q.uc. g ”
cs una F\\Nmou anmms\oun\,. i i



R = { (T (-Y-), T (Y))| Ty, T2 son coslesquiera }

transformaciones de unidsdas

i
4

'Tcorv.ma Il'.- 2

Un ¢spBcio 5% es qcznarado por cua\quucra de sus

zlemenhs.

| 'Demos\'racnon |
| ‘.':ea ‘5,( el aspacuo gcncrado -por X— (*L,--' ,‘Ln)

| 4 5¢a F= (g, ... Yn) ohc pon+o de. ash ¢spac.|o.

s En‘l’onccs :

Y ==_}F/‘xy Fkxy "'VW‘ wa F; Yo, ‘/.= L,%H i

‘Cons‘vsvderamos ahora ! = (21, o .,'in) £ 5,‘ Es’ro &

w lm pll ca

\34 S
}‘u sz CuF ,,, L=l,....,n

 Delo n’ré“fifo'r_[ se.;fﬁ;ii que:



i g F,, “ Fve Fo

F/ny Fauv Foiv F(?;v ey

\1: ;

ci /- '
E = F/‘-vz F\vi Tyz sz FB _\/" »

ial,...,n \j

: " T¢or¢ ma ‘K.-

P°" “ mancra c'omo»: ¢s+a dc-‘:nm'dn'vﬂ (de# ]l'.-ﬂ)

75'-'5 como consccuencna d¢l Tcorcma I-% es c\-aro S



-q0—

Tcorema I— 10

La Fam-ha { 5\(} ¢s una parhcoon de. =" ,
es decir:

1) 51 53 +5y entonces (sxNsSy)=¢.
2) sx# g, VR e".

o3 Uss ==,

e 'Dzmosi'ra cién

Es+o es consacuq.ncua dc. que +od-a ra.lac..on do.aqm-
[ _fvalancua dahrmma un'a parhcson Y -\-oda pa\"—

= »l“‘lc.ldn dahrmma una rclncuon da ¢quwalancua. _

: i:(TQbrama ‘.n'.- 11

U'ria -Fun c\on Pa_{.‘ ‘”x"_, %n) d'mms'o“almcn{’e A

homogdma y con '

cs cons+an+a. an’ cua\ qumr ¢5pac|o 5;( ( -hanc. q.\

lmsmo ualor waluada an +odos los -pun‘l'os dcun

e.spamo Ssa) d¢l ¢sp-ac;o ..... Al s




'Dcmosl'racndn SR SO
'Coma Pes d.munsuona\mcnh homogcnca.

A Fef?"‘-F(:F MEMECFRE K .
N FE"¥n).

'Yga que 'D(P)- i ¢n+onccs a= b-c-d e=0 y

P #(F;*F;F“F;‘Fg x» i=4,...,n

‘ \o q.oa. s-gm-Fuca que ‘Pcs cons %an*\'c en cl espacio =

'  ".':x gcnerado por R-— (\(L,...,%n)

| ‘Coro\-ano ]I'.- i.i.




: { ’1T,_, RRRK 1Tp } ‘¢s una base de T1(Xy, oo ¥n),
lé corresponde a cada conjunto de valores {ijos

. - . n
de las T un solo espacic o5 del espacio = .

4

"Demostracion

Seav’{ My eees ’n'p’.} on cpnjuni‘o de valores #ijosl )
dci Ebnjun*o { ’TTL, ieey TI'P} gszan
Y (Y,{,..-,Yn) Z= (zl, ...,'Zn) dcs pun+05 .

"»"f-",ﬂ__fdcl ¢$P8c.|0 5x dc ..._. ' quc. corraspondcn a as’ros |

_ualorcs a5 dcc.r




"”.‘.‘qs-:
Rhora v como {'ﬂl, ces 1fp} ¢s una basa de T'l

,Ios ¢xponan+¢s (Kigyoors Km) eon solociones dal
. sistemal del feorema T-4.

 Ya que las soluciongs del sistema I son tambidn
soluciones de la ccu-acndn (- 12), los coeficientes
en esta ecoacién estdn relacionados lingalmente

n los cocF.c.enhs dcl sus’rcma :r. cs dccu-, -

cms{-q,n M_, ...,\5 E R \'alcs qu .7

\La‘ +x,b‘ nqc. +>~4A. n., ¢‘ -




© - Demostracién

"'.“;"

| *l:cndmmos. Vi = "F:"F“ Fw F, ‘ Z;. , A= L,..., n.',-
Con asto se d¢mo¢s+ra que ¥ 4 Z pertanacen almis-

mo espacio 51.‘[

" Teorema de 'Buckmgham

"gi Ya £ (XL, %n) 25 dummsuonalmcnh homogt.nm,
pucdc reducirse a una ralacuon etre los prodoctos

| adumcnsuonalu de una base dc. T1 (\H_, N A

L Por ol corolano n-'«l» X c.ualq.mtr ¢cuac\6n dumcns\onulmm-_{j R

1+¢ homogdma Y= -F(\(L, v %n) pucdc. c.xprc.sarsz L
'"".-:‘famo P= gcxg yees ,xn) con D(P)= { : 'Por el *corzmaf‘:l‘f

-;?;,‘_jn-n 3 cada con,un*o dc, oalons Fuos dc. {1\1, ...,‘up}

: Ic"corrc.s pondc. __un so\o 7_¢spac.|o sy,






—Qb—

COMENTHR|OS (jENERRLES SOBRE EL nnnusva
B L DlMENSIONnL .

La aplicacién del And lisis Dimensional a un Pro
blema préctico s¢ basa en j‘"res aspéc+os esen

ciales :

1) La hipétesis de que la solucidn de

. un prob\qma es ¢xpr¢sable por ma.duo de ona c-—l’

;coacuén d.mcnmonalmcnﬂ homoge.nza en +arm|—

"  ’|'\05 de uanablcs ¢sp¢cfﬁcas

‘Esi'a hnpoi'zans csi'i Jushfucada por Q\ hccho dcf'

"'q.uoz I'ua ¢coacson¢s Fondamenh\cs d¢ \a Fusuca o

‘"-'?gj,.:son dumcnmonalmanh homogcn‘cas f q q.uc_,; Ias“




-“- i

'P°f ld'-mplo ) e ¢| pro\nhmn dz\ arrag'\'rc. dq. un e

cutrpo asfdrico <n una corriente da Bire, se ar—

gliria que |3 uviscosidad y \a dansidad deben
dascartarse , dado que son constantas para
¢l aire estdndar . La ecvacidn para 2 fuerza
d@ arrastre ¥ tendria entonces la forma Fa=
{-‘ (V, D), an que V as I*a-ua.locidad de la co-‘"
rncnh. 4y D esal duamah'o dcl cverpo. 'obu.a-

'f'mmh, cs m\pos! b\e cons'\-rmr una ecvacicn domcn- |

f f‘{s\onal manh. homogéma da. csi'a Forma ’ Puas l'as

i wnn‘ab\cs \! g D no conh mo.n \aa d-mmsuonzs do. :
'_.':.,_‘“~-Fo¢rzu o maea. e :




‘ _.“_—,_

e : ";/"5) En cl hcc.ha cnpunco dl. qut. ‘

W (a) Un'a 'gra‘&vca "-'fdc una Func.dn ‘ld!ﬁ\‘ﬂ‘tOﬂl‘ pm-

porciona mucha mas m-Formac.&n quq, un'a
grdfica en que tas coordenadas posaan

dimensiones.

(b) Los puntos sobre las gra’f-écas de fonciones
adumensmm\cs con mucha Fracvencia poc.dcn

dc.'\'trmm‘af sa. -por mdm de modc.\os de prucba.

- -_’._El prlmtr paao cn c.\ Rm \ls'ls 'D-mcnsaon-a\ dq.un

'».‘..'[;_’v‘-_pfoblcma ¢s dacud\r q.oc. uanab\cs inhrmman

e c.sh.. 5- sc. mh'oduccn u-rmb\u s}uc. rra\-*




sabcmo!s é,uq. cucr*a waf\ab\o. aFed-a on &momc—

S n‘o. | 'Para raspondo.r as‘\a praauvﬂ'a » no de-




'Por ¢J‘¢mplo ) los lhmi'as de dufBC'O" da.

""‘-»-ff'%ut r.éHn ao,gc'l'os 3 Jrmau:ms a\‘l'crnan'\'cs 'no
se han correlacionado con otras propm.dadc.s
mc.dibld.s de los materiales. En consecuencia,
el Qndlfsfs Dimensional todauia no puede vsar
se en estudios de Fatiga de matariales.

En rtzéumcvn , dado un Fqnémano dal que se dcs; |

conocq. fa forma ana\(-hc.a de a acuaqon que re-

laclona a las uanablo.s que fo a-Fcc'l'an 2 “al And-

oW sis 'Dumcns-onal nos pcrm.h obhnq.r uwa Fun-'

"’-i7',,‘.v‘mon adnmcnsuona\ dapmdmnh de algunos pro- «

_’doc+os ads mcn snonalas {‘ormados conas+a= s

\sarvabus > q.uc sc. poedc. gra*Ftcar g an 'cvga qr é_‘i,_-,,

“Fcno‘mmo' 'an: dandd al hzr‘na+mamcn+¢j.i“"¢ man-_,_:: S
+ienen cons+an1'es_" las variables q,uc. mhrmmcn.

ﬁsl-o“*q.wia q,uc.da. m'Js claro cn los s:gulcn-l-cs :



EJcmplo n-i.g_

cons,d‘r@ue on cucrpo a.s{-‘c'rcco hsc de diama;\'ro D

inmerso en una corriante da. Pivido incompresible.
Sea V la velocidad dae la corriante a alguna dise B
tancia adalante da.l cverpo. Entonces \a 'Foe}z-aF

de arrastre score a cverpo astara dada poruna
: ,cco'ac.tén de Ia Forma F= #’(V, D, P ,/J.\ 3 enque. .

"’,I}';(-‘ es \'o dcnssdad mamca dal F\uudo " ﬂ- ¢s. c! coz— RS

‘F\Cl ¢n+c dmamnco dt sisco sudad da\ &'lu ‘do.y

< ;:f'f’f::_'jj}«}-a ccuacton 6‘9“‘

: F rcprcsmh una Foncton no. aspﬂ-m“'\cada' E-""F.
L{:"‘ca 5\MP\CMQH+Q que. Fde-

'*',*‘,,PQ““ dc :‘\ s uafmbtﬁa, ., V, D . (b ,}Ll‘""_:pcro "no




_;Q:.*q';‘o{Y‘p
-
N
[}
-
O O O »~ 0O
0
}
'-

5; cl prodod'o \l '.D“2 i

','fdi}mcnsaon q.oo. ‘F‘ 9 q.l \uci-or (ka.,.

e ser soluc.|0n do.l__» 5| s‘l-ama T N TR

rl+r2 -3 T3-r4 ,. o
_ _:-u —.-2 R

/u.u 'l-mno. la. m.anﬁa ; g
,Kd dq-,.;’;g'







Entonces :

'TT {w"n | telR},

o g una base de T1 seria pcé ‘ajcmplo ) +omand6‘ ‘,
S k=i, { VDP/U."‘} q_uz cons\'a do. un solo .

':7"’:‘f";_l.produd'o, pucs d rango dc. la ma‘\'nz dc.\ s.s-y"_ |

hma '.II- L—b a.s '5 g ¢\ numero dq. mcogm-}aa .

""43) Por c.l h.oramaf dc. ‘Buckmgham g'c\-**ccrcm




Peoh (VD(:ILL"')
Finalmaente +endremos:

Fp (VDP)
VQDQVP ,

~ Ndtase 9,u¢ 'VD P/M ¢s vn némaro dic. R&ghd\‘ds:
Y F/VQD2 (:. 25 on coe.F. cun’rz de. prasuon

: *I'l(ucr P:pc.’ndu cc. ]I- 2)

o ‘—v,j'EI aru -progcd-ada dc. uma c.chra as | Z fﬂ' D2 'En am-‘_;_‘

';‘sccucncm. s ccoacndn Pfccc. den{'@ Pwd‘- 45“‘5"'“




¢s una é’r'a"‘{.:i‘ca cxpcnmcn‘l'al d‘lel.l csfar eln cnén ’;Pafra '
cucfpos esfaricos lisos. La corva se grafica en
vna ¢scala logaritmica, pues de lo contrario |a

| parte descendente de |a corva a la izquierda de la
“grdfica estaria muy pegadn al ¢je varkical.

. _L‘a fiqura m—i da mFormacsOn complc\-a rczlahua

alas fo. cmas de arras+r¢\ sobre c.ucrpos cch’ncos;“'

'i'vlusos de +odos |os +amanoa q.n on. fluido. mcomprc— .

s|b|c con cualcsq.uicra dtns.dad U\Scos\dad 3 we-

: "‘v,f}_klou dud dq. FluJo .

) "':"vt'.:'vf,,'Propor CaOWa" la rmsma m{-‘or mac\on sm un anihs‘s







o d-cnoncs ¢5paan.cadas ¢s al rmsmo que para ¢l

prototipo.

E'jcmplo-'m'.- 2

EFECTO DE LA TEMPERRTURR SOBRE LA Vtscoamnn
DE UN GRS .- “En mochas aplicaciones de la Tcorna
"szhca de los gascs es mnzcasar-o consadarar

1 los d¢+alla.5 de la s +r0c+ura de vna molacula .

;_Una molccula pucdc. maudararu ona “p"‘;ra P!.’;,"'-ﬂ‘f o

qucmsuma.: 'Pocdczn d¢5car+arsc. laﬁ Fuarzas da.

a+raccuon ¢n+r¢ las mola.colns . Sm ambnrgo, cu'an- s

{l'do dos moltculas sc accrcan +an+o que"{Commn-




!a‘uascos.dad de. on gas no dcpcndc de la danat-
‘dad. Este principio foe deducido por Maxwell
3 -p’ar'l-ir de consideraciongs moleculares. Se

ha encontrado que es medianamente exacto pa
ra presiones en ol rango 0.02 atm- 1.00 atm. Pa

ra pras-onas supanoras a unas pocas, a+mos¥¢-

ras casi no se cumplz, en parte debido = q.ue. |

e gascs dansos.‘ L

"J,g-l-as ai-raccuonc.s mi‘crmola.col-arcs ¢n+ran an Jucgo.l_‘ Lo

: ":-;.ijn ls wnscos.udad dc. un gas no da.pcndc dc a dcn-,_‘fﬁf;

517‘:" s.dad +-aw\poco dcpcndc dc Ias cara&cnshcasf_f}{_f §, ‘:




-6:>'~s-_"‘_c~|">f‘s=
!
-
1
N

0 000 »
1
.-.

»-",VEI snsi'zma de q_cuac'oncs quc corrcs pondc.-a Ia

,’,..mah-nz d»mcns-onal zs' :

 , ri + r2 + r5 »j_:—o
-m +(n+n r2 ‘ +r4 =0 .
| ,j-m -2 "2 - 4=

U'sando dc nowo ¢l mch:do dc. Gauss Jordan ‘

enc 1n+ramos_‘q.o¢ +oda 5o\ucnon 5" (AL:-' :AJJW 3



E$cogtcndo 't‘ J. ] Una base dQ. T-‘(/U.,K m, V)
£ cons‘l'ara dc.l umc.o prodoc+o ¢ L T
o e ~_(n+1)/(n-i) f--(n+s)/(n'-_i)‘i

) "»_-;EI Te.orcma do. ’bucKmsh'am nos d| ce q.uo.




g -m';

‘_’ :¢5 prOpOV‘C‘O'\a\ a la Qnargua cma.hca madra

A EAVLES da una rnolo.cul'a En consecuencia,
la zcuacidén precedante puvedz ¢xpresarse como:

yp  -2/(n-4)

s
p=p@am"K 0 , (m-2)
i 2 .,
con 9 =5 -1
',El -Fac+or (® as una constante . "Para on gas
,¢n par+|cu \‘ar, m g K 50" CO“S+3“+Q5 For +an-

s +o, dado que n >4i, \a ccoacmn (m.—z) muzsha , .

| ' q,uq, la mscosndad dc. on gas sc. mc\mmcrd‘a c.on
S la +¢mP¢ra+ora Ccmo por l'e ccuacnon (JI-Z)
s Ia uiseos:dad c.s pmporcmfral a una po’rqncm

la ral'ae.non zn‘h-q, /u \3 g c_s 'l'a”' rzszn-{-a-f‘*"'

f;’*L-a ccuaudn (‘IIC-Q) PVOPO\'Clona mFormacuén accr?ﬁ

\_',‘»ca da. \as Foarzas dz rapuls.on ani'm l-as molq,-*‘.,;_ffj :
:,cul'as 'Para

 —.= slu. '5 proporc'onal ala pru-'__‘_;;f’gﬁ':'
akb‘,so\oi'a g

n;'= ao g /u. s proPorcoonal 3 \'u rafz cua- Oy

‘ "«fpoi'cnma “ da. & lia hz mpu‘a‘l'ur

d'r_a'da dw. \a +:an.\‘pcr-a+ura absolu+a.



—ué.— |

'R‘ag{eugh ¢ncon\'ro e.xpzrtman\'almcni'a q.ue. 5-=
0.754 para awe, S= 0.#82 para oxigeno,
. 6= 0.6814 para hidrdgeno y s= 0.815 para
argén. Estos _rres-,oljrados muestran Que n e¢s-

+a entre 7y 12 para los gases comuynes.

Ejemplo -3
: DISTRIBUCION DE. vE\.ocmnnss o FLUJO TURBOLENTO

BN LR VEcm'Dm: DE UNA PARED eo\.\oh . Conmdcra& :

a Flojo. +ur\ou\crr\'o 2 an quo. las |m¢as clc. oormqnh.

.";yf-prOma.dao son rcc’ras ) para\c.las. 'E'shz tipo. d¢

-"r',‘—;Flu;o ac ¢J¢w\phFuca con a mcn‘\'o q.oc soP\a sobw.

A Ios mmplanos > ©'con al #lu_\o cn on condud-o rQ;.‘.of‘“ ol

._;"igoi» d-ad e clc la Fronhra, una \on 9| +° d L q.ua. ¢sf_,f'_}-f"-_

f_':;P¢C\F|ca ¢I +amaﬁo de.\ me‘\‘cma (por qlmp\o d




o - —1i4— |

Flu,4,¢,L,9, p, %)= 0.

- Evidentemente, los cocientes de longitodes y/e

y Yy/L  son productos adimensionales. ‘Tenian~-

‘de en cventa e¢sto, podemos aliminar Pof conuae-

niencia ¢ yL de la ma-‘-ri-z. diménsional. Enton-

i ccs Ia ma-\-r.z dim ensional de {u, q,Q, e,t,,} |
nos q.ucdaﬂ | o

r4+r5 = 0

B q+ r2 + 2r3 —3r4.-r5
_ 'fi" 0




i 2 o .
o S B .

."Cua|qu|¢r base dc ™ ( u, g, v, € .Co) cons*'ara e -

'ﬁ;;de dos alcmani‘os , pucs ¢\ numaro dcz mcogm-— :




'do‘ndc el producto go*/ ¥ ¢s5 formalmante vn néme
ro de Rey nolds. Este producto se conocé. con el
nombre de para’mc-l-ro"Fciccio'n-d:s+ancia. -
Y ahora, st sigue del Teorema de BucKihgham ’C),uq.:

.__=-F(9\9* __,_E_) (m—a’-n)‘.

s Ia Fronhra as un pl-ano infinito, no h'ag \ongx -
hd L que carac-l-ar.ze. el sushma, pues al mn—
“eapto de '+amano da.l snshzma no entra en con-'

'|-¢.rmmo gL"‘" sé ro.hra dc Ia acuacm\n (m:- -R)

,,g‘darac\on 'En consq,cucncm , cln ¢5-\-Q caso, ¢\ SLREE




'ﬁir’ hni’o, en +odos Ios casos dc flujo uni

forme

envn condocto cilindrico o prismatico, la diskri-
bocidn de valocidades cerca de \a pared esta
dada por una ecvacidn de la Forma de la acvacicn
‘]Ef'_ﬂ«"b) -

Las floctvaciones deuvalocidad que aaracterizan
la tor Bu\dr»\'cki'a se das uanaccn enuna frontera lisa.
Es por ¢|lo ‘que estando muy cercanos ala fron-
ghra, las i'a.nsaoms de corte son dab.das prm-'

,flf"c.pa\mcnh a la acc\on mscosa La raguon cn

qoc prwalc.cc ¢s‘\'a cond-cuon 5¢ Ilama subcapa o

: . ""‘"“a"' : A pasar de Quc cxushzn F Iud'uacs‘oncs '

o *urbolcnh'l' a',fcoa\q.m

\ cms\darar' s grosor deﬁnndo" €

’»ftlamén

g%. _,‘cons‘\'aﬂ“'t “‘j (I_-s..c)

"El}‘ grosor dd. l‘a" Subcapi

.¢nionc¢s s on ua\or cm\s'\'an‘h. dd paramd-to'-,ff«,

’ d\si'an'”m Fmd‘ya e \a

‘Jc “ 5“b°°P‘"' ‘ana"- C.omo € dc.Pcndc: d¢ Z.'u.“ o

.'P’g ¥, ob‘\'cncmos por anahsss d.mc.ns;onal |a :Q S

5,?'“""‘““" co"'“Pmdcrd Fby

CC‘O'\ dus"'tncra El ualor dl. \'a‘:lcons\'ah’lr"c e



c...,dc una ‘eleceidn’ "'hi'ra-'.*’? g

 ria ad grosor dala subcapa laminar.
.'De. acverdo con el punto de uwista vsuval, la ru-.
§o$idad de \a superficie no tiene efecto sobre
el Flujo si las irregolaridadas de la suparficie
| estan sumergidas en la subcapa laminar, es
_dc.c;r, si €<E. Siesta condicidn scadop'\-a B |
'._'qgcomo dQFImCtén , la cons+an+a. an \'a acoac;on
(]n'.-'s-c) es de alredador de 4, ya que Niku-—
| -radsc ha demos*rado ¢xpcnm¢n+a|man+¢ q.uc
:una eupch cm. e compor‘\'a como 57 foera adca\- L
‘m¢n+¢ Inaa, -i Q\S*/\' < 4- Por o’rro \'ado, i

c:d’n;ccrca da“una 50p¢f¢|cm hs-a a.shra' dchr.

m:nada por n'a' Qwac'd"“"d¢ l‘ 'F°"’"°



o m-s-D) .

“No ee¢ conoce una expresidn completa para‘lé fun
cidn §. Sin embargo, Prandtl dadujo de su hipd-
tesis de “mezclado-longitud® |a siquiente Fér-
mula, que concuerda estraechamente con los re-

- sulitados experimentales de Nikuradse para
yu*/v > 50 : |

‘Es‘!'a ¢coac|dn ‘F\N. ‘fambsin deUuda por \’on

"‘ \8 wbcap'a Iammar Ia +¢ns\on dq.j"'.*"

;Ya iq.uc "
corte se fdo.bc. prmc..pa\mcnh a \a uascoﬁldad

~~|'a, ¢cuacton dc. Na.wh:n para ¢| cor+¢ = ﬂProx.-'_'“

‘madamcn'l-c corr¢c+a pafa ¢s+a rcg.on o

a ‘_hnsnén d¢ oorhz a '\'ra\us dq_ la 5°bcapa-'
;;|‘ammnr “ Pf“h“'““h ‘Qual a\ corh ¢n Ia

‘;"V‘Z-Pﬁ"“ to- 7n¢ acuardo con ¢s+o 5 \a ¢c.uac.on



= Y= (m-=z-F).

La integracidn nos da:

4 yu* (m-3-a).
9% Y

,Esi'a ecuacidn muestra quz \a d\shabucmn de |

‘ualocidadas en la Subcapa |ammar as \maal

A uaccs es comsamcnh. daanr d grosor € de la wb- .

"'f,capa lami nar como a.l ualor dc. Y. para q.l cual las L

‘-."-4?,¢cuac-on¢s (U-3-E) g (:m:~3 C1) dan a.l mnsmo ualor ;

'.fda. u./u‘*. '.Dz acoerdo con: ¢s<l-a dc?-mcsdn EB*/\)

l!3

'Para ua\orcs dq.l"-':’f

‘iiramc."'ro -Fﬁccuon-dlgg,



. ‘ i'(.l.' o
‘.'99"’: Ve

'F’u‘g ]!!'.-2 .- Dusfrabucuon d( \ulocndadcs md-as

- de turbulencia cercade una’ ¥ron+¢-
:'*»,];ra Ilsa (Ecvaciones M-3- I 5&)
: Sobc:pn' ltmmar R

';‘En c.l caso dc un‘a sopcrﬁcuc mug rugosa (w*/ Y )80)
o hrm-no dl otswsndad go*/ ¥y pucdc. clmmara dc. :
"“ ¢°°"°‘6" ‘m‘l"ﬂ PrancH‘l guon Kirm'an dc.du- o
1'3"'0“ Pmr ¢s+¢ caso la ccuacadn s




| CSO}MIDENSRmON EN uN connucro \lzm'lcm.._ Cons-du—zsn.
~ un vapot 3 la temperatora de saturacidn & pasando
a fraods de un conducto uvertical liso cuya pared ¢s+-.s'
a una temperatora - A8 . El condensado £orma vna
'ﬁcl-’cul’-a sobre @& pared que ‘constituye una capa ais-
\an*‘c En consecvencia, la ualocidad de condansac.on
¢s m-Flmda par ! coq.Ftcnanh. de conductividad hrm.-
| s.ca ﬁ del condansado La velocidad dc. oondmsacoén
| esH determinada d.rcdnmchh por a.l eoc.F-cscnhh
dq, +ransFarcncm dc. calor -Promadso, ga q.oc el cnlor s
: qu sc uh-aq. dc.\ uapor por unidad dc hmpo €

_hR AG ' m quc R ¢s ¢I drca dc. la p‘rcd dcl condudo._i‘-‘;

‘:.‘La,fprmycnpal uar.ablz 5¢0m¢+r.ca en ¢l prob\una ¢sz"flf3" ',
 9"°‘°" de l-a Pthwla dc mndcnsado. 'Esh. d¢-2~

~;‘75"'f‘p¢ fdo. dala un.loc-dnd dq. condqnsac-on g dc a na-k-“u‘-v

?’ff-»fi"’mraltza dc\ F\uJo dal condmsado. La \ulocudadjf'

i dc :ondcnsacuon da.pcndc dal calor lahm{'c de ua—-:}[-’».v"fi‘:'-»;_ff

"j?por.zac-on del Clu.do \Iu q.uc. c.l uolu tv\v?dt‘co,

,:.l}".,"s-a‘do ‘(mas bnn :ﬂ-w‘ l; vm" ‘:sa) e s‘-‘gm‘& éahuo q.l

f:;*,_..‘fcalor ‘lﬂ-cnﬁ dd;ﬂ. 'éxprcsarsc como ca\or. la-\-cn'\'cy -




pr¢s¢n+a pOY‘ FX , <n qoc )\ s c.l ca!or Iai‘cn{'e da
'\,apornzacuon por vnidad da masa 4 (: es la dans'
| 'dad masica dq.l condansado.

La Fac\l.dad con que la -pclucula da. condmsado fly

- ,gq sobre la p'ara.d a.s{'a dd‘armmada prmmpalmcn'l'a’ |

.fv;por su‘ w;scomdad /l.L g su p¢5° GSPQCVP.co F’g Tam';j_v s
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Lamah'nz : d_ijvrngn sional es :

h Ab L P ‘)\ k (:3 /u

-1(

™’ o ¥E

—

W
~ 0O o 0 o
0 0 0 + o

-l

N

}

ol

i

N

]

-

Jue origina cr.l’ sistema de ¢c:uacionv'¢‘= e
e r3-r4+r5-2r‘-r; -
-3.1 | '-2r4-5r5 2r.,-r; -
' “"_-r1+rg oty

ff];_;‘qj.f"o : b |

solocnoncs dc csh. s-shma son dc h 'Forma-y

\ -‘. -
¥ |
b ]
]
¥ |

{
+ 4y |2 ,

B e < ]

i

T



-5
VCoarlqruitr,'basc_ de T1 (,h, AG; L, p‘);,, &'»,V(:»g",}l\)’* Yen-
drd tres productos , pues el rango de la matriz di-.
man sional ¢s 4 y existen 7 incdgnitas.
— Escoqemos primero t3=%,=-1, ts=0 (Ver APEN
pice T-4). Entonces: v hX

f= e

kg
- 'Esc.ogtcndo ‘hL' '1:3 =i 4;2 =2 +¢ndrcmos

| qrz=. ,{ 92A8

CEE TN
—YP“ 6|Hm9s' au 4=1=t3=0 ’ +'2=L S
e

'Por cl {-corcma dc. Buckmgham "'a:‘ccuacion Jl:-4 n

: ‘procdc rcduc.arsc a la Forma v

‘F‘T‘ » ’Wz - ’ﬂ',) - O ', “ GUPonOCt\do 1u¢ Q ua

i v_'i" bun compor '\'ada (ocr noh 5 a p\c dc pdgma 10. )‘ LR

lf:?odcmoo cscnbar. L Geerh e
o ' | '“'L=‘F('“'z)'“'3) 1




(Im-4-B) .

Chy o f | Aperas g
ks X

En wirtud de esta c.wa:iéh, ¢! fendmano puede ser

descrito completamente por una arafica adimaen-

~ sional en que la ordenada es hh/kg, Ia abscisa

e R g2 A8 /(ﬁ)\4 y el paramw\-ro de las coruas gs |

L.g/% En la c.onshocc\on q.xpo.nmmi'al de la gré

- ‘F»ca 11'2 puc.da. uanaru oar-ando A6 3 1\'3 puada

D \sanarsc uanando L Norese Ln e\nnu smvumcacmu R

V'Qua sE oafn'.ma REDuctENDO " nqumo ns. vmzmm_as [

‘ _A,v'moaruunmwrls DE 6 R 2-




- La wnkerior s una forma aspacisl de ha ec. OE-4-®).
En alqunos casos, se obserea que d cbndc.nsado for-
ma gotas an ez de palfcola. Para tomar an cuenta
este fandmeno €5 necesario introducir la +ensidn
soperficial en el andlisis. Tan'nbic'n afecten a la
‘con dan sacign cﬁ gotas la Ngésidad g limpicza dala

pared.
o _g,cmplo :m:—s |
" COEFIC(ENTE nr. NnucTnncm . En. ona lase dc cie-

i »'_-jcud-os somalura.s gcomch-camcr\i’c, on c.rcwto sus- SR

‘*‘.,Qf;",puanca pcr una soln Iongd-ud L En+onc¢s, d coc-

‘Fucncn*t dc. au’romdud'ancua cs dw\"crmmadc por l'a

| ‘lonygd-ud L g por \-a apacudtd dc mduwén magm’.-

/u. dcl mcdoo (L3 q.oq. o c.rwd'o se an cum‘l'ra. Tor

.-;j#sv'.to. dc\u ¢\dshr '

-F(; L,/u) -o

La n:h-m. dmmuonal ¢s'
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ot conduce 3l sistema :

‘ r,_ + rs = 0O
- 2T + T, +73y = O . .

|
o

~-214 -2 r: =
Las soluciones de este sistema son de la forma:

. -1 '
s = t {1} y te 'R
= Una base de. ﬂ(f L,/u) oonshra dc un sclo produs'. s
 ?+0 R pozs hoy 3 mcogm“‘as g al rango de la ma{-nz |
o jdnmcnsmnal s 2. ‘éscogccndo tﬂ-L T

'“'1 .i. En conscc.ucnc-a, la umca relamén o

u,_'_—rl*as oanablas c.s 5

e &-"'K/LL
:‘"3’*,‘”-':‘,“:,(0 ona po+¢nc|a dc. csh mac-én) an q.uc y zs on o
f?ac*or admcns»a\nl q.ut dcpcndc dc \'a ’Forma d¢l
';"""‘wd'o- Dc"mvdo con ca‘l’o, |- uu*‘on nducc-o'l‘dc...fﬁj'f



3,

il

T b



5 j';M"Q,-{'Qd’cj‘i. ‘da -;G‘a‘-"u-ss - 'Jogv-’-'d'vvavn :

R con+nnuac:on se upondra on: ma{'odo para cmcorﬁrar SR

-~ las soluc-oncs de \os s:s'\'emas da gcvacionas hnca\es,

’ -‘ccnocado como Mo.i‘odo dc Gauss— Jordan No sa. dara

*’;l(a Jusi' glﬁ‘!@léﬂ dn.\ ma+odo Ouc. a.s moy. smcella.

'Elﬁmd{-odo se. basa c.n la ndca de rzduczr \a mah‘cz




: +C nmcunor da la ma‘h‘lz

o miats

3) Si los rangloncsj gy j¥i- son dos ran-
glones sUCESi WOs cualasquu‘ara que no constan exclo-
sivam mﬁ. de ceros , entonces ’a.l primer némero di-
farente de cevo en @ rangldn j+4 aparecea \a de-
recha del primer nimaro diferente dacero anal -
rengién ;.

| 4) T'odas las columnas que conhcnan al
| pnmar ¢,l¢man*o duFaravﬂ'c dv. caro de a\gun mnglon

-I-ianan cc.ros an hdas \as pos;c.oms msi-anhzs.

| 50. d.cq. q.ua. as+a an’ Form'a Escm.ounna REDUC\DR
L ‘5' Ia mai‘nz solo complz cnn (ﬂ (2) g(’.’h sz Ic. llama

e ra': aampu'mmh. MRTRR“Escn \.oum:a




L 'rcn‘l‘c d¢ ccro.. W

~ '—132-

n 6«. :losi'rara el Md'odo de Gauss- Jc»rdan con’ un qqmplo.» i
Consudircse la ma‘!‘nz : | |
0 o -2 o % |2
2 4 -0 6 12 2%
2 4 -5 0 -5 -4
ETAPA L Llocalizar an el extremo izquierdo ™ _célbnina
qba no consta axcluosi vamente de ceros.
1o o -2 0o % 12

2 4 -fo 6 12 23
2 4 -5 0 -5 -4 |

o i},jE‘l‘ﬂPﬂ 'z 5- ¢.s nacasano 5y mhrcamb-ar a.\ ranglon sopv.-v

: ‘r\or con ori-ro ranglon ) dc tal mana.ra Qua o ¢(¢m¢n+o su-‘ '

“j"pcnor de. \a c.olumna scna\ada en la ai‘apa .I. saa du-Fc--‘; e

—40 b 12 28 ',, ( sc mhrcamb-aron los

i Oﬁ'*,o -20 42 - dos ‘primaros rcngloms
: 2‘ - '4 "5 6 it = .-.1

. dc Ia ma'\'rlz ani'cr-or)

| E‘l‘m’n 3 s. ¢l a.\cmm‘l‘o 9,0(. ahora cs*:’ en \a parh.

"5”""“"' d‘ ‘5 co\umna quc ‘oo. ¢nc.on+ro an Ia ai"ap'a .L b

¢sé 2 ¢n'\-onc¢s mulhphcar ¢\ pnmar rc.nglon por L/a dc

,+§I mancra q.uc. o prmur ¢l¢m¢n*o- ua 1




—m-

Tz 5304
0 0 -2 0 I 12
12 4 -5 © -5 -4

(E ;‘:Sr?fmgr r‘l.nnéllé‘n de \a
matriz anterior se mul-
‘iplicd por 1/2).

ETAPA4 Sumar los méltiplos adecvados da) pri-
mar rengldn 3 los ranglones que le siguen, de tal
~ forma que en 13 wlomna localizada en ls etapa i,

todos los elementos despuds del primaero sean cz

. ros.

i 2 -5 3 6 14 - (EL pr-mcr ranglon delas
0o o -2 o ¥ {2 “matriz anterior semol-
© o & 0 -it-29 tiplicd'por -2 yelte- - °
o RN " svltado s sumd al +¢r- N
car: ﬂ.ngldﬁ)o ; ,

:’ETHPR 5 ;"’Cubrar cl pnmcr mnglon de la ma'\-rrz. 9

“,;-iffcomanzar da. nucuo con \'a d:\'ap-a 5_ ap\nca da -a \-a
sobma*nz rasul'\'anh 'Proscgunr dc. cs‘\'a manqra ,?

| hasfa q.uc. '\'oda ‘a ma'h'lz ¢si‘¢ en 'Fbrma c,sca\ona- '_j-

I§(co\umna m a.l ui-ro.mo ru,mcrdo dc h‘ _ubmai-r

,.no consh uclusmnmm'\'c. de aros)



; T2 -‘5 '5 Tl !j (5¢ mul+iphco por-1/2 .'
e : el primer rengidn de -
o o | o b la sobmatriz ).

L 2 -8 3 & 4! (El primer rengléndela
subma‘\-riz- se multi pli-

o o 41 o -#2 -6 o por -5 Y el rasulta-
|0 © o o /2 4 do se¢ sumé al sagunde
rengldn de la subma-

+riz ).

i 2 -8 3 6 14 (Sé “cobrid’ @l primar.
lo_ o 4 o -¥2 -6[| rengién daia subma-

o o 0 0. ;4/2  i | Ia ¢{-ap1 A.)

triz y seregraséa | Sy

(EI primero --g umco- rm—@ o

Ién de l3 nueva svbma-
%rlz s¢ mulhphcé por 2)



matriz anterior se (e
sumdé al tar cero multi-
plicado por #/2).

5 3 6 4| (Rl sngundo rang\dn de la
i o ©o |
o o 4 2

(Al primer renglén sa le
. sumd el tercaro multi-
plicado peor =6).

o0

e Raall)
oou
=00
NN

'rOO»-

A ﬂl ?ﬂmzr rmglén 50.10. sumd .
L S : : d 5¢90“d0 mulhphcado )

oor
oom

o0
oou
w00
N-r‘-ﬂ

" Esta éltima matriz tiene la forma EScAloNADA wEDY

’2.\"1 +6"g 5(‘3'-2!'4'\'4\'5 3\"




.matriz aumentada de este sistema es:

0O -
coOS W
|
<
i
N
>
)

ol
]

- Sumando al primar rengldn multiplicado por ~zal

si’gondb y cvarto renglonegs se obtiene :




comn

14 3 - o 2 0o o©
0 O 2 o 3 4| .
o © 0O O {1 i/
o O o 0 O

o)

Sumando ¢l tercer rzngk_in mul+iplijcyado por -3 al sa-
gundo rangién , y despuds , somando el sdgundo ren
gldn de |2 matriz resoltante mulhphcado porz 'a\

pnmqro, se obheno. a Forma tsca\onada rq.ducnda"




ri = ~Br-4ra- 2r5 >

M3 =-2r4,

fo=Y¥s .
Si hacemos Tz-_-A, > ra=1t g M5=U ;con
syt u € TR y expressmos \9q,c+or\a\man+o. las

| 50\000"0.5 do.l =u5+¢ma +andmmos :

L]

, 411 1
g = alol+t]- :

Scl ‘ llamar:‘n _ua“v" ia

b‘¢5 pl“ﬂC|pa‘¢5 a aquc “‘5
L un: rcnglén an v, suhma deacua

l-‘_"f‘:l"ﬂhlbhﬂ 28co9i ds bi+
om0 - p-u'ma.iros y dondc n ¢s ¢i;nu- ~




'APENDICE I¥-2

Productos Rdimensionales Comunes

Exisfzn algunos produc'l-os_’ad:mer{siona\czs con un |
‘ nombrc ¢special, dabido a que épamcan an a,\ ana
~ lisis dlmensuona\ de innumerables prob\emas da la
| '-cncncna 4 la mgd.mana. Mancuonarcmos so!o onos

: »cuani'os " \os mas conocndos.

NOMBRE oy 'PROD\)CTO

: _f.'.ffj-::{'gr'.*Numaro} de ‘Ragno\ds # =5




'PRODUCTO

fu;simgr‘saéj,e.-ashfos G B.BgL?e e

TNdmaro d'l—;?t“z,md‘-l—& . R

.-VL / 3’2 » se Coriocé' co-




-uu- bl

n PENDICE ]y- g

Tablas de Dimensiones

Con ol fin de facilitar la construccidn dela matriz

dimensional de¢ un conjunte dado de variables , se

incluye esta tabla de dimensiones.

Tabla N-3-8

VARIABLE

“DIMENSION BN

DIMENSlON EN

| Longited |

{p>oy 0}

| {st,\ T ;h }

Tiempo

>~ |
9




B

TVARIABLE |

= | <'/*- \,t.% 9} {¢» ’\u:,v,o } ,7 A

Veloﬁidad anqu lar

-4

Aceleracidn angular

z;-z

Energia, Trabajo

&N

Impetyu (momentum)

gT

Po+encié

pxz-t

Mom’tni"o de fuerza

¢-\

Cozf dmdmlco de
mscos.dad

¢\’

' lCod’ cmcma’hco
_de. oaScoSnd‘ad

I \2 c'* |

| de on drca .

. Momen“‘o de'nercial -

| de: una me8sa.

- Mom¢n+° dein mcrcna

i Ttns-én sapch;

'hctdad

Modulo ‘dc alas- |

Rcl‘a Jacmn S

B Coca‘cnh dc.




VARIABLE

Lm0}

{u,)s,t,j,;a}

Nombre de |a
unidad con'
Kq, in, saq,
coul , Keloin .

Masa

M

N2g3i0

Kilogramo

o alae-\-nca e

Carqa c¢ldctrica

Ti

C‘apacndad
indu ctiva

¥

covlomb

farad /matro |

T Capac-dad
- linductiva

o |Densidad
| de worrianta
¢.l¢c+nca I

aldctrica

mugnchca ,u’

| ohm-seg | O
m¢ 0. -

| ampara/metrd

A ¢|¢c+nco - -

e In-hnsidad‘f |
" |de campo

clcc'\'nco 'E

| }L‘At‘z 'Vi

'Po+mcml
' lci'rl co

e yq

uoH-

: Cap‘ncuhmm

- /u_-l )\ 2;2 ¢2 lf

{"arad




| eldctrica

- | vAriABLE

Nombrede la |
unidad :

Resistencia -
eldctrica

e N1 l//-?.

ito

ohm

Intensidad

de campo

| MBgncho‘ H

gty

wii

ampare /metro|

Induccidn

magndtica B

Xizge

waber / m2

Flyjo de
indoccidn.
magnd+tica

IU.)\2.C.J y/"'l

prty

weber

C‘°¢Fi'c;i¢ﬁ+ag
‘| deinductan-
cia &£,M

| ey |

hqﬁrg 7,

| eldctrica-

pxc? |

| Potencia

jovle

= . w‘a-ﬂ- S
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~ ‘APENDICE TV-4
CrH’crio para ascﬁogar Qn'a base de

T—l(x.{_,‘...JY\n)

“Existe un ndmaro infinito de bases de T1 (g, ey Xn)e
Eﬁ,\b?que al feorema de BucKingham ¢ re-Fiéta 5 €5
~ admisible ’coalq.uier base. Sin."amb’argb, el mismo

; .i‘«:'BucK-ng ham ha damos+rado, con agoda de unejem
| ‘,j'iplo mug bien asc.ogido ) qua a\gunas baszs son L

‘mds Ghiles en l-a prdchca gue o+ra5 g q.ue. c-cr- |

+a$ +ran5{1°rmac_|oncs dc ‘35 '“1 dQ.Uﬂa bBﬁQ PUQ :

r.::».dcn \ograr q.uc una‘ ccoacaon P--F(’ﬂl y oo ,’n'p) s

¢ncu,¢ni'r¢ ¢n_;,una Forma rhae. +ra+ab\¢ Mq,,or quz :

_¢sa rrolinr un—a hona; '755+'ransFormac|on¢s dc

P"°d°°+°5 ado mcnsmv\atas ¢s prcgun+ars¢ : dCd-‘

. mo ee -puc.dc. aclccc.onar dqs-dc e\ comi anz0 ona

 ‘     ba;“- d¢ ﬂ(*t,---,\(n)i@ue sca I'a mis uan-l-a,;o-




| ma : ‘evuv'si:‘cp*‘:iilﬁl”c. de control fa‘of Ydenicas axperi-

mantales mientras que las otras se mantienen
constantes. Esto en ocasiones ¢s pedir dema-
siado, porque con frecvancia sélo unas cuantas
de las wariables originales pueden regulerse ex-

‘perim‘ani'almani'e. Por ejemplo, la velocidad de
un ‘FlUIdO an un condvcto puede regularse con una
uzﬂuu\a ‘Por otro |ado, la acelqracson de la gra

vadad ¢s una wariable cugo walor no podamos cam.
,“blar.‘ | | SR |
‘ | ”_Buckmgham ha mna\ado quc al mdsumo c0n+ro\ ex- '

"Peﬁmcni'a\ 5obra las uar\ab\zs adnmansaonales &, REE

°b+ ane 5| |as uamab!q,s Oﬂgmala,s 9,04. Ptmdc.n ra-‘f

.:"-:-af:gu‘l:arsc. aparzczn an onsolo. produc'\-o" ad:mcnsto- e

"__Ii"nal da- una base do. T-I (XL, ey n) Por ¢J¢mplo, e

‘JV*s. una w.loudad \'3 sa. ragu\a -Facdmarﬂ-c Qni-on-

ces conmcna que \I apa razca an ono so\o da. los

: : Pro duc'l'os ad\man smn-a\cs dq ona b'ﬁse ‘E\

: pfoduc+o adu mcn a\onal 9,02 c.on+¢ng-a ‘f'a V podra"‘;"-";;- ‘K

| 'ec" rzgulado uan-ando V




,‘4—51;4;%-%
; ‘Di rmana"ra samejante, s ona presidn p puedre wariar- 7 |
se Facilmente sin afectar V, entonces e¢s convenian
ta que p aparezca en un solo pro ducto adiman-
sional , pero no en el mismo que V.
Las variables dependientes del problema tambien
fda.ban con sidevarse. Si se desea saber como dapan-
‘da. una uanablc. dcl resto de las eariables aqw.-
lla no debe aparecar m3as que en un solo 'produc-.
Yo adimensional. R aste producto se le H'amara

E ”uanab\c ad.mansnon-al dc.pand.an‘\'a . |

1 Pgr f\-aw\'o » el cr:{-erso scgmdo en el Hnalnsss 'Dn-:

“‘mcn sional pars dar ua\ora.s a las n-r wanables

"-;,~j‘7,»f~|nrd¢ pcnd-anhs qoc dc.hzrmman \as ea\uc.soncs_j_ly."'."q]  |

; ,‘usfama dc. zcuactoms

am +. .j +anrn }f.[ 3

- Q

bz "1 +. . otbern -0
Cy R SR '+Cnfn -0
dx ra. + 'l'dn('u =-o
e 'l' dn Pn == 0

Q!. "4,+
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~cuya matriz asociada e¢s la matriz dimensional
de {\(L,« ooy ¥l es que los saloras asignados
sean tales que, dantro de lo pesible, \a saria-
ble coya dependancia queremos estudiar y las
vavriablas +dciles de regular zxpariminﬁ'almanh,
aparezcan cada una en un solo producto adimaen
5idn'a\.

~En gcnaral, la asignacidn de valores se facilita

o en la matriz dimansiovxal s¢ coloca como.

: *;-pnmara tsarrablq. a la oa-nab\oz da.pand\an*-a,como

' ,,,f“sagunda oanab\e, aq.uo.l\a q.uc. 5¢a mas Fac-\ de.

.'j,rcgular cxpenmen'\'a\mcnn ) como +¢fcua 03\'\‘6*

k '__,":;Iolc. \a 6!30\ an‘\'a ¢n Fac-hdad do. coni'ro\ q as\ : .’

B T??‘-fﬁi."?"meras n-r i

succ sus-a meni'a , +rat'ando do. q.scogq.r c.omo ua- o

:‘ruabtcs mdcpmducnﬂs q.ua. dc.{—armman \'a-s sb-if',?”,

| lucmna.a dc.l sss+ema de acuac.uones 5 a \a.s prc-*:
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