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Introduccidn

A lo largo de mis estudios profesionales procure unmflcar dos 1nqu1e:u-

natural entonc
gica, filosofia d

Al eleglr

prano, el de Gott

conjuntos; Cancor,

matemdtica, pero proporc1on5 un - aparato te6r1co par

encontraron -esa apl;caclon.

En las primeras piginas de este escrito trato de formular las ideas eség

or

ciales de la teoria de conjuntos cantoreana’en una teorfa d "1's gdighéq
aportes de otros autores, algunos del Prof. Rafil Orayen y mios propio# eﬁjlb
que #especca a la e;aboraqiﬁn y sistematizacidn 16gica. Después de plasmar la
Ceéria en oxden 1, trato de desarrollarla no en la direccidn principal en la
que io‘hizo CahtorZQﬁieh estaba especialmente interesado en descubrir propieda’

des de los numeros 1nf1n1tos tanto ordirales como cardinales gino,en establecerla

como una teoria "madre" de la matemftica, es decir, como una teorfia que buscara -



fundamentar dicha ciencia. Intento pues, desarrollar la *eoria de con;untos

para poner de manlflesto como tom&ndola como base se pueden llevarradelante

En part:icular3
el tercero‘e;£5:d d.
de nﬁmero,siguié d
tiva, pero qué‘técib
tran insertas en u

Este  trabaj

la ldgica,y avia‘Maestra\Lourdes7Vald;v;aipor sus pertinentes obs



Finalmente doy gracias a la Facultad de Filosoffa y Letras de la. UNAM
porque, primero como alumna y luego como docente siempre ciéne algo.que en

sefiarme.




He divisado, desde las pdginas de
.Russell,la doctrina de los conjuntos,
ia Mengenlehre, que postula y explora
.los vastos nimeros que no alcanzaria
un hombre inmortal aunque agotara sus
eternidades contando, y cuyas dinasti
as imaginarias tienen como cifras las
letras del alfabeto hebreo. En ese de
licado laberinto no me fue dado pene-

trar.
J.L. Borges



I. TEORIA INTUITIVA DE CONJUNTOS

Contenido: (Qué es una teoria intuitiva de conjuntos?
Motivaciones de Cantor para la formulacidn

de su teoria.

necesario.es

concibid la

jetos, Canto

elemen talé‘s

junto un ‘nimero‘entero positivo (comenzando por. el nlimero’ 1, :siguiendo sin

1/ Cantor, George. Eminente fil§sofo y matemitico alemfin,n.en San Peters—
burgo en‘1845. Estudid en Zurich, Berlin y Gotinga, gradudndose en 1869
en-la Universidad de Halle, de 1la cual fue profesor de matemiticas des—
de 1879. Se le deben numerosos trabajos sobre las aplicaciones del c3l-
culo diferencial, siendo el fundador de la teor3ia de conjuntos, gue did
a conocer en su céletre memoria Grundlagen elner allgemeinen
Mannig faltigheitslhne (leipzig,1883) . Tanbi®n se distinguid notablemen-—
te en sus estudios sobre series trigonométricas, habiendo enunciado por
primera vez el teorema que lleva su nombre.



omitir ningiin nﬁwero y sin dar a un mismo miembro nfineros diferentes)

estahlec1endo una correspondencia exacta entre elementos y nﬁmeros,

Primero,. no’ pensar




Segundo, : no: pensar. en-la naturaleza’

y el congunto R t:.enen el rn:.smo cardlnal' el nGmero 5, no obst:ante queC

es una colecc: ] e cuadrados y R una de rombos.

mos relacionar d nd:l.\uduos. Para cada wiembro de C

habria. un‘'miembro;‘'de R y" para todo m:.gmbro vde‘R habria tambi&n uno en C,

y nunca se daria el caso de-que algln'c se relacionara con dos rgo vice-



versa.

Tambi&n puede decirse ‘que dos conjuntos son equivalentes cuando

macifn indefinida del conjunto.

Cuando Cantor dice que un conjunto.es: :.nf:m:.to, ut:.liza -la palabra

'"infinito' no en un sentido potencial, s:.no en un sentido acl:ual y es!:o
lo lleva a observar a tal conjunto como t¢oda una em:xdad.

Los matem3ticos contemporfneos a-Cantor no tenian una 'idea“‘como “la’

anterior al hablar de 1nf1n:|.to en conaunt:os, ellos cons:.deraban que esta

era simplemente una tarmlnologia.

Al tratar aJ, :mf:uuto en relac:.on a conjuntos los matemat:.cos no.te~

nian en mente a dzghos" con ntos como entidades actuales._,'

Por ejempl‘oy’,- la’ corisidew;acmn que se hace del 1nf:m1to en 1a‘teorz.a

de series 'y',en’fel ‘cAleul i

infinitesimal aparece frecuentement_e el térmi-" "




no "infinito" utilizado justamente de una manera no cantoreana. . En el

enunciados -

ocurre-el si ne

der esco, 1os mat:m-nat:.cos acepcaran una ent:ldad

...a“mu nothing about infinity {as the ominous S

Liadgn’oe seems to suggest) but is just an abbrevia R ERT
ton for-the sentence: can be made Zo appnoach R ‘
zono, as clesely os desined by sufficlently Lncrea
Auvg Zhe positive irteger " 2/

A'diferenc:.a Cantor propuso, como deciamos, al :dnfinito: -como algo

actual ." Un nonjunto infinito puede ser visto entonces como’ una,

infinita ectualmence.

Resumiendo, la defiﬁiciSn del' concepto.de conjunt

siguiente:

Comrany Amcterdam 1961
Cov.p.bi
3/ Ibid.v. p 9

Ed:,t:ors, L.E.J. Brouwer, ‘EW. "Beth




Con Cantor vio 18. luz una idea que haria de su teorfa un sistema
cuyas potenc1a11dades de apllca.ciﬂn nunca antea se hahfan. tenido. .

El penaamiento de que ‘don ob_fwtod cual’.uqu.(.e/(a se puede forma \.m

conjunto es defgran' alor.pues al;x;o postulars_e deren‘tr.a‘da un ominlq
restringido d

miembros bien

etc. Asi pues, el alcanc

especificos aun cuando, como. sabemos;
jetos matemét::.cos es mis comfin a ella.
La teorfa cldsica de conjuntos (TCC) fue desax;rol];aclg p;:r Cancor ,pri_t_l_
cipalmente en el {ltimo cuarto del siglo pasado, como ya mencionﬁbaﬁos ¥,
en ella podemos encontrar aspectos que la hacen diferir de las teorias de
conjuntos recientes, Uno de los aspectos mis importantes que distinguen a
TCC es, que no fue formulada axiomfticamente.
Se dice que una teorja est§ formulada axiomiticamente cuando tieeun con
junto de t&rminos Primj‘h’v‘;s Yy otro de axiomas, que pertenecen a la teoria
han sido seleccionados como puntos de partida de toda la teoria Vs 't:%glesk' con

juntos se explicitan en el principio del desarrollc de manera.que,’




Podemos encontrar en general tres tipos de teorias matemfticas de

conjuntos:

sas . como’ serles d:.sctecas, densas, continuas, "eté:'




construir una estruccura cuyas ap11cac1ones son smu.lares ‘a las de

la mstemﬁtica, es, dxferente a, dec:.r que~pem1can Dbtener a

mitica misma.

juntos :an'tbrégna, en seguida s‘ev vig len los estudios d;Peano que la
‘primera de estas ‘teor'ivas (la de ios nmeros naturales), podfa deducirse

a partir de trés primitivos y éinco rostulados; rosteriormente a todo

este trabajo matemftice , los fil8sofos de tendencias logicistas se pregun
taron si no serfa rosible definir y obtener a partir de t&rminos Gnicamen

te conjuntisticos la feor(& de Peano. Frege de una wanera muy peculiar

Russell mis convencionalmente, mostraron que esto pondia hacerse.Despu
q P Py



es de idear teorfas de conjuntos axiomatizadas y que no presuponian la

matemfitica.

Pero antes de analizar mis, de cerca lo:\levado &

cabo’ ‘aor Rossell y ‘e:speci'»

Estrictament
rales podfan rc.'c\r'{s'trunrse todas las dem§s categotm de n|

teros, rac:.onales, reales, complegos)

"En el proceso de aritmetizacibn def anMu.
qued6 mostrado que Los namerod de cada uno
de estos conjuntos....... pedian definirnse
como clertos conjuntos de . nGmeros, o  de
pares ordenados de ndmernos, de - &a  cate-
gonta anterion ™. 4/

Los enterog son con_)ur\'\‘.os de pares order‘ados c\e nakur‘o\e’
Los fracclonarios sen conjuntos de pares de e.n’c,e.roe

Los \rrcxc-ona\es son canun{'_os de vracionaleg, |

lLos \masmarlos e,on 'Pare.s orde'\cldcs Ae rea\es

La aritmetizacid:

desarrollos_d‘

da esta construcclo queﬂadm:,tlrss. que 1o @nico- sobre lo que versaba"‘ i

la av1tmet1ca eran 105 nﬁr"eros naturales, conJun:os de numeros naturales,

con;untos de con;unt:os de nﬁmeroa naturales,el.c. y, en consecuencla,
puesta a la cuestmn de z,cual es 1a naturaleza de ]as ent:ldades a ' las que sé
4/ Cfr.Orayen,Rafil A.La ontologia- de I’rege.Cuaderno 3. del Instituto: Nal. -para

el mejoramiento de la ensefianza de las ciencias. Argentina. v.p.l0.
(v. Bibliografia General).
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refiere la aritmética? se simplificd notablemente ya que, no requirfd el estu—

. B
dio de todos los tipos:de.nlmeros, 'sino s6lo‘de los naturales.

Como puede verse, -en‘la aritmetizacibn. 'del aniliszis: se encuentraimanifies— .

ta la utilizacifn que hicieron los matémfticos

los tres primitivo

va (o lo que en esa:

absolutosla matemitica clésica,

Tanto Frege como Russell alcanzaron este objetive.

5/ G.Peano. Matemdtico italiaho contemporfineo,n. en Cureo ‘en.1858, Curs§ los estu
dios de la facultad de ciencias, y fu@ nombrado profesor de cdlculo infinite-
simal de la Universidad de Turin. Sus trabajos fueron importantes en nlmero y
calidad, versan sobre las diferentes ramas de las ciencias exactas y sobre la
18gica matemdtica, de la cual fue durante muchos afios el representante mis au—
torizado de Italia.
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¥ rege?ideando una estructura axiomitica capiz de cumplir las mismas fun

ciones que la teorfa intuitiva de. conjuntos pero, sin presuponer la matemdtica.

Russell,ideand

que llevaba lg‘tebt?a

las dos condicione
A grandes"'raisgos
gicistas. cuya fm:.c

da la watem&tica ‘a

Tiempo dé‘qués

nueva 18gica.

Al trabajar:mis y/més

de dar un buen’ fuﬁdame_ te

i

santesque: surg:.an s0n 10

icuil es la natural

"G.iven ineéa‘A bzue'a Gt 1the wigent need fon
betten foundations’ in mathematics, - we should
ask what kind of need he pmcuued and whma
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he hoped to find better foundations. 1t turns

out that his consdideraticns are closely connected
2o the foundational Lssues that othen mathematicians
and philosophens were gac.ing in anteenﬂt‘canﬂmy
mathematics ".: 6/.

de Cantor sobre pphté'srifnﬁ:lcipleéA:V(ﬁnifoidys'),_.:"
juntos. '
" le_ ﬂtaoay 05 natural nu.mw,

was at. §inst considered unpaoblmna,tcc,

tional problems were Ledt to Pumo, Fn.é,g
Russell,” 8/ e

s’ menc1on§bamo s:

pregunta tan fundamental como 1a que an

rl.cx.‘\ﬁi 'és yl‘é ni

za de las entidades a 1as que se ref:.ere 1a ar:.tmetica

Pero esta cuest:.on, pese.a las apar:.enc:.as,no ten:l.a. una respuesta sen :Llla .

porque era necesario apreciar una multxplic:.dad de generos de entldades.

6/ Cfr. Sluga, Hans D. Gottlob Frege. Routledge & Kegan Paul. London, Boston and
Henley; 1980, v.p.42, .

7/ Bolzano, Bernhard, fildsofo y matemdtico checoslovaco, de ascendencia italia-
na,n. y m. en Praga (1781-1848). Contribuy8 a la sistematizacidn de la teoria
de funciones y demostrd algunos teoremas cue pueden ser considerados como base
de la moderna teoria de conjuntos. Dentro de su obra mis importante, Paradojas
del infinito (1850), se reconoce por vez primera la necesidad de demostrar mu
chas proposiciones (evidentes en apariencia) que se refieren a las funciones
continuas. La m3s importante de estas proposiciones es el teorema que lleva
su nombre,

8/ Cfr. Sluga.Gottlob Frege. Op.cit.v.p.43. : )
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Por fortuna, como ya vimos, gracias a la aritmetizacidn del andlisis el

problema se simplificd considerablemeﬁte.‘

tica a la 1og1ca (ceoria de conJuntos).

Después de estudiar y ampliar las nociones de Peano, Russell se

ohservar los términos fundamentales de la mACem§t1ca, 1n1ciandoc
bro titulado Los Princdpios de 2a Matemdtica que

"Todavia en ALa actuafidad canétd:u ye un hito
en La historia de esta temdtica,” 9/

y cuya tesis fundamenCal- que la matemftica y la lagica'son'idﬁdtitas;

tal 1ndole que Russell nunca tuvo una buena razdén para modl

Para sostener esta tes:s, Russgll nece51taba readaptar,
intultiva de conJunto

tutor A. Wh:.tehead 10/

mado en losPWLK En sus inicios el proyec:o

Ma.tllunuum~

mente pero despues,

invencibn de la Teo fa'd pos russelhana (1906) . Hecho 1

redujo a trabajo mecdnico (desarrollo de teoremas) ' que casi realizﬁ en’su :otali

dad Russell.

9/ Cfr. Ayer.A.J .Russell. Ed.Grijalbo. Mé&xico-Barcelona, 1873. v .p.‘15‘

To/Whitehead, Alfred N. Matemdtico ingl@s, n., en 1861, Estudib en el Trinity College
T de Cambtldge, despu€s fué profesor de matemiticas y mecfnica en la University
College de londres, y de 1914 a 1924 fue profesor de matemiticas apllcadas del
Colegio Imperial de Ciencias. Entre sus escritos Se encuentran:
Algebra,Axioms of Geometrv,Principia Mathematica(con Russell)etc

Treatise on. Unlversal
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Un dato interesante acerca de la publicacidn de los Prinedpia Mathematica

es recreado por Ayer en las siguientes lineas:

"Cuando el Libro estuve tewninade, Los Sindicos
de 2a Cambridge University Press consideraron
que su pubficacidn acaviearia una pérdida de
600 L.ibras, de £as cuales ellos estaban dispues
os a apomtan tan a6Lo La mitad. La Royal -
Society, a £a que fanto Russefl come Whitehead
penteneclan en cafidad de miembrcs investigado-
nes, acords contribuin con otras 200; a Los au-
tonres no Les queds otaa pesibifidad que apontan
Las 100 Bibras resiantes. De este modo Ea ne-
muneracibn econémica por esta cbra maestra que
£es habfa costade diez aios de trabafo fue el
page de 50 Libras." 11/

Russell reconocid con indudahle acierto que su obra sobre loglca matemat:.ca‘

de Russell, ngica.,

Russell observo la arlmetlzacmn hecha por
te, al encontrar los est:ud:.os de Peano, formuJ.o que

o la lc-gu:a pod:.a ser algo plausxble yl f1

Hemos d:cho que la t:eorla intultlva o clas:.ca de conguntos carec:.a totalmente

de una sistematizacidn axlmnat:lca oue, nc fue” ﬁ:rmu\ada como uns teoeia de conJuntas cuyo

fin fuera construir una estructura tedrica ale aplicécioncs 5imilares > las de la matemdtica, pero pue

de tratar de formularse una‘teorra amomabca que refmduzca sus :deas findamentsles y s€a vsada para obtener
la matemiatica.

Sin embargo grac1as a las potenc1a11dades que observaron los matemfticos en
TCC y gracias a los obJetivos loglc1$tas de 105 fildsofos matemidticos, finalmen-

te estos Gltimos se enfrencaron al problerra de ofrecer una versifn de teoria de

11/ Cfr{Ayer.Russell Op:citivipp.15 y '16.
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conjuntos intuitiva que estuviera axiomatizada y.que no presupusiera a la mate-

mitica clisica.

La solucifn ‘deeste problema

esta reconstruccidn’ es aproximadamente .lo que suele..

La forma en que tal' sistematizacifn es aqui-expuesta,:

parte de dos nociones primitivas: bdsicas:.(t@rminos:que son el punto de’

dos axiomas (afirmaciones especifica:‘s ;i.n;i.cialés), 'el‘f‘lenguaji'e J,Sgico' serd’ e“l‘de:

generalizada con: identidad recorriend

yos Ginicos valores seran conjuntos cuanda

diente a-ellos.:

i) definiendola eén t&minos el predicado.binarios =
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L Mx =,dg'6';

(y) y€x

ni (i) ni (ii) pued

Cantor nunca

fue de mucha. util

Por o tra par

dominio cuyos individuos son conjuntos‘porque
€l hablaba de cosas diferentes a conjuntos, por. ej

lineas. e e L

Un dominio. qu

cién aun cuando,.

y dice que "Tiw &'

12/ Cfr. Fraenkel
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El axioma resulta falso si le son retiradas las ps del antecedente, es . decir,

s3lc funciona con verdad 'para’ individuos .que 'son conjuntos,-

piedades no c@ple

como "tiene'. o

es esencial para el manejo d

De las propiedadas, nadi

que exista un acuerdo general,

eidas por las mismas cosas, pero

Ssofos como Quine :1enen razones para recha r términos modales, ademids de no

i1

s que, en su opinidn resupone
A ; ’ i

lessofos com N Goodman y Quine cuv1eron que; i;andcnar sus
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tendencias a aceptar finicamente objetos materiales, por causa
del axioma.
\a Teorfa de conJuntos est:a' en med:o, por asi declrlo, de las opcumes aludidas:

i) ontologias de Profledudes obscuras

'co’nstectv.\:éncias conceptuales- me—
en un cn':‘njun:‘to hay repeticiones

de elementos o>7].ai‘dl ‘gyvrloé‘vha considerado en un cierto
orden. i o

Tambidn garantiza Y : cuycm e.l:enan,taé sonagi....a,

tiene una denotaci

junto , la. denotacid
Hasta aqui; ‘s

igual que la nociB

Las ideas 1ntu1t1vas cantoreanas que recoJe este axioma presuponen algu :

dificultades de formalizacidn, La primera de estas ideas dice: -

",.. akt th04e entitiecs which fulfil a glven cond.ition-
always constitute another antity, a class, and oply
ove class, Adnce any two classes which have abe Ihu/n
membens: in common are Ldenticat." 13/ .




conjuntos infinitos sin hablar de propiedades es algo sumamente complejo pues,
de entrada parece ser: necesarlo superar.un cﬁlculo de pr:.mer orden. R
La otra idea presen:e ‘en e_ste segundo axioma "

s la de que;’ dada una pro—

piedad hay un conjunto;taliqu

Como en cAleul

rrir a propledades’
Una primera: fon
guiente: Rt
(PY (I (M 5 (y) Py o yEx))
La primera cuesﬁian'a fohservar , ademds de que no es u'na'fa_tmu‘la
es que presupone justamente propiedades que es algo que deséamq;
Que,nos compromete con una ontologia dificil de aclarar. o

¥, por Gltimo, si observamos detenidamente, una aparicidn déf‘P e

quierda a derecha es variable y la segunda predicado).

Tanto el primer problema como el segundo podrian resolverse :si-usamos.dos: pri

mitivos mis: B
1~ P(x)=def .= x es una propiedad.

Donde P es el predicado 4er una prwopledades decir, P aééﬁ'a no o v;a}tiab."l{é

de predicade sinoc como predicado mismo. L

2= xTy=def .~ x tiene y.

Lo que tenemos realmente en (1) y (2) sbh’,definic.iones informa
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can cuil es el sentido.en el que. sa, lasva a usar.

La formulaci&n s:.mbﬁl:.c 'aé. 14 idea Intuitiva cantoreana queiestamos:estu—

diando quedar3ia en;qng

mientras que‘ el," eg

P(x}

A con:muac:.on buscaremos formular 1a 1dea 1nCermed:.a de que una propiedad

origina un con_-]unto en “un ax:.oma que cumpla funciones sim:.lares a las que hemps
tratado de plasmar pego, ,medmnt,e ung est:ruct:ura cuya.s sust:JJ:uc:Lones den como re
sultado axiomas, esto: es, postularemos un’ ax1cma esquema en el cual si bien se

tratan predicados no aparece la noc16n' de prop:.edad

Por ejemplo, para el pred:.cado d'm /wjoapl:.cado a un"det:ermm do ind:.viduo N

nos daria algo como lo s;gu:.ente.

(3xHMy 6 (x) (xEy e x es-1050));

Justo para evitar hacer una postu}.aciﬁn ‘como la [ant:Ae‘ iori-para’cada: pi.'édica‘c‘lo

es que postulamos un axioma esquema:

(Bl (My 5 (x)(xEy o> Alx)]) ‘
donde A{XJes una £8rmula ocue se puede sustituir . por.cualquier -predicacién.
En lugar de A(x) , en cada caso particular debe cumplirse que:,
1- X debe aparece libre enAlx).
2- Yy no debe aparece libre en Alx}.
3- por supuesto que otras variables distintas de x ey pueden aparecer

libres en Afx]).

Asi, fivalmente hemos logrado refleJar en: nuestro segundo axloma e1 supuesto

intuitivo que tenIa Cantot de que con cosas cualesqu:.era se. puede tenet un conjun

to.
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Una primera consecuencia de AZ. ‘es el teorema .que comi.gnza con eJ. (Sy),/ »€s

ta notacidn expresa que ex:.ste un _l

T1. (3 y)l (My

La prueba de este teorema eé 1

Para (3y)(H7 &(xxxéy"’/\("’“ (5m la”
2 wmismo,

rpam (‘37) /(H7 3 (xXxey - A()Q))

m]a ue en lugar de \'\a\)er‘ un
ﬁd ))-Z:&(x)z(ey;ﬂlx(xm !
H)'s. Q‘ € ya ‘-’ Al

i) My, 8 GXxEp A (€5

bim‘a\iﬁcnndqﬁ

iv) (ieﬁ e




que tienen ese predicado 'y s8lo por ellas, -

La teorIa es complétamente neucral ace
Como ccnsecuencm del teorema uno (Tl

mente un conJunto que le sat::.sface.

Cuando def:.n:.me un conJunl:o de;esta mnaner
do por comprensiSn o -intensidn,

Un conjunto tambign puede se definid

cir, enumerando’a todosk: sus individuos

comprensifn que no Presentan problemas ni’ para conJuntos lnfmit:os ni para 1os

finitos..

"Una clase o conjunto puede ser definicc de dos manenras,

fas que, a primera vista, parecen completamente diferen

tes, Podemos enumeran sus elementos, como cuando de~

cimos: "EL grupo que consideno se compone de. Juan, Pe-

dno y Diego'. También prodemos menuonan una propiedad
determinada, como cuande hablamos del 'generc humano' o

de Los 'habitantes de Londrnes'. La definieidn que enu-

mera se LEama definicidn pon 'extensifn' , y La que

menciona una prwpiedad caractenistica se Leama defdnd

cibn porn 'cemprensifn'. De estos dos tipos de dedini

ciones, el dlitime es Loglcamente mds fundamental. EB :
2o se deduce de dos consideraciones: 1° La definicibn

ponr extensidn pucde reducinse siempre a otra por com- C
prensidn; 2° La definicifn pon comprensdidn, generalmen.. . ... iiii
Ze no pusd;’_");eduu')we a ctra por extensifn ni adn teSiica .
mente. ..

Por otra parte, la teoria de conjuntos, - en general logrc‘: forinul

v.pp. 25y 26
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vando las funciones interesantes-de dichas. cosas.

Por ejemplo, la definic

de algo como (a,b)

obsdrvese cdmo con’ esta nueva notac:wn conJunr.ist:.ca 1nc1uso es £8ci
diferencia de dos pares mnegando solamente conjuntos.

primer par (a’ b) S segundo par <b a_)

expresidn cortespor;diem:e expresidn correspond:vient;e

en teorFa de conjuntos. en teoria de conjuntoé.

a6}, 4t =4 {§e,e}, 84}
estos dos conjuntos son diferentes pues 8i bien el elemento de la izquierda de
ambos es el mismo, el elemento de la derecha es otro, al conjunto A pertenece{a}
y noﬁb"y al conjunto B p‘ert:enece{b})" no {a} luego A es diferente.de B si recorda
mos, oportunamente, nuestro Al.

Lo que hicieron los conjuntistas fue encontrar una entidad cuya funcidn:fue

ra idéntica a la de la entidad marjemﬁcica y/ s:ln embatgo/ambas entidades no son
ellas mismas, idénticas entre si. El s:.gu:.ente esquema expresa claramente lo

anterior:

entidad matemdAtica ¢ A entidad conjuntistica

o
funcifn de la enti funcidn de la entidad '

dad matemd@tica, = . PR
conjuntistica.
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Asi fue como los conjuntistas pusieron en relacidn biunivoca un conjunto

de nociones , con las que tenian los matemdticos lo cual ‘permiti§ que, cada vez

que uno deseara hablar.de y recurriera a y.donde:.j = entidad matemitica que se .

una unificacifn conceptual de la matemst:.ca.

Cierto argumento dice que antes de la teoria de conjuntos uno tenia’que

postular muchas cosas y,despu8s de ella era s6lo necesario ‘postular conjuntocs

El anterior argumento es peligroso asi como la misma teoria de-conjuntos; e

al riesgo queda graciosamente expresado en la siguiente anal&giarhecha por Raﬁl

Orayen: " es como si nos ofrecieran un insecticida para moscas RIS
¥ P » JAERYS
un ingecticida para cucarachas, un insecticida para

polillas,etc. y ¥legara alguien &iciendo: eso no le

.

hace faltastenga, yo le doy la bomba atSmicaf".

. ’, . 13 . i . B s

A fin de ver cuan rica , cuan wvasta es teoria de conjuntos, definamos' ciertas
nociones relevantes.

Una lr.elac,cdn binaria=ded »+ @ YR conjunto de pares ordenados.

El dominio de una relacifn bl.na)u.a'deﬂ .al conjunto de todos los pr:u;neros )

elementos de los pares de la relacidn.
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El codomindo de una refacifn binaria= doﬂ -2l conjunto de fodos los sepundos

elementos de los pares de la relac:on.

Una nuauﬁn utue/ua c. con osa ’!€=da6

cifica de cardinales fin:u:os ya que est:os se identifican con los nGimeros natura-
les y, como antes se decia, para conclu:u.- que toda la matem3tica se deduce a par
tir de pura t:eor‘ia de conjuutos, es necesario mostrar que aquello a lo que segfin
la aritmetizacidn se reduce toda la matemftical la teorfa de los nGmeros natura-
les) es obtenible justamente a partir de conjuntos. Tenemos que mostrar em:onces/
que los nlimeros naturales, o cardinales f:.n:u:os, pueaer\ manejarse conJuntis:i
camente, : :

Defindcifn intuitiva previasel md-«mﬂ dt’. un canjuw es el nGmero de indi-

viduos 1nclu1dos en ewe ’ COHJUHCO. .

Definicién forlml.un conjun-ta u equunwnww can ot)w cuando:: ex:.st:e una co-~

rrespondencia biunivoca entre ellos.

Cantor parece haber sido el pi'imei;o:'que ‘tuvo la ‘idea de eéuinimeté#idad que,

% binaria .
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se expresa asi: )
A~B ded. (3§ § es uma ¢ (1-1) entre A y B,

La idea de equ:inumeros:.dad es ademEs 1n:eresante por

miticos cons:,deraban ter:mrmente a ellas (par ordenado)

Los conjuntiétds oma}\an simplanente palabras o term:nos ma.temat1cos cuyo .

significado Bnalizé]:;axi' hasta alcanzar un grado de precisifn antes ausente.

En el ca.’éo dé.:,la, néci&n de equinumerosidad puede defenderse la idea de que‘
tal término fqe_'rétéméijd‘. conservando absolutamente su significado original. Es
to Gltimo debe éntenderse en el sentido de que toda oracién obtenida poniendo el
predicado demmdesntmuo tiene las mismas condiciones de verdad que cual
quier oracidn obtenida poniendo . el nuevo predxcado conjuntistica.

Dicho de otra forma, kas oraciones nacidas de la splicaciSn del predicado in

troducido por la nueva def:m:u:xon, son oraciones cuyo valor de verdad es jdentico

al referido. por orac:.ones compuestas a part::.r del pred:.cado de ngwé,cda,den

su acepcidn prevxa a la teoria de nﬁmer:os, es ‘dec , en’una acepcz.&n dada a nivel

del puro 1angua._-|e natural.

La diferencia en el sen;i@i“y la c:l.on ex 'tentes ‘entre los anciguos con

ceptos matemiticos y las nuevasnoc




27

En hase a la idea de equinumerosidad podemos obtener nuestros siguientes

tcoremas.

lidad de A-

En = '

A

tes a las anteriores; objetos que.funcionen’'como nifimeros cardinales.

@
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Para cada conjunto asignaremos un objeto de estos:
»A B C-D E

Conjuntos

juntos que son equ:walentes a A.

DernOStracum‘ de A=Bes AVB

1 eda
] 1. A B supueah: : eec.\,r(dg 1, X def A)
2. Cer~A=8cnon definicion de Ade.g. - XAl o dez)
. AMA _FQZEMF‘AID en :L i :::E -3, 1, fransituidad)
Y. AEQca A de B. : ; : 3 ® (*-“)de(? de B)
5. AGZem B de N2 y axiomo de ex (dasoefides
. Avs +E,r\5lch0l|dnd : ix & B suPues*'o
. ixelemn (doF X aef B,
fxoe  C (de®)
IR ATA (da 3., simeiria)
"Y'\-'A (de 10, -H , por '\-mn

; su‘h\ndud)
X e.chuA HETH
it : Lde. 2% Fer dﬁf ﬂ).

2] 1. AVB mvues‘)‘h
hay que mos{-rur\

% - 5uamﬂca el COnJun'to da toda-.. \as X t-;\t‘;ﬁ qua curnp\en con \a
CspeuF\ca en 5e3u|da,' - . :
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Expresado en term:l.nos de predicado monadlcn, elaen card.inal (C) ,queda de-
A3 A) x' ’

finido de la smulerte f.or.‘ma' y

) reemflqzo del cardma\ de A
gque ‘eon equ:numcrosoe C.of
por A~ A

l’.Dor ‘G lauc\dgd de (‘ﬂ

pertenece a ese card:mal, lo cual se_d

2) AEC — P\'t (e\

T? ce ?\)eo\e chr‘eear‘ de mqner‘a ma; c;o.m?\e*c‘ ae; (CXCC
1) T. Ate supuesto - ,
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{de T por to definicicn de L)

- de{:m;g'\ér\ de

; ?f(_rveemp\‘a?_o‘: ea UL F""m)
¢ (definicion det)

eci

5. los demis’ son-o-bien rus

Hasta ahora, como. puede notarse

Un nfimero cardinal es la respuest

viduos tiene este conjunto?.

En términos mAs matemiticos se d .ce ' que; "un. nfnqerp“c‘ardi;ﬁgl/ es la med:Lda de
la cardinalidad de individuos que hay en un 'ccmjunvto. ' ‘

La relacidn existente entre cardinales y naturales es, como declamos, la de
que todo natural es un cardinal finito, es decir, un cardinal que .se_ aplica a_ con
juntos finitos. Asi, los niimeros naturales son cardinales, tales que, cuandc‘ un
conjunto tiene a uno de ellos, el conjunto es, indadablemente, finito.

Obtendremos la teoria de los nfimeros naturales como parte de la teoria gene-
ral ( no completa ) de los cardinales que hemos desarrollado hasta aqu:‘L.‘ .

Como demostr8 Peano, la teorfa de los nlimeros naturales podia obtenerse a
partir de tres primitivos y cinco postulados, ahora bien, para pode»rbd;c’:ijr.qiue‘

la teorfia de los nlimeros naturales es parte de la teoria general“‘ e'ldévg"a”rdin‘a-‘

les, podemos utilizar las nociones que hemos introducido-a fin-de‘obtener-los- -
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tres primitivos y cinco postulados.

Reduciremos la part:e de la teoria de los cardinales correspondlente a los

naturales, esto es, la par:e de lo cardinales fin:.t:os a:pura’ t:eor:.a -de conJun'

tos.

s istematizacidn:d

Nocionesjtﬁitiva;
Por el manejo que hac
se que estas‘n‘ocio:xk':‘e"s,ft‘::é‘x;“ian Gr
ficado. :
lo’
la. :
" ag ixﬁa‘ opééaciﬁn monddic
N eﬁ un.éor;j'ur'n'to: e
Postuladosg::’ R
P-1) DEN
P-2) (n] n'eN.

P-3) (m) (n) lm® =i
P-4) (n} 0 # n' :
P-5) (PI({ (Po‘ & {n) (P

: Pn,)) - (n)Pn)

El primer: post:ula o d:.ce que e} es un’. nﬁmero natural.

El segundo postulado man:.f:.est:a gue: el sucesor de un natur:al es' )

natural.

El tercero, expresa que la operacidén ' es biunivoca.

El cuarto, refleja que el nlmero 0 no es sucesivo de nadie.
Y el quinto postulado nos da a conocer el principio-~de induccisn tal’ como

fue ideado por Peano; afin cuando Russell 1o expresaria de manera nﬁbs ?Ai'é'liii“‘ya' 5

que esta formulacidn requiere algo m#s que una 18gica de orden uno, '~
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Obtencibn de los conceptos primitivos de Peano

en términos finicamente conjuntisticos.

Definicibn O=deg . /A
Cero es igual por definicidn al cardinal de la clase nula,
T8, 0= IJ\.}

El T§es obtenible una vez dada la definicidn de O ¥ una vez

bay un conjunto vacio lo cual se demuestra como . sigues P
Por reduvecion al abeurdo

1. &, + @, (\os 2 son vaci
2. Recordemos - q_ue.

3. @1?&¢<——>m

una Olb\junClOn
pues, en. cud
'xed, qu

> jeile} deﬁmcnor\
de lo c\ow.:e vuuo nunca Puede se oAt A
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Una vez definido el nfimero O, pasaremos a la definicifn de la operacidn
(prima), es decir, a la operacidn de sumar uno, por ejemplo:

8' =9

10' = 11

32!

~Cx -+ x' = x

El orocedimiento que Frege y Russell inventaron para hacer un

finicifn de este tipo (recursiva) que nos introduzca en el concexto e

la importante definicién de conjunto inductivo.

Uno podria definir los N de la siguiente forma:
a) OEN

b) xEN -» Xx'EN

c) s6lo pertenecen a lospN , X cue se puedan obtener mediante sucesivas apli .

caciones de (a) y (h).
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En c-mco, la tercera clausula nos dice que ﬁnmamEnte los que cumplen (a) y

1o cual a5 una. cond ciﬁn nec’ saria

(b) son miembros honotar:.os de N

A este filtimo respecto, 'si digersmos que (x)(x&

es la formalizacifn, no estariamos :unpl:.c ndo ‘a

vor aplicacifn de (a) y (b) » esco es, no descr:.bn‘:.
tuvo por una sucesiva apllcaciﬁn de ' .’ a partir de D .
que entraran al club N su_]et:os xndeseables, por e;emplo

- suponiendo que h fuera un cardinal :mfim.co, la:o

mismo . h' = h y entonces nuestra formallzac:.Sn

- suponiendo que una taza quisiera entrar al club y':

mitido por la simholizacifn de (c&).

y deshacernos del circulo vicioso.

Russell y Frege dieron un todeo y io

tro problema. Cor su porced:.mlento se ‘puederhacer

nicibn rigurosa y explic:.ta de

Definimos un conjunteo, py:.
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i) AsM

ii) operaciones o relaciones 61v62

arriba.

Propondremos ah

tentdbamos hacer coniy:

juntos y no sdlo a,N

A continuacifr

N Edéﬂ' ala inéersecéiﬁh d
mente),

N =deg. R (A)(T(A) —» X€A)’
La definiéi&nridéﬁ'gfg FA!
pero la anterior#es a'ﬁn:“n;.‘is'; ggné al

Atora introduzcamos nuestro :nov.

To. T(N)
Tg.dice que la iﬁﬁe#
conjunto inductivcf” e
O pertenece a-tedo cnnjunin nducti
Vos. Asi pues, se cu&gié.QQ

15/el exponente en este tipo .de ‘expresiones indica el o' los.-lugares
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Hay ahora que probar que

xe€N —» x'e N

Prueba condicionai’:

1) x € ™
2) X ?er’ce.nece a todo conJun'\_o mc\uchvo 'Porque_ “\\7 ;

3) como todoicon un{:o indoctivo: es’cq c_errcac\o

cion 2 entontes, X' € a tods coﬁ).,“t tndoc
H) y como la’ m‘\‘roduccuon de '\odo con
5 xe N :

Hasta acui hemos deﬁbst*‘ado'

(M(Y.(A)-v xXe A)

o podanos mostrar directamente esta regla, as:l. que:

No obstanl:e noso tros

introduciremos una paralela que, simul tineamente operard como nuest:ro dec:uno teo

rema. ) )
T10. PO ¥
{x){Px = Px'} /o N %Px
Cor la prueha deT 70 estaremos demostrando jindirectamente P-5.

‘f v “P tienen la misma primera premisa peroc, la segunda premisa \P tiene un

enunciado universal mucho mds informativo, ya que su dominio no son Ginicamente,co-
mo en LP , niimeros raturgles sino ohjetos cualesquiera del universo.

En cuanto a las conclusiones de‘"{] y l’P tienen la misu‘a/ expresada, claro, de di
ferente forma, esto es, decir que (n)Pm: para todo nimero natural &l tiene la propie

el conjunto de los nimeros naturales es yn

dad ., es lo mismo que decir NeRPx :

subconjunto de todos los tales que tiene la propiedad.
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Veamos con detenimiento como es que Pay(x)(Px-be!)P“eden ofrecer apoyo para

deducir Ne WPx

qinplg que py .
nd'fvj.’duo"f‘del universo si €l tiene la propiedad y se

13, 1o que se obtenga de dicha aplicacin tambifn

jue Pestd cerrada bajo la operacifn prima,

esta es una i.mpo‘i'tva};‘:eb a'r'xo!:'argn'tfe T9. ;y/'T]D donde no - tenemos que

P este cerrada para '%sino ‘que. d.ejéxiis,.‘af:iefta: 1aipogiﬁﬂidad de que P mo sea

* 2) Pn "'",Pn‘

@ es una variable de ?ro?iedades}
de" manera gue introducimos en sy

lugar ‘una propiedad caue signo es'Q’
tal que Q == aplica @ un dominio res
{'.fi'ng'\do/ a saber, el de los ndmeros
notdrales, asi gue si bien no estd

& ",_bom"'os seguros de que P fuara in
duchva, si podemos estarle de que

Q Yo es.

5) Vamos O ’P"’Obat‘ C:l'U‘E‘.VQ'"(_umP)Q con

(<]

(X)LPX —NP%‘) :



1 Qo Sushitucon Cho P porque %E_{v xS N —3:"9;&\'
A Qr SU k=] v 3
Po por su?ueﬁ*%\(\")\’ » ?C::' el ;org‘uet);\) es |nc\\P.>t_‘\'.lu° .
e N es un
oeN %a\eto ?:\ Qu:.ﬂ-.uca ¢s decdir: asiPx & x(—.N — Px & X € IN

By % RAAW > X ER)

<
TN 5, Oeh SCIRER>XER)
2.) Qx— Qx* Px— ?"‘ny Qe sus-\—\-\-\_)c,\o\\

Qx suponemos,
Pxi xe™ por deGinicion de Qx, es
dec.\r' Qx —d‘% p* gxem

Hasta aquf hemos logradd defi

han sido demostrados.

En una prueba-riguros

ro, seguhdo y quinto permite

mienza con 0, A ¢

n  puede ser cu;al;luief“f;atura i oanmt N est:a 1nc1uido ‘en ;los card:.nales
pero siendo que no hemos probade: que los N sean efectivament:e card:males, tenemos
que enfrentarnos a un dilema,’ v ' ‘ ‘
a) si M no es cardinal entonces N = n' y entonces "‘f')‘ 0 ya qu'e/por método in
direct:o/tenemos que suponer que O =nl s por transitividad de la igualdad
0 =n ,pez:on neo puede ser igual a 0 porque ya sabemos que 0 es el cardinal
de la clase vacia ( por definicifn ) y," no es cardinal por hipdtesis.
b) sines cardiral entonces se cumple lo siguiente:
nt =T (3B)(3ylt BEn & yfB § C~BUfy})
Para demostrar lo anterior hagamos nuevamente una prueba indirecta:
S“'F""‘T’M ue O0=n {ya que lo que hay c#ue probar es que O;t n’)
0 =C(3B) YXBEn &y £ BRCoBUiYE) =
O=4% vale

Sabernos por Al que dos con_)ur\bas 0N iguales “”'Corhente, & tlenen |osy ;
mismos elementos |

Si geo>gdey (o es cordinal de la :‘.\qge¢ s o= {¢} i ¢€_‘°) .
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Ast, la clase vacia tendrd \a ?roP'\edod que se Odjudicd o C, Yy noS
queda: (3B)(3;)(Bend yEB R grBLiyl)

(Ben B yeB R FnBUL) | ‘

Ihstgnddé,ié’ﬁ e.v;'\é‘\" ol c'o\?:\ﬁo E |smq
e R voiriabl
B~ Bulytd Ben & yE
FroBoiyy D
Si esho dltime €5 cierto .en

Dominio de FO =&

Codominio de $G0 =BU'§7}
entonces debe hoberr‘qlaq :
hmo es absurdo. porg

{m)( n
Si el universo

resulta de supvon”err ta
1.V =n S : e e e
2 37210 de 4 sousticidn 'Yio, 10 es uncardinal notural.- Supueste.
3.10°=2 (38X3y) [BE 10} yeBs CV BUiy}] este linea se cbtienes de
acwverdo con ‘la definicioh de suceson para cardinales.
4. 10'= E@EYIVe10d ¥ ¢V CvVUuiyll instandacidn existencial Cx.E)
de (3), Sabemos que hay un sblo B que cumple con el conjunto Be 10
ese B =V (ver linea (). De decir que G fx saber que solo he 7
un n‘:‘\\dividuo a tal gque tiene tx se ede pasar a fq. 4
40' = C(B\/‘)E\/ ¢ V& Lo VUu {7}] %imPliFicc:;dn de (4), Viendo \o que
dice esta linea, especialmente ‘en el primer conmyunto, notamos que mg
nifiesto vas ropiedad vada es_ por definmicicn de_/c\ase_ uni ] o
Puede darse el caso de que exista un 5(- tal que, no este ;U:r\icc,.\:o
se universal. Basta, entonces, que cua\qu\er’mnyun’m sea folso
para que toda la conjuncicn lo sea, en Yol case odermos sus -
'*l'ufr la Par—te derecha de la ‘Iﬂualdgd por el de la clase wva-
Cia a la cual dencta .

6. 10'= g De (5) por las razones expoestas. Ahora vale Preguntar dRFes

un ;Qrd,‘l,-m:?, o ya que sabermosg por nuestro feorermag = que los
cardinales nunca son vacios. Asi parec : i

LA e gue A0 ‘*'ompo
un cardinal . ol # . ' @8

cosa, .

a



3 A0 = 10° esta Vnea ee ju%*.i‘lcir.o porque si 40" no es cardinal
entonces | sy sucesor Yy ella misma son el mismo ‘-{-«diu-‘duc.
n=n sushituyendo Mo,

8. 40= 10

Ahora biéff,

aonal dg\» o.rsu en

Si

?or m\’ercambno aﬁ
cuanh ﬁcadoref_s

\  Pesbilade 3 no Talle
(r\,)Qﬁ ; 1’30\" th%‘oé i

Vemos ¢omo la idea de un universe infinite va ligada a la ideo de que. ()en. De.(®) Ca?
mos a que si no es verdad gue 4o0= 40 por conhﬁposiddn el ?ostulqdo 3 tambieh
seria falso.

Horu\ejq‘, el desostre se ?rod\;-}o cuando la serie de los cardinaleas tuve un accidente
ve le inmpidid "continuer su sacuencia jucto ah! donde la clasa V ean
wontraria su finited Y StV es finita, dladn natural ne poede sequir
siendo cardinal, as{, ese numers es {qudl al vacio
£l 1osm\od’o 3 <& refutn i por carencia de mod-eri:: ring en el univer-

so, Bn aladn punte de la sdrie de log natyrates un individus ne pos

de ser cardinal(Si el festolade 3 fulla por finitod un naturo dejo da
ser cardinal), o
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Observaciones f:f.losSficas:

Tal vez habria

'nera de def*nlr la operac:Lon pr:Lma (') en una forma en

ando se hablara de una canc:.dad 1nf1n:|.t:a de cosas. : ',
fn TCC tal ,F:“a,];r: s,e,, puede probar que hay clases :.n§ .
cabe la posibilidadk de refutar el postulado tercero. Por éje'mplo"
cuya existencia es demostrable en TCC es la siguiente:
Es :mteresante notar. como la reformulac:.&n o la nueva t:eor1a de’ conJum:os

realizadq por Russell

i:mpide la existencia de clases como la menc:.onada. Russell

postula d 1ferentes ]

veles para clasea de mayor o menor con\p] ejidad y’con ello) cie

rra la pOSlhllidad de ex:st:enc:.a de algo como “-A- “-A-} {5\1\.}} é'} hlagandose si-

multineamente a 1ntroduc1r la nocifin de infinito ni m#s nj. menos que. comounamoma,
que manifiesta la :|.nf1n:|.dad de individuos del primer nivel.

Tambidn cabe mencionar que las definiciones tienen de entrada cierta consecuen

cia, por ejempid, el béstulado tercero es falso sji el universo es 'fin'it:o "pefo ade-

me?s,t:ambién,con cualesquiera otras definiciones alternativas, si no ay. univer so

infinito,alguno de los otros postulados siempre se falsifica.,

Una vez tratadas estas interesantes implicaciones del postulado 3 de Peano,
pasaremos a su demostracifn formal para la cual se requiere la preyla consideracidn
de un lema.t.{LV) Pc\ra i:robar que M= > m=n G :
(AU~ BUIYIY xg€ AL yEB—>AMD)
Caso A. Conjunte Correspon

En este caso re
A hay ningdn pre-
ti%r\to b\eymc 3

(Restando e\ con
junte {4x, 1) ee
obtiene, como ex-
E\'esq <l csquemu

na. A=Y,

denei

(333

Axy
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Case B
Con)un‘\'o
[

10 O
remite al squierte prodclermat < si - qurtames .lo‘é‘.
qoada: - e L

pondientes ‘o X e y nos
a ’ino'es corres ar\deg
cia’ biunivoca entre
y B porque el dorminio
deberia ser Yode Ouy,
el codom'-nio_B. .

Rira solucionar el Caso B tenemos que \7;6' : o s“iéig\f\#c" .
Sl en el case M tenemos . A :

av §X}_'F'_.)B U-\y} no-hay . provlema.

. B beB sopusei

Si en el case P tenemos: : :

aea sopoesto L UYXY £ %U* 3 :
a -—

Lo Unico que ha por hacer &5 a a lo relirameos del ?c\t;' La,y? ‘
mos ol par’ {a; 4. Y @ 4 lo retiramos del par {x, 4} mandandslo
asi, quitande x o Y. nos resulin lo que desecbames; (o 32
Prueba condicional de (mXn)(m’=rm — m=n) o
(Aqul' usaremos gue (n)Cn, per tante m como n son <

ardin

4 m=nr supu esto,
2. m=C (38X 3yX(Bemdyg Bocn BUlyY) (24)

= T @AM@E2D(Aen g 2¢As en Avszl) @.2) _
3 m? es nokural \ por el suFuesto (1)7 el postulado (2) de (3) y>

4. m' es cordinal de (MCn. [Es proden ver oqui la ulilizacich
del (R)Cn o cual, supone un universo infinite]

5. m' no es vacio ﬁr(ﬂ\l)adz:—s que expresa que un cardinal no poede
6. QANeem & cen) de (s y sopueste @)
T cem & cen T.E de (&)
8. Ba)(3n(Bem & yEBRC~ BUIYY) de (’-})7(2.1)
9. BM3e)hen 8 2 AR CuALYEY) de My
40 . (B&m&, yﬁ.ﬁ&; () BU%)«}) I.E de(®).
11, (Aen& zeA R CoAaLiz}) T.€ deld). ,
12.. (CwBUiyI& Bem & yZB) Conmulacicn de la conjun

o’ en (_10)
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13. (CnvAU{z} g Aeng zea)
Conmutacion de |\ aluncie 44
M, Cno BU‘}/ s‘m?\lF‘ch‘O“ e:z:'s ncgr\ en()

bl CVAULR S\M?\lﬁcqcnon en (43)
mnetria de la equmumerosndad en

1% Aviz}

18. A5.(T 3),

1q8 (Auﬁz} )unc\on (1?) (1._1)

. AUz tronsitividad ‘de \o equ-numero:',n
“dad en (18) g

Conmutomon de la con annon en (10)

2o. (y ¢
21 (i¢- Conmu’cucncn de la CDnJUﬂCxon enG\)'
22. Y¢:B ‘SJn lificacion (20) ‘
23. 1£A Gy h-ﬁcacnon (21)
Por Lema 4 (49),(23) (22):

GY(AU{X}™ BUSyIg XA Ly dB+ ANB)

B Augs
“bY (RUElv BuSylR 2 eAl y £ B-» AVB) Sus-
x/z

[od
TAN
P

25. = i Fiocioh en &\ lema de

26 B=A Reflexividod de la equmumerosxdqd

2% BEm Por T5, en(24),

28 A€En 5tr‘nP\|9<ooon de. (10)

29 . Btm 5""\?1 ficacion de (1\)
Por teordma que nos “dice: 'Bé.rn*-' Btem,
de.

30. =A tn r &sz ve nos dice: AGne> Atn @8

31 B=m Por definicion de 't' en (29)

22 A =n Por definicicn de't' en (20)

35. m=n De’ (26), (31) x (32) :

Con la d o
emostral::.q»_ de_ este Glt::.mo postulado hemos lograde ver cSmo '&V’ res

nocones p/ummva‘s de’ Peano y Aw.s ‘edneo postubados son obtemblea a pafu:uz. ‘de
teonta de conjuntos. : i :
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II. LOS CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA LOGICISTA DE FREGE

Contenido: . Funcidn
. Distincidn entre un simbolo v lo que s\mbo\tic\
- Introdur.c_\on informal de la’ necioh de
- Expresidn funcional. ’
- Signos de arqumento: varna\o\es \/ cor\s*mn‘tes :
- Argumentos .
- Nombre propio.
- Curss de valores
- Como expresenr un curso de valeres .
~ (Bmo  expresar uno .3UQ\dqs entre curscsde; va

lores.
Valor de una funcion.

Con.nepfo
Qué sianifica caer bajo un concepts!

Tauoldad entre exfensiones de conce?bos .
aciones |

Introdoccion mds precisa delas nociones de.:sgno,sentido y dendlacicn,
La postulacidn de los entes situados a nivel ontolSgico fue

'

hecha por Frege a través del estudio de sus expresiones lingiifs-
ticas correspondientes, de tal menera que cierto anflisis a nivel
linglifstico de una expresién proporcionaba datos sobre el referen
te de la misma, asf como tambi&n una clasificacifn general de ex-
presiones proporcionaba una clasificacifn general de entidades.

Claro que tanto el caso en el cual una expresifn carece de
referencia, como la situacibn opuesta: cuando algo situédo en el
universo ontol6gico no tiene una expresidn en el lenguaje, fueron
conocidos por Frege,de modo que €l no pensaba que habfa una co-:
rrespondencia biunfivoca entre nombres y denotados.

Esta manera de proceder estuve basada, entre otras cosas, en
que el fil&sofo suponia como vdlido que de propiedades de expresio
nes podian derivarse propiedades andlogas para sus denotados. Ejem
plos de este tipo son: la completitud (saturacifn) o la incompleti-

tud (no saturacifn). Pues, seglin si algo del universo lingllistico
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u ontolfgzico posefa o la una o la otra propiedad- era catalogado como:.

expresidn funcional nombre propio, func16n u obgeto., i Y'c;oni"estasf

gico, supuesto que, por otra parte, acompéﬁa patﬁ' utem nt' ;

f:.losofia de Frege, podemos pasar a. un t:rato d:.recto [

zados en ciencias formales, ha s

sas. Una manera de llevar a cabo un anal:..s:.s conc:.enzudo acerca
de la funcifn congiste en: por una 7part:e, no rebasar el imbitb de
las funciones mis simples, es decir, de las funciones de un sﬁlc;as
gumento y, por otra, en estudiar al menos una de las respuestas que. -
se dieron a la pregunta: ;qu# es una funci&n? (de un argumento). En
lo sucesivo simbolizaré la anterior interrogante como (Fl?; 'F' re-
sumiendo el: 'qué’ es una funcidn' y,'l’' porque nos referimos estric
tamente a funciones de un argumento.
Frege comienza analizando la siguiente respuesta a (F1?.
Al parecer.la primera contestacifn que se dif a la pregunta,
fue muy sencilla: una funcién de x serd cuz quier expresifn matemd
tica que incluya a la letra x.
* UUna mayor y mfs precisa informacifn acerca de esta cuestién se encuen- )
tra en el texto L@s catcgorias semntices ¢ ontoldaicas de Gottlob Frege,

de Marfa de Lourdes Valdivia. Tesis de licenciatura.UNAM.Facultac de
Filosofia y Letras,
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La anterior. deflnc:.ﬁn podria parafrasearse de la siguiente forma' .

Asi nuestra prenunta LFl" :ec:.“ para x la tesnuest:a' conJunto ,‘ 

de sImbolos macamscxcos entre los cuales aparece Juscamente la”letra

Huchas personas aﬁn hoy quedarian satisfechas con la respuesta
mencionada, pere Goctlob Frege observ6 en ella algo muy pecul:.ar, algc"

que, en su opm:LGn, l1a hacia insatisfactoria, inaceptable.

CMThis answer cannot satisfy us, for
here no d.istinetion (s made between
gorm and content, sign and thing
signifled..." 1/ .

Para Frege responder (F1? aludiendo simplemente a una expresidn
no podia constituir la esencia del asunto, sino, mis bien, aquello ;
que significaba la expresién.

Definir lo que significaban las Palabras 'funcifn de x' mediag_'
te las palabras 'conjunto de simbolos matemiticos entre los cuales
figura x' era, si no quedarse en las mismas quedar peor, pues lo qx..le:
sin duda; VsubyacIa a estamanera de definir era una confusifn enrtre_w
el significado de las palabras y las palabras mismas.

Si alglin extranjero nos preguntara (qué entienden ustedes por
la palabra 'perro'? y respondi@ramos: por tal palabra entendermos
la serie de los siguientes simbolos: 'mamifero', 'carnivoro','domés

tico','del','cual’,'existen','infinidad’, 'de','variedades’; la idea

1l/Cfr. “"Function and Concept” en Geach,P. & Black,M.(eds.),Traslations
from the Philosophical Writings of Gottlob Frege.v.pp 21 y 22.
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con la que nuestro interlocutor se quedaria es: cuando alguien diga
perto' uebu comprender que quiere nombrar la ser:.e de esu nueve pa

1abras. 3 Pero con’ estn espec:.f:u:acz&n no habria.mos‘ transm:.t:.do al

e.xtra.n;yero 10 que en:endos cuando dec:.mos perr

en consecuencxa,

si nuestro amigo escuchara exclamar (2% [xxel oerro : correte6, me mor

d1.6 y me ‘rasgd el vestidojii' segurar-ente se” pregunt:ar!a ¢pues qué cla
se de pais es &ste en el que 1as palabras cotren, muerden y rasgan la

ropa? .

Frege pensaba que \ma confus on parecida sufrir3amos si acept8ramos

la respuesca v1st:a para I.Fl?, as® qué habia que analizar c6mo evitarla.

-Lo prmero:’que ‘8l:propuso fkue‘di‘sti.nguit nftidamente entre el sim

bolo'y 10‘ ﬁiﬁbliz’ado‘bof-el sTmbolo, ya que entre ambos hay una gran

d:.ferenc:.a; E1l simboio, la palabra 'perro' por ejemplo, es algo muy
diferente al animal que corre, muerde y raega la ropa. La utilidad
del sfmbolo 'perro' consiste en denotar a dicho animal, De la misma
fot"ma, la utilidad he la palabra 'funcifén' consiste,seglin Frege, en de-
notar algd muy diferente a un conjunto finito de sTmbolos matemfticos.

La iiist;inciGn simbolo/lo simbolizado por el simbolo, es una distin
cidn que siempre estard vigente en el aparato conceptual fregeano.

Por ejemplo, el sImbolo 'Derek Jackovish' tiene la propiedad de que
uno de sus ejemplos estd sobre esta hoja frente a nosotros, no obstante,
serfa unsin sentido decir que un ejemplo del hombre cuyo nombre es 'Derek
Jackovish' ests sobre esta hoja y tambi&n frente a nosotros,

Entre los .sfmbolos que Frege estudid se encuentran los NOMBRES PRO-
PIOS (un tipo de ellus son los numerales),los simbolos de argumento (va

riables y constantes), las EXPRESIONES FUNCIONALES, etc. Y correspon-
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d:.ent:ement:e entre 1os denotados tenemos a seres humanos, cludades, rIoe,

var:.able?, para capta o t;.s suf:.c:.ente observar.

En todos 105 egemplos lo primero que aparece de izquierda a dere
cha es el nume:gl '2'; a continuacifn el operador de la multiplicacién
L pero,‘rau’nque‘rla potenciacifn al cubo tambi&n se presenta en
las tres expresiones, los numerales afectados por ella varian; el sig
no de adicifn '+' tambign estf en los tres ejemplos, pero el numeral
que le sigue varia. Y, por {iltimo, poniendo mayor atencidn captamas
que el numeral afectado por la potenciacifn al cubo y el numeral que

sucede al signo de adicibn es eh cada exptesiﬁn, el mismo.

Tenemos entonces: - M

1)Como signos constantes en (i),(ii) e (iii) de iz
quierda a derecha: el numeral '2', el operador de
" multiplicacidn’'.’, el. operador de potenciacisn

3" y el signo de adicifn '+'.



49

2) tomo. signos que cambian entre’ expresi6n y eip(g

en (11 ) el numeral '4' en su primera apar1c16n

y,ellpqmgral '4' en su segunda apar1c16n.

B 3jcbm>véuéde deducirse de (2), el signo que se mo
dxf;ca de expresifn a expresidn siempre se reﬂi

~te" en cada una .de ellas al menos dos veces.

sucede es que, la parte constante de las expresio-

nes. denota la misna cosa en la ontologia (es decir, denota la misma

,funclsn) es la parte constante de las expresiones?, com los

da:Os'anotadQSjeﬂ fl)bﬁodémos obtenerla:
‘ '2v. ;+

Ahora cualquiera se puede dar cuenta al ver la expresidn que hemos

en el cual uno o mis lugares

Esta caracteristica (la
la propiedad esencial de una

E es una expresifén funcional

2/ evidentemente la nociSn de hueco es una nocidn t&cnica
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funcional, pero aCm no cenemos 1a tespuest:a del f116sofo a. LFI?, pues

encontramos que matemfticamente lo concerniente.a esta;funcién se’

exflrgsa de manera equivalente asf: -
2, x3 + x v

Aqui se ha introducido un signo muy eséecial con'la letra 'x', esta’

letra sé encuentra colocada en 16; lugares .donde habfa huecos, su

tarea’es aludir 'indqterﬁzinédamente todos y ninglin nfimero en espe-

1

‘los hue os" h o8 por el s1gno de argumento variable' 'x'

D1gamos que el s:.gno de argumento varlnble expresado por.la: letra x!
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ayuda a la expresiﬁn funcional marcando el lugar . o lugares donde - &sta

tiene huecos, pero a. la expreaidn no:le es, J.ndlspensable.

1gno a que llamamos SIGNO DE ARGIJMZNTO
' : : Ciphde L :
aquz. en delante SAV, denota ambiguamente un argumem:o (un_niimero ‘en

estos casos) y‘ el a1gno que 1llamamos SIGNO DE ARGUMENTO CONSTANTE de
aqui en 1,de1ance. SAC determina un objeto o nimero en estos casos.

. De la m1sma manera en que un signo de argumento no pertenece a la

expres:Sn funcional' a nivel ontolSgico un argumento no pertenece a la

func:.Gn, pero con “ella forma un todo completo al ocupar sus huecos.
Una func:.&n ‘es lo denotzado por una expresidn funcional y al igual
que esta’ ﬁlt:una Jlas funcion ‘en cierto sentido contiene huecos,; es de-
cir, es algo en la on:ologia que ‘parece no estar completo.
"The pecu.&ca/u,ty of 5unc,twn signs, which
‘we here called 'unsatunatedness', rnaturally

has something answenring to £t .n ' the functions
themselves.. - They oo miy be called



'unsatunated’ ,and .in this way we
mark them out as fundamentally. -
diferent fnom yumbens. "3/

Asi como una expres:.Sn funcional combrnada con un SAC,que no for

8 algo no saturado.

oE matemﬁciéo ¢ recono

ialmente

la estructura

donde el s:.gno de argume'nto var:.able ‘es’ en (1) sust].t:uido pot el SAC

'1', obtemendo una expresifn que es e1 nom:bre prop:.o del nﬁmero 3..
,En"(':.:.') ~el- SAV es-sustituido por-el 'SAC —'2,'—perm1t:|.endonos obtener
una éxpfeéiEr; que es el nombre prop‘io del nimero '18', y en (iii) 1a
sﬁstitucj!EnI dei SAV es hecha por el SAC '4" lo cual nos da el nombre
propiﬁ del nGmero 132.
La expresifn matemitica ha sido separdda ens

L expres:LEn fune 1ona1

3/ Op.cit.Translations from the,
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2) signos de argumento:

2. l~variables

2.2-constantes

e a'la diferente maturaleza entre una:funcifn
y un argumento ‘primera‘es ‘algo no saturado.mientras .que la-segunda

es (en este caso) ‘un nfimero, algo saturado, completo, sin huecos..

"For-instance; L4 1 say 'the function 2 , x>+ x
Zxomusi not be considened as belonging to the
suifunction; this - Letter only serves 1o indicate

“the kind of supplementation that is needed; £t
“enables one to frecognize the places where the
s4gn_fon the argument must go Ln" 4/

»

Frege llama valor de la funcifn para un argumento a l_:o"q‘u"e resulta”

de’ complementar la funcifn con ese argumento, Por ‘éjemlq,

vefamos el valor de la funcidn:

2.x3+x

bajo el argumento 1
bajo el argumento 4

Hay funciones

gumento se les una,

El curso de valores: de una funcifn estd constitufdo: por.las rela
ciones existentes entre determinadog argumentosy el valor de la funcisi
para esos argumento,

Hemos estudiado a grandes rasgos lo que'se’entendfa

en un principio, la objecién que Frege encontraba en :tal;definici&n, . "

4/ Op.cit. Translations from the.... ;.'p.d,gsr



como disip6. EL -con su-distincifn:entre el sfmbolo y.lo: simbolizado por

el sfmbolo

jne 1o que es una expresifn funcional,

‘su' relaci6

la naturaileza de:la: funci Gn"es’ ééeﬁcialﬁxeﬁm distinta
del arguménto efd',"‘nb’bﬁscari‘te,' émbos‘ pueden,'v

comple to ,sabemos qué es el valor de una funéidb i;ai-’a'un'd‘e_l:‘rmi ado ar
gumento' y en ;lue consiste el curso de valores de unc.\r'Fl-lrlt.ialrn.. R

Una \;ez introducida la nocifn de funcifn es f&cil pasar a otra no~
cibn ontol&gicamente fundamental en el aparato conceptual fregeano: la
nocidn de objeto,

Para Frege objeto es todo lo que no es una funcifn y, como la carac
teristica definicional de una funcifn es su incompletitud, se sigue que
los objetos ademds de agotar la ontologia, son comgletos,

De acuerdo con‘el relativo paralelismo que postula Frege entre el
lenguaje y la ontologia, tambi&n se sigue que los objetos no pueden ser
nombradozs. por expresiones funcionales, entonces jcon qué clase de expre
siones podriamos denotar a los objetos? pues con expresiones que carezcan

de huecos, ya que los huecos caracterizan a las expresiones funcionales.

", ..the question arnises what it i8 that

we are here calling an object, 1 negard

a regulan definition as Lmposs.ible, since

we have here something too simple to admit
of Logical analysis. It L8 only posscible
1o indicate what s meant. Here I can

only say brlefly: An obfect (8 anything
that 48 not a function, so0 that an expression
for Ls does noit contain any empty place. " 5/

5/ Op,cit. Translations from the.,., v.p. 32
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plano lingifstico plano ontol&gico

expresifn funcional //’—:—N funcifn

(con huecos). (incompleta,denotacifn de la
expresidn funcional)
nombre propio ;’:—% objeto
(sin huecos) (completo, denotacifn del nom

bre propio)

Para no caer en confusiones debemos aclarar que 'nombre propio'!
es un concepto mis amplio que el de 'expresiones que denotan un ob=-
jeto' pues, Frege reconoce que expresionesg sin huecos como 'Ulises'
aunque son nombres propios no denotan.

En la seccifn sjguiente analizaremos sistemfticamente las rela
ciones l8gicas que se dan entre las expresiones té&gnicas mfs impor—
tantes que hemos introducido,

Ya estuddamos que hay una diferencia esencial entre expresiones
funcionales y nombres propios y que, sin embargo, pueden combinarse
ya que es posible utilizar como signos de argumento nombres propios.

Por ejemplo, teniendo la expresifn funcional:

x + 2
podemos hacer lo siguiente:
i) Expresifn funcional tal cual: x + 2
ii) Sustitucibn del SAV por el SAC '4'3
4 + 2
Aquf gracias a la introduccifn del nombre propio del nfmero 4,
es decir, del numeral '4', nuestra expresifSn funcional:
x + 2
fue convertida en un nombre propio.
En la misma forma, a nivel ontolfgico hay un abismo entre fun-

ciones y objetos pero, de alguna manera se pueden combinar las fun-
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ciones. con los argumentos y, el resultado son objetos,
Dice Frege:

"I am conceaned o show that the argument
does not belong with a junction, but
goes togethern with the function to make
up a complete whole; for a gunction by
Ltself must be called anompte,te, Lin
need of supplementation, on umaﬂmated"

expresifn funcional

funcidn

expresifn funcional--=

nombre propio

funcidn - o e ~R5=—— i _..ambre prop:.o
objeto - - R(:',”' " - gxpres:.ﬁn funcxonal

Estas relaciones se pueden expresar de la manera 51gu1ente-

Rl = Una expres‘iGn funcional es una expresiGn no saturada mientras
que un nombre propio es una expresidn saturada (que no conti_é_
ne huecos). Esta relacifn se da -a nivel lingifstico.

R2 = Una funcifn es una cosa incompleta mientras que un objeto es alg;:
completo, Esta relacifn se da a nivel ontol6gico.

R3 = Una expresi6n funcional es un signo no saturado cuya denotacibn
es algo llamado funcién. Esta relacibn se da del nivelb 1ing'ti_£stico'
al nivel ontol&gico. » :

R4 = Un nombre propio es un signo com'pleto [ saturado cuya denotac:.ﬁn

se da nuevamen

es algo completo que llamamos obJeto.» Esta rrvla :.6

te del nivel lingifstico al m.vel ontol&glco

6/ Op.cit. Translations_ from the....‘v;p 24
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R5 = Una funcifn nunca es la denotacifn de un nombre propio. Esta

relacidn se da del nivel ontol6gico al nivel lingﬁfscico 7/

R6 = Uh;"bJeto es aquello que nunca es la denotac16n de una expre516n

para'denocar‘en 7e1 nivel ontoldglco a una func16n,'

7/ S5in embargo no podemos decir que algo es una funci6n .si: y 5510 sino:
es denotacidn de ninglin nombre propio porque hay obJetos no denotados
por ningin nombre propio que no son funciones. g

8/ De manera anfloga,tampoco se puede decir que algo es un obJeto si y
s6lo si no es denotac15n de ninguna expresién funcional ya que," hay
funciones no denotadas por ninguna expresldn funcional y no por ello
son objetos. : )




58

turado o lo que: es 1o mismo, ‘no contzene un 5610 hueco.y se ut::.llza para

s un obJeto.'“k

denotar en el nzvel ontolﬁg:u:o 10 queA

turados, una expresifn funciona:

y viceversa.

una funcién, convertirla en objeto.’

Es conveniente advertir la ‘diferemcia ‘entfe lo que para losiformali

tas era una funcibn y lo que era para Frege, Mientras para los pr:uneros ¥

una funcifn era una e.xpres:LGn que contenfa una o varias var:.ables para::

Frege es el denotado de una expresifn que contiene huecos. i

En opinifn de Frege nosotros podemos colocar en unoc o is huecos dé
una expresiSn funcional un signo de argumento variable el cual, no hgcé
sino sefialar, como hemos visto, justamente uno o unos huecos en la éxprs
si6n funcional.

Los huecos de una expresidn funcional pueden sefialarse o marcarse
con un signo de argumento variable {SAV}), pero no s8lo tenemos este tipo
de signos de argumento,tambi&n contamos con nuestros signos de argumen-
to constantes (SAC). Cuando colocamos en un hueco o en lugar de un sig
no de argumento variable un signo de argumento constante, podemos obtener
un signo que denote el valor de la funciSn para el argumento denotado por
dicho SAC. Por ejemplo, en la expresifn funcional!?

+. 5

tendrfamos:

1) + 5 ekﬁresiﬁnfuncional con hueco.
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2) x + 5 expresifn funcional con un hueco marcado

por el SAV .'x!',

Segln el :e.s,'
mitido decir que 1a. expresién funcional
x +5

unida al signo reemplazado por 'x' : '.3"'d'enota' al: me:

una expresifén funcional puede denotar diferentes .ndmér:.oé (si 'es'~m;t¢m§_ e
tica) seglin sea(n) sustitufdo(s) su(s) signo(s) de argumencg variable(s)
por diferentes signos de argumento constantes, » R :
Hemos visto ya como una misma expresifn funcional puede aludir a
diferentes valores bajo diferentes signos de argumento, como esos va-
lores son 1o que ontol&gicamnete conocemos como valores de la funci6n
bajo los argumentos aludidos por los signos de argumento constantes y,
como ya que el signo de argumento y la expresifn funcional no son de
la misma especie ni, paralelamente en la ontologia,el argumento mismo
y la funcifn lo son entonces, al obtener bajo un determinado argumento.
un valor de la funcifn, es errfneo identificar ese valor con la funcifn
misma.
En su artfculo "Funcidn y Concepto' Frege menciona cémo la geometrfa
analftica ofrece un medio para hacer intuitivos los valores de una funcidn
para diferentes argumentos.
Tomemos la funcifn

y=x2—4x
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donde 'v' indica el valor de la funcifn en.la 1fnea de las ordenadas
y 'x' indica el argumento en la lfnea de las;ﬂbéisaé.; a

Veamos que obteneamos.

Funcifn con el SAC 'l' = (1)‘;‘ —- 4(1) = -3
Fune¢ién con el SAC '2' = (2)2 - 4(02) =1=4
Funcifn con el SAC '3' = (3)2 - 4(3) = -3 -
Funci6n con el SAC.'4' = (4)5 - 4(4) =0 -
Funcién con el SAC '5' = (5)2 - 4(5) = 5 -
Funcibn con el SAC '6' = (6}, - 4(6) = 12
Funeidn con el SAC '7' = (7)2~- 4(7) = 21
FunciBn con el SAC '8' = (8)" - 4(8) = 32

resultado de cada =

Una vez realizadas las operaciones; plasm&mos

ner

una en el plano cartesiano de la siguient

indican la relacifn carte
siana dada entre un deter
minado argumento y el va-
lor que la funcifn obtiene
bajo 81,

valores de la g‘fuiiciGl;l\

rgumentos que .toma.la. funcién
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Averiguemos tambifn que sucede en el plano cartesiano con la funcidn:

Funcidn
Funcidn
Funcidn
Funcibn
Funcién
Funcidn
Funeibn
Funcién

El

valores de la funci8

con
con
con
con
con

con.

con
cen

plano dértéiiano:

SAC
SAC

“SAC
- 'SAC:
SAC

SAC
SAC

sAc

_|2V'

irg
TG
R AN
18t

”140' :

x (x ~4 Yo

L AL

3t
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Encontramos -que 1a funcidng

que: ambas fur

primeramenti

de la funcic‘m Que' t:enerﬁos,.del llv‘adcbs‘dbereclio'

de una func16n. Segura.ment:e e.1. :.nse.rto‘ esta
tica no nos confundler&mos cuando

x(x—4)

(1) Adoptar e, introdu a riega. en .tbdos o
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aquellos lugares en los que aparece el signo

de argumento . variable.:

Encerrar

Tehemos hasta ahora tres métodos cada uno

obtenexr algo diferente de una misma expresifn func

completa obtengamos una completa,

(II) Nos permite que de una expresifn funcional, tambign.

ciertos cambios o sustituciones, obtengamos una expresifn que se refiera

no ya a una funcién sino al curso de valores de la misma,

(1r1) Nos permite establecer una expresifn que manifieste la bge'nherér:
1lidad de una igualdad entre los cursos de valores de dos funciopeé.

Veamos los dos primeros métodos con los ejemplos part:iculai'eés devlas
funciones: R

x2—4x y x(x—lo)

Aplicacidn del primer m&todo en ambas expresiones funcionales:

Obtendremos de la expresidn:

x2 - 4 )

una expresifn completa.

(I.a) Sustitucidn del primer SAV-.por un SAC:

12 - 4x
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ya que, el signo de argumento variable era el mismo

Tenemos 'ya

Ob:endreﬁos:

una expresidn complet

(II.a) x

(o Ay
(Ii.a) x ( x - 4 ) se convierte en 8 (£ (E: - ‘-\\\

= 4x se convierte en

Cabhe mencionar aqui, aunque sequramente por el deéarrbllo d

Il ya nos veniamos dando cuenta, que las com:.llas encre 1as cual

rramos a la expresién, paso a paso se deben ir recorr:.endo para “abarcar al-,

todo de la expresibn.

El tercer método supone una realizacifn de los dos anteriores que, co.

mo ya velamos con las gr&ficas, nos llevan por Gltimo a componer la.expre-‘-y

8ifn cuyo significado es que ambas funciones tiemen un mismo curso de valores

o (- 4=) = €(e (1))
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Observese que se eligieron para manifestar ‘el curso de valores
. B t a -

ger o R =M) g oAk
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x ( x - &)

he aqui, el porque Frege introduce y'desarrollva 1os mééodos IT y III

arriba expuesto

para lo

Sentido .

-De la T

meros por

ﬁié”arg’dﬁ:ento constante, perc, si

'.’por un SAC la cambiamos por una vocal

griega y: lueg nteponemos:-a eéto la misma vocal griega con una comi,

1la éf;i':i:_a,a 1a derecha, lo‘ryfque obtendremos es una expresifn que indi = "'
ca ei cursb. ;d:e ~7v:‘a‘lror‘e's‘q de uﬁé funcifn que se deja im:let:er:mi.nao:ia:I é‘.‘ F (5-)
Esto “res‘ult,:a'parale‘lo a lo que hicimos con los mé&todos I,IL y II‘IF..*
f‘rege 't:e‘zmbién admite como sfmbolos que pueden ayudar a construj.;,
una expresifn funcional, simbolos como:

= > <

as? que bien podemos citar como expresiones funcionales las siguientes: '
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donde ‘la 'x' Y

7, 8, etc.

qué stucede a

Notamos que las tres"primeras‘—expresiones son:falsas.en tanto que las

demfs son verdaderas, - De_t sta manera, {a congiderar que el va

lor de las funciones aludldas con ‘s es es.un.valor de verdad;

o bien el valor de verdad de Lo Falso, como en’ el caso 'dé las tres primeras,

o bien el valor de verdad de lo verdad om;a_veny el caso de las tres Gl

timas.

Segfin 1o anterior algo como:

remite a lo falso.

La expresiSn:

e+ 5*< 12

nuevamente 51gn1f1ca 1o ‘verd

mientras. que:
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significa lo falso. En este sentido, dice Frege,

8% 7

significan lo mism

también.s 1gnif1

algo como:-

se limita a dar cuenta de que ambos m1embros de 1a igualdad t:.enen un'-;
valor de verdad comfin, no nos dice nadg sobre si cuando (aprvenda‘nos‘ 1la o
informacidn de que el nimero 8 es mayor que el nimero 7, aprendemos

que el nfmero 1 al cuadrado ersr igual al nimero 1. Esta dife:_enci#

entre la. . deﬁoﬁaciGn de una expresifn y el pensainien:b o
sentido transmitido por ella constituye otra de las distinciones eseﬂcia;eé
fregeanas que desarroilﬁremos detalladamente mds adelante. ‘

Hemos estudiado como el valor de una funcibn siempre serf o lo verdadero
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o lo falso cuando la expresifn funcional que la denota contiene signos
“,7}’(. A

Ahora Bien »cuando encom:ramos

relacionales  como:

raiz cuadrada de~1.
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g2 =1

102 =1

son exptes:.ones completas pero falsas, esto es, que s1gn1f1can Lo fal

do con el ‘signo relacional.

El grado de complejidad de las funé

ejemplo, podrfamos tener enlugar de:.

. Como - e! d » iente nos dice que nuestra
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expresidn:
(e + D? = 2¢x+ 1)
tiene el mismo valor:( o lo verdadero o lpo'falso ) para el miswo argu

mento que.la:expresi6
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la expresifn:
e\(e&:-‘)

las cuales fxnalmence 1gualamos en:

bien '1* o bien -1'

ciones y

Una

para los
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mente el misme valor, or ejcm‘)\o:
1) *(x = )

B ‘:.smos argum ncos _que st

tendrd para lo: tituyan a-x, el mismo valor que

la falsedaid,':'esu idém:lca a;

mis adelante/la analogia de.la: m:.sma manera en que en:el: Ca‘iculo Ptopos:l.

% que :an’flcner\ csignos re.lar.lana.\es
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cional, no confund:mos una meula con sy valor de. verdad final, tambi&n

en el s:.staua fregeano no debemos confundu‘ un concepto ‘con extens16n.

argumen tD
Apl i
expresion

se convie:

v ejemplors‘, de’la

del segundb
compuestos ;syo
verdad al que-

PodF_morsvb

de la primera



75

@ e(er-4e) = < (< (% =1))

y t{ambién podemos establecer 1dent1dades entre los" cursos de: valores

expres 1ong 3

pletarse s

del campo 1l8gico macemﬁ:ico? "Pues esté en’ que cnando alud:{mos a oracmnes
cuyos cursos de valores son grupos que .se constituyen de argumencos ¥ ‘de
valores de verdad, ya no s8lo consideramos oraciones como:
2(1) = 6 ‘ '
o. como: .

74010
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sino a oraciones de nuestro lenguaje cotidiano como:

“Gelia es madre de‘Si’],'y“

ia.

“La Tierra‘es-un'p

sujeto es. un: nombre propio’ y-el!

Las ‘expresiones predicativasiqu

también sean;

e’ los ‘/}?allo tes.,
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5 Newton,
6 Maria Curie.

antes ‘cualesquie

Newton fue una de las grandes
figuras de la ciencia mundial.
‘Curie fue una de las gran
‘deg‘figurag de la ciencia
mundial.

es el fin del plano presentado en la tabla 91gu1ence‘
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Nivel lingiiistico Nivel ontolégico

1)Signos de argumento:
1.1)variables:'u','v', 'w!, 'x' _____..—’———-? objetos (denctodos ambxaunmcriﬁe)
Tyt it '
yloyitat, o
1.2)constantes: ’1' 12y
. 2 1t
: ','4 45
""Bex;tha -
'La-Tierra' —
~"Newton'
fUlises"
-'0diseo’

2)Expresiones funcib ales:

2.1)mateméticas:’ x L - » funcidn* - R
d + 27 —— > funcidn** : i
y T is o
IxT = 6! » funcidn***
'b >x' s » funcigni¥k!
'8yt — —— ¥ - funcign*xk !

2.2)Del 1engua_je ordinario: )
es el perro de ‘Luis. —-—-_—av “ funciBn¥kkkk "
es maestra de espanol _.___._7 funcign¥kkk!

3)Nombres propios:

3.1)signos de argumento constantes
SAC, :

3.2)oraciones del lenguaje natural n ST

3.3)oraciones de lenguajes formales (\ntcrpratadas y con wariables libres).

Ejemplos de 3.2: .
Alejandro es hermano de Arturo,
La naturaleza es perfecta,
El Sol brilla de noche.
Perla vive en Londres

Ejemplos de 3.3:
-(p v ~-p)
p&-p
((p—=>a)&(q-»x)) = (p->r)
((p-»q)& p) —q

Cdonde 'p' tiene la ln’terpre.taclomae la madruqoeda es be.\\a, q

de 'el dia serd caluroso' y ' 'la Luna es un satélite'; 3 \/ '»'leplar »mF\.cndon \OS‘CQ]

La verdad(objeto)

La falsedad(objeto

Notamos como a partir de nombres  de func:.ones que: Gnicamente:tie:

nen como signos operadores como el de '+','

les como somi'=','>', '’ ete.



79

da saturadas, pues los nombres propios. obtenidos denotan objetos

muy distinto

sujetos d:l.ferem:es. . En (1) el predicado seria:'ser un‘nﬁm x

a otro nimero (no necesariamente diferente al pr:unero)
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con signos relacionalesy el predicado aparecc, por asi decirlo, obscu

recxdo por algflin signo de: argumento v 1able

relacional

esul tado

sugieren

cierto’ que
existe al Gme ; pero esto
no es;y@ n 1 ue“Frege queria, €l pensaba que de ‘la sa:uta

cidn de:! ia_unasveces una oracién verdadera y otras una

falsa mas
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Asi, una parfifrasis mis natural del predicado inmerso eén la expre-

sibng

cos y nombres-ordinario

narias ninguna’difere

5 concepto V.

> concepto L

é;ngdrSn'



- Cotidianamente formamos cientos de oraciones como por ejemplo:
L‘l vecino es muy religioso,

en las cuales figuran sujetos y predicados. Cuando no ‘tenemos inten.

cifén de ment:.r, buscamos que ‘el predlcado se apl:.gue con vb rdad al’

Jjeto, esto’ ,:,_sabemos‘qure el vecino es;ateo

“El vecino es-muy religios

“de tefleJar enr su t:eo

;ane Ta.

I"rege busc6 a

cepto¥* -l-al ﬁ.“‘e Shel obJeto* es el deno:ado del queto

y el céntepto* es el denotido del predicado de la m:l.sma\l fal de. o\'. c\o dd
r_.,uJe_to cae ba)c el denoctado del predicado,
En los parrafos ant:er:.ores hemos introducido un elemento del:u:ado

para toda la teorIa: la verdad. Dijimos bajo ‘qué cond:.c:.ones Frege con

sidera verdadera una oraciém, sin embargo, est:o Gltuno no:es 1

decir qué es La. Verdad para Frege. < A f:l.n de aclararesta cuest16n tendremos

nombres nmp:.os, expres:.ones saturadas y, que ademss,v
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serf un nombre propio de La Falsedad o Lo falso,

De esta maners finalmente podemos decir algo que ya desde péaginas

anteriores 1mn11c1tamente manegabamus- los conceptos 'son.un:tipo de

funciones que en caso de. sar complet:ados o pas

to peculiar llamado Verdad ‘0 pasan a forma

mado Falsedad.

e ‘funciones

el curso de

y el de la” fiincibt

ontologia

curso de valores curso de valores
-
.de 'K -— de J
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L ™~ extensifén del concepto extensidn del
eCe2=1)= o (= +1‘)"-=1(°(+1\)——» L = concepto M
Por otra parte, Frege cree conceptos a funciones denotadas nor ex-

presiones func:mnales ‘en las que aparece“un solo s1gno de argumento varia

ble; ndtese que no d1go una sfla ocurrenc:La de szgno de argumento var:.ablc,

es decir, que 1o‘d notado por u-na, expres:.ﬁn funcional como 'x + 3)y‘ »

tre el s:.gru.f:l.cado de’
nej&ndose en todo: 1o’
paremos deCenld;!nente—

La relacifnia

relacifn de. DENOTAR

por dicho :érmi

‘dat, s sobre el denotad > de

b) una.;clas:.ficacn.Sn general de ‘expresiones nos’ da 'ungv‘i_:liis’if:.cﬂa'—

cidn general de entidades,

1/ Cabe mencionar que hay ‘tambin otra relacién: la que se establece entre
un signo y su sentido, es decir, la de significacifn; sin erbargo en el
nivel primario en el que nos encontramos lo mejor serf omitirla para,pos
teriormente, cuando manejemos mds nociones tedricas ocuparnos de ella de
bidamente.

% Ademds de ohus cosas |
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No obstante, la fuerte tendencia a buscar conexiones entre los planos linguis
tico y ontoldgico nunca culmind' en una declaracifn de isomorfismo absoluto 2/,
manera que s8lo podemos atribuir:a Frege la.creencia ‘en:una ,relati\'ia analogia en-

tre el universo.de 1l

Frege asume que la palabra Pega o' no denotd; pues no'h

lingiistica no afecta ‘el hecho de que todos se relaclonan con‘una mlsma enc:Ldad a/-

2/Esto habria significado que a toda expresidn lingiliistica debfa corresponder una y
s6lo una entidad en la ontologia e inversamente(que a dos expresiones distintas
les corresponderian entidades distintas),as? como tambi®n habrYa implicado que pa
ra toda relacidn entre elementos del plano linnliistico podriamos encontrar otra
relacifn anfdloga dada entre elementos del plano ontoldgico. Lo anterior constitu
ye una explicacidn informal del isomorfismo estructural, veremos ensegyidarque no
se da nisjquiera la primera condici&n.

A Podria alguien preguntar en qué sentido 'El autor de Hamlet' tiene el mismo denota
do que 'William Shakespeare’ cuando sabemos que la entidad denotada ya no exzst:e,
y iqué diferencia Hay entonces entre 'William Shakespeare'y'Pegaso’?La cuest1on es
que el verbo denotar’'se usa de modo intemporal,
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Frege se perca‘tS’dg estas pepuliaridades v por ello jarmds declard una jdenti

dad estructural ab O]:litﬂ- ‘(iééﬁorfiém ‘total)entre el nivel lingiIstico y el onto

siste exactamente. Para hacerlo volvamos: al:ejempl

sifn y esa entidad,
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La relacifn de denotar fregeana se puede dar partiendo del plano linguisti
co al ontol8gico de dos maneras:

de un Aqno a una anadad

Universo lingiiistico :

subcon]unto W de signos - que .

tienen €xito en denotar' on “signos que 1as_denotan

signo A entidad a
signo B G e £
signo C R — — éntidad bed’
signo D - prmey T T = -
subconjunto X de los signos
que fracasan en denotar ' ° o
signo E - "NADA
subconjun:o Z: de’las’ entldade
‘carentes de signo que las denote-
NADA entidad . n

Hasta aqui henns tomado eJemplos que denotan entidades, ‘por asi: dec1rlo, sim—

ples, sin embargo no todos‘los s1gnos denotan este tipc de entidades. 4/

Para expllcar‘con mayor decalle lo anterzor es necesario 1ntroduc1r'b'evemen—

te algo acerca de la forma como Frege considerd las expresiones linglifsticas
Cuando Frege analizb el lenguaje, lo segmentd en expresiones jy que siempre se

comportan como t&€rminos singulares en un contexto dado, es decir, términos que cuan

4 _/El lector puede advertir que en todos los ejemplos dades hasta ahora, cuando una
expresidn tiene &xito en denotar alpo, denota sjempre una sola cosa,lo cual se de
be a que Frege, usa precisamente asi la nocidn de denotar; es decir, cuando una
expresidén denota algo en un cierto concexce,;amaﬁ denota mAs de una cosa.

5/de mayor o menor complejidad, por ejemplo: 'Dofy” es un signo simple o atémico y
. P . :

El auto de Tormds' es un signc complejo o rolecular,
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do denotan se ve claramente come denotan finica y exclusivamente un individuo, Por
-ejemplo, la expresifn 'Alejandro' derota en cada contexto a.un individup en la on

tologia y, la mayoria de las veces en que yo la utlllzo me reflero a.mi’ hennano.

neta' etc., parece que‘en. estos caso

Alejandro, sino un's

los cuales est8 just

51hgu1ares y :t&rminos generales, aqui aludo ‘intencional .y’ excluslvame te a
Quine, a fin de que se noten ciertas diferencias entre’ las’: conslderac1ones
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Del término 'Ser Humano',dirfa Quine, hay que decir:es verdadero de mds de

una entidad, a saber, de todos los que ‘somos seres hum;mos.

Ls importante: no interprecar la. dist:mcién quu\eana como que Ser Humano es

verdadero o de la cual:: a

huranos, sino como’ ‘que werdadero’'de cada entidad’qu

dividualmente.

", . evidentemente 'pervernso' es verdadenro:
no de La.cualidad perversidad, ni de La
clase de personas perversas, sino de ca-
da ﬁq_,‘wona re/zue/ma tomada ,uzd,cw.dua,&men”'
Ze." :

minos abscractcéz
a-singulares ;
b—singulérea:'
c-cat:ega';{:.go

tas a la‘s

nerales sino que; Gni

F/Cfr.Quine,W.V. 0.Los mér
8/ Saluo casos excepc:.onales.
ndndez en el s.XVIII
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como los primeros, entonces para ser coherente con esta medida tuvo que admitir

que ciertas entidades de su oht:olog'ia. los denotados de expresiones como 'Ser

Humano' , "'Planeta'”

jas,

subconjunto W de ‘signos’que-
tienen @xito.en denotar:

signo Ae—— - =
'*Alejandro'_ \eﬂ’bdod*
signo B \_ﬂ hd’ e
'Ser Humano! S I 1r?d1bu_]ab1e.

signo C LT :
signo D>enCidad cde
signo E - s R

subconjunto X de los s:.gnos N
que no tienen ex:.t:o en deno»

'Ser Humano'



91

Pero velvamos nuevamente a lo que nos ocupaba, El estudio de la
naturaleza de la relac:.on de 1gua1dad llev6 a Frege a pos tulat categorias

interesantes entre las cuales flguran 1 s nociones de Slgno, sem::.do y de

‘seranaliza

9/Cfr. "Sobre el sentxdo v 1
y d1scus:.ones., Arclculo de G.Frege;
s.XXI . i




nos conduce-a la suposicifn de que a nivel:ontolégico-hay algo, una cosa

que funciona coﬁlq

ontol&gicu"of'

por medio de oraciones .del’

riedades persbnaié
notado de 'a' sea hlgo‘difeféﬁ

tado.

implica una diferencia en la
cia en el modo de presentacidn’

al siguiente esquema: ;-

10/Ibidem.v. p 4. a0
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hablamos de que el centro de la circunferencia A es el mismo que el centro de la

circunferencia B, lo:.que tenemos son dos modos de presentaci8n diferentes de. un

mismo punto, por:lo. cual, 1 suiente’ oracidn:

expresa un conocimiento

Hasta ahora mantene n esquema general donde:

te, compartan, sin embargo la’mi:

Podemos , por fin;‘ ntr du :Lr las m1smas palnbr

su ddea de lo que. cons;deraba' como s:gno, en: relaciSn a-l




M

co.pon 'signo' y 'nombre' entiendo
cua.ﬁqwce/z deugnau.o‘n que. sea un
nombre propio, cuya denotacibn es,
por-Lo . tanto, un determinade objeto
(entendiendo esta palabra en su sen
Lido mds dmplio}.,.La designac.ifn —
de un objeto particular puede, a su
vez, estar formada por varias pala-
bras u otnos signos. En ménito a
La brevedad, Llamanemos nombres propios
a tales duq;nac,wnu "2/

En cuanto al sentido de un nombre prop:.o

", ..es aprehendido pon todo aquel
que tiene duficiente familimridad
con ef Lenguaje o con La totali-
dad ;d}: I.aAbdu.(gmzcwneA de Las
que nombre propio es parte; perno
esto s6L0 echa Luz sobne un up’gc,m
panticular de La denotacibn suponien
do que tal nombre tenga alguna." 137 L
La Gltima parte de esta cita nos provee de informacibn para sar 7

a considerar otra de las posibles combinaciones entre los conceptovs de

signo, sentido y denotacidn. (uando Frege postula:

"...el sentido...echa Luz sobnre La. de-
notacidn, suponiendo que tal nambne
© tenga alguna." 14/

es decir, que bien puede haber sentido sin denotaciSn ual’ciértamente’

observamos en casos como: 'el duende' , 'pegaso'

escuchados son comprendidos no por una asociacifni inmediata _con\ma;denocg

cifn de la cual carecen sino, justamente o~un sent:.—'

do preciso dentro de nuestro lenguaie. . 'Esta’Gltima p051b111dad puede ser
expresada en el esquema general asf: . ; '
signo BEntivdt;.' o 3 ‘z_ierno_"tla;:‘idln'
‘el duende'wmm
11 /Op.cit.Gemintica £ilosSfica.p 5 e

12/1bid.
13/
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"Pucde admitinse, quizd, que todr expresddn
gmmwunmntc bien 6a.muc&1 que sea un
nombre e pLo a s.lempie wun sentide; perc
este no ¢ Zl)%_m que al sentide co/z/ze/.sranda
tanmbién lna denotacién.” 15/
Pasareros ahora a conslderar otra de las posibles combinaciones' en

tre signo y denotacidn.

Tamlnen puede darse el caso en, que d:wers

denotac:.Sn, por e;emplo-

no noA asequre amendm una . denatauﬁn
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palabra m:.sna .

Frege d:.ferenc16 entre el uso comﬁn de las palabtas v este uso

:L cual ut;llzamos expresmnes para hablar de expres;.ones

jetivamente con otros seres humanos, la imagen es subjetiva

En cuanto al sentido, un mismo sentido puede estar asociado 'a dife~




9%

rentes imdgenes alin en la misma persona.
"...La denotac.ibn de un 8{igno es un objeto

. perceptible por medio de Los sentidos, mi
dmagen de &8 es a!;go intenno que sunge de
necuendos de Lmpresiones sensoniales que
he tenido.,.la {magen se distingue esen-
cialmente del sentido del signo, que pue

de sen propiedad combn de muchos y que,

en consecuencia, no es parte o modo de

£a mente md-cw_du.ai...ﬂe acuendo con esto

no debemos tener escnlpulos en hablarn sen
cillamente de el sentido, mientras que en
el caso de una 4magen, uno deba aghegan,
veas quen pesrtencce y en que momento." 16/

signo imdgenes asociadas al signo subJetiv:Ldad indi

@Q@

Aln cue.ndo se leera que dos perscnas tiene 1a misma

es’ decir

"nb podemoé tenen ambM imdgenes: jl.m;taé'
en &x misma. : canu‘_encuz " 17/

15/ Op.cit, Sanﬁnt::u:a Filosdfica.p 8
16/ Loc c:.t. :
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"La denotacdidn de un nombhe propio cs el
objeto mismo que designaumos por medio
.de. €8; £&a .imagen que Zenemos en tal caso
. es totalmente subjetiva; entre ellos es-
“inel sentido, que no es subjfetivo como
“La imagen peto que, s4in embargo, no es
el objeto mismo." 18/

Para volver nuevamente al signo, sentido y denotacidn, ‘analicemos

la s:.gu:.enca cita que, por lo comentado hasta aqui, nos es-

ptensi‘liile:

"...Un nombre propio (una palabra, un s4g-
no, una combinacidn de signos, una expre
5.46n) expresa un sentido y denota o de-—
d4gna su denctacidn. Por medio de un
44‘,gno expaeoamoé su sentido y designamos

L denotagidn.” £/ y L
EL pasage anterior Se refiere en su primera lTnea a‘expresiones,

palabras o signos llamados nombres propios; pero Frege tahxbiéﬁ aﬂéliz&
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b) La estrella vespertina es un cuerpo iluminado
por el Sol

y, obviamente el sen;ido,de"la oracifn (b) es muy diferente al:sentido

De lo-anterior. se deduce gue el pensami ontenid

seégunda no tiene de-

rece de denotade.
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dida en que nos comienza a interesar el valor de verdad de la oracidn.

" Es La busqueda de fa vendad Lo que nos condw:e
deI. sentido a La denotacitn." 20/

“Bl que: 1& denocaci&n de una\ciraciSn se bl;lsjq‘l.‘!"e"_ aludiendo

noca :.Sn de 'sus, par:es, caso en’ el cual no ) ‘valor

2 za. cuz.cumtanw de qu.e_ u.a uuda.dma o
6a£4a. " 27/ :

Toda* ona.udn aseverativa, en In. que nos s
“teresan Las denotaciones de sus pakabnas,
debe ser considerada, en consecuencia, co:
mo:un nombre, y su denotacibn (54 es que”
Liene alguna), es o bien Lo Ve/cdade o
" bden Lo Falso." 22/ W

si 1oa valores veritativos pasan a fomat parte de: 1 ologia

fregeana como objetos que operan como denotacidn de c:.erto ‘tipo- de’ ora-

ciones aseverat:lvas .o

"Un valor veritativo no puede den pa/zx:a de ;
. un pensamiento,...,porque no es un sentido
84no un obfeid.’ todas Las oraciones ver-
daderas tienen £a misma denotacién y Lo
mismo ocure con Zodas tr:us omuonu*g
sas." 23/

23/ E.c:.t:. Semantlca F:Llosof:.ca.
20/ Loc.cit, i
21/ Ib:.dem p;‘lZ:

,l,gl
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TII. EL CONCEPTO DE NUMERD EN FREGE

to total d

Ié :aﬁ‘

incremento

(es) y g:cnce to. enerql de nﬁmero.

l/Cft Frege, ottlo Los fundanEntos de la Arxtmetlca Trad Hugo
Universidad 'Nacional Autdnoma de México,Intituto; de Invest:iga
ficas,. 1972: (v. Blbla.ografm General),

‘Filoss



Newton, por ejemplo, concibi§ al nﬁmero geom‘e‘tricamente como una
relaciSn abstracta de una cierta magn:.tud respecto de ot:ra del mismo

tipo tomada como unxdad.

en su opiniSn:

"Incluso, Los cxt&cweo otidianos n,tmm
{undam e}uta de_sus pnoaed.wu.en/to& eﬁ £% aian




103

el concepto de 'poner' sino el significado de 'una vez, dos veces, tres
veces,,.' que en realldad no esta siendo aclarado.

Por su- parte Lelbnlz, vis al nﬁmero como una 1dea adecuada tan clara,

gero' que, denotan propiedades de cosas

las de color,
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tir al nimero como una’propiedad, . ‘Estas razones fueron también con-

sideradas po Fre

plo, una ‘manad

ral, prestando

intents 'pos:tuiar Mill para

quien el nombre.de un'nﬁmgro efialaba .una pi:éﬁiedéditfibhiblé a‘un agrega

do de cosas’qué llev ria ‘entoncés
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muchas, ademfis de que 2l no’ creyd que’ de la aceptacibn’de un fendmeno

visible .y r.ang:.blemente diferem:e, pud:.era nﬁérirse' ‘qu:' .l‘a_'tlidsidad v

la cres].dad fueran algo f'is:.co

sarse Lo que no .t(.ene 6().@/!.211 y potencia;
; ne-pantes,. por. anto.-no tiene nw-duia :
da ha.y ‘que ‘no. adm.ita al: ‘nhmeno. - A8 Ly !

nﬁme/w es una 64.gwca metaﬁ&sma "3/

como ex:.stente en idea.
Al respecto encontramos una interesante observacidn fregeana' i’

", ..senia asombroso que una )lep4_edad abdr/uuda de
Las cosas externas se pudiera thasladax, sin. cam-
biar et sentido, a sucesos, a ideas y a conceptos.
Senda como 84 se quisiena hablarn de sucesos Licua
bles, de ideas azules, de conceptos salados o de-
_!LLLCAOA ViAC0404.

Senia absundo que Lo que es senscble segdn au pro
pia naturaleza ocwuriens en £0 no-sens.ible."4/ T

Una opinidn sun:.la.r a la suya encuentxa Frege en el sxgu:.ence pasaje

de Berkeley.

...M. debe comuiwm que- el ndmeno, ,.no es nada :
64._{0 'u,ta.bleudc qu.e existn’ en Lds Cosas mismas’

3/0p.cit, Los fundamentos....p 138,
4/Loc.cit.
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Es por completo una creatura de £a mente que
considena una Ldea en & misma o una combina
cifn de ideas a Las que da un nombre y, asl,
Las hace pasarn porn unidad. Ve acuerdo a co~
mo £a mente combine variadamente sus .ideas,

Lo undidad varia; y como varie La undidad, Lo

hard también el nlmeru, que no es olra cosa

que una coleceion de unidades...”5/

En.esta linea de pensamiento ~dice Frege-, fz‘icilment:e_'s_eﬁlleg‘a a
considerar al nfmero como algo subjetivo relacionado diréctame
el tema de. la manera en que se origina el m‘mero én noéotros qu

mAs una cuest::|.6n ps:.colog:.ca- pero Frege reacciona ;mmed:.atamente

tra la 1dea 'co:\ducu nuestro estudio por este camino ya que,vno er

que nos provea de 1deas certeras acerca de la construccidn de nﬁmetos._

"Taz dumépc.‘ain del proceso interno que precede
-a Ra nealizacidn de un fuicio numénico, aln cuan
do pudiera sen justa, jamds podria sustituin und
genuina detenminac.ifn def concepto. Jamds po-

Cidga "sen aducida como prueba de una proposicddn
arnimética; pon medio de ella no adquirnimos cono
cimiento de ninguna propiedad de nlmenos. De
estn suente, el nidmero cs tan escasamente un ob-
feto de La psicologia o un producto de Los pro-
cedos psiquicos, como podrin serlo, poir crso, el
Mar del Nonte...De La misma manera, ol n(inero esd
Zamb.ién algo objetivo.”6/

El dristico rechazo de Frege por la opcidn de explicar y déf nir al’

concepto de nfimero a partir de estados o procesos internos esca basado

pues, en su

5/ Op.cit.cita qﬁe ‘recoge F
6/ Ibidem.p 140. i
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quier objeto espacial o real, si asi'fuera careceria ~de sentido su dis

denotado o, m§s espec

tincidn ‘signo-

tibles de’ ,mpatarse para prop:u:lar la 1ntersubjet:1v1dad 's:m embargo pox:

eJemplo stodo &! mundo ‘reconoce los mismos axiomas geometr:.cos

...,obje,téuo es 20 que es regulable, Lo quer
8 conceptuable, Lo que es enfuiciable, Lo
que se defa expresar en pakabras., Lo puna
mente Lntultivo no es comunicable."7/

...por objelividad entiendo una Lndependen
el de nuestno tenen sensaciones, de nues-
o ntuin e L{mag.inar, de consruin £mdge-
nes internas a pantin de Los hecuendos de
densaciones anteriones; pero no una idepen
dencia de La nazén,..."8/

Un autor con el cual tambi&n discrepa Frege es Schléexﬁié

ma al n@imero representacidn del lugar de un objeto en .una serie ] rege

objeta estb con lo siguiente:

"...84 el ndmeno fuena una aemumﬂzkk"
arnitmética senia psicologia."9/ :

Aceptar al niimero como. reptesentac:LSn equ
tica no se ocupa de los nfmeros mismos s:.no de.la
cientes a qu1enes las conc:.bleran, as:., si-
7/0p.cit, los Fundament:os... p 141

8/Ibid.p 142,
glnoc cit,
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sentaciones del nfimero seis, habria que:admitir que dicho: nfimero estaria

dividido y:-se podria‘hablar:de mi seis, tu seis, un seis, tedos los sei-

concluye respec o todos los autores aludzdos que-

e.e mtmaw ni es algo espac.ial y §Ls.ico, como Los
ntones.de piedrecillas y de ga,u.exa.‘s de fenfibre -
de Mite, ni tampoco es algo subfetivo como £as re-
*p/iuan«tacianu, s4in0 que es algo no-sensible -y ob-
“fetivo.
EL fundamento de La objetividad no puede estar en
Las impresiones sensorinles que como agecciones ant
micas son completamente subjetivas, s.4w0 que, pon
Lo que afcanzo a ver, 46Lo puede estar en La razén.
Senia asombroso que La ciencia mds exacta tuviera
que apoyerse en La todavia inseguna y tentaleante
paicologia.”"10/

Por Gltimo Frege cita la explicaéio‘n‘ de niimero en cérniinos.de,.éo;gjunf

: hizo frége"'dé’ié

_12/ Op;cit,; Lo Funda



primera noc:!.on en Los Fundamentaa de la Nu/ﬁnétu‘_a
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como la propiedad atr:.bu:Lble a ese obJeto.

Pero, como hemos v:st:o, hay dlversas razones que se &)

las siguientes:

cosa? ¥ adem&s de ext:rano 8 evamente seria muy poco prec:.sc,'

y la at:r:.but:w:.dad de t:a.l propzedad .Frege afiade que:

11/0p.cit, Los Fundamentos...p 144,
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"EL contenddo de un concepto disminuye cuando
aumenta su extensidn; 84 €sta Lo abarca todo,
el contenido se.deberia penden pon completo."12/

La forma en que operan los t&rminos alusivos a,propiedadesen:

una def:uu 1.6n cuyo conten:.do no ’ _' y 5 ‘todo, a consideraciones

personales, esto es. que no. dependa del punto; de v:.sta de cada quien; la

subj et:ividéd ';';ue mplic:tca.mente acep:ams al adnut:.r una definicidn en estos
términos es algo sencillamente detestable para Ptege cuya preocupaciSn halla
mos reflvejada en esta cita: X )

"Sobre un concepto Zan mmecu:o e,co'mo puede du

candar una clencia que busca su-prestigio . en R
mayon determinacion 'y emc,totu.d? I3/

a ning@n lado,

12/0p.cit. Los Fundamentos
13/Ibid.pl45, E



Frege propone plantear la cuestidn de la manera siguiente:ipor qué

llamar unidades a las cosas , cuando decir. unidad s otra manera de decir

Frege- y, entre ellos c:u:a a Hobbes-

MEn Aent«_do absoluto, el n&muw en-matemdticas
presupone unidades 4gua£’_eA entre A.«.‘ co
cuales se foma,"14/

Hume, por su parte, expone que:

", ..2as pantes componentes de La cantidad: Y det.
nimeno son totalmente del miamo upo "15/

Thomae:

"Las undidades son Lguales unas con ae&peota a
otrhas 16/ :

S:.n embargo, Frege no puede salir de 1a perp EJ

la pregunta de lo que significa esa pret:end:.da 1gualdad

"No se Logra hacen fguales cosas mwm pOIL
medio 40%o de operaciones concepiuales,..."17/

En este punto Frege tambiZn retoma a W,Stanley Jevons qix'ien'e_n Eu_‘ opi:
niSn, muestra especial penetracidn por medio de estas palabra’s':‘

"EL ndmero no es sino oino nombre para £a diver- -
sidad. La identidad exacta es unidad, Y con
£a difenencia surge La plurabidad. . .Frecuente-

14/0p.cit.los Fundamentos,..pl48, : - IR
15/Ioc.cit. S S
16/loc.cit.. : -
17/ loc.cit.
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Zemente se ha dicho que £as unidades son uni
dades en nazén de sen penfectamente s.imilares
unas respeetd a otras; peno aunque puedan ber
perfectamente similares en algunos aspectos,
deben. den digerentes al menos en un punto, de
otna manera no admitirian La pluralidad..."18/

,Podriamos -pensar entonces que, la diversidad de la.s um‘.ydade;s’ : i‘una

mejor forma de .ver las cosas pero, no obstante, el pum:o de vistaique- se

inclina en’ esta d1recc15n tambi€n se encuentra’ plagado de probl Por

ejemplo, siguiendo al mencionado Jevons, enconc:amos e:_cpl;cada la unidad

"Liama.mob al objm oa‘)w ob_{v,to,_qu.to 66£o pon
que. 2o podam% du»mm de £os ph.un?/mA " 1'9'/

: "Se_ dice 'ez ndme/w uno’, y con el anticulo deten
minado se. indica un obfoto peculian, determinado,
"deRa Lnvestigacifn cientlfica. No hay d«c_ve/woé
ndmenros uno, s4no 8GR0 uno. En 1 tenewmos un
}ywmb/:e propio que, en cuanto tal, es asd mismo in
eapaz de plural a £a manera de 'Fedenico el Gran-
de' o 'el efemento quimico ono!. No es acciden-
2ok, y no es un modo inexacto de notacidn, que se
se escndiba 1, s.4n adiccones diferenc.iales.,.el nd
meno no es unma acumubacidn de cosas. La anitmé=.i
Uea se anulanin, s4 en Lugan de wio, que slem-
pre es el mismo, se quisieran Lntroducin divensas
coaas, aunque guera con simbolos semejantes; que
por Lguales que gueran no Lo serfan sin defecto.
No se puede suponer que ef mds profundo requisito

18/0p.cit,Los Fundamentos..wp 149.

19/loc.cit.

20/Tbid.p 150.
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de La anitmética sea una escritura fallida,
Pon tanto, es imposible consideran al 1 como
4.unbo£o pana diversas cosas,..."21/

"S6Lo de palabras para conceptos es posible
un plural, Pon tanto, &{ se habla de 'uni-
dades', entonces no se puede utilizar esia
pakabra con fgual significado que el nombre
propio 'uno', sino como una palabra para con
cepto =
S4L 'undidad' signifdica 'objeto numerable', en
/ctlonc.,e',b ;)uf.rnvw no se puede def.inin como u.m.«ﬂ

es."22

Por otra -parte, ‘a Frege le parece absurdo ltr’avt':ar:'
diferente llamsndolo -sencillamente unidad- quizﬁ ‘esta:

algflin aux:Ll:.o aludlendo al espac:.o y al ti emoo n'

En cuanto al espacio, habria que cons:.derar por. .81 mismo

rectas, planos 3 cuerpos congtuenl:es , areas s vsegme

ciables en absolu:o, sino cuando eétuva.eran Juntos en una :|.nt:u:.':.6n total .

Aqui, -dice Prege— parece unirse la igualdad ccm la 1nd:|.scern:|. 11 ;d
En cuanto al tiempo, se haria algo parecido pero, zacaso lo: numerable
se limita a lo espacio-temporal?.
Leibniz refutd en este punto a los escol@sticos du:e‘ sQ;tenié que el
nfimero nacia como la divisibfn del continuo. : '
Baumann puntualizf la diferencia entre nlmero y ciempo. -
. En cuanto a Stanley Jevons ~cita Frege- se postula de la 'manvera éiguieg
te: o
"En muchos casos, ni el espacio ni el tiempo son
base para una difenenc.da, 84ino que Lnterviene
8680 La pura cualidad...Todo medio de d.iferen-
ciacibn puede sen una fuente de pluralidad.”23/
A Frége'mismo le parece que el concepto de unidad seria pengabl‘e'si.n.
el tiempo. v ‘ v
21/0p.cit.los Fundamentos...p 151,

22/1:)1 d.p 152,
23/Ib'Ld.P 154,




.. 84 Los obfetos numerados nealmente no se
A-(.gu.(’_n unos a oiXnos, s4ino que svlamente son
numesaded unos dupuéA de otros, entonces el
Xiempo no puede ser La base de su diferencia
cidn, Ya que 3L podemos numerarlos unos des
pucs de otros, debemos de tenen ya cniternios
diferenciales. EL tiempo es 46L0 un requeni
miento psicoldgdco para el numerar, pero no
Ziene nada que ven con el concepto de nlmero.
Si se rnepresentan objetos Linespaciales e Lin-
temporales por medio de puntos espacinfes o
tempona,l’,ed, entonces esto quizd puede sen de
~utilidad pora afectuar La numeracidn; pesro
fundamentalmente e presupone con esto La apli
cab.ilidad del concepito de nlmerno nespecto a £0
Lnespacial e Lntemporal,."24/

No obstante, sin ningln criterio diferencial fuera del espac 3 éah
poral, tampoco es posible —dice Frege- el prop551to de unir: d15cern1b111dad
e igualdad. s - '

Finalmente vemos como:

"La mds amplia o La mds estricta similitud de
Los objetos no afecta para nada el asunto, &£
finalmente deben aquelPos mantencrse separa-
dos unos rnespecto a othos...Todas estas son
relaciones que nada tienen que ver con el i
meno en &L, En todo esito se cuela algo oA
ticularn, sobre Lo cual el nimero, segin su
genenalidad, estd muy por encima. Aun un
momento alslado tiene algo particular que Lo
distingue, digamos, de un punfo espaciatl, y
de Lo cual no aparece nada en el concepio de
ndmeno . "'25/

espacial o temporal por el

1aciones entre los objetos

24/0p.cit Tos
25/Ibid.pp 154y . 155.7




numerados pero, esto lo lleva fnicamente a lograr definir el simbolo

numérico y.no ‘el nimero,

“Mpasa. Schroder, el’_ ndmeJLa es ‘un simbolo. ..,
I pon’ £a paabnra ! uno', €L entiende el A.unbato
1, o du Au_:m.c,s,u:ado.. Jeeno, segdn este): s
: exp/le.éwt.{fa no cspnibiendo nada. "26/

Hasta el moment:o hemos visto que ‘el nﬁmero no se’ abstrae (de la:

misma fotma que el color, peab v dureza), de las c

sentido una’ prop:.edad‘. ‘Pexo sabemo_s que se dic

nes “acerca’de nimeros

dad’, conJunt: Q plurah.d d' ‘es: una empresa condenada‘a.l fracaso en v:.sta

tacibn, indivisibilids

cho,

Por otra parte,‘ si llamamos unidades a las‘cosas que deseamos numerar,
en.tonces es falso aceptar incondicionalmente que las unidades son iguales.
VﬂlJ.G tamb:.en establecer una distincifn entre uno y unidad,punto en
el cual Frege se pronuncif asZ:
"la palabra 'uno' es, como nombre propio de un
objeto de fa Lnvestigacidn matemdiica, incapaz
de adnitin plural 27/

26/0p.cit,los Fundamentos.,.p 156,
27/Ibidem.p 159.




A cont:.nuac:.ﬁn,,tracando de aclararel pum:o donde nos' encontramos

1 mexo cuando aparece

s:l.tuados veremos lo: que pasa o,'

‘un; juicio

nus: t:.ene O lunas‘

se a.f:.rma n t:em:.n”s ‘Poco usuales que.

no t:.ene lunas

o que acerca de Venus no_hay 1una(s) alguna(s) de 1a(s) cu
af:.matse algo. Asi, ~dice Frege- : )
Mal concepito de 'funa venusina' 40_ ze ha ads

‘X0, con ello, una p/wp,c.edad, a’sabér, La

Jtene/L cosa al_guna bajo de &%, "29/

Vale mencionar que para Frege un concepto -no-e ivo pgféc_i_

do a las representac:.ones.k ; :
: "Que una dec.&amuo‘n quz menu.ane nu.muum o.xpnue

28/ OJ) c:.t Los Fundmnentos...p159
29/ Loc.cit,
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algo fdetico Lndependientemente de nuesino
punto de vista, sd€o puede asombrar a quie
nes tienen ak concepto por algo Au.bje,aua
semejante a £as representaciones.

esda concepedldn es falsa,..sd £os cam:ep—
tos fuenan subjetivos, también La subons -
‘dindcLén de unos bajo otnos, como relaecifn
entre ¢éLRos, senla algo subjetivo a La mane

. ha de nefacitn entre nepresentaciones . "30/~

", ..84 el concepto es algo objetfivo, enton -
‘ces wha afitumacidn alenca de &2 puede can-
Zener algo fdctico."31/

Aunque algunos pasajes anteriores pudieron sugeri;ﬂo;‘la'z

los objetos sbn portadores del nlmero, las anterioreSrdiset

conducen r&pldamente a los verdaderos portadore 105 concepto

"Yemos también ahora cdmo se. LLega a’que-
nen obzenen €L ndmero por absiraccién de

_Ras cosas, Lo gue con ello seobtiene :
es el concepio en que se ducub/ce et nﬂ.
me}z.o." 32/ :

Dice Frege, la gran apllcabllldad del nﬁmero no t1ene lugar: e

claraclones respecto a nﬁmeros, sino;

30/0p.cit. Los Fundamentos
31/loc.cit, :
_;_;_2_/1‘5"‘ut.

33/Ibid.p 162.
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Y atfiade:

", ..un concepXe no defa de sen concepto pon
que bajo &L sdLo caiga una cosa, La cual s¢
encuentra, plenamente deteuminada bajo E€. A
tales conceptos (pon efemplo,satéiite de La
Tievna), pertenece jusfamente ef namero 1
...En rekacidn a un concepito, La cuesiidn
es sianprie 8L hay alguna coda, y qué cosa,
que caiga bajo €£,"34/

As_i,v el nimere viene apareciendo como algo adscrib_iﬁle, 'ajios' concep

tos.

. ..can £a’ patabra 'cuatro’ pn.edx.camoA a,ega
de, un’ concepto."35/ . :

: En 1. caso part:u:ular y pecul:.ar de el nﬁmero 0 le .adsc 8 t:.}l nG

mero - a ‘un: oncepto cuando no’ ex:.ste algo sea lo que fuere, que_cajga aJo

dlChO conc pto

TEn‘egecto, La. afinmacibn de La aw&nua o
es’otra cosa qae».&a negacidn del nimeto ceno. "36/

de que 1a un:.dad es separable de lo circundante e :.nd:Lv:.s:.ble ya .que

o e,P_ concepto al que se M,{gm el nimero da ;
" modo detenminado, en general delimita Lo que
- cae bajo 6e."37/ ita Lo que

asi, la proposicidn que habla de la delimitabilidad e indivisibilidad

de la unidad puede expresarse en los siguientes t&rminos:

"Unidad en nelacidn a un ndmero §inito, s6Lo
puede senlo un concepto tal que determine y-

delimite Lo que caiga bajo €€ y que no d€ ELu
gan a una divisibn diserecionat. 38/ :

Dimos principio a este capitulo aludiendo a la necesidad que.veia:Fre

34/0p.cit. Los Fundamentos...pl62.
35/Ibidem,p 163,
36/1/0(:.::1!1

37/Tbidem.p 164.
38/Ioc.cit.




ge de un egtudio respecto de la unidad y de otro, no por cierto muy ajeno.

al primero, acexca del concepto genéral"'de.'nﬁmero.' . Hasta aqui hemos tra

tado brevemente aquellas obser‘va'ci'onesyfqﬁe
damentos de. £a ArtmEtica para constitui

cionados, A continuacifn nos referiremos: a

..a‘un coru:epto colmu ovide el ‘n@mero
m.ngdn obfeto cae bajfo ée "40/"

-dicho en térnunos mas precisos:

".o.a un concepio conresponde el uam:yw 0 “cuai:
do en general vale La proposicidn de que g no
cae bajo este concepto, sea Lo que fucra @,
De parecida manera se pad)u‘ﬂ decin: a un con-.
cepto F corresponde el nimero 1 cuando no vale:
en general que a no cae bajo F, sea Lo que ﬁu.e_
na g, cuando de Ras proposiciones

'a cae bajo F' y 'b_cae bajfo F'
se sigue en general que a Yy b son Lo nu.bmo "41/

De manera coherente con lo anterior, d:.remos;»que"alA paso . de-un’ niimero
a su sucesox se formula en los siguientes t&rminos
39/0p.cit, los Fundamentos...p 165.

AO/Loc.c:Lt:.
DY
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cuando un objeto @ cae bajo F (que es un concepto)

B baJo el concepto cae bajo F pyw no.-es a cae n

seadas definiciones sino,”

de las expresiones:

Y como prediéado ‘as



'corresponde-el nﬁmero‘o'

pero, vemps puea que, 0 es sGlo una parte del pred1cado, no . es todo el pred1

. mm ph. /
. COMM/tU.Je 400" una: pe/ute de La afihma
- apa)w_ca‘ como "b_fe,ta Lndepend.cewta "42/

mero: como-piiop

parafréséﬁd

equivoco.

Deci

42/0p.cit, Los Fundamentos...p 166u
43/Ib1dem.p 167,
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a aceptar que la expresifn:

'ELl: fifimero de herfnax;os, de Juan'

grarse en ba

na indepef\d n

11

a tal bbjéci&n"l“rege responderia bajo el siguiente criterio: .

" "La Lnnepresentabilidad def contenido de

una pafabra no es nazdn alguna para negarnfe
todo significado o para exclulnfa del uso.

EL falso brnillo del contuargumento surge

de que cons.ideramos a Las palabras aisladas

Yy preguntamos. porn sc signijicado, tomdndolo
porn una rephresentacin. AsZ, parece que una
pakabra carece de contenide 34 falia una Lma
gen interna que Le comresponda. Pero siem
pre se debe tenen a La v.isita una propodicidn
completa. S6Lo en ella tienen Las palabiras
proplamente un significado...Basta que €a prc
posicidn, como un todo, tenga sentido; de es
Ze obtienen tanbifn su contenide Las partesTV44/

"La Lndependencia, que Zomo como una exigencia
panra el ndmeno, no tiene que signifLican que un
teumino numérnico des.dgne algo fuera del contex-
2o de una proposicidn, sino que con ello s6lo
excluyo su wso como predicado o atribute,chbn Lo
cual se cambia abge su s.ignificade.'45/

No cabe duda que las consideraciones realizadas por Frege efi torno;al

concepto general de niimero vistas detenidamente nos permiten acceder

44/0p.cit, Los Fundamentos,.,. p 168,
45/Ibid.p. 169, ’
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manera muy original a tal cuestifn.

Frege dirf asemejfndose un poco a A. Me:mong,,

causa de lo anterior, a un nimero. no se le pued

deberemos comp nder una’ expres;&n como :

'u’.. ero’ qu.o_ co/me,éponde al concep.to F ed e,& mds
que: e,?_ nimero que.: corresponde al cancepm G

para -lo- cual nECESJ.tmOE un- cr:.ter:.o ‘que ‘nos- -haga d:.st:.nguu:

ciamos, s::. b

a son lo mismo y,por supuesto, en t:al»

lizar los mis mo term:.nos-

‘rel nﬁmero que;corresponde “eoncepto

va que nos so igualn nte obscuros

46/0p. c:Lt Los Fundamentos
47/loc.cit, !
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no aparece (inicamente entre nimeros, entonces.no tiene que.ser definida

especialmente para tal caso...

Frege da principio a1

-a) 'la recta .a’

cientemente e

la direccifn de:l

en general puede ger sustituida . p

a'direccifn de b

sin que cambi

y ello no seria muy dificil yarque,
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reccidn de una recta como no sea. su concordancia con la direcciSn de otra.

Pero adn aparece una tercer obJ ec16n - d:.ce Frege— en contra de la

zaxr la s:l.gu:l.em:e v:.a'

"g¢ Ba neota a es paralela a-La necta b entonces
Lo extensidn del concepto 'necta - pana,eu’.aa La: neg
i a' es igual a Ra extensidn del concepio 'recta .

‘paralela-a-La necta b'; a La Lnversarsi-Las-extens=:
sLones de Los canceptab aludidos son wuaf_u en-.
fonces a e pamz(:da a b."48/

A patir de lo. anterior llegamos a que: ‘

~La direccifn de la recta a es la ‘extensién’ de

la'a la recta.a',
o por ejemplb:b
al

48/0p.cit. lLos Fundamentos ., . Ipp 174 . ‘17l5;,
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De manera que cuando queramos aplicar lo anterior, pondremos conceg

tos y no rectas.o t:r:.anguloa b4 coo)zdma/:.emoa b,cwrx_vocamente 103 obJetos

u Lja ‘extensidn del concep«ta
neépew al. concepto F’ 149

MEE concep/ta de n.e&zudn,
Aunple,ipe/utenace a fa’ Mg&ca pwuz "50/

49/02 clc Los Fundamentcs
SO/Ibldem. P 178 ‘
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'k cae bajo el concepto G'

oy

'a esta-en; 1l relaciGn‘ﬂs'respéctofasﬁ’

asf: i
'loa abj@toa que caen bajo £os concepatoé F y G~
e’ coondinan mutuamente _por med.io de La nrela- )
cion '@ .  S6Lo que aqui esta coordinacitn es '’
biungvoea,  Pon eflo entiendo £a validez de
Las siguientes proposdlciones:
1.84 d estd en Ra relacion # wespacto a a, y
LV osd d estd en La nelacibn P respecto a e, en-
utdnces resulta en general que, sean £o que fue,

T hend,ay e, aes To» Lo-mismo Que e. ;
2.64 d estd en £a nekacidn de § nespecto a g, y
8L b estd en La nelacibn @ hrespecto a @ enton- -
ces resu’ta en generak que, sean Lo que ﬂumen
" d, b ya, des Lo mismo que b." 51/

Ahora sabemos con precisifn qué significado tigné'dehcf .sistema

fregeano la expresifn:

'el concepto F es equinum@rico o equinumeroso’ res

pecto al‘cbhcepto G!

szgnlfica 1o mismo'que la expresan.

'hay un concepto de tal tzpo que

51/ Og clt - L.os Fundamentos... p 179
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le coxxesponde'
podemos ahora comprender mejor qué quiere decir que:

el nimero que corresponde al_concepto F, es

la extens:l.Gn del concepto ! equinumér

) pect: “al concepto F'

donde¢ es una,,relac:l&n que coordina h:.un:.vocamen: S 6bjetos que caen

bajo el ConCepto F con los que caen baJo c vy, donde Y" coordina de la misma

forma a los que caen bajo H con los que ca n bajo. F
De manera analoga se puede probar (B

¥, por f:.n, podemos acceder a las def iniciones de los ndmeros indi’,vidug

les.
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"Pefino pon qué nada cae bajfo e concepte'no
Lgual a &£ mismo’

0 ea ef nimero que camupondc al concepto
"no-Lguak a 8L mismo'."52/ .

"Como definicidn del 0, podria haber toma-
do cualquien otro concepto bajo el cual na
da caiga. Pero se trata de elegin uno de
tal modo que esto se pueda probar en €L ag0
bre bases pwuamente £6gx_ca.¢, y, para esito,
el mds adecuado parece ser 'ne Lgual a 5L
Mmd’”ﬂ/

Cabe mencionar que la palabra 'igual' tiene el significégd
tes implicitamente, pero.que se encuentra en la c.lefvinici&{‘ de’ Li
Eadem sunt, quorwnm unum potest substitid

atteni Aallva varitate .

que Frege retoma en sus Fuudwnemfo& 54/

Una vez que 'E‘rege prueba que cada concepto bBJOV

mero,

52/0p.cit.Los Fum.amentos..

53/Ibid.p 182.
54/vE 172




sigamposlo pues, en este punto:

"CO)’L&LdG}L&mUé al concepto -o, 4L 8¢ prefiene, el pre
dicado- ,u_.;uzz,ﬂ a 0', Bajo éste cae el 0. Bajo el
concepio 'igual a 0, pero no fgual a @',pon el contra
rio, no cae objeto alguno de suente que 0 es el ndme
no que corntesponde a esate concepto, Segiin esto, te
nemos un concepto 'ifgual a 0' y un obfeto 0 que cae Ba
jo €&, para Los cuales vale: .

el ndmerw que cornesponde al concepte 'igual a cero',
e4 4.gua£ al ,ulmere ate cornresvende al conceplo 'Loual

a 0%
d'numww u/uu[fmdaalunufﬁ ?UAJaD mo-igeal a0 ! e &l O.
Pon fanto, &egln nuedta def.nfcion, ef namw é’:e co
M%pondc at concepto 'lgual a 0', sigue <inmed{iatamen
tea 0 en La scrle de Los wimeros natunates . .

S.{ ahora definimos: v
1 es ef ndmerno que corresponde al concepto 'Lgual a 0'' "
podemos expresar La GELima propodLedilin Como sLgues ... -
1 sdigue, en La senie de Los nimenos rnaturales, .fnmedia':
Zamente a 0."55/ R

‘Hasta zhora tenemos ya la definicidn de 0 y la definiciSh de 1

cuanto a estas definiciones y refiriendose a la relacifn de suceso la

set:.e de los nﬁ.mercs naturales tenemos que:

'"7 54_ a sigue a 0, en La senie de Los nlmeros mm»mzu,
“entonces a=].

2.84 1 es el ndmeno que cotresdponde a un concep«to emtan
ces, hay un objeto que cae bajo el concepto. )

3. 34_ 1 es el ndmero que comresponde a un concepto Fj; &4

el objeto x cae bajo el concepio F, y &i y cae bajo el con
cepto F, entonces x=y, esto es, x es £o mismo que Y. :
4.84 un objete cae bajfo un concepto F, y 84 de que x cae
bajo el concepto F e y cae bajo el concepto F, se puede in
fernin qua x=y, enionces 1 e4 ef wimeno que comupcnde al”

concepto F

5.la ncfacibn de m a n que se estabfece por medio de fLa
p/wpcmu.wn'

'n sigue Lnmediatamente a m, en £z serie de £0s ndmeros na
funales’ :

es blwilvoea.” 56/

"Apa/u:e del 0, en £a senie de Los- nimernos uwtum!.u. cada nd:
meno sLgue x.mned,w,tammte a.un nuime/u‘o "57/ RN

Para probar que en la serie de los nﬁmeros n
cada miembro n tienc su sucesor debe‘mo"s’ int:tqducir un’ concepto-que determine

55/0p.cit, Los Fundamentos... p 184,

56/Ibid.p N
57/Loc cit,



al sucesor o bajo el cual caigan los sucesores:
'perteneciente a la serie de los nfimeros

naturales que' temina con n!

o con mayor prec:.s:.ﬁn

“H8¢ cada abJexo que estd en La nelaciln
~hespecto a x, cae bajo el concepio F, y
44 de que d cae bajo el concepito F, Aea”
Lo que fuera d, se sigue en ganmw& que.
‘cada . objeto que esid en La rnelacidn .
Hespecto a d, cae bajo el concepto F,
entonces y cae bajo el concepto F, sea
F el conceplo que fuere."58/ :

dicho brevemente H

En 1a ser:Le 55 z sigue a x y x precede a y

sido definido>
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Finalmente Frege:explica el cuxrso de la prueba de. que el niimero

corrxespondiente al concepto:
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CONCLUSION
Teoria clisica de conjuntos (TCC) naci8 prétendiendo ‘agregar al

conocimiento matemitico. informacién sobre:temas no. comprendidos  en &l

hasta enton rticularmente Cantor inaugu
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TCC puede, en efecto, tener alcances de los cuales, como ya deciamos,
su autor no.se percats.

En el primer capitulo de este trabajo procu

n: que, ademis. de-las: nociones: del:cdlculo .de: . .

*Tarez que no se encuentra en detailie en la bibliografia acerez dxek TCCV‘
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primer orden (conectivas, cuantificadores, etc.) y los dos primitivos
adicionales 'E' y ™™, la ‘teor'ia ink:luy'e como puntOS b&sicos ideas como

la de func16n, obJeto, curso de valores, sent;xdo, denot:ac16n, etc.u

Simultfneamente
conceptos so:
los mismosio

Ahora bien identi 3 1 > pertenecer

al curse de va

expresa 10 mismo

>\t > 3
(d Eo- qed)c—e (xxxeu(Fu(» xexc,.q
En cuanto 'al segundo ax-nn. de TCC.

A2 (?th)( Hg & (x)(xej‘——»A(‘x)ﬂ
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que dice que a cada propiedad corresponde un conjunto, tiene tambi&n

su anflogo en'lateoria fregeana bajo el supuesto‘'de que a cada fun-

.corresponde.un’

cifn ‘de un argumento “urso de-valores:

de: conjunto:
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CAPITULO I.

'S:.gn.os de argumento- varmbl'

i Argumentos .
Nombre propio.
Curso de valores.

C6mo -expresar un Curso 'de al

Relaciones.

Introduccifn mis prec:Lsa d la

sent:xdo v denocac:.Sn.
CAPITULO III. EL CONCEPTO DE NUMERD EN FREGE

CONCLUSION
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