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CarITULo I
INTRODUCCION
1.1 Generalidades

Las diferentes ramas de la investigacidn cientifica se pueden
divadir en dos grupos «Fundamentaleg: las ciencas empiricas y las
ciencias no empiricas. Las primeras ﬁrétenden explorar,describir,
explicar y predecir los acontecimientos que tienen lugar en el
mundo en gue vivimos. Sus enunciados, por tanto, deben confron—
tarse con los hechos de nuestra experiencia, y solo son acepta—
bles si1 estdn convenmentemente apoyados en una base empirica.Este
apoyo empirico se consigue de muchas maneras diferentes: mediante
la experimentacidn, mediante la obéervacﬁén sistematica, mediante
entrevis;‘\.as o estudicos, mediante pruebas psicoldgicas o clinicas,
mediante el exdmen cuidadaso de documentos, etc.Esta dependencia
de una base ewmpirica distingue a las ciencias empiricas de las
disciplinas no empiricas, como la 1ldgica y la matemAtica pura,
cuyas proposiciones se demuestran sin referencia esencial a los
datos empiricos.

Sin duda alguna, el alto prestigio de que la ciencia lgaza hoy
ha de atribuirse en gran medida a sus resonantes exitos y al al-

cance cada vez maybr de sus aplicaciones.Muchas ramas de la cien-—



cia empirica han sentado las bases para que, asociadas a eilas,
‘.surJan tecnologi.as.' Esas tecnologias aplican. los resultados obte—
nidos por la ciencia, y a su \;ez, yproporc:mnan a la investigacidn
pura o basica nuevos datos, nuevos problemas y nuevos instrumen—
tos de trabajo. ‘

Pero, aparte de ayudar al hombre en sus esfuerzos por contro—
lar su medio, la ciencaa respdnde a otra exigencia, desinteresada
pero no menos profunda y Persxstente, a saber, su deseo de adqui-—”

‘rir un conocimiento cada.- vez mas amplio y ura comprensidn cada
vez méds profunda del mundo en que vave.

V Pero como todo proceso sistemdtico, la investigacion cienti-
Fica requiere de Jna metc.dslsg;‘:. adozundz para 1z melor consery-—
cidén de sus fines. Esta metcfdologia se ﬁasa en el método cienti—
fico.

El método cientifico es el procedimiento planeado gue se si—
gue en la investigacidn para descubrir las formas de existencia
de los procesos objetivos, para desentra‘ﬁarvsus conexiones inter—
na y externas, para géneralizar vy profundizar los conocamientos
asi adguiridos, para llegar a demostrarios con rigor racional y
para cump;obarlus en el éxperlmento y con las técnicas de su a-—
plicacidn,

Nuestra tesis versa sobre un proyecto de investigacifn, sobre
ta metodnlc;gia para su mejor desarrolloinvestigacidon de un pro-

blema ingemeril.

1.2 Descripcidn del problema

Se construyén presas para crear un lago arti{icial o derivar



el rfo a una cota prefijada, con objete de almacenar o captar los
escurrimientos y regar tierras o generar energig, o0 bien dotar de
agua potable a poblaciones o centros i1ndustriales. También sirven
para regularzar el flujo de una corrmiente que provoca inundacio-
nes en predios o poblados. Dichas estructuras no siempre respon—
den a solo una de las finalidades antes enumeradas, mas bien se
proyectan para funciones maltiples coordinando los servicios de
rieqgo, electricidad y regulacidén de avemdas, con miras al desa-
rrollo integral de una regidn.

De 1o ‘emter'u:r se infiere gque una Presa es el resultado de un
estudio general, en el que intervienen las caracteristicas del
ric, la geologia de la regidn, la exi;tencxa de saitios apropiados
para crear el embalse y cimentar la obra, de tierras de labor o
necesidades de energia en la region, o bien de' poblaciones que
proteger o dotar de agua.En lo gque se refiere a la Presa prop:a—
mente dicha, los estudios generales comprenden la seleccidon del
tipo de estructura, la disposicidn preliminar de las partes inte-—
grantes ( cortina, obra de toma, ~vertedor, desvio, casa de ma-
quinas,etc.) y una estimacion global de su costo.

Atendiendo al procedimionte de construccidn, sSon dos 1os tipos
de cortina : la de relleno hidrallico y la de materiales compac—
tados.

Atendiendo a la seccidn de la presa, estas pueden ser homogé-—
neas, homogéneas con filtros, de materiales graduados, con delan—
tal o con pantalla, o bien presas de enrocamento.Este ultlimn ca~
s0 es el mis empleado en Méuico y un caso limite de este tipo

es la presa de enrocamiento con pantalla impermeable, sea de con—



creto o de aéfalto en el paramento mojado.

Nuestrn. interds estard fijado en una presa de enrocamiento
con losa de concreto, presa que se piensa construir por parte de
C.F.F. en el sitio de Aguamlpa, Nayarit, sobre el cauce del r{o
Santiago.

Como otros trabajos de ingemeria, la seleccidn del tipo de
presa y sus obras auxiliares depe hecerse con base eﬁ un criterio
predominantemente econdmco. Por supuesto, las alternativas que
se estudien tienen que ser compatibles en cuanto a lograr las fi—

nalidades previstas.

Este es el caso de la presa con losa des concreato, de dimen—

)

uma presa tradgicional de tierra y enro—

f

s10nNeS mas neaquelaz GQus
‘2

camento, con el subsecuente ahorro economico. Sin embargo no so-

1o el punto econdmico es de tomarse en cuenta, Sino también el

aspécto técnico.

t.a presa de Aguamilpa seria la primera en su tipo en el pais,
en el periodo moderno, por lo que la experiencia que se obtendria
al proyectarla, _diseﬁarla y construiria seria mayliscula para el
progreso técnico nacional en el campo de presas.

£l disefio de altas presas con losa de concreto ha expérineh—
tado continuas y mayores mejoras en los tltimos veinte ahos.Mejo—
ras en detalles menaores, principalmente relativas a juntas y ta-
pajuntas. Los regquerimentos de diseiio bdsico son adoptados par
considerar gue provee uné'gran seguridad y es un tipo confia-

‘ble de Fresa para alturas arriba de los 245 m.

Para la presa de Aguamilpa se ha considerado una estructura

de enrocamiento con losa de concreto en su paramento de aguas



arriba. £1 proyec:to ‘de n-west:ga:xun pretende el andlisis de las
--'condxcxnnes de apoyo -y de empatramiento de semejante losa.

Se pretronde efectuar un anéllsls paraméetrico tridimensional
var'landb la geometria vy las prop:edades me;r.:anxcas dee las zonas de

: apoyo de la losa de concreto, a fin de uptimizar su disefio. E1

andlisis se efectuard mediante el método de los elementos finitos

1.3 Objetivos.’

Pudieramns plantear una sere de 'objetivos, pero los resumi—
- remas en el sigquiente 1
‘= Utilizar una metodologia de investigacidn para la so-—

lucidn de un problema ngeniaril.

Esta metodolagia es Gtil para cualguier tipo de investigacidn
Cque se reaucé, ya sea o no de tipo cexentfﬁco. Deseamos mostrar
la utilidad de un procedimiento sistemdtico para realizar satis-—
factoriamente las cosas, y un resultado palpable de este procedi-

.Kr'ni'ento es el cuerpo mismg de esta tesis.
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2.1 VEvnlrut;_x‘fS

apresa moderna de enrocamientn

Lb.ﬂi\'q‘pr:-{ci-\r:as de rconstruccion en ﬁr‘@e‘.as deAenrncamxentn han
evolumonadn oonsiderahiemente desdr el si1gln pasadn. EN estas
Gltimas dos decadas, las grandes presas de enrocamentn, princi—
palmente con Insa de roncreto han estado en nna etapa de diseno
ey.per*lmen*a!' por partes de muchas de las grandes ronstructoras del
mungn. Fn efectno, durante la dérada pasada , la mayoria de las
presas ronstruidas arriba de los %0 m de altwa han sido de enro-—
camento. Sin. embargn, en contraste con &1 desarrollo de las pre-—
sas de tierra, Pl presente estado del arte en presas de enroca-—
mento, en disefioc y en tecnninnia de construccidn, se ha desa-—
rrollado ma3s por la obsarvacion de resultados de campo, préci‘xcas
de construcoion e instrumentacion que por la teoria y pruebas de
faboratorin. Micha ;netndnlng{a es mas evtendida para presas con
insa de concreto gque para presas oNn carazon impermeable.

l.La evolumdn de 1la tecnningia de. las presas de enrnr:amxer}tn

contemporanea puede riasificarse An tres DE‘!"]E)dC-‘;..



El =siglo diecinueve y los principins del siglo veinte pueden
ser considerados como el perléclr: del enrocaments colocado a vol-—
teo, seguido por dos decadas a partir de los anos 40°s de vigoro-
sa ‘gxperlmentacu:’m, con niavos disenos vy técnicas de construc-
c1c§n.‘ iLos Cllt;mos vewnte anos constituyen el periddo contampora-—
AR, en el cual; el diserc estandarizado para presas de  caorazon

mpermeable vy presas con losa de concreto ha sido  aplicado con

refiname L‘tDS,y‘ ha sentado confianza para el disefo. y . construc—

cion-de:presas cada vez mas altas. T

:Avtl.xvriﬁué s .b:j.e‘n }E'l.‘ uso de la roca como material para la cons—
truceion C"E presas se remonta a la antiguedad, 1a  presa moderna
de énrocémxentn és generalmente considerada comn  producto de la
fiabre d_e orc en California. Los mineros, gracias al conocimien-—
to del manejo de explosivos y de la dispombilidad de roca, cons-—
h-\n.;in presas de enrocamiento para el almacenamiento de agua que
en ’Ep;:lca de ;equia era conducida a los depdsitos mnerales para

el  lavads de los mismos.

Estas primeras presas oran construidas por enrocamiento a
vaolteo v  sobrepasaban len acaszsnes‘».lcs 25 m de altura . confi—
quradas con taludes de  0.5:1 a C0.75:1, Yy con un entarimado de
madera’ comp .cubxer—ta impermeable en ‘la cara ‘.aguas arriba de la

presa.

Durante  este  periddo se_construyeronienmocamentss que euce-—

‘Ejemplos notables deéstas primeras pre-

than leos. 30 m de’altira.




sas de gran altura son la de Dix River en Kentucky con 84 metros

de altura y Salt Springs en California, con 100 m.

El diseno de presas de enrocamiento con membrana wmpermeable

comenzd a desarrollarse alrededor de 1940.

l.a seguridad de las presas de enrocamiento con losa de con—
creto en el agpecto de filtraciones era un problema que se agra-—

vava con la altura de la presa.

2.1.2-Pericdo -de transicidon (1940 - 1965)

El.uso extensivo de lps enrocamientos colocados & voiteo para

la construccion de presas en los comienzos de la década de Ios

. 60’5 trajo consigo limitaciones y problemas potenciales. en la

construccion de presas altas (nayores de 90 m ).
I.a disponibilidad y el acarren de los materiales para el en—

rocamento eran considerados desde hace tiempo como un problema

mmportante; se sabia que para enrocamientos colocados a volteo

era necesaric una roca con uma alta resistencia  a la compresidn

simple, puesto que un compnrtar'm'ento estable de la estructura

requeria alta resistencia entre los contactos y bordes de la ro-—

recomendadas en  aquel en—

competente,y de calidad tal que pasara

ca. Las especificacicones ingenieriles

tonces regquerian de roca
las especificaciones del ASTM para agregados del concreto.
l.a compresihilidad de! enrpcamiento sra otra limitacidn para

el uso del material colocado a volteno. Aun con roca de la melor
calidad, !ns asentamientos en el enrocamiento bajo la carga debi-

drn al llenado eran hastante grandes, 1o suficiente para provocar

fuertes movimientos de las juntas y agrietamento de la losa,. con



la subsecuente 1nfiltracion del agua almacenada, aL-.mque esta per-
dida era en ocasiones justificable econdmicamente. En presas de
enrocamento con losa de concreto,el asentamiento del enrocamen-—
to estd de algun modo limitado por 21 desplazamiento que puede

ser tolerado por la losa.

La compania norteamericana FPacific Gas and Electric Company
hizo extensaiva la construccidn de presas con losa de concreto
antes Y durante este pericdo, esto proporciond a la profesidn la
oportunidad Unica de estudiar e! comportamiento a largo plazo del

enrocamento a volteo. Seis presas construidas por esta compania
t
can alturas entre 23 y 43 metros, con taludes de 0.5:1 a 1.5:1

harn proporcionado de S0 a 100 anos de servicio. La historia del

comportamiento de estas presas con taludes de 0.5:1 constituye

una prueba pal;-a demostrar que se puede tener una estabilidad ade-—

cuada con enroccamento a volteo y angulos de friccidn interna de

age.’

El excelente comportamien-to de estas presas probablemente

proporciond el impetu y la confianza necesaria para la construc—

cion de presas con losa de concreto cada vez mas altas (46—110m)

durante el periodoc de 1930-50. Sin embargo, otras presas de en-

rocamento a volteo arriba de los 61 m de altura desarrollaraon

danos en la losa y problemas de filtracidn. La Presa de Salt

Springs con 10 m y la de Paradela con 110 m, mastraron sarias

filtraciones y problemas tales que llevaron a la suspensién tem-—

poral de la ‘construccidn de presas de enrocamiento con losa de

concreto mayores de 90 metros durante el periodo de 1960 — 1945.

La Gltima presa alta, New Exchequer (958), durante este pe-—



riodo combino el enrocamento compactado en espesores de 1.2 a

T metros, con gl enropcamento a velteo . Sin embargo. ocurrieron
algunos problemas en la losa y de filtraciones debdo al insufi-
utilizada

ciente uso del enrccamniento compactado y a la préctu:a

en es@ tiempo para el diseno de las juntas gue ahora es conside—

rada comn obsoleta.

UUna tendencia a2 colocar. 21 enrocamento &n delgadas capas

talrededor de T m) y subsecuentemente  compactadas por el trafico

de tractores y camones de cnnstru:cxén se hizo comuny de esta

- ' R N
forma fueron construidsas las presas  de Soschenen,little Grass,

'I_"'libnr-n v otras posteriores.
Debido al problema de filtraciones gue presentaban las presas’
de losa de concrets. un nuevo y 2vatoseo tipo de presa fue'désa—~

rroflado.l.a historia muestra un cambio ba’sx::c,:omenzando en 1740,
cuando las losas  de copncreto son reemplacadas por Zorazones . 1m-—

permeables de tierr2 en vpr:e'sas de =proccamiento a volteo, debido

al probiema de £iltr- necesidad ~ereciente de pre-

sas mas altas.
Comenro a ser evidente para los ‘disefadares de presas altas

que las caracteristicas de deformacicon  del enrocamiento a2 volt=c

vy del concreto no eran —ompatibles. For =i contrario. la flexaba—

Ihdad de los corazones —entrales =50 filtros  hacia posible el

acrommdarse al gran asearnfamientc del! enrocamento a voitso. En la

. —
decada de los S0’s, @1 desarraiio =2n 2! conocimento y aplicacion

Ae los principios de la mec3nica de suelos., esencialmente respec—

+o a las pantallas de cimentacisn v ol disefo J= fileros, hicie-

ron mas seguras las precas con nucleo 1mpermeable, incrementando

.- 13 -



su popularidad.

- - - .
f.a ntroduccion de los rorazones impermeables dio nueva vida

a los enrocamentos a volteo. La terminacion de la presa Gosche—

nen en 1960 con corazon de tierra y con enrocamiento a volteo

habia excedido ios 1SS m de altura, algo sin precedentes en esa
fecha.

Jn tipo de presa con el corazdn y los filtros inclinados de

acuerdo al talud aguas arriba fus desarrpllado por J.W. Growdan,

con enrocamento a volteo colocado en capas de 9 metros. Ejemplo

- -
de este tipo e ~mos5a 85 ia de FKenney, Yy de corazon vertical es

la presa Cherrie Valley.

La presa de Kenney con 99 m de altura, concluida en 1952 es

un ejemplao notable de presas con corazon 1nclinado. El1 contacto

del empotramento para el corazon consistia de un recubrimento

de concreto de 1 m de espesor y una cortina de inyeccicnes.Fue—

ron utilizadas cuatro zonas de filtros, tres aguas abain y una

aguas arriba. La ultima capa fue un “detenedor de agrictamisn—

to” <formado de arena y sugerido por Terzaghi. El revestimiento

del talud aguas arriba fue - mediante enrocamiento a volteo, con

material obtenido directamente de la cantera. La historia de a-

sentamientos ha sido satisfactoria, con un total de 0.8 m para ta

cresta en 30 anos y 0.6 cm/ano en los Gltimos 1S afhos. El perfil

‘de asentamientos para la cresta y la berma es una curva suave a

la largo del eje, gque es una rcaracteristica favorable del enro-—

camentn, ya sea a volteno o compartado. Desde el punto de vista
del costo de la construccion, la Presa Kenney fué construida jus—

+o antes de la introduccidn del enrocamiento cnompactado, y cerca

- 14 -



del 0¥ de la roca acarreada  fue descartada por ser muy pequena

para utilizarse en un  enrocamiento a volten, siendo actualmente

exrelente materal para enrocamentos compactadns.

La presa de Cherrmie Valley ron 96 metros de altura y comple—

tada en 19546 fud tambign una experiencia donde no se obsesrvaron

agrietamentos en la zonAa central vy su comportamientn ha sido

excelante. En sus primeros 26 anos de vida tuvo un asentamento

total de 7.4 m, 85 derir, OOTY de su altura ma’xlma, y ios littimos

afps ha experimentado N.5 em/ano.
lLa transicion Al eprpcamonic compactado para amhos tipos de pre—

sas, cnn corazon imprrmeable Yy ron lnsa de concreto, nourre du-—-

rante el perun’dn entre 1955 y 19635, La necesidad de presas mas

altas, la falta de rorca de alta calidad, la diversidad de sitios

para desplantar precas y el desarrollo de maquinarma tal como

rodillng wabratorins , fueron factores que contribuyeron a la

transicion al enroramento compactado.

Decde 1940, las presas de enracamiento con corazon de tierra

usan enrocamento compactado, temendo répldos progresos en altu-—

ra {entre 150 y FT00 m). Desarrollando, ademés, equipo  pesado que

amnora 21 costo de manc de cbra. El desarrollo del rodillo liso

vibratorio permitis el uso de roca de baja calidad en el enroca-—

mento.- .

TDmD’,tlempn dejar fuera el temor de las granfes filtraciones

en presas altas de Ilbsa de concreto y tambien tomd tiempo ganar

eyperiencia en presas con enrnpcamento corpactado y desarrolliar
una erondmica y efectiva base de apoyo para ia losa.

Terzaghi acelerd el pensamiento en cuestiones importantes pa—
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ra el desarrollo de presas de enrocamiento con losa de conrreto
en dos exposiciones en el simposium ASCE de presas de enrccamen—
to.

Terzaghi recomendd gque las presas altas de enrocamento a
volteo deberian estar compuiestas de tres zonas fig.2.1.a)s una
zona supertor de rosa pequena, una zona central con roca de tama-—
no medin Yy una inferior de roca grande. Esta rona inferior seria
la mAs compresible. A Ferzaghi no le gusiaba la alta compresibi—
lidad del enrocamients a volteo y habia nntado tambien ia pe’rdxda
de resistencia hajo saturacion para vamos tipns de roca. Como un
remedio el sugirm’ el compactamento del enrocamento. con In
cuai el |:r'e1’a poder mejorar el comportamento de las presas’ con
losa de concreto, logrando mayores alturas vy permitir 2l uso de
roca de menor calidad.

£n el simposium de la ASCE de 1958 sobre enrbcamentos, se
dieron vastos cambins en las especificaciones de estos. En Ambu-—
tlao, en 1955, la mayor parte del enrocamento a volteo fud cam—
hiado a capas de espesores de 0.5 m debido a la baja resistencia
vy el pequeno tamafo de algunas de las rocas dispombles. E1 mismo
cambio fue& hecho en Bownlee en 1958 debido al tamano del basalto
encontrado. Ambas presas comenzaron como enrocamiento a volteo y

termnaron con enrocamento a volteo y compactado.

2.1.7 Peritodn moderno

En o1 simposium de la ASCE para presas de enrocamiento en 1960
y en 21 octavo congrese de grandes presas efectuado en  Edinburgo

en 1964, 1a presa de eprocaments s2 definid, de manera mmprecisa



ENROCAMIENTO A VOLTEO. =
- ( POR TERZAGHI ) :

~ e /;vt:-ﬂ .aa :ﬂ A >
R . N
U / J Ub A
(d), ZONIFICACION DE EBROCAMIENTO -
COMPACTADO.

T

' FIG. 2.1.- ENROCAMIENTO A VOLTEO
- Y COMPACTADO
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como "una presa constituida por roca, colocada 'a wvolteo o com—
pactada en rapas, como principal elemento estructurail™; esta de-
fimcion incluia tanto presas de nucleo central comn presas con
losa de concreto. Aunque s1 bien el enrocamento -por volteo es
adn usado efectivamente en otras zonas de la presa, comb en la
linea de base aguas abajo o en las ataguwas, la compactacion ha
ilegado a ser umversal en toda presa de enrocamento. Una defi—
nicion mas actualizada para una presa de enrocamiento seria: "Una
presa donde la compactacidn de la roca en capas es el principal

elemento estructural .

1a transicicn del enrocamento 2 weltpo 2) compachadn furn 55—
pida e 1inevitable. Habia una creciente nefesidad de aumentar - la
altura de las presas, pero el! requernmiento de rocas de gran faf
mano y alta resistencia estaba limtado en muchos sitios.

La necesidad de utilizar el material que se encontrara en el
lugar, tambien contribuyd de manera decisiva al desarrollo de en-—
rocamentos compactados. La llegada de! rodillo liso vibratorio
facilitd el uso econdmico y adecuado de roca de mala calidad ,
compactada en capas.Con este eqdipo se logrd una alta resistencia
Yy una baja compresaibilidad del material al compactar en delgados
espesores, coasplementando con la adicion de agua para obtener al—
tas densidades.

ta “trabazdn’ entre rocas es de particular  importancia en
presas de snraocamento con losa de concreto. Otra ventasa extra

de las presas con enprocamento compactado s su  capacidad para

tolerar et pasoc de una avenida sobre ella, estando incompleta.

Caracteristiras del enrocamento compactado.
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Las figuras 2.1®Mb-c) muestran la colocacidn y el aspecto re—
sultante de un enrocamento compactado en capas entre 1 v  m de
espesor. El enrncamiento resultante no es»hongénen, presenta se-—
gregacicn, lo cual dificulta a alcanzar las propiedades deseadas
de densidad,resistencia y permeabilidad.’

f.a fig, 2.1M) muestra la colocacidn de la capa. Un tractor
empula las grandes rncas sobre su frente apoyandose en el espesor
ya completado,las rocas perquenas caen debajo de la hnija empulado—
ra y se dgistrmbuyen proporcionando una superficie de rodamiento
por la compactacidn y trafico en la construccidn.

El rodillo liso wvibratorio es efectivo en la< compactacidn de
tas roras pequedas y finos en la zona EI:lpEF'lDP" Yy para la trabazon
entre rocas en la zona inferior. La accion de la trabazn’ﬁ causada
por el radilln es particularmente importante en el desarrollo de
1lms contactos horizontales entre rocas.

En la figura 2.1(c) se muestra una capa de enrocamientn, don--
de se obhserva la diferenrcia de densidades entre la mitad superior
vy la inferior. El material de la mitad superor es de mucho menor
tamano. l.a permeabilidad horizontal en estas capas es mucho mayor
que la permeabilidad vertical. La figura 2.1(d) muestra las zonas
que m3s comunmente se encuentran en  una capa compactada de una

presa de enrocamiento.
.Uso del agua en la ‘compactacion de enrocamientos.

El agua utilizada durante la colocacion del . enrocamiento es
del orden del 207  del vollimen de roca, mucho menor que la canti-—

dad utilizada en enrocamientaos a volteo. El agua es benéfica para
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cualquer cafidad de roca, espeaalmente en agquelios tipos que
pierden resistencia despué-; de la saturacion.  Sin embargo, algu-—
nas veres no s posithle  agregar mucha agua , ya que al drenar
esta en el enrocamiento arrastra consigo gran cantidad de parti-—
culas en suspensin’n contaminando el agua de rmo abajin, especial—
mente en lugares donde el agua me  abajo tiene usos muitipies o
snhrepasa los limites de turbiedad para la vida de lbos peces. En

tales casns, el espesor de la capa se reduce y se wncrementan las

pasadas para compactar la capa y alranzar la densidad adecuaca.

Calidad de la roca en enroramientos rompactados.

No  hay alguna esperificacion 'sobre la calidad de la roca o

sobre la graduacn{n de ella para enrnramentos compacta

raca que no pasa las espemificaciones npara agregadns de concreto
puede ser aun aceptable en enrocamentos cuandn se tien® un mane—

0 adecuadn. Rocas de mala calidad =omo aremsras, esqustos o

argilita pueden utalizarse come [0 ha demnstrado la experienma.

Desde luepgn, RS NeCcesarin conncer las caractermstiras de la

. . -
rora antes de escrmbir alguna egpecificarion para cualquier tra—

bajo.
£1 nadulo de compresibilidad del  enrocamentn, determinado a

partr de miveles hidraulicos, es un parametrn usado para medir

Ia ralidad del enroramento. LLa axperiencia en muchas proyectos,

ndicA ge el rangn en que se  encuentra el mddulo  varia desde
N.21% 10® Fg/ma a5 LL.X8w (0 Kg/m?, dependiendn del tipo de

roca, la graduacidn el enrocamiento, ®1 espesor de la rapa, la

campactariSn,eto.



El modulo de compresibilidad en el enrocamento es un para—

metro utilizadn tanto para presas de carazdn 1mpermeable cono en

presas con losa de concreto; este da base de comparacion para el

comportamento de las presas existentes, y para estahblecer un di-

sefio y procedimientos de colocacidn del enrocamento para nuevas
presas. Este modilio tiene sigm<ficancia especial en presas altas,
va que aumenta con la presion en enrocamentos compactados.

£1 médulo de compresibilidad determinadno medhante mveles -

draulicos para la presa Murchison fue de 1.5 »x 10" Kg/m® . En

asta presa el enroramiento era do miclita nen graduada, en capas
1

de | m de espesor y compactadas con 8 pasadas de rodillo vabrato-—

rio de 10 toneladas.

Usno de la grava como enrocamento compactado.

LLa grava natural queda fuera de la defimcion usual de enrn—

camientn, pero puede ser utilizada como materal de cubierts para

fa presa, es un material mas econdmico de manejar y Sse puede uti—

-
hzar =n rombinacidn con el enrocamento. Su mdadillo de coapresi—

bilidad es S5 a 10 veces mayor que el del enrocamento compactado,

y cerca de 40 veces mayor que el del enrocamiento a volteaoo

Puesto que los movimientos de la losa se incrementan con el

cuatrado de la altura de la presa, la grava puede ser utilizada

an presas con losa de concreto para alcanzar alturas mayores mque

la de 1a preza mdis alta de este tipo ronstruirda en {a actualidad,

Foz do Areia con {607 m de altura.



Un méduio tipico para gravas, basado en mediciones de campo

es de T.A5 % 108 Kg/m2 en la presa Orville y de 6.8 % 1O

Kg/m= .
El! espesor especificadn para una capa compactada de grava va-—
ria entre O.2 y 1 m, dependiendo de la altura de la presa, tamafio

de la grava y porcentajye de finos. Para grava con un porcentaje

de finns entre 7 vy 12 %, una excesiva humedad crea un terraplen

elastico,aunque s1 hien puede ser conseguida una densidad adecila—

da.

Presas modernas de enrocamientno con nucleo impsrmeable.

Se ha afirmado en muchos lugares, que el advemmiento del en-

rocamentn rompactado ha estimulado el disefn y construccién de

altas presas. Las dos presas mas altas de enroramiento con cora—

z3n de tierra hasta 1982 ‘son la de Esmeralda, en Colombia(23Sa)

concluida en 1975 y Chicnasen en Mexico (261 m) terminada en

el ano de 1980; las alturas mencionadas son medidas a partir- dot

- L :
punto mas bhajin de la cimentacion.Ambas presas tienen 55 m. de ey—

cavacin a partir del lecho del rin. l.a experiencia «on las pre—

sas de Esmeralda y Chicoasen ha sido excelente.

La presa Esmeralda, perteneciente al proyecto Chivor en Co-

lombia, tiene un corazdn inclinado. Los asentamientos en la cres—

ta durante el primer llenado fueron de im., pero no se detectaron

.grmetas en el corazon y la infiltracidn en la galeria fue de so—

. ' .
lamente 90 L/s. E! enrocamento es una combinacion de cahzas,

cuarcita, esquisto,argilita y algo de grava.



la presa Chicnoasen ha tenido tambien excelente compeortamen—
ta. Tiene un enrocamento a  volteo en 21 talud de aguas arriba,

oque nn 25 1na caracteristica muy frecuente.

Precas modernas de enrocamiento con losa de concreto.

€1 analisis del exrelente comportamento de presas altas de
enrocamentno compactadn  con nuclen impermeable, no solo ha pro-—
vistn de datos saobre el enrocamiento bajo altas presiones, sino
tamhén ha restaurado la confianza en los disenadores de presas
con losa de concre.

Presas con losa de concretn coma la de Cethana, Anchicaya v
Arela han contribiado al estado del arte en el disefio de presas
de enrocamientn, mediante el cual se ha mejorado el comportamien—

to de estas.
g .
Resistenma sismica del emrocamiento compactado

iLas presas de enrocamiento con losa de cnnr:retg han sido usa-
das en mayor ndmero en anpns recnentes, primerapente como resulta-—
dno de la =liminacinon de los problemas de asentamentos a través
del uso del enrocamento compactado.

ina pregunta importante que algunas veces s hace concernien—
te al usa de presas de enrocamiento con losa de concreto es su
coaportamiento  bajin un fuerte sacudimento sismico. Muchos inge—
mierns af‘gumentan me  este  tipo de presas tienen wuna reserva de
resistencia sismica grande en comparacion con las presas de tie—
rra vy enroramentn frente a un dafo potencial. Algunns argumentos

N 4
que respaldan esta posicion son @



1. Dehido a que la presidn det agua artua solamente en el pa—
ramentn AQuias arriba, esta proved estabilidad al econsunto del en-—
rocamento.

2. Dehido a gue no hay agua dentro del enrocamento, no puae-—
den producirse presi1ones de poro debidn al sacudimentn 5{@.m1cn,
como consSecruendia, las deformaciones seran pequefias.

3. Las presas modernas de enrocamientn con lnosa e concreto
estan disepardas £on una zona aguas  arriba  compuesta fde roca pe-
auena y suerln, de manera que se tiene una permeabilidad mAs pe—
nefa que la que tiene ®! cuerpo del enrocamento. De este modo

L3
alln s1 la Insa de concretn fuera agrmetada durante on fuerte sis-
mo causando filtracinnes a traves de esta, et enrnranﬁentn podria
aun ser estable, va que la cantidad de agua que pivhera pasar A
través de la zona aguas arrmba mas impermeable es mucho menor que
la cantidad nque pudiera poner en peligro la seguridad del cuerpn
del enrocamentn.

Aunaquie todos estos argumentné tienen consirierabte mér'nfn, =15}
también verdad que la gran mayoria de este tipn d& presas han si—
do constrindadas en regidnes de relativa baja sismicidad y n.o ha
suceditio el caso de que una presa halla sido sujeta a un fuerte
sacudimiento sismico para demostrar el busn comportamento de
una estructura real.

ios wmétodos de andlisis de respuesta sismra para presas de
enrocamientn se han usado desde hace ya tiel\pnr l.os analisis son
qenéralmente hechos wutilizandn mod@los de elementos fimtns de 1a
presa en ruestidn en dns o tres dimensinnes Y evaluando la dis~

tribucidn de areleracinnes en la presa eediante programas de Aana-—
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lisis de respuesta dinamica en Ins rcuales las caracteristicas no
finmales de la relacidn asfuerzo—deformacién del la presa son to—

madas en cuenta por el use de representacinnes equivalentes. -

z -
Variacion del almacenamentn y operacion mclica.

LA carga debida a la variacion del almacenamento en el vasn
ha provastn de aigunons datos interesantes sobre la  resistencia
ciclica de los enrocamentos.

Para proyectos dondeb (=] almacenamiento varia, mnicialmente
existira la duda de cuales son Ilnos efectos que producen los re—
petidos y largns cicins vdel nivel del agt.xé en Ins asentamientos
ie unl enrocamento  can lnsa de concretn. La presa de Town Sauck
de 4% m, cnnstruida a base de rinlita colorcada a volteo,terminada
en 196%, con rango de nparat:ln?\ diario de 24 m se asento 0 .30.1
y N04 m en el primer,segundo y tercer ann de un periédn de cincn
Este es un comportamento normal, en o gue a asentamientos se
refiere, y estan en limites tolerables.

La presa de Cahin Creek, de enrncamiento compactado y terminada
en 1967 tiene 67 metros de altura y se opera con un ciclo didrio de
27 m. El asentamiento al cabo de 10 anos de nperacién fuef de 0.12 o,
1,02 % de su altura, y la infiltracidn nunca excedid Ins 28 1/s. Es—
tos datos sugieren gue la operacion ciclica del nivel del embalse no

afecta el cosmportamiento de las presas de enrocasiento con losa de

concreto.




-
2.2 Practica comiin en presas de enrocamento ron losa de concreto

2.2.1 Prictica de disenn.

FEl disefo de presas de enrpcamento cnn lnosa de concreto es

esencialmente paco analitico, basado principalmente en la expe-

rienrma. En la tabla 2.1 se muestran Ins datns fisicns de presas

con lesa de concreto en orden cronoldgico.
£l stihitn cambino de enrpramientn a valten a enrpcamentn com—

pactado akededor de 1962 fue bastante nntorio, se realizo el

abandonn e Jas exravariones de me por Ins mie de losa, se 1in-—

crementn ! usn de rocas de baja re{slstenma, (1] aminnrcf el espe-—

sor de las Iosas vy bajo el porcentaje de refuerzo.

7.7.7 Cimentacidn del mie de losa

l.a cimentacidn mis recomendable para el me de Insa es en

uwna roca de alta resistenria no erosionable, aunque pueden uti—

Iizarse rocas wintemperizadas  de mala calidad dandoles un trata-

miento adecuado.

El criterio a seguir es el elimnar la posibiiidad de ero—

o -
s10n o socavacidn en la practica de disefic y

cimentacicon. La

- ”~
construccion del me de losa consiste en excavar una zanja de

profundidad adecuada que provea de una cimentacidn competente.
Esta excavamdn requiere hacerse cuidadosamente para mimmzar el

fracturamento de la roca en la superficie en que el me de losa

se colocara. Para obtener un buen contacto entre el concreto de

la cimentaciton y la rora se debe de hacer un lhimpiado de la misma

a base de Agua 0o agua-airs.
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TABLA 2.1.~ Lista

presas de enrocamiento con losa de concreto

Nombre

“Localizac:

17 Afiorde

terminacién

Taludes

ivarr. [ -aba.:.

‘Area de 1

(1)

vorend.
Strawb;;?j-
DixAﬁiQefb
éait:Sériyés
Coéswél% :
Maipaso ;’
Cogoti

deét Beag 1
Lower_Be;ff2

Paradela "
La Joie




to
=3

1)

‘Le. Rouchain

Wishon

san Idelfonso

New Exchequer '

Cabin Creek

Fades
Rama -

Kaﬁgérbﬁfc e

Little




Shirorb
Yacambu
Murch;son,
Aﬁénéa
Fortuqaf_

Glénﬁies'c

Mangrove Creek '

~Alaska

‘Australia
- Australia

" Nigeria

Venezuela
Australia
Australia
Pan-ama
Australia v

Colombia

‘Espafia




ay 2y ;) - [C3 (5) ey . (7)

- 0¢ -

Kﬁiiﬁa

Machadinh

La Miél "Coiombié
Musa § ‘1j'i‘  A *5"Nueva éuinéa
Cuesfa Blanca »';'SO‘ A:gentina
Aguamilipa ‘ : 180 Mékico

Arr : Aguas Arriba ;  .Aba  : Agua’s.Abajo

P : Propuesta ; BD : Bajo Disefio




Para los 140 m. de. la presa de Salvanna , dontde la r-rte su-—
per‘:or'de la cimentarmidn de la presa ~ontenia grandes areas de
roca severamente intemperizada  con promedardes parecidas a las
del suplo, la cimentacion fu€ rubierta con dos capas de filtros
finns de arena obteniendoeose buenos resultadns, esto es conside-—
rado coma wuna buena pra’cflca de conservacion en lugares  donde
eviste alguna posihilidad de que el suerin como material de cimen-—

tacion pueda mgrar por erosion a Ing varios del enrocamento.

Mmenswones.

£l ancho del! me de lnsa para una cimentamon en roca  dura
es del orden del 1720 5 /27 del ia _cérga de agua. El ancho m-—
mmo generalmente ha ‘sido de  m. Yy pensar en 2m. pndr{a ser ade-—

cuado para presas con menns de 49 m. de' altura con roca de  buena
calidad.

El diseno del espesor ha sido frecuentemente hecho ' semejante
al espesor de la losa de! paramenta. Una excavacion irregular y
una topografia irregular r'er.-jur-.!rlr.in de un espesor mayor, perc un
ecpesor mimmo de O.% m. es generalmente razonable para la mayor-
parte de los pies de losa. Un disefio con espesores de O.4 a 0.5

puede ser considerado en el caso de presas grandes.

Establidad.

El me de Insa debe estar disefiado ‘de manera que resista la

‘componente horizontal de la carga de agua que no toma el enroca-—
mientn. Para pies de Insa de espesor normal la resistencia debida

a la fmcoadn es suficiente para resistir la componente del agua,



A menns que la cimentacion este ormentada en planns de haja re—

sistencia al corte .

LA carga de agua que arctua sobre la losa del paramento abre
las juntas permetrales de manera qgue nno seviste interaccidn entre

esta y el pie de losa.

Distribucion.

La rh"spnsu:?lc;n del pie de losa dependera’ principalmente de
la pendiente de [os empotramentos, y del espesor y naturaleza

del suelo de mmentacicn.
Para lograr la ormentacmon del]l néie do loza S5 pueden utmiih-—
t

Id . i i
zar diversos métndos de excavacion, como el uso de explosivos en

rora. Ocasionalmente el movimento de tierras es nercesitadn snlo

para exponer 1a roca de la cimentacidn.

En rafnones escarpados de roca competente, 2! me de Inosa es

colncado ya sea directamente en la superficie o a pora profundi—

dad de ella para evitar las dificultades de la excavacion.

El mie de lnsa es tendido en toda su  lengitud en una serie

e hneas rectas. Los puntos de desviacisng angular son selec—

. -
cionatins de acuerdo a condiciones topograficas y de mumentacion,

.- . -
Yy no se requere de una relacion <on las juntas verticales de

ia Iosa del paramento . La lipea de referencia de la xCavacien

del me de losa se localiza sobre el plano de la losa del para-—

mento.
Refuerzo, Juntas y Anclajes.

tos detalles usados en la practica actual. 'del me de losa han



sidn satisfactormamente probados por la expernencia. Alguna melo—
ras recientes han swaplificadn la construccion vy el diseno, lo
cual ha produndo merta dismnucidn en el eosto.

E1l prinmipal prnpémtu del arero de refuerzo en el pie de
losa es el mismo que el Qque gSe persigue en 1la losa de concreto,
es decir pruter:rjn'n contra camhios de temperatura y mnmmizar el
ancho de las grietas que pudieran desarrollarse comd consecuencia
de esfuerzos de tension dehidos por flevaon. Antiguamente se uti—
nzahan dos capas de arero, en la artualidad una capa simple es
sufimente. £1 acern se coloca ep un 3% en cada direccidon con un
recnbrimiento de 1IN A 159 om. desde la superficie supérlnr como

acera por temperatura desde donde es enganchado por las anclas.

Antiguamente, era camin la cnnstrucc‘xén Ae Jjuntas con protec—
ciones hidrathicas a  determinadas istanmas - En la presa de
Salvanna esta practica  fud cambiada permtiendn al contratista
la eleccion de la loralizacidn  de las Juntas de construccidn ba—
sandnse en la topongrafia y en conveniencia _ de la construccion.
Se considera comn buena préctir:a, que el refuerzo Ilongitudinal
continue a traves de las nuntas va que evita el vuso de las protec—
ciones hdrauclicas.

Las anclas no estan disenadas para soportar cargas produrcidas .
par subpresion. Su !ongitud, espaciamento y diametrns debe ele—
girse de acuerdo a las caracf:eristlcas de 1la roca de ctméntarnén.
‘.El prnpésltn de las anclas es simplemente el de ligar el nnncre-{
to con la roca.

Las anelas utillzadas ecomunments se encuentran el el rango de

s 25 a2 35 omi 8 a # 1) de didmetro,espaciadas aprnmmadamente‘



de 1.0 a 1.5 m en rada direccién con Ionqitudes  de T a S m.

2.2.T [ nsa de Concretn.

Las losas de oconcreto han demostrado su durahilidad bajo al-—

tns gradientes hidraulicos y condiciones climAticas extremas, adn

en las presas de ernrocamientn a volteo antes del uso de puzola—

nAas. Fl espesor de Ja Insa en este tipo de presas mimmalmente se

proporcionabha de acuerdn a la relaricn 0.3 m + "ON47 H ron res—
paldo de rocas de gran tamann.

En presas de enrocamiento compactado ,con respaldo semper—

meable, la colocamdn del cponorots s hace en franjas vertirales,

y el epspesor s ha reducido a 0.0NT H . Estas losas han dado un

romportamentn satisfactorino y 1a tendenma esta dirigida a tener

espesores alin menores.

. - N
En Tasmania, donde la Comision—-Hidroelectrica ha construdo

nueve presas de enrocamentn con losa de concreto  desde 1966 y

ron caneo proyectons mas a completar en 1992 la tendenrcia en el

disefin Ps el usn de Insas delgadas y de espesnr constante. Para

cuatro presas de 40 a 73 m. han usado un thseno constante de O.25

m.
Para la presa de Murchison de 94 m. completada en 1982, el

diseno de la losa consistio en un espesor  constante de O.FD nm.

Eviste un egpesor de N.25 a N3N m. nue es considerado como el

mimmn necesitado para cubrir el acera y para foraar una superfi—

g .
me donde el agrietamientn por contraccion sea nsigmficante.

Refuierzn.



Refuerrzo.

El uso de un 4% de refuerzo, en  cada chirecmidn, para presas

de enrocamento compactardn, ha sida un ramhio muy Gtat Yy econdm-—

oo en compararlﬁn Al MO7Z para presas con enrocamento a voliteo.

Actualmente exaste una tendencia a hacer que el refuerzo pase a

traves de las juntas verticales, que va en contra de Ia pra’ctu:a

trathcional.

Cuandn el refuerzo pasa a traves de las juntas verticales

ex15te menor riesgn a agrietamients por nnntranmn’n en las jxuntas

rd
de construccion,

El acero de refuprzn siempre & caioca en una capa al centro

de la losa. El propdsitn es hacer que esta, tan un espesor  dado,

sea o mas flewble pasible, permtiendn . penuenns asentamentos

diferencrales sin desarrollar altos esfuerzos  por flexidn y pro—

- . . -
vear una resistenca a la flexian igual en amhas direcciones. Aun

en losas. con un  espesar de "60 m., el arern en el centro fun—

ciona satisfactoriamente en el control de grietas paor cantrac—

€100.

Junta perimetral.

Cuando s& llena e1 embalse, la Junta perimetral se abfe_ 2%

sufre desplazamientns moderadns, y puede ser phjieto de filtracio—

nes s1 no fue correctamente rthsefada, construida e inspeccionada.

Para presas de altura mediamenns de 79 m.) este desplazamiento

‘es de pneos milimetros pero puede ser hasta de varios centimetros

para presas altas. En la presa de Arela-de 160 m. las aberturas

en la junta perimetral variaron doe 2.5 cm. a 5 cm. no hubo f1l-



traciones por la unta , pern es probable nue esta halla swdo da-=

Rada. -
it a tendenma al respecto de juntas perinmetrales esta enfacada

al uso de 1 a 3 juntas impermerables separadas.

Construcricn.
Comenzando ron la presa de Pirdras en Espana en 1947, toadas

fas lpsas de concreto han sido  cnlocadas en franias vertlc:ales,

nartiendn de la parte mas baja, nsandn en la mayoria de s ca~

sos sola simples juntas de contrucrién harzontal. tas franjias son

de un anrcho de 12—-18 m, sende 1S m. una medida nswual.

o que se deba de empezar la colocacidn de la losa

de concreto, una vez que todo el enrocamenta ha sido terminado

-
s1n embargn, la experientia en construccion vy compartamento

que se tuva en presas ocomo Arei1a,Satvanna vy Kahoo Laem mnestra

que la-losa puede colortarse en la seruencia que le convenga al
constructor, dando como resultado un programa mas corto vy econd-

mre .

2.2.4 7ona ‘de respaldo de la losa.

Las 1deas concernientes al diseno del respaldo de la losa se

han desarrallado considerablemente desde 1945~70. A  partir de

esas ferhas , la mayoria de las presas de este tipa hanh conside-—

ratdo una zaona compuesta de roca oribafda o trirurada, con una
graduacion con tamafios mammos de ™ (7S5 mm) a 4" (dAS0O mm Este
mirtndo directn de procesamentn no prodisce una elevara  cantidad

e particutlas mencres a 1a malla No. 4.



Fn algunns trabajos esta zona ha temrdn especificacianes con

una gran cantidad de particulas mas finas que la mallas No.d con

ef prcprfsﬂ‘n de eliminar la segregar'u:?n Yy asegurar que 1 material

compactado nn sera aitamente permeable.

Preve mistoria de la evolucion del thseno del respalda de la losa.

La maynaria de las presas co n lasa de concreto construldas
antes re 1950 fueron construidas mediante enrocamiento colocado
a volteo y rcon una zona delgarda de grandes racas colocadas con
bajno 1a losa de

arriba, Jjustamente

grua en el paramento aguas

concretn. Esta practica cambia  en 2@ periodo 195560 cuando el

en pstratos compactados vy el uso

empezn’ a ser cnlocado
del usp rde rocas

reepaldo
de rocas de gran tamano fué abandonado :a favor

pequenas. E1 proposito de esta zona fue proveer un buen soporte

a la losa de concreto de tal manera gue la carga de agua actuando

sobre ja lasa fuera umfaormemente distribuida elemnando la posi-

bilidart de que una una roca de gran tamanio balo la losa provocara

una rarga altamente conrentrarda.
En las presas construidas durante {os anos 40°s comunmente el

material del respaldo era horneado para elimnar todas las part:—
culas mennres de 2050 mm) a 1%(25 mm), la razdn principal para

Ve-limxnar estos tamanins de parf{culas finas y rocas pequenas, era
elimnar la posimilidad de que fas fugas a través de las  Guntas

en la Insa de concreato pudieran transportarias fuera de la 2ona
‘deel respaldo y depn%ntarlas en Ins varins del enrocamiento prin—
caipal, creando una windeseable perdida de soporte bajo la  Insa de

roncreto causando la ruptura.



Algunas de las grandes presas  construildas con un respaldo

horneada para eliminar partfcula% pequenas en este periSdn fueron.
Esp.del respaldo.

Presa ARG terminacion Altura

New Exchequer 17966
Cahforaia) ’
Cabyn Creeb
Coloraao

Piedras -

Eapana)

Pindar: .

Australia) o

Un camhmao abruphto fue hecho en el ‘respaldn de la losa en la

presa de Cethana en Australia con 110 m. de altura completada en

19271, En esta presa se deciid usar 21 mismo principio de cons-—

truccion para el respaldo pero usando rocas sin procesamiento

para elimnar particulas de sueln y rocas pequenas. Las espeoifi—

camaones requerian  que 8l material fuera una roca resistente con

un tamafio maxime de RS cm.) . Aqui, los ingemeros no consi—

deraron que emstiera una real posibitidad de que las part{r:ulas
finas fueran lavadas par las fugas en la itnsa de concreto y per—
mitirran el subsecuente asentamiento de la Insa.
Ademas de swvitar @l costn de crmbado y sSeparado del materal

néra rempver rocas de tamanns  @mennres a 29 Ins  disenatdores  de
Cathana creyeron dque era tecnicamente ventajoso delar las rocas



pequenas y  finnos  en 21 material  del respaldo por dos  razones
prinmpales:

1.7 Fra convemente que =1 material fuera menns perneable,
tal gue menos agua pumera atravesar ta presa en un evento de fu-—
ga a través de la Insa de concreto. -

2.} Con tos tamanns de roecas pequeﬁar; y- finos se podria for-
mar mAs familmente en la cara exteripr una superficie hisa y lo—
grar un espesor de la 1nsa de concretn  menor, ademas de ln’grér

que la superfime inchinada fuera mis estabte bajo los. mes de

Ins trabajadores..-:

usial, Aljr_:' - cond DT él‘;n'—.:‘:r_’n‘pn.rtamlentn «Fné exr.eienf.e en
todns ac;pprfns.l-a rn«;fr\u-ru-fn de la pre:.:.a Cethéna Yy la ewperien—
c1a de -%uf&rﬁfruméntanm’n, recibid mucha atencidin en el oficio e
nfluencio en alguna merhida Ins subsecuentes disenns.

Enn la mayoria de las presa con Iosa de concreto despue’s de
Cethana, 21 mismn +1pb de material para la zonAa de respaldo fue -
espemificadn, s1n remover las rocas de pequefo tamano y finos del
sueln. LA siguente gran presa de este tipo fue Alto Anchicaya,
construida en Dolombia durante 1970-74, con una attura ,mévzima de
140 m. En la sigmiente tabla se observa que el rango de especifi—
cacion de tamafino para las particulas de la zona del respaldo fue
muy simlar a la de la presa Cethana. En Alto Anchicaya se desa-
rrollaron grandes filtraciones en el perimetro de las juntas, con
un mévmo de 1IBNN 1/s. en el primer llenado. Esta F_nv.p.er1enma
mostro ‘qrue ia zona de respaldo en esta presa no fue muy efectiva

”
comO una harrera secundara para controlar las fugas a  traves



de la losa de conrretn.

Fspemficacmones de graduaclén.
Porcentaje de particulas finas permtibies.

Tamano Cethana Alto, Anchicaya For do Aréqa

Malla no.3n

Malla No.Zon . n-g

Para lps 160 m. de |Ia presa Fnz dn Areia, terewnada en BPrasil
en 1982, 1A zona del respaldo de roca triturada fue muy similar
a la de la presa Cethana romno sp obhserva en la  tabla. | as espe-
rificariones de For do Areara requerian un tamann masaimo de &" y
un mimmn de S% de particulas menores a ia malla Mn.d4. Las espe-—
mficaciones previas de Cethana y Alta Anchicaya admtian tamannos
m;i,\:lmaé de 9" a 12" y no requerian de un  porcentaje minimo de
particulas menores a la malla No.4

| As zpnas compactadas de roca pequena con  tamanos cayendo
Aentro de las espemficamones anteriores son relativamente per—
maable%, aﬁn cuando él ma‘t‘érxal es colorardo cindadosamente en una
masa hnmn.gé‘nea, va que no hay una %u_ﬁr"ienfﬁ tantidad de particu-

las menores que ta malla Ne.3d parallenar 1ns - vamnos  entre  las




grandes particnlas. Si el material tiene una sufimente cantidad

de finns para llenar Ins varmns  entre las grandes roras , y  si

este no fue cegreqgarn, |a parmeabilidad de la masa compactada po-

dra ser determinada por las propiedades de la fraccion fina y po-

dria tener un roeficiente de permeabilidad ) del orden de 0.001

ocm/s N OPnor.

Contro!l de la segregamdn con filtrns de arena—grava.
LA exppriencia y conncimientn sobre filtros en presas de tie—

rra y presas de tierra y enroramiento pusde aplhicarse a la zona

de respaldo para ana presa  oon losa de concretn. En presas de

tierra con corazdn central el filtrao principal aguas abajo del

~orazzon 5 frecurntemente hecho de arena—-grava o grava arenosa

con tn tamafo mammo de 2% a X y algunas veces mayor. Los tama-—

fnos de la grava puseden obtenerse por trituracion de la roca.lina

merz2cla grava—arena lmen graduada es un excelente filtro para pro-—

teger el corazon wmpermeable, sin emhargn ,e!l principal  problema

consiste en especificar la graduaciaon del +filtro de tal manera de
evitar que durante la construccidn las gravas gruesas se segregen

en bolsas en las ruales haya muy poca arena, tales bolsas se pre-
sentan frecuentemente en la wmnterface entre el corazdn y el fil-

tro.

ta cantidad de segregacicon en un filtro de grava—arena esta

relacionada con la graduaci6n del material y con 21 curdado to-—
mada en la construceion del msmo.

La relacidn entre la cantidad dF.- arena para una mezcla grava
arena y el ruidado neresario pnara vatar un . 1mportante 'segrega—

- - z .
c1dn no puede ser determinada por un analhisis - tedrico. La rela-



cion tiene que ser valuada por ohservamon directa de la  magm-—

tud de Ins problemas de segregacmdn que se desarrn!lan con dife—

rentes mezrlas grava-arena , siendo manejadas ron diferentes me—

+todos de construrcidn en diferentes obras.

Desde el punto de vista del problema de segregacidn , el

rontemidn de particulas menores que el tamane de la arena es el

fartar mas importante. En base a evperimentac:ones llevadas a

~abn por el Servicin  Americann  de conservamcn  de suslns en un

programa de mnvestigaciddn para filtros .y basadns en observacin—

mes de rampn y experimentos re laboratormn para mezolas grava-—

arena relativamente bien graduadas contemendo todos los tamanos

sohre tn m&nmo de ™ y con poee porocentaze de tamanos abaio  de

1a malta Nm, 200 o2 tubieron las sigimmentes conclusiones 3

1. Para mezclas “nn 207 o menor de arsnaimennr malla No.4)

2 . . -
A5 practicamente 1mposible ewvitar una Importante segregacion ,

. -
aun temendo gran cuidado durante la construccion.

2. Para mezclas ron 253-357% de arena es posibie conseguir una

disminucion de la segr‘egamn’n a rosta de grandes y rontinuos cui-

darfdns durante la ronstruccion .

2, Para mezclas con 40% de  arena o naoderadamnente mayor, una

gran segregacidn puede ser evitada por medio de un rcuidado razo-

nable. En este rcaso la permeabilidad esta gobernada por la per-—

meabilidad de la fracridn de material menor que la malla Nn.4 .

Influenma de la permeahilidad del respaldo en las filtracio-—

nes en la losa de concreto.



Cuando ®1 respaldo situado baje ia Insa de roncreto es  muy
permeahle, la rantidad de filtamidn a  través de una ruptura de
una y»mnta n de vwna grieta en la Insa, esta limtada por las di—
aensi10nes de la grieta y por la fricecion hidranilica que actila al
pasn del la filtramon, es decir, que el contrnl s encuentra en
la trayectoria que recorre la filtracidon dentro de la Ilnsa de
concretn. Cuandn el respaldo es  semipermeable, la cantidad de
infiltracion que puede pasar a través de las grietas en #l con—
creto, esta limitada por 1la permeabilidad del respaldo bajo la
Insa, ya que la resistencia ai fFliJ0 A traves de este es ronsi—
derablemente mayor que A rarga  de presion pErdida. en el paso a
fraves e ia gmieta.

Al rontrario de 10 que se puede pensar,; la  experiencia nues—
tra que el ancho de 1a grieta en la Insa de concreto tiene rela—

tivamente poca influenma en el total de la infiltracidn, cuando

esta eps gnhernada por la permeabtilidad del respaldo.

2.4 Futurn de las grandes presas de ipsa de rconcreto.

El disefio futuro de presas de enrocamento .con losa de -con—
creto arrha de lnos 160 m de altura esta dirigido sohre la cues—
t‘lén del movimiento de la Insa bajn la carga de 1lenadn. Para
presas entre Ing 169 y 00 m de altura, los reguisitos del -mtinr
‘llevan a buscar una rpoca de cmentacidn no erosionahle, oon tra-—
tamientns especlales s1 asi se requere, y Vr:cln' un alto mddulo de

compresibilidad. Dado que los movamientos de la losa de cnncrétn



son directamente proporcionales al mdduln de compresibilidad, Ins
movimientns de aquella pueden ser estimados.

| a presa Esmeralda con 275 m de altura,y Chicoasen ton 261 M.,
snn presas  de  tierra con corazon impermeable, ambas estan bien
instrumentadas y por su excelente comportamentn hoy dia, podemnos
establiecer la factihilidad de construar mas presas de ese tipn vy
con esa altura. Esta expér1enma an presas de  tierra, rombinada
con 1a experiencia ganada sphre los movimentos de la losa en
presas pequenas., sientan la hase para el disefin de presas altas
N Insa r;E concretn.ln disefin conreptual propiests para uvna presa
de 2?44 m. de altiva, de enroramento compartado con losa rde con-
crreto  se muestra en ta figura 2.2. ‘El disedn empiea ana rﬁmh:naf
s1on aguas arriba de cmrvazrjn impermeable v losa de concreto en los

primeros 122 m. e plevacion v un enrocamiento simple con losa de

concreto arrba de los 122 m.
Algunas de las rondiciones existentes a favor del usn-de pre-—
resisten—

sas de enrpramentn con Iosa de concreto song una alta

c1a tantn sismica rAmo a las condicinnes  climdticas, el pnsible
uso de materiales e haja ralidad en sus propirdades y un progra-

- -
ma de construccion mas cortmo.



1. Impermeable

2. Filtro

3. Mat. triturado (menor 3")

4. Enrocamiento compactado TAn i
A volteo ' : . — £
Vvariable

-t

. 'material
impermeable

FIG. 2.2 .. Seccifn de una Presa conceptual
v de enronamiento con losa ‘de’
‘concreto (245 m ). . .- ¢



CAFTTULO Ixxy

- INVESTIGACION Y SU

METODOLOGIA

3.1 El1 Métodn, la Teoria y la Técnica

El hombre es el dnico ser de la naturaleza e se ha transfor—
mado a si mismo.Esto ha sido posible gracias a su actividad con-
sciente,a la prdctica humana.los aspectos fundamentales de la pric—

tica social son,por una parte,la acrcidn reciproca del hombre sobre

la naturaleza; y por otra parte, la accién reciproca del hombre

sobre el hombre. E1 hombre al transformar la naturaleza se ha

transformado a si mismo. El ser humano para sobrevivir y desa—

rollarse requiere del éxito de su prdctica social y la base do

su éxito depende de la objetividad de su pensamiento; conocer,
reflejar correctamente los fendmenos de la naturaleza, tanto en

sus relaciones internas como externas, para poder intervenir en
sus procesos de cambio de acuerdo con sus necesidades concretas.

"LLa nocidn de ‘necesidad' es, en efecto, una nocidn histérica. El

ser humano no se define por un registro de necesidades dendmina-—

das de una vez . por todas. El proceso civilizador es creador de

nuevas necesidades. Uno de los rasgos de este proceso, en el cual

el hombre se eleva ante si mismo, es gue interviene cada vez de



una manera mis consciente, empleando sus posibilidades de dirigir
el cambio. La realizacidn de esta posibilidad es 1o que se ha

llamado en ciencias sociales planificacién, o bien desarrollo de

- 1la comunidad.”

’ .El hombre para poder transformar la realidad en forma con—

.sciente necesita descubrir el funcionamiento, el mecanismo gue

rige las relaciones en y entre los fentmenos, sn esta forma esti

en posibilidad de predecir los camhios y dirigirlos de acuerdo

con sus necestdades concretas.

La posiﬁilidad de transformar conscientemente la realidad, o

‘gea de dirigir Ios canhicos, estd en relacidn directa con la posi-

bilidad de conocer objetivamente esa realidad. Este es el funda-
mento de la estrecha relacidn qgue existe entre la Teoria, el MS&-—

todo y la Técnica, que en su conjunto es lo que constituye la

ciencia-

La Teoria es un sistema de un saber generalizado, explicacidn
sistemdtica de determinados aspectos de lo que es la realidad. El
termino "teoria" posee diversas significaciones: coms contraposi—

cisn a la priactica o a la hipStesis. La teoria es distinta de la

practica, pues constituye un reflejo y una reproducciégn mental,

ideal, de la verdadera realidad. Por otra parte, se halla indiso—
lublezente ligada a la prdctica, que plantea al conccimiento pro—

blemas acuciantes y exige su pronta solucidén. De ahi que la prdc-—

.

tica entre en calidad de eslemento orgdnico en toda teoria. Las

teorias pueden desempenar y desempeian un importante papel en la

transformacidn revolucionaria de la sociedadiTenemos pues,; gue la

tenria, surgida como generalizacidn de la actividad cognoscitiva



y de los resultados del hacer prictico, contribuye a transﬂﬁrmar

la npaturaleza y la vida social. El criterio de la veracidad de

una tearia es la préctica.

De acuerdo con esta definicidn la teoria cientifica presenta”

los siguientes rasgos:

i. La teorfa es un sistema de conceptos,categorfas y leyes.

2. Es el reflejo objetivo de la realidad.
3. Se encuentra indisolublemente ligada a la préctica.

Son estructuras compleias: (a)calculos foramales;®dinter—

pretacidn sustancial.
La teoria cientifica esta condicionada histSricamente y

.

sacial.
Las teorias pusden servir de guia para la transformacién

revolucionaria de la realidad; contribuyen a transformar

la naturaleza y la wvida social.

7. Las teorias sociales poseen un cardacter de clase. .

Esta definicidn de teoria ha sido producto de un largo Y pe—

penosa desarrollo del pensamiegnto cientifico. Histdricaments el

método y la teoria no siempre han marchado de la man(:- En 1la

dpoca primitiva,el escaso desarrollo de las fuerzas productivas,

limitdd el pensamiento y los procedimientos explicativos: de 1a

realidad, de tal modo el hombre primitivo acudid frecuentemente

al mito y a la magia para satisfacer su necesidad de comprender .

los fendmenos y sistematizar sus conceptos.
La ciencia es unpa estructura, un sistema de teorias, princi—

pios,leyes y categorias que observa tres niveles: el tedrico, el

me{udclégicc y el técnico. ¥ de acuerdo a sus agbjetivos y nece-—



sidades se encuentra estratificada en un "piso estratégico” y en
otro practico, aplicado —-ciencia bdsica y ciencia aplicada—. Por

uira parte, la ciencia como reflejo de una realidad dialéctica,

estratificada e interrelacionada, se divide en un campo genera-—
lizador y en diversos campos especificos correspondientes a las
ciencias particulares. lLas ciencias particulares se caracterizan

por &1 objeto que estudian y por métodos y técnicas especificas;

tienen en comin las leyes objetivas y las principios generales

que constituyen su unidad y su base.

De acuerdo con esta definicidn la cisncia posee una serie de
rasgos que la caracterizan:
i. Posee una estrecha relacidn entre la teorfa y lo que es
la prdctica. Esta relacicn es de cardcter dialéctico.
l.a ciencia parte de los hechos, realiza sua funcidn gene—
ralizadora y crea modelos para modificar y transformar la
realidad.
2. Es un sistema que por su forma es subjetivo, es decir, es
un reflejo de la realidad; pero por su conterdds es obje—
tiva, es decir,corresponde a las propiedades y relaciones
de los fendmenos.
'3. L a objetividad de la ciencia se comprueba en la practica.

L a prictica es el criterio de la verdad. La practica

cientifica requiere de la creacidn de modelos.
4. La ciencia posees una estructura 18gica; de aqui su fn—_

tima relacidn entre la teoria, método y la técnica.

S. La ciencia es un sistema abierto: al ser un reflejo obje-—

tivo de la realidarn, posee un caracter dialéctico; su __




veraridad es absoluta y relativa; parte de leyes y catego-
rias comprobadas e investiga y realiza nuevos descubri—

.
mientns; afirma, niega y supera constantemente e1 pensa-—

aientn cientifico anterior.

6. l.a riencia es concreta; o sea, es @l analisis concreto de

situarinnes concretas.

7. Los fines de la ciencia estan limitados por los intereses

y necesidades concretas de la sociedad.

X.2 t.a raracterizacidn de la Investigacidon

La Investigacidn cientif{ca,como todas las otras actividades

humanas, se realiza con mayores probabilidades de éxito cuando

previamente se elabora un proyecto del trabajo por realizar, en

el cual se  incluye o1 procediniento para ejecutarlo. F1 método

cientTfico es justamente el procedimiento planeado que se sigue
en la investigacidn, para descubrir las formas de existencia da

1os procesos del universo, desentrafar sus conexiones internas y

externas, generalizar y profundizar los oonocimientns adquiridos
de rse modo, demastrarios racionalmente con rigor Yy comprobarios

en el experimento y mediante sus aplicacinones técnicas. De esa

manera, ademds de conocer los procesas,se hallan las condiciones

y medins necesarins para peranitir la intervencidn humana en el

comportamiento de los propios sucesos, ya seAd arcelerindolos, re—
tarddndolns, perturbidndolos de otras muchas maneras, o bien, in—
duciéndnlns a su transformacidn. En consecuencia,el método cien—

tifirn se funda estrictamente en las técnicas experimentales,las

aperarinnes lAgicas ¥y  1a imaginacidn racional, para servir asi




como instrumento  de adguisicion del conocimiento cientifico. €n
todn caso, el método se desarrolla mediante aproximacriones suce—
sivas, se comprusba  reiteradamente en la practica v se afina en
contacto directo con la realidad.

La formilacidn 1dgica del métondo se ha consequido v se sigue
desarrollandn a través del esfuerzo conjunto de los pensadores y
1ns eyperimentadores.Para su formulacion se requiere el andlisis
penaetrante de la actividad cientffica, para determinar con pre—
cisidn lns diversos elementos que la integran. Tambien se nece—

sita 21 estudin sistemdtiro de las relaciones gue conectan mu-—

)
1

tuamente a dichns elementos, inciuyendo tanto 1as Qe =z ponon

b

pricticamente de manifiesto, comn las que resultan posibles me—
diante la reflexidn racinnal. Igualmente se precisa la estructu-—
racidn ordenada y armoniosa de esns elementos y sus conexiones,
para poder reconstituir unitariamente las distintas operaciones
metddicas en un nivel mas amplio y profundo.En fin, dicha forma—
lacifin implica 1la generalizacidn de 1ns procedimientos surgidos
dentro de cada disciplina, para  poner al  descubierto tndas sug
posibilidades. De esta manera, la 16gica desarronlla y vigoriza
s métodos de la investigaéién rientifica, a 1a vez que muestra
1a riqueza de sus posibles alcances. Asi, en cada investigacion
que se realizaademas de recogerse el fruto de adguirir un nuevo
conacimientn, tambien se obtiene una comprobacidn concreta de la
eficacia del métado empleado.

€1 método  cientifico, comno  procedimiento  riguroso para la
adquisicidn del conorimiento, es también un  conocimiento adgui-

rido a través de 1a multitud de experiencias acumuladas, racio—



nalizaras y probadas por la humanidad en el curso del desarrollo
de la actividad cientifica. Fn este sentido,rl método se distin-

gue de 1ns ntros  conorimientos  cientfficos  dnicamente por la

funcidn  pecualiar que  desempefia en 1la  investigarcidon. Pero, atin
esta distincidn es relativa, como 1n prusba 1 hecho de quae mu—~

chos conocimientos se convierten en instrumentos metddicos para

la adquisicidn de otros conocimientns;y surede incluso que disci-

plinas enteras pueden convertirse en métodos de investigacidn,

romo ocurre en la matematica. Por otra parte, de la misma manera

en que el conorimiento rientifico en su conjunto expresa el gra-—

A e doLinio ejercidio por el hombre sobre Ios procesos existen—
. s . rd

teg: asi tambien, en e1 adelantn logradn en lns métndos cienti-

ficos se encuentra representado el dominio humann alcanzadm so-—

bre el propio conocimientn. En todo caso,jamias se debe perder de

vista que el métorndo es un instrumento de +trabajo y gque su fina-

lidad prédctica impone la necesidad de tener en cuenta siempre

sus posibilidades de Aaplicacidn. Por otro ladao, para que 1 mé-—

todn cumpla su funcidn de ser el instrumsnto edicaz para la de—

terminaridn cientifica de la experiencia, es indispensable qQue

sirva para reproducir, con la mayor aproximacion posible; 21 de-
senvolvimiento general del universo y, a la ver, que represente

las diversas fases comunes a todns los procesns erxistentes.

. Metndologfa de ta Investigacicn

. . L <
Presentaremns una metodolngia para la investigarion,sin de-—

rir ron esto que se trate de la Unica pnsible. Consiste en el

establecimientn de una estrategia en 1a rual se combinan dife-—



rentes elementos bAsicos para un

mejor desempriin de esta acti-—

vidand.F1 procesn de investigacidn es al mismo tiespo un trabajo

cientificn, un arte y una aventura.

Para el disefin de la metodologfa dehen considerarse.lps si—

guientes aspertos:

A)

B)

(2]

m

Niveles de rnnncimiento: descriptivo, conceptualio’

tedrico.

i.as siguirentes etapas: AnAlisis, sfntesis, indu_l:éiéh
y deduccidn. ’ ‘
Fstahlecer un proresn de abstraccidn en el gue se
construyan y comprushen hipdtesis. k

Planear las actividades en un experimentno.

Con. todn 1o anterior se establece la metodologia que se

presenta a continutacidn:

A)
R
[}
m
E)
)
&)
H
D

5

El

Elpcridn del tema.
Investigacicdn Ribliografica.

Formulacidn del modelo matematico o experimental.
Planeaciin del trabajo.

Rercolecridn de datos:

Ejecucidn de los trabajns.

Interpretacidn y comparacidn de resultados.
Generalizacidn.

Conclusinones y recomendaciones.

Comunicatcicn mediante redaccidn del informe.

+r-ahajo de investigacidn tiene su base en el metodo cien—

cient{ficrn, y cuandn la investigacidn es aplicada tenemos lo que



serfa el métndo ingenieril; a continuacidn enunciamns las etapas

de cada uno de ellos:

FASES DEL. METODO CIENTIFICO

A) Observarcion.
R} Evperimentacidn.
) Formulacidn del modelo matematico.

N Comparacicn con mediciones experimentalecs

E) Conclusiones.

FASES DEL METODD INGENIERTI.

A) Planteramiento del problema.

R) Biisqueda de alternativas de solicifn.

C) Elecridn del métodn de andlisis.
™M Andlisis de soluciones y eleccidn de la dptima.’
E) Fspecifiracidn de detalles.

F) Realizaridn.

/) Mantenimiento © conservaridn.

Z.4 Criterios para la elecridon del tema

Fs importante cuando se va a elegir un tema de investigacidn

el tener pardmetros de referencia para decidir si 21 tema es de

interds general, si va a resolver algun prohlema, si va a trans—
farmar la realidad socioecondmica— cultural vy politica del medio

que nos rodea,si es de interds general o tecnoldgico, ete. Entre

lns parametros se tienen:

- FT.OSOFICOS — ADMINISTRATIVOS

~ SNCTALES - CIENTIFICOS

~ FCONOMICOS = TECNOL OGICOS



— HISTORICOS —~ CURRICIH.ARES
— HUMANTISTICOS . - ETC.

— CULTURALES

- ETICOS

- POLITICOS

- MERCADOTECNICOS

— CREATIVOS.
3.5 Investigamidn biblicigréﬁca,

‘l.a investigacion bihlingréfi(:a‘ consiste en realizar un estu-—
" i Sdel tema '!° '_inv-'_:-:.‘r.igar.n‘in 'Elegidn, con obijeto de tomar en
cuenta 1o realizado hasta ! momento sobre el tema y no repetir
In que ya se hizo. LLa  investigacidn' biblingrafica se realiza a
traves de:

— Recnleccidn de fichas de articulos

- Lertura de articulos y libros

- Consultas ron personas relacionadas con 1 tema

— Despies de la revision se deben sacar conclusiohes

del estado del arte an el probhlema atacado y ver de gue

manera ia investigacidn planteada ayudara a su evoelugcian

24 Formulacion del modelo matematico o experimental

Fota fase . s importante ya que normaimente no se capacita

para el desarrolln de mbodelos adecuados 2 problemas fisicos. En

rsta fase resulta critice =] establecimiento de hipAtesis de par—

tida,ya gue si son incorrectas y no se logra la concordancia con



Ins  hechas onhservados, deherd repetirse el trabaio con nuevas

hipdtesis hasta lograr resultados significativos.

Otro aspecto  critico es la  eleccidn del tipo de ecuacinnes

que simularan al problema en epstudin, tambien en este caso si no

es el adecuado al hacer la comparacion deberia iterarse con otras

ecuarinnes, siguiendo 21 mismo cmiterio que con las hipdtesis.De

la abhservacidn del fenrimeno se determinan las  variables gque in—

fluyen en #1, y se deberan incluir en el mndelo matematico. Tam—

hidn Jas necesidades practicAas de variables de  salida influyen

en la simplificaridn del modelo,ya que por ejemplo si solo es de

mnterds para la toma oe decisiones fn el Hisenn, una sola

ble bastaria con o monelo representado por una ecuamdn de tipo

algebrainco.

.7 Criterios para selsccidn de modelos matemiticos

5i se requiere sna salida dnica basta una expresidn del tipn

algebrairo una funcidn de una 0 ads variables).

1
VARTAF.ES :ll EXPRESION t-, FLNCIOM

INDEPENDIENTES

tdnteractuantes entre si)

Qi =e nacesita ads de una salida,

puede ser ademadn un sistema lineal de ecuaciones, o bhien una

eruacicn diferencial.

{¥] {a} = {b3
‘ T vEnTOR DE SALIDAS




FIRNCTOAN DF SALIDA

NPFRADAR - DIFFRFNCIAL

' _ 1
@txm) =

lﬁhLIDA FM DIFFRFEMTFS TIFMPOS)

Si.las varrahiee de =alida son independientes entre si pueden
hastar varias funmmmnes independientes que ne faormen oan Ssistema
e ecuarmiones por sjemplo serfa una matriz diagonab. E1 andli—

sis dimensinonal ayuda en estns casaos.
T.8B Criterins para elegir hipdtesis

Se debe partir de enfoques tanto tedricos como emp{ricos pa-—
ra suponer formas de comportamientq o observables, inicamente
intufdos) de la naturaleza. En una hipdtesis se debe tratar de
vincutar lo conocido con lo que se busca y nn es conocidno. Tam—
Vhie'n debhe vincularse In subjetivo con 1o obhjetivo, tratando de
transfaormar 10 primero en o segundo. Esto es 1o que constituye
un avanrce en la ciencia.

En ina hipditesis se construyen "puentes’ entre las entradas
vy salidas, que si snn correctos hacen valida la  hipotesis. Es
algn asi como intuir 1o que hay dentro de una “caja negra". En—
tre las hipdtesis mas comunes asignadas a variables se tiene la
de: linealidad, independencia, insensihilidad, continuidad y 1a
discretizacidn.

En o1 planteamento de las hipdtesis deben preverse lns si-

guientes aspectos fundamentales para su comprobacidn:

t. Bue las hipdHtesis se refieran a un dmbito especifiro de 1a

realidad.



7. Rue Ins ronreptos que las integren sean clarps vy arecisns.

.

Pue laos conceptas cuenten con referentes (vinoculos) empfricos
aobservables.

4. Que se prevean las teconicas para su comprobacidn.

T.? Fases para el diseno de experimentos

l.as diversas {fases para Pl disefo de sxperimentos se pueden

anumerar onmn sigue:s

a) quablprer Ia neresidad de realizar el tzypprxmento.

R) . Establecer condiciones dptimas des Prpsupupeﬁn, pPr«snnaI y

tiempo, con programacicdn e actividades.

C) mModificar aleancz del experimento debido a Hmitaciones

detectadas en el paso anterior.

Planificar o1 erperimentno al detalle de acuerdo al objetivo

m
deseada (verificar el comportamiento de un diselin, o el and-
lisis tedrico de un fendmeno fisicn), verificando si no se
ha hecha trahajo en ese campo por otros investigadores.,

E)  Estahipcer las wvariahles p.rimaria«; e dehen medirse.

) Peterminar la pracisicdn renquericda on medicinones primarias

y @l numern de ellas para an adecuwado anilisis de datos.
Fetahlerar pr‘m‘:edimientdq de ralmuin para sinterizar datps,
H) Fotanlrcer Arrares probables, para ver €1 e Necesario cRam—
hiar los requisitas de exactitad de Ioe instroameantos,
'U Salarmionar ing instrumentns para las diversas mediciones que
Modificar ia

-- -

igualen lne regquisitos de aractitud aceptadns.

: R s . o .
instrumentaridn de acuerdn a lipitaciones sconfdmicas.

N Recopilar unos pacros datns y hAacer an Aanidlisis preliminar oe



ellas, para ver sy

nearn.

neresarin.
1) Rerpomilar mas datos nievosiy anAlizar Ins resultadosd

M Orgamzar, dicscutir y.publicar: 1ns dasciuhrimientos
AN Orgamizacidn de 1a Tnvestigaridn

Consiste  esta fase en fijar las funciones de lo q'xe es la
investigacidn realizando el organigrama necesarin indicanrdo ‘ca-
da funcicdn a desempefar y coordinando al personal que va a par-
tiripar en los trabains de la investigacidn. £s importante des—
tacar ngue siendn la investigacidn un.'-.\: actividad como cualguier
atra es necesarin que sea administrada eficientemente.

Clarn estd que existen ciertas particularidades que originan
que la administracidn de ella tenga ciertns matices especiales.
l.a caracterfstica principal es gue por trabajar en terrenos
virgenes es dificil cuantificar exactamente las fechas de tér—
minacidn de metas especificas, se debe aplicar el PERT.

Ademds existe =] probhiema  de fijar prioridades en cuanto a
nue linpas de investigacidn deben seguirse y los recursns para
asignar a cada una de ellas; esto requiere de la aplicacidn de
térnicas de investigacidn de operaciones y de aspectos sociales

subjetivos.

Es a su vez importante destacar que ademas de la investiga-—
=icfn global de un centro de investigacidn, cada investigacdor a

=1 vez aplique las técnicas admnistrativas a cada unn de sus



proyectos para lograr mds eficiencia en su trabajo en la medida

de 1o posible.
3.11 Ordenacidn e interpretacidn de resultados

Esta fase consiste en clasificar 'y ordenar los resultados

obtenidos, a fin de detectar tendencias y posibles errores que

se tengan si es que los resultados son incongruentes. Esto se

puede determinar al compararlos con los obtenidos mediante otros.
laboratorio o de

modelos analiticos o bien con resultados de

instrumentaciones de campo.

En estd parte se puede aplicar la probabilidad y estadistica

.
para obtener datos como son: la media,la desviacidén stdndard, el
coeficiente de variacidn, asi como la aplicacicn de regresiones.

Todo esto ayuda a eliminar “ruidos” introducidos por truncacidn

num&rica o datos de entrada- inexactos.

3.12 Generalizacidn

En esta fase se extrapolan las relaciones obtenidas en el

trabajo, considerandolas como leyes de validez mas alld del do-—
minio de valores manejados en el experimento.Esto permite ampliar
el alcance de un experimento y su modelo matematico. Esto se ob-—
tiene a partir de las tendencias observadas en la interpretacidn.
Normalmente aungue no den comparaciones cien por ciento exac-—

tas los ordenes de magnitud son suficientes.Esta generalizaciones

conducen a leyes muy generales aplicables incluso a fendmenos muy

diferentes.



3.13 Conclusianes

Las conclusiones son afirmaciones hechas al respecto de la va-—
lidez de las generalizaciones asi como del método y modelo em—
pleado. A traves de ellas se resumen las relaciones mas relevan—
tes encontradas, asi como las caracteristicas principales de és—
tas. Esto se logra siendo observadores agudos que perciban cual-—

quier caracterf{stica notable en los resultados.
3.14 Recomendaciones

Estas son afirmacionas que se hacen y quep rmroceden al conside-—
rar las conclusiones y se dan a fin de mejorar las formas de ha—
cer las cosas y se introducen en criterios de desicidn.

Las recomendaciones se refieren a informacidn no del todo pre—
cisa y por lo tanto se hacen sugerencias para que en estudios fu—
turos se completen. Esto pasa ya que por limitaciones de tiempo y
costo un estudioc no puede llevarse hasta las JGltimas consecuen—
cias.Carresponden a sugerencias para el trabajo practico que par-—
ten de nuevos conocimientos; y quo ovolucionan ia tecnologia del

campo especiffco de gque se trate.
3.15 Andlisis de informacidn y redaccidn de informes

El anilisis de informacidn es una actividad que debe conside—
rarse como til para transmitir lo mds relevante del cdmulo de in—
formacidn bruta, ‘permitie’ndonos transmitirla en forma eficiente
extractando y resaltande los puntos mas importantes que se despren—

den de la informacidn obtenida de nuestra investigacidn.



Posterior al andlisis de informacidn, viene la fase de redac—
cidn, la cual toma en cuenta que lo investigado por nosotros sera
leids por otros. Esto se debe hacer redactando en forma clara, con
buena ortografia, con buen estilo y en pocas palabras (sin exage—
rar) lo que gueremos transmitirjde tal manera que se comunique la
esencia de los resultados y recomendacicnes. La idea es facilitar

la comprensidn de quienes serin nuestros lectores u oyentes.




CEAE T TUL O T

El'f‘:ﬁétvudo"dgl" eléu}ento .' fin_i.tn es un método aproximado para?’rer—‘
solver’gécﬁacibﬁéé 'dx‘férenanales dé probiemas de valores en. la
frontera o de valores en la fronte;-'a e iniciales, que se presen-—
tan en ingenieria y en la fisica—matemitica. Esquematicamente la

secuencia del método del elemento finito se pusde resumir en los

pasos siguientes:

1) El medio continuo ( dominio de las wvariables de las ecuaciohes
diferenciales ) se divide en varias regiones denominadas ele—
mentos finitos, de farmas convenientes (lineas,tridngulos,cua-—

drildteros.tetraedros,etc.).

2) Madiante una seleccidn apropiada de ciertos puntos de los ele~
mentos finitos, denominados puntos nodales, las variables de
la ecuacidn diferencial se aproximan mediante una combinacidn
lineal de funciones de interpolacidn (conocidas),seleccionadas
adecuadamente, y de los valores desconocidos)de las variables

y en algunos casos de sus derivadas, especificados en los pun-—

tos nodales.



Z) Mediante el uso de los métodos variacionales o de los residuos
pesados las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema
se transforman en ecuaciones del elementc finito que gobiernan
en forma aislada., a todos los elementos finitos.

4r Los elementos finitos aislados se agrupan para formar un sis—
tema global de ecuaciones diferenciales (en el problema de va-—
lores en la frontera e iniciales) o de ecuaciongs algebraicas

(en el problema de valores =n la frontera), con sus propias

condiciones de frontera o condiciones iniciales.

S) Los valores de las variables de las ecuaciones diferenciales

quedan definidos al resolver el sistema de ecuaciones corres—
pondiente.

4.2 Aspectos historicos

El elemento finito aparecid, guizd simultidneamente, en las J-

reas de matematicas aplicadas, fi{sica e ingenier‘ia.n continuacidn

mostramos una :ronologia del método:

19473

: Cudeante, en un intento de resolver un problema de

tensidn,empieza a subdividir el cuerpo en 1o que el

llamaba "subdominio triangular”, pero jamds mencio—
nd la palabra "elemento finito’.

19471945 :

Hrenkoff,McHenry observaron que para-ciertas estruc-—
turas neo habia solucidn, ya gue el medio no era con—

tinuo.Hablaron de "discretizacidn” 3 base de "celdas”



1954 : Argyris empieza a pensar en €1 uso de la computadora
y piensa en "elementos finitos”, aungue no menciona

la palabra.

1956 ) : Turner,Clough,Martin,Topp en una conferencia de mdto-—

dos numdgricos plantean las propiedades de un elemento

finito en base al método de las rigideces.

1960 H Cicugh,Zienkiewlcz,nelosh plantean el mé&todo del ele-—

S mento finito de manera mas formal.

1960-1966 = Aparece el primer libro de elementos finitos de Zien—

kiewicz y Choung.Empiezan a resolver problemas diver—

sps con el método.

4.3 Ecuaciones de equilibrio de la Elasticidad

Fara poder estudiar el comportamiento de las estructuras es
necesario establecer su modelaridn, ya sea experimental o matems-—
tica. La modelacidn que forma parte de este tema e2s
y consiste en expresar, en un lenguaje formal o matemdtico, las
layes que gobiernan el comportamiento.

Toda estructura gqueda definida por los cunt_:eptos siguientes:

1) Geometria
2) Material
3) Cargas

Lasg leyes que. gobiernan los con:eptoé_antericres son las le-—

yes de la Mecdnica, y en especial las correspondientes a la mecd-

nica del medic continuo. Las estructuras que se estudian en este



tema son las que se construyen con material sdlido, eldstico, li-
neal e isotrdpico. Las leyes que gobiernan a tales estructuras

forman la base de la Teorfa de la elasticidad lineal y las ecua-—
ciones correspondientes a cualquier punto de la estructurs,aso-
ciados a un sistema de referencia cartesiano i, o bien x,y,z de

la figura 4.1) se muestran en los subpuntos siguientes.

4.3.1 Tensur de esfuerzos

Observando la figura 4.l.a, en el punto de coordenadas.

PXayX2pXz), Notamos que hay tres esfusrzos normales  <aas Tz;;

Vss Y seis esfuerzos cortantes Waim, Toi, To=, Tsz, 5o Cas.
] ) :

‘ L TS Yaizm Y=
. N= Tas =T =Tz V== Ca= ee 3.3.1

El arreglo matricial mostrado es la representacidn del ten—
sar de esfuerzos. Es un tensor de segundo orden referido al es-—

pacio Euclidiano Tridimensional. Un vector es un tensor de primer

orden y .un escalar es un tensor de caroc orden.

4.3.2 Tensor de deformaciones

La métrica utilizada para medir el cambio geométrico del_t;uerf

po resulta ser:

a) en notacidn indical Apendice A )

1s=1/2 ( Ugy + Usod= 172 ( QUIZAX) + SUI/OXD ... 4.3.2

donde 2.3 SON 1los componentes del tensor de deformaciones, simg—

trico,que en forma matricial se indica como:



"5)'ﬁtaé15n'ffadicional

Sistemas de referencia cartesiana

e ——




) Exg 12 (53 &

{eu"‘ e = T @z e CBax
e 23> exx
En la primera forma de la ecuacidn 4.3.2 se

de derivadas parciales mediante una coma.

b) En notacidn tradicional

Erery = QU/DX
ey, = dVsay
B = AW/IZ

Yy = 28wy = SU/3Y +,9V/OX -
Pox = 20pn = IV/IZ + SW/IY

Pare. = 28 = WX+ 3U/3T

- PO ey e
e = v Sy E9x
Camrre Buy (=

4.3.3 Ecuaciones constitutivas

onvencidn

Cema B.ET

R T Y

cen BT

ie 8.3.8

i 82329

e (x,y,z,f) aen 4.3.10

Las ecuaciones constitutivas del material sdlido, eldstico, lineal

e isotrdpico estidn dadas por las ecuaciones de Hooke—-Cauchy,conoci-—

das tambi€n como la ley de Hooke generalizada.

a) En notacion indical

Tkl

)*Ea-n J @+ 24 (=155

o bien }\
€ia = —.
2.4 Eh+24)

Comen J 53 3 + 1 N
2

- 68 ~

- 4.3.1

LY % X1




l Yy ,&( son las constantes de Lame y 5k1 es la delta de

Kronecker.

Las constantes de Lame estan relacionadas con las constantes de
laboratorio, denominados middulos de Young o de elasticidad &) y re—

lacion de Poisson (V), mediante las expresiones siguientes:

A= E e B.3.13
G+ A—29)

A = = E e B.3.14

Za+ v ,

donde a 3 se le conoce con =1 nombre de médulo de rigidez al

cortante. - R

f
Con base en las ecs. 4.3.13 y 4.3.14, las ecuaciones 4.3.11f y

4.3.12 se pueden escribir como @

TS = B ‘_u-z"’e‘a + leauu sz.] . '4.3.;15:'

a+ M U-29) s

@a = 1 4+ dia - 9T anda - 8316
E . il

b) en notacion tradicional

Las ecuaciones 4.3.15 y 4.3.16 se pueden escribir como:

x = E (a-vre... + ve, o) , . B.35.17
a+~v)a—2+) o
vy = E [a-vress + Vemtawm] _ e 4318

A+~ )rU-2-+)

zz = E (_u—v)e,.. + V(@untey) ] U e .39
a+ Y a2+ < RAREIRI



Txy
vz

< 2x

Socre

3y

b Xy
tyz

YZX

= 204V ) Txy
: E

= 2+ P> Tyz
c

= 22U+ ) Izx
E

[T V¢ qyy+ Yz2)]

= E ny =
Za+y 7
= . E __vyz =
2U+v )
= E 2 =
2049 )
=_1_
E
=_1 [vyy— 9 €zz+ vxx)]
TE

=;L4[7-zz— V¢ Tt Tyy)]

G ¥xy ’ e 4.3.20
G Yvyz - A.3.21

6 Yazx L e 4.3.22

=1 <Sxy
G .

=1 Tyz il AEm2T
1 ¥zx " L e
]

lLas ecs. 4.3.17 a 4.3.22 se pueden escribir en forma matricial, -

segun se indica a continuacion :

ecuacion 4.3.29 :

[. Txx 1
Tyy
Szz |=
Yyz

~.1'sz

que en forma simbd@lica se escribe como =

_E
4+ v IA-2v)

< =pe 7 e A3300



fdonde

PouacIan:

Do B
e =200

2

‘o ©

C1a-2v )

y e son ios’ vectores de esfuerzn y deformacidn,respectivamente,

z de coefirientes eldsticos, cuyas expresiones sons

La=2 V)

2o

lambign las ecuacipnes 4.3.273°a-4.3.28, se pueden escribir de la

siguiente +forma :

Y

-%. %4



1 -v o _
D = 1t |-V -V t o - 4335
- o o 2u+v)
o o

‘o o

4.3.4 Estado plano de deformaciones

En la figura 4.2 se muestran algunas estructuras gue poseen las

siguientes caracteristicas =

a) La geometria corresponde a un cuerpo alargado y prismatico, de tal
manera gue para definiria basta especificar la seccion correspon—
s

diente a wun ntann poroongicular ai eje.

b) Las cargas que actuan a lo largo del eje son tales gque basta con

definirlas, también, en un plano perpendicular al eje.

De acuerdo con las caracteristicas anteriores, la estructura gueda
definida en un plano (fig. 4.3) de espesor unitario; todas las varia-
bles gue aparecen en las ecuacibnesg de equilibrio son independientes
de la variable z {a lo largo del eje), y el desplazamiento « en tal

direccion es nulo, es decir :

u = u G,y,t) ane 3336
v = vi,y,t) wee Ba33I7-
w = O : ven 4.3.38



Ejemplos de problemas’ de
‘planos de deformacisn
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Est;,a'ao plano’ de esfuerzos.
‘Placa delgada con cargas en
su plano. ‘




A continuacion se describe e! efecto de las ecuaciones 4.3.36 a

4.3.38 en las ecuaciones de equilibrio de la estructura.
a) Tensor de deformaciones

Al sustituir las ecs. 4.3.36 a 4.3.38 en las ecs. 4.3.4 a 4.3.9 se

obtiene :

G = U/ X —n 4.3.39

3y
¥y

Bnm = sz = rzx=0‘.7

V/ By v B.380

2 Bry = OUWAY + DV DN

S i gixige

53 @cuaciones constitutivas

Al sustituir las ecs. 4.3.39 a 4.3.42 en las ecs. 4.3.17 a 4.3.22,

vy al ordenar el resultado en forma matricial se obtiene =

T xx 1;v - o | = FSTS X
<yy £ R Ty e o evr | o 4.3.83

A+ IU-2ZV T . C
Ty . e 0 [o] 1a-2vy) rxy

Y2z = HTxx + <yy) e 3.3.44

La ecuacion 4.3.43 se puede escribir en forma simbdlica comos

< =De .. 4.3.4%

donde =



¥ =|dyy . 4.3.46 S e = Y 4.3.47

D = [ Y
a+v H)du-2v)

" 4.3.5 Estado plano de esfuerzos

Si las estructuras descritas en 1 estado plano de’ deformaciones,
en vez de ser alargadas, son extraordinariamente delgadaé fig. 4.4),
se puede aseverar que las componentes del tensor esfuerzo, asocia-—

das & la direccidn del espesor son nulas, es decir s

2z =Wz = Vyz. =0 : - 4.3.49

Al sustituir las ecs.4.3.49 en {as_..:ec‘:s.’*"t}:.s.23 a "4;3;25, y reordenar-—

las se ubfiene H

(Txx =0 Tyy) 4.3.50

Crex = L,
E .
€ =1L (Tyy — 9w . oo T 435
E S s
yxy = 2 @y = 20+ T . xy - S 8.3.52
E ;
Cumw = =V By + o) L e 4.3.53
Yyz =¥z = o . 8.3.54




A continuacidn se resdmen las ecuacidnes de equilibrio para los

estados planos de esfuerzo.
a) Tensor de deformacidnes

Queda igual que las deformaciones planas (ecs. 4.3.39— 4.3.42),

excepto que existe la deformacidn ezz dada por ia ec. 4.3.53.

b) Ecuacidnes constitutivas

Al poner en forma matricial las ecuacidnes 4.3.50 a 4.3.52 se trans—

forman en :

I-fxx 1 - N
Yyy| = E N
1= e
Uy o 0 14-v)
: 2

Las ecuacidnes 4.3.55 en forma simbdlica, se pueden escribir como
se indica en las ecs. 4.3.30, donde los vectores © y e estan dados

por las ecuacidnes 4.3.31 y 4.3.32 y la matriz D se indica a continua~

-

cion :
1 ~ o
D = E L4 1 o e 4.3.56
1— o2
] o 10-7)
- 2

4.4 Aspectos generales de Calculo Variacional

Conjuntamente ton los problemas en que es necesario determinar
los maximos y minimos de cierta funcidn z=f&), con frecuencia sur—

ge en los problemas fisicos la necesidad de hallar los valores ma-—



¥1imos o minimos de un genero especial fde magmtudes, llamadoas $un—
monales. 52 llaman +uncionales a las magmtudes variables tcuyos
valores se determinan mediante la eleccidn de uma o varias funcio—
nes.

£l cdlculs variacional trata de funcionales, que no son mas . que

una funcicn de 4unciones, tales como &

En una dimension :

b
Fo= s ¥s Y3 emey X ) d"
En dos di;EnS}Dnes H - :r
F = ‘I‘ L By Ly sew ) O
Yo J. - L

En tres di{nensnones :
. 4 [

F = Wy Wix Wy,W2, ...) dx dy dz 3 w = f(x»,y,zv) ..;

3 « e -

F.4.73

e busca una funcion W = fix,y,z), que maximice o mnimce el

valor de F en los intervalos dados.

En todos estos ejemplos se tiene una dependencia gue s carac—
teristica para las +4uncionales: a una funcion (escalar o vecto—
ral) le corresponde un nimero, mentras gque ©n una funcién de
calculo diferencial 2=€6) a un numero le corresponde otro namero.

El calrculo varacional estudia los métodos que permten hallar
los valores maximos y minimos de los funcionales. Los problemas
en que se emge 1nvestigar el miximo o el minimo de una funcaonal,
se denominan problemas variacionales.

Muchas leyes de la mecdnica y ia fisica se reducen a la afir—
mamidén de gque cierta funcional debe alcanzar su minimo o su maxi—

mo en e) proceso considerado. En este enunciado, dichas leyes re—



ciben el nombre de principios variacionales de la mecdnica o de

la fisica.

~
La solucicn de un variacional se da por : @= & + 5¢’

fig. 4.9 . A7 7 se le conoce como opearador variacional.

4.4.1 Propiedades del operador variacional

Siendo F = Fx, f#, & &) - ®.4.4
1) JJ F dx = 5&: o R
ii) $ wrE/gw = d(§ Fr/dx e G.48 Y

i) F = _PFdg +~_drdd +_Srdp” - ‘4.4;7'
g op @ . :

4.4.2 Métodos directos en problemas variacjnnales

tas ecuaciones diferenciales de los ;problemasa variacionales
se integran en forma finita solo en casobs excepcionales.Por esto
surge naturalmente, la necesidad de obtener metodos directos pa-
ra la resolucidn de estos problemas. La idea fundamental de es—
tos metodns consiste en que el problema variacional se conside—
ra como limite para cierto problema sobre el extremo de una fun-—
cién de un ndmero finito de variables. Este dltimo problema se
resuelve por los metddos comunes, y luego se obtiene, mediante

el paso al Hmite, la solucidn del problema variacional corres-—
pondiente.

l.a funcignal Fi{y()) se puede considerar como una funcisn de
infinito nimero de Yariables. Esta afirmacidon se hace completa-—
.mente evidente si se supone gque las funciones admisibles pueden

ser desarrolladas en series de potencias:






y) = a, +# &, X + a; X® 4+ ...+ a, X" 4+ ...

o &n series de Fourier:

Yy = a /72> + @,, cosnx + b, sennx)

Mt

-3

o en general, en algunas series del tipo :
-
yo) =  2cCn #noo
nso
donde On(x) son funciones dadas. Para determinar la funcicn y oo
que se puede representar en forma de la serie anterior, es sufi—-
ciente dar los valores de todos los coeficientes Cn y, en conse—
cuencia, el valor de la funcional F(y®)) se determina en este
caso fijando la sucesicn infinita de términos C 30 3C seeeaT gouy
datir, ia funtaonal es una funcidn de' un conjunto infinito de

o5

variables:
Flytod) = & (.5 B,y Cay aee )

Existen varios métodos directos para problemas variacionales,
en el siguiente subpunto describimos el mas conocido de ellos,

el método de Ritz. .

4.4.3 Método de Ritz

De todos los matodos variacionales (iferencias finitas, Kanto—

rovich, Trefftz, etc.) el que actuaimente tiene mayores aplicaciones

es el método de Ritz o Rayleigh- Ritz.

Este mdtodo consiste en sustituir dgirectamente la solucidn apro-

ximada :



"
u = ZCr ,ﬁr aee 4.84.8
Yal

donde Mr son m funciones conocidas, linealmente independientes,

que existen en la regic?n + s ¥ los coesficientes Lr son parame—
tros desconocidos gue se determinaran con algun criterio.

f.a sustitucidn se da en la funcional YW y se aplica la condi-

cidn de extremo, en funcicn de los parametrops Cr, como se indica a
. .
continuacion :

a Itw) = O e 4.4.9
ocr . :

En raso de utilizarse la ecuacidn variécinnal, la ec. 4.4.8 s

sustituye directamente a ella.

.

4.4.4 Generalidades sobre formulaciones variacionales

En el principio de energia potesncial neutral nosotros variamos los
desplazamientos en orden de llegar a una configuracion de equilibrio.
Usando técnicas de aproximacicon, empleamos campos de desplamientos a-—
proximadns para obtener configuraciones de egquilibrioc aproximadas.Los

resultados en general nos llevan a campos de defaormaciones muy pare-

cidos a 1los reales. Sin embargo,=! correspondiente campo de esfuerzos

puede tener un error considerable.Esto ocurre por la pérdida de exac—
.. . -
titud en soluciones aproximadas. Las tecnicas de aproximacion basadas

en el principio de energ{a complementaria llevan el problema inverso,

mientras obtene: .5 buenas aproximaciones en lns campos de esfuerzos,
frecuentemente ocbtenemos pobres resultados en el campo de desplaza—

mientos, debido al hecho de que tenemos que resolver ecuaciones dife—
renciales adicionales en el proceso.Por el contrario, el principio de

. . e . .
Reissner toma en cuenta,para una variacion arbitraria,tanto esfuerzos



como desplazamientos.Por esta razdn,podemos manejar ambas cantidades
en los procedimientos de aproximacidn y tener buenos resultados, si—

multansamente, en ambas categorias.

4.4.5 Primera formulacidn variacionpal

El principio del trabajo virtual establece gque la suma de la.
energia potencial de las cargas aplicadas a un cuerpo rigido, y la
energia de defaormacidn almacenada debida a desplazamientos virtua-—
les es igual a cero.

El principio de energia potencial minima establece que de to—
das las formas de desplazamiento posible, aguellas que satisfacen

las condiciones de equilibrio hacen que la Energx'a potencial asu-—

ma un valor estacionario. '

De acuerdo con 1o anterior, si =

W= U+ wp - 4.8.10

donde T = Energia potencial
u = Energia de deformacidn interna
Wp = Energia potencial de las fuerzas aplicadas
Wp = — W = Trabajo de las cargas aplicadas
"Existe un valor estacionario en que AW = 0, entonces
v Su+dwp = du-8w=0 - A48

En forma general



U o= ST\J 2i, dV = X( ﬁl S22 - ¢:z:r exx
- .

+ L) dV oL 4.4012

donde Giji = tensor esfuerzo
@, = tensor deformacion
av = diferencial de voliimen

entonces
el = Sé‘c Tii @) AV
N v Ll
du = ‘Y Tiji (Seap av
. v

£l trabajn esta dado por

W= STi Ui ds +5 Xi Ui dv- B T 5 T
A v ‘ S At

Ti = traccion superficial

Ui = configuracidn inicial de desplazamientos
Xi = Tensor de fuyerzas de cuerpo
das =

diferencial de superficie

Sw
Sw

[jTi Ui ds + jxi Ui dV]
E] v
yri Sui das + S)(i Sui av

H] N v

P 2. 3 V5

: V...:; 4.47

como S T= o

j‘vﬂjc de.ydv = 'j')(i Suidv + XT:‘ Suids
) v

e 3,818
J - 8.4.18

donde 1os simbolos empleados tienen el sentido ya descrito.-



Esta ecuacion representa el principio del trabajeo virtual para
un cuerpo deformable. Otro modo de ver esta ecuacion es considerar
el lade izquierdo como el trabajo virtual internn vy el lado derecho
como el trabain virtual externo. Podemos entonces decir,que una con-—
dicion necesaria para el equilibrio, es que, para un campo de defor-—
maciones cinematicamente admisible (‘sUi, 39,_,), 1 trabajo virtual
externo,con fuerzas de cuerpo y un campo de esfuerzos también compa-

tibles,debe ser igual al trabajo virtual interno.

4.4.6  Segunda Formulacidn variacional

tLa energia complementaria minima (W) de una estructura esta da—
da por la suma de la energia de deformacicn complementaria Uc) y la
energia potencial complementaria de las ‘fuerzas aplicadas (Wpc) ac—
tuando con desplazamientos prescritos . ( El significado de energia

complementaria se muestra en la fig. 4.6) :

Te = us + wpe - 4.4.19
Ademis @ ‘ i
$ = Suc +Swpc s 8820
De la teoria de la elasticidad, _“-c Eé' m{njima 2.
dTe = duc + Swpc > o .- A.8.21
De manera similar a lo realizado para la primera fnrmulal;ién

variacional, podemons escribir :

ST\'«: = 0, entonces:

O Te= S( STipesdv = | Sxilidv + Ss'riums =0 _ eem 8.8.22.
v v . - - R sl i




Como en el principio del trabajo wvirtual, la expresién des mingun
modo incluye una ley constitutiva de ninguna clase. Tenemos una rela-—
cidn en la forma de una ecuacion integral entre un campo de deforma-—
ciones cinematicamente compatible Y un campo de fuerzas y esfuerzos
™®i,Vii, Ti).Este principio es una condicion necesaria para tener una

deformacicon admisible.

4.4.7 Tercera formulacidn variacional

Existe un concepto que es el de "multicampon®, que es una aproxi—
macion hib-rida para modificar blns principios de energia potencial
y energia complementaria,usando un campo dentrp del elemento y wuno o
dos campos independientes en sus fronteras.Una aproximacicon usada es
un principio variacional,que es intrinsecamente umn multicampo, en el
cual los campos de esfuerzo y de deformacidén cse aplican solo una vez
al elemento en su totalidad.

Podemos desarrollar este funcional usando la energ{a potencial

como base. Por definicidn :

Uc + U =J¢ij 223 dV e 308,23
v . .
o bién
u = j{u sy dV — Uc Y W'

donde Uc es la ensrgia de deformarcicn complementaria.
Sustituyendo en la ec. 4.4.10, obtenemos el funcional de Reissner:

r o= SG;‘ 2.y dv ~ Uc — Wp - 8.4.25
v



Para tracciones Gegion Sy ) y deformaciones prescritas, la’

pcuacion 4.4.15 se puede escribir como

A~
up = J‘ Xilidv +j TilidS + XTi(Ui - Ud) ds = ©Q 4.4.26
N T s

donde los terminos empleados tienen el significado descrito ante—

riormente y Ui son los desplazamientos prescritos en la region Su.
4.5 Métodos aproximados para la solucidn de ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio resumidas eon los incisos anteriores
se pueden transformar mediante estos métodos a la forma matricial

siguiante :

Au =+ en L) . e 2.5.1
B u=g en , e 4.5.2

donde las componentes de las matrices A y B  son operadores diferen—
ciales, las componentes del vector u son las funciones incdgnitas del
problema, y las componentes de los vectores f y g son  funciones co-—
nocidas.la ecuacion 4.5.1 representa el equilibrio en cualquier punto
interior de la estructura Gegidon . CQ). y la ecuacion 4.5.2 representa

las correspondientes condiciones de frontera regidn T ).

Para la resolucidn aproximada de problemas de frontera se aplican
con frecuencia otros métodos directos no variacionales.Para entender
la esencia de estos metodos nos auxiliaremos de las ecuaciones dife—

renciales lineales de segundo orden
v 4+ po) Yy + gqBd y = £00 e (A)

- . ” . e
que se encuentran con particular frecuencia en la practica, con-las




rondiciones de frontera y&: )»=0,y(x )=0. Escribiendo la ecuacion (®)

de la forma :
j_(y) = f{2)
Tomemos un sistema de funciones continuas
Wo () W, 00y aae 3 WA XDy aae e E)

linealmente independientes que satisfacen las condiciones de fronte—

ra en el segnento < x,, %, > .

Bus:aremos la solucidn aproximada del problema “de fante a en for—

ma de la combinacitn lxneal de las prlmeras n funcnones del = tema (B)

hal
Y = g Ci' w0
=1
Se sustituyen las Yn en la ecuacion ) y se eligen lcysng:b‘ekfi‘—

cientes Ci (i=1,2,...,n) de modo gque la funcion

. ,
‘i € F Ciowitx)) — £00

knt

sea ortogonal en el segmento <% , ¥ > a cada funcic;n-'w‘(}c)' (iﬁlgé,--n),

entonces se cumplira oue la integral siguiente sea nula s

x " ! .
‘Y [‘i( 2 Ci wie) — Fe0 Wi 00 de = 0 G=1,2500) . ©)
Ko i ) .

Es natural esperar que Y tienda para n —— a la solucicn exacta

Puesto que si la serie obtenida converge y puede ser derivada dos

veces término a término,la funcidn i({l)-f&) es ortogonal en el seg—

mento <x,, ¥ > a cada funcion w ) del sistema ®),y como dicho sis—



tema es completo,entonces j (w,';) - %) = 03 esto pfer:isaétente sig—

s I ~ . .
nifica gue Y es la solucidn de la ecuacidn @),

Como no es posible determinar todas las Ci del sistema «€)

lineal con respecto a estas y pasar al limite para n -» 00 3 por es—

to, por 1o generail hay que limitarse a un ’r’ finito, y ademas no muy

grande (n = 2,3,4 vy a veces incluso n=1) .
A la diferencia de las funciones

L1

j_r 2 Ciw 6 ) — 60

tat
se lp denomina comunmente residuo, y =1 procedimiento para de‘l;.er—
minar estas Ci recibe el nombre de método de los residuos pesados.
La forma de elegir las funciones continuas de prueba wi (%) le da
nombre a otros metodos. S W x) son las funciones de interpnla::io'n
del elemento en cuestidn tenemos el métndo de Galerkin, si estas
métodn se denomina de

funciones de prusba son 21 mismo residun el

minimos cuadrados, ¥y si W, ) estan definidos por la delta de Dirac,
:S(xi.), el método es el de coloraciones. Estos metodos se describen

brevemente en los siguientes subpuntos.

4.5.1 Método de los residuos pesados

Con la expansion del método del elemento finito mas alla de la me-—
cdnica estructural, surge la necesidad de tener una aproximacidn mas
general en la formulacion de las relaciones entre elementos. Como una
aprovimacidn esta el método de los residuns pesados, que sSupone una
funcion de prueba,que es elegida para aproximar la variable dependien—

te en un problema fisico matematico, que en general, no satisface las

ecuarciones diferenciales gue gobiernan dicho problema. De ia sustituy—




c10n de la funcidn de prusba en las ecuacionss diferencialgs menciona-—

das, se obtiene lo gue se denomina residuo ) o error (). Tratando

de obtener la mejor "solucion”, se busca minimizar la integral de resi-
duo a traveés de la regqdn (£)) del problema.
je dL£A = minimo
<3
Paodemos ampliar el rango de oportunidades para conseguir nuestré
objetivo de minimizar 1 residun. Las llamadas funciones de pest:. fac;-i—
lifan el lograr que la integral de residuos pesados tenga un 'va!n‘r,‘ I:;E

cero. Dentbtando por Wi la funcion de pesno y e 1 error @

Se.widﬂ':ov
N .

que es la ecuacion general del método de los residuos péé’édﬁs. A

continuacion presentamos una metodologia del mismo LI

Consideremos que 3

3.95 = f ' aee B.5.F ,; ,‘ i
donde ’ e
£= operador diferencial
,Q( = wvariahle
f = funcisn

condiciones de frontera : :

¥ = @ en S, e 45.8
g = i en S2 C e BdT.5
o Xi '

por ejeaplo, en la ecuacion =

d4= g+ _d= g =0 e A.5.6
dx= T L

dy=



if_ L*d] Ceee 4.5.7
=r

€l primer paso consiste en aproximar la splucicn general
™

4 =7 = 35 i —- 8.5.8

L=t
m = No. de coeficientes

sustituyendo 4.5.8 en la ecuacidn diferencial

‘,gp’ -f= e - 4.5.9

e = error o residuo

se procede entpnres a pesar el arror, ya gue variara de acuerdo a
las Wi eleqgidas =
S iﬁa’—f,wi>a_n.=o R & U YN
£ o el
donda Wi = peso : SRR

queda 2
jﬂ(e, Wiy dsy = © ; ane G511

£n los siguientes subincisos se veran algunos métados para pesar

el error.

4.5.2 Método de Balerkin
Consiste &1 método en hacer gque ©1 error e, sea ortogonal a las
funtiones de prueba, es decir, que las funciones de peso sean las
funtiones de prueba @
&=Sci fio= N fi . 3512
entonces

‘)‘<e, NidDdao = ¢ e 4.5.13
£

Las funciones de pesc utilizadas son las mismas funciones de in—

terpolacion del elemento en cuestidn.



4.5.F

Método de Ins minimps ruadradns :

l.a secuencia del método es la gque se muestra

& =3ci £

s 4.5.14
e =j—ﬁ - £ .

e A.5.15
Lo primero que procede es

j\ <e, ey da =0 wse F.5.16
.o .
entonces

._ _E_S e, ey doy = O
iy

Las funciones de peso eiegidas son tales que se busca minimizar
el cuadrado del error o residuo.

en 4.5.17

4.5.4 Método de colocacidn puntual

Las funciones de peso se sustituyen por Xi})y gque es conocida
como la delta de Dirac, que vale cero para todo punto diferente de
Xi =

( este método equivale al de diferencias finitas)

Se procede de la siguiente forma

ijf— f=e
S.:Se’ dxi)» don = 0O

= e 4,319
donde se cumple gue :
-~

Ceme 4.5.18

Soxi) F60 = £06)
- aly

e 4.5.20
Esto es la esencia del método de colocacion por subdominios,don—

de una funcidn f(x) existe solo en el subdominio del elemento en cues-—
tidnen una malla de elementos finitos, y no existe para los

demas
elementos.



4.6 Derivacidn de la matriz de rigideces de elementos finﬂ:os

Recordemos de calculo variacional que =

ifij d( dui/ 3 XHdV =Sin Ui dv + lei Ui ds
o bién

jﬂj Steinagv = x Sui av +S$Ti Suias
en notacion matricial

J\VCSeJ {ry v =yu {SUY {xitav « j’\:JU]*{T} us

- d.6.1

e 6.2

Supongamos que para cada elemento las funciones de forma

estan dadas por :

u=2nNi fi = [N] [¥] Y. WY 3
fewy= (1 13 = (3 (=) - 465
{éu\ = {4aV [n1° ' _ - b

sabemos que :
(e} = (1] {uy = T[] IN) (@] . 467

[L] = matriz de operadpres diferenciales
Entonces

{6y = 1) N1 (8¢ » e 2.6.8

{JeyT = (s} (N1 (L] -

sabiendo tambien que ' . L
(vl- o] [e] ) e
- mam B

Sustituyendo en 4.6.3 =

4.6.9

4.6.10

4.6.11

jvwf&«i [dTPd [ NI = S R YRVB T 8 (s

wen Gefal2

entonces

e 3.3



Unidimensional

Recténgular

“e-sAntllo " triangular

Hexaedro regmlar




jvtui (JI A Ee -§ e + (o

wss 4.6.13 .
Namande |B] = {1} {nN] | [BT = N} Y
lﬁa’f ol B iglov = S&N]T {x}av + S[Njr {rlas - B.6.14
esto nos conduce a que 3
k] {a} = (¢}
donde
0 = [ 07 0ol e
\:K] = matriz de rigideces del
elemento finito.
{ﬂﬂ = wvector de desplazamientos nodales
{e} -

vector de caraas
4.6.1 Eleinentn Unidimensional

Sea un elemento barra de 2 nodos (fig. 4.8 ) =

U= Nl UL + N2 U2

las funciones de interpolacicn mas simples son 3

NL =1 — X/L

N2 = X/L°
QU = SON1 Ut +IN2 U2 = —1 1 + 1 U2
oX ¥x1 X2 L

er-2 1]

€1= & le}

Sabemos que :

= ‘ [D] {eu\

. -’95 =






entonces =

L
¥ T ' A
= B DR AV=IPF DBddAAX = A B DB dX
~ v :

» X

Area del elemento finito

Ltl-1 1 -1
1 L= L=
¥ =a E [— 11 ] 49 =AE . X
° 1 L L -1 1
[ L= L=
: I- 1 -1 —l 1 -1 S
¥ = _EA : dax = E A =
= |- | = - o
.  § —~1 !
K=EA = matriz de rigideces de una barra:
I e S} 1 ‘ : ‘

s

4.4.2 Flemento Bidimensional

Se derivari a continuacidn la matriz de rigideces de un
elemento triangular de tres nodos {fig 4.9 :

Considerando dos grados de libertad :

U= Ol.a-ol;)(+ dﬂ
V= U QX+ oty

Para el desplazamiento u

Ui = e daxi + olyi
Ui = e dixi v+ . Byj

e = e ok +  Olsvk



matricialmente @

[us ] : M1 Xi vi |
3 = 1 Xj vi
(X1 1 Xt Yk
| ! |
De la misma forma se puade escribir :
[ ] r . ]
Vi 1 Xi ¥i
Vi = 1 X3j Yi
|k ] E Xk ij
Despejando los coeficientes | o§i ¢
-1
['oc. f: xi  vi | Fusi ]
x| = 1 X3 . Y3 u;
| s H Xie Yk__‘ Uk J
. -
[-di L Xi Yi rv;'
As | = 1 Xi o Yi vj
| e ) 1 Xie ve| _ij

resolviendo ‘los slst;emas anteriores :
Xi=_1 (ai Ui + aj U3 + ak Uk )
28 T
9:= | i Ui + bj Uj + bk Uk )
2A ; )

®=_1 (ci Ui + cj Uj + ck Uk )
26

codg=_§ tai Vi + aj Vi + ak Vk )
2A

ds= 1 @i Vi + bj Vi + Bk Yk )
A

de=f (i Vi + ©3 Vi + ok Vk )
2A




dondé

1 Xi Yi

A = 172 1 X3 Y3

1 Xk . Yk
ai=Xj’Vk—Xij bi = ¥j — ¥k ci
aj = Xk Yi — Xi Yk bi = Yk - Yi ci
.ak=)(in-—XjYi bk = Yi — Yi %K

Pademos escribir :

U = Ni Ui +>NJ'Uj"'NkUk
V= Ni Vi + NiVi+ Nk Vi
donde =

Ni =_1 (ai + biX +ciVY)
2A

Ni=_1 ¢(aj+biXx +ci¥Y)
2A

Mk =_ 1 ¢ ak + bk X + ck ¥ )
A

Para las defarmaciones :

DU =B = INi Ui + INj Ui FINk Uk =
ax axi ax ax 33 o

=1 _®iUi + bil3 + bkUk ) = ex = e

e

2A

AV = 92 = INi Vi +FNj Vi + ONk Vk =

oY X2 oY - Y oY

=1 (ciVi + ciVi + ckVk ) = ey
ZA :

It

X3

Ak



QI + IV = 1 jaul + 3uz2 =
2l Y X 2 13 X

= 1 jaNiUi + INilJj + Nkilk + NIV + INjV] + INkVKk ] =
2LaY Y Y ax ax X

1 [(c:iUi + cili + ckUK) + (BiVi + biVvy + kak)J =
o7 (

Y*Y = Py

Arreglando matriciaimente de la forma :

(=] = [e] {u]

llegamns a :

ex bi b3 bk [¢] 0, o . uj
: ) Uk
ey |= _1 .Q Q o ci v 3 ck Vi
2R C B N3
ny ci c3 ck bi b3 bk Vi
-— - s -
resscribiendo la matriz anterior :
ex ba 0 bi 0 bk o Ui
2 ,_(. - : Vi
t - ey |= 1 o ci ] i o ck u;
2A R4 |
xy ci bi ci bi ' ek bk Uk
- . Vi

- En forma compacta 3

(1 = 1) 0] W

rl!a’wmando el = [L] (N]
[« = (=) [4)

: hecbrdemns que la matriz de rigideces se obtiense de acuerdo

con la expresion :
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VLT
K = R, D B dv

para cada elemento finito =

-

-
¥ = {(area) (espesor) B D B
K = AtB

D B

4.4.F Elemento tridimensional

Para la figura 4.10 que se mﬁestra H

i

cl 4 c2 X +c3 Y + c4 7"

V=5 ++cb X +c7Y +cB87Z

£
]

c? 4 c10 X + ci11 Y + 127

Tomando solo la varidble U 3

Ui =1 + 2 Xi +c3 Vi + ca TZi
Uj=c1 + c2 Xj + X Yy + c4& Zj
Uk=c1+:2xk+:3Yk+-CGZk
U]=cl+c2Xl+c3Yk-|;c4Zl

En forma matricial :

Ui 1 Xi Yi 7i c1
uj 1 Xi Yi  2j €2
o [ |1 ok vk c3
ul f x1 owv1on ca
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entonces 3

[ 1 Xi Yi Zi ui
<2 1 X3 Yi Zi (E4]
<3 B 1 Xk Yk Zk 3.3
c4 1 x1 Y1 1 u

sustituyendo los valores de las constantes c1,c2,c3,c4 en las

evpresiaones para U,V,W y agrupando términos :

Y = Ni U + Nj Uj « Nk Uk + N1 Ul
Vo= ML Vi + Nj V) « Nk Vk + N1 V1
W o= Ni Wi + N Wi + Nk Wk + N1 WL

donde :

Ni=_1 (ai +biX +ciV +di2

p—

6V

Nji= _ (aj+hiX+ci¥Y¥ +did
&Y

1 {ak + bk X + ck ¥ + dk 2
pxv

E
i

Nl =_1 (al + bl X+ clyY +dl D
&V :

a sahiendas que =

Xt Yi oz
) 1 X3 Yi 73
AV = det
’ t X% Yk 2%
ST Y S
B 1 Yi Z3
ai = det | Xk Yk 7k
X3 Y1 n
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1 Yi Z3
bi = — det 1 Yk Zk

1 Y1 71

X3 1 Z3
ci = -det Xk 1 Tk

X1 1 Z1

X3 Yi 1
di = det Xk Yi 1

X1 v 1

N

En el campo de deformaciones =

ex =

DU
X

=INi Ui +INJ Ui + INk Uk +I NI Ul
X o X X o X

ey =Y =3Ni Vi + e +SNL VI
9y 2y ay

@z =W =_3Ni Wi + e + N1 W
, 27 3z &z

vxy =) + Y =N Vi +I Ni Vi 4 e +3N1U1+3N1V1
QY X ayY ax -y Tax

YE =_SV + 3 W =_gii Vi - Ni Wi + ... +RN1 v1 -c-_a_m_ul'

az ay az Y 27
¥z = Q1 +3W = Ui + 3 Ni W1+-..+3N!U1+a Wl
az B x _ z “ax *Z

La matraz [B] gueda =
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. r
ENi O 0 2Nj] O 03Nk O O2NL O o] ui
X 2x 2 X X : RV
Wi
NANi 0 O02Nj O OA3aNk O O2NL O
3y ay Y 7 i
: vi
BP=_1_fo ©03Ni 0 0aNj O 0aNk O 03Nl wi
AY 2z Az 52 =7
‘ Uk
ONIDNI O DNjaNi O DNkaNk O INIaNL O VK
DY 33X Y axX Y IX AYS X Wi
0 BNiIINI O aNjaMi O 2ANKkBNk O NIANIL ul
37 ay 7 a 2Z3Y [ZFY Vi
[ )
i 0 _gNi aNJ 2 aNi Nk 0 2Nk N1 0 9NI - -
X 92 S X 97 3% 2% I% ]
La matriz D esta dada por- z
[~ ~ 0 o o
1-v 1-v
1 o o o
1=~
D =_E a4-\J) - 1 1-2v 0 0
a+~vrd-2-p) 20—V
1-2V o
24+-0)
1—2)
T2a-)
L i

Para cada elemento finito :

k=xg«"n B dV

A

4.7 Eruacidn de equilibrio del medio continuo glohal

Si wuna estructura esti en equilibrio, cualquier parte de ella
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La ecuacidn de equilibrio ordenada se puede escribir comos

1%}

et
L}

&)

donde K se conoce como la matriz global de rigideces de la estructu—
' .
ra, el vector F es el vector de cargas de dicha estructura. El orde-—

namiento de la matriz y el vector anteriores se expresa, sii\boli:a—

. .
mente a contimiacion @

— i

¥ o= e
@z

- a)

P = 2
sy

3
El vector U de la ecuacion de equilibrio de la estructura, es el
vecrtor de desplazamientos de la estructura y se construye con los

vectores desplazamiento de cada -punte nodal. .

4.8 AQspectos’ numéricos de las ecuaciones del elemento £Finito

Con base a lo ya desarrollado, se puede aseverar gue para poder
aplicar el agtodo del elemento finita en la solucidn de los prnblenas
que se presentan en la practica profesional, es necesaric @1 uso de
una computadara digital. Por Eanto, se requiere desarrollar progra—
mas de ’computadora que, con la ‘inforl‘nacil:;n de la gemtrfa, el mate—
rial y las cargas,b se construyan y se resuelvan las ecuaciones de e—
'quilibrio correspondientes, y se determinen, ademas, 1os elemeﬁtns

requeridos para ‘el apalisis y disefo de las estructuras.
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4.8.1 Solucidn de los sistemas de ecuaciones algebraicas linealec

El modélo matematico correspondiente al sistema de ecuaciones al—

gebraicas lineales se acostumbra representar como @
aAx=onb ' --- 4.8.1

donde A es la matriz de coeficientes <{de rigideces.,K,en nuesfro caso)
cuadrada, de n renglones por n columnas, b el vector de cargas P en
nuestro caso) y x el vector incognita (Gos desplazamientos U, en nues-—
-tro casol. 7
Lo= métodos de solucidn para r'esnlver-b'el modelo matematico dado
por la ecuacion 4.8.1,conforman dos gréndes grupos y sbon :los métodos
directos y los métodos interativos. Lbs que Aactualmente se encuen—
tran en uso en el método del elemento finito-son los directos y, de

este grupo los denominados compactns, descritos a continuacidn.

4.8.7 Métodos directos generales

En el algebra lineal se demuestra gque cualquier matriz A, no sin—
gular, se puede descomponsr en el producto de dos matrices triangula-—
res, una inferior L y otra superior U, con la condicidn de que alguna
de ellas este normalizada (Qos elesentos de la diagonal principal soﬁ

iguales a la unidad).' Entonces se puede escribir 1o siguiente :

A=

u - 4.8.2

Las matrices triangulares L y U se cuantifican con la ec. 4.8.2 y
a tal proceso se denomina triangulacidn. Al sustituir 4.8.2 en 4.8.1
se obtiene :€1 proceso de triangulacidn se muestra en el

apendice B )
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L UYUx=05h e B8BTS

1a eruacion 4.8.% se puede escribir como :

Ly~= b cee B.8.4

donde

v - 8.B.5

Ix
1}

u

Las ecs. 4.8.4 y 4.8.5, conocidas como sustitucidn hacia adelante

vy sustitucion hacia atras, respectivamente, establecen Gue el proce-—
oo de trlangulacién ec. 4.8.2) transforma 2l cistema ariginal,que es

arbitrario, en das sistemas triangulares qué son mucho mas simples

' .

de resolver.
De acuerdo con las posibilidades para seleccionar la matriz nor—

malizada, se obtienen los dos métodos siguientes.

4.8.% Metodn de Gauss

£l método de eliminacicn de Gauss, en la forma compacta, =2 ob—

tiene ruandoc ia matriz triangular inferior esta normalizada,es decir:

Lae = 1, i=1,2,...,0 . 4.8.5

4.8.4 Método de Crout

El métndo de Craut, en forma compacta, se obtiene cuando la  ma-—
"triz normalizada es la triangular superior, © sea I

Ve = 1 i21,25ece,0 ‘e 487
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4.7.5 Matpdos directos para matrices simetricas
Si la matriz de coeficientes egs simétrica, es decir:
AT = A T e 3.82.8

ilLos meétndos de Gauss y de Crout se pueden modificar para tomar
en cuenta tal situacidn. Para ello,la ec. 4.8.2, con base a la ma—

triz identidad I, se puede escribir como @

A=L]

=
i
=

-1 -1
DDU=LDDU e .57

donde D es wnna matriz aiagonal, formada con la diagonal de U en el

metodo de Gauss, o bien con la diagonal de L en el método de Crout.
4.9.6 Metodo de Gauss modificado
Si 1a ec. 4.8.9 queda arreglatda como =

pdu=1LpDU v 4.8.10

A =1

donde

Y

o u o - a8

=
i}

Al hacer que la ec. 4.8.10 satisfaga la condicidh de simetr{atec.

4.8.8) se obtiene que =
. -1
U D DT L =UrpobpLv e S.8.12

si consideramos que 3

L =uUrp ' . ABAT
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(1) e 4.8.14

o

transponiendo 3 LY

reemplazando en las ecs. 4.8.1%F y 4.8.14 en 4.8.12

-4 —
dr D ¥yor L =L DU e 3815

de donde se cum:lu;}e, lo siguiente :
- 4.8.16

_l:z:: |

Al susti{uir la erc. 4.8.16 en la gc. 4.8.10 se ochtiene &1 proceso

de triangularizacién para e} métodn de Gauss‘ modificado para lnatri—"

ces simetricas y resulta ser @

A=1LDLT Y - ¥ 4

La eruvacidn 4.8.17 establece que el proceso de triangularizacidn

queda definido por una matriz normalizada y una matriz diagonal. El

proceso de sustitucidn se obtiens al colocar 4.8.17 en 4.8.1 vy se

obtiene :
LDLT x =8 - 4.8.18
1a gcr 4.9.18 se puede escribir cc::::g H ’
Ly=b . 4;8;19
e 4.8.20

DLT x =y

La ec. 4.8.19 es la sustitucidn hacia adelante y la ec. 4.8.20

la sustitucidn hacia atris.
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4.8.7 Método de Crout modificado

Si la ec. 4.8.9 gqueda a,r'regladé :6{!!0 2

A=LPDU=LDRDY . .. oae:
donde
L=1L0D e 8.8.22

Al hacer que la ec. a.g21 Sa{isfaga.;!‘a,;condici‘ﬁn de simetria :

LT - 4.8.273

UTDLT=LDU T
la ec. 4.8.23 establece que =
L=ur D el 4.BL?8

Al sustituir la ec. 4.8.24 en la et; 4.8.21 se'fnbtienp el proceso

de trlangularxza:uan para | el metodo dn Crout mudlﬁcado para matr"u:es

51netr1cas, que se lndit:a :omn

A=E'_=.>._I;J.

La ec. 4.8.2F establece que el prn_' d- tr:angular'xzannn queda

definido por una matriz tri:ngu ar supar‘zc..‘ e maaizana Y una matriz
diagonal. . l ‘

Al comparar la eé. 4.8.17' ¥ la 4.8.25;. qﬁé'défiﬁen los procesos
de triangulacion para los metndos de Bauss y de Crnut modificados
para matrices 51netr1|:as, se puede cnncluu' que no. emste diferencia

entre ellns, pnr 1o que puede llamar‘sele Hetndn de Gauss —~ Crout.




De acuerdo con o anterior, las ecuaciones de sustitucidn hacia
adelante y sustitucidn hacia atras, en notacion de matriz triangular
superior normalizada, se puede escribir como se indica a continuacion

vya gue U = L7 3

UT y=h - 4.8.26
DU x=y - 4.8.27

4.8.8 Método de Cholesky
Sk puede considerar como una variante del método de Eauss—t:rm_lt,
para el caso en que la matriz A sea png:;":-_'va dnfinida. Entonces, ia
ec. 4.8.25 se puede escribir como =
A =yrpw=2pezy =070 e 8.8.28

- donde la matriz triangular l;l = D= U, ya estd normalizada.

La sustitucidn hacia adelante y hacia atrds se cobtienen ‘al susti—

tuir la ec- 4.8.2 en la mc. 4.8.1 y resulta ser :
YTy =58 ) e 3.8.29

yr=y B . ALATO



4.9 Determinacian del estadn de asfuerzos y deformaciones

Conocidos los desplazamientos en cada nudo se calculan las defor—

maciones y los esfuerzns en cada elemento mediante las ecuaciones:
e = @& (8-] --4.9.1
Wkpllel =1 . 4.9.2

donde 8= = vector desplazmiento nbtenido con la

snlucion del sistema de ecuaciones

En este caso para {J"‘! se emplean: solo 1os datns correspondientes
a los desplazamiantos de los nudos gsociados a cada elemento. {T}es
univorme en cada elementn, y asi se nbtiene el tensor esfuerzo en
cada elemento, y a partir de este te_nsnr'pueden encontrarse los es—

fuerzos principales por métodos conacidos.

No obstante la limitaciones de precisidn del mé6todo del  elemento .

finito,las cuales son inherentes a cualquier método nimerico, los re-—

_sultados obtenidos son satisfactorios e incluso pueden graficarse me—
e

diante prngramacidn,ademés permiten el manejo de cualouier geoastria
irr'egﬂyar,dirétribu:in’n de cargas y ‘de heterogeneidad . de prﬁpiedades de
los Elementns;las cuwales son limitaciones muy serias en otros métodns
de andlisis. .

Notese ademés,que los errbres numericos involucrados pueden Sser

del nismé‘ orden a Ins que se tienen por falta de datos experimentales

completos en toda la region.Asi pues,una mayor fineza en Ilos resulta-

dos es engannsa.
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T CAFITTUL.O Vv

DESARROLLOC DEL. ANGL ISIS

5.1 -Caracteristicas del analisis

La presa de Aguamilpa, en el wdo. de Nayarit, se 'localizara
.subre el rioc Sant:'-.ago en una gar.ganta estrecha. Su sec;idn
transversal al rio dibl;lja una Vv, f‘élativamehte regular, for—
mada por masas fracturadas de Ignimbritas del terciario, surca—
das adgma’s por digues de andesita porfidica,monzonita y diaba-—
sas.

. Tomando en cuenta las caracteristicas geolagicas y sismicas
del sitio, se diseno en una primera etapa, una presé de tierra
Yy  enrocamiento de 19 % 10‘ m’.~ de volumen. El1 volumen de arci-
ila dozu nutlss :a—.tral Efa ae 2 % 10‘ - s ¥ ia custancxa de
acarreo para este saterial resultaba de 30 kmy en v:.sta de lo
cual se inicio por parte de C.F.E., el disefic de una presa de
enrocamiento con pantalla impermeable de concreto, cuyo com—
porta.:entn sismico ha mostrado ser satisfactorio en nuARrosos
ejemplos de presas de este tipo ya construidas.

Se pretende en Aguamilpa, cunstrux}r una presa del tipo ya
mencionado, de acuerdo a las normas modernas al respecto, gque

se describen en _elr capitu.}n correspondiente al estado del

arte en presas con losa de concreto.
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Sin embargo, tomando en cuenta su altura 490 m) .y su loca—
liza_cién en una zona de alta sismicidad, se busca ssr conser—

" vador y analizar lo mds detalladamente posible el estado de

esfuerzos y deformaciones en esta presa.

La investigacion que nos ocupa tiene por objetivo el andlisis
de las condiciones de apoyo de la losa de concreta, efectuando un
analisis paramétrico tridimensional vériando la geometria y las
propiedades mecdnicas de los materiales de las zonas de apoyo de
la ipsa, a fin de optimizar su diséﬁa.

El analisis estdtico se hace simulando el proceso constructi—
vo de la presa, asi camo el llenado de su embalse mediante 12 os-
delacifth por elementos finitos y utilizando el programa de cospu—
-tadora que se describe brevemente ep el punta S5.3.

Aprovechando la condicidn de simetria que se presenta en la
boquilla de la presa, se vid la factibilidad de analizar Gnica-—
mente la margen izguierda de ella, considerandoc gue las ideas que
se desprendieran del anadlisis de ésta puedan ser aplit:ada's al
conjunto, logrando de ésta manera simplificar la modelat:ic'ﬁ.

Es propdsito de 1a simuelacidn el aproximarse al verdadera
cumpurtanﬂento- de lasa y materiales componentes de la presa, va—
riando el médulo de elasticidad de éstos,ds acuerda al incremen—
to de esfuerzos que cada elemenio tenga durante ia construccién

g2 la presa y el llenado de su embalse. Este :ompnr{:auiento de

los materiales és del tipo no lineal y se eaplea el procedimien—

to descrita en el punta S5.2.
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5.2 Procedimiento para simular el comportamiento no lineal

de los suelos.

El éxito de la modelacidn de una presa de tierra por. el me—
todo del elemento finito,depende en gran parte de que tan bien se
puede describir analiticamente la respuesta no lineal del: suelo y
materiales rocosos bajo la carga aplicada.

Desde 1967, npuchns procedimientos han ‘sido propuestos para'
incorporar el comportamiento esfuerzo — deformacidn del suelo y
roca en el andlisis por elementos Finiﬁos. Pero aquellos procodi—
mientos que cumplen satisfactoriaments -on 165 FeGUisitos de sim—
plicidad y exactitud para un problema, pueden ser totalsente ina—
decuadas para otro. :

Muchos son los factores que afectan las caracteristicas es-
fuerzo—-deformacion del suelo y de rocas, y un gran esfuerzo se
realiza para estudiar el efecto de esos factores. Duncan divide
estos factores env composicionales y ambientales. Los primeros
pueden ser la densidad del suelo, 1 contenido de agua, .el arre—
glo interno de las particulas del suelo, etc. Los -Fé:tores an—
bientales incluyen las cand'_iciunes de carga bajo las cuales el
sueluresti sqjetu, presidn ‘de confinamiento, historia de cargas,
magnitud de déformé_:ién, etc. Hoy dia, €l estudio de los efectos
de los mencionados factores se realiza mediante snsayes delabo—— .
I’jatorio, repr'esenéativus del suelo en campo y ba_)o condiciones de .
carga anticipadas. Los resultados de esas pruebas permiten formu-

lar un modelo adecuado del comportamiento del suelo para incluir—

lo en los andlisis por elemento finito.
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Un procedimiento muy usado para simular el comportamiento es—
fuerzo—-deformacion para terraplenes es el propuesto por Duncén Y
Chang d4%70), mediante el cual, el comportamiento no lineal del
suelo se simula usando una relacidn del tipo hiperbdélico, como se
muestra en la fig. S.1. La figura 5.2 muestra el excelente grado

de exactitud que puede obtenerse entre el modelo hiperbdlico y

las curvas de laboratoria.
Dado que los programas de elementos finitos estan formulados

para un comportamientno lineal del sueln, es necesario apraximar

amignta mate-—

el comportamiento no lineal auxiliandonos de la herr
.

matica que ss el Andflisis lineal. Esto se logra usando incremen—

tos lineales sucesivos Fig S.t.a), donde el valor del mddulo pa—

ra cada elemento de 1a malla de elementos finitos zse ajusta de a-

cuerdo con el estado de esfuerzos para cada incremento de carga.

L.a relacidn entre esfuerzo y defprmacién estd gobernada por
1a ley generalizada de Hooke para deformaciones elasticas,;la cual

puede ser expresada como sigue, para condiciones de esfuerzo pla—

no 2
A%x L ~-v v o BExX
A Gy = Et v -V o &€y
' a+v 14-2v )
ATyy R 1—2v 4 Y¥'xy
- 2

donde . &¥x, AVy vy &%xy son los incrementos de esfuerzo du-

rante un incremento de carga, y Afx, Afy y O¥xy son 1os co—
rrespondientes incrementos de deformacidn. Et es =1 addulo tan—
gente de Young, gue s ajusta en cada incremento de carga de a-

cuerdo a la no linearidad, estado de esfuerzos e inelasticidad.
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ANALISIS DE ELEMENTO FINITO, REPRESENTACION NO LINEAL

ESFUERZO=-DEFORMAC | ON (MODELO ELASTICO INCREMENTAL) .
1. Esfuerzo 2. Deformacién 3. Modelo qe‘comportamigg-

.to- del suelo (g; - g3) = esfuerzo desviador, ¢ - defor-

macién axial, Ei - -modulo inicial, Et- modulo ‘tangente
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FIG. ~5.21.b ANALISIS DE ELEMENTO FINITO, REPRESENTACLON ESFUERZO-
B DEFORMACION NO LINEAL (REPRESENTACION HIPERBOLICA DE
UNA CURVA ESFUERZO-DEFORMACION)
1. Real 2. Transformada (g1 - og3) - esfuerzo desviador,
€ ~ deformaci6n axial, E‘ -_modulo inicial, (cp - c:r:;)urt

esfuerzo desviador altimo.
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FIG. 5.2. RESULTADDS DE LA CURVA ESFUERZO-DEFQORMACION PARA UN ENSAYE
: COKSOL 1DADO-DRENADO PARA UN MATERIAL LIMOSO.

1. Esfuerzo desviador 1b/in? 2.

3. Representacién hiperbolica 4. Laboratorio
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5.2.1 Representacign hiperbslica de un material de

comportamiento no lineal.

Usando una hipérbola para representar la curva esfuerzo— de-—

formacidn Fig. S.i.b), la relacidn gqueda expresada por :

( St — <3 = £
1 N
Ei ( C1— $3ult

dcmde‘Ei es el deulo tangenté v (S1- C:ﬁ)ult es el valor asinto-—
tico del esfuerzo desviador, ($1- V3, aproximado en la hipérbo--
1a para una deformacién infinital Esos valores son determinados ,
para un ensaye dado, aproximando ‘'una linea recta a la coleccidn

de puntos determinados, como se’ muestra en la grafica inferior de

la -figura S.1.b.
S5:3.2 Dependencia Mddulo — Esfuerzo

Los valores de Ei y ( V1-.Y3jult se determinan a partir de

f
-

una serie de ensay=ss oo laboratorio para diferentes presiones de

confinamiento V3), 10s cuales se incrementan al aumentar esta

tfig 5.3). Janbu {4963) sugiere gque esta variacidn de Ei con res—

pecto a V3 puede expresarse mediante la ecuacidn :

a
Ei = K Pa (Us)
FPa
dande Y3 es el esfuerzo principal menor, Pa la presidn atmosfé—
.rica expresada en las mismas unidades de Ei y V3. K ¥y n son va—

lores adimensionales e independientes del sistema de unidades u-—

"tilizado.
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La variacidn de ( V1~ <3ult puede relacionarse con el es-—
fuerzo pico desviador ( Vi~ Y3 f de un ensaye pbr la siguien—

te expresifn :

(V1-U3)f = RF (Y 1— T Dult
donde a Rf se le conoce como relacién de falla y s un parametro
adimensional cuyo valor'. 25 siempre menor gue la unidm:.l. L3 de-
pendencia de ( Vi— ¥3)ult de acuerdo Aal estado de esfuerzos pue—

de aproximarse usando el criterio de  falla de Mohr Coulomb.

(V1 U me = | [ o com o =2 YT oon 51

-—Rf { — sen @

donde c es la cohesidn y @ el dngulo de friccidn interna. Se pue—
de demostrar gue e} valor del mddulo tangente de acuerdo con el
estado de esfuerzos existente esta dado por la expresion de Kon-

dner :

-

r : , "
Et =. L i — Rfd-sen N(V1—- <3 K Pa 33)
: 2c cos @ + 2c sen 4 Pa .

En el procediaiento por eimentos finitos, cada paso es usual—
.mente analizado dos veces, la primera usando el.' valor tarig!ntp
basado en el nivel de esfuerzos del elemento debido ai incr&nto -
de carga previo, y la segunda es usando el vaior del mSdulo tan—
gente basado en el promedio del nivel de esfﬁ-rzos. durante el in—

.

cremento.
5.3 Descripcidn del programa de computadora utilizado
El programa empleado es una version modificada del dé_noginado '
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SAP IV v =B basa en el métodb de los elementos finitos. Utiliza
elementos cibicos isoparamétricos de 8 nodos y permite simular
tanto el proceso constructivo de una presa como el llenado de su
embalse. él comportamnienta esfuer:o—deformaci:_in no lineal de los
materiales terreos se modela utilizando una relacidn hiperb6lica

del tipo gue se describe en el punto 5.2..

El programa esta escrito en FORTRAN IV y adaptado para la

computadora B—7800 de la Direccidn General de Computo Academico
de la UNAM. Su funcionamiento general se muestra de foraa esqun-;

matica en la figura S.4. Tiene las siguientes caracteristicas:
ll

a) Una rutina principal y 14 susbrutinas
) Requiere 3902 registros en disco
c) No necesita cintas durante. @1 proceso

d) Graba resultadns finales e intermedios en 1S archivos,los

cuales también emplea para lectura.

e) Utiliza memoria dindamica

) Maneia elementos finitos de forma paralelepipeda isopara—

métricos de 8 nodos.

‘La cantidad de nudos y elementos para la malla que puede
manelar &1 programa depende de la capacidad en disco que se le

asigne en la computador .
5.4 Primera modelacicn

S5.4.1 Geometria



I Lectura de datos de nudos, elementos, propiedades y cargas

o

, No. elementes s

1 =1

1

I Qbtencidn de la matriz B

L

|Formaci6n de la matriz D a partir de las propiedades

L

cdlculo. de 1la matriz K mediante el producto matricial

K = B D B v su ubicacidn en. una matriz clobal.

L

Formacidn de la matriz global total mediante la suma de matrices

globales de todos los elementos.

Formacidn del vector de cargas]

[7 Eliminacidn de. ecuaciones por grados de libertad rcstringidos

]

L -

Resolucidn cel sistema de ecuaciones con lo cual se obtiene el

vector de desplazamientos

xfi = 1 , No. elementos >

Obtencidn Qe les vectores Y . para cada elemesnto, a‘partir
| de los desplazamientos de sus nudos.

e

rcélculo de esfuerzos principalesj

f

{Impresidn de TesultadO§J

FIn |

FIG. 5.4 .- Diagrama de flujo del programa de

elementos finitos utilizado.
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A partir de la condicidn actual del estado del arté en pre—
sas de enrocamiento con losa de concreto, se definid una geomae—
tria 'y una zonificacidn de materiales para la prEsa de Ag.:amxlpa.
Esta primera configuracidn se muestra en la figura S5.S.a.

La estructura de esta presa esta formada por un macizo de
enrocamiento (material 1) cuqierto en su frontera de aguas arri—
ba por una z.ona de tr'ansil:ién y filtro (materia} 2) que subyace ]
a una capa de material arcilloso material 5) protegido final—
mente por una losé de concreto. Las zonas constituidas por ‘el
material 4 correspopden a las ataguias de 'agt;las arriba y abaso.

Los espésores de las capas fnr‘mad’é\s por los materiales 3,3 v
2 zZon resnectivamente, 0.6, 5 y S I‘Ldtrns, en todo su desarrollo.

En la figura S5.59.b se presenta una vista desde aguas arriba
de la presa, a fin de senalar la existencia de una junta peri-—
) met.:ral en el contacto roca—-concreto gue se modeld con  elemen—
tos finitos, cuyas caracteristicas de rigidez son muy bajas.As{'
mismo, se ﬁretende en ésta forma recalcar que no se modificd la

. geometria de la ladera en su contacto con la losa de concreto.
B. 4.2 Simulacicn del proceso constructivo

Se puede observar en la figura S.5.a, due t1a ataguia de aguas
arriba no gueda totalmente integrada a la presa, por lo gue - la
losa de cun:retp deheri construirse en daos etapas, la pri.e‘ra.‘- has—
ta la elevacién 117 vm como eleméntn impermeable de la atag.u'a de
aguas arriba, vy la segunda de la elevacidn 117 a hasta la corur\a.

v En el caso considerado, la malla de elementos fxm.tus cnns1s-—

te de 397 nodos vy 3;0 elementos- ifig. S.6.a vy p), en general para—
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Materiales
1. Enrocamiento
2. Filtro y transicién

3. Concreto

4. Ataguias

5. Mezcla

FIG. 5.5.a .- Zonificacidén de materiales
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FIG. 5.5.b .~ Vista desde aguas arriba
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lelepfpedas de 8 nodos, salvo en la cercania de las laderas, en gue

se emplearon tetraedroé. La construccidn y primer llenado se idea-

lizaron mediante 10 etapas; las dos primeras abarcan la construc-—

cidn de la atagufa aguas arriba con su losa integrada. Las etapas
3 a 8 simulan la construccion del cuerpo de 1a presa. La etapa nu-
mero 9 representa la construccidn de la losa de concreto de las
elevaciones 117 a 235 m, y la etapa 10 simula el primer llenado.

Tanto para esta n.\.':.c‘.ela:icin, como en la siguiente, las carac-—,

teristicas mecdnicas del concreto se consideraron constantes e i1—

guales a :

E = 200 000 kg/cm

y V= o.30

Asi mismo,la junta perimetral se ideslizd en todos los casos
mediante el uso de un material muy deformable, cuyas caracteris—

ticas de deformabilidad son 3
E = 0.01 kg/cm
vy <= 0.40

S.4.3 Presentacion de resultados

7 Las propiedades de los materiales del cuerpo de la presa para

esta primera modelacion se muestran en la tabla S.i.

Los resultados de este anilisis se presentan de las figuras

5.8 a 5.10. Se muestran el perfil deformado de la presa y curvas

z en el paramento de concreto de

de isoesfuerzos normales Xy

'la presa dividido en dos franlas de 30 cm de espestor cada una y
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Y VI | )

v : .lﬂ4Kg/mZ Kg/m}
tmrocamicnto | 2000 1 oess | 0 | aew
2 Filtro y Trans. 2500 0.30 ‘ n 2200
3 Conércto 200000 . 0.30 250 ‘ 2400
4 Atagulia 1500 ‘ 0.35 a 2000
5 Mezcla " 1ovo 6. 30 1 2200

TABLA 5.1 .- Tabla de propiedades { )



denominadas en lo subsiquiente tosa I (super-finial) y Losa II Gn-
terior), como se muestra en la figura '5.7.‘

En el caso en cuestidn, los esfuerzos‘ Vx y %z de tensidn
que se generan en la losa II alcanzal_'l magnitudes super-ores a. 200
y 400 kg/cm , respectivamente, en la parte éuperinr del paramen—
to de concreto y en ‘la cercanfa del empotramiento. Analizaﬁdﬁ 1a
topografia del terreno natural entrev las elevaciones 200 vy 235,52
aprecia que existen prnm;nencias de roca atrés de la tr_aza. de la
losa de cdncretn que constituyen puntos duros nefastﬁﬁ para el
buen x:cmpcrtamien‘tb estructural de ésta. ‘ :

En consecuencia, se modifich la geometria de la "1a(.:|er;a, re—
gularizandola a lo largo de la traza de la losa de concreto me—
diante una 2anja, con el fin de dismiﬁuir }a interaccion de la’
ladera con la losa.

"’ También se observa una alta concentracion de esfuerzos en la
parte inferior de la losa d y I, debido probablemenﬁe en- barte
‘a los esfuerzos inducidos por el peso de la ataguia que la ‘éa—_
breyace.

Entbnces, los 5ubsiguien€es casos analizados cnrreséurﬂe_n a
" la geometria de la ladera ya descrita, logrando ‘evitar 1a §pari—
cion de altas tensiones en la parté- superior de 1a. los_S ®n la cer—
cania de la ladef-a. También se decidid incorporar la ataqﬁfa de:

aguas arriba al cuerpo de la presa.
5.5 Segunda Hodc;lacién
5.5.1 Seometria

La geometria que se propone ep ésta segunaA modé_lacién,c’sﬁ ccm— :
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FIG. 5.7 .- <Cortes a diferentes elevaciones
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CASO 7 PRESAS COfi ATAGUIA

MAT 1 LOSA I
ESF. .t o { uorizontal }

| unidad's 10 kgicw’

CASO 3 PRESAS CON ATAGUIA
MAT ¢ LOSA 11
LSF. 3 oMy {erizontall)

1 unided = 10 kg/cm®

FIGURA No.5.9
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secuencia de los resultados obténidné anterinr"mente, la zonifi-
cacion de materiales es sinilaf a la utilizada en la nDdéiaci&n
anterior (fig. S.il.a)

En ésta geometria se considera que la ataguia de aguas arri-
ba queda 'integrada en el cuerpo de la presa.

En cuanto a regglarizacién de la ladara sé :cmsiderg un Vca—'
i6n excavado de 7.5 m de ancho aguas abajo de la losa de concre—
to, a fin de eliminar en la cercania de désta idltima las protube-—

' rancias de la roca, seguin se muestra en la figura 5.11;b ‘para va—

rias secciones.

5.5.2 Simulacidn del proceso constructivo
K

En ésta segunda modelacién, i1a malla de elementos fiﬁitos cons-—'
ta de 388 nudos y 314 elementos (fig. 12), la construccidn se e—
fectua en 9 capas, siendo la novena correspondiente a ia coloca-—
cidn de la lnsa‘dé concreto desde el pie dgl talud hasta la coro—-
na. La décima capa ctorresponde al llenado de la presa.

Ahora bien, siendo el ohijetivo de ésta investigac:i-én la quti—

: nizacién de 1a distfibu::iéﬁ de es*uerzos en la losa de - E:nn:retol
" del paramentu nnJado de la presa, se determtna el caapo de “fuer—
 zOs en esta presa para diferentes casos, vanando las cara:teris—
tu:as mcanu:as de sus :zate.—_;ales constitutivos.’  Los - ocho »t_:asos -

;nalizadns,en dsta segunda‘mdclail:idn se presentan én' 1a tébla 5.?.'
S.5.3 Pre_sentaci.én de resultados
Desplazamientos de la- 165;, n ’ '

Se v‘avjiart‘:ri los mddulos de déf»ofmabﬂidad tanto del éq;c;;é—
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CMATERIAL CASO = c o -
107 mg/m? 10~ Kg/m2 Kg/m3
I al IV 20 0.35 0 40° 2100
1 o

V al VIIT 15 0.35 0 40 2100
al 1Iv 25 0.30 0 40° 2200

2
V al VIII 18 0.30 0 359 2200
3 Todos 2000 0.30 2500 40° 2400
4 Todos 15 0.35 0 38° 2000
I y.vV 5 0.40 20 25° 1850
II y VI 10 0.40 10 30° 1900

5
IIT y VII 15 0.38 s, 320 1950
IV y VIII 20 0.35 0 35° 2000

.- Propiedades de los materiales

Tabla 5.2

para cada caso probado.

W
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Materiales

1. Envreocamicnlo

-2. Filtro v transicifn

3. Concreto

4. Ataguias

5. Mezcla

FIG. 5.11.a .~ Zonificacidn de materiales

Segunda modelacidn
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miento-(material 1)y comd el de la mezcla de arcilla {material 5).

Se observa que habia una variacidn imporﬁante en ias magnitudes de
" los desplazamientas inducidos por el primer llenadgo, como se pue—
de apreciar en la tabla 5.3, .

il_as magnitudes de los desplazamientos observadops, adn para el

caso III qgue tiene los menores desplazamientos, son del orden det

doble de los reportados por Sherard y Cocke para una presa de 190
metros de altura.

En la figura 13.a vy 'b, se.muestran el perfil longitudinal de-—-

formado para la presa Aguamilpa eh €l caso 11 'y el perfil corres—
pondiente para la presa sz do Areia obtznido mediante  instrumen—
tacién. '

Estos desplazamientos son consecuencia, en gran medida, al he—
~cho de que al final de la construcq_:ién, el material de filtro y
transicidn (naterial 2) esta plastificado entre las elevacicnés
55 y 158 m, como se muestra en la’ figura 14. La rigidéz de éste
mat:erial: en cqmparat:idn con la. de los n;ateriales de enrncamien-’
th vy de mezcla \‘materﬁaieﬁ 'y ‘5) propicia pér efaectos  de inte— ‘7
raccion, tal plastificacién. Por lo que convendriz para 'éminoraf;
sus. efectos negativos, tratar de uniformizar las rigideces de los
materiales 1,2 y 5. ) ‘ : ‘

tas hipStesis de calculo suponen un né_duln de dﬂqfﬁadép “muy
reducido_ al material 2 =n ia zona plastificada, propiéiando lla gé-

neracién de desplazami.er\»tosvmtb‘rios de la losa durante el primer
- ilenado. _ o - )
. Bin eabargo, es diat_:ut_ibla~é§t:a farma de efectuar el calculp.Si

bien durante la construccion el jmater;ial 2 alcanza un estado de fa-—
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~ 641

CASO dx(‘cr'n) dy ( an) dz (am)
I 15 ~ 120 - 180
11 15 -120 - - 180
III. 12 - 120 - 170
v 20 - 190 - 230
v 1“8 - 160 - 210
vI 5 - 140 - 200
vII 25 ’ - 120 - 190
vIII 50 - © -280 300"

: desplazamiento horizontal hacia la margen izquierda.
p-az
dy : desplazamiento horizontal hacia aguas arriba.

dz : desplazamiento vertical

TABLA 5.3 .~ Desplazamientos méxinos de la losa de concreto

a raiz del primer llenado.




- ol -

. 410.00 -+

290 .00 A

170.00 -

Bscalas desplazamiconto -
QO wmesme0S M

Horizontal

5 m Vertical

r

~180.00 ~60.

FIe. 513" .a .- Perfil desplazado.
. Caso IIX



DEFLECTION (cm)

CR 05/80 | 06/80 | O7/80 | 08/80 [ t1/80 10782 | 03784
1-21 21.8 27.7 44.0 47.4 50.1 52.5 52.5
L 7-271 228 | 30.9 | 55.8 | 61.4 | €4.8 | 68.1. ) 70.0
13-33 12.6 20.7 50.4 61.2 6€9.2 v2.8 77.5
18-38 —_ 8.7 35.6 47.0 56.6 62.1 '68.9

FIG.:5.13.b .- Perfil defomlado.instzr.;l‘.mentj'a'.do' :
para la presa Foz. do Areia L
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R 2 S

Elev. ( m)

f\\ =5
0007
T //////X<///L

X

Y

plastificacicn

4 .- Elementos plastificados despu€s de la
construccién en el material de filtro

FIG. 5.14 .
Y transicién (material 2)

235

115
92

55



Ila con esfuerzos principales maximas casi paralelos al talud de
aguas arriba, durante el llenadao la trayectoria de esfuerzos ac~
tuante cambia radicalmente y es dificil predecir, en forma realis—

ta, la magﬁxtud del mddulo de deformacion durante ésta iltisa eta—

pa.
En pruebas triaxiales o de deformacidn plana realizadas en es—

pecimenes de roca se ha observado que las curvas ( 1 -~ 3 ve. a

tiene la forma gue se muestra en la figura 15 para. el Gneiss grani~

tico de Mica.

Al aumentar bruscamente el esfuerzo principal menor 3, el =S

dulo de deformabilidad aumenta :cnsiderfablemente, y este hecho no se
toma en cuenta en la simulacidn. ,

Convendria simular el llenado de la presa en varias etapas de
carga en la modelacidn por elementos finitos. En la practica se ten—
dria que, antes de colocar la losa de concreto, compactar el mate—

rial 5 mediante un rodillo que caminara segun la linea de mayor pen—
diente del talud de aguas arriba, a fin de precargar este nteﬁal'
en una direccidn conveniente para aminorar los dospiazamientos de
la losa a raiz del primer lenado. .

Pe acuerdo con lo indicado en la tabla S.5.para 21 caso IV y
VIl los despiazamiantcs agmentan considerablemente al generarse
un esfuerzo de plastificacidn en el material 5. De hecho, al atri—
buir a este material un angulo de friccidn igual a 35 y una cohe-—
sidn nula, el factor de seguridad del talud de aguas arriba de la
presa alcanza apenas el valor de 1.05; al final de la construccidn.

Tomando en cuenta ésto Qltimo, Conviene asegurarse gue la re-~

sistencia al esfuerzo cortante del material 5 proporcions un factor
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Gnedis granftios de Mica

FIG. 5.15 .~ Prueba de deformacin plana

Esfuerzo desviador vs. deformacibn axial



de seguridad de por lo menos 1.3 al talud de aguas arriba para una

pendiente 1:1.5.

Tensiones en la losa _de concreto en la cercania

del empotramiento

En las figuras 16 a 32 se muestran las curvas de isoesfuer—
70 normal Yx Y qz, tanto para losa I como losa I1 para cada
unp de los 8 casos analizados. También se muestra la distribu—
ci6én de esfuerzos Tx v 1z en el material Stmezcla de arcilla)
para el caso IL

Los desplazamientos inducidds ;por el primer llenado occasio—
nan esfuerzos de tensidn consider:ables en la cercania del em—
potramiento y a la elevacidn 100 m aproximadamente. En la tabla
5.4 se muestra la magnitud de dichos esfuerzos para todos los
casos probados.

La generacién de estos esfuerzos de tension en la losa de
concreto y en ambas direcciones parecen relacionarse cualita-—
tivamente con la zona de plastificacién que se presenta al fi—
nal de la construccidn en el material 2 de §iltre vy transicidn.
E€sta franja de material 2 se comporta, duf-ante la etapa de 1lle-
nadb, como un material blando rodeado por materiales relativa-—
mente rigidbs.

Ahora bien, cuando variamos las caracteristicas de resis—
tencia al cortante del material 5, estdmos modificando el fac-— ’
tor de seguridad del talud de aguas arriba (tabla 5.4). Con—
forme disminuye €éste, se reduce el mOdulp de elasticidad del

material S5, supuesto para la etapa de llenado y correlativa—
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“.F.S. : Factor de seguridad al final'dela ‘construccisn del tal\ﬁ“a_gi%ask, arri

Esfuerzos en kg/at\2

TABLA 5.4 .- Esfuerzos de tensifn en la losa de concreto. en la cercania
del ampotramiento y a la elevacién 100 m. )




mente tienden a aumentar los esfuerzos de tensidon en la losa

a la elevacidn 100 m.

De nuevo, y de acuerdo con estos resultados, conviene ase—
gurarse de que las caracteristicas de resistencia al cortante

del material 5 elegido, aseguren un factor de seguridad del

talud igual a por la senns 1.3.

Yensiones _en_la zona central superior _de la losa

En la cercania de la corona de la presa, el material 5 es-
ta sometido a esfuerzos de tension (Fig. 20.a y b), tornande—
se muy deformable y dando iugar a esfuerzos de tonsidn en 1a4
losa dz concreto. como se indica en 1;71 tabla 5.5. '

Cuantitativamente estos resultados no son realistas, ya
que en particular, no se introdujo en la modelacidn la praesen—
cia de las juntas entre tableros de la losa. Sin embargo, cua—
Li'-tativamente muestran gue los casos JIX v VII parecen serl los

mas favorables en cuanto a magnitud de los esfuerzos desarro—

llados en la losa.

Concentracion_de esfuerzos en la_zona superior de la losa
en_la cercania con el empotramiento

Se observan cancentraciaones de esfuerzos tanto de tenéién
como de compresidn en la cercania de la losa con el empotra-—
miento en la parte superior de la primera. Se consideran cau—
sados por la forma de la ladera, y el cajidn excavado logrd
disminuirios en forma considerable pero no llego a eliminar—

los. No se puede regularizar mds la ladera en la margen iz—
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Esfuerzos en Kq/cn2
o =

TABLA 5.5 .- Miximos esfuerzos en la parte superior central de la losa.



guierda porque en ese lugar se localiza el vertedor de la pre-—

sa, por 1o gue en la priactica se tendrfan gue construir un

mayor nimero de juntas verticales a fin de disminuir el efec—

to de la ladera sobre la losa.
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FIGURA No.

Ao ;1
mar. LOSA 1X
ESF. 3 Sx {horizontal }

1 wnidad = 10 kgfon®

5.16




e
-~

FIGURA No.

CASO 5. I
MAT . 5 LOSA IX
-

ESE KR { vectical § ¢

1 unidad =10 kg/an®

5.17




. nidad = 10 '"i/“’z

¢ rortzontal )

" FIGURA 5.18




- 661 -

CAsO ¢ 11
MAT . 3 LOSA X

EsFp ,sxlvuruca.l)

} widad = 10 kg/on®

FIGURA No. 5.19)
e e
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FIGURA No. 5. 20
FIGURA No. 3-°7
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MAT i tosaLY
EsF 18, ( horizontal )

1 unidag = 10 kg/cm?

5.21

FIGURA No.
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Caso :

MAT

ESF 3

1 unidad = 10 kg/em?

: LOSA I

CASO :- IT11-

11
MAT. ‘3 LOSA" 1170

: ESE i's, { vertical )
S, ( vertical’) . :

z . . i
! unidad =10 kg/cn?:

FIGURA No. 5.22
o n e 2ees
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FIGURA 5.23

LOSA 1T

Ahorizon
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caso

MAT : LOSA I

ESF : S, ( vertical )

1 unidad = 10 kg/cm?

cAsO : IV
MAT ': LOSA II
:sg‘. : S, { vertical )
1 unidad = 10 kg/en®




\,
CASO : Vv
MAT : LOSA I1
ESF 1 S ( horizontal )

%

1.= 10 kg/cm?

1 ‘unidad =10 xg/em?.

FIGURA No. 5.25




Fors,

: LOSA I
{vertical}

unidad = 10 kg/cm’

5.26

FIGURA No.
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FIGURA No. 5.27
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MAT - : LOSA I

ESF s, ivartical } .-

I unidad = 10 kgfem?

FIGURA No.
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ESF |2 (. horizontal )

1 unidad'- 10 kq/:vnz

FIGURA No. 5.29
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AT 3 LOSA X:

/- untdad.%.10 kg/em? "

ASO. 3 VIX-. -

sF s s vertical ) o

vii

‘LOSA IT

s, ¢ vertical )




2 VITE
¢ LOSA 1

£ 5,

‘hortzontal )

onidad = 10 kg/em” -

'FIGURA No. 5.3l
FIGURA No. 5.31
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gsF : 5. 1 vestical }

1 unidad = 10 kg/em?

FIGURA No. 5.32 . °
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TAarr-r T T O VI
CONCL USTONES

En este capitulo llegamos a la etapa de la investigacion en
gque hay que emtir una serie de  conclusiones en relacién a las
caracteristicas mas relevantes encontradas durante el proyecto de

, , . , .
investigacion en consideracidn.

anterior se sugiere que @

a) Los casos mas favorables en lo relativo a magnitud de esfuer—
zos y desplazamientos en la losa son las Cjue corresponden a
elementos estructurales (material 1,2 y 5 homogéneos en cuan—

to a mddulo de deformacion.

b) Los casos mas favorables constan de elementos estructurales
cuya resistencia al esfuerzo cortante sea suficientemente ele—
. vada como para asegurar un factor de seguridad igual a 1.4,pa—

ra un talud 1.5:1.

c) Cunven&ria analizar detalladamente y a futuro, el caso !Ii o
el caso ViLintroduciendo las juntas verticales en la losa de
concreto. En.lD relativo al llenado de la presa, y a fin dg
tomar en cuenta la trayectoria de esfuerzos en forma mas ;-ea—
lista, conviene hacer 1la simulacion en varias etapas de c:;l—

culo.
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Se derivan entonces, de todo lo tratade en la investigacidn,

las siguientes conclusiones :

1) Regularizar la ladera a lo largo de la traza de la losa de
concreto, eliminando las prominencias rocosas en una faja

del orden de 1S m de ancho hacia aguas abajo de la losa.

2) Se debe asegurar durante la construccidn un factor de segu-

rid:ad contra la falla del talud de aguas arriba superior

a 1.3.
.
3) Compactar el material de mezcla @mateorigl S &en su cara ex—
terna, proxima al talud de aguas arriba mediante rodillos

que caminen a lo largo de la pendiente del talud.

4) Utilizar materiales terreos homogeneos en cuanto a sus ca—

racteristicas de deformabilidad (nddulo de deformacidn y

relacién de Poisson). .

3) Analizar detenidamente la influencia de las juntas vertica-
les en la generacion de esfuerzos de tension en la losa,asi

como simular el llenado del embalse de la presa en varias

etapas de calculo.

Después de todas las conclusiones mencionadas arriba con

relacibn al analisis desarrollado durante el proyecto de in—

vestigacion en cuestidn, hemos visto los estados des esfuerzos
para la losa de concreto y para los materiales que le sirven

de apoyo (mezcla de arcilla, filtro y transicion), y podemos
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hacer una justificacidn desde un punto de vista fisico para

la presa de Aduamilpa, y dar una serie de conclusiones al

respecto :

a) El hecho de colocar la laosa de concreto nos permite redu—
cir el voliimen de materiales utilizados en la construccion
de la presa. Permitiendonos también el hacer lo_s taludes
un poco mas parados con respecto a su diseno original. Es—
te punto &5 muy interesante, ya que el solo hecho de colo—
car la losa provoca de alguna manera una * disipacicon de
esfuerzos Y an su contacto con la ladera, Yy nos permite

fnacer el talud de aguas abajo est':able para una mayosr pen—

diente.

b) El material de mezcla de arcilla (material 5, tiene dos

funciones definidas :

— Proporcionar una base de apoyo lo suficientemente lisa

para la losa.

- Impedir el paso del agua gue puede filtrarse a través

de la losa.

Sin embargo, ademas de estas dos fuﬁciones, tiene otra
‘adiciunal que eps la de proporcionar estabilidad a la losa an—
te la plastification del material 2 (filtro y transicidn), y
evitar que los desplazamientos de esta, y por ende los esfuer—

205 de tension, fuesen mayores.

- 175 -



) El copete de material 5 que se aprecia en la zonificacion
de la presa para ambas modelaciones, debe su presencia a
motivos constructivos solamente;,; ya que se facilita 1la
compactaci&n de este material y el de filtro a elevacio—
nes cercanas a la corona. Mecanicamente, su comportamien—
to quizd no es el ideal, ya que se presentaron tensiones
en el mencionado copete, que indujo una disminucidn en el
modulo de deformabilidad de dicho material y por lo tanto

esfuerzos bajos de tensidn en la parte superior central de

la losa.

A partir de lo anterior, la presa de Aguamilpa tiene tam—

bidn una justificacién de tipo fisico.

Por otro lado, referente al planteamiento realizado en este
trabajo para una metodologia de la investigacidn, podemos emi-—

tir las siguientes conclusiones :

1) Toda investigacidn cientifica se realiza con mayores proba-
bilidades de éxito cuando previamente se elabara un proyec-—
to del trabajo por realizar, en el cual se incluye el pro-—

cedimiento para realizarlo.
2) El1 proceso de investigacidn requiere de ingenio,creatividad

y mucha paciencia para lograr la cnmprnba;ic’m de las hipd-

tesis planteadas para la exph’.cal:ién del problema.
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Se ha tratado pu€s, a lo largo de todo el trabajo que se
presenta, el ilustrar la metodolngia de la investigacidn para
la solucién de un problema ingenieril. Pensamos que en base a
un procedimiento ordenado y sistemdtico se pueden dar solucio—
nes mas rapidas y mejores a los problemas de investigacidn que
el pais demande, todo para tratar de lograr un desarrollo te#—
noldgico propio en el pais.

El apoyo a las fir;mas de ingenieria nacionales y el fomen—
to de la investigacién no bastan, eso es evidente. Pero son con-
diciones necesarias, pues la tecnologia propia es indispensable
para impulsar el desarrollo de un pafs ;le manera sostenida. Y
esta verdad, que ha sido el descubripiento econfmico mas nota—
ble del siglo XX, serda el hecho mas dominante en el futuro de
la civilizacidn. Por qué ™ . Por que la tecnologia estd direc—
tamente ligada con la productividad, es decir, con la relacidn

entre el producto y sus insumos.

Creemns que el objetivo que se peaersequia se ha cumplido,
v la metodologia presentada Ueva a2 busn término un proyecto
real de investigacion en ingenieria,y al micsmo tiempo, da fin

a la realizacidn de esta tésis.



AFENDICE ~

CCONVENC I ORN SurMae

En el presente apéndice mostraremos la forma de emplear la

convencidn suma, para ello nos auxiliaremos de algunos ejemplos

del Algebra matricial.

De acuerdo con esta convencidn, se tiene lo siquiente :

.

a) En tualquier térming que aparezca repetido dos veces un sub-—

.. . . PR
., SE= &ntiende que hay suma en dicho:término vy sobre es—

ndicre

te subindice desde 1 hasta 3.

b) A los subindices gque se repiten dos veces en el mismo término

se les llama subfndices mudos.

c) A los subindices gue no se repiten en el mismo término se les

conoce como subindices libres.
d) Los subindices no se deben repetir mas de dos veces en cada
término.

A titulo de ejemplo, siendo A una matriz de orden m X n =

1) Siendo tr A = traza de la matriz A

tr A = Auna + Azz + Aaxxs = Aas
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2) Siendo gij la delta de Kronecker:
§15 Am = Aare
3 (Sii:= 8!1 - cgzz - 6:3 = 3.
4) La defiﬁi:idn d‘e determinante toma la férma H
det A = _1éT BistBrmt ALiafue
donde e.u es el simboio alternante, definido como sigue @
U si ijk es una permutacion par
S = -1 si ijk es una permutasién impar
L 0O si cualquiera de los subindices se repite

Ahora bien, se llama persnutacidn par a la sucesidn ijk, si
fsta presenta un ndmero par de anomalias, y serd impar si el nﬁ-
mero de anomalias tambien lo es.

Se llama anomalia a la existencia, en una sucesidn matricial
creciente, si a la izguierda (&en contra del sentido de creci-—
miento de la sucesidn) de cualquier valor del indice aparece uno

de mayor magnitud (ej: 132).

S5) Sean A= Aij v B = Bij dos matrices rectangulares de orden mxn
y nxp, respectivamente, entonces el elemento en el i-ésimo

rengldén y j—ésima columna de la matriz C = g.g' sera :

Ciji = AuBasy + As=zBzy + Aux Bas = Aik Bkj
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7) Si a y b son matrices columna tales que:
AT = (axy azy asd) 3 bY = (ba, b=z, bx)

entonces, a*bh es una matriz de orden 1ix1 cuyo tnico elemen—
to es =

azbas + azbas + azbsx = a.b.




AFFEMD ICE B
TRIANGUL ARIZACION DE MATRICGES .

B.1 TRIANGULARIZAGCION DE UNA MATRIZ CUALGUIERA

Se dice que una' matriz es triangular si todos los elementos
abajo o arriba de la diagonal principal son cero. Si se da el
primer caso, la matriz es triangular dinferior, si es el segundo,

la maitriz es triangular superior.

Una matriz dada se puede triangularizar por medio de trans—

formaciones elementales, las cuales son las siguientes

a) El intercambio de das lineas paralelas tualesquiera de una

matriz.

b) ia multiplicacicn de todos los elementos de cualquier linea

por una constante diferente de cero.

c) La suma de cualquier linea de un muiltiplo arbitrario de cual—

quier otra linea paralela.

El praoceso para obtener una matriz triangular superior puede

esqueiaatizarse como sigue. Para una matriz A = a,, :
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1) utilicence transformaciones del primer tipo, si se desea, para
obtener un elemento diferente de cero en el primer renglén b4
primera columna de una matriz dada.

2) En caso de gquerer una matriz triangular normalizada, con 1 en
1la diagonal principal, dividase el primer renglén entre el e—
lemento ajj.

3) Restense de los otros renglones los miltiplos apropiados del
primer rengldén para obtener ceros en el resto de la primera
columna.

4) Repetir los pasos anteriores, empezando con el elemento del

segundo rennldn v segunda ool

S) Continuar de este modo con los demds elementos de la diagonal

principal, hasta el final de ella y hasta que sean ceros todos

los elementos abajo de la misma.
B.2 SUBDIVISION DE UNA MATRIZ CUALQUIERA EN DOS TRIANGULARES

Una matriz A se puede dividir en el producto de una matriz
triangular infericr Q) y una matriz triangular superior norma-—
iizada 49, es decir:

Lu=a - @
Podemos aprovechar 1o anterior y encontrar las matrices trian—-

gulares L y U, veambs =

~1g2 -



] l‘t Uiz Uiz eee Usel]

O | o1 Uay e Une

b 1 - U;q

Lo | SR, Lv\n-] O ¢ v ua a'e o I_J Ani Ant e S

Nuestro objetivo es encontrar los coeficientes Lij y Uii, asi

que procederemos de ia siguiente {forma

Si multiplicamos or_la primer columna de H

Lax 1) = asa

Lz;u)+Lm(Q)+o+-.-+o=am

Lna @) + LAaz(0) + O 4 we +°0 = aqa”
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Concluimos que la primera columnade L esta dada por :
Laz = Ay, e (2)

Multiplicando el primer reaqidn de L por U 3

Laaaz + O + . + O = aza —> U = a;z/ng,‘
LasUss + O 4 oo + O = A > Uiz = adn/laa
Laeddgem + O + cun + O = dan . 2 Usrn = @zn/las

.

El primer renglon de U esta dado por :

Uss = 334 / Laa e (3)

Multiplicando L por la segunda columna de U =-

Loz + Lau(l) + O 4+ ..u 0 = Ao > L.
LziUsz + L3ya2@) + O + ... +0 = ax > (-
Lz + Loz + O + e 40 = ano > Lo =& Lo U’

De acuerdo con lo anterior, el resto de los elementos de L

estaran dados por @

Lij = _a - Lir 3 e (B)
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Multiplicando el sequndo rengldn de L _por U =

LziUss + LzxzUzx +0+ ..40= anx > Wy =ta;y —~lk,, Un Y/L,e

Laillie + Lazailae +0+ . +0= aze > U, =C@,=La Uy ')/L\11

LaiUin + LzzUze

El resto-de

UL = A, - 2 Uir Urid/ Lii

Las expresiones (2) a (5 nos permiten encontrar las matrices
triangulares L y U, que son de especial interds en el método de

Crout para sistemas de ecuaciones lineales.
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