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CAF·I TLJLCJ I 

INTRODLJCCION 

1.1 Generalidades 

Las diferentes ramas de la investigación científica se pueden 

dividir en dos grupos fundamentale~: las ciencias empíricas y las 

ciencias no empíricas. Las primeras pretenden explorar,describir, 

e"plicar y predecir los acontecimientos que tienen lugar en el 

mundo en que vivimos. Sus enunciados, por tanto, deben confron­

tarse con los hechos de nuestra exper'lencia, y solo son acepta­

bles si están convenientemente apoyados en una base empírica.Este 

apoyo empírico se consigue de muchas maneras di-ferentes: mediante 

la experimentación, mediante la observaci6n sistemática, mediante 

entrevistas o estudios~ mediante pruebas psicológicas o clÍnic:as, 

mediante el exámen cuidadoso de documentos, etc.Esta dependencia 

de una base empírica distingue a las ciencias empíricas de las 

disciplinas no empíricas, como la lógica y la a>atemática pura, 

cuyas proposiciones se demuestran sin referencia esencial a los 

datos empíricos. 

Sin duda alguna, el alto prestigio de que la ciencia goza hoy 

ha de atribuirse en gran medida a sus resonantes éxitos y al al­

cance cada vez mayor de sus aplicaciones.Muchas ramas de la cien-



cia empírica han sentado las bases para que, asociadas a ellas, 

sur .Jan tecnologí.as. Esas tecnologías aplican. los resultados obte­

nidos por la ciencia, y a su vez, proporcionan a la investigación 

pura o básica nuevqs datos,. nuevos problemas y nuevos 1nstrwnen­

tos de trabajo. 

Pero, aparte de ayudar al hombre en sus esfuerzos por contro­

lar su medio, la ciencia responde a otra exigencia, desinteresada 

pero no menos profunda y persistente, a saber, su deseo de adqui.-

rir un conocimiento cada· vez mas amplio y u.-.a 

vez mÁs profunda ~l mundo en que -n.ve. 

comprensión cada 

Pero como tOdo proceso siStemátic:o, la investigación cientí-

eón de sus fines. Esta me~ologÍa se basa en el método cientí­

-fico. 

El método científico es el procedimiento planeado que se si­

gue en la investigación para descubrir las formas de existencia 

de los procesos objetivos, para desentra'ñar sus conexiones inter­

na y externas, para generalizar y profundizar los conoa._mientos 

asi adquiridos, para llegar a demostrarlos con rigor racional y 

para comprobarlos en el experimento y con las técnicas de su a­

plicación. 

Nuestra tesis versa sobre un proyecto de investigación, sobre 

la metodol~~ía para su meJor desarrollo,investigación de un pro­

blema ingenieril. 

1.2 .Descripción del problema 

Se construyen presas para crear un lago arti-ficial o derivar 
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el río a una cota pre-l'i.jada, con objeto de almacenar o captar los; 

escurrimientos y regar tierras o generar energía, o bien dotar de 

agua potable a poblaciones o centros industriales. También sirven 

para regularizar el -flujo de una corr1ente que provoca inundacio­

nes en predios o poblados. Dichas estructuras no siempre respon­

den a solo una de las -finalidades antes enumeradas, mas bien se 

proyectan para funciones múltiples coordinando los serv1cios de 

r1ego, electricidad y regulación de avenidas, con miras al desa-

rrollo integral de una región. 

De lo anterior se ini'iere que una Presa es el resultado de un 

estudio general, en el que 1ntervienen las características del 

río, la geología de la región, la existencia de sitios apropiados 

para crear el embalse y cimentar la obra, de tierras de labor o 

necesidades de energía en la region, o bien de poblaciones que 

proteger o dotar de agua.En lo que se re-fiere a la Presa propia­

mente dicha, los estudios generales comprenden la selección del 

tipo de estructura, la disposición preliminar de las partes inte-

grantes < cortina, obra de toma, ·vertedor, desvio, casa de má-

quinas,etc.J y una estimacion global de su costo. 

Atendiendo a! prc~edimiento de? c:cnstru::::c:ión, son dos los tipos 

de cortina 

tados. 

la de relleno hidraúlico y la de materiales compac-

Atendiendo a la sección de la presa, estas pueden ser homogé-

neas, homogéneas con -filtros, de materiales graduAdo~, con delan­

tal o con pantalla, o bien presas de enrocam1ento.Este ultimo ca­

so es el más empleado en l"léxico y un caso límite de este tipo 

es la presa de enrocamiento con pantalla impermeable, sea de con-
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creta o de as-falto en el paramento mojado. 

Nuestro. interés estará fijado en una presa de enracami.ento 

con losa de concreto., presa que se piensa construir por parte de 

C.F.F. en el sitio de Aguamilpa, Nayarit, sobre el cauce del ria 

Santiago. 

Como otros trabaJos de ingeniería, la seleccidn del tipo de 

presa y sus obras auxiliares debe hecerse con base en un criterio 

predominantemente económico. Por supuesto, las alternativas que 

se estudien tienen que ser compatibles en cuanto a lograr las -fi-

nalidades previstas. 

Este es el caso de la presa con losa de concreto, de dimen-

~1ones. Más p~queña~ que une. pre!Da tradicional de tierra y enro-
'· 

cam1ento, con el subsecuente ahorro económico. Sin embargo no so-

lo el punto económico es de tomarse en cuenta, sino también el 

aspecto técnico. 

La presa de Aguamilpa sería la primera en su tipo en el país, 

en el período moderno, por lo que la experiencia que se obtendría 

al proyectarla, diseñarla y construirla sería mayúscula para el 

progreso técnico nacional en el campo de presas. 

El diseño de altas presas con losa de concreto ha experillleri-

tado continuas y mayores me.Joras en los Últimos veinte años.rlejo-

ras en detalles menores,. principalmente relativas a .Juntas y ta-

pa.Juntas. Los requerimientos de diseño básico son adoptados por 

considerar que provee una gran seguridad y es un tipo con-fia­

. ble de Presa para alturas arr~ba de los 2.45 m. 

Para la presa de Aguamilpa se ha considerado una estructura 

de enrocamiento con losa de concreto en su paramento de ~guas 
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:: ...... -· 

. ~· 

arriba. El proyecto ·de investigación pretende el ánáusis de las 
. . 

· condici~,.:;es . de. apoyo ·y de empatr-amiento de semejante losa. 

··SE'. prE·~""nde e-fectuar UrJ análisis paramétrico t:rictimensional 
·'·:·~ 

variando la geometría y las propiedades mecánicas de las zonas de 

apoyo de Ja losa de concreto, a fin de cpti~ar. o;,u diseño. El 

análisis se e-fectuará mediante el método de los elementos finitos 

t.3 Objetivos.· 

Pudieramas plantear.- una serie de objetivos, pero las resum1-

remos en el siguiente 

Utilizar una metodología r.fe inv;:=st:iyéac1Ón para la so-

lución de un problema ingenieril. 

Esta metodología .es útil para cualquier tipo de investigación 

. que 02e realic~. ya sea"' o no de tipo .!1entÍfico. Deseamos mostrar 

la utilidad de un procedimiento sistemático para realizar satis-

factortamente las cosas, y un resultado pa}pable de este procedi­

miento es el cuerpo mismo de esta tesis. 
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NAME 

saturaci6n 

Pedraplen 

PRESA HOMOGENEA 

PRESA HOMOGENEA CON FILTRO HORIZONTAL 

PRESA HOMOGENEA CON FILTROS 

AGUAS ARRIBA Y AGUAS ABAJO 

FIG. 1.1 - Secciones de Presas 
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NAML 
Enrocamiento 

GRADUADOS 

ENROCAMIENTO, CORAZON VERTICAL . 

·PRESA DE ENROCAMIENTO? CORAZON INCLINADO , ·• ·. 
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NAME 

Trinchera·. 

~'Rf ~AS : . DE.: .,TIERRA Y ENROCAMIENTO CON TRINCfi,ERA' . 

PRESA DE ENROCAMIEN'I'o coN r;os.A DE 

( CIMENTACION RIGIDA )· 
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enrnr~ml.entn 

l. i=\c::; prríc:t-,r:as de r.nnc::;t:r1 u:c1ó'n en pr'Psas de enrncam1ent.o han 

eval1Jr:1on?.1rin de'5dP. P.I S11Jln pasadn. En estas 

pa lment:e r.nn tosa dP- rnnr.rP.to hñn 

exper1men-t-r:\ 1. por part- P r1P. mur.hAs de 

mundn. En P.fec:T.o, durAnte la dér:arir:\ 

enrocam1entn, prlnc1-

est:r:trio P.n • tna etapa de diseño 

las grandP.s rnnstructnras rtP-1 

pac:;ada , la mayc.-ría de las 

prP.'5ar::; r:nnc;t,-1.ndas arr1h;:i.. ne tos ::n m r1P rllt"1 tr~ han sido de enro­

c:am1ento. S1n. emhargo, en r:nntraste con el desarrollo de las pre-

~as de t-1erra, el presente estado del arte P.n presas de enrn~a-

m1entn, en diseño y en ter:nnlnlJ'Íñ rte consi"'rttr.cián, c:;e ha deisa-

rrn11ado más pnr la observac:lÓn de rt=:as1.l1t:adns rlP. r:ampo, prár:t-1r.as 

rfe c:onst-rur:r1Ón e 1nstr11men1-.ar:H-ln que por I" tPnr{a y riruehñs de 

labnrator1n. Thr:ha metndnlng{a es má"s 

loo;;a r1e r:onc:reto q11e para pres8s r.on r-nrazÓn 1mpermP.ablP. 

LM evolur:1Ón r1P. lñ 1:er.:nolngía de 

r.nntemporanea puede rli'lc;l-fir.1>rse en t-rPs rier1Ódcos. 



El s1glo diecinueve y los principios del siglo veinte pueden 

ser cons1derados como el per1Ódo del enrocam1ento colocado a vol­

T:eo, seguido por dos décadas a partir de los años 40's de vigoro-

diseños y técnicas de c:onstruc-sa ~x:perl.mentación, con nuevas 

ciÓn. Los últimos veinte anos constituyen el per1Ódo contempora-

ne~~ en- el cual~ el diseño estandarizad~ para presas de corazón 

impermeable y presas con losa de concreto hA sido aplicado con 

refinam1entos,y ha sentado confian::.a para el diseño y 

nÓn ·ci_e_· flresas cada vez mas altas. 

ccinstruc-

::.1.l'F'_rimer'penódo U850 - 1940) 

ALlnqu2 si· bien el uso de la roca como material para la cans-

t:ruc:ción de presas se remonta a la antigüedad, la presa moderna 

de enrocamiento es generalmente considerada comn producto de la 

ft2bre de ore en California.. Los mineros" gracias al conocimien-

tn del mane.Jo de explosivos y de la disponibilidad de roca, cons­

tn11an pr-esas de enrocamiento par-a el almacenamiento de agua que 

en epoca de sequia era conduc1da a los depósitos m1nerales para 

el lavado r1e los m1smos. 

pr1meraS: presas eran constr-u1das por- enrocam1ento a 

sobrepasaban ocasiones los 25 m de altura !' ccnfl-

']t trac1a.s r:on t-aludes de ".5:1 a o. 75:1, y con un entarimado de 

mrldera como cubierta impermeable en la car-a aguas arriba de la 

pr-esa. 

nurante este .per-1ódo se construy.eron ·enr-ocam1entos que ei:ce-

r11an loe; .30 m de' altura,· Ejemplos notables de 'éstas primer-as pre-

¡,) -



sas de gran altura son la de Dix River en J<entucky con 84 metros 

de altura y Salt Spr1ngs en California, con 100 m. 

Fl diseño de presas de enrocamiento con membrana impermeable 

comenzó a desarrollarse alrededor de 1940. 

La segur1dad de las presas de enrocamiento é:on losa de con-

creto en el aspecto de filtraciones era un problema que se agr.a-

vava con la altura d"" la presa. 

'2. t.'2 PeriÓdo de transición <1940 - 1965> 

El .Uso extensivo de tos enrocamlent?s colocados a voli:eo para 

la construcción de presas en los comien~os de la década de los 

60's trajo consigo limitaciones y problemas potenciales . en la 

construcción de presas altas (mayores de 90 m >. 

l. a rtisponibilidad y el acarreo de los materiales para el en-

rocam1ento eran cons1derados desde hace tiempo como un problema 

1mportante; se sabia que para enrac:amientos colocados a volteo 

era necesario una roca c.:on una alta resistencia a la compresión 

S'lmple,. puesto que un comportamiento estable de la estructura 

requer{a alta res1stencia entre los contactos y bordes de la ro­

ca. Las especificaciones ingenieriles recomendadas en aquel en-

t~nces requerían de roca competente, y de calidad tal que pasara 

las especificaciones del ASTM para agregados del concreto. 

La compresibilidad del enrocamiento era otra limitación para 

el uso del material colocado a volteo. AÚn c:on roca de la meJor 

calidad, los asentamientos en el enrocamiento baJD la carga debi-

do etl llen2do eran hastant.e grandes, lo suficiente para provocar 

fuertes movimientos de las JUnt:as y agr1etam1ento de la losa,. con 

- l 1 



'" -;;ubsecuente in-filtración del agua almacenada, aunque esta per-

dida era en ocasiones Justificable económicamente. En presas de 

enrocamiento con losa de concreto,el asentamiento del enrocam1en-

to está de algun modo limita do por el desplazamiento que puede 

ser tolerado por la losa. 

La c:ompañía norteamericana Pacific Gas and Electric Company 

hizo extensiva la construcción de presas con losa de concreto 

antes y durante este período, esto proporcionó a la pro-fesión la 

oportunidad única de estudiar el comportamiento a largo plazo del 

enrocamiento a volteo. Seis presas construidas por esta compañía 

con alturas 
1 

entre 23 y 43 metros, con taludes de 0.5:1 a 1.5:1 

han proporcionado de 50 a 100 años de servicio. La historia del 

comportamiento de estas presas con taludes de 0.5:1 constituye 

una prueba para demostrar que se puede tener una estabilidad ade-

cuada con enrocamiento a volteo y angules de -fricción interna de 

45c::._ 

El excelente comportamiento de estas presas probablemente 

proporcionó el Ímpetu y la con-fianza necesaria para la construc-

c1on de presas con losa de concrete cada vez más altas C46-l10m> 

durante el período de 1930-50. Sin embargo, otras presas de en-

rocam1ento a volteo arriba de los 61 m de altura desarrollaron 

daños en la losa y problemas de -filtración. La Presa de Salt 

Spr1ngs con 100 m y la de Paradela con 110 m, mostraron serias 

filtraciones y problemas tales que llevaron a la suspensión tem-

peral de la 'construcción de presas de enrocamiento con losa de 

concreto mayores de 90 metros durante el período de 1960 - 1965. 

La última presa alta, New Exchequer <1958>, durante este pe-
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rlodo combino el enrocamiento compactado en espesores de 1.2 a 

3 metros, con el enroc:arrnento a volteo .. Sin embargo. oc:urri.eron 

algunos problemas en la losa y de -filtraciones debido al insufi-

r:ie>nte uso de>! e>nrocamiento compactado y a la práctica utilizada 

en r;,se tle>mpo para el dise>ño de las Juntas que ahora es c:ons1de-

rada =orno obsoleta. 

Una tendencia a colocar enroc:am1ento en delgadas capas 

<•drertedor de 3 mJ y subsecuentemente compactadas por el trá-fico 

de tractores y r:am1one>s de construcción se hizo comun; de esta 

• forma .fueron ~or:~~:-:..:iC'Gs ¡as presas de Goschenen,L1ttle Grass, 

Miboro y otras posteriores. 

Debido al problema de filtraciones que presentaban las presas 

de losa de concreto. un nuevo y eintoso tipo de presa -fue ·desa-

,.!.ro!Íado.La historia :nuestra. un cambio básic:o~comen~ando en_1..,4ri, 

cuando las losas de ~~ncreto Bon reempla=a~as por ~orazÓnes 1m-

permeables de tierr.;i en presas rle '"°nr::o::am1ento => volteo., detndo 

al problema de -filt:-;>--.::;:;nes ·y a la necesidad creciente de pre-

d1señadores de presas altas 

que la·s caracter1sticas de de-formac1Ón del enroc:amiento a volt.e-e. 

y del concreto no eran ".:ompat:ibles. Pnr el ::ontrar-10, la f1ex1bi-

hdad de los rora~Ónes r::er.':r al es ;-:.-:.n .f'i ltros hac:1a posible el 

.=\t.omndarse al .gran ~~er."!-am1ento Cel enrocam1ento a. volteio.. En la 

rtP.cada de los 50 .. c;,. !?l desarr~ll.o en ::?! concC"1m1ento y aphcac1~n 

r1e tos pr1nc:ip1ois r1e Ja meLán1ca de :;uelos~ esenc:1a1merite respec-

"to a la:s pant;\llas de c:1mentac:1Ón y el diseñe .:je flltros., hic1e-

ron más seguras las presas con nucleo impermeable, lncrementando 

.- 13 -



s11 popularidad. 

Ln lntroducc1Ón de los r.crazones impermeables díÓ nueva vida 

a los enrocam1entos a volteo. La terminación de la presa Gosche-

nen en 1960 con corazón de tierra y con enrocamiento a volteo 

habia excedido los 155 m de altura, algo 

fecha. 

sin precedentes en esa 

IJn tipo de presa con el corazón y los filtros inclinados de 

acuerdo al talud aguas arr1ba fue desarrollado por J.W. Growdon, 

con enrocam1ento a volteo colocado en capas de 9 metros. Ejemplo 

de este 1-ipn y de corazón vertical es 

Ja presa Cherrie Valley. 

La presa de Kenney con 99 m de altura, concluida en 1952 es 

un eJempJo notable de presas con corazón lnclinado. El contacto 

d~l empotramiento para el corazón consist1a de un recubrimiento 

de concreto de m de espesor y una cortina de inyecciones.Fue-

ron utilizadas cuatro zonas de filtros, tres aguas abaJO y una 

aguas aJ'"'.'riba.. La Última capa fue un "detenedor de ag~ietam1en­

to" formado de arena y suger:ido por Terzaghi. El revestimiento 

del talud aguas arr1ba fue mediante enrocamiento a volteo, con 

material obtenido directamente de la cantera. La historia de a-
sentamientos ha sido satisfactoria, con un total de o.a m para la 

cresta en 30 anos y 0.6 cm/año en los Últimos 15 años. El perfil 

de asentamientos para la cresta y la berma es una curva suave a 

lo largo del eJe, que es una caracteristíca f"<vorable del en ro-

c:am1ento, ya sea a volteo o compar.tado. Desde el punto de vista 

del costo de la construr.cion, la Presa l<'.enney fué construida jus­

to antes de la 1ntrodur.ción del enror.amiento cnmpactado, y cerca 
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del 30Y. de Ja rora acarreada fue descartada por ser muy pequeña 

parA utilizarse en un enror:Amtento a volteo, siendo actualJllente 

P-xrelente mater1al parA enrocam1entos compactados. 

L" presa de Cherr1e Valley con 96 metros rje altura y comple-

Tada en t9,.6 -fué también una e~per1~nr.1a dende nn se observaron 

zon;i r:eni:ral y s11 comportamiento ha sido 

excelente. En sus pr1m.,,ros 26 años de v1tia tuvo un asentam1ento 

to'f:al de n .. 4 m'.' es dP-r1r, o. 37. de su altura mri"X"tma, y los tÍltiiaos 

años ha experimentado 0.5 cm/año. 

sas, r:nn carazon impermeable y r:on lasa dP- c:onc:reto, ocurre du­

rante el perHJdn entre !955 y 1965. La necesidad de presas más 

altas, ¡,. falta tie roci'! de alta calidad, la chversidad de sitios 

para despli'!nt:ar presas y el desarrollo de maqu1naria tal como 

rodillos vihratorins , fueron factores que contribuyeron a la 

transic1Ón al enrocam1ent:o r:ompactado. 

Desde 1960, las presas de enrocamiento con corazon de tierra 

usan enrocamiento compactado, teniendo rápidos pr09resos en altu­

ra <entre 150 y 300 m). Desarrollando, además, equipo pesado que 

aminora el costo de mano de obra. El desarrollo del rodillo liso 

vibrator10 permitió el uso de roca de baJa calidad en el enroca­

m1erito. 

Tomó. tiempo dejar fuera el temor de las granr1es filtracione<5 

en presas altas de losa de conr:reto y también tomó tiempo ganar 

experiencia en presas con enrocam1ento compact.,r1o y de-sarrollar 

una económica y efectiva base de apoyo para la losa. 

Terzaghi aceleró el pensam"iento en cuestionF>s importantes pa-
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ra el desarrollo de pre<;;as de enrocam1ento r.on losa de conr.ret.o 

en do<;; e><posiciones en el <;;1mpos1.um ASCE de pre<;;a<;; de enroc:amien­

t.o. 

Terzaghi recomendó que Jas presas altas de enrar:ami.ento a 

volteo deber1an estar compuestas de tres zonas <fig.2.1.a>; una 

zona super1nr de ror:a pequP-ña, una zona cP.ntral r.Dn roca de tama-

no mer1in y una 1nfer1or de rnr:a grande. Es1:a 7nna 1n-ferl.or ser1a 

la m""' r:ompre'5ih1F>. A T.er::aghi no le gu<;;t;;ba la alt.a rompre'5ib1-

hdad del enror:am1ento a volteo y habia nntadn también ta pérdida 

r1e res1stenc1a baJa satL~rac1Ón para varl.os "f:1pns de roca. CrJmo un 

remedio el s1.tgir16 el campac:i:am1P-nto del enror.am1ento. con In 

cual el cre{a poder meJorar el comportaa11ento de las presas· con 

losa. de concreto, logrando mayores alturas y 

roca de menor r::alidad. 

perm1t:1r el uso de 

En el s1mpos1um de la ASCE de 1958 sobre <"nrnr.am1entos, <;;e 

dieron vastos cambios en las 

l<lao, en 19'55, la mayor parte 

espec1fic.ac1ones de estos. En Ambu­

del enrocam1ento a volteo fué cam-

biado a capas de espesores de 0.5 m debido a la baJa res1stenc:1a 

y el fJequeño tamaño de algunas de las rocas disprm1bles. El mismo 

cambio fué hecho en Bownlee en 1958 debido al tamaño del basalto 

encontrado. Ambns presas comenzaron como enrocam1ento a volt.eo y 

~erm1narcn r::on enrocam1ento a volteo y compactado. 

2 .1. ~ Per-1 r5cin moderno 

F.n .. 1 s1mpo<;;1um de la ASCE para presas '.:Je enroc:amientc en 1960 

y ~n et octavo conqre$O de grand~s presas e~ectuado en Edinburgo 

en lq64. ta presa rJe enroc:am1ento se definió" de manera imprecisa 



(d). ZONIFICACION DE EBROCAMIENTO 
COME>ACTADO. 

FIG. 2~1~- ENROCAMIENTO A VOLTEO 
Y COMPACTADO 
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como "una presa constituida par roca, colocada a volteo o com-

pactada en r.apas, como pr1ncipal elemento estructural"; esta de-

-f1n1c1Ón lnc:lu1a 'tanto presas de nucleo central como presas con 

losa de r:onrreto. Aunque s1 bien el enrocam1ento por 

aún usado e-fec:tivamente en otras zonas de la presa, 

volteo es 

como en la 

linea de base aguas abajo o en las atagu1as, la compac:ta=on ha 

llegado a ser universal en toda presa de enrocam1ento. Una de+i-

nic'lÓn má's ac"tuahzada para una presa de enroc:am1entc serxa: ºUna 

presa donde la cnmpactac1Ón de la roca en capas es el principal 

element:n est:r11rturaJ 11
• 

pida e inev1table. Había una crec1ente neFes1dad de aumentar la 

altura de las presas, pero el requer.miento de rocas de gran ta-, 

maño y al+:a res1stencia estaba hm1tado en muchos sitios. 

La neces1dad de utilizar el material que se encontrara en el 

lugar, también contr1buyÓ de manera decisiva al desarrollo de en-

rocam1entos compactados. La llegada del rodillo liso vibratorio 

-facilitó el uso económico y adecuado de roca de mala calidad , 

compactada en capas.Con este equipo se logró una alta resistencia 

y una ba.Ja compresibilidad del material al compactar en delgados 

espesores, complementando con la ad1=on de agua para obtener al­

tas dens1dades. 

La 'trabazón' entre rocas es de particular importancia en 

.presas de enrocamiehto con losa de concreto. Otra venta.Ja extra 

de las presas can enror.am1ento compactado es su capacidad para 

tolerar el paso de llna avenida sobre ella, estando 1ncompleta. 

Carac-t.er-..sticas del enrocam1ento. compactado. 
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Las figuras 2..l<b-c> muestran Ja colocació'n y el aspr~cto re-

sultante de un enrnr:am1ento compactado en capas entre 1 y 3 m de 

espesor. El enrnr.:am'iFmto result;inte no es homogéneo, presenta se-

gregacl.Ón, lo cual dificulta a alcanzar las propl.edades deseadas 

de densidad,res1stenr:1a y permeabilidad. 

1-a fig. 2.t<bl muF?stra la colocación de la capa. Un tractor 

empu.Ja las grandes rocas sobre su frente apoyandose en el espesor 

ya completado,las rocas pequeñas caen debaJo de la hn.Ja empu.Jado-

ra y se distnbuyen proporcionando una superficie de rodam1ento 

por la compactac1ón y tráfico en la construcc1ón. 

F-1 rodillo liso v1bratorio es efectivo en la compactac16n de 

l"'s rncas pequeñas y finos en la zona s~per1or y para la trabazón 

~ntre rocas en la zona 1nfer1or. La acc1Ón de ta trabazón causada 

por el rodillo es particularmente 1mportante en el desarrollo de 

los contactos horizontales entre rocas. 

En la figura 2.t(cl se muestra una capa de enror.:amiento, don­

de se observa la difer-enr:ia de densidades entre la mitad superior 

y la inferior. El material de la mitad superior es de mucho menor­

tamaño. La permeabilidad horizontal en estas capas es mucho mayor 

que la permeabilidad vertical. La figura 2.Hd> mue~t:-a las zonas 

que más comunmente se encuentran en una capa compactada de una 

presa de enrocamiento • 

. IJ<So del agua en la ·compactación de enrocamientos. 

El agua utilizada durante la r.:olocaciÓn del_ enrocamiento es 

del orden del 20% del volÚmen de roca, mucho menor- que la canti­

dr.id utilizada en enrocam1entos a volteo. El agua es benéfica par-a 

- 19 -



r11alqu11,..- r.i'I i'ir1ad de ror:"• l"n Aquellos tipoo;¡ que 

rnerden resi5tenc:1a despus?~ de la sat:urar:1Ón. Sin P-mbr1rgo, alg11-

nr.1s veres no es po<:nble agreg<!r muc:ha "<Jllñ , yñ que ,.1 r:trenar-

est" en el enror:amiento "rrast-.rñ r.ons1go gran c:ant1r:t"d r1e partí-

rula~ en s1.1115penc:;.iÓn 

mente en lugares dondP- el agua r-10 abi'1jo tlene usos mult1ples 0 

sobrepasa los 11m1tes de turbied"d par" la vuia de los pec:es. En 

_tales r:A'5os, E>I espesor de la c:apa se reduc:P. y c;e 1nr:rementan las 

pas"d"s par" r:ompar:tar '" r:apa y alcanzar In dP.n51dad adecuada. 

r.nlirlad de li'I ror.a Pn enror.amient-os c:-ompar.tados. 

No hay alguna espec:1fir.ac:ión 'sobre la r:ahdad de la rnc:a o 

sohr.,. la 

ror."' r¡ue no pasa 1 as 1?sper.1fir:ac1nnes riara agregarlns de r:nncret-n 

puedP- r:;~r aun rtc:eptable en enrocam1P.ntos cuanr1n se tienP un mane-

Roc:as de mala calidad r:omn 

;irg1l1ta puer:len ut-.1h7arse r:omn lo ha demnstrarlo la expP!'"1enr:ta. 

OP.csde luego, es nec:esaru:i cannr:er- J as c:arac:ter1st-1ra5 de la 

rnra a.nt:P.s de escr1b'ir a~tJUnr.!i esper:i.-flr.arH5'n para c:uaJqui.er +.ra-

baJo. 

El onrÍdulD ele r:ompres1bilidad del enrncam1entn~ determ1nado a 

part-1r d<> niveles hidraulic:ns, es un parAmet-rn 11sado para medir 

'" rr\lici"'d r!PI enrnr:am1entn. L;;o. exper1enr.1" en mur.hos prnyer:tos, 

1nrt1r."' r¡11p P.l r;;ingo en que se enruent:ra E'l mñri11ln 
/ varia desd"' 

n .. 2tx 1n• Ya/m 2 a t. "'!'Bx 1.-. .. l<'g/m"', dependiendn rlF>I tipo de 

rnr:a. 1,. gradu,.r.ión riPI enror.am1Pntn, el espesor de la r.apa, la 
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El módulo dP. r:ompres1bihdad en el enrocam1ento e-s un para-

metro utihzado tanto para presas de corazón impermeable como en 

presas c:on lasa de concreto; este da base de c:omparaC1Ón para el 

comportamiento dP. las presas e>nstentes, y para establer-er un dl­

seño y prnr:P-dimiF.!ntos de color:ar:iÓn del enroc:am1ento para nuevas 

presac;. F.:ste módulo tiene sl.gni-fic:anc:ia F>spF.!c1al en prec;ns altas, 

yn que aumenta con la prF.!s1Ón en enror:amientns r-nmpar-tados. 

El módulo de c:omprF>sib1hdad detF>rm1nado mediante niveles hi-

dra111lr:os para la presa Murchison -fue de 1.5 x 1(•"' Kg/m"' • En 

esta presa el enror:aanento Pre d~ :-1..Glii.:.a. bien gr-aduada, en capas 
• 

de 1 m dP. espesor y r:ompar:tadas con B pasadas dP- rad1tlo v1hr.,to-

r10 dF? 10 tonP-ladas. 

Uso de la grava como enrocamiento cnmpar:tado. 

La grava natural queda -fuera de la de-f1n1c:i<Ín usual de enrn-

cam1ento, pero puede ser utilizada r:omo material de cubierta para 

la presa, es un material mas econÓmir:-o de manejar y se pu~ u·f-1-

h?i::u~· en rnmb1nac1.Ón r:-on el enrocam1ento. Su módulo de compres1-

hilidad es 5 a lt"I veces mayor que el del enrocam1ento compactado, 

y cerca de 40 veces mayor quP. el del F>nror:amiento a volteo.. 

Puesto que los movimientos de la losa se inr:remenf"an c:on el 

r:uadrar1n de la altura de la presa, la grava puede ser utilizada 

P-n presas con losa de concreto para alc:anzar alturas mayores r¡11e 

la de la prE>sa más alta de este tipo r:onst:ruida en la nctualldad, 

Fo?. do Areir< r:on 16" m de alturi'l. 
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Un módulo tip11:0 para grava-;, bao;;ado P.n medir:1ones de c:-nmpo 

es da ·"-65 x tf"lª f<'g/m 2 en la presa Orville y dP 6.B >< 10-

l<g/m"" • 

El espesor eo;;pecifir:adn para una capa compactada de grava va­

ría entre Q.3 y l m, dependiP-ndo de la altura de la presa, tamaño 

de la grava y porcentaJe dP- finos. Para grava o.on un porcentaje 

de finos entre 7 y 12 %, una exr:esiva humE>dad o.rea un terrapl"'n 

elástio.o,aunr¡ue si bien puede ser conseguida una densidad ade>cua­

da. 

Presas modernas de enroo.am1ento con nur:leo impermeable. 

Se ha afirmado en mur::hos lugares, r¡ue el adven1miento del en­

rocamiento r.ompart:adn ha estimulado el diseño y r.:onstrucct6n de 

altas presas. Las dos presas mas altas de enrncamient:o con cora­

zón de tierra hasta 1982 son la dR Esmeralr1a, en Colombia<23Scn> 

o.nncluida en 1975 y Ch11:nasen en Me><ico (261 m> tP-rminada en 

el año de 1980; las alturas mencionadas son med1das a parti:- d~1 

punto más baJn de la cimentac1ó"n.Ambas presas tienen 55 m. de .,,,._ 

r:avac115n a partir del lecho del rin. La experiencia o.on 

sas de Esmeralda y Chicoasen ha sido excelente. 

las pre-

La presa Esmeralda, perteneciente al proyecto Chivor en Co-

lomb1a, tiene un corazón inclinado. Los asentamientos en la cres­

ta durante el primer llenado fueron de lm., pero no se detectaron 

. grietas en el coraztín y la infiltración en la galeria fue de so­

lamente 90 L/s. El enrocamiento es una combinación r1e cahzas, 

cuarcita, esquistn,argihta y algo de grava. 
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1 a prPsa Chicoao;en ha t.Pn'ido tamb1en ev.celent.e compnrtam1en-

to. Tif~ne un enrnr:-riml.entn a vol-t:eo en el talud de aguas ar~ba., 

que no es t•na caracter1.;t.ica muy frecuente. 

Presa<; moderna<; de enror.am1ento con loo;a de concreto. 

El anaho;1o; del excelente comport.am1ento de prec;a<; altas de 

enror.am11'>nt.n r.ompact.ado con nucleo 1mpermeahle, no <5olo ha pro­

vv;;t.n r1.. dat.oo; c;obre el enrocam'ient.o baJo alta<; pre<5i.ones, s1n0 

t.amb1én hA rec;t.,.1.1rado la i:onf'ianza en loo; di'5enar1nre'5 de preo;as 

can loc;a de conr:rei~n-

losa de coni:ret.o como la r1e Ceth1"na, Anchicaya y 

Are1" h"n r.ontr1b1,.do "' eo;t.arln riel artlj' en el rl'iseño de presa05 

rle enrocam'ient.o, med'iante el cual o;e ha m .. jorado el comportamien-

to de eo;t.Ac;. 

Res1stenr:'la c;.{sm'lr:a. del enrocamientn compactado 

L""' preo;as de enrocam'iento con lo'5a de conr.ret.o han o;'ido usa­

rlas en mayor ntÍmero en años ret:'lentecs, pri.mP.ramente comn resulta­

do de la ehm1nación de los problemas de asentam1entos a través 

del uso del enror.am1ento compact.ado. 

Una pregunta 'import.ant.e que alg11nr1o; veces o;e hace com:ern1en­

te al uso de preo;a'5 de enrncam'iento r.on losa de r.nncreto e05 su 

comportam1ent.o haJo 1.1n fuerte sar.11d1m1ento o;íc;m'ii:n. Muchos 1nge­

.n1ierno; argumentan <11•e este -t.ipo rle preo;ao; -tienen una reserva de 

reo;;1o;tenc1a sÍ<5m1ca grande en r.omparaciÓn cnn las pres"c; de t.'ie­

rra y enror:-am1ent.n frente a un daño pot.enc1al. Algunnc; arg11ment.0'5 

que rec;paldan esta posic1~n o;;on : 
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t. OP-htrtn a q11P- ¡,. prP--stÓn rtP-1 r.gua ar:tua c;nlamP-nte pn P.l pa-

ramentn a1J11as r.rrtba, P-sta proveé F?stabilidr\d al c:nnJunto dPl Pn-

ror.am1ento. 

2. Deh'idn a q11P- no hay agua rlentro del enrnr.am1ento, no puP.-

11P-n produr1r-se pres1ones de poro r.!ehtdn 

como cnnsecuenc:1a, las rteformar:1ones cser~n pequPñMs .. 

~- La.,; presao;; modP-rnas rle f?nroc:am1entn ron !osa rle r-oncreto 

arr1ba .-nmp11esta rlP. rnca pe-

1:1enF? un,. permPab1hrlar1 111á5 pe-

c:uPrpo del 

at'Jn 51 la 1nisa rie r:oncretn fuera agr1et:adrt rlurant:e lln ftterte 1:n~-

mn r.~t1sando fi.ltrar.1r.>nP.s a travét5 de ec:;ta, el enrnr.am1entn por1r{a. 

;H:Ín -ser establP, ya que l;o c:antidAd de agua que pt 1d1P.ra pa'5Mr " 

travéc; c1e la zona agua'S arr1b~ mas 1mpermeable ecs mur.ha mennr que 

la c:anttdAd 11ue pudiera pnner en peligro la 5P-l]Uririad rtel r:uP.rpn 

del enrocamiento. 

Aunque todos estos argumentos t'ienen c:ons1rlerable mér1Tn, es 

-tambiP-n verdad que la gran mr:\yoria de este tipo de prP.t;;as han s'i-

dn r:nns1:rinrlad;os en regiÓnes de relativa baJa s1sm1r:irtad y no ha 

o;ur.:edtrto el caso de que una pn;usa halla -s1do s11Jeta a un fuerte 

o;"curlimiento .,;{o;;m1co para demoo;;tr;or el buen rompnrtamtEmtn de 

una ec:;t-.ruc:turA rP.al. 

1 D'S métodos de anÁtic:;i-s. de respuesi:~ c:;'Ísmr:a para presas de 

enrocam1Pnt.n C5P. h;in u-sado dec:;r1e hrice Vr!. tie1npo. Los anális1c:; son 

1Jenerñlment.1? her.:hno;; 1.1t11izanrln modP.lno;; rie elemento.,; finttnc; de l;o 

¡irpc:;;i P.n r"estu{n Pn das o t:r-es dimens.1nnes y ev;oluando la di-s-
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ho;;1s r:le respu .. st.r> r:linámu:a en lns i:ualF"5 lao;; carar:-t-.eristicas no 

lineales r:le la relai:irín es-fuerzn-r:IP--formac16n del la presa son to-

111ar:las en 1:1Jt;pnt." pnr .. 1 uso de represent.ac1ones eq1.nvAlentes. 

Vrir1ac1Ón r:lel alm,.r:enam1ent.n y nper;or.1nn r:1clica. 

,_,. rargi'\ r1eb1da ,. la var1ac1Ón del almacenamten-t-o en el vao;;n 

ha prov1c;t.n de alg1 mos datns 1nt.eresant. .. s sobre la resist.,ncia 

r:ir:lir:a de los enror::,.a11entos. 

rilmar:enamienTo varía,. 1nic:1atmente 

dud" de r:uaJP-<;; <;;on lng e-fectns que produr:en lD'5 re-

agua en lns asentaanent:os 

cíe un enrnr:am1ent:o c-nn lo'5a de canr:reto. La presa rfe Town Saucie 

de 4-.: m, r:nnc;t.ruida a basP- de rinlita colocar:ll\ a volteo,terminada 

en 1963, con rango dP- opP-rar:1r.Ín diario de 24 m se asentn <:t. 3,0.t 

y 0.04 m en el primer,'Segundo y tercer año de un p,.riÓdo de cinco 

Este es un i:omportamu;,nto normal, en In que a 

refiere, y estan en l'Ím'ites tolerables. 

agentamientog se 

La presa r:le Cab'in Cree~, de .enrocamiento cnmpar::~ado y terminada 

en 1967 tiene 67 metros r:le altura y se opera con un ciclo márto de 

27 m. El asentami.,nto al r:abo de 10 años de operación .fué de 0.12 m, 

".1,02 'Y. de su altura, y la 1nfiltrar::ión nunca excedió Jos 29 l/s. Es­

tos datos sugi.,ren que Ja operación cir::lica del nivel del embalse no 

afecta el r:0411Portamiento de la"' presas de enrocamiento con losá de 

concreto. 
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?.? Pr~ct1r:a común Pn presas r1P enrocam1ento ron losa de r.nncreto 

:?..:?.. I Pr;(r.f:lr.a de dt seno. 

El diseño de presas de enrocam1ento con losa de r.oncreto es 

esF.!nr:1almF.!ni:e por.o annlÍt"ir:o, basado pr1nr:1palmente en la e><pe­

r1F.!nr:1a. En la tabla 2.t se muestran los datos físicos de presas 

con losn de r.oncr.,.to en orden cronol6g1r:o. 

El s1'ob1to camb10 de enrocam1entn a volteo a enror.am1entn com-

pactado ah'-ededor de 1962 fue bastante nntor1n,, se reall:rÓ el 

;ibandono de lns exr:r!var:1ones de p1"' por lns rne de lnsa, se 1n-

r:rf?m.,.ntri F.'l uso de rocas de br.ua re,s1stF.!nr.1;;i, se aminoró el espe­

sor de lao;¡ losas y bajo P.! porr:.,.nta.Je de refuerzo. 

7.?..7 Cimentac1ón del p1e de lno;¡a 

l. a c1mF.!ntacinn más recomendable para F.'l pie de lnsa es en 

11na ror.a de alta res1stenr:ia no eros1onable, aunque pueden ut1-

hzars., rocas intemper12adas de mala calidad dandoles un trata-

1nento adecuado.. 

El criterio a seguir es el eliminar la posibilidad de ero-

5ion o soc:avación en la cimentación. La práctica de diseño y 

construr:cu5n del pie de losa consiste en excavar una zanJa de 

profundidad adecuada que provea de una c:imentación competente. 

Esta exr.avar.1Ón req1nere har:erse cuidadosamente para minimizar el 

frac:turamiento de la roca en Ja superficie en que el pie de losa 

se colocará. Para obtener un buen contacto entre el c:onc:reto de 

la r:1mentar.1Ón y la roca se debe de hacer un hmpiado de la mtsma 

" ha5F.! de agua o agua-a1rF.!. 
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TABLA 2.1.- Lista parcial de presas de enrocamiento con losa de concreto 

Nombre 

(1) 

Moreriá-

Strawberry 

Dix ·River 

Cogswell 

Ma.lpaso 

Cogoti 

Lówer 

Lower 

Parade.la 
La Joie 

Localizacion Año .. de Taludes la 



(1) (2) (3) 

Wishon 

San Idelfonso 

New Exchequer 

Cabin Creek 

Fa des 

Rama 



(1) (2) e Jl (4) 

Brazil 

·veru~zueia 

Mackintosh Australia 

Mangrove Australia 

Shiroro Nigeria 

Yacambu Venezuela 

·~ 
Murchison Australia 

"' Awonga Australia 

Panama 

Australia 

Colombia 



...... 
o 

(1) (2) {1) 

Iruru so Peru 

Ita ··.Brazil. 

Cirita 

La Miel 

Musa Nueva Guinea 

Cuesta Bl.anca 80 Argentina 

Aguamíl.pa l.80 México 

Arr : Aguas Arriba 

P : Propuesta ; BD : Bajo Diseño· 

(4) (5) (6) (7) 



Para los 140 m. r.le. la presa de SalvaJ>na , donde la r ~rteo su­

pP-r1or de la c"lmenf:ar:1án de la presa r:ontenla grr!.ndes areas de 

ror:a severamentP. i.nt-Pmf'JP.r1zada c:on prop1edar::les parecidas a las 

dPI s11elo, la r:imentar.1Ón -fué r.uh1erta con dos r.apas de filtros 

f'inns de arena 

rado r:amo una 

obt:eniendosP. buenos result.arfns, estn es r:ons1de­

buenr. pr~r:tu:a de r.onservar:u-ln en ll 1gares donr1e 

<>>nste alguna pns1b11'irfad de que el sueln rnmo material de c1men­

tac1on puer1a m1grr::tr nor erns1on a los var:1os dP-J enror:am1entn.. 

01mens1ane~. 

El anr:ho r.lel p1e r.le losa para una cimentac1Ón en roca dura 

es r.lel orden rf .. J !/?" n !/~ del la carga de agua. El ancho m1-

n1mo generalmente hA sido de 3m. y pensar en 2m. porfrÍa ser ade­

cuado para presas con menos de 40 m. de altura con ror:a de buena 

CAiidad. 

El diseño del espesor ha s1do -frer:uentemente hecho semeJante 

al espesor de la losa del paramento. Una excavación irregular y 

una topagra-fía irregul.ar requP-r1rán dP- un espesor mayor, pero un 

P-o;;pesor mín1mo de o. 3 m. es generalmente razonablP. para la mayor 

parte de los pies de losa. Un diseño con eo;;pesores efe 0.4 .a O.S 

puede ser considerado en el caso de presas grandes. 

Estab1 ildad. 

El p1e de losa debe estar dísenado de manera que resist:a la 

ºcomponente horizontal de la carga de agua que no toma el enror:a-

111ento. Para pie>s de losa de espesor normal la resistencia debtd.a 

a la -fr11:0.ón es sui'1r:1ente para resistir la .componente del agua, 

- 31 -



a mP.nns que la r:1mentar:1on este or1entada en planos de haja re­

~15tenr.J.a ~l r.orte • 

L" carga de agua que ar:tua sobre la losa del paramento abre 

las .JUnt:as per1metrales de manera que no exi<ste interar:r:ión ent-re 

esta y el pie de losa. 

Oi s"tr1hur:115n. 

la pendiente de los empotramientos, y del espesor y naturale7a 

r1el suelo de cimentación. 

Para lograr la 

zar d1versos métodos de exr.:avar:1Ón, r:omo el uso de explosivos en 

rnr:a. Or:as1onalmente el mov1miento de t1erras es nP.r:es1tado solo 

para exponer la roca de la c1mentación. 

En r.:añnnes escarpados de roca r:ompetentP., el p1e de losa es 

colocado ya sea d1rectamente en la superficie o a por:a profundi-

rlad de ella para ev1tar las d1ficultades de la excavar:1nn. 

El rne de losa es tendido en "toda su longitud en una serie 

ne hneas rectas. Los puntos de desv1ar:iÓn angular son selec-

c1onados de acuerdo a cond1ciones topográficas y de r.1.mentaci.Ón, 

y no se ref')Ui.ere de una relación c:cn las juntas verticall'!'s de 

la losa r1el paramento • La !{nea de referencia de la excavac1Ón 

del p1e de losa se localiza sobre el plano de la losa del 

.,entn. 

Refuerzo, .Juntas y Anr:lajes. 

para-

!.os detalles usi'ldos en la prá'ct1r.a actual ·del p1e de losa han 
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o;adn sat:is-factor1amenteo probados por la R><periencia. Alguna meJo-

ras recieontes han simph-f1r:adn la r-nnstr11r:c1on y el diseño, lo 

F.1 prinr:1pal propÓs1to del Ar:er-n de reo-fuer-7n en el pie de 

tosa PS el 11ne:;ma que et que 'SP. f1Prsu1ue en ln tnc;rl de concreto, 

ec:;. dec:1r proter:r.1Ón cnnt:ra 1.amh1 ns de t-emperat"tJra y m1n1m1zar el 

anr:hn de IAs tJrtetr=\'S qt1e pud1P-ran r1Psarrollarse r.omn r:onsecuP.nr:J.a 

de es-fuer-zos de 1:P.ns1Ón deob1dns por flexir:Ín. Ant.1guamPnt."' se u"ti-

hzrthan rJos crt.pas dP. ar:ero~ en lrt "r:"t11altdad una rapa simple es 

d1recc"iÓn con un 

1 :5 r.m. desde la super--fl r:1 e i;;uperl.or como 

acRro por t .. mpF>r-atura de"5de r1onde eo;o enganr.h,.do por las <'mr:las. 

Antiguamente, era comt1n 1 ~ ron-:;t:rur:c:1ñn rie Juntas r:on protec-

C'l.ones htdraulu:as a rletP-rmtnarJas r11c:;1-.Mnr.1as • En la presa de 

SalvaJ1na esta prác"t.lr.i'\ -i:uP.° r:amb1ar:ta pF>r-m1t1endo Al r:ontratistñ 

la eler:r:1c:Ín r:te la lnr-"h7.ar.H'Ín de lao;; Jlln1:as di"' r:nnstruc:c1ón ba-

-:¡andnse en la topograf'.{a y en canvenienr.1a de 
,,. 

1 a cons1:rucc1nn. 

qu"' f<'l re-fuerzn longitudinal 

r:ont1nue a través de las Jnntas -ya que evi1-a el uso de las protec-

el.enes h1drrt.ul'ir-a-=>. 

Las anc:lao;o no estan d1señadr1'5 para snportar cargas produr:1das 

por subpresión.. Su lnngitud, espar.iamento y diámeotrns debe ele-

g1rc:;e de a.r:uP.rrio a lais carA.r.t:erist1r:as dP. la roca rfe r.1mentar:1.Ón • 

• El propÓs1t:o de la<;; anr:-las e<;; s1mplemente el dP. ligar el r.onr:re-

to r:nn la rora. 

Las r1nr.lac:; uti\17.adAs r.nmunment:e se P-ncuentran el e~ rñngn dE> 

los 7..5 a ~'5 mm<# B a tt 11> de diámetrn,espar.1ada'5 aprmnmadamente 
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df? l.•) a l.S m en r-ad1'1 r1irF.>r:r:1Ón r:on lnng1tude'3 df? ';: a 5 m. 

2. 2. 3 1 no:;a de Conr:re1" n. 

L a'3 loo:;ao:; de r:onr:rP.to han demoo:;tradn o:;u durahi lidad baJo al­

tnc; gri'lr11F?ntF.>'3 hidraulir:nc; y r:onrhr:1oneo:; r:limátu:ac; f?X1"remas, aún 

Pn l;,s pr-ec;ao;; df? Pnroc-amiF.>nt:o a volteo ant-F?c; r1F.>l uc;o de puzola­

n;,s. F.J ec;pF?c;nr df? '" I0'3i'I en e>c;t.e tipo df? prec;ñ<;; 1n1r-1alment-F? sR 

r>rnnnrr.1onMbñ de ac11err1n a la relrtrión 0. 3' m + n.0"67 H r:on ret;;­

flAldn r1F.> ror-;,o;; de grñn t-amñño. 

F.:n prF?c;ñc; de enrnr:ñmtent:o r:omp;,r:t.ado ,r:on rF?o;;paldo sF?mlpF?r­

mPAhh;t!I Ir.\ colr.u~·rtr.16n rfpJ ~onc~~tc se¡ har:e en Tran.Jas vPrt:1ralP.s~ 

y F?I Ro;;peo;;or se ha reducir.lo a n.r11')3 H • EstAc; loo;;as hnn dado un 

r-omrir::irtñmtPnto c;;'1'.t'3fnr:t.nr1n y la tenr.lenr:ti'I PSf-A d1r1gidi:1 a 1"F>nE>r 

PGnP.snrec; ~ún menarP.s. 

En TMc;mania, donr1P- ¡,. r.nm1'5iÓn-H1drnelér:t;...1r:a ha r-onst.ru1dn 

nttPve presac; dP Pnrnr.ilm1ento r.on losa r1P. concreto dF?c:;r1P 1966 y 

ron r.1nr.n nrnyec"tnc; mas a 

r-1.1;,"trn pre<;as de 4" a 75 m. hnn U'>ndo 11n d1o;;P.ño rnnstante de 0.75 

m. 

Par·a 1,. prP.s" de Murr:hison dP. 94 m. r.omplet.;,r1" en 1982, 

Ex1'51"P. un ,..,,.,.,..,or dP. n.2'5 a 0. '.!'0 m. r¡11P. es r:ons1dP.rado r:omo et 

1111n1111n nP.r.:e'51t.ar1n ri;,ra r.uhr1r F?J acero y nara formar un" supF>rf1-

r-1~ rfnnri'P. el .:JgriP-t:nmü:~n'f:o por c:ontrru":"r.iÓn '5P-a. 1ncs1gn1-fic-ante. 
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Re-f1 HU"7o. 

El uc;o rle un 4'Y. de rP-f11P.r7n, en c:;ufA rt1rPc:r:1ón, p'1rA presas 

dF.? enror:am1ento comp'1rt.'1r1n, ha o;;1dn un C:'1mh10 muy út1l y ec:onóm1-

rn en comparar1Ón al r>.5'?. para presas r:on enrnr:am1ent:o a volteo. 

Art11;olmP.nte ex1st:e 11n'1 t-endenr:1a " har:er que el re.fuerzo pase a 

t-r«vP.o;; rtP. lao;; .Jllnt'.Ao;; vPrt1cale'S, 'l""' va en r:ontra dF..' la prr.Íc:t1ca 

tramr:1nnal. 

r.uandn P.I rP.-fuerzo pa'Si'l a traves de las Juntas verticales 

ex1st-e menor rlesgo a agr1etam1ents por r:ontrar:c1Ón en la'S ,Juntas 

de r-onc:;tr1 u:c:1ó'n. 

F.:l ar:ern de re-fuP-r7n o;;1empre s<? r:oioc:a en un" c:apa al centro 

<1P. ta loo;;a. F.:1 propós1tn eo;; hacer que est:a, con un espesor ciado, 

sea In mac; -flex1ble poo;;1hle, perm1tienrln , pequeño-;; a<sentam1ent:os 

diferenc:1aleo;; s1n r1eo;;arrollar altos esfuer7no;; por flexl.Ón y pro­

v.,.P.r una res1o;;t.enr:1a a la flex1Ón igual en ambas d1rec:r:iones. Aú'n 

en losa<:,. ron un e<;pP-o;;nr óe "1.60 m., el acero en el r.:entro -Fun­

ciona sat1s-far:tnriamente en el c:ontrnl de grieta-;; por c:ontrac­

c1on. 

,Junta per1metral. 

Cuando se llena el embalse, la .Jllnta perimetral o¡¡e abre. y 

s11-f're desplazamient:nc; moderadoc;, y puede ser objeto de ~iltrar:io­

ne-s o;;1 no fue r-orrer:tamente r11o;;eñada, r:onstru1da. e 1n.,;pecc:1onada. 

Para presas de altura media(menoo;; de 75 m.) este desplazam1ento. 

· eo;; de por-os anhmetros pero puede c;er hasta de varios i::ent1metros 

para presa.e; altas. En la presa de Areu'\· dP. 160 m. lac; aberturas 

en la. junta per1metral vartf.1ron rte 7..5 cm. a 5 r.m. no hubo -f11-
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t-rar:1nnes r>or la Junta , pero es prnbahle '1""' esta hi'\lla s1dn rta­

ñr.1rt,.. 

a f".endenr:ia al resper.to t1P. 311ntac,; pP.rimet-rales e<sf"a en-focada 

a 1 usn de 1 a ~ junti'\s impermP.ables separarfi'\c;. 

Cnnstrucr:1ón. 

ComPnzando r.on la presa de 

las Josas dP r:onr.retn han c;1do cnlncadRs en ver1:1calec; 

par-t1endn dP. la pArte mas baJI'>, 11si'.lndn en la mayor1a rlP los ca-

sos solo 1;;1mples Juntas de r:ontr1.1cc1Ón horzontal. t. as -franJri<;; son 

dP. un "nchn de 17.-18 m, sienrln 15 m. una med1rfn 11o;;1.1al. 

S~ h~ per.-=adG que C5P. deba de P¡mpe?~r lñ r:olocac1Ón riP. }a tosa 

de conc:r.,1:n, una VP.Z fllJF..> todo P.I enrocamu'l'nt:n ha 

• s1n embargo, la ev.per1enr:-1a en con~t:rucr:1Ón y 

sido term1nado 

r:omportam1entn 

r¡11P. c;e tuvo en prP.sa'S r.nmo Are1a,Si'\IVAJ1na 

C}tJP la ·lnsA puede r.nlor:arse en la ser-uenc1a 

y l'"ahc l. aem muestra 

que le r.onvenga al 

r:ono;;t:ruct:or, dando como re'Sultado un programa mas r:ort:o y econó­

nnr-n.. 

7.2.4 Zona .de respaldo de la losa. 

La'S 1dea'S concernientes al dtseño del respaldo rfe la losa se 

han rfesarrollado cons1derablemen1:e desde ¡q65-70. A partir de 

P-s;os fP-r.has , la maynr1a r1e ·las presas dF? F?ste tipa hnn cnns1de-

rada 1ina 7ona compuesta de roca r.r1bada n ·tr1rurada, con una 

gri'lr1uación cnn t-amaño'S miÍ>amos dP. "'.'" (75 mm) a 6" <150 mm> Este 

mP.tnrfn rhrecto ""' prnr.F?sam1ent:n no prnt11ir·e una P.lev;orta 

r1P part-1culas mennrP.s a la mall,. No. 4. 
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Fn r.lgunns traha3os ··esta zona ha ten1dn espec:1ficac:1ones con 

una gran can1;1di\d de partículri<> más. finas que la m"IJ" No.4 con 

el prapós1+n de ehm1n?tr la segregar1ón y asegurar que el material 

cnmpric+ado nn sea altamente permerible. 

fJreve hic;tor1a de la evoluc1Ón del mseno del respaldo de la losa. 

La maynr{a de las pres"s ro n losa de concreto constru1das 

i'lntP.s de 19'50 fueron r:onstru1das mediante en roe: amiento colocado 

a volteo y r.on una zona delgada de gri'lndes rocas c:alacadao;; con 

gru,. en el paramento ag11as arriba, .Juo;;t:amente bajo la lo-sa de 

c:nnrret:n. F-5ta prár:t1ca r:amb1ri P!"? ~l µerl.Ódo 1955-60 cuando el 

,-.,spaldn empezó a ser cnlnr.ado en estrat:o'5 conipac:tados y el uso 

di? rocas de gran tamaño fué ahandnnñdo 'ª favor del uso de rocas 

pP.queñr.is. el prnpós11:0 de esta zona fue proveer un buen soporte 

a li'l los;, dP. ronr.retn de tal manera que la carga de agua actuando 

snbre la ln-sa fuera un1fnrmemente d1str1huida eh'!m1nando la posi­

b1hdad t1P. f111e una una ror.a de gran tamaño ba30 la losa provocara 

unil r.arga altamente r.onr:-entradi'l. 

En li'1'5 p:-r>sas constru1di'1s durante lo<s anos bO's comunmente el 

nsat:<?r1al del respalr:ln era hnrnearto para elim1nar todas las part1-

culao;; mennreo;; de '2"<50 mml a 1"(25 mm>, la razón principal nara 

eliminar "'stos tamaños dP. part{cul<>s finas y rocas 

ehmtnar la pos1b1lidad de r¡uP. l<>s fugas a través de 

pequeñ<>s, era 

lao;; j1.intas 

en la losa de concre+o pur1ieran transportarlas fuera de. la 7ona 

· r.IP-1 respaldo y depos1tarli'ls en los vac1os del enrocamiento pr1n-

c1pal, c-reando una indeseable perd111a de <soporte ba30 la 

r:-onroreto causando la ruptura. 

losa de 
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AJguna-s rle lns grandes presas r:nn-::;tru1das r.r:>n un re-spaldo 

horneado para ehmtnar partÍctJlñ-s pE"queñas · pn F?o;;te per-u5dn ft1ernn. 

Añn terminac16n Altura Esn.del respaldo. 

NP-w ExchP-quer 

<Cahfornial 

r.ab1n Cree!-· 

<Colnraón> 

Piedra.,;· 

<España> 

P1nd,.r1 

<A•1stralia> 

1966 150 m. 2-25" 

Un cambtn abr1.1ptr:1 fue hechn Pn el respaldo de la losa en la 

presa de Ce-thana en Australia con UO m. dP- altura completada en 

1971. En est.?. prF?sa se rler.:11:!1Ó usar el mio;;mn pr1ncip1n de> con<S-

T.r11cc1Ón para el re>-spaldn pero usando ror.as s1n procesamiento 

parñ F>hm1nar partículas de suelo y rnr:as per¡uenao;;. Las espec"J.fi­

car.1ones reqt.1<?r1.:in que el mater-.al fuera una ror.a res;srente con 

un t"m"ñn máx1mo de 9"<2?..5 r.m.l • Aquí, los ingen1ernc; nn r:on<;¡1-

una real poo;;1bihdad de r¡uP- la<; part{r:ulas 

f1nas fueran lavada-s por la-s fuga.,; en la ln-sn r1e conc:ret-o y per-

m1t1F>r'1n F>l subser.uF>nt.e> asentam11?nto rle lri lnsa. 

Adem~s de ev1tar P.! r.ostn de c:r~bado y separado rtel materal 

para remover rocas de tamaños menorP.s a 2 .. , los rh sP.narlores 

r. .. th,.na r.r-eyeron qt tf? P.ra técnir:-amente vent.aJo-sn r1F>Jnr las roca~ 
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pequPñi\c; y Pn PI mater1al rlP.I respaldo par das razones 

1., F.ra ronv~nH~ntP- que S?1 mater'ial f11Pra menas permeable, 

t"al que mPnos agua purlu~ra atraves¡or la presiO en un evento de fu­

ga a través rle li\ lnc;a rle r.ancreta. 

2.> Cnn lnc; t.Amañns rlP rar:as pequenAc; y- finas se podría fer-

,.ar más far.1 lmPntP en la r.Ara exter1ar una superfic1e hsa y lo-

grar "11n espesar r1e la lnsa rle r.nnr.reta menar, arlemas r1e lograr 

q1.1e la s11perfü:1e 1nr.hnarla fuera más establP. ba.JO los p1eo;; rle 

lns traha.JarlnrP.S• 

~. ' -
L" preo;;¡o . rle .. ·cethana fHe. prov1c;ta rie máo;; 1no;;trument"i\c16n de la 

•,, ....... J ..... - .• ' ._, ... . 

uc;11" 1, _In . .-i{~'~·:; r:;,;,:;fi~m.:5_ 'que. PI i'-ompartam11mtn f11P exr:elent.e en 
,. 

t"nrlnc; i\"iper.1".ns.L a rns-tn •r-1:'.inn de 1 a presa Cethana y la e·xper1en-

,. 
1nfluenr-1a en algun" merl1rli'I 

En la m"'ynru• rle las 

!ns c;11bsec1.1entes rl1seños. 

, 
presA r.an losa de concreto despues de 

Cethi\nA, PI m1smn 1"1po de mater1al pi\ra la znni'I de reo;;pa lrlo fue 

esper.1fir.ar1n, s1n remover li'1'5 ror.as de pP.r¡ueño tamaño y f1nos del 

s11P.ln. l." c;ig111entP. ·gran presa rle este t1pa fue Alto Anch1r.aya, 

canstru1da en r:n1nmb1a durante 1970-74, r.on una altura ,máxima de 

140 m. En lA o;;ig111ent:e tabla o;;e observa r¡ue el rango de especifi-

c:ac"ton de -tamññn para las pi'lrtículas de la zona del respaldo fue 

muy s1m1lar a la de la prP'5a Cethi\nA. En Alto Anch1caya se desa-

rrnllaron grandes f.1ltrnr-innes en el perímetro de las juntas, con 

un m:Íx1mn rlP- tBQn l./s. en el pr;mer llenarlo. Esta exper1enna 

moc;-trn r¡ue 1 a zona riP rP'5paldo en esta presa no fue muy efec-t."lva 

romo una harrer?I spr.unrlar1a [lara r.on-t.rolar las fug¡os 
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c1P. 1 a losa c1e r.r:inr-reto. 

Fo;per.1fir.ar:1ones c1P. l)rar1uar:u'ln. 

Porr:entaJP. r1e pArt:Ír:11las fini'ls perm11:1blF.>s. 

Tamaño 

GI" 

6" 

Malla 

Malla 

MAila Nn.200 

Alto Anrh1r;.1ya 

0-5 

Fo.- do Are1a 

PAra los 16<"• m. c1e IA prP.sa Foz r1n ArPia, term1ne.rf1" en Brasil 

P.n 1982, 11" zone. del respaldo de ror:a tr1t:1.1r1"<1n fuP muy s1m1lnr 

a la de li'l presa Cethnni'l r.omn SF.> observa en la tabla. Las espP-

má'x1mo de 6 11 y 

un mínimo rlP ~'Y. r1P p?-r1"1r:ul?."' menores a la rnAlla Nn.4. l. as espe­

nfir.ar:1r:ines previao; de Cethana y AltA Anr:h1r:aya adm11"1an t:ñmaños 

mri:-:imas de qn a t ?.'" y no requerian de un porr:F.>ntAJe mín1mo de 

f1Art-ír.11l1"s menorF.>s a li'l m"'ll"' Nn.4 

1 i'ls zonas r:ompar:Ti'ldi'ls rlP. ror:A pequeña ron 'tamaños 

rlen+-rn de las eo;ppr.1firar.1ones anteriores son rPlrit1vamente 

cayendo 

per-

mPablec;, at'tn r-11nndn el niater1al es r:nlor.ario nndadosamente P.n una 

mAsi'l hnmn<JF.ór.ea, Y-" :r.¡11e no hay una c;11firienf-e r.:r>nt:1dad de partu:u-

1 "o; m"'nnr?c; '11.IP. lr.t m:.ll.':1 Nn)I p;;¡r;; llP-nar !ne; v;;r.1os entre las 
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St P.I mat:en;ol t.1?.ne una suf11-1ente r:antu:tar:I 

entrP. las granr:les ror.as , y si 

Po;;t-p no fuP. <;;pgregi'\r1n, la permeab11idar:I rlP. la masa r.ompact-ada po­

r1ri'\ S"'r r:IPt-Prm1nar:la por las propiedades r:le la fracc1Ón ftna y po­

drírt t:enP.r un rnefir.iente de pPrmeabthdad 6'> del orr:len de 0 .. 001 

cm/'cs n mennr. 

r.nnt:rnl r:IP. lrt sPgregar.1ñn r.on fil+rns de arena-grava. 

L" PXpPr1Pnr.1a y r.onnrtmient-.o sobre filtros en presas de tie­

rri'I y prPsas r1e t-.1erra y 9nrnr.am1ento puer:le aphcarse a la zona 

dF.! rF.'spalr:lo P"r" 11na presa r.on losa dF.! concreto. E"n presas de 

t-1err"1 r.nn r.nr<'l7nn central el filrro pr1nc1p;;,l aguas abajo del 

:o:-z:zon es .;rer:t1en't'~emente her.ha de arena-grava o grava arenosa 

r:-an t 1n t:c:J:m~ño máx1mo dF? 2" a :t" y algunas veces mnyor. Los tama-

ños r:IF> la grava pueden obtenerse por tr1turar.1r5n r:le la roe-a.Una 

mF.!7.r.la grav'!-Arena h1en grar:luar:la es un exc-elent:e filtro para pro­

teger el corazon impermeable, stn embargo ,el prtnr.ipal problema 

consiste en espec-tfic:ar lri graduac-1Ón r:lel filt-ro de tal manera de 

evitar que durrinte la c-onstrucc:ión las gravas gruesas se segregen 

en bolsas en las c-uales haya muy poca arena, tales bolsas se pre­

sentan frecuentemente en la interface entre el cor;;,zÓn y el fil­

tro. 

La cant1dad dP. segregac:115n en un filtro de 

relar:ionar:la r::on la graduación del material 

mado en la construc1=1ón r:lel mlsmo. 

y 

grava-arena está 

c:on el r::u1dado to-

La relar.16n entre la c:ant~dad dP. arena para una me7.cla grava 

arena y el r.u1dado necesar10 poara evitar un 

=ón nn p11P.de ser r.let:erminar1a por un anáhsis 
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r1on f-H'>nP. que ser valt1arfi'I pnr nhs">rva~ón d1r-ectñ de la magn1-

t1.1d rfe loe; Jlroble>ma-s de segregal"."1.Ón r¡ue se de-sarrnll an ron di f"'­

rent-es me<:rlas grava-arenñ , siendo manP.jadñs rnn diferentes mé­

i:odos rfe construrr1Ón en diferentes ohrao;;.. 

p11ntn rfe vista r1el prnblema de segregar.1 ón , el 

rnnt-enu1n de f'Htr1:í'r:11lñs menorP'< que el tamñño rfe 1 ñ arena es 

fArt-nr más 1mpnrtantP. En hase a ey.pPnment.;u71nnes llevadas 

PI 

a 

r"'bn pnr el Servirin AmPrir.ñnn de r.-onsPrv,,.r1Ón de st.tPlnc; en un 

pl'lra filtros ,y bac;Adns en nbservar1n-

nes rfe rr.impn y P.xper1m.,ntoc; rfe lr.iboratnnn ,pñr" mezclas grava-

rel'3t1vamente bien graduadas r::onten1endn todos los tamaños 

«nhre 11n m<Ú!lmn rfe ';'" y r.on pnr::n porr.en't ªJ"' rfe t:Amañoc; abAJO de 

lM mAil t r.i Nr"?., ?.00 r.:2 t':üiTit:-ron ias s1gt11en~es rnnc:luc::;1onF?s : 

t. Pi'3ra mezrlas rnn 207. o mennr rfe ñrenA<menor malla No.4) 

es r>r.!\r::tir.-amente 1mpos1ble ev1tar una segregar.1Ón , 

ri1~1n ten1enrlo gran r:uirlArlo rl11rante la r.onstruc:r.-1Ón. 

2. Para mezc:las rnn 25-"".'S'Y. de Arena P.e; pos1ble r:-onsegu1r una 

dism1n1.1r:ián de la segregar:1Ón a 

rlarlns durante !A r.onstruc:r.ión • 

r.osta de grandes y r.ontinuos c:ui-

~- Para mezr::las c:on 4Q'Y. de aren?.: o :nod;::.radamente mayor, una 

gran segregl'lr:16n puede ser evitrida 

nable. En e>ste caso la permeabilirfarl 

pnr men10 de un r.uidAdo razo­

esta gobernAda por la per-

meñbihdad de la fracr::iÓn de mat-erial menor q11e la mAlla No.4 • 

!nfluenc:1a rle la permeah1lidad del respñldo en las 

nP-s en la losa de c:oncreto. 

._ 42 -

i'iltracio-



cu .. ndn PI respalctn c;i1:11adn haJn ¡,. lns" d,. 

permeahlP, la rant1rlad r1e filtaru:ín a 1-ravéc; de 

rnnrreto es muy 

una rupt11r"' de 

un~ J11nta n de una g,-,et.a en la los•" est." l1m1tada por las di-

.. en•"onP'S r1e la griet:a y por la frir:r:1Ón h1dr,.;olica que ar:t.úa al 

paso del la ftlt:rar:1ón, es der:1r, q11e el rnnt:rnl se enc:uent-ra en 

la t:rayPr:1-nr1 a que rer:nrrP la fi lt:rar1Ón r1en1:rn r1e la losa de 

rnnc:ret-o. Cuandn el re-spaldn eo;; sem1permeahle, la cantir1ad de 

infi 11:rar:HÍn 'l' 1e p1 lf"de pasar " travé's r1e 

cre1"o,. esta hmi1-i\da por la permeab1hdarl 

lAs grietas en el con­

rlel respaldo bajo la 

loc;a, ya quP. la re-c;1stenr:i" 1'l ·fl11Jo "' traves rle este e<a ron-si-

derahlemente mayor quP li\ r"r<Ji'\ de prec;1Ón pérdida en el paso a 

Al rnnt.rar1n rle In que se pHP.rle peno;;ar, la experienc:1a mues-

tri'\ que el anc:hn rle la grieta P.n 11'1 lnc;i'\ rlP- conc:.-.~to tiene rela­

.t1vam,,.nt.P pnr:a tnfluenr:ia en el t:ntal rle la infiltración, cu1'lnr1o 

esta F?s gnhernada por la pF?rmeah11H1arl del respaldo. 

2.4 Futuro r1P li'\S grandes presas rle losa de r:oncreto. 

El diseño futuro de preoa;;io;; de enrocam1ento con lo<Sa de . con-

c:ret'o arr1h1'l de lnc;. 160 m de alt-t1ra esta dirigido 

tión del mov1m1ento de la ln<Sa ha.Jn la r:arga. de 

sobre la cues-

llenado. Para 

presas entre ln<a 16Q y '.'00 m rle altura, los requ1sito<S del s1tin 

llevan a buscar una' rnca de c:1mentaciÓn no erosionable, r:on tra:-

tam1ent:os espec:1ales -s1 así SP. rP-qu~ere, y r:on un alto módulo de-

c:omprestbihrlad. Oadn que los mnv1mient:n-s rle la losr:i de r:onr:reto 
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son dtrer-tament:e proporc1onales al mód11ln r1e rnmprP.sib1lidart, !ns 

mnv1m1ent:os de aq11el 1 a pueden ser Pstimados. 

a presa Esmeralda con 2~5 m r1e alt:ura,y r.hic-nasen cnn '261 m •• 

snn presas 

ins1".rumentada,.; y por Sil excelente r.omport-am1en1"n hny día, podPmns 

establecer la far::t:ibihd"d de n:1nc;t-r111r mas presas dP. P.SF.' t:1pn y 

con esa altura. Esta expP.r1enc1"' en prec;as de romb1naria 

cnn IA gAnada sobre los mnv1m1entos riP la lnsa en 

la basi? par8 ,.¡ d1seño ne presas altas 

rnn lnsF! de r.nnr:rPtn.Lln r1ic;F?ñn r-:onr-ept:ual pr-11p11F.:'sf-:-- para una pr7c;.a 

rie ?44 m. rte al1"11rA. rie enror.am1ent-o romp,.rti'\dO con losa rie con-

sP m\1estra Pn l;i f'ir:Jt1rA. 7..2. •El dit5.eñn ?mf>lP~ ~'n? r-~mh'!.na-

r.1nn Agui'\s arr1b" de cnra:n5n impermeable y tnsa dP. c:oncre1"o en los 

pr1meros 17.'2 m. rte elevac1r:ín y un enrocam1ent.n s1mple con losa de 

rnnrrPto arriba rie toe; 122 m. 

Algunas de las ronr:hr.1ones ex1stent:es M. favor del uso de pre-

,,a +..:!.ntn e;;ísm1c:a rnmn a 1 as r.onrhr.1nnps r.li.mát..,cac;, 

rl?ststen­

el pns1ble 

llsn rtP mat:F>ri a les dR ha Ji'\ ri'\ hrlad en sus prnpiP.dades y un progra­

ma rie cnnst:ruc.r:"lr:ín más cnrt n. 



1. Impermeable 

2. Fil.tro 
3. Mat. triturado (menor 3") 

4. Enrocamiento compactado 
S. A volteo 
6. Variabl.e 

mater.ial. 
impermeabl.e 

FIG. G..G. • Secci6n de una Presa conceptual. 
de enronamiento con 1.ósa de 

concreto (245 m ). 
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C::AF· I TULO I I :J: 

LA INVESIIGAC::CC>N V su 

ME:TODOLOGIA 

3.1 El l"létodo, la Teoría y la Técnica 

El hOftlbre es el 1'.inico ser de !ª natu!!""e!ez.-:: ;:¡ue 'f>e ha transfór­

mado a sí mismo.Esto ha sido posible gracias a su actividad con­

sciente,a la práctica humana.Los aspectos .fundamentales de la prác­

tica social son,por una parte,la acción recíproca del hombre sobre 

la .naturaleza; y por otra parte, la acción recíproca del hombre 

sobre el hombre. El hombre al transformar la naturaleza se ha 

transformado a sí mismo. El ser humano para sobrevivir y desa­

rollarse requiere del éxito de su práctica social y la base de 

su éxito depende de la objetividad de su pensamiento; conoc...-, 

reflejar correctamente los fencS.enos de la naturaleza, tanto en 

sus relaciones internas como externas, para poder intervenir en 

sus procesos de cambio da acuerdo con sus necesidades concretas. 

"La noción de •necesidad• es, en efecto, una noción histórica. El 

ser humano no se define por un registro de necesidades dencmina­

das de una vez por todas. El proceso civilizador es creador dEll 

nuevas necesidades. Uno de los rasgos de este proceso, en el cual 

el hombre se eleva ante sí •ismo, es que interviene cada vez de 
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una manera más consciente, empleando sus posibilidades de dirigir 

el cambio. La realización de esta posibilidad as lo que se ha 

llamado en ciencias sociales plani-ficación, o bien desarrolla de 

Ja comunidad." 

El hoftlbre para poder trans-formar la realidad •n forma con-

.. sciente necesita descubrir el -Funcionamiento, el mecanismo que 

rige las relaciones en y entre los -fenómenos, an esta -forma está 

en posibilidad de predecir los cambios y dirigirlos de .acuerdo 

con sus necesidádes concretas. 

La posibilidad de transforear conscientemente la realidad, o 

sea de' diri!!tr !~!: c.::tii~ios, es'éá en relación directa con la posi­

bilidad dé conocer objetivamente esa realidad. Este es el funda­

mento de la estrecha relación que •xiste entre la Teoría, el l'lé-

todo y la Técnica, 

ciencia. 

que en su conjunto es lo que constituye la 

La Teoría es un sistetaa de un saber generalizado, explicación 

sistem.itica de determinados aspectos de lo que es la realidad- El 

termino ••teoría" posee diversas signi~icaciones: cc."i',o coni:raposi­

cir::Sn a la práctica o a la hipótesis. La teoría es distinta d• la 

práctica, pues constituye un re-flejo y un.a reproducción mental, 

:ideal, de la verdadera realidad. Por otra parte, se hAlla indiso­

luble=ente ligada a la práctica, que plantea al conocimiento pro­

blemas acuciantes y exige su pronta solución. De ahí que la prác­

tica entre en calidad de elemento orgánica en toda teoría. Las 

teorías pueden desempeñar y desempeñan un importante papel en la 

tr.ansformacidn revolucionaria de la sociedad. Tenemos pues, que la 

teoría, surgida como generalización de la actividad cognoscitiva 
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y de los resultados del hacer práctico, contribuye a trans-formar 

la naturaleza y la vida social. El criterio de la veracidad de 

una teoría es la práctica. 

De acuerdo con esta 

los siguientes rasgos: 

definición la teoría científica presenta" 

1. La teoría es un sistema de conceptos,categorías y leyes. 

2. Es el reflejo objetivo de la realidad. 

3. Se encuentra indisolublemente ligada a la práctica. 

4. Son estructuras complejas: (alcalculos formales;Cb>inter­

pretación sustancial. 

5. La teoría científica esti> cc:;;:ficíonada históricamente y 

social. 

6. Las teorías pueden servir de guía para la trans-formac.ión 

revolucionaria de la realidad; contribuyen a transformar 

la naturaleza y la vida social. 

7. Las teorías sociales poseen un carácter de clase. 

Esta definición de teoría ha sido producto de un largo y pe­

penoso dRsarrollo del pensamiento científico. Históricamente el 

método y la teoría no siempre han marchado de la mano. En la 

época primitiva,el escaso desarrollo de las fuerzas productivas, 

limitó el pensamiento y los procedimientos explicativos· de la 

realidad, de tal modo el hombre primitivo acudió frecuentemente 

al mito y a la magia para satisfacer su necesidad de comprender. 

les fenómenos y sistematizar sus conc:epto!L 

La ciencia es una estructura, un sistema de teorías, prínci­

pios,leyes y categorías que observa tres niveles: el teórico, el 

mP.todolÓgico y el técnico. V de acuerdo a sus objetivos y nece-
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sü1ades se encuentra estratificada en un "piso estratégico" y en 

otro práctico, aplicado -ciencia básica y c:ie!"?ci.a aplica.da-. Por 

ui:ra parte, la ciencia como re.¡:lejo de una realidad dialéctica, 

estratificada e interrelacionada, se divide en un camoo genera-

lizadcr y .,.,; diversos campos específicos correspondientes a las 

ciencias particulares. Las ciencias particulares t;;e ca:-.;;;:::terizan 

po• el objet:o que estudian y por métodos y técnicas esped-ficas; 

tienen en común las leyes objetivas y los principios generales 

que constituyen su unidad y su base. 

De acuerdo con esta definición la ciencia p;:;see una serie de 

rasgos que la caracteriz"n' 

l. Posee una estrecha relación entre la teoría y lo que es 

la práctica. Esta relar;:idn as de carácter dialéctico. 

La ciencia parte de los hechos, realiza !Su función gene­

ralizadora y crea modelos para modificar y transformar la 

realidad. 

2.. Es un sistema que por su forma es subjetivo, es decir, es 

un reflejo de la realidad; pero por su contenido e.s obje­

tivo, es decir,corresponde a las propiedades y relaciones 

de los f enó~enos. 

3. La objetividad de la ciencia se comprueba en la práctica. 

La práctica es el criterio de la verdad. La práctica 

científica requiere de la creación de modelos. 

4. La ciencia posee una estructura lógica; de aqui su ín-_ 

tima relación entre la teoría, método y la técnica. 

5. La ciencia es un sistema abierto: al ser un reflejo obje­

tivo de la realidarl, posee un carácter dialéctico; su __ 
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verar.idad es absoluta y relativa; parte de leyes y catego­

rías comprobadas e investiga y reali2a nuevos d&scubri­

miP-n'f:os; a.firma, niega y supera constantemente el pensa- _ 

«liento r-ientffico anterior. 

6. La r-iencia es concreta; o sea, es 111!'1 análisis concreto de 

situaciones concretas. 

7. Los fines de la ciencia estan limitados por loo;¡ intereses 

y necesidades r.nncretas de la sociedad. 

3.2 1-.a caracteri2ación de Ja Investigación 

La Investigación cient:if{ca,como todas las otras activirtades 

humanas, se reali2a con mayores probabilidades de é><ito cuando 

previamente se elabora un proyecto rtel trabajo por raali7i'tr, en 

el r:ual se inr:l1.1ye el procedimiento para ejP-r:utarlo. Fl método 

r.ient1fir.n es justamente el pror:er.limiP.ntn planearlo que o;;e 'Sigue 

en la inveo;;tigar.ián, para descubrir las formas de exio;;f-enr:ia d.? 

Jos prnr.esos del universo, desentrañar sus r.nnP.xionP.s internas y 

P.xterna'5, generalizar- y profundizar los r.nnor.imientos i'trfquiridos 

rJe F?SF? modo, demostrarlos racionalmentP con rigor y comprobarlos 

en el exparimento y merJianta SIJ'5 aplir.ar:iones técnicas. De """ª 
manera, además de conocer los prr:>r.e<sos,se hallan las cnndicionF>c; 

ner:esarir:>c:::;. para permitir la intervención humana f?n el 

r.omportnniiento r1e Jo-:; propino;; sur:ec;os, ya sea acelerándolo'S, rP.­

tarrJánrtolns, perturhándnlos rte otras mur.has maneras, o bh~n, in­

áu<:iéndnlno;; a <;;U tr .. nsformar.:ión. En consecuenr.:ia,el método r:iP.n­

t-í firo c;e funrJA esf-rü:-tament:e en las té<:nir.As experimPnt:ales,Ja<s 

npPrArinnPc; Jngir:A'i y ¡,. imagina<:iÓn ri'lr.ional, parA e.f"rvir asi 
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c:nmo ins"t.r11mentn de adr¡uioSición riel c:nnocimiento cientifico. F.:n 

-tndn c:acso,. el mét.nr1n se rtesa.rrolla mediant-.P. a;prnximi=!cionP.s suc:e-

siva.c:>, -se r.ompruP.ba rei-t.eradamente en la práctica y c;e afma en 

cr;n"t.i'\rtn dirert.o ron li'\ realidad. 

La fnrm11lar:ic:Sn lógica del método se h<> conseguido y se sigue 

desarrnllrmr1n a través del esfuerzo conjunto de los p_-.sadores y 

los experiment,,.dnres.Para su formulac:ión se requiere el análisü• 

penetrante de la actividi'\d c::iP.nt{fica, para determinar con pre-

risión loe; diverc;ns eh'>mP.ntoc; qt1e la integran. Tambien se nece-

que coner.T.i\n mu-

t11ament:e a dichos elP-mP.nt".ns., 1.nc:iuyendo 

prr\r.:"ticament ... dF> manifiec;-to, romo las que rec;ultan posihlF>c; me­

dii'\nte la reflexir"in ri'lr.:inni'\l. Igualmente c;e precisa lñ estruc:tu-

armoniosa de esos elementos y -sus conexiones, 

pari'I pndF>r rPcnnc;tituir unitariament:P. las distintas operi'lr.:iones 

metÓdir.:ac; en 11n nivel m,.c; i'\mplin y profundo.En fin, dic::h?l fnrmu-

lacinn implic:" la generalización de loe; procedimientos surgidos 

dPn-t.ro de cada dic;c:iplin?., para poner al de<;cubierto tnda<; <;Us 

de<;arrolla y vigoriza posibilidades. De esta manera, la 16gic?l 

lns métnrlos de la investigaci6n r.ientí-fica, a la vez que muestra 

la riqt1e7a de suc; posible<; alc:Ancec;. A'5i, en rada inve<;-tigacián 

que <;e re?lli7a,arlemas de recoger<;e el fruto de adquirir un nuevo 

conoc:imiP.nto, "tambien c;e obtiene una comprohación concreta rte la 

Pficacii'l del método emple?.dn. 

El mét.nr.lo cient:ífir.o, r.nmo procedimiento riguroso para l<> 

adq11isición del rnnnrimiento, F>S también un conocimiento adqui­

rirlo a -t.r?lvé<; dF> li'\ multitud r1e experiencia<; i'lCUmlJli<\d?ls, raci~ 
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nr\li7r\r1r\c; y prnhar:lr\s por '" h11111r\nirJr\d en el curc;o r:IF.>1 rtP.sarrollo 

rtP. 1 a Ac:tividart r:ientffir.A. F.n este sentidn,el mPt.ndn se disf-in­

guP. dF> lns otros r.nnorimiPn1:ns cientÍfir.oc; únir:-AmPnf-.P por la 

funr.ión ppr:111iar que dec;empeña en Ir\ investigar.ion. PPro, a•Ín 

esta distinción es rPI ilf-iva, r:-nmn In prueha el her:ho r1e que m11-

r.hnc; r:onocimient:.ns se r.onviert-.en en inc;t:rumenTns metór1ir:o-:; f1r\ra 

Ja adquic;ición de of-rnc; rnnnr:imientr:i<;;;y s1.1rerte inrlusn r¡ue disr.i­

plinas P-nteras pt1eden c-onvert:irsP ~n méTndos de invest-igr!c:trín,. 

roma C"')Curre en la matPmátir.a. Por ot:ra pnrt-.P., rlP. lñ mic:;ma manera 

en que P) r.onnr.imiF?nt:n ~iP.nt:Í-ficn en su r.nnjunt:n expresa el gra­

r!n rln ~n¡;rin'io ~jf-&rr:irin por el hombre sobrP. 1ns pra<:Rsos P.x'ist:Pn­

f-.F?'S; asi f-.amhiF?n, en el ;trlelant~ logrado en loe; mé1:onos c:ientí-

c;P. encuen1-.ra rF?prPc;entadr:i el dominio hum;mo alc:Anzarto sn-

hre el propio conocimiF>nto. Fn f-.odn r:ñso,jamás se dehe perder de 

visf-.i'l que el mP.torJn e<;; un in"Strumentn rJe trabajo y quF? c;1.1 finA-

lidAd prÁr:f-ira impnnP la necesidad dF> tenF?r en cuenta <;;iemprf? 

c;u<;; pnc;ihilirtades rte ñplicación. Por otro J;;idn, Jli'lra r¡ue PI mg-

eTir.Az para la rle-

1-prminarinn cien1:Í-fica de la ey,perienc:ia, es inrtispF?nsahlF> q11e 

c;irva para rF>produr:ir, con Ja mayor apro>rimAc:inn poc;ihlF» eJ rtF>-

c;envo1vimientn general del universo y, a la Ve7, quF? represente 

lac; diver<;;ac; fa<;;ec; r:nmunes a tortn'S Jos pror:esnc; existent:es. 

""·"" MetndologÍi'l de lA InveoStigación 

PrF>sP.n1:i'lrF>mos una mF!todolng{,. para la invP.c;tigAr-iÓn,oSin de-

r-ir r-nn F>stn q1.1e <;;e tratF! dF? lA Únir.a pnsih1e. C:onc;ist:.e Pn el 

ec;tri'ltegia en J;;i r.11al SF.' r-nmhinAn difF?-
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rente-s P.lement.o-s b&.sir:o-s Jl"'"" un mP.jor rlesempP.ño de eo;;ta acti­

vü1r\r1.F1 prorP.sn dP. 1nvec;t.;gar:irfn es al mismo tieapo un trabajo 

r:iP.nt"Í fic-n., un r\rte y una MVP.nt:ura.. 

Para el r1i'Señn de lA metorlolol]Ía dF>ben r:on'Siderarse los si-

1Juienteo;; ASflPr:t:n-s: 

A> N1vPles de rnnncimientn: des<:r1p1:ivo, r:onc:eptual a 

teóri<:o. 

B> Las siguient:eo;; eti'!pA'S: An<'ílio;;is, <;;{nte-sio;;, inducción·:. 

y d,.rlur<:iÓn. 

C> F<st.r1hler.:Pr un proreo;;o rle ab'Stra<:<:iÓn 

r:ono;;truyan y r:omprueben hipótesis. 

D> Plane~r Jac:; i!c'f:ivir1r!r1f?'5 en un ~XpPrim~ntn. 

Con f:odn lo anterior 'Se establece la metodolagí'a que se 

presenta a cont1m ti'!ci6n: 

A> Elecr:1ón rlP.l temA. 

P> Tnve-si:lgAc:ión Bibliográfir:a. 

C> Formular:i6n del modetlo matemático o experimental. 

D> Pl anearirSn dF?l trabajo. 

E> Rei:olecr.:ión de dato-s~ 

F> F-jecución de Jo<;; trabajos. 

G> Tnterpret:aci6n y <:OIDJlaración de resultados. 

H> Generalización. 

T> Conclu-sioneo;; y rer:omenrlaciones. 

,J> Comunir:acir5n mediante reda<:ción del informe. 

F-l trabajo dR inveo;;tigar:iÓn tiene <su b.-sP F>n el método r:ien­

ciP-nt-:Ífir:r.i, y cuando la invP-stigac'ir5n es aplicada 1:f;pnemD'S lo que 
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sería el mF.tnrfn ingenieril, "' r.nntinuac:-ión P.nunr:iamos las et-apas 

de l"."ada uno dP elln-s: 

FASES DEI_ METODO CTENTTFTCO 

A> Oh<>P.rvar:ión. 

f>) Experimentar:ián. 

C> For1111.1lar:1ón del modelo mi'\tem8tir:o. 

O> Comparación con mediciones P.xperiment:alP.s 

E> r:onc:lu-s1one-s. 

FASES DEI. l'IETOOO TNGF.NTERTI. 

A> Plant,,.amiento del problema. 

P> B1~squeda de alterni!tivac:i dP c:;o!ut:i.dn. 

C> Elección del método de análisis. 

m Anrflisis de soluciones y elección de la Óptima.·· 

E> F.specifir:ar:ión de detalles. 

F> Realizar:ión. 

GJ Mi'lnt-enimiento o r.onservar:ión. 

<:.4 Crif:erioc; pAra la eler:rión del tema 

Fs impnrtanf:e cuanr1<:> se va a elegir 11n tema dF> investigacidn 

"'l f:enP.r parámetro-s de referenria pñra rtecidir si el T.ema es de 

int'.erés gP.neral, o;i va a resolver algun problema, si va a 1'.rano;­

fnrmar la rPi'llirfad socineconómica- cultural y polÍt:ir:a del medio 

que nos rodea,-si eo; de interés general o 1:ecnol6g'ir:o, etc:. Entre 

ln-s pñrÁmet:rno; o;e tien"'n: 

FTI. OSOFTr:os 

c;or.TAI. F.S 

F.r.ONOMJCOS 
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HISTORJCOS 

HIJMANJSTICOS 

l':IJL TIJRALES 

ETICOS 

POLJTICOS 

MERCADOTECNICOS 

CRF.:ATIVOS. 

~-S Investigación bibliográfica 

CURRJCIA.ARES 

ETC. 

.La invest:igar.:i6n biblingráfir.:a consiste en realizar un estu-

lnv~stigar.1ón elegido, r:on objeto de tomar en 

r:uP.nta In reali7aclo h;,stn P.! moment:o sobre el tema y no repetir 

lo que ya se hi7o. La inv~tigación' bibliográfica se realiza a 

t:ravés de: 

Recolecr:HÍo de fir:hi'ls de art.ir:ulos 

L<?rt:uri'! dP art:ír:ulos y libros 

Consultas con personas relar.:ionadas ron P.1 tema 

De~p,jes cie li!. revi'3iÓn c;e deben sMr~r ccnch.Is'ií'Jfles 

del estado del arte en el· problema atac-i'!do y ver de que 

manera Ir> investigación planteada ayudará a su evolucirín 

-.:.1, Fnrm1.1lar:inn del modelo mat:E>mátir.:o o experimental 

F.strl fase . F.'S importante ya que normalmente na se r.:apar:it:a 

para el desarrollo de modelos ar:ler.:uados a problemas físico'S. F.:n 

P.sta fasF.> r<?'SUlta crltir:o P.I P5tablecimient.a de hip6tesio;; de par­

t:irta,ya q1.1e 'Si san incorrectas y no se logra la r:onr:ardancia r.on 
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Jnc; nbsF?rvado"'o deber~ repetirse el trabajo c:on nuevas 

hipr5tes1s hastri lograr rF?<;ultarlos signl.-fir:i'ltivos. 

Otro aspecto crít:ir:o e<S la eler:cu5n del tipo de ec:uar:iones 

que <>imlll r1ran al problP.ma en estudio, t::imb1en en ec;t:e cao;;o sí nn 

es el adecuado ;;,l hac:P.r Ir.\ comparac1on debería iterarse con otr,.c; 

er.:uar.innes, siguiendo el mismo r.r1terio que r:on las hip6tes1s.OP. 

la nh<;ervac:ión del -fr;.>nr'Ímeno <SE> rlE>terminnn li3s V'3r-iables que in-

fluyen Pn él, y se deheran inr:luir en e! moc1elo mi3temátic:o. Tem-

bién lñs nPr.:ec;1darles prár:tir.as de variables de Si'I l'ida influyen 

en Ja simpli-fic:nc:ir5n del mode>ln,yr.1 qne por P.jemplo si <;;ola es rle 

interés pñra la tom,. rle _der:isionec; en el riic;eño, una "'º'"' V2.:--1;;-

ble bastar<~ ce~ Lu• mor1~1o reprF?-;;ent:f:3,dO por una e.-:uar:1ón c1e- t:ipo 

a lgehraico. 

""· 7 Criterios prtra <ielec:c:ir5n de mnrlPlo-s mnte111átic:os 

Si c;p rP'lUiP-r-e 11na salirta Únicr.1 bac;ta una expre-s1Ón del t-ipo 

algehr<n.-n <una funr.ir:ín rie una o más variablf?c;). 

VARTAF<LES :::.._l __ E" __ i:_P_R_E_-_s_1_o_N __ _,/ _, FUNr:tON 

tNDEPENOTENTF.S 

puPdP. sP.r artec:uadn un -s"ic;tema lineal de ecuacir:mes, o hien una 

.,. ... , 1rtc:ión di-ferenc:ii'\l. 

[Vj = lb) 

f VECTOR OE SAL TPAS 
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nPFRAOrJR OTFFRFNr.TAI r FI INr.rn.N OF SAi .TOA 

f (t:~ 

CRALJDA FN r>TFFRFNTFR TTFMPO<:;) 

r1P "'r11i'\r:inn,.c; 'r.nr "'jemplo seria una matriz diagonal). El <lnáli-

.,;is rttmensi nn<l 1 ayudó'> P.n estos cao;;os. 

-.:.B r:riterio<s para elegir hipótesi.,; 

Se r1ehe p<lrtir de en.foques tanto tedrir:ns r:nmo emp{ricos pa-

r"l c;o oponer fnrm,.s de r:omportamient~ <nn observables, tínicamente 

int:uír1ns> dP. la nat:uri'lleza. En una hipótesis o;;e dehe trat-ar de 

vinr:11l;or lo r.nnor:idn r:on lo que se busca y nn es connr.:idn. Tam-

hiP-n r1PhP. vinr:11Jaro;;P In suhjetivn con In objetivo, trat~ndn r1e 

t:rans.fnrmar lo primero en Jo segundo. Esto es lo que constituye 

un avanr:P en la r:ienr:ia. 

En una hipótesis se construyen "pueni:e'S=1 eni:.re las entradac;; 

y o;;alir1as, quP- si snn correctos hacen valida la hip6tesis. Es 

a lgn asi como intuir lo que hay rlentro rle una "caji'\ nP-gra". En-

t"re las hipótesis mas comunes asignadi'\s a variables se tiene la 

de: linealid,.r1, indepenr1enr.:ia, insensibilid,.d, continuidñd y 1,. 

disr:retizar:ión. 

En el planteam1ento de las hipótesis rleben preverse lns o;;i-

CJl 1iPntes asper.t"ns funrlamentales para su r.:omprob<lr:ión: 

t. Qup Ir.e; hipótesi<; se refleran a un ámbito específlr.n rle la 

realidar1.. 
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7. í.luP. loo; r:nnrP.ntn.,; r¡ue las inf:Pgren "'"'"º c:li'lrns y pr<?c:ic;ns. 

-.;_ Oue lns r:nnr.eptns r:uent.en con rP.fE>rent:P.s Cv(n.-:ulos> P.mp{ri.-:ns 

observables. 

4. Que SP. prevean las t.é.-:nicas para su r:omprobr.ir:ión. 

-.::.9 F<>.se<:. P"ra el diseño rlP. experimentos 

La<;; <1ivP-r'Si'><S f,.ses pñri'> el rlisP.ño de P.xperimentn<S o;;p p1.1P.den 

,.:::anumerar r.nmo i;;igue: 

Al E<St.r.ibl.er:er la ner:e<Sirlad de reAli?.ar PI experimento. 

f') f':o;;t.abh,-r:er conrli rione-s 6ptima-s de: Pre-supueo;;1:o, personi'!.I y 

tiempo, r:on prngr,.,mac:idn r!e nc:t:ividAdes. 

CJ Mnrlifir.Ar alr"'n~!? dr-> ~xper1mento dF?hidn ro timit.Ar.11:ines 

detectarlas en el paso anterior. 

J)) Plr.inifir:ar el exper1mentn al rleti'llle de ar.uerdn ,.¡ objetivo 

dP.ser.idn <verificar el comport.amient.o d.e un di<sel'ln, o •l aná­

lisis teórir:o di'? un -fenómeno i'Ísir.n>, veri-fir.anrlo si no <Se 

ha hecho trahaJO en esP. r:ampo por otros inve5tigadorP-s. 

F.:J Es1:ah1F?r-er las variables primarias '1'"" <1F!'hen mP.r11rc¡e. 

Fl 0f:;!1:ermin~r la prr:?cic;ir5n ref1t14=?rid~ :?n mP-dir.:-lnnP.c; primariac; 

y F!'I n1Jmer,.., de F!'Jlñs para un "<1er-ua<1n "ni'illic;i<S de rl'>i'.nc¡. 

17> Fst.ablP.r.er prnr:erlimient:os de r.:al.-:uln fl"ra sin1'.e1'.i7ar rlatnc;. 

H> F.st--.::ahl~r::Pr Prr"rC?iS prnhr:Jhle4=, p~r~ ver cs1 c;a.-:; nF?r:w;u;~rio r:Mm­

hir:Jr tncs rt:?q• 1ic:;if":oc; rt~ e~r.!r.i:i'f:•Jr:I r1P. lnc: ins+rum~nt:nc; .. 

fJ C::P)P.r:r.ir:inAr 11".lS lMSi'.rtJmF!'n"f-nc; par·a la<; <1ivP.rc;ac¡ m"'rllt:ÍOnP.c; flUP. 

icJll"'lPn lnc: .-.. r¡11i<Si1-nc; dP. F!'i<ar.1-.11:ur.! "r:ep1-.a<1ns. Mnrlifirar lA 

inc::;f':r11m~nt--F1r:lrSn rj~ ;::\r:uPrc1f""') ~ 1imit:~r.ionec::: s;?r:onrimir:ac; .. 

. n R'P.r.npH"'r • m'Js prH-nc; rl"l1-nc; y h"!r:er •in "!n.411sic; prP.limin"lr rie 
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Plloc;, Jl"'r" 

nPilrfn. 

P."it." i1e ar:uer-rto "' In pi"--

!<'> Mnrti fir:"'r .,1 "'"Jl"'rim.,nto :<i,i : <..f ·r;,..,..., ."'nterinr inrtica 'ltJe @'5 

nF?rec; ~r'i n. 

1 \ Rer:np1l;,r mil<; rlilt:nc; n1ip~.-,c; ,; "~"Ji7"'~ In._; re'sultadns. 

MI l1r1]"'n17"'r• rJi.c;r:ut:ir y· n•.1hlir:"'r loe; rlP.'St:Uhrimient:nc;;.'·• . 

.,stil -fl'!c;e .,n -fijar tac; -funciones de lo que es la 

1nvestigac1ón realizando el organigrama necesario indicanrto ca­

da funr:irSn a r!Psempeñar y coordinando al personal que va a par­

t.ir.ipar en los trilhajos de la lnvestigación. Es importante des-

tacar r¡ue siendo 1 a investigación una actividad como cualquier 

otr" "'"' n.,r:ec;Ario 'lile sea adm1nistrada eficientemente. 

Claro est8 que existen r.ier1"as particularidades que originan 

r¡ue la administrar.irSn de ella tenga ciert:ns matices ec;;peciales. 

La carar:teríc;;tica principal es que por trabajar en terrenos 

v{rgene'S es dl-fÍcil cuantificar exactamente la~ -fechas de ter-

mi nación de metas esper:Í-ficas, se debe aplicar el PERT. 

r:!e -fijar prioridades en cuanto a 

r¡ue lineas de "investigación deben seguirse y los recursos para 

asignar a cada unil de ellas; esto requiere de la aplicación de 

tP-rnicas de investigación de operaciones y de aspectos sociales 

'Sl.lhjP.ti vos. 

Es a su ve:z importante destacar que además dP. la investiga­

r.ion global de un centro de investigación, cada invP.stigac1or a 

su vez apliqtH• 1 ac;; tér.nicas adnnnic;;trativas a cada uno de sus 
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proyectos para lograr más eficiencia en su trabajo en la medida 

de lo posible. 

3.11 Ordenación e interpretación de resultados 

Esta fase consiste en clasificar ·y ordenar los resultados 

obtenidos, a fin de detectar tendencias y posibles errores que 

se tengan si es que los resultados son incongruentes. Esto se 

puede determinar al compararlos con los obtenidos mediante otros 

modelos analíticos o bien con resultados de laboratorio o de 

instrumentaciones de campo. 

En está parte se puede aplicar la probabilidad y estadística 

para obtener datos como son: la me'dia,la desviación stándard, el 

coeficiente de variación, asi como la aplicación de regresiones. 

Todo esto ayuda a eliminar ºruidos" introducidos por truncación 

numérica o datos de entrada inexactos. 

3.12 Generalización 

En esta fase se extrapolan las relaciones obtenidas en el 

traba.jo, conside:-anC:ola.s como leyes de válidez mas allá del do-

minio de valores manejados en el experimento.Esto permite ampliar 

el alcance de un experimento y su modelo matemático. Esto se ob­

tiene a partir de las tendencias observadas en la inte:-pretación. 

Normalmente aunque no den comparaciones cien por ciento exac­

tas los ordenes de magnitud son suficientes.Esta generalizaciones 

conducen a leyes muy generales aplicables incluso a -fenómenos muy 

diferentes. 
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3.13 Conclusiones 

Las conclusiones son ai'irmaciones hechas al respecto de la vá­

lidez de las generalizaciones así como del método y aodelo em­

pleado. A través de ellas se resumen las relaciones mas relevan­

tes encontradas, así como las características principales de és­

tas. Esto se logra siendo observadores agudos que percib<>.n cual­

quier característica notable en los resultados. 

3.14 Recomendaciones 

Estas son afirmaciones que se hacen y que proceden al conside­

rar las conclusiones y se dan a -fin de mejorar las -formas de ha­

cer las cosas y se introducen en criterios de desición. 

Las recomendaciones se rei'ieren a información no del todo pre­

cisa y por lo tanto se hacen sugerencias para que en estudios -fu­

turos se completen. Esto pasa ya que por limitaciones de tiempo y 

costo un estudio no puede llevarse hasta las últimas consecuen­

cias.Corresponden a sugerencias para el trabajo practico que par­

ten de nuevos conoc:imientos,i; y q-...:e ~volucionan ia tecnología del 

campo especii'Íco de que se trate. 

3.15 Análisis de información y redacción de in-formes 

El análisis de información es una actividad que debe conside­

rarse como dtil para transmitir lo más relevante del cúmulo de in-

-formación bruta, permitiéndonos transmitirla en -forma e-Ficiente 

extractando y resaltando los puntos mas importantes que se despren­

den de la in-formación obtenida de nuestra investigación. 
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Posterior al análisis de información, viene la fase de redac­

ción, la cual toma en cuenta que lo investigado por nosotros sera 

leído por otros. Esto se debe hacer redactando an forma clara, con 

buena ortografía, con buen estilo y en pocas palabras (sin exage­

rar) lo que queremos transmitir;de tal manera que se comunique la 

esencia de los resultados y recomendaciones. La idea es facilitar 

la comprensión de quienes serán nuestros lectores u oyentes. 
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rAF"TTLJLÓ 

El método<<cc:lel elemento finito es un método aproximado para re-

solver< ecuaciones diferenciales de problemas de valores en la 

frontera o de valores en la frontera e iniciales. que se presen-

tan en ingeniería y en la -física-matemática. Esquemáticamente la 

secuencia del método del elemento finito se puede resumir en los 

pasos siguientes: 

1l El medio continuo < dominio de las variables de las ecuaciones 

diferenciales > se divide en v~rias regiones denominadas ele-

mentos finitos, de formas convenientes Uineas,triángulos,cua-

drilá teros, tetraedros,etc.>. 

2> Mediante una selección apropiada de ciertos puntos de los ele-

111entos finitos, denominados puntos nodales, las variables de 

ta ecuación di-i=erencial se aproximan mediante una combinación 

lineal de funciones de interpolacidn <conocidas>,selecc1onadas 

adecuadamente, y de los valores <desconocidos>de las variables 

y en algunos casos de sus derivadas, especificados en los pun-

tos nodales. 



3> Mediante el uso de los métodos variacionales o de los residuos 

pesados las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema 

se transfor-man en ecuaciones del elemento finito que gobiernan 

en forma aislada, a todos los elementos finitos. 

4l. Los elementos finitos aislados se agrupan para formar un sis­

tema global de ecuaciones diferenciales <en el problema de va­

lores en la fr-ontera e iniciales> o de er.:uac1ones algebraicas 

<en el problema de valores en la frontera>, con sus propias 

condiciones ae frontera o condiciones iniciales. 

5) Los valores de las variables de las ecuaciones diferenciales 

quedan de.finidos al resolver el sistema de ecuaciones corres­

pondiente. 

4.2 Aspectos históricos 

El elemento finito apareció, quizá simultáneamente,. en las á­

reas de matemáticas aplicadas, física e ingeniería.A continuación 

mostramos una cronología del metodo: 

1943 

194~-1945 

Cudeante, en un intento de resolver un problema de 

tensión,empieza a subdividir el cuerpo en lo que el 

Uamaba "subdominio tr1angular", pero jamás mencio­

nó la palabra "elemento finito". 

Hrenkoff,McHenry obser·-1aron que para· ciertas estruc­

tu:--as no había solución, ya que el medio no era con­

i:inuo.Hablaron de ''di=:.cretizaciÓnº 3 base de "celdas" 
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1954 

1956 

1960 

1960-1966 

Arg-¡ris empie;:a a pensar en el uso de la computadora 

y p1ensa en "elementos -finitosº, aunque no menciona 

la palabra. 

Turner,Clough,Martin, Topp en una con-ferencia de méto­

dos numéricos plantean las propiedades de un elemento 

finito en base al método de las rigideces. 

Clough,Zienkiewicz,Melosh plantean el método del ele­

mento finito de manera más formal. 

Aparece el primer libro de elementos -finitos de z;,,..-,­

kiewicz y Choung.Empiezan a resolver problemas diver­

o;os con el método. 

4.3 Ecuaciones de equilibrio de la Elasticidad 

Para poder estudiar el comportamiento de las estructuras es 

necesario establecer su modelación, ya sea experimental o matemá­

tica. La modelación que forma parte de este tema es la matétw.ática 

y consiste en expresar, en un ~enguaje formal o matemático, las 

leyes que gobiernan el comportamiento. 

Toda estructura queda definida por los conceptos siguientes: 

1l Geometría 

2> Material 

~) Cargas 

Las leyes que gobiernan los conceptos anteriores son las le­

yes de la Mecánica, y en especial las correspondientes a la mecá­

nica del medio continuo. Las estructuras que se estudian en este 
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tema son las que se construyen con material sólido, elástico, li-

neal e isotrdpico. Las leyes que gobiernan a tales estructuras 

forman la base de la Teoría de la elasticidad lineal y las ecua-

cienes correspondientes a cualquier punto de la estructura,aso-

ciados a un sistema de referencia cartesiano <xi, o bien x,y,z de 

la figura 4.1> se muestran en los subpuntos siguientes. 

4.3.1 Tensor de esfuerzos 

Obseryando la figura 4.1.a, ·en el punto de coordenadas 

P<X.,X,.,x~ .• notamos que hay tres esfuerzos normales ~ ..... ~""2" 

.,.- • .::z 

••• 4.3.1 

El arreglo matricial mostrado es la representación del ten-

sor de esfuerzos. Es un tensor de segundo orden referido al es-

pac10 Euclidiano Tridimensional. Un vector es un tensor de primer 

orden y .un escalar es un tensor de cero orden. 

4.3.2 Tensor de de-formaciones 

La métrica utilizada para medir el cambio geométrico del cuer;-

po resulta ser: 

a> en notación indica! CApendice A > 

e.,,=v2 e u ..... + u .... >= u2 e O>uva:>xj + ó>Uj/O>Xi> ••• 4.3.2 

donde ea~ son los componentes del tensor de de-formaciones, simé-

tr1co,que en forma matricial se indica como: 
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y 

X 

a) 

o) Ntacion tradicional 

FIG. 4.1 
Sistemas de referencia cartesiana 



[ 
en e12 eios 

{e.._.\= !! e,,.. e:z:z ~. J eCXi,t> 4.3.3 

e.,.. e.s:z e.sos , /":,.' 

En la primera -forma de la ecuación 4.3.2 se utiliza· la ':._convención 

de derivadas parciales mediante una coma. 

bl En notación tradicional 

e,. .. ;JU/dx 4.3.4 

e.,...,.. iiWJY 4.3.S 

e •• dW/dZ 4.3.6 

)'-,.y 2e..c.,... dU/dY +,<Yv1é}x 4.3.7 

't .... 2e..,. 'dV/'3Z + éJ W/éJY 4.3.B 

y .... 2e ... -= a W/uX + au/az ··- 4.3.9 

e e.,..,... e<x,y,z,t> ••• 4.3..10 

e.,... 

4.3.3 Ecuaciones constitutivas 

Las ecuaciones constitutivas del material sólido, elástico, lineal 

e isotrópico están dadas por las ecuaciones de Hooke-Cauchy,conoci-

das también como la ley de Hooke generalizada. 

a> En notacion indica! 

o bien 
e ... 
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donde 

). y .-'( son las constantes de LAme y J kl es la delta de 

Kronecker. 

Las constantes de Lame estan relacionadas con ·1as constantes de 

la.bcratorio, denominados módulos de Young o de elasticidad <E> y re-

lacioñ de Poisson < '7 19 mediante las expresiones siguientes: 

••• 4.3.13 
0.~)(1-2...., l 

••• 4.3.14 
2U+ -\1 > 

donde a G se le conoce con el nombre de m6dulo de rigidez al 

cori:.ante. 

' Con base en las ecs. 4.3.13 y 4.3.14; las ecuaciones 4.:S.11 y 

4.3.12 se pueden escribir como : 

"f1c1 

Cl+i7> U-2"\7 l 

_1_ U+"\:1 > ~ 1c1 

E 

bl en notación tradicional 

·-· 4.3.15 

••• 4.3.16 

Las ecuaciones 4.3.15 y 4.3.16 se pueden escribir como: 

E (u-'7 >e,.,. + -.O<e.,...,..+e....,>] ••• 4.3.17 
(1+"" > <1-2" ) 

ci+v > u-2v > 
l u- -V >e.,...,.. + -V <e.,.+e,.,.> 1 ••• 4.3.18 yy 

= E -·· 4.3.19 
a.+"") <1-2"'11 ) 
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.-xy E 'fxy G '¡f xy ••• 4.3.20 
2U+'i ) 

~yz E yz G '/"yz ••• 4.3.21 
2U+~ > 

'1'zx E Z>< G 'f ZX ••• 4.3.22 
2<1+.,;1 ) 

e"" = ...!... ["f:oc- ~< <f yy+ 'f"zz>l 
E 

evv =...!_ [fyy- °V( ~ zz+ 1'" xx>J 
E 

e •• = 1 [~zz- 'i< "fxx+ 'Tyy>] 
"E 

)' xy 2U+"'1 > ~xy =_t_ <fxy 
E G 

fyz :i!Sl+ ::i!) 'iyz = 1 <tyz 
E G 

••• 4.3.27 

'izx 2<1+ "'1 ) <f"zx 1 ""zx ••• 4.3.:?.B 
E s-

Las ecs. 4.3.17 a 4.3.22 se pueden escribir en forma matricial, 

segun se indica a continuación 

ecuación 4.3.29 

.-xx 1-\7 y -V ·o o .O·.: 
e __ 

--
~yy "? 1-il "V o o o 

~= E 
U+'i) >U-2'i) l 

"'J 'V 1-il o o o e •• 

·'f"xy o o o ...1Sl-2~ o o 
2 

1"yz o o o o _!9.-2~ ·o "tyz 
2 

"i'zx 1":zx o o o o o ...,ll1-2'9> 
2 

que en forma simbólica se escribe como = 
••• 4.3.30 
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dom1e 

f y e '5Dn loo;; vectores de esfuerzo y deformac1Ón,respe<::Tivl'>mente, 

U es la matr .. _.Z de coe-f'icientes elást"\cn-s. cuyas expres-iones o;¡oru 

e~~21 
e,..,. 

í e e .... 

°txy 
'tv7. 

J izx 

" •) 

•) •) 

1) - (t_. 

(1+ :r .... 
(> 1<1-2'.'\1). ('f 

2 
.... ... 1<1-2"1) 

2 

1 amb1én la<;; ecuaciones 4.~.:2~ a 4~-~.29, se pueden esr::r"lhir de la 

<;;1g•nente torma 

-· e () 'if ••• 4. ~- ~4 
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1 -i1 _.., o o o 

--3 -'iJ o o o 

D 1 -~ --Y o o o ••• 4.-:S..3'5 
E 

o o o 2u+~.i o Q,. 

o o o o 2<1+"'i7) ·.o 

o o o o o · 2·u+~ > 

4. 3.4 Estado plano de dei'ormaciones 

En la i'igura 4.2 se muestran algunas estructuras que poseen las 

siguientes caracteristicas : 

al La geometría corresponde a un cuerpo alargado y prismático, de tal 

manera que para dei'inirla basta especii'icar la seccion correspon-
' 

bl Las cargas que actuan a lo largo del eje son talas que basta con 

dei'inirlas, también, en un plano perpendicular al eje. 

De acuerdo con las caracteristicas anteriores, la estructura queda 

dei'inida en un plano ffig. 4.3> de espesor unitario; todas las varia-

bles que aparecen en las ecuacibnes de equilibrio son independientes 

de la variable z (a lo largo del eje), y el desplazamiento ~ en tal 

dirección es nulo, es decir : 

u u <x,y,t) 4.3.36 

V v<x,y,tl 4.3.37 

o ••• 4.3.38 

- i2 
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Estado plano de esfuerzos. 
Placa delgada con cargas en 

su plano. 



A continuación se describe el efecto de las ecuaciones 4.3..36 a 

4.3.:SB en las ecuaciones de equilibrio de la estructura. 

a> Tensor de deformaciones 

Al sustituir las ecs. 4.3.36 a 4.3.38 en las ecs. 4.3..4 a 4.3..9 se 

obtiene : 

e"" = ó\U/ dx ... 4.3.39 

e.,...,.. ~V/ o Y ... 4.3.40 

'txy 2 e",.. au/(}y + ;;>v/ olx ·4~3~41 

e •• '/yz Yzx = o 

bl ecuaciones constitutivas 

Al sustituir las ecs. 4.3.39 a 4.3.42 en las ecs. 4.3..17 a 4.3.22, 

y al ordenar el resultado en forma matricial se obtiene : 

[::1 
'f"xy 

E t-~ •• 4.3..43 
Q+ "'i7 > U-2 "\1 1 

Q 

"f"zz -V<.,- xx + 'i yy> ••• 4.3..44 

La ecuación 4.3.43 se puede escribir en forma simbÓlica como: 

< !> !! ..• 4.3.4:5 

donde 
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[
Cf"xx] 

= li°yy 

lí2z 

•• 4.3.46 4.3.47 

O E [:O..¡¡ 
Q+"I) )(1-2)?) 

1:....:y·. 

o 

4. 3.5 Estado plano de es.fuerzas 

Si las estruc:turas desc:ritas en el estado plano de· de.formaciones, 

en vez de ser alargadas, son extraordinariamente delgadas <.fig. 4.4>, 

~e puede aseverar que las compone~t~s del tensor es.fuerzo, asocia-

das a la c.iirección del espesor son nulas, es decir 

'fxz 'Íyz o ••• 4.3.49 

Al sustituir las ec:s.4.3.49 en las ecs. ·4.3.23 a 4~3~28, y reordenar-

las se obtiene : 

.. 
' e- = .L (~XX - ~ 'f yy> ... 4.3.50 

E 

e,...,.. .L<'fyy - '\J ~xx> ... 4.3.51 
E 

'rxy 2 e..,.. 2<1+ '1 xy ... 4.3.52 
E 

e •• = -=...:i!..._ <e .... + e,...,..> . .. 4.3.53 
1-'1 

Yvz = Yzx = o .. 4.3.54 
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A continuación se resúmen las ecuaciónes de equilibrio para los 

estados planos de es-fuerzo. 

a) Tensor de de-formaciónes 

Queda igual que las de-formaciones planas <ecs. 4.3..39- 4.3.42>, 

excepto que existe la de-formación ezz dada por la ec. 4.3...53. 

b) Ecuaciónes constitutivas 

Al poner en -forma matricial las ecuaciónés 4.3.50 a 4~3...S2 se trans-

forman en : 

lr~::1 = 
'i" xy 

E ~·:. J r:: I --- 4.3.55 1- ""ª o 

Las ecuaciónes 4.3.55 en forma simbólica, se pueden escribir como 

se indica en las ecs. 4.3.30, donde los vectores ~ y ~ astán dados 

por las ecuaciónes 4.3.31 y 4.3.32 y la matriz D se indica a continua-

ción : 

º E 1 ••• 4.3.56 

o 

4.4 Aspectos generales de Cálculo Variacional 

Conjuntamente ton los problemas en que es necesario dete~mi.nar 

los máximos y mínimos de cierta -función z=-f<xl, con -frecuencia sur-

ge en los problemas -físicos la necesidad de hallar los valores má-
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x1mns o m{n"imos de un genero espec1al rle magmtudes, llamar1os +un-

c:1onales. Se llaman func1onales a las magn1tudes variables cuyos 

valores se determinan mediante la elección de una o var1as +uncia-

nes .. 

1:.1 c:áJc:ulo var1ac:ional trata de -funcionales, que no son más que 

una +unció~ de +unciones, tales como : 

~n una dlmens1Ón 

F = J'b <y, y, y, 
p. 

En dos d"imens1ones : 

••• , X ) d>< y 

F = r\, JJ <L. Zx, ly, ••• ) dx dy 
u.. < 

En treo; 

~ = 1JI:::~ Wy,Wz, ••• > dx dy dz .. f<><,y,z> ••• 4.4. 3 

Se busc:a una -función W = f<><,y,z>, que maximice o minimice el 

valor de F en los intervalos dados. 

En todos estos ejemplos se tiene una dependencia que es carac-

ter1st"1ca para las funcionales: a una función <escalar o vecto-

r1al> le corresponde un número. mientras que en una función de 

calculo diferencial z=f<x> a un número le corresponde otro número. 

El cálculo var1acional estudia los métodos que permiten hallar 

los valores máximos y m{n1mos de los +uncionales. Los problemas 

en que se ex1ge investigar el máximo o el mínimo de una funcional, 

se denominan problemas variacionales. 

Muchas leyes de la mecánica y la física se reducen a la afir-

mac:1ón de que cierta +unc:ional debe alcanzar su mínimo o su máxi-

mo en el proceso considerado. En este enunciado, dichas leyes re-
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ciben el nombre de principios variacionales de la mecánica o de 

la física. 

La solución de un vari.acional se da por : 9$= 

<fig. 4.'5> • A ' se le conoce como aparador variacional. 

4.4.1 Propiedades del operador variacional 

Siendo F = F(x, Ji,%; %'i ... 4.4.4 

il crJ F ch< = JdF ch< ·-- 4.4.5 

iil ó <dF/dx> d<Ó Fl/dx 4.4.6 

iii> F O)FJ'Á_ + dFdi! ... ClF d g!" ... 4.4.7 
dQi ;; '5 C){ZS 

4.4.2 Métodos directos en problemas variacionales 

Las ecuaciones di-fi,,renciales de los 'problemasa variacionales 

se integran en -forma -finita solo en casos excepcionales.Por esto 

surge naturalmente, la necesidad de obtener métodos directos pa­

ra la resolución de estos problemas. La idea -fundamental de es-

tos métodos consiste en que el problema variac:ional se c:onside-

ra como límite para cierto problema sobre el extremo de una -fun-

ción de un número -finito de vari<ibles. Este Último problema se 

re<;uelve pe:- los metÓclos comunes, y luego se obtiene, mediante 

el paso al límite, la solución del problema variacional corres-

pendiente. 

La funcional F<y<x» se puede considerar como una -función de 

infinito número de variables. Esta a-firmacién se hace completa-

mente evidente si se supone que las funciones admisibles pueden 

ser desarrolladas en series de potencias: 
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y <x> a 0 + a 1 x + a 4 ><ª + .... + a,. x- + ••• 

o en series de Fourier: 

y<x> a /:' + L <a,., cosnx + b" sennx> 

o en general, en algunas sertes del tipo 

-
y <x> L Cn 2fn <x> 

donde On<x> son funciones dadas. Para determinar la función y<x> 

que se puede representar en forma de la serie anterior, es sufi-

ciente dar los valores de todos los coeficientes Cn y, en cense-

cuenc:ia, el valor de la funcional F<y<x» se determina en este 

caso fijando la sucesión in-finita de términos e ,e ,e , ... ,e , •. , 

::::; daci,.-, ia .funcional es una -función de
1 

un conjunto in-finito de 

variables: 

F<y<x» llf ce. , e,, e,_, ... > 

Existen varios métodos directos para problemas vartacionales, 

en el siguiente subpunto describimos el más conocido de ellos. 

el método de Ritz. 

4.4.3 Método de Ritz 

De todos los métodos variac:ionales <diferencias finitas, Kanto-

rovich, Trefftz, etc.> el que actualmente tiene mayores aplicaeiones 

es el método de Ritz o Rayleigh- Ritz. 

Este método consiste en sustituir directamente la solución apro-

xi111ada : 
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u = ••• 4.4.B 

donde }l!r son m funciones conocidas, linealmente independientes, 

que existen en la región + ; y los coeficientes Cr son parame-

tros desconocidos que se determinarán con algún c:riterio. 

La sustitución se da en la funcional J<u) y se aplica la c:ondi-

ciÓn de e>ctremo, en función de los parametros Cr, como se indica a 

continuac:iÓn : 

-'it_I<uJ = O 
~Cr 

••• 4.4.9 

En r:aso de utilizarse la ecuación variacional, la ec. 4.4.8 se 

sustituye directamente a ella. 

4.4.4 Generalidades sobre formulaciones variacionales 

En el principio de energía potencial neutral nosotros variamos los 

desplazamientos en orden de llegar a una configuración de equilibrio. 

Usando técnicas de aproximación, empleamos campos de desplamientos a-

proximados para obtener configuraciones de equilibrio aproximadas.Los 

resultados en general nos llevan a campos de deformaciones muy pare-

cides a los reales. Sin embargo,e!. correspondiente campo de esfuerzos 

puede tener un error considerable.Esto ocurre por la pérdida de exac­

titud en soluciones aproximadas. Las téc:nicas de aproximación basadas 

en el principio de energfa complement:ar1a llevan el problema inverso, 

mientras obtene .. s buenas aproximaciones en los campos de esfuerzos, 

frec:uentemente obtenemos pobres resultados en el campo de desplaza-

mientas, debido al hecho de que tenemos que resolver ecuaciones dife-

renc:iale5 adicionales en el proceso.Por el contrario, el principio de 

Reissner toma en c:uenta,para una variación arbitraria,tanto esfuerzo5 
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como desplazamientos.Por esta razón,podemos manejar ambas cantidades 

en los procedimientos de aproi<imaciÓn y tener buenos re<sultados, si­

raultaneamente, en ambas categorías. 

4.4.S Primera formulación variacional 

El principio del trabajo virtual establece que la suma de la. 

energía potencial de las cargas aplicadas a un cuerpo rígido, y la 

energía de deformación almacenada debida a desplazamientos virtua­

les es igual a cero. 

El principio de energía potencial mínima establece que de to­

das las formas de desplazamiento posible, aquellas que satisfacen 

Ias condiciones de equilibrio hacen que la energ{a potencial asu­

,.a un valor estacionario. 

De acuerdo con lo anterior, si 

l\ = U + Wp ••• 4.4.10 

donde "'TI" = Energía potencial 

U Energía de de-formaciÓn interna 

Wp = Energía potencial de las -fuerzas aplicadas 

Wp - w Trabajo de las cargas aplicadas 

· Existe un valor estacionario en que O, entonces 

~u - ow o ..• 4.4.U 

En forma general 
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u dV = I ( IJÍ1 eu - """"" e2.:r + ••• ) dV •• 4.4.12 

donde ~ij tensor es-fuerzo 

e,._, tensor de-formación 

dV di-ferencial de volÚmen 

entonces 

~u J.,,d< ,.-ij e .. _.> dV 

J,, 'Í ij < Je.._.) . dV 

4.4.13 
' ~ - -,:-.·-~:; 

4~4~14 ... 

El trabajo esta dado por 

J
5
n Ui dS + Jvxi Ui dV 4.4~1.5 

donde 

como 

Ti "" tracción super-ficial 

Ui con-figuración inicial de desplazamientos 

Xi Tensor de -f~erzas de cuerpo 

dS di-ferencial de super-ficie 

[ s!o Ti Ui dS + S,,xi Ui dVJ 

J:¡Ti ~Ui dS + 

~1'f = o 

J Xi 8ui dV 
V 

••• 4.4.16 ... 

••• 4.4.17 

••• 4.4.IB 

donde los siinbolos empleados tienen el sentido ya descrito. 
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Esta ecuación representa el principio del trabajo virtual para 

un cuerpo deformable. Otro modo de ver esta ecuación es considerar 

el lado izquierdo como el traba.Jo virtual interno y el lado derecho 

como el traba jn virtual e"Xterno. Podemos entonces dec:ir,que una. con-

dlciÓn necesar1a para el equilibrl.o, es que, para un campo de defor­

raaciones cinematicamente admisible < .Sui, de._,>, el trabajo virtual 

externo,con fuerzas de cuerpo y un campo de e!Sfuerzos también campa-

tibles,debe ser igual al trabajo virtual interno. 

4.4.6 Segunda Formulación variacional 

La energía complementaria m{nima < 1Í c> de una estructura esta da-

da por la suma de la energia de de·FormaciÓn complementaria file> y la 

energía potencial complementaria de las 'fuerzas aplicadas <Wpc> ac-

tuando con desplazamientos prescritos • C El significado de energía 

complementaria se muestra en la fig. 4.6) 

1fc = Uc + Wpc ••• 4.4.19 

Además : 

81fc = ~Uc +dwpc ••• 4.4.20. 

De la teor{a de la elasticidad, 

~ííc = dUc + ÓWpc > O ••• 4.4.21 

De manera similar a lo realizado para la primera -formulación 

variacional, podemos escribir : 

¡ ÍÍc = o, entonces: 

~íÍc= S.,c ~~ij>e,._,dV = ~ ~XiUidV + ., 
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Como en el princ:ipio del tr-abajo virtual, la expresión de ningun 

11todo inc:luye una ley c:onstitutiva de ninguna c:lase. Tenemos una rela­

c:iÓn en la for-ma de una ec:uac:iÓn in~egral entr-e un c:ampo de defor-ma-

c::iones c:inemátic:amente c:ompatible y un c:ampo de fuerzas y esf'uerzos 

O:i, i"iJ, Ti >.Este pr-inc:ipio es una c:ondic:iÓn nec:esaria para tener una 

deformac:iÓn admisible. 

4.4. 7 Ter-c:era for111ulac:ión variac:ional 

Existe un c:onc:epto que es el de "multic:ampo", que es una aproxi-

mac:iÓn hibr-ida para modific:ar los princ:ipios de ener-gía potenc:ial 

y energía c0Gtple111entar:ia,usando un campo dentr:o del elemento y uno o 

dos campos :independientes en sus fronteras.Una apr-oximac:ión usada es 

un pr-1ncipio variac:ional,que es intrinsec:amente un multic:ampo, en el 

cual los c:ampos de esfuerzo y de deformac:iÓn se aplican solo una vez 

al elemento en su totalidad. 

Podemos desar-rollar este funcional usando la energía potenc:ial 

c:omo base. Por definic:iÓn : 

Uc: + U = J;•Íij . eA_, dV ••• 4.4.23 

o bién 

U = J fij eu dV - Uc: ••• 4.4.24 

donde Uc es la energía de deformac:iÓn complementaria. 

Sustituyendo en la ec:. 4.4.10, obtenemos el fun·c:ional de Reissner: 

r Sv <·ij e~_, dv - Uc: - Wp ••• 4.4.25 
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Para tracciones <region S ,- l y deformaciones prescritas, la· 

ecuación 4.4.15 se puede escribir como 

Wp J XiUidv + J TiUidS + l Ti (Ui ·- Uil dS 
\1 S'f" J_,u. o 4.4.26 

donde los términos empleados tienen el significado descrito ante-

riormente y Ui son los desplazamientos prescritos en la región Su. 

4.5 Métodos aproximados para la solución de ecuaciones de equilibrio 

Las ecuaciones de equilibri.o resumidas en los incisos antertores 

se pueden transformar mediante estos métodos a la forma matricial 

siguiente : 

en .c::L. 4.5.1 

en""D 4.5.2 

donde las componentes de las matrices ~ y g son operadores diferen-

ciales, las componentes del vector !:! son las funciones incógnitas del 

problema, y las componentes de los vectores ±. y .2. son funciones co-

nacidas.La ecuacion 4.5.1 representa el equil:ibrio en cualquier punto 

interior de la estructura <región..O.>, y la ecuaci.Ón 4.5.2 representa 

las correspondientes condiciones. de frontera <región "T' l. 

Para la resolución aproximada de problemas de frontera se aplican 

con frecuencia otros métodos directos no variacionales.Para entender 

ia esencia de estos métodos nos auxiliaremos de las ecuaciones dife-

renciales lineales de segundo orden 

y" + p<xl y• + q<x> y ·f<x> --- <Al 

que se encuentran con particular frecuencia en la práctica, con las 
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r:ondiciones de -frontera y<x >=O,yCx >=O. Escribiendo la ecuac:ioo CA> 

de la -forma 

:t. <y> = f(:~) 

Tomemos un sistema de -funciones continuas 

''" Cx>, W 2 !x>, ••• • Wn <x>, ••• CB> 

linealmente independientes que satis-facen las condiciones de -fronte-

ra en el segmento < x 0 , x~ "> • 

Buscar.emes la solución aproximada del problema de ·-front:era:.en -for­

"'ª de la combinación lineal de las primeras n -funciones del sistema (8) 

V 
.. 
5" Ci' w.:. <x> r;¡ 

Se sustituyen las Yn en la ecuación CA> y se eligen los coe-fi.,­

cientes Ci !i=t,2, ••• ,n> de modo que la -función 

" L Ci wt <x» - -f<x> 
~-' 

sea ortogonal en el segmento <x , x > a cada -función· w <x> Ci=l,2, •• n>, 

entonces se cumplirá que la integr·al siguiente sea nula 

., 
¡_ Ci .... Cx)) - -f<x> ] Wi. (X) dx , .. o ü=t,2, •• ,n> •• <C> 

E~ natural esperar que Y tienda para n -- a la solución exacta 

-Y 'I.ci w¡ <x>,. .... , 

Puesto que si la serie obtenida converge y puede ser derivada dos 

veces térm1no a término,la función j.(y)--fCx) es ortogonal en el seg-

,.ent:o <x., x, '> a cada función w <><> del sistema <B>,y como dicho sis-
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tema es c:ompleto,entonces 'j. <y> - f<x> = o; esto prer:isamente sig-

nifica que y e<i la solución de la ecuación <Al. 

Como no es posible determinar todas las Ci del sistema <C> 

hneal con respecto a estas y pasar al limite para n -• oo ; por es-

to, por lo general hay que limitarse a un 'n' finito, y además no muy 

grande <n = 2,3,4 y a veces incluso n=1> • 

A la diferencia de las funciones 

" 2:_ Ci w <x> 1 - f()<) 

••• 
se le denomina comunmente residuo, y l!!l procedimiento para deter-

minar estas Ci rec1be el nombre de método de los residuos pesados. 

La forma de elegir las funciones continuas de prueba w1. <x> le da 

nombre a otros mét:odnc;;. Si . w;. \xi son las func1one<> de interpolación 
, 

del elemento en cuestión tenemos el método de Galer~in, si estas 

funciones de prueba son el mismo residuo el método se denomina de 

mínimos cuadrados, y si w¡_ <><> estan definidos por Ja delta de Dira~ 

J<xi. >, el método es el de colocaciones. Estos métodos se describen 

brevemente en los s1guientes subpuntos. 

4.'5.t Método de los residuos pesados 

Con la expansi6n del método del elemento finito mas alta de la me­

cánica estructural, surge la necesidad de tener una aproximación más 

general en la -formulación de las relaciones entre elementos. Como una 

apro>1imaci6n esta el método de los residuos pesados, que supone una 

-función de prueba,que es elegida para apro><imar la variable dependien-

te en un problema f-Ísico matemático, que en general, no satisface las 

ecuaciones diferenciales que gobiernan dicho problema. De la sust'itu-
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c-.ón de la .función de prueba en las ecuaciones di.ferenciales menr:iona-

das, se obtiene lo que se denomina residuo <r> o error (el. Tratando 

de obtener la mejor "solucián", se busca minimizar la integral de resi-

duo a través de la región <..Q> del problema. 

s~ d..c::l.. = mínimo 

Podemos ampliar el rango de oportunidades para conseguir nuestro 

objetivo de minimizar el residuo. Las llamadas .funciones de peso .faci-

litan el lograr que la integral de residuos pesados tenga un valor de 

cero. Denbtando por Wi la .funcion de peso y e el error : 

s.n.e . Wi d..c1 = O 

que es la ecuación general del método de los residuos pesados. A 

continuación presentamos una metodología del mismo : 

Consideremos que : 

~llÍ -·· 4.5.3 

donde 
~ = operador di.ferenc:ial 

i variable 

.f = -función 

condiciones de .frontera 
,,. 

r;! f6 en Sa 4.5.4 

dfá 
~ 

!lfi en S2 ••• 4.5.S 

ejemplo, la . ' por en ec:uac1on 

-!E...Ji.+ d"" ~ = o 4.S.6 
dX"" dY2 
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1 
[d + d ] 
Ldi""" dV2 

--- 4-'S.. 7 

El primer paso i:onsiste """ aproximar la solui:iÓn general ... 
L Ci fi 4.5.B 
\.•• 

,. No. de i:oeficientes 

su5tituyendo 4.'!5.8 en la ecuai:ión diferencial 

f = e 

e error o residuo 

5e proi:ede entoni:es a pesar el error, ya que variará de acuerdo a 

las Wi elegidas 

queda 

S.o. ¿-s.f.(_ f. Wi> d~ = º 
donde Wi = peso 

Wi> d.O.. = O 

___ .+.s.10 

••• 4.'!5.U 

En Jos siguientes subincisos se verán algunos métodos para pesar 

el error. 

4.S.2 Método de Galerkin 

Consiste el método en hace~ que el error e, sea ortogonal a las 

funciones de prueba, es decir, que las funciones de peso sean las 

funciones de prueba 

9f = ~Ci fi Ni /iÍi --- 4.'!5.12 

entoni:es 

s~e, Ni> d.n.. = O --- 4-5-13 

Las funciones de peso utilizadas son las mismas funciones de in-

terpolai:iÓn del elemento en cu':"stiÓn. 
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4.5.3 Método de los mínimos r.:uadrados 

La secuencia del método es la que se muestra : 

P.f = ~ Ci -fi 

e = j_[a - + 

Lo primero que procede es : 

J..n. <e, e> d..n = O 

entonces 

••• 4.5.14 

••• 4.5.15 

••• 4.5.16 

••• 4.5.17 

Las .funciones u~ peso eíeg1das son tales que se busca minimizar 

el cuadrado del error o residuo. 

4.5.4 Método de colocación puntual 

Las +unciones de peso se sustituyen por <Xi>, que es conocida 

como la delta de Dirac, que vale cero para todo punto di+erente de 

Xi : C este método equivale al de di-ferencias -finitas) 

Se procede de la siguiente -forma 

donde se culllJ>le 11!,e : 
S<Xi> .... 

Esto es la esencia del 

= e 

d.n.. o 

-f()() = -f()(i) 

.••• 4.5.18 

••• 4.5.19 

••• 4.5.20 

método de colocación por subdominios,don-

de una +unción +ex> existe solo en el subdominio del elemento en cues-

tiÓn en una •a.lla de elementos -finitos, y no existe para los demás 

elementos. 
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4.6 Derivación de la matriz de rigideces de elementos finitos 

Recordemos de cálculo variacional que : 

1 ~1j d< dUi/ a Xj>dV = S..,xi u1 dV + J~ n ui dS 

o bién 

••• 4.6.1 

J .,-ij ~<eü>dV = J,,xi dUi dV + J
5 

Ti SuidS ••• 4.6.2 

en notación matricial 

lcs..1 {f"\ dV = t ¿,¡u\,. {Xi\dV + lc~u] T {T\ dS 

Supongamos que para cada elemento las funciones de forma 

estan dadas por : 

u = °2: Ni ¡ii = (NJ ( ~] 

sabemos que 

L[N) ~)] 

tJl!ir [NJ"' 

r •• , 
L'•..J 

{e\ (L) {u\ = (L) (N) (i;i) 

••• 4.6.4 

4.6.5 

4.6.6 

4.6.7 

(L] = matriz de operadores diferenciales 

Entonces 

{$e\ = (L) l_N] (áiiJ 
{.Je\'= {~111Y (.N),. (L) 

sabiendo tamb1.;n que 

('']= [o) [e) 

(~)= (o) (L] tN] (Qf) 

Sustituyendo en 4.6.3 

4.6.S 

4.6.9 

4.6.10 

4.6.11 

llJJi!'n.NJ[Lf[o][L] .[N}ú'JdV = J~.slf{[NJ{x\ dV -:\'!'9'í[NJ[T] dS 

••• 4.6.12 

entonces 
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Unidimensional 

I r 
Triangular Rectangular 

·.' . <>', 
. ' . ' . 

Anillo triangular 

Hexaedro regmlar Tetraedro 

FIG. 4.7 Elementos fin:Ctos de , varias 'formas 
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I (NJ ttJ (o) (L] (N1 (iijdv = t(NJ\x)dv + J~N1TlT}dS 
llamando (a] = [L) (NJ ; (sJ°"'" = [NJ \.!-1"1" 

LÚ3],. (o) (e) úf\dv = ~~N]' {x\ dV + J (N].,. '[T]dS 

esto nos conduce a que a 

donde 
[!<] {"} {p} 

(1<:] l(e],. (o] t1üdV 
(K) matriz de rigideces del 

elemento finito. 

--- 4-6..13 

--- 4-6..14 

~ flf) vector de desplazamientos nodales 

{P\ vector de cargas 

4.b.1 Elemento Unidimensional 

Sea un elemento barra de 2 nodos (-fig. 4.8 > 

U = Nl U1 + N2 U2 

las -funciones de interpolación más simples son : 

N1 = t - lVL 

N2 = X/L 

~= •m Ul + GIN2 U2 
Olx axt iíX2 

- 1 Ut + 1 U2 
--¡:- --¡:-

[- ¿ iL] [ u~21 oz (e] (u) 

(e} [ -¿ t J 
Sabe111os que 

l~) E {el= \:o) {eu) 
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entonces 

= J" B -r D B dV = J ,,B.,- D B dA dX 

A Area del elemento .finito 

A E" 

r, -1 1 r , l !' =~ dX =E A L 
L"" L-1 J ----¡:;:;;-- L-' ¡ 

J 

I< =EA [_: -: J matriz dlt rigidec:es de una barra· 
-e-

4.6.2 Elemento Bidi.mensional 

Se derivará a c:ontinuación la 111atriz de rigideces de un 

elemento triangular de tres nodos Hig 4.9 l 

Considerando dos grados de libertad 

u ol,+ Db.X + IAH 
V et... w,x + o1..v 

Para el desplazamiento u 

Ui ol.1+ «~xi + o(,vi 

Uj "'•+ c<,xj ... ol:.vi. 

Uk ol., ... ol&Xk + «svl< 
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·.:. 

~ 

matriciaJmente 

rJ [: 
Xi 

"] ~:. 
Xj y· 

XI-: v: 
De la misma -foriaa se puede escribir 

[:] [: 
Xi 

Xj 

Xk 

Despejando los coe-ficientes c(i 

r «· 1 ít Xi 

l::_! l: Xj' 

Xk 

[~J [: 

Xi 

Xj 

XI< 

resolviendo los s1steme>s anteriores 

tX• =_1_ (ai Ui + aj Uj + al< Uk 
2A 

ol~ =_!_ <bi Ui + bj Uj + bk Uk > 
2A 

~=__¡_ Cci Ui + cj UJ + ci< Uk 
2A 

al..¡=_J_ Cai Vi + aj Vj + aJc Vk 
2A 

) 

á$=_J_ <bi Vi + bj Vj ... bk Vk ) 

2A 

«,=~l~Cci V1 + e~ Vj + ci< Vk > 
2A 
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Vj 

Vk 

_, 
·Vi 1 
VJJ 
Vk 

-.l.· 

y; 1 y· 

y~~ 

rUi i 

l~:J 

r1 ~: 



donde 

[·: 
Xi Vi 

A t/2 Xj 
Vj 1 

Xk Vk 

ai Xj Vk Xk Vj bi Vj 

aj Xk Vi Xi Vk bj Vk 

ak Xi Vj Xj Vi bk Vi 

Podemos escribir 

IJ Ni Ui + Nj Uj + Nk Uk 

V Ni Vi + Nj Vj + Nk Vk 

donde : 

Ni l ai + bi X + ci V ) 

7A 

Nj l aj + bj X + cj V > 
2A 

Nk "' 
__ 1_ ( al< + bk X + ck V ) 

2A 

Para las deformaciones 

OlU = Ciaut =(¡Ni Ui + oNj Uj +CINI< Uk ax- an- ax- ax- -ax-
=_J__ CbiUi + bjUj + bl<Uk) 

2A 

av = OU2 = ó>Ni Vi +a Nj Vj + OlNk Vk 
7iY ax2 ¡¡y-. 7§Y crv 

=--'-- <ciVi + cjVj + ckVk > 
2A 
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Vi 

Vj 

E!)( 

ey 

ci Xk Xj 

cj Xi Xk 

d< Xj Xi. 

ea.a· 



1 f au1 + 1su~] 
~ t-a-n X 

=~_!__fci!NiUi + Q)NiUj + OlNl<Uk + ~+~ + aNkVkl -=< 
;?t av ~v av ax c;ix .;ix J 

= 2~ f<ciUi + cjUj + ckUk> + <biVi + bjV.J + bkVk>] = 

Arreglando matricialmente de la -forma 

(e) = [e] [u] 
Jle_gamos a : 

ex 

[ 
bi bj 

[ ~} 2~ o o 

xy ci cj 

reescribiendo la matriz 

[ .. ] 1 
b1 o 

ey = 1 o ci 
2A 

xy ci bi 

En -forma compacta 1 

(e] 

llamando 

= (L) 

[0) 

[e) 

tN) 

bk o 

o ti • 

ck bi 

anterior 

bj o 

o cj 

cj bj 

~J) 

º· 
cj 

bj 

bk 

o 

ck 

o l f ~1 ck 

bk Vk 
.... 

o 

J [ lli J 
Vi 

ck 

~~ bk 

Rec:orde111os que la matriz d• rigideces se obtiene de acuerdo 

con la expresión : 
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I<' = ~· fl; O B dV 

para cada elemento -finito 

K (area> <espesor> B-r D B 

K A t BT D B 

4.b.3 Elemento tridi.Jllensional 

Para la -figura 4.10 que se muestra 

u el + c2 X + c3 y + c4 z. 

V c5 + c6 X + c7 y ... cB z 

w c'i' + el O X + cll y + c12 7. 

Tomando solo la varulble u 1 

Ui et + c2 Xi + c3 Vi + c4 Zi 

Uj el + c2 J(j + c3 Yj + c4 Zj 

UI< el + c2 Xi< + c3 Vk + c4 Zk 

U1 c1 + c2 Xl + c3 Vk + c4 Zl 

En for111a matricial 

Ui Xi Vi Zi 

dl Uj Xj Yj Zj c2 

Uk Xk Vk Zk c.3 

Ul Xl Vl Zl c4 
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entonces : 

f~J ~ 
Xi Vi Zi Ui 

Xj Vj Zj Uj 

Xk Vk Zk Uk 

Xl Vl Zl Ul 

sustituyendo los valores de las constantes c1,c2,c3,c4 en 
expresione<s para u,v,w y agrupando términos 

u Ni Ui + Nj Uj + Nk Uk 

V Ni Vi + Nj Vj + Nk Vk 

w Ni Wi + Nj Wj + Nk Wk 

donde : 

Ni _t_ ( ai + bi X + ci V + di' Z> 
6V 

NJ t ( 
6V 

aj + bj X + cj y + dj Z> 

NI< 1 ( ak + bk X + ck V + di< Z> 
bV 

Nl = _L< al + bl X + el V + dl Z> 
6V 

a sabiendas que 

Xi Vi Zi 

Xj Vj 7.j 
6V det 

XI< VI< Zk 

1 Xl Vl Zl 

·Xj Vj Zj 

ai det Xk Vk Zk 

Xl Vl Zl 
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Vj Zj 

bi - det Yk ZI< 

Yl Zl 

Xj 1 Zj 

ci -det Xk 1 ZI< 

Xl 1 Zl 

Xj Yj .1 

di = det Xk VI< 

X1 Yl .. 
En el campo de de-formaciones : 

ex = ~U = O> Ni Ui + -ª.!!.i. Uj + ~ Uk + 2.l!!_ Ul 
O>X ~ a X a X O> X 

ey =~ = -ª..tlL Vi + 
av él v 

<.!Z =..i!.!!!...=~ Wi + 
;, z a.z 

+ó> Nl Vl ay 

+~Wl 
a; z 

Y. xy =~ +..i,j¿ =~Ui +li1Ni Vi + ... +a Nl Ul 
av. ax av ~ ;;:y 

yz = e./ ·+-ª-.!i. =-2J:!L Vi +~ Wi + ... + OlNl Vl 
Cl z ¡¡iy ,,. z ~y ~ 

>CZ =.2!!...+~ =~Ui +a Ni Wi + ... + ó»Nl U1 
az ;;ax z ax- ~ 

La 111atr~z (0 J queda 
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av 
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Ni (1 0~(1 OiilNk O OOINl O O 
;IX ;IX ~ -:i'X 

0 ...e.w_ O O~ O O a Nk O 0 '1. NI O 
O.Y ;i.y -;¡:y ~ 

P= 1 O O a Ni O O ólNj O · O éJ Nk O O ~ Nl 
-¡;;:¡ a:z- iJI. z ar ~ 

La matriz o .. sta d~d:! p!::~ -
~ ..::¡ ,o 

1-"\7 1=ii 

o 
i-v 

D E <t-"\7 > 1-2V 
n+"irHl-2'"!1 > 2<1-"11l 

L 
Para cada elemento -finito : 

o 

o 

o 

1-2'\) 
2(1--.)) 

4. 7 Er=uaciÓn de equilibrio del medio continuo global 

o 

o 

() 

o 

Ui 
Vi 
Wi 

IJj 
Vj 

Wj 

Uk 
VI< 

Wk 

Ul 
VJ 
Wl 

1-2"'7 J . 2a. ,.., ) 

Si una estructura está en equilibri~ cualquier parte de ella 
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La ecuación de equilibrio ordenada se puede escribir colllOll 

.!: ü p 

donde Y se conoce c:omo la matriz global de rigideces de la estructu­

' ra, el vector P es el vector de cargas de dicha estructura. El orde-

namiento de la matriz y el vector anteriores se eKJ>resa., sitllbolica-

111ente a continuación : 

El vector U de la ecuación de equilibrio de la estructura, es el 

vector de desplazamientos de la estructura y se construye con tos 

vectores desplazamiento de cada ·punto nodaL 

4.9 Aspectos· numéricos de las ecuaciones d•l elemento .fi."lito 

Con base a lo ya desarrolla~o, se puede aseverar que para poder 

aplicar el •étodo del elemento -finito en la solución de los pr-oble•as 

que se presentan en la práctica prO'fesional, es necasano el uso de 

~a computadora digital. Por tanto, se requiere desarrollar progra­

•as de computadora que, con la ínfor~acii:Ín de la geoaet:rfa, el mate-

rial y las cargas, se construyan y· se resuelvan las ecuaciones de e­

quilibrio correspcndientes, y se determinen,, además, Jos elementos 

requeridos para ·el análisis y diseño da las estructuras. 
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4.F!.I Solución de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales 

El modélo matematico correspondiente al sistema de ecuaciones al­

gebraicas lineales se acostumbra representar c01110 : 

,ft.?!,-b •••. 4.B.I 

donde A es la matriz de coeficientes <de rigideces,K,en nuestro caso> 

cuadrada, de n renglones por n columnas, b el vector. de cargas <P en 

nuestro caso> y x el vector 1ncognita nos desplazamientos u, en ~ues-

. tro caso>: 

Los métodos de solución para resolver ·el mÓdelo matemático dado 

por la ecuación 4.B.1,conforman dos gr~ndes grupos y son :los métodos 

directos y los métodos interativos. Los que ·actualmente se encuen-

tran en uso en el método del elemento finito:' son los directos y, de 

este grupo los denominados compactos, descritos a continuación. 

4.F!.2 Métodos directos generales 

En el algebra lineal se demue~tra que cualquier matriz A, no sin­

gular, se puede áesco1Aponer en el producto de dos matrices triangula­

res, una inferior L y otra superior U, con la condición de qua· alguna 

de alias este normalizada <Jos elementos de la diagonal principal son 

iguales a la unidad>. Entonces se puede escribir lo siguiente : 

'- u ••• 4.B.2 

Las aatrices triangulares L y U se cuantifican con la ec. 4.B.2 y 

a tal proceso se denomina triangulación. Al sustituir 4.B.2 en 4.B.1 

~e obtian9 : <El proceso de triangulación se muestra en el 

apendic• B 
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••• 4.B.3 

la ecuación 4.B.3 se puede escribir como = 

b ••• 4.9.4 

donde 

••• 4.9.5 

Las ecs. 4.B.4 y 4.B.5, conocidas como sustitución hacia adelante 

y -sustitución hacia atras, respectivamente, establecen que el proce­

so de triangulación <ec:. 4.B.2> tran,;-f<'.!!""!!?"° ;::.! si,.,i:ema original,que es 

arbitrario, en dos sistemas triangulares que son mucho mas simples 

de resolver. 

De acuerdo con las posibilidades para seleccionar la matriz nor-

11ali:zada, se obtienen los dos métodos siguientes. 

4.B.3 Método de Gauss 

El método de eliminación de Gauss, en la forma compacta,. = oo­

tiene OJ~ndo la matriz triangul8"." i~rior esta normalizada,es decin 

Lu. 1, i~t,2, ... "n ••• 4.S.6 

4.B.4 Método de Crout 

El método de Crout, en forma compacta, se obtiene cuando la ma­

triz normalizada es la triangular superior~ o sea = 

u .... t, i=t,2, ••• ,n ••• 4.B.7 
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4.B.~ Métodos directos para matrices simetric:as 

Si la matriz de coe-fic:ientes es simétrica, es decir: 

A ••• 4.B.B 

Los métodos de 131'\uss y de Crout se pueden madi-ficar para tomar 

en cuenta tal situación. Para ello,Ja ec. 4.B.2, con base a la ma-

triz identidad t, se puede escribir como 

-l 

.h l !.:! h .Q .!L!:! ••• 4.9.9 

donde O .. .,, u?":;:,. ;.;c.tr·iz c11agonal, -for,.ada c:on la diagonal de U en el 

método de Sauss, o bien con la diagonal de L en el método de Crout. 

4.8.6 Método de Gauss modi-fic:ado 

Si 1a ec. 4.B.9 queda arreglada como 

-! 
A=...b.~2,!;!=LDU ••• 4.B.10 

donde 

-· -º u ••• 4.9.tt 

Al hacer que la· ec. 4.B..10 satis-faga la condición de simetria<ec. 

4.B.B> se obtiene que : 

••• 4.B.12 

si consideramos que : 

••• 4.8.13 
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l 

_____ .. 
transponiendo ••• 4.8.14 

ree,.plazando en las ecs. 4.8.13 y 4.8.14 en 4.8.12 

••• 4.B.15 

de donde se concluye_ lo siguient:e : 

••• 4.0.16 

Al sustituir la ec. 4.8.16 en la ec. 4.8.10 se obtiene el proceso 

de triangularización para el método de Gauss modi-ficadc para matri-

ces simétr~cas y resulta ser 

••• 4.B.17 

La ecuación 4.B.17 establece que el proceso de triangularización 

queda definido por una matri2 normalizada y una matriz diagonal. El 

proceso de sustitución se obtiene al colocar 4.B.17 en 4.8.t y se 

obtiene : 

••• 4.8.18 

la ec. 4.9.lS se puede escribir como 1 

••• 4.B.19 

••• 4.8.20 

La ec. 4.B.t9 es la sustitución hacia adelante y la ec. 4.9.20 

Ja sustituciá'n hacia atrás. 
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4.F.I. 7 Método de Crout modii'icado 

Si 1a ec. 4.B.9 queda arreglada como 

4.S.21 

donde 

.b=..kJ! ••• 4.B.22 

A1 hacer que 1a ec. 4.F.1.21 satis-faga , la .. condición de simetría 

.h .!!.!L ••• 4.B.23 

1a ec:. 4.B.23 establece que 

••• 4.B.'74 
- "¡ - -~ • 

A1 '5ustituir la ec. 4.B.24 . en la ec. 4.B.21 se obtienP. el proceso 

de triangularizaciÓn para el métodi;i d2 Crout modii='icado pil.ra matrices 

simétricas, que se> indica como : 

UT .JL!!. ~ •• 4.8.25 

La ec. 4.B.25 establece .c1ue .•l proceso de. triangularizactó'n queda 
. ,_' . ' .···· 

de-fin:ido por una matriz triangular .. supar...o.- normalizacia y una matriz 

diagonal. 

Al COlllparar la ec. 4.F.1.17 y la 4.B.25, que de-finen los P,.ocasos 

de triangulación para los métodos de Gauss y .da ·Cr'out modHícados 

para matrices s~métr~cas" se puec::e é:onclUir que no existe di-ferericia 
. . 

entre ellos, por lo que puede Uamarsele ftét:odo. de Gauss - Crout. 
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De ar::uerdn r::on lo anterior, las ecuaciones de sustitución haca 

adelante y sustitución h"'cia atrás, en notac:iÓn de matriz triangular 

superior normalizada, se puede escribir como se índica a continuación 

ya que !J = b. -r : 

b ••• 4.B.26 

••• 4.B.27 

4.B.8 l'létodo de Cholesl<y 

Se puede considerar como una variante d~l método de Gausos-Crout, 

para el c:aso en que la matriz ~ gea pnsff:iva :!::~i:-:.id;a. C::nl:.onc:es, .ía 

ec. 4.8.25 se puede escribir como : 

••• 4.8.29 

donde la matriz triangular Q Qv:z .!,!, ya está normalizada. 

La sustitución hacia adelante y hacia .atrás se obtienen ·ai susti­

tuir la ec. 4.8.2 en la ec. 4.B.1 y resulta ser : 

b ••• 4.8.~ 

'!:! Y. =.y ••• 4~8. ~f) 
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4.9 Determinación del estado de esfuerzos y deformaciones 

Conocidos los desplazamientos en cada nudo se calculan las defor­

maciones y los esfuerzos en cada elemento mediante las ecuaciones: 

donde .)-

(e) (~-] ••• 4.9.1 

••• 4.9.2 

vector desplazmiento obtenido con la 

solución del sistema de ecuaciones 

En este caso para {d•'\ se emplean solo los datos correspondientes 

a los desplazemi2nt:os de Jos nudos ¡¡saciados a cada elemento.. {<r} !':!S 

u.-,-¡.;.,rme en cada elemento,. y así se obtiene el tensor esfuerzo en 

cada elemento, y a partir de este tensor pueden encontrarse los es­

fuerzos prinr.ipales por métodos conocidos. 

No obstante la limitaciones de precisión del método ·del elemento 

finito,las r.1.1ales son inherentes a cualquier método númerico, los re­

snltados obtenidos son satisfactorios e incluso pueden graficarse me­

diante prngr~mación,además permiten el manejo de cualquier gec:::~tr{a 

irregular,distribuciñn de cargas y de heterogeneidad de propiedades de 

los F!lemP.nf".os;.las cuales son limitaciones muy serias en otros métodos 

rte análisis. 

Notese además,que los errores num~ricos involucrados puedF>n ser 

dP-1 1nic;¡1110 or~an a loe;¡ que se tienP-n por falta de dato"' exnerimentales 

completos en toda la r-egión.Asf pues,una mayor fineza en los resulta­

das e5 engañosa. 
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CAF• X TLJLCJ V 

DESARROLLO DEL ANAL IS IS 

S.1 ·Características del análisis 

La presa de Aguamilpa, en el Rdo. de Nayarit; se "localizará 

sobre el río Santi.ago en una ga':ganta estrecha. Su sección 

transversal al río dibuja una 'V', relativamente regular, for­

mada por masas fracturadas de Ignimbritas del terciario, surca­

das además por diques de andesita porf{dica,monzonita y diaba-

sas. 

Tomando en cuenta las características geológicas y sí'smicas 

del sitio, se diseño en una primera etapa, una presa de timrra 

y enrocamiento de 19 x 10~ nl.. de volumen. El volumen de arci-

lle. do su nuc:l;;;o c.:.ntral ara ~ 2 x 10' .~, y la distancia de 

acarreo para este material re!SUJ.taba de 30 klDJ . en vista de lo 

cual se inicio por parte de C.F.E., el diseño de una presa de 

enrocaiaiento con pantalla impermeable de concreto, cuyo com­

porta•iento sísmico ha mostrado ser satisfactorio en nu..rosos 

ejemplos de presas de este tipo ya construidas;. 

Se pretende en Aguamilpa, construir una presa del tipo ya 

mencionado, de acuerdo a las normas modernas al respecto, qu• 

se describen en.el capítulo correspondiente al estado del 

arte en presas con losa de concreto. 
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Sin embargo, tomando en cuenta su altura a.qo ni> y su loca­

lización en una zona de alta sismicidado se busca !ier" conser­

vador y analizar lo más detalladamente posible el estado dlr 

esfuerzos y deformaciones en esta presa. 

La investigación que nos ocupa tiene por objetivo el análisis 

de las condiciones de apoyo de la losa de concreta, efectuiUldD un 

análisis paramétrico tridimensional variando la geometría y las 

propiedades mecánicas de los materiales de las zonas de apoyo de 

la losa, a fin de opti111izar su diseño. 

El análisis estático se hace simulando el proceso constructi­

vo de la presa, .as:Í: como el llenado de su embalse media~.,. !e. =­
.:!e!<:::::icl¡-¡ ¡;;cr elementos finitos y util:i,zando el programa de compu­

tadora que se describe brevemente en el punto 5.3. 

Aprovechando la condición de simetría que se presenta en la 

boquilla de la presa, se vió la factibilidad de analizar única­

mente la margen izquierda de ella, considerando que las ideas que 

se desprendieran del análisis de ésta puedan ser aplicadci.s al 

conjunto, logrando de ésta manera simpli-ficar la madelación. 

Es propósito de l<' s•-u!..;.ci6n el apro><iaarse al verdadero 

co111portamiento de losa y materiales¡ componentes de la pr-... va­

riando el módulo de elasticidad de éstos,de acuerdo al im:re_,_ 

to de esfuerzos que cada elemento tenga cturant• la cornatruccián 

de la presa. y el llenado de su embalse. Este comport-iento de 

los 11ateriales és del tipo no lineal y se ei.plea el procadi!Uen­

to descrito en el punto 5.Z. 
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5.2 Procedimiento para simular el comportamiento no lineal 

de los suelos. 

El éxito de la modelación de una presa de tierra por el .-e-

todo del elemento finito,ctepende en gran parte de que tan bien se 

puede describir analiticamente la respuesta no lineal del suelo y 

materiales rocosos bajo la carga aplicada. 

Desde 1967, muchos procedimientos han sido propuestos para 

incorporar el comportamiento esfuerzo - deformaci6n del suelo y 

roca en el análisis por elementos finitos. Pero aquellos procedi-

mientes que cu·mplen satis-f:actnr;~!!!~n~e ::::::::: l~;; ttiiqu.i~ii:.os Oe sim-

plicidad y exactitud para un problema, pueden ser total.ente ina-

decuados para otro. 

Muchos son los factores que afectan las caracteristicas es-

-fuerzo-deformacion del suelo y de rocas, y un gran es-fuerzo se 

realiza para estudiar el efecto de esos factores. Duncan divide 

estos factores en composicionales y ambientales. Los pri.-eros 

pueden ser la densidad del suelo, el contenido de agua, el .rre-

glo interno de las partículas. del suelo, etc. Los factores aa-

bientales incluyen las condiciones de carga bajo las cuales el 

suelo está sujeto, presión de con-finamiento, historia. de cargas, 

111agnitud de deformación, etc. Hoy día, el estudio de los efectoS 

de los mencionados factores se realiza mediante ensayes de labo-

ratorio, representativos del suelo en campo y bajo condiciones de . . 
carga anticipadas. Los resultados de esas pruebas permiten farmu-

lar un modelo adecuado del comportamiento del suelo par• incluir­

lo en los análisis por elemento finito. 
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Un proc:edicniento muy usado para simular el comportamiento es-

-fuerzo-de-formac:ion para terraplenes es el propuesto por Duncan y 

Chang U970>, mediante el cual, el comportamiento no lineal del 

suele se. simula usando una relación del tipo hiperbólico, c:omo se 

muestra en la fig. 5.1. La -figura 5.2 muestra el excelente grado 

de exactitud que puede obtenerse entre el modelo hiperbólico y 

las curvas de laboratorio. 

D~do que los programas de elementos -finitos están -formulados 

para un comportamiento lineal del suelo, es necesario aproximar 

el comportamiento no lineal auxiliandonos de la herr::::!s=ni;a milte­

mática que es el AnS:::.isis lineal. Esto se logra usando incremen-

tos lineales sucesivos <Fig 5.1.a>, donde el valer del módulo pa-

ra cada elemento de la malla de elementos -finitos se ajusta de a-

cuerdo con el estado de es-fuerzas para c:ada incremento de carga. 

La relación entre es-fuerzo y de-formación está gobernada por 

la ley generalizada de Hooke para de-formaciones elásticas,la cual 

puede ser expresada como sigue, para condiciones de es-fuerzo pla-

no : 

donde 

Et [ U+,.;> >U-211 

1 -'1 

V' 

o 

o 

1-\1' o 

o 

t:> ~)CY son los incrementos de esfuerzo du-

rante un incremento de c:arga, y A t x, .ó€y y C. 'txy son los ca-

rrespondientes incrementes de de-formación. Et es el módulo tan-

gente de Young, que se ajusta en cada inc:re111ento de carga de a-

c:uerdo a la no li·nearidad,. estado de esfuerzos e inelasticidad. 
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FIG. 5.1.a ANALISIS DE ELEMENTO FINITO, REPR~SENTACION NO LINEAL 

ESFl)ERZO-DEFORMACION (MODELO ELASTICO INCREMENTAL). 

1. Esfuerzo 2. Deformación 3. Modelo de comportamie_!! 

to del suelo (o~ - 03) - esfuerzo desviador, ~ - defor­

mación axial, Ei - modulo inicial, Et- modulo tangente 
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FIG •. 5. l.b ANALISJS· DE ELEMENTO FINITO, REPRESENTACION ESFUERZO­

DEFORHACION NO LINEAL (REPRESENTACION HIPERBDLICA DE 
UNA CURVA ESFUERZO-DEFORHACION) 
1. Rea) 2. Transformada (01 - a 1 ) - esfuerzo desviador, 

e - deformación axial. E¡ - modulo inicial, (ci - a1~1t 

esfuerzo desviador último. 
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CT ~e a 125 lbfln2 

100 ---
CTa1cr.BO lbfln2 

-;,_.----- ----- -

'ºº -----===------------ CT 3'c "30 lblln2 

., • • 10 11 IZ 

u a'c = 3 O lbf1n2 

+1.0 

. +4.0 

+~.O'----'--..L..--'-----'--..i...--.__ _ __. __ ....._ __ .._ _ __. __ ....._ __ .._ _ __, 

FIG. 5-2· RESULTADOS DE LA CURVA ESFUERZD-DEFORMACION PARA UN ENSAYE 

COt;SOLIDADO-DRENADO PARA UN MATERIAL LIMOSO. 

1. Esfuerzo desviador lb/in 2 2. Deformación axial {%) 
J. Representaci~n hiperbolica 4. Laboratorio 5. Deformación 

vo 1 um4 t r.i ca 
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5.2.1 Representación hiperbólica de un material de 

comportamiento no lineal. 

Usando una hipérbola para representar la curva esfuerzo- de-

formación <Fig. 5.1.b>, la relación queda expresada por : 

"-1 - '\;3) = 
l + 

Ei < '\;1- ~3>ult 

donde Ei es el módulo tangente y < 'V1- 'C3lult es el valor asintó-

tico del esfuerzo desviador, < <;; 1- Si3>, aproximado en la hipérbo-

la para una deformación infinita.: Esos valoresi. son determinados , 

para un ensaye dado, aproximando una linea recta a la colección 

de puntos determinados, como se· muestra en la gráfica inferior de 

la -figura 5.1.b. 

5.3.2 Dependencia MÓdulo - Esfuerzo 

Los· valores de Ei y < vt-.v3>ult se determinan a· partir de 

una serie de ensayes d= labo•atOi"io para diferentes presiones de 

confinamiento 'V31, los cuales se incre-ntan al aumentar esta 

Cfig 5.3>. Janbu <1963) sugiere que esta variación de Ei con res-

pecto a v 3 puede expresarse 111ediante la ecuación : 

Ei K Pa ( l;;P: )

0 

donde ~3 es el esfuerzo principal menor, Pa la presión atmosfé­

rica expresada en las mismas unidades de Ei y "V 3. K y n son va-

lores adimensionales e independientes del sistema de unidades u-

tilizado. 
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K:95S. 5 
n:0.70 

,ooo¡--~-¡-~~;--+-+--t-+4+-t~~-+~-l-...f-.1-1...UJJ 
ft(#J 

,000 

º·" G) 

'0.3 

1111~111 11 11111 
l. 2. ll. 4. :;, 10. 20. 30. "º· 50. 100. 

l 

FIG. 5. 3 VARIACIOll DEL MODULO TANGENTE INICIAL Y LA RELAC!ON DE 

PO 1 SSON CON Lf\ PRES 1 ON DE COllf 1ll~M1 !:'ll'TO 

l. Módulo tangente inicial (E¡/ P
3

} 2. Presión de ca,!!_ 

finamiento (o' Je ¡ pa) 3. Relación de Polsson inicial 
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La variación de < <;;1- <\;3)ult puede relacionarse con el es-

-fuerzo pico desviador < \; 1- 'V 3>-f de un ensaye por la siguien-

te e>Cpresi6n : 

< '<:; 1- '\; 3H = R-f < "i 1- 'V 3)ult 

donde a R-f se le conoce como rel.acián de -falla y es un par._tro 

adimensional cuyo valor es siempre menor que la unidad. Lá de­

pendencia de < "- 1- "'3>ult de acuerdo al estado de es-fuerzas pue-

de aproximarse usando el criterio de -falla de Mohr Coulomb. 

1 - sen e 
donde c es la cohesión y 0 el ángu1C: de -fricción interna. Se pue­

de demostrar que el valor del módulo tanoente de acuerdo con el 

estado de es-fuerzas existente esta dado por la expresión de Kan-

dner : 

r 
Et L i - R-fU-sen li!I> < "V1- 'V3> 

2c cos ~ + 2c sen 
K Pa 

n 

(~:sJ 
En el procedimiento por elamentos -f'initos, cad.a paso es usual-

niente analizado d05 veces, la primer.a usando el valor tanQmnte 

basado en el nivel de es-fuerzas del •1-nto debido al ~to 

de carga previo, y la segunda es us.ando el valor del módulo tan­

gente basado en el promedio del .nivel de es-fuerzas. durante el in-

cremento. · 

5.3 Descripción del programa de CDlllJJutadora utilizado 

El programa empleado es una versi6n modHicada del denaainado 
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SAP IV y se basa en el método de los elementos -finitos. Utiliza 

elementos cúbicos isoparamétricos de e nodos y permite simular 

tanto el proceso constructivo de una presa como el llenado de su 

embalse. El comportamiento esfuerzo-deformac::ión no lineal de los 

materiales terrees se modela utilizando una relación hiperb6lica 

del tipo que se describe en el punto 5.2. 

El programa esta escrito en ·FORTRAN IV y adaptado para la 

cC111putadora B-7800 de la Dirección General de Computo Academice 

de la UNAM- Su funcionamiento general se muestra de forma esque­

mática en la figura 5.4. Tiene las siguientes características: 

a) Una rutina principal y 14 ~...!b~:..:~;;a.s 

bl Requiere 3902 registros en disco 

e> No necesita cintas durante. el proceso 

d> Graba resultados finales e intermedios en 15 archivos,los 

cuales también emplea para lectura. 

e> Utiliza memoria dinámica 

fl t1aneja elementos finitos de farmil paralelep:{peda isopara­

..étricos de B nodos. 

La cantidild de· nudos y elementos ~a la mal.la que puede 

111ane.Jar el programa ·depende de la capacidad en disco que se le 

asigne en la computador • 

5.4 Pri111era modelacióÍ"I 

5.4.1 . Geometría 
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Inicio 

Lectura de datos de nudos, elementos, propiedades y cargas ______ ... 
I 1 , No. elementos 

Obtención de la matriz B 

Formación de la matriz O a partir de las propiedades 

Cálculo de la matriz K mediante el producto matricial 

! K B D B y su ubicación en una matriz ~lobal. 

I~ Formación de la matriz global total mediante la suma de matrices 

t_globales óe tocos los elemencos. 

Formaciór. del vector de cargas 

Eliminación de ecuaciones por grados de libertad restringidos 

Resolución del sistema de ecuaciones con lo cual se obtiene el 

vector· de desplazamie:ltos 

I 1 , No. elementos 

Obtención de les vectores 
¡de los desplazamientos de 

y para cada elemento, a partir 

Cálculo de esfuerzos principales 

~--------------' Impresión de 

FIN 

F:G. 5 . .\ - Diag=a::ia de fl'-ljo del programa C.e 

eler.-e::tas finitos utiliza:lo. 
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A partir de la condición actual del estadci del arte en pre­

sas de enrocamiento con losa de concreto. se dttfinió una gea.e­

trla ·y una zonHicaciÓn de materiales para la presa de Agua.milpa. 

Esta primera configuración se muestra en la figura 5.S.a.. 

La estructura de esta presa está formada por un .acizo de 

enrocamiento <material 1> cubierto en su frontera da. aguas arri­

ba por una zona de transición y filtro <material 2) que subyace 

a una capa de material arcilloso <material 5) prote!Jido final­

mente por una losa de concreto. Las zonas constituidas par el 

material 4 corresponden a las atagu:Ías de aguas arriba y abajo. 

Los espesores de las capas formadas por los •ateriales 3,S y 

2 ==~n ~~'='l'""ctivamente, O.b, 5 y 5 aatros. en todo su ~ello. 

En la figura 5.5.b se presenta u'na vista desde aguas arriba 

de la presa, a fin de señalar la existencia de una junta peri­

metral en el contacto roca-concreto que se modeló con ele.en­

tes finitos, cuyas caracteristicas de rigidez son muy bajas.As{ 

mismo, se pretende en ésta fQrma recalcar que no se aodificÓ la 

geometría de la ladera en su. contacto con la losa de concreto. 

5.4.2 SiiñUlQr=ión !!el proceso constructivo 

Se .Puede observar en la figura s.s.a, que la atagu{a de aguas 

arriba no queda totalmente integrada a la presa, par lo que la 

losa de concreto deberá construirse en dos etapas, la pri!M!ra has­

ta la elevación U7 m como elemento impermeable de la ataguía de 

aguas arriba, y la segunda de la elevación 117 • hasta. la corona.. 

En el caso considerado, la malla de elementos finitos consis­

te de 3q7 nodos y 310 elementos . (fig. S.6.a y bl, en general para-
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h!ateriales 

l. Enrocamiento 

2. Filtro y transición 

3. Concreto 

4. Atagu.ías 

Mezcla 

taloo 

1 

Elev. --55 

FIG. 5.5.a Zonificación de materiales 
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FIG. 5.6.b .- Malla de elanentos finitos utilizada. 
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lelepÍpE!dos de B nodos, salvo en la cercania de las laderas, en que 

se emplearon tetraedros. La construcción y primer llenado se idea-

!izaron mediante 10 etapas; las dos primeras abarcan la construc-

ción de la ataguía aguas arriba con su losa integrada. 'Las etapas 

3 a B simulan la construcción del cuerpo de la presa. La etapa nu­

mero 9 representa la construcción de la losa de concreto d• las 

elevaciones 117 a 235 m, y la etapa 10 simula el primer llenado. 

Tanto para esta t!!odelación, como en la siguiente, las carac-. 

teristicas mecánicas del concreto se consideraron constantes e i­

guales a : 

E 200 ooo kg/cm 

y 0.30 

Así mismo,la junta perimetral se ide;.;lizÓ en todos los casos 

mediante el uso de ur> material muy de.formable, cuyas caracteris­

tic-as de de.formabilidad son : 

E 0.01 kg/cm 

y ~ = 0.40 

5..4.3 Presentación de resultados 

Las propiedades de las materiales del cuerpo de la presa para 

esta primera modelac;:ión se muestran en la tabla S.1. 

Los resultados de este análisis se presentan de las .figuras 

S.8 a 5.10. Se 1Ruestran el perfil de.formado de la presa y curvas 

de isoesfuerzos normales X y z en el paramento de concreto de 

·1a presa dividido en dos franJas de 30 cm de espesor cada una y 
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1 M:J'l~:I ~ -~~l 
·-·-----1.-··--- --·--r-- ---.---

e 1 
1 n 4 f.'¡:/m 2 Kg/rn

3 
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1 Enro<.:ami<·nto LOOO 0.35 () ZLOO 

2 ¡: i 1 1 l"O y Trans. 250() o.3o 1) 2200 

3 Cune reto LOOOOO o. :rn 2 ~'º 2<100 

4 l\t:JgllÍ:l 
l "ºº (). 3:, o 2000 

w 
w 

5 Mezcla l ()[}() !l. 3 o l 2200 

~ 

TABLI\ 5.1 Tahla de propiedades ( 



denominadas en lo subsiguiente Losa I <superficial> y Losa II ün­

terior>, como se muestra en la -figura 5.7. 

En el caso en cuestión, los es-fuerzas 'IÍ x y <f z de tensión 

que se generan en la losa II alcanzan magnitudes super· :>res a. 200 

y 400 kg/cm , respectivamente, en la parte superior del paramen­

to de concreto y en ·1a cercanía del empotramiento. Analizando la 

topografía del terreno natural entre las elevaciones 200 y 235,se 

aprecia que existen prominencias de roca atras de la traza de la 

losa de concreto que constituyen puntos duros ne-fastos para el 

buen comportamiento estructura.! de ésta. 

En consecuencia, se lllOdi-ficó la g~etría de la ladera, re­

gularizandola a lo largo de la traza ¡:te la losa de concreto me­

diante una zanja, con el -fin de disminuir la interacción de la· 

ladera con la losa. 

También se observa una alta concentración de es-fuerzas en la 

parte in-feriar de la losa a y II>, debido probablemente en· parte 

a los esfuerzos inducidos por el peso de la ataguía qu• la so­

breyace. 

Entonces, los subsiguiente5 casos analizados correspondt!n a 

la ge0111etna de la ladera ya descrita, logrando evitar la apari­

ción de altas tensiones en la parte superior da ia losa llfl la cer-· 

canía ele la ladera. También se decidió incorporar l• atavuía de 

aguas arriba al cuerpo de la presa. 

5.5 Segunda Modelación 

5.5.1 Geometría 

La geometría que se propone en ésta seguna modelaciÓn.•s con-
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secuencia de .los resultados obtenidos anteriormente, la zonifi­

cacion de aateriales es similar a la utilizada en la modelación 

anterior <fig. 5.11.a> 

En ésta geometría se considera que la ataguía de aQilit.S ~­

ba queda integrada en el cuerpo de la presa. 

En cuanto a regularización de la ladlilr• se considera .un ca­

.JÓn excavado de 7.5 m de ancho aguas abajo de la losa de concre­

to. a fin de eliminar en la cercanía de ésta Última las protube­

rancias de loa roca, según se muestra en la figura :5.11..b para va­

rias secciones. 

5.5.2 Simulación del. proceso constructivo 

En ésta segunda modelación, la malla de elementos finitos cons­

ta de 388 nudos y 314 elementos <·fig. 12>, la construcción se e­

fectua en 9 capas, siendo la.novena correspondiente a la coloca­

ción de la losa de concreto desde el pie del talud hasta la coro­

na. La décima capa corresponde al llenado de la presa. 

Ahora bien, siendo el objetivo de ésta investigación la opti­

lllización de la distribución de esfuerzos en la losa de concreto 

del paramento mojado 'de la presa, se determina el campo. de -fuer­

zas en ésta presa para diferentes casos, variando las cAracteri&­

ticas -cánicas de sus =ter:iaies constitutivas.· Los ocho casos 

analizados. en ésta segunda inodelacidn se presentan en la tabla 5.2-

5.5.3 Presentación de resultados 

Desplazamientos de la losa 

Se var:iaron los módulos de deformabilidad tanto del enroca-
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1 
MJ\'l'l·;H r Ar CASO 

1 ~- l 
Kg/m;¿ Kg/m3 lC :.g/w? 10-

¡--:---· 1 

1 I al IV 20 o. 35 o 40° 2100 

e o 

1 
40° 1 V al VIII 15 0.35 o 2100 

I al IV 25 0.30 o 40° 2200 
2 

1 
V al VIII 18 0.30 o 35º 2200 

3 Todos 2000 0.30 2500 40° 2400 
~-

,___.. ____ 
--

º 4 Todos 15 0.35 o 38° 2000 
,___ -

I y V 5 0.40 20 25° 1850 

II y VI 10 0.40 10 300 1900 
5 1--------· 

III y VII 15 0.38 5 32º 1950 . 
IV y VIII 20 o. 35 o 35° 2000 

Tabla 5.! - Propiedades de los materiales para cada caso probado. 



Materiales 

1. Enroc-am.i~;¡ t.0 

2. Filtro y transici6n 

3. Concreto 

4. Ata~uías 

S. Mezcla 

FIG. 5.11.a Zonificación de materiales 

Segunda m:>delación 
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miento Cmaterial u. coll\o el de la. mezcla de arcilla <material 5l. 

Se observa que había una variación importante en las magnitudes de 

los desplazamientos inducidos por el primer llenado, como se pue­

de apreciar en la tabla 5.3. 

Las magnitudes de los desplazamientos observados, aún para el 

caso III que tiene los menores desplazamientos, son del orden del 

doble de los reportados por Sherard y Cooke para una presa de 190 

metros de altura. 

Eñ la figura 13.a y b, se muestran el per.fil longitudinal de­

formado para la presa Agualllilpa en el caso IIl y el perfil corres­

pondiente para la presa Foz do ~ei_a obtenido mediante instrwnen­

tación. 

Estos desplazamientos son consecuencia, en gran medida, al he­

cho de que al final de la construcción, el material de filtro y 

transición Cmaterial 2) está pla!Stificado entre las elevacicnes 

55 y 158 111, como se muestra en la figura 14- La rigidez de éste 

material en comparación con la. de los materiales de enrocamien-· 

to y de mezcla <materiales 1 y 5> propicia por efectos de inte­

racción,· tal plastificación. Por lo que conve~ña pare;. aminorar 

sus efectos negativos, tratar de unifoi-mi:zar las rigideces -de los 

mAteriales 1,2 y 5.. 

Las hipÓtesis de cálculo suponen un lllÓdulo de dtltformación lllUY 

reducido al material 2 en la zona plastificada, propiciando la ge­

neración de desplazamientos notorios de la losa durante el primer 

llenado. 

Sin &IDbari;¡o, es discutible ésta forma de e-fectuar el cálculr:>.Si 

bi•n durante la construcción el material 2 alcanza un estado de fa-
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CASO 

I 

Il 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

" dx (cm J dy ( an ) 

15 - 120 

15 -120 

12 - 120 

20 - 190 

18 - 160 

1"5 - 140 

25 - 120 

-
so - 280 

el,, desplazamiento horizontal hacia la margen izquierda. 

dy desplazamiento horizontal hacia aguas árriba. 

dz desplazamiento vertical 

TABU\ 5. 3 - Desplazamientos máxinos de la losa de =ncreto 

a raíz del prirrer llenado. 

dz (cm J 

- 180 

- 180 

- 170 

- 230 

- 210 

- 200 

- 190 

- 300 
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CR 05/80 -----· 
1 - 21 2 1.8 

-----7-27 2 2.8 
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DEFLECTION (cmJ 
06/80 07/80 
--·-·- -··-··-·· 

27. 7 44.0 

30. 9 5 5.8 

20. 7 50.4 

8. 7 35.6 

FIG. 5.13.b 

08/80 11/80 10/82 03/84 
-···-···- --··-- -----

4 7.4 50.1 52.5 52.5 -6 1.4 64.8 68.1 70.0 

61.2 69.2 72.8 77.5 

4 7.0 56.6 62. 1 68.9 
·-

Perfil defo:o:ado instrunentado 

para la presa .Foz do Areia 
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lla con esfuerzos principales máximos ca5i paralelos al talud de 

aguas arriba, durante el llenado la trayectoria de esfuerzos ac-

tuante cambia radicalmente y e5 difícil predecir, en -for•a realis-

ta, la magnitud del módulo de deformación durante ésta Últi8& eta-

pa. 

En pruebas triaxiales o de deformación plana realizai:t.ls en es-

pecimenes de roca se ha observado que las curvas < 1 - 3) vs.. a 

tiene la forma que se muestra en la figura 15 para. el Gneiss grani-

tico de Mica. 

Al aumentar bruscamente el esfuerzo principal menor :S,. el 

dulo de deformabilidad aumenta ccn::;ülerablemente, y este hecho no se 

toma en cuenta en la simulación. 

Convendría simular el llenado de la presa en varias etapas de 

carga en la modelación por elementos finitos. En la practica se ten-

dría que, antes de colocar la losa de concreto, compactar el mate-

ríal 5 mediante un rodillo que caminara según la linea de -yor pen-

diente del talud de aguas arriba, a fin de precargar este material 

en una dirección conveniente para aminorar los d~;;plazamentos de 

la losa a ra!z del primer llenado. 

De acuerdo con lo indicado en la tabla 5.3,para el caso IV y 

VIII los desplazamientos aumentan considerablemente al g-rarse 

un esfuerzo de plasti.f:icacíón en el material 5. De hecho, al at:ri-

buir a este material un ángulo de fricción igual a 35 y una cohe-

sién nula, el fa"ctor de seguridad del talud de aguas arriba de la 

presa alcanza apenas el valor de t.05, al final de la construcción. 

Tomando en cuenta ~sto Último, conviene asegurarse que la re-

<sistencia al es-fuerzo cortante del material 5 proporcione un factor 
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de seguridad de por lo menos 1.3 al talud de aguas arriba para una 

pendiente 1:1.5. 

Tensiones en la losa de concreto en la cercanía 

del empotramiento 

En las figuras lb a 32 se muestran las curvas de isoes-fuer­

zo normal 1" x· y "fz, tanto para losa l como losa II para cada 

uno de los B casos analizados. También se muestra la distribu­

ci6n de esfuerzos ,-x y 1z en el material 5<mezcla de arcilla> 

para el caso II. 

Los desplazamientos inducidds .por el pr-1.mer llenado ocasio­

nan esfuerzos de tensi6n conside~ables en la cercanía del em­

potramiento y a la elevación 100· m aproximadamente. En la tabla 

5.4 se muestra la magnitud de dich.os esfuerzos para todos los 

casos probados. 

La generación de estos esfuerzos de tensión en la losa de 

concreto y en ambas direcciones parecen relacionarse cualita­

tivamente con la zona de plastificación que se presenta al fi­

nal de la construcción en el material 2 de filtro y transicidn. 

Esta franJa de material 2 se comporta, durante la etapa de lle­

nado, como un material blando rodeado por materiales relativa­

mente rígidos. 

Ahora bien, cuando variamos las características de resis­

tencia al cortante del material 5, estámos modificando el fac­

tor de segur...dad del talud de aguas arriba <tabla 5.4l. Con­

forme dismnuye €!ste, se reduce el inódulo de elasticidad del 

material 5, supuesto para la etapa de llenado y correlativa-

l 5 l 



LOSA I 

F.S. : Factor de seguridad 

Esfuerzos en kg/crn2 

TABLA 5. 4 - Esfuerzos de tensi6n en la losa de concreto. 

del anpotramiento y a la elevaci6n 100 m. 

I.DSI\ II F.S. 



mente tienden a aumentar los esfuerzos de tensión en la losa 

a la elevación 100 m. 

De nuevo, y de acuerdo con estos result;ados, conviene ase­

gurarse de que las caracter{sticas de resistencia al cortante 

del material 5 elegido, aseguren un .factor de seguridad del 

talud igual a por lo menos t.3. 

Tensiones en la zona central superior de la losa 

En la cercanía de la corona de la presa, el &1aterial 5 es­

tá sometido a esfuerzos de tensión (fig. 20.a y b>, tornando-

se muy deformable y dando lugar a esfuerzos d.,. tcr.:>:i.~n en la 

losa ::!::! concreto como se indica en la tabla S.S. 
' 

Cuantitativamente estos resultados no son realistas, ya 

que en particular, no se introdujo en la modelaciÓn la presen-

cia de las· Juntas entre tableros de la losa. Sin embargo,. cua-

litativamente muestran que los casos III y VII parecen ser los 

más favorables en cuanto a magnitud de los esfuerzos desarro-

llados en la losa. 

Concentración de esfuerzos en la zona superior de la losa 

en la cercanía can el empotramiento 

Se observan concentraciones de esfuerzas tanto de tensión 

como de compresión en la cercania de la losa con el empotra-

miento en la parte superior de la primera. Se consideran cau­

sados par la forma de la ladera, y el cajón excavado logró 

disminuirlos en for"'a considerable pero no llego a eliminar-

los. No se puede regularizar más la ladera en la margen iz-
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TABLA 5.5 - Má.>cinos esfuerzos en la )?'lrte superior central de la losa. 



quierda porque en ese lugar se localiza el vertedor de la pre­

sa, por lo que en la práctica se tendr:ían que construir un 

mayor número de juntas verticales 

to de la ladera sobre la losa. 
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ESF i Sx 1 horizontal ) 

1 unid•"d • 10 k9tcra.2 
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ESF sz ( vertical. J 

unidad • 10 ki]/~2 
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ESF .~ sz t vertical 
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FIGURA No. 5. 22 



CASO I"J' 
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CASO JV 

MAT LOSA J 

ESF ESf s~ 1 vertical 

1 unidad • 10 Jc.g/cm
2 1 unidad • 1 O kg/c:m2 

FIGURA N~~ Sr~~ 
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MAT LOSA l 

t.SF S:z. fvai:-tical 
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FIGURA No. 5.28 



CASO VII 
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FIG¡JRA No. 5.29 
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C:AF· l: ILJl_O VI 

C:CINC:LLJSICJNES 

En este capítulo llegamos a la etapa de la investigación en 

que hay que emitir una serie de conclusiones en relaci6n a las 

caracteristicas más relevantes encontradas durante el proyecto de 

investigación en consideración. 

anterior se sugiere que : 

a> Los casos mas favorables en lo relativo a magnitud de es-fuer­

zas y desplazamientos en la losa son los que correspondsn a 

elementos estructurales <material 1,2 y S> homogéneos en cuan­

to a módulo de deformación. 

b> Los casos mas favorables constan de elementos estructurales 

cuya resistencia al esfuerzo cortante sea suficiente•ente ele­

vada como para asegurar un factor de seguridad igual a 1.4,pa­

ra un talud 1.5:1. 

c> Convendria analizar detalladamente y a futuro, el caso Ill o 

el caso VII,introduciendo las juntas verticales en la losa de 

concreto. En lo relativo al llenado. de la presa, y a fin de 

tomar en cuenta la trayectoria de esfuerzos en fornaa más rea-

lista, 

culo. 

conviene hacer la simulación en varias etapas de cál-
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Se derivan entonces, de todo lo tratado en la investigación, 

las siguientes conclusiones 

U Regularizar la ladera a lo largo de la traza de la losa de 

concreto, eliminando las prominencias rocosas en una faja 

del orden de 15 m de ancho hacia aguas abaJo de la losa. 

2> Se debe asegurar durante la construcción un factor de segu­

ridad contra la falla del talud de aguas arriba superior 

a 1.3. 

3) Compactar el material de mezcJ~ ('!'!at~:-iwl .. u Eí1 su cara e><­

terna, próxima al talud de aguas arriba mmdiante rodillos 

que caminen a lo largo de la pendiente del talud. 

4> Utilizar materiales terrees homogéneos en cuanto a sus ca­

racteristicas de deformabilidad <módulo de deformación y 

relación de Poisson>. 

S> Analizar detenidamente la influencia de las juntas vertica­

les en la generaeiÓn de esfuerzos de tensión en la losa,así 

como silllular el llenado del embalse de la presa en varias 

etapas de cálculo. 

Después de todas las conclusiones mencionadas arriba con 

relación al análisis desarrollado durante el· proyecto de in-

vestigación en cuestión, hemos visto los estados des esfuerzos 

para la losa de concreto y para los materiales que le sirven 

de apoyo <mezcla de arcilla, filtro y transicion>, y podamos 
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hacer una justi-ficaciÓn desde un punto de vista físico para 

la presa de Aguamilpa, y dar una serie de conclusiones al 

respecto 

al El hecho de colocar la losa de concreto nos permit• redu­

cir el volúmen de materiales utilizados en la construcciÓn 

de la pr.esa. Permi.t1endonos también el hacer los taludes 

un poco más parados con respecto a su diseño original. Es­

te punto es muy interesante, ya que el solo hecho de colo­

car la losa provoca de alguna manera una • disipación de 

esfuerzos " en su contacto con la ladera, y nos permite 

hacer el talud de aguas abajo es~able para una mayosr pen­

diente. 

bl El material de mezcla de arcilla <material 5l, tiene dos 

funciones definidas : 

Proporcionar una base de apoyo lo suficientemente lisa 

para la losa. 

Impedir el paso del agua que puede filtrarse a través 

de la losa. 

Sin embargo, además de estas dos funciones, tiene otra 

adicional que es la de proporcionar estabilidad a la losa an­

te la plastHicat:ión del material 2 (filtro y transición>, y 

evitar que los desplazamientos de esta, y por ende los esfuer­

zos de tensión, fuesen mayores. 
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e:> El copete de material 5 que se aprecia en la zonific:ac:iÓn 

de la presa para ambas modelac:iones, debe su presencia a 

motivos constructivos solamente, ya que se fac:ilita la 

compactación de este material y el de filtro a elevacio­

nes cercanas a la corona. Mecánicamente, su comportamien­

to quizá no es el ideal, ya que se presentaron tensiones 

en el mencionado c:opete, que indujo una disminuc:ión en el 

módulo de deformabilidad de dicho material y por lo tanto 

esfuerzos bajos de tensión en la parte superior central de 

la losa. 

A partir de lo anterior, la presa de Aguamilpa tiene tam­

bién una justific:ac:ión de tipo físico. 

Por otro lado, referente al planteamiento realizado en este 

traba.Jo para una metodología de la investigac:ión, podemos emi­

tir las siguientes conc:lusiones : 

t> Tocia investigac:ión c:ientific:a se realiza c:on mayores proba­

bilidades de éxito c:uando previamente se elabora un proyec:­

to del trabajo por realizar, en el c:ual se inc:luye el pro­

c:edimiento para realizarlo. 

2> El proceso de investigación requiere de ingenio,creatividad 

y nucha paciencia para lograr la comprobac:ión de las hipó­

tesis planteadas para la explicación del problema. 
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Se ha tratado pués, a lo largo de todo el trabajo que se 

presenta, el ilustrar la metodología de la investigación para 

la soluc:ión de un problema ingenieril. Pensamos que en base .a 

un proc:edimiento ordenado y sistemátic:o se pueden dar solucio­

nes más rápidas y mejores a los problemas de investigación que 

el país demande, todo para tratar de lograr un desarrollo tec:­

nol6gico propio en el país. 

El apoyo a las firmas de ingeniería nac:ionale.;. y el -fomen­

to de la investigación no bastan, eso es evidente. Pero son con­

diciones necesarias, pues la tecnología propia es indispensable 

para impulsar el desarrollo de un país .de manera sostenida. V 

esta verdad, que ha sido el descubriqiiento económico mas nota­

ble del siglo XX, será el hecho más dominante en el -futuro de 

la civilización. Por qué .., • Por que la tec:nologí'a está direc­

tamente ligada con la productividad, es decir, con la relación 

entre el producto y sus insumos. 

Creemos que el objetivo que se perseguía se ha cumplido, 

y la metodologÍa presentada !leva a buen tériilino un proyecto 

real de investigación en 1ngeniería,y al mismo tiempo, dA f'in 

a la realización de esta tésis. 
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AF"END ICE: A 

CONVE:NCION SUMA 

En el presente apéndice mostraremos la -forma de emplear la 

convención suma, para ello nos auxiliaremos de algunos ejemplos 

del álgebra matricial. 

De acuerdo con esta convención, se tiene lo siguiente 

a> En cualquier término que aparezca repetido dos veces un sub­

Índic2, ~e t=ntiende que hay suma en dicho término y sobre es­

te subíndice desde 1 hasta 3. 

b) A los subíndices que se repiten dos veces en el mismo término 

se les llama subíndices mudos. 

c> A los subíndices que no se repiten en el mismo término se les 

conoce como subíndices libres. 

d> Los subíndices no se deben repetir mas de dos veces en cada 

tér•ino. 

A titulo de ejemplo, si1tndo e una matriz de orden m x n 

1> Siendo tr 0 traza de la matriz A 

tr a Aa.a + Aa:z + A::s:s A .... 
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2) Siendo &ij la delta de Kronecker: 

b ij A..., = A.,. 

3) Óii = gu + Ó:z:z 

4> La definición de determinante toma la -forma 

donde e.- es el símbolo alternante, de-finido como sigue 

e.__ { -t si ijk es una permutación impar 

t si iJlc es una permutación par 

O si cualquiera de lbs subíndices se repite 

Ahora bien, se llama permutación par a la sucesión ijk, si 

ésta presenta un número par de anomalías, y será impar si el nú-

mero de anomalías también lo es. 

Se llama anomalía a la existencia, en una sucesión matricial 

creciente, si a la izquierda <en contra del sentido de crecí-

miento de la sucesión> de cualqui·er valor del Índice aparece uno 

de mayor magnitud <ej: 132). 

5) Sean 8= Aij y J! = Bij dos matrices rectoangulares de orden mxn 

y nxp, respectivamente, entonces el elemento en el i-ésimo 

renglón y j-ésima columna de la matriz .{;; == _a. J! sera : 

Cij Aik Bkj 
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6) Si entonces: 

Bij Aji 

7> Si i! y !!. son matrices columna tales que: 

entonces, .;!,.!;!_ es una matriz de orden 1x1 cuyo ánico elemen­

to es : 
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AF•F.f'..J:O ICE E< 

TRTANGULARIZACION DE MATRICES 

B.1 TRIANGULARIZACION DF. UNA MATRIZ CUALQUIERA 

Se dice que una• matriz es triangular si todos los elementos 

abajo o arriba de la diagonal principal son cero. Si se da el 

primer caso, la matriz es triangular ti.nferior, si es el segundo, 

Ic:a matriz es triangular superior. 

Una matriz dada se puede triangularizar por medio de trans­

formaciones elementales, las cuales son las siguientes 

;o) El intercambio de dos lineas paralelas cualesquiera de una 

matriz. 

b> La multiplicación de todos los elementos de cualquier linea 

por una constante diferente de cero. 

c> La suma de cualquier linea de un múltiplo arbitrario de cual­

quier otra linea paralela. 

El proceso para obtener una matriz triangular superior puede 

esquematizarse como sigue. Para una matriz _a = a._. : 
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O Utilicence transformaciones del primer tipo, si se dasea, para 

obtener un elemento diferente de cero en el primer renglón y 

primera columna de una matriz dada. 

2) En caso de querer una matriz triangular normalizada, con 1 en 

la diagonal principal, divídase el primer renglón entre el e­

lemento au.. 

3> Restense de los otros renglones los múltiplos apropiados del 

primer renglón para obtener- ceros en el resto de la primera 

columna. 

4> Repetir los pasos anteriores, empezando con el elemento del 

5) Continuar de este modo con los demás elementos de la diagonal 

principal, hasta el final de ella y hasta que sean ceros todos 

los elemEtntos abajo de la misma. 

B.2 SUBDIVISION DE UNA MATRIZ CUALQUIERA EN DOS TRIANGULARES 

Una matriz 8 se puede dividir en el producto de una matriz 

triangular inferior <;,,> y u11a matriz triangular superior- nor-­
lizada <Y>, es decir: 

••• Q) 

Podemos aprovechar- lo anterior y encontrar las matrices trian­

.guiar-es !:: y !!- veamos : 
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Lu O o 1 u .. ,., u..,,. ••• u .... 

L::K L22 ••• u,,;,,. ••• u 

.b = L::u L::s:z ••• 1 u,. 

L.-

L., O 

L.,,, L"'"- ••• 

~'uestro objetivo es encontrar los coe-fic:ientes Lij y Ui.i, asi 

que procederemos de la siguiente i'or•a : 

Si multiplicamos L por la primer columna de U 

Lu tt> au. 

L:a1 tt> + L:a:a<~> + O + ••• + O a::u. 

Ln1 U> + L..,,a<O> + O + ••• .+ O a....· 
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Concluimos que la primera columnade .k esta dada por 

A,1 

Multiplicando el primer ref!glón de L por U 

Lu.Ua:z + O + ••• + O acz 

Lu.Ua::s + O + ••• + O ª= U..is 

. La...Uan + O + ••• + O u ..... 

El primer renglon de y esta dado ·por 

<2> 

a .. ::z/Lu .. 

a.:.;,../Lu. 

a, 1 I Lµ ••• (3) 

Multiplicando L por la segunda column• de U 

L::saU12 + L:saU> + O + ••• +O 

L..a.U1::a + LnaU> + O + ••• +O 

De acuerdo con lo anterior, el rasto de los elementos de .h 

estaran dados por : 

Lij a., - ·~ Lir Urj ••• (4) 
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Multiplicando el "equndo renglón de L por U 

L 21Ua..::s + L:z:zU:z:s +O+ ••• +O= a:z:s 

El resto de los elementos 

Utj I a¡a "$ Lir Ur j) / Lii 

Las expresiones <:?> a <S> nos pe'rmiten encontrar las matrices 

triangulares .b y Jd, que son de especial interés en el ·método de 

r:rout para sistemas de ecuaciones lineales. 
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