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CAPITULO I

1. INTRODUCCICN

El objetivo del trabajo es a:nalizar un modelo matemAtico del !‘en_é
meno de depredacién entre dos especies: depredadora y, presa.

Por ohservaciones ecollégicae se sabe de diversos tipos de estrate
gla de caza por parte de la especie depredadora; en términos matemfti—
cos, esta estrategia se representa por medio de una funcién gque asocia
a la densidad promedio de la presa, el nfmerc de presas capburadas.

El modelo matemftico, desarrollado en este trabajo, se describe
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primex
orden, este sistema representa una generalizacidn del sistema de Lotka
~Volterra l\tolz 3 a partir de €1, se estudia, kajo ciertas suposicio =
nes sobre la respuesta funcional, el _comportamiento de lag trayecto ==
rias, De esta manera la parte central ; original de la tesis, conaiste
en la clasificacién completa de las trayectoriase.

La organizacién del trabajo es la siguiente:

En el capfiuls I, se expone los antecedentes experimentales del f‘er)o;‘.mi
nc depredador-presa, Fn el capftulo II se presentan los resul tados ob—
tenidos por Harrison Har con respecto a la existencia de la funciGr#
de Lyapunov en relacién al sistema propuesto, y se contemplan aplica -
ciones que ilustran estos conceptos; después se ansliza el sistema
cuando 1la reapuesta es la funcifn lineal por pedazos, bajo la supoai-
cibn de que existen dos puntos crfticos distintos de cero; se encoﬁtro
cuatro tipos dg trayectorias y siete separatrfces “las trayectorias

se localizan con respecto a las separatrices), que se caracterizan por



‘su comportamiento cuando el tiempo converge a +<© Sa -,

Este estudio ez una generalizacién del caso-considerade por Sviriezhew

{svi{ .




I ANTECEDENTES EXPERIMENTALES

la fluctuacifén de un nimero de animales, es determinada por un ba
lance entre aquella capacidad animal para crecexr y el medio ambiente
que reprime este cxrecimiento. La depredacién es uno de los procesos que
interviene en dicho balance; en el presente estudio se aclaran las ca-
racterfsticas de depredacifn , cuyo significado puede ser aplicado a
consideraciones de poblaciones dinfmicas.

Este trabajo muestra que en ciertos casos, el repentino traslado_
de depredadores, implica un rdpido incremento en el nimero de presas de
densidades persistentemente menores a los lfmites de la comida demanda
da. Aungue otros estudios han demostrado que existen mfs factores que
tienen pequeflas funciones reguladoras, los depredadores parecen ser
uno de los principales responsables de la regulacién.

El estudio que se presenta: depredacién de la mosca de los pinos
europeos ( Neodiprion sertifer ) por pequefios mamiferos, fue .ajustado
por un comprensible an{lisis de depredacién. Las dificultades prdcti -
cas concernientes a medir e interxrpretar los resul‘r;ados de la poblacibn,
fueron minimizadas, porque sblo se tomaron las propiedades del medioam
biente y las de la presa. El campo de trabkajo sc realizé en una 4rea de
tierra al ‘suroceste de Ontario, en donde pinos escoceses han sido planté
dog en blogques de una superficie de 200> acres ( 1}0.469 4reas ). la topo
grffa plana y laprdctica de plantar &rboles de la misma edad y especie,
a espacios de seis pies, ha producido un medio ambiente uniforme y nota
ble . Ademfs, como el trabajo fue concentrado en plantaciones de 15 a
20 affos, el cierre dt; la corteza redujo la gran vegetacidn, de;}apdo una

simpie capa de pinosg en la tierra . La extremada simplicidad y uni formi,
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dad de este medio ambiente facilit$ el muestreo de la poblacién y elimi
né resultados complicados de cambio en la cantidad y clase de alimentos
alternantes del de predador.

Las investigaciones fueron simplifticadas aun mis por las caracte ~
rifasticas propias de la presa . Como la mayoria de los insectos, la mos—
ca de los pinos europecs , ofrece un nimerc de distintas mutaciones en
el transcursoc de su vida, que p.odz‘fa.n ser susceptibles a la depredacibn.
Los huevos dejados en los pinoa empollan a principio de la primavera y
se alimentan del follaje. Durante las dos primeras semanas de junio, la_
larve cae del 4rbol y evoluciona en capullo, Estos capullos de mosca,
permanecen en la tierra hasta fines de septiembre cuando emergen como a
dultos. Observacicnes en el campo y en el laboratorio mostraron que sb—
lo una de estas mutaciones de la mosca, el capullo, fue atacado pox pe=
quefios mamfferos depredadores. Estos datos forman parte del trabajo que
especifica el efecto de depredacién de pequefios mamf{feros sobre la mose—
ca de los pinos europeos.

El nmero de capullos destruidos (la densidad de la presa destrui—~
da), pudo ser caleculado al mismo tiempo que la densidad de la presa, ya
quellos pequeﬂoé animales mamffexos tienen el h&bite de hacer una aper—
myy caracterfstica en el capullo para sacar al insecto.

De‘ nueve especies depredadoras que se observaron, s6lo tres resul—
taron significantes para ia. mosca, las otras fueron consideradas de po-

» ca importancia por ser raras o hexviboras . La atencién se concentro sp
bre las tres especies m4s numerosas de depredadores E{olly] s la musara
fia enmascarada (sorex cinereus), la musarafia de cola corta ( Blarina

brevicauda talpoides) y el raton abeja (Peromyscus maniculatus ba.iidii),



A fin de cuenta se trata de una situacidn simple depredador— Presa,
en donde tres especies de pequefios mam{feros devoraron a una simple rre
sa -capullos de mosca. La presencia de variables complicadas en m&s de
una situacibn fueron tomadas constantes o ausentes por las caracterfs-
ticas pimples del medio ambiente y de la presa. Por fortuna , loa pe =
quefios mamf{feros y los capullos pudieron ser manipulados con facilidad
en experimentos de laboratorio, de tal mamera que el efecto de tales va
riables ausentes en el campo, pudieron ser valoradns: Esta mezcla de'da
tos de campo y laboratorioc proporcionan un comprensible esquema de de
predacién, el cual ee mostrara para clarificar el papel que Jjuegan los
depredadores en la regulacién de poblaciones y para mostrar teorfas mo
dificadas actuales de poblaciones dinfmicas. A

Despubs de mediz las poblaciones de los pequeiios mamf{feros y delos
capullos de N-sertifer, tanto en el campo como en el laboratorio, ase i-
dentificaron dos factores numbricos-bdsicos que afecta la mortalidad de
la presa como resultado de depredacifn: la densidad de la presa y ladel

- depredadox.

Estas dos variables eseciales son las componentes bdsicas de depre
dacién. La primera: densidad de la presa, podrfa afectar el nimero depxo
cesos y consumo de las presas por un sblo depredadpr.

Con las estimaciones sobre el nfmero de depredadores, presas .y pré_
sas destruidas, se pudo calcular el ndmero de presas diariamente consu-
midas por depredador en diferentes densidades de capullos . ‘

Se observa en la ' Fig, 1s»- cémo el nfmero de capullos consumidospor
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Fig. 1 Respuesta funciona) de Blarina, Sorex y Peromiscus en £-
reas 1, 2, ¥ 3.

cada esp'ecie crect$ cuando la densidad de los capullos crecfa hasta un
congumo mfximo diario, el cusl corresponde en aproximacibn, al m&ximo
c;onsumo en cualquier d;a por animal enjaulado.

La curva de Sorex resulta del método de cflculo, &ste fue difexen
te al que se empleo para las otxzs dos especies. T.ae otras dos curvas
difieren por ser de especies distintas,

la existencia de tales respuestas a cada una de -las densidades de
lo8 capullos fueron demostradas por datos obtenidos del anflisie de']ns
‘esjtémagos satisfechos, El porcentajec de ocurrencia y el porcentaje de
volumen dediferentes alimentos que se encontraron en 1os estémagos del
Pexromyscus capturado inmediatamentedes-pués de la larva y dos mesesmés
taxrde 82 muestra en la Tabla 1., Cuando las densidades de 1los capullos-
fueron muy altas, inmediatamentedespués de la gota de larva, loe por
cez;tajes de ocurrencia y de volumen de N. sertifer material fue muy al

to. Dos meses mas tarde cuando varics factores de mortalidad actuaron.



Tabla I
Contenidos estomacales de Peromyscus inmediatamente después
de la gota de larva y dos meses mfis tarde.

Tiem Ne. Aprox. de |No. de . ! ! otres | ratal
d\q::o ‘mﬁp‘nﬁpr ufo’mﬂl Pndlosca lﬂth i ”-'kr.%.; l::';'—J
o 16.21 | 600000 | 1A | T4, BT% | A5% | 58% we 7,
ocurrenciad i :

Ap. N-3a | ooeco | 14 | 0 i99% ! 60% 64%(86%%:
dum. 16-21 | 600000 1q | %, de A Al so 4% A%
Ago. 17-14 ;aooooo P - i“hm !4"./0 TS ‘549’0"3%1

sobre los capullos, su densidad disminuyé ¥ N.sertifer fue una comida
menos importante en la lista. -

Respuestas similares han sido demost'radas en exparimentcs de labora=
torio-con tres Peromyscus, Fig. 2.

¥ LR » - [3 £
Ro.de capullos por prc cundrade

Fig. 2 Respueta funcional de tres Peromyscus enjaulados ( se mueg
‘tran medias y rangos).

Los efectos de cambioc en la densidad de la presa no ss necesario

que se restrinja en exclusiva al consumo de la presa por un depreda—
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Fige. 3. Respuestas n@méricas de Blarina, Sorex y Peromyscus,

dor, la densidad de los depredadores también puede ser afectada, &sto -
. puede ser demostrado por ia relacién entre el némero de depredaclo‘res
por acre' 'y el nﬁero de capullos por acres. Unicamente los datos obten;j;
dos en plantaciones mayores de 12 afios, son incluldos como poblaciones
de pequefios mam{feros, las que fueron mds estables en  estas &reé.s. Ios
datos de las tres mis importantes especies son mostrad-oa en las curvas
de la Fig. 3, en donde cada punto representa la mfs alta poblacién de: ‘
verano, observada en diferentes plantaciones o en la mlisma planfaci6n
en diferentes affos.

Se han demostrado dos réspuestaa para. cambios en la densidad de la
press.' la primera es un cahbio en el nimero de’ 'presas cdnsumidaa porun
depredador, y la segunda es un cambio en la dénuidﬁd de ‘de;preda.'clores.

Solomon [Sol] reconocid la doble naturaleza de la zespueéta al
cambio de la densidad de la presa, y aplicSel t&rmino de respuesta fun

cionzl al cambio en el nfmerc de presa consumida por un 8610 depreda -



dor, y el término de respuesta numérica al cambic en la densidad de de
Predadores.

Para una adecuada descripcién de la depredacién , esesencial con-—
siderax el efecto de la densidad del depredador.

Para situaciones simples, cl;:mde la densidad del depredador no a =

fects, en gran parte, al consumo por individuos, el total de depredaciéh

puede ser expresada de manera simple, como la combinacién de las dos
respuesia. Por ejemplo, si para una densidad de la presa la respuesta
funcional es de 100 capullos ablertos por un depredador en un dfa, yla
respuesta numérica es tal que la densidad del depredador es 10, enton
ces el total de consumo diaric serfa 100 x 10 . En otras situa -
ciones, un crecimiento en la densidad del dt_‘—:preda.dor, podrfa ocacionar
una competencia, por 1o cual el consumo de presas por cada depredador
podrfa disminuir significantemente. Este efecto puede ser incorporado
en nuestro esquema adoptando métodos mfs complejos para la combinacisn
de las respuestas funcional y numé&rica.

Esta seccién fue introducida con una lisia de posibles varia
bles que podrfan afectar la depredacibn. De &sasg, Snicamenta resulta -
ron las mis esenclales: densidad de la presa y del depredador, asf que

- las caracterfsticas bisicas ‘de depredacién pueden ser atribuldas a los
efectos de esas dos variables, Se ha demostrado que hay dos respuestas
para, la densidad de la preea. E1 incremento d.el niimero de presasen pro
medio gonsumidas por um depredador, cuando la densidad de la presa aumen
ta, es llamada la respuesta funcional. Mientras el cambio en la densi- )
dad de los depredadores es llamada la respuesta numérica. La cantidad ‘

total de depredacifn ocurrida para cualquier densidad, resulta de una
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combinacién de las dos respuestas, y el método de comﬁinacién estarfa
determinado por la manera en que la densidad del derredador afecta al-
consumo. Este esquema, por lo tante, describe los efectos de las varia
bles bdsicas, no complicadas por efectos auxiliares. Asf las dos res =
puestas, la funcional y la numérica, pueden ser consideradas las compo
nentes b4sicas de depredacién.

A partir de este momento , uUnicamente nos concretaremos al eatu<
dio de la respuesta funciomal.

Se pudo concluir , que hay tres formas bdsican de 1la respuesta -
funcionals '

1) La m4s sencilla, matemfticamente, podrfa ser mostrada pqr‘\m =
depredador cuya forma de busqueda fue aleatoria y cuya razon de T.:mqu
da pexrmanecib constante en todas las densidades de la preéa. El nfite ~
ro de presas destruidas podrfa ser direoctamente proporcional a la den=
sidad de la presa, para que la fase de levantamiento pudiera ser una °
linea recta. Rickexr [R.:l.] postulé este tipo de xrehpuesia para cierta-

pesca sobre una clase de salmbén. Fig. 4

Fig. 4



Fig. 5

i1) Una forma mfs compleja de la respuesta funcional ha gido d e-
mostrada en experimentos de laboratorio por De Bach y Smith [Bys] g ——
Ullyett [Ull] ¥ Burnett [_Bux} para un nimero de insectos pardaitos.
En cada caso el nimero de presas atacadas por depredador crecis muy r_a_’
pidamente con un crecimiento inicial en la densidad de la presa, y des
pués mfs lento aproximandose a un nivel fijo. Por consiguiente -
las razones de captura disminuyexron conforme la densidad de.la presa
aumei\taha, (vease Fig. 5 ). A

i1i) La filtima respuesta funcional ha =mido deacublerta para algu~

nos pequefios mamf{feros. Estas respuestas funcionales estdn representa-

das por una curva sigmoidal, asf observamos que las xazones de captura

en un principic aumenta cvando zumenta la densidad de la presa ¥ des =

pués decrece, (vease Fig, 6).
Iiste es el c@s'o en el que se considera un "umbral de:seguridad ¥

Yas presas son més tulnerables erriba y menos vulnerabies ébajo de es—
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Fig. 6

te umbral. Este’ " umbral de seguridaél " esta determinado poxr el nd-~
mero de nichos habitables, aeguros en el medio ambiente. Por éata':a -
y_z6n .cuando la densidad de la Presa es alta , algunos individuos astdn
forzados ‘en 6reas» expuestas,donde la captura del depredador es muy ri-
‘pida, cuando 1a: dengidad :ie la presa es muy bé.ja sy la probtabilidad de—
captura es casi nula.Este umbral de segyridad eéta marcado en la Fig.7

por la linea verticél punteada.

Fig, T
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CAPITULO I1I

Te Una funcién de Lyapunov para modelos depredador-—presa.

El modelo considerado para ‘el estudio depredador—presa esta dado

por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

<

= xV - £(V)P
(1.1)

Ko

= b(V)p - dp ,

donde V es el niimero de presas y P el nimerc de depredadores. El térmi-
no xV es el crecimiento de la poblacién de la presa en ausencia del de-
predador en su forma malthusiana, y el término dP es la razén de lamor
talidad del depredador en ausencia de la presa, Como f(V) es la res -
puesta funcional es decir, es el promedio de presa consumidas por depre=
dador por unidad de tiempo, podremos decir que el término £(V)P repre-
genta la biomaga de presas consumidas en cada momento. El término hI’(V)P
es la conversién de la biomasa de la presa en la biomasa del depredadox,
b es el coeficiente de la convesién.

En nuestro estudio vamos a investigar la evolucidn del sistema (1.1}
bajo clertas hinbtesis sobre la funcién f£(V) .

Para hacer el anflisis de la estabilidad del eata.dc~,:ie equilibrio,
de -estos sistemas que describen la dindmica de poblnq}_ones que interace
tuan (en particular depredador-presa), iitilizaremos el método de 1lafun
cién de Lyapunov .

El uso explfcito o implfcito de las funciones de Lyapunov tienen

una larga historia. Esta empezo con Vito Volterra [Vol] en 1931, quien



las usa come primeras intggrales o constante de movimiento asociadas
al sistema depredador-praesat

V = IV = avVP

P = btavP - dP

Una caracter{stica matemftica de esas funciones es que son excelentes
auxiliares en el anflisis de la estabilidad del equilibrio y cuya vir-
tud es gue no se requiere del conocimiento de 1lams soluciones del siste-—
ma en cuestifn. .
En 1979 Harrison [I!a.] presentd una funcidn de Lyapunov para una
clase amplia de modelos de depredador-presa, cuyo origen proviens de la

generalizacién de las ecuaciones.de Lotka-Volterrat

<je

= a(Vv) = £(V)b(p) (1.2

g

= n(V)eg(?) ~ <(p) ,

La deduccidn de esta funcibén de Lyapunov se logra de la gisuienta
forma:

£(V), n(V) y b(P} son todas funciones no decrecientes, definidas pa
ra valores de V20 y P20 , lo cual es razonaﬁle por la intexrpreta -
cién ‘m.o16g1cas de r(v), n(V¥) y b(P). Supongase que cxigte wn punto de ‘
equilibrio (V,—) del sistema (1.2) donde VDo v P)o , ¥ que £(v)’
¥ &(P) son funciones positivasm.

* Lema 1.1 « Supongase E-(V) -n(\'r)][ v —v] >0 pa.ra. v+v yque
[b(P)—b(F)][P—P]}O para paéP.Lafunmcn: -
B(V,P):[M n(¥ f"bx—dex

(=) - alx) (13
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es cero en (V,P) y positiva en cualquier otro punto (V,P) . Por lotanto
st |[v=V| & fP ~ P{ crecen, entonces H(V,P) también crece.
si (V(t)’ P(t)) es una solucién del sistema (1.2), entonces la

derivada de H a lo largo de las soluciones de (1.2) es:

ﬁ(t) = grad H (V(t),P(t)) . ({r(t),i(t))

es decir,

e _ a{v) _a(Mmy + b(P) - b(P) c(P) - ()

. ["(v) = “?{V} rm] [ ] L(r) g@]
(1.4)

Demostracidn: ‘as claro que H(V,P) = 0 , esto se debe a como esta defi-

nida la funcién. Y que las integrales en (1.3) tienen los mismos signos
Qque V—V y PaTF, las integrales son positivas y crecen si |V — V1
S' ]P - f“'l crecen 3 en realidad &sto implica, que como las funciones f,
n, b son todas no decrecientes y ademfs £(V) y g(P) son positivas, po;.r.-

hip&Stesis tenemos: v

gi V<V entonces n(V)<n(V) ¥y fn!x! - ngvl dx> 0 :
£(x
fr k

ademds crece la integral si [V = V)] crece v

Ahora si V>V entonces n(V)>n(V) ¥ fn(xz = n(¥) x> 0
v i‘(x)

¥ la integral crece si |V = V| crece.

Lo mismo acontece para la segunds integral de la funcibén (1.3).

Usando lag relaciones de equilibrio :
R
£

n(V) = B
163)

(1.5)



-15 -

Las ecuaciones (1.2) pueden mer escritas en la forma:

= [1(1)._ a® _ »(®) + b(f)] £(v)

£(v)  £(V) (1.6)
§=[n(v)-n(V)+g(g)__cp &(P)
e(r) &(F)

Sustituyendo (1.5) en la férmula :

H=2E V + 35 P
av . 3P

llegamog a la ecuacién

H = n(¥) = n(T) T+ Bp) —b(F) P = [n(v)-n(V)]{_s_(ﬂ_@_

£(v) &(®?) £(V) (M)
- B(P) + bm} . {b(p) - b(_)] {n(v) - () + o(®) - cijl
: e® &®
- o - 2®) a2 - @] - w0 - nm“bm - b@)}
- £(v) V)
+ [h(P) - b(@] [n(v) - n(V [b(P) - b(j] [
(P)
- c P
&(® _ :
=[n<v) - n(M) ] [aﬂ). - am] + [sm - *®) ofp) - oD
£(V) £(V) &(®) 8(1

resulta la ecuacién (1e4) » La cual - segfin el teorema de.esiabi~
lidad de Lyapunov ~ .para que nos sea §til debe ser definida nega—

tiva, en el sigu.i.ents teorema. ésto Bera demogtradoa.
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Teorema 1.2 . Supongase que Cn(v) - n(V)] [v- \7]) 0 para ViV
¥y que [b(®) - v(P)] LP- ?J) 0 para P # F., ¥ que en una vecindad de
(FV, B, a(¥) y ¢(P) son ambas no crecientes con una de ellas estric-
£0(v) g(®)
tamente decreciente, Entonces el punto de equilibrio (V , F) es asinto-
ticamente estable. Antes de come;xza.r la demostracibn : Se conaidera a V_
Y g como los valores m&s pequefios ¥ Y. ¥y P. come los valores m4s gran-

des, respectivamente tales que 3

a(M)b(F) £(v) para WS VLV
a(vV)<<u(P) £(v) para T<v <V,
o(P)>- n(V) &(P) para B<P LT
o(P)<- (V) &(F) para F<P<E,
con Que cualquiera de las dos desigualdades (1.7a) o (1.7b) sea estric-

(1 .7a)

(1.7b)

ta, acoxrdaremos que 5(_\[_)_ 3 E'(_P_)_ es estrictamente decreciente; y sea —
£(v) &(?)

we min {H(v._ JB)s H(%,B), B(T,B), BT, P..)} . El dominio de atrace—

cibn (cuenca) de (V,P) incluye al conjunte I, = {(VgP): H(V,P)<u} .

ver Figs 1 . ’

_lgego_s_-;:i_?_asj:gn_:' Las hipStesis garantizan que ambos términos de la ecua——

cién (1.4) para H son no positivos, Aplicandc las ecuaciones (1.5)¥(1.7)

en (1.4) demostrarcmos quez .

A0 sobre N = {(V.P): vy, I:_<P<P..} (1.8)
Considerando los puntos que pertenecen a dicha vecindad (N) del pun

to (V,F) , en 1la cual, por hipStesis de la monotonicidad de n(V) ', a(V}
. £{{v)’

B(P) ¥ c(P) +tenemos que :
" &(P)



s L(EIS) -
= *" -
i -
-
- vy oA i
» L./
— ¥ \ {
3 7 '
(<2 = : H {
= 2 {
[ t
Pu =
? o=
P |-
Fig. 1. EL cominio de atraceidn contiene ol mbs grade de tos

T eonjuntos definidos pon HV,Pl<u gque estd contenido en el.coﬁ
- junto V.<V<V, , R<P<P, endonde Vi, Yn estindefinl = -
dos por Lo intenseccidn de Las cunvas  SIPILV)  y  ofVi, y B, -

Py pon da interseccid de  ofP) y ¥} gfP)  {vea loa ecun-
ciones de (1.7) ). Han e



[ - nM] [%{% - a'CP'] <?° (1.9)

£(¥)

&®) &®

sl una de las funciones afV s c(P es astrictamente monStona, en=
a ! %PE

[b(P) - b('):‘ [ (B - g@.]_< 0

tonces una de las desigualdades de (1.9) es estricta. Luego de (1.4) can
cluimos que H<O , 6sto quiere decir que las trayectorias del sistema
(1.2) entran al dominio:

B as {(V,P): H(V,P) < h} en lz vecindad del punto (¥V,F), es
deci® para h bastante pequefio B, converge al punto (¥,P). St nofue

ra asf, existirfan puntos ‘(Vn’Pn) tales que H(Vn,Pn)—>0 y (Vn,Pn)

- no tenderfan a ' (¥,P) 1o cual indica que si:

v, -7+ [pn—§|>e s M =1, 2y 35000

entonces por lo menos ’Vn - -\7]> € o "Pn - fl > €
. 5 .

2
para simplificar supondremos que ‘Vn -Vl € entonces
' 2

H(V WB) ;.f n(x) ~ n!Z} x> [n!x! = n(Vax . >0
£(x) £(x)

lo cual contradice que H(V ,P )——+0 . Ahora cuancio V = ¥V _obtendremos

que H=0 .
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Demostraremos que Du pertenece a la cuenca del punto (V,?) .

p
}N
1
Pl ___.__ ___;__-_',a:(l"."l
= . Z

<R

P ... "'“"i‘\'hf-ﬁaé'“""
! 1

Vo v v Vy

Sea U m mm{ H(V, »P), H(V., B), 8(V,B ), H(V,P,.)} . Y.deno -
taremos por D, al conjunto D= {(V,P): H(V,P) r} con r<u ,
entonces se demostrardi que Dr astf contenido en el rectingylo R;'

Supongase que Dr no estd contenido en el recténgulo R, y énton—
" ces existe un punto (V,P) £ R, ¥y que H(V,P) s r<u ; si V>V, P>5y
en virtud de la monotonicidad de la funecifn H obtenemos:

u>r g H(V,P) >H(V,P ) > u

lo cual indica una contradiccifne
A, _Aplicaciones: .

Una aplicacién es: al utilizar el resultado anterior ( la fun"ciér;
de Lyapunov para el sistema depredador-presa), se verificard lo que rea -

1420 Volterra [Vol] .
st a(v) =xv, £f(¥) =aV, B(P) =P, n(V) =bvaV, &) =P



- 20 -

c(P) = 4 , entoncess

1%
B(V,P):»[boao)(-boao? ax + f;-?d.x
ao X P X
=bof(1-y)dx + f(1-f_)dx
5 X
= (V—V) — Viog V] + (P-B) -~ Plog B
7 P (1.10)

Si en el sistema (1.2) sustitufmos las funciones de arriba, ob-

tendremes el sistema de Lotka-Volterra [Voll . En éste caso a(V) -
£(v)

¥ x(p son constantes, y por lo tanto de (1.4) se sigue

c(P)
HB(V, P) = 0, 1o'que quiere decir que la funcifn de Lyapunov

H(V,P) es igual a la conocida primer integral de Volterra (constan-
te de movimiento), que tiene la forma:

dlogV 4+ 1T logP =~ ao(boV + P) = cte.
(111}

=d " P =2z 3 2l dividir (1.11) por ao

ao
ac bo

H{V,P)

<1

ya que

se .obtienez H(V,P) = boV log V+ Plog P=.bo V = P = ctes
‘ H(V,B) = bo (V-V log V) + (2P log P) = cte.

Las trayectorias del sistema son las curvas de nivel de la fune— .
cién H, las cuales son curvas cerradas gue rodean el punto ( V, P ).

Vedse la Fig, 32 , b .
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to0

-
L4

L Fige Ja. X, W, AP  sun intepruies paiiictlaes del ais-
tema de Loira-Volicwa.

- . i 1 . I} i

&0 1600 1500 2ovo L5 Joce .
Fig. 3b.  Lao trayectonias de Les ecwacionesd de Lotha - Vol- ©
Zenna , son avwas cemadas quce acproscnio ciclos Alzt-ftau'u'.m
,:xm presa= clcpnmadml‘z. dgul x=.55 %2 o) 6=0.02 3 de.A.



Regresando al modelo (1.1)
Ve=zxv - £(V)P
P = (V)P - dP
consideraremos dos casos miss:

L4
L) Cuando la funcién de respuesta es concava y acotada, Véase la

Pig. 4 .
£5(V) o

7

v V4
Fe. 4 £(V) 2 en (0, o )
El s:lstem (1.1) con la funcién de respuesta f£(V) descrita ante -
riomente, no tiene trayectorias cerradas, es decir, que cada tmyecto-
ria ddverge "al infinito" . E=to se deduce B par’cir de (1.4) ya que

8H >0, lo cual quiere decir que no hay tx:ayectorias cemdaa (gi exis :
at

tiera sflo una, entonces la dH teudr{a. que ser cero sobre toda la tra

yectoxda, lo cuval implica que dicha trayectoria es el punto (V,?». B
anflisis del campo vectorial del comportamiento del sistema (1 .?1) con eg

ta funcifn de respuesta se muestra en la Fig. 5; las isoclinas son V=u-‘\7, ’
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P(V)

=V la cual es una funcibn creciente ya que £(V) es una
£(v) v

funcién decreciente, lo cual implica v es creciente. Ademds como
(V)

£fe 02 en (0, ® ) , tenemos f’(0) = e¢ , utilizande la serie de Ma -

claurin obtenemos la expresibn:
2
(V) = £0) + £(0) v+ 1 £ Qv) v
2 N

2
= xXV+ 1 £(§)V
2

Ahora
v - T v 2
TV “V+1§f"(qv) v
. o= xr

Al

o< + % £ §v) v
cuando Ve O
esto quiere decir que BO) _ T
£'(0)
Este filtimo resultado nos servira para graficar P(0).
P oA

o

il

0y

<
v
<

Fig. 5a.
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il

Fig. 5b.

|

Este caso (i) fue estudiado por Rosenzweig M. L., Mac Arthur R.
H. en 1963 [RA] .
if) Como otxo caso particular se considera el caso cuando f(V)

es de la formas

av si Vg %

a% ai V> %

£(v) =

Ver Fig. 6. (V) .
M‘; -~ - -
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El. siétem (1.1) con esta otra funcifn de respuesta toma la forma:

‘.I ¥ = aVP
. : i V& g
P = bavP - aP (1.129)
}\.l = xV = mP
si V>
P = tmP - dF m=§' {1.12v)

Supongase que v (4:320d) gb < g s P f-‘l-=u‘\)_r ; entonces si el
a

punto inicial (V_,P,) es tal que V=V y P,P , el sictema(1.12d)
es un sistema de Lotka-Volterra, y la trayectoris es una curva cerrada

zodeando el punto (V,F) . st v, >€§ , ex(::;nfeg):e aplica (1.12b) y
- en este caso se-obtiene que P(t) = B, € sustituyendo en

la primexra ecuacién de (1.12b) obtenemos una ecuacidn lineal de la que

deducimos;
xt (bm—d)t

v - vo..r- zxt:-d e * x-—mp'('bm—d) e
(1.13)

Puesto que para V < 5: sy 0 10 que es lo mismo _d_ m de donde
ab a

o -~ d30 , por lo tanto existen dos posibilidades. Si consideramos la
posibilidad de que 1r — (bm ~ d)>0, implicarfa que r>bm ~ d.

Sea L el cenjunto de los puntos (Vo. Po) tales que la aolnc:‘l.Gn‘
v(t) contiene s8lo ol segundo término de 1la ecumedfn  (1.13).

L - es el conjunto:
P

r - (bn-d)
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3
r
25
7 1
21 .
v

v ]
Fig. 7
ea decir L es una recta.

Si (Vo Po)€ %, , entonces:

Vo _ — mP, >0 ¥y V(t) ——+ @

—0 si t et @

St (Vor P) € 23 + Vo _—Mosco y V()—-ow
¥ya que r>bm - d. - -

Si consideramos (1.12b) en todo el plano, cuando §V,,P,)€ L
exitste un momento t, tal que V(t1) = g’ s ¥ el sistema no se aplica
ra mfs, Desde &ste momento usaremos la forms {1.12a), luego la trayec
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toria es una parte de la curva de Lotka-Volterra, hasta la sigulente
interseccifn con V= € « La trayectoria puede hacer varias vueltas cer
ca de alguna de las curvas ' (trayectoria cerrada), y fimalmente o
se pega com la trayectoria L , o entra a la zona 1.

Nota: los resultados obtenidos anteriormente seran desarroljados deta

lladanente en una de las primeras partes de la siguiente seccibn,

Este caso fue investigado por Sviriezhnev r_SviI » Dero con opues
to resultado: 61 afirma que existen pardmetros tales que la espirada

converge a I .
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2 2. Anflisis del sistema (1.1) cuando la respuesta
funcional es lineal a pedazos.

?MT
wh
.—
g‘-
4‘
L &
-i-:
‘§ 1 1 (3 |:V
, [{-4 .- ¥O <0
&

,Derwdu\ dc‘a - presa

Fig. 8 Ruw&fwmmldci?@umm
A/epdcp/u:ngmu Desviacidn estandan

En experimentos biolégicos se ha encontrado una respuesta funcio-
nal como la que se muestra en la Pig. 8. Estudiaremos el sistema (1.1)
en donde la respuesta fﬁnciona.l es ma gimplificacién de la funcibn
‘mostrada en la Fig. 8, consideraremos una funclén lineal por pedazos que
se comporta de la misma manera, desde el punto de vista- de la mpnotonj.—
cidad: €lla crece sobre un intervalo, es constante después decrece y
vuelve a ser constante si el argumento converge al infinito, vease 1aﬂ-

Fig. 9. En términos mfs exactos:
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Entonces al consideray el sistema (1.1) com esta respuesta fun -

cionalts
vV = v - (V)P
. 1a1
P = bf(V)P - aP ( )
pasamos a obtener los puntos crfticos:
bE(¥) - d = 0 8i £f(T) = a
- b
W - f(VP= 0 ei P = _x = wv¥ ,
£(V) d
por lo tanto, i n¢d¢m obtendremos los puntos crfticos:
b

(T %) 4 (T, %)

‘donde _ —
f(v1) = (V) = % ,
F o=V, , F,e mT,
1 Y 1 - 2 ry 2 H

v otro punto crftico es el origen (0,0). V&ase la Fig. 9.

Dado que la funcibén de respuesta (V) estd deﬁnid# por cuatrolz:‘e-
glas de correspendencia, analizaremos 1aé trayectorias del sistema (1.1)
primsrd por regiones y posteriormente uniremos todas las trayeotoriaeé
ra poder concluir o re.ﬁrta;.

1. Sea £(V) = aV ; V>0 , este caso es.conOcido como el de Lotka :
m Voltexrra, en el cual las curvas solucifn son curvas ce‘rradas."»

2. Se considerara el sistema (1.1) con f£(V) = m 3

V = xV = nP .
(2.1)
P = P - dP = (bm - d)P ‘
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Sea bt = 4 moc,;, como ngdgm  entaces oc>0
b

Resolvamos el sistema (2.1) 1
de la segunds ecuacifn obtenemos que
Bt = a2™*
sustituyendo ¢n la primera ecumcién del sistema obtenemos i

v(t) = €4 DA €.<t
D= of

Para el punto inicial (Vo, Po) donde V>0 y P_>>0 obtene~
mos la solucidn:
V() = [V, - m Po)ét + mE e"‘t
;—: ;'? (2.2)
art
»t) =R &

por o tanto exigsten dos posibilidades 3

Caso 1 3 cuando r > o<
Cago 2 ¢ cuando T> o

Se puede observar de la solucidm (2.2)
' P
ﬂ\

. A s mt 8 # ms.mrma

:ﬁ--.
\

Fig. 10



que el casojtiene @& su vez tres subcasoss

) *>X 3 Vo - mP =0

T =0l

de sstas condicicnes y de (2.2) obtenemos:

P - Po P -
v = m
m P,
T e

obtenemos la trayeotoria I.,, mostrada en la Fig. 10 .

ity T>& ¥y V5 = m Py <0
r -el
P

o~

Zq

PFig. 11
Esto es ouando el punto inicial se localira en la zoma dos (Zz) .
En este ‘caso como V(t) puede expresarse @ 7
(o(- )t
e )

[+]
P e O T en Ok

We) = e | (v,-mpr) + mp,




3. Se o&xsidemxﬂ el aistema (1.1) con £(V) = — kv +,[ ,k,,/>o
Vezrv - (-kv+f)?

- b( e v +j) P = dP (2.3)

e

Por un momento ss considerard el sistema (2.3) en todo el plano «
Harenos un anflisis cualitativo de lam trayectorias de este sistema :

De la segwnda ecuacién del sistema (2.3) :

Si (-wv+bf-d)Pm=o
entances Ve bfea
, b

sustituyendo en la primexa ecuaciln del sistema:
) = T ‘_’L:K_E .
Tu IV O - r(bf -~ d)

B2 censmtei s ———————— T ——
-kV 4 -Ik(bf-a)+ ¢ k d
bk

~ por 1o tento como puntos crfticos tememos (o,0) 4 (V,P)
~ Pasaxemos a analizar el caracter de los puntos crfticos,.

Obtenemos ¢l Jacobisno del sistema (2.3) .

ey - (T w- A
~bk P B-kV +L) =@
de donde
J(0,0) = -4

of - a
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se obgexrva que 8L <+t—»+o0 entonces V(t)—>- oo ya que gl segundo -
sumando tiende a cero y el primero es un valor negativos luego existe t,
tal que V(t,) = q‘. V&ase la Pig. 11.
it rs o y Vo - mP -0
I wwl

En éste caso el punto injoisl se localira en la zona 1 (Z,) , .ver

Fig. 12 .
Dada 1la mz@ 3
: ot
P(t) = P e
v(t) Vo-m 2\ + mp, et
r - 1 -0l
- - PO
(Vo = m Py {r—s2)t m P,
T4 € ==

se puede observer que el primer sumando del denominador tiende a +co ,
de donde Pit ;____,.0 « Lo cual nos indica que la ourva crece mis rdpi-—
Vit .

do para V que para P , pox lo tanto una trayectoria se ccmporta comd

" la mostrads en la Fig. 12 .
r
ry

Flg. 12
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En el caso 2 , cusndo r< &, la recta L pasa por el segundo y -

tercer cuadrante y por eso no comsideraremos cuando Vo = ®mP, < 4]
T weX

(8f Vo=mP; « 0 1la trayeotoria queda fuera del primer cuadran-
r =
te) , entances cuandos

r<o Yy Vo = m P, >0
r wog

v(t) = "% (v(,-mpg e("q"+mpo
» - ) r - o

&sto nos indica que V(t)——woo ocuando t—=2° , Si consideramos —

el sistema (2.7) en todo el plano , luego existe un momento - .t, > O

tal que V(t,) .g". Ver Fig. 13 .

P o

Fig. 13
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donde por medio del det [ J(0,0)- )\I)- 0
los valores caracteristicos son
Ag=T> 0 , A=df = > 0
por lo. tanto el punto criftico (0,0) es wm nodo inestable .
Ahora para el otro punto cxftico (V,P) tenemos :
£+kr(b£-d) . (g ) 2
J(V,F) =

~blkr({b [ ~d) b ( =k(bf=d) +f ) -

¥a
» b rf - g
d )
~br(b f-d) o )
. a /

pero
Dot J(VyF) =—xr (Db -d } <O

como las ranfces son reales 3 distintas y de aisxioa opuestos , por lotan-

to (V,F) es un punto silla . Lusgo, existen dos separatrices una esta—

ble y una J.nosta.bie. Por ol anflisism del campo vectorial obtenemos la s!._

guiente imagen de las t*ayecto ipn , vane 1o Pig, 14 .
i- Considérese el sistema 3
V = 2V - nP

P =(bn-4d) P . (2.4)
donde tm~-d=mol, ¢omo nod entomces ©K<0 . '
b



P .
¥
\‘ v
Y, S
Fig. 4. Las cusves puntesdas son les iseclines. La prime-
e P, x represeria unm hipénbols,asinidiica, ver-:

: =~€1’+(
wmaﬁ&;"fo,oi'&uuv‘,___i_ o una de sus asinioias ver
ticatles; La sepinda isoctina V_bL-d _V uma-tuzeulcedc

prralels al ef P.Lum.{gmmmumm@_‘
'm&adim&;?ﬁondpud.edaa&p}mbﬂyada._ 7 '

Siguiendo el mismo procedimianto realizado paxe enc:c::;tm la wolu -

ciba del oistema (2.1), tenemos que la solucifn del ‘sistema (2.4) o3 1

v(t) = (Vo-nP )e +nP° e
B(t) = (2.5)
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Para el andlisis de las curvas integreles, eiiaten varias posibilidedes:

€) st vo-np,
r =od

= Q se

obtiene la trayeétoria

Vo) - nm o<

T = o<
p(t) = Pt

Bsta trayectoria es la linea media Pit; " X -OC

cuando V(t) > 0, 1la cual entra al origen cuendoc t o< ya que
o< 0. Vor Fig. 15 .

PT

~ L2

Fig. 15



Cuando v

o
r -

puesto que X L0 L r B8 puee

de obsexrvar que ninguns trayectorie se acerca al origen (0,0) cuando -

’
£ ey 0 0 bt~ @ .

Wt)=—>+ ® y P{t)—ro0 podem
rias es asintética al semiejes P(

de ellas es aaintStica & la traye

1im P(t) = o
t-o-0 .

lim V() = o

Ea lugar de ello cuando te—=+ ®

como = -
os decir que cada wma de esas trayscto-
t) =0 y conforme t—em® , cads una

ctoria Ly ya que g

tr-m
Ademds
-t t

P(t) = Po [
v(t) Vo+nP \ g™ +n Py o™*

r - T =-oc

= PO
r —oc) £
(Vo-fnPo \e( +a P
r aSly T -

lo cual indica P(t) e d
v(t) n

cuando to—p = ® o Ver Fig. 16

La gréfica de lam tmaysctorias ds todo el sistema (1.1) con le fun-

‘cién de respuesta lineal por pedazos , me compone de los cuatro comporta

rmientos gréficos estudiados en loa casos 1, 2,3 y 4 cada wno v&lido -

para las regimes 1 OV g g
i
v > qs respectivanente.

En la primera regifn tenemos

» €1<V< ﬁ'l. ? §i<v' <ﬁ;- y -

el caso de Lotika ~ Volterra , estudia-

do en el punto 1 . Las trayectorias son curvas cerrsdas . Si el pumtoini



v

Fig. 16 )
cial est4 vastante cercs de ( L P,) ¥ las trayectorias son parte de
las ocurvas de Lotka « Volterra restringidas al dominio VvV < ‘i.l.' exis
te une trayectoria cerrada T s Que es tangente a la recta V = gl.

En la segunda regifn debido a que n & < @ tenemos que -
o =» bm ~d > 0, lo que correspmde al cnsob2 dado por el sistema (2.1)
con sus dos subtases § r<loe ¥ T oce

En 113. regifn gtgv <€" las trayectoriss coinoiden con las tra.
yectorias consideradas en el caso 3 .

Finalmente para V > g‘ las trayectorias son como las que se ilu_s_v,
tran en el caso 4 para o< < 0 o

Vamos a demostrar el hecho bésico para el comportamiento de las tra
yectorias 3 _

Teorema 2,1 Sea T una trayectoria del sistema  (2.1) _tal que -

’ Ny > g’.} +/d .- Entonces T no es cerrada.

; En otras palabras, si una trayectoria sale de la .banda 0&V<€entoa !
t
ces no es cerrada, Demostracibn:
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Es claro gue f‘v[ es8 una funcién decreciente . Por eso se cumplen
v

las hipﬁtosis.dei teorema de Harrison { Teorema (1.2) ) y la funcifn 3

v <]
K(V.P)-fbfx—bfv dx+¢x—$dy
A fi(x y
v

. v
v [N -t & +[p--p+$1og‘p']
[ ,[ ﬂx’] P
v
o8 na funcifn de Iyapunov pars nuestro sistema . De hecho como

b(P) = P = 3 es una constante , entonces :
clP daP d

i [en) - e@) [ -
£(v) (M

sl V< V, entonces s

I!I- [av—a‘_f.] xV_ - r'\'f, =0
aVv aﬁ
lo cual implica que H es una funciém constante sobre las trayectoriase
51 Vv 'V, entonces
H= [r(v)-r(ﬂ] v - % |r>o0
() (@)

por mcnotonicidad de la funocién £{V) .
v

] . Supongase que T es una trayectoria cerxeda . For el teomﬁs 1._2 ‘
ya sabemos que d H >» O sobre las trayectorias , 1o cual indica qua:
dt : . ) )

@8 =0 sobre toda T . Por otro lado se prob8 qus 4 H (V, P)>0

dt
8i V> € s 86 ccnoluye que YT c'{v < $1} s 1lo cual contredice la
L b
hipbtesisy - T N { v > §}' P s pOr lo tanto Y no puede ser
'L A

cerrada.
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T

Fig. 17

Vanos & considexar el ocomportamiento de las separatrices , marcadas
calal?ig. 17 5 por W -(«"“00)‘ .w oI .
‘Por el argumento del campo vectorial, wz diverge al infinito .'ya.

que Ve=—r+ o oy P=—r+ o cumndo t—wr~® 3 OJ:' converge aamt&icg_

nﬁto al eje P = O,

La separairis g): por el argumento de los e@pou vectorimlesentran

a la regifn €1< v g‘ 7 después entran 2 la regidn V< gt s da =

la irue_ltn en este regibn e intersecta otrs vez la recta V = % . ﬁ’qnote

mos por A, la primera interseccifn de la separatriz w: con la rectaw’



[\

4
Fig. 18

Vs %' Y A, '1a segunda intersecoifn. .
Do la misma manera (J; , viniendo de atrds , intersecta a la recta
V= "5.:.' digamos en el punto Ap .
Proposicién : EL punto Ay se localiza arriba del punto A,. Ver
FPig. 18 »
Demostracibn 3

Supongase gue es 1o contrario (Ver Fig. 19)
P A

v

v
Fig. 19. La curve nﬁq"o’bscom es la curva de Harrison
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El dominio acotado por <, entre los puntos 'S5 y A » W' entre
los puntos 5 y Ap , dande el segmento mz es 16 que ge llama " la
bolea de Bendixon " , es decir , que ninguna trayectoria puede salir de
este conjunto . La trayectoria w;_‘ vuelve & intersectar a la mcfu'
V= 51. en el punto JAx el cual estd por abajo de A, , 10 que contra—
dice que H ea una funcién de Lyapmov (H(A3) < H(Ao)). Ests contra

diccifn existe con lo que se demostro em el Tesorema anterior a8 > [+]
dt

Véase la Fig. 19 . Entonces la trayectoria w:_ para t < O , esta aco
tada y poxr el Teorema de Poincare - Bendixan , su conjunto 1fmite ocon
tiene un punto crftico , o es una trayectoria cerrada ; el primer casono
puede ocourrir porque I' no lo permite. Entonces el comjunto &< —1fmi-
te es una trayectoria cerrada, y por el teorema 2.1 ©< es igual a -

Conclusifn: Se ha demostrado que la imagen de las trayectorias es T
comoc la que se muestra en la Fige. 17 .

Entonces podemos concluix que hay cuatro tipos de trayectorias, se-
paradas por siete separatrices . Debido al seguimiento de las trayecto =
rigs de las regiones .

Fig. 20 , 21 .
Trayectorias 1
Tipo 1 .- San las trayeoctorias T = ( v(t) , p(t) ) tales que

%i_ni-m v(t) = 1lim w_P(t) =+ }

£ =

i 1im Pt =0
-O-O-wv(t) =ted t->+mr( )

TNy < g - g

Véace la Pig, 20 .
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Tipo 2 .~ Son las traysctorias Tn( v{t) , P(t) ) tales gque

1im v(t) = 1im P(t) =+
tar—=m te—m .

1in v(t) =+ 3 1im P(t) = 0
te+rm tme+ @
peaxo

T{)iv< i:- P
Véane la Pig. 21

Tipo 3 .~ Son las trayectorias T tales que og M =r y

14im V(t) = +o 3 }'m Pit) = 0
T+ ~—t O

Véase la Pig. 22 .

Tipo 4 «~ T em la onxva cerrada de Lotka -~ Volterra

Véase la Fig. 23 .
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P ig. 21
Fig. 22

. e A = - = . - —————— En.
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Flg. 23

Separatricen 3

1)‘ oﬁ w:‘ » w: . wg_ que am las separatrices del pwmto
(V2,5 ).

2} Ia curva I' , que es la curva de Lotka - Volterra tangento a
la recta V = 71_.

3) Los semiejes Pal, Y30 ¥ V=0, P>0
que son también las trayectorias del sistema , ¥y a su vez Sepa~
ratrices del punto silla ( 0,0 ) .

) Coxﬁantariox En el caso que existiera sflo wnr punto cxfiico , se reduce

al oaso expuesto por Svireshev ['_Sv.t] . Ver Fig.-6
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