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CAPITUI,O I 

1. INTRODUCCION 

El objetivo dol trabajo es analizar un modelo matemático del fen~ 

meno de depredaci6n entre dos especies: depredadora y presa. 

Por observaciones ecol6gicaa se sabe de diversos tipos de estra.t!!, 

g:l.a de caza por parte de la especie depredadora; en términos matemáti-

cos, esta estrategia se representa por medio de una funci6n que asoci~ 

a 1a dencidad Promedio de la prosa, el ndmero de presas cap~uradas. 

El modelo ma.temítico, desarrollado en este trabajo, se describe 

mediante un sistema. de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer 

~rden, este sistema representa una ganeralizaci6n del sistema de IJotka 

-Volterra lvo1J ¡ a partir de él, se estudia, bajo ciertae suposicio·-

nea sobre la respuesta funcional, el comportamiento de las trayecto --

rias. De esta manera 1a pa.rte central :,- original de la tesis, consiste 

en la clasificaci6n completa de las trayectorias. 

La organizaci6n del trabajo es la siguiente: 

En el capítulo I, se expone los antecedentes exper.i.mentaleR dP.l 'fer:6m!:_ 

no depredador-presa. En el capítulo II se presentan los resu!tadoS ob-

tenidos por Ha=ison Har con respecto a la existencia de la runci6j 

de Lyapunov en relaci6n al sistema propuesto, y se contemplan aplica -

c~onee que ilustran estos conceptos; deepu6s se anE.liza el sistema 

cuando la respuesta es la ~unci6n lineal por pedazos, bajo la suposi­

ci6n de que existen dos puntos críticos distintos de cero; se encontro 

cuatro tipos de trayectorias y siete sepa.ratr!ces las traye~torias 

se local~zan con respecto a las separatrices), que se caracterizan por 



su c~mporta.miento cuando el tiempo converge a +«> 6 a - c:t> • 

Este eetudi.o es u11a genera1ize.ci6n del caso"considcrado por Sviriezhe:u: 

'[Svi] • 



- 2 -

I AliTECEDENTES EXPERIMENTALES 

La fiuctuaci6n de un m1mero de animal.es, es determinada por un b:!!,. 

lance entre aquella capacidad animal para crecer y el medio ambiente 

que reprime este crecimiento. La depredaci6n es uno de los procesosque 

.interviene en dicho balance; en el. presente estudio ee aclaran las ca­

racter!aticas de dapredaci6n , cuyo significado puede ser aplicado a 

consideraciones de poblaciones dini1mi.cas. 

Este traba.jo muestra que en ciertos casos, el repentino traslado 

de depredadores, impl.ica un rápido in=emento en el. n6mero de presas de 

densidades persistentemente menores a l.os l!mites de la comida demand& 

da. Aunque otros estudios han demostrado que existen más factores que 

tienen pequei'laa funciones reguladoras, l.os depredadores parecen ser 

uno de l.os principal.es responsabl.es de l.a regul.aci6n. 

El. estudio que se presenta: depredaci6n de la mosca de los pinos 

europeos ( Neodiprion sertifer } por pequeffos ma.m1.feros, fue ajustado 

por un comprensibl.e anál.isis de depredaci6n. Las dificul.tades pr.icti -

ca.a concernientas a medir e interpretar l.os resul.tados de l.a pobl.aci6n, 

fUeron minimizadas, ,,arque s6lo se tomaron las propiedades del. medio~ 

biente y l.as de l.a presa. El. campo de trabo.jo se resliz6 en una iÍ.rea de 

tierra al. suroeste de Ontario, en donde pines escoceses han sido plan1'!, 

dos en bl.oques de una superficie de 200 acres ( ~0.469 áreas }. la top~ 

grf!a pl.ana y l.apmc'tica de plantar árbol.es de 'ia miema edad y especie, 

a espacios de seis pies, ha producido un medio ambiente uniforme Y no1'!, 

bl.e • Adem.is, como el trabajo fUe concentrado en plantaciones de 15 a 

20 e.i'los, el. cie=e de l.a corteza redujo l.a gran vegetaci6n, dejando una 

simple capa de pinos en la tierra • La extremada simpl.icidad y uniform!, 
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dad de este medio ambiente facil.i t6 el. muestreo de la poblaci6n y elim!. 

n6 resultados compl.icadoa de cambio en la cantidad y clase de alimentos 

alternantes del de predador. 

Las investigaciones f'uercn simpli1"icadas aun más por las caracte -

rLsticas propias de la presa • Como l.a mayoria de los insectos, la moa-

ca de los pinos europeos , ofrece un nWnero de distintas mutaciones en 

el transcurso de su vida, que podrían ser susceptibles a la depredsci6n. 

Los huevos dejados en los pinos empo11an a principio de la primavera y 

se alimentan del follaje. Durante las dos primeras semanas de junio, la 

larva cae del árbol y evoluciona en capullo. Estos capullos de mosca, 

permanecen en la tierra hasta. fines de septiembre cuando emergen como !!:. 

dultos. Observaciones en el campo y en el laboratorio mostraron que s6-

l.o una de estas mutaciones de la mosca, el capullo, fue atacado por pe­

quei'ios mamíferos depredadores. Estos datos forman parte del trabajo que 

especifica el efecto de depredaoi6n de pequei'ios mwníferos sobre la mas-

ca. de los pinos europeos. 

El. número de capullos destruidos (la densidad de la presa destrui­

da), pudo ser calculado al miswo tiempo que la densidad de la presa, ya 

que· los pequei'ios anima.les mamíferos tienen el hábito de hacer una aper-

muy característica en el capullo para sacar al insecto. 

De nueve especies depredadoras que se observaron, sólo tres resul-

taron significantes para la mosca, las otras fUeron consideradas de po-

ca importancia por ser raras o hervíboras • La atenci6n se concentro B.Q. 

bre las tres especies más numerosas de depredadores (2io1ly J : la musa~ 

i'ia enmascarada (sorex cinereus), la musaraña de cola corta ( Blarina 

brevicauda talpoides) y el raton abeja (Perom;yscus maniculatus bairdii), 
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A fin de cuenta se trata de una si tuaci6n simple depredador- presaJ 

en donde tres especies de pequeños mamíferos devoraron a una simple pr.!!. 

ea -capullos de mosca. La presencia de variables complicadas en mía de 

una ai tuaci6n ruaron tomadas constantes o ausentes por las caracter!a­

ticaa simples del medio ambiente y de la presa. Por fortuna , loa pe -

queños mamíferos y los capullos pudieron ser manipulados con facilidad 

en experimentos de labora.torio, de tal mamara que el efecto de tales V!l!:_ 

riab1ea ausentes en el campo, pudieron ser valorad.as. Esta mezcla de·~ 

tos de campo y laboratorio proporcionan un comprensible esquema de do 

predaci6n, el cual ee mostrara para clarificar el papel que juegan loa 

depredadores en la reguJ.aci6n de poblaciones y para mostrar teor!as m_2. 

dificadas actuales de poblaciones dinámieas. 

Despulla de medir las poblaciones de loa pequeños lllBIDÍ.feros y delos 

capullos de N-sertifer, tanto en el campo como en el labora.torio, so i­

dentificaron dos factores numllricos-báaicos que afecta la mortalidad de 

la presa como resultado de depredaci6n: la densidad de la presa y ladel 

depredador. 

Estas dos variables eseciales son las componentes básicas de del>X'!!. 

daci6n. La primera: densidad de la presa, podr!a afectar el ndmero da p~ 

cesas y consumo de las presa.a por un s61o depredador. 

Con las estimaciones sobre el ndmero de depredadores, presas y Pr.!!. 

sas destruidas, se pudo calcular el m1mero de presas diari.amente consu­

midas por depredador en diferentes densidades de capullos • 

Se observa en la Fig. 1 ,. c6mo al ndmero de capullos con.9Ulllidos por 
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Fig. 1 Respuesta funcional de Blarina, Sorex y Peromiacus en á­

reas 1, 2, y :5. 

cada especie creci6 cuando la densidad de los capullos crecía haata un 

consumo máximo diario, el cual correspond.e en aproximaci6n. al náxi.mo 

consumo en cualquier d!a por animal enjaulado. 

La curva. de Sorex resulta del mlitodo de cálculo, liste fue difere!! 

te al que se empleo para 1as otraa dos especies. J,as otras dos curva& 

difieren por ser de especies distintas. 

La existencia de tales respuestas a cada una de ·las densidades de 

los capullos fueron demostr-adss por datos obtenidos del análisis de JA>s 

estómagos satisíechos. El porcentajo de ocurren~ia y e) porcP.ntaje de 

voiumen dedif'erentes alimentos que se encontraron en los est6magos del 

Peromyecus capturado inmediatsment,.des-puofo de la larva y dos mesesmáe 

tard.0 B_!i muestra en la Tabla 1. Cuando l.aa densidades de loe capullos-

fueron muy altas, inmediatamentedeepulis de la gota de larva, loe por 

centajea de ocurr~n~ia y de volumen de N. sertifer naterial fue muy a!. 

to. Dos meses mas tarde cuando vari~s factores de mortalidad actuaron 
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Contenidos 

Tab1a I 

estomacales de Peromyf!OUB inmediatamente despu6s 

de la gota de larva y dos meses m<ts tarde. 

sobre los capullos, su densidad disminuyó y N.sertif'er fue una comida 

menos importante en la. lista. 

Respuestas similares han sido demostradas en exparimentc'3 de labora­

torio ·con tres Peromyscus, Fig. 2. 

111 

.. ... -
11.. de ea ..... .,.,. f'1C .U-~ 

•• 

Fig. ·2 Respueta f'uncional de tres Peromyscus enjaulados ( se mue.!!. 

·tran medias y rangos). 

Los ef'ectos de cambio en la densidad de la presa no es necesario 

que se restrinja en exc1ueiva al consumo de la pres« por un depreda-
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~. ... ... .... 
llo • .le •r-llo~ r-r •ere -,. 10• • 

Fig. 3. Respuestas n'lim6ricas de Blarina, Sorex y Peroniyscus. 

dor. La densidad de los depredadores tambi6n puede ser afectada, 6sto 

puede ser demostrado por la relaci6n entre el nmnero de depredadores 

por acre y el nmnero de capullos por e.ere. Unicamente los datos obten,!. 

dos en plantaciones mayores de 12 a.Boa, son incluidos como poblaciones 

de peque~os ma.mí~eros, las que fueron m4s estables en esta.S ~reas.Ios 

datos de las tres más importantes especies son mostrados en las curvas 

de la Fig. 3, en donde cada punto representa la más alta poblaci6n de 

verano, observada en direrentes plantaciones o en la rr~sma plantaci6~ 

en d.i~erentes aftas. 

Se han demostrado dos respuestas para cambios en la densidad de la 

presa.· La primera es un cambio en el nWnero de· presas consumidas porun 

depredador, y la segunda es un cambio en la densidad de depredadores. 

Solomon [sol] reconoci6 la doble naturaleza de la respuesta al 

cambio de la densidad de la presa, y aplic6 el t6rmino de respuesta f"!!. 

c:i.onal al cambio en el nWnero de presa consumida por un s61o depreda -
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dor, y el término de respuesta numérica al. cambio en J.a densidad de d.!t_ 

predadores. 

Para una adecuada descripci6n de la depredaci6n , es mencial con-

sidera:r el efecto de la densidad del depredador. 

Para situaciones simples, donde la densidad d~l depredador no a·-

recta, en gran parte, al consumo por individuos, el total de depredaci6i 

puede ser expresada de manera simple, como la combinaci6n de las dos 

respuesta. Por ejemplo, si para una densidad de la presa la respuesta 

f'uncional es de 100 capullos abiertos por un depredador en un día, y la 

respuesta numérica es tal que la. densidad del depredador es 10, ento!!. 

ces el total. de consumo diario sería 100 x 10 • En otras situa -

cienes, un crecimiento en la densidad del depredador, i>odr!.a ocacioriar 

una competencia, por lo cua1 el consumo de presas por cada depredador 

podría disminuir significanternente. Este efecto puede ser incorporado 

en nuestro esquema adoptando métodos ms complejos para la combinaci<'in 

de las respuestas funcional y nwnérica. 

Esta secci6n fue introducida con una lista de posibles vari!!_ 

bles que podrían afectar la depredaci6n. De ésas, ~nicamente resulta -

ron las nás esenciales: densidad de la presa y del depredador, á.:J! que 

J.as características básicas ·de depredaci6n pueden ser atribu!das a los 

efectos de esas dos variables. Se ha demostrado que hay dos respuestas 

para ].a densidad de la presa. El incremento del ndmero de presas en pr,2_ 

~di.o ~onsumida.s por un depredador, cuando la densidad de la presa aurr.e:u, 

ta, es llamada la respuesta funcional. Mientras el cambio en la dens1-

da4 de los depredadores es llama.da la respuesta numérica. La cantidad 

tota1 de depredaci6n ocurrida para cualquier densidad, resulta de una 
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combinaci6n de las dos respuestas, y el m~todo de combinaci6n estar!a 

determinado por la manera en que la densidad del depredador afecta al­

coneumo. Este esquema, por lo tanto, describe los efectos de las vari!:, 

blee básicas, no complica:iao por efectos auxiliares. As! las dos res -

puestas. la funcional y la num&rica, pueden ser consideradas las camp2 

nantes básicas de depredaci6n. 

A partir de este momento , únicamente nos concretaremos al eatu~ 

dío de la respuesta funcional. 

Se pudo concli:..ir , que hay tres formas Meicae de la respuesta -

funcional: 

i) La ms sencilla, matemáticamente, podr!a ser mostrada por un ~ 

depredador cuya forma de buequeda fue aleatoria y cuya razon de busq'!. 

da permaneci6 constante en todas las densidades de la presa. E1 ndnie -

ro de presas destruidas podr!a ser directamente proporcional a la den­

sidad de la presa, para que la fase de levantamiento pudiera oer una ' 

linea recta. Ricker [Ri] postu16 este tipo de respuesta para cierta­

peeca sobre una clase de salm6n. Fig. 4 

Fig. 4 
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Fig. 5 

ii) Una. forma más compleja de la respuesta funcional ha sido. da­

mostrada en ex~rimentos de laboratorio por De Bach y Smith (Bys) ,-­

Ullyett [u11] y Burnett [:aurj para un ndmero de insectos paráeitoa. 

En cada. caso el ~ero de presas a.tacadas por depredador creci6 muy ri_ 
pidamente con un crecimiento inicial en la densidad de la preea, y de~ 

pu~s me lento aproxima.ndose a un nivel :fij·o. Por consiguiente -

las razones de captura disminuyeron conforme la densidad de. la presa 

a.u.mentaba., (veaee Fig, 5 ). 
iii) La -61 tima respuesta funcional ha· sido descubierta :pa.ra algu-

nos pequeBos rra~..!foras. Estas respuestas funcionales están representa-

das ~or una curva sigmoidal• asf observamos que las razones de captura 

en uit principie aumenta cuando aumenta la densidad de la. presa y des -

pu~s decrece, (vease Fig, 6), 

Este es el ca.so en el que se considera un "umbral de seguridad 11 

Jias presas son más v:i1nerables E'.rri ba y menos vulnerables abajo de es-
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te umbral. Este' umbral de seguridad " esta deter!l'.inado por el n\~-

mero de nichos habitables, seguros en el medio ambiente. Por ~eta ra -

z6n .cuando la densidad de la presa es alta , algunos ind.ividuos eet~n 

forzados ·en &reas expuestas~donde la ca.ptura del depredador es muy r.1'­

pida, cuando la densidad de la presa ea muy baja , la probabilidad de­

captura ea casi nu1a.Eate umbral de aegi¡cridad esta marcado en la Fig. 7 

por la linea vertical punteada. 

Fig. 7 
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CAPITULO II 

1. :!!!!!!:. f'unci6n ~ Lyapunov ~ ~ depredador-presa. 

El modelo considerado para ·el estudi.o depredador-presa esta dado 

por el sistema de ecuaciones di~erencialee ordinarias: 

V rV - f"(V)P 

p bf"{V)P - dP 
( 1.1) 

donde V es el número de presas y P el número de depredadores. El térmi.­

no rV es el crecimi.ento de la poblaci6n de la presa en ausencia del de­

predador en su forma mal thusiana, y el térmi.no dP es la raz6n de la m~ 

ta1idad del depredador en ausencia de la presa.. Como f"(V) es la rea -

puesta f'unci.onal es deci.r, ea el promedi.o de presa. consumidas p= depre­

dador por uni.dad de tiempo, podremos decir que el término f"{V)P repre­

senta 1a bi.oma.aa de presas consumi.daa en cada mom.-nto. El término b!'(V)P 

ea la conversi6n de la biomasa de la. presa en la bioma.sa del depredado~. 

b es el coef"ici.ente de la convesi6n. 

En nuestro estudio vamos a investigar la. evolucion d•,l sistema.(~. 1) 

bajo ciertas h.:l.:¡i6tesis sobre la 1'unci6n f"{V) 

Para hace.r el análisis de la estabi.lidad del estadc:·.;:!e equilibrio, 

de estos sistema.a que describen la dinámica de pob1.,,c$.ones que :!.nterac­

tuan {en pa.rticul.ar depredador-presa), ütilizaremos el método de la f"u_!?­

ci6n de Lyapunov • 

El uso explícito o implícito de las funcionas de Lyapunov tienen 

una larga historia.. Esta empezo con Vito Volterra (vol] en 19}1, quien 
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la.a usa com<> primeras int~grales o constante de movimiento asociadas 

al sistema depredador-presa: 

V rV • aVP 

P l:e.VP - dP 

Una caracter!stica matemá'.tica de esas !'unciones ea que aon excelentaa 

auxiliare a en el análisis de la estabilidad del equilibrio y cuya vir -

tud ee que no ae requiere del conocimiento de las soluciones del siete-

roa en cueeti6n. 

En 1979 Harrison (na} preeent6 una funci6n de Lyapunov para una 

clase amplia de modelos de depredador-presa, cuyo origen proviene de la 

generalizaci6n de las ecuaciones de Lotka-Volterraa 

V a(V) f(V)b(P) 
(1.2). 

P n(V)g(P) - c(P) 

La deducci6n da esta f'unci6n de Lyapunov se logra de la siguiente 

.forma: 

r(v), n(V) y b(P) son todas .funciones no de=ecl.entee, dei'inidae ll!!­

ra va.lores de V ,ao y P~O , lo cuel es razonable por la interpreta -

ci6n biol6gicas de f(V), n(V) y b(P). SUpon;;;asc que c:d.ete un punto de 

equilibrio (v,i;} <!el sistema (1.2) donde V>o. y P)O , y que f(V) 

y g(P) son funciones positivas. 

Lema 1.1 • SUpongaee ~(Y) - n(V) J [ V - V] )-o pará v.¡.v y que 

[ b(P) b(P)] ( P "'.'" ;1.> O para p.¡.p • La r¡;ci6n 1 

H (V,P) ~¡cltl._"':...filll dX + 1 b(x) ·- b(P) <be 

V 
r(x) . ,.,. g(x) 

,... (1.3) 
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es cero en (V, P) y poai ti va en cualquier otro punto (V, P) • Por lo t:into 

ai IV - VI 6 fP - P( crecen, entonces H(V,P) tambi&n crece. 

Si (v(t) .:T P(t)} es una soluci6n d«l sistema (1.2), entoncea la 

derivada de Ha lo largo de las soluciones de (1.2) es: 

H(t) = grad H (v(t),P(t)) .' (V<t),P(t)) 

ea decir9 

b(P) J (.=.!& - .!:.©] 
g(P) g(P) 

(1 .4) 

.!l.<>.!!!.O.!!t!_a_2J.~n: 'es claro que H(Y,P) = O , esto se deba a como esta defi­

nJ.da la f'unci6n. Y que las J.ntegrales en (1.3) tienen los mJ.smos signos 

que V - V y P • P , las J.ntegrales son poei ti vas y =ecen si ! V - V 1 
y )P - Pf =ecen ; en realidad &ato implica, que como las !'unciones f, 

n, b son todas no decrecientes y ade~s f(V) y g(P) son positivas, por 

hip6tesis tenemosz 

sJ. V< V entonces n(V) < n(V) y 

además =ece la integral si rv - VJ 

Ahora si V> V entonces n(V) > n(i¡') 

y la integral crece si \V - VI crece. 

.., 

l n(x) - nfD dx) o _ f(x 
V 

crece • 

y [~(x) - nff) dx. > 0 
;¡. f(x) 

Lo mismo acontece para la segunda integral de la funci6n (1. 3) • 

Usando las relaciones de equilibrio 

b(P) 

n(V) .20_ 
g(P) 
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Las ecuaciones (1.2) pueden ser escritas en la forma: 

. 
V= 

[
filtl _ ~ _ l?(P) + b(P}l r(v) 
r(v) r(v) J 

[ 
n(v) - n(v) + .!:.tll _ .!:.{fil.] g( P) 

g(P) g(P) 

. 
P= 

Suati~endo (1.5) en la f6rmula 

H = ÓH V + 

"V 
. 

ÓH P 
oP 

llega.moa a la ecuaci6n : 

(1.6) 

H = n(V) - n(Y> V + 

f(V) 

b(P) - b(P) P = [n(V) - n(V} 1 Í a(V) _ ~ _ 

g(P) L f(V) f(V) 

- b(P) + b(P)] + h(P) - b(P) J fn(V) - n(V) + .=.C& -~ 
L L g(P} g(P) J 

= Ín(V) - n(V)l r.!illQ_ - !fil~ 
L 'J .lr(v) r(v) 

+ [b(P) - b(P}] l n(V) - n(V 

- [n(V) - n(V) 1 L b(P) - b(P} ]+ 
+ r b(P) - b(P)1 [.9.00. -l g(P) 

-.2ill.] . g(P) ' 

=~(V) - n(V)] [!!úl_ - !.Cl).] + fb(P) - b(P}) [s!E2. ~ _gffi] 
r(v) r(V) L g(P) g(P) 

reaul ta la ecuaci6n (1.4) • La cua.J. - aegdn el. teorema de. estabi­

lidad de Lyapunov - para que nea sea útil debe aer ·definida nega-

tiva, en el siguiente teorema &ato sera demostrado. 
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Teorema 1.2 • Supongase que [n(V) - n(v)] l V - V)> O para V ¡ V 

y que (b(P) - b(P}) l P - P] > O para P + p., y que en una vecindad de 

(V" , P) , ~ y S& son ambas no crecientes con una de ellas estric­

f'(V) g(P) 

tamente decreciente, Entonces el punto de equilibrio (V , P) es ~ 

tica.mente estable. Antes de comenzar la demostraci6n : Se considera a v .. 

y :¡¡ como loe valores más pequeños y "'- y P,.. como loe valores más gran­

des, respectivamente tales que 

a(V) :>b(P) .f'(V) para 'l..< V <V 
}é1.7a) 

a(v) <:b(P} f'(V) para v<V<V,.. 

c(P):;;.- n(V) g(P) para PL< p <P 
}c1.1b) 

c(P).;;;- n(V) g(P) para P<P<Pt1 

con que cualquiera de las dos desigualdades (1.7a) o (1,7b) sea estríe-

ta, acordaremos que M!)_ c5 .!:.Í.!1. es estrictamente decreciente; y aea -

f'(V) g(P) 

u-=mín{H(VL,P), H(V,..,P), H(V,Pc), H(V, P~)} • El dominio de atrac...­

ci6n {cuenca) de (v,P) incluye al conjunto i:;, = {<v,P): H(V,P)<u}. 

ver Fig• 1 • 

1!e!!!.º!:i.~-E1§.~·- Las hip6tesis garantizan que ambos términos de la ecua.-­

ci6n (1.4) para. If son no positivos, Aplicando las· ecuacionc::: (1.5)y(1,7) 

en (1.4) demoetrarc~os que: 

li.;o sobre N = { (v ,P): v,:<v<v,., PL<P<P~} (1.8) 

Considerando los puntos que pertenecen a dicha vecindad (N) del p~ 

to (v,P) , en la cúal, por hip6teeis de la monotoniciclad de 

b(P) y .!:.Í.!1. tenemos que : 

g(P) 

n(V) , '!Í}') 
.f(V)" 
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'S 
'-,.<. 

~ 
-4 ,, 
..... 
~ 

e; ::>"' 1 
~"'"" 1 

v._ 
1 

V l)H 
V 

1 
f'M -1- --t-

1 l. 
1 

p - - -

P._ -

v,_ V 
------- -- .--.--- ·-- -- -·· 

F.i.(I• 1 . f.I.. c:am.in.Lo ck a.:Wtcd.Jn conil.en.e a.l má.6 ~ ~ .lo.o 

conjwiiD.o defi.ni.dp.o po11. _llfV,P/<u c¡u.c cd.á. conkni.<ÍD /!TL Ú'CDf! 

jun;lo Vi.<V<VM , Pi.< P<P,, t!t• dorui ... Vi., V" ~.d.árúí.epJU."...: 
¿,,,,, po1t .La .in:i.eA.oe=i.ón. de .l.a.4 CLU<Va.o bf PllfVJ V' .!VI, r; P'-, 
P,.. f"'ll .t.a .inú.lr.6~ de cf PI V' _,.fVI '}!PI fveA .tm> ecua.-

el.Diie/> ,!,,. ( I • 7J ) • l/IVL 
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[ n(V) - n(V)] [ ª1Yl - ~ .:;; O 
!'(V) r(v)J 

[ b(P) - b(P)) [ ,cl11. - c@l.; O 
g(P) g(P) j 

(1.9) 

Bi una de 1.a.s funciones !il.Yl. , ~ es Se?tctamente mon6tona, en-
f{V). g(pY 

toncas una de 1.as desigualdades de (1.9) es estricta. Luego de (1.4) C'!!?­

cluimos que H<'.O , &sto quiere decir que 1.as trayectorias del sistema. 

(1.2) entran al. dominio: 

13¡. .lJ. { (V,P): H(V,P) < h} en l.a vecindad del punto (v,P), es 

decir· para. h bastante pequefío ~ converge al punto (v,P). Si no fu..i' 

ra as!, existirían puntos (vn,Pn) tal.es que !i(Vn,Pn)-o y (Vn,Pn) 

no tenderían a (v,P) 1.o· cual indica que si: 

\vn - v l + f Pn - P"f;;;.. E 

entonces por lo menos Jv - V/'> f. o 
n z 

n= 1, 2, ~ •••• 

para simpl.ificar supondremos que \ Vn - V 1 >Ji.._ , entonces 
2 

. ;-. ¡¡. I n(x) 

V 

- n(V)dx > 0 
r(x) 

1.o cual. contradice que H(Vn,Pn)--<i • ¡\hora cuando V .. V obtendremos 

que H=O. 
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Demostraremos que Du pertenece a la cuenca del punto (V,P) • 

p 

p 
P.., 

P._ 

! 1 ._~(V,P) --+--- .. --- -. ' ' 

' 1 
1 ' 

-----+MV;P) ~ 
1 
1 

V 
V 

Ses. u• min { H(VL ,P), H(V11 , P), H(V,PL), H(Y,P11)} • Y.deno -

taremos por Dr al conjunto Dr {<v,P): H(V,P),¡;;;; r} con r<u 

entonces se demostrará que Dr está contenido en el rectángulo R. 

SUpongase que Dr no está contenido en el rectángulo R, y enton­

ces existe un punto (V,P); R, y que H(V,P) = r<u ; si V>V, P>PM 

en virtud de la monotonicids.d de ls. f"unci6n H obtenemos: 

u>r <: H(V,P) >H(Y,P ) ~ u 

lo cual indica una contradicci6n. 

A. Aplicaciones& 

Una aplicaci6n es: s.l utilizar el resultado anterior { la i"uncilln 

de l.7apunov para el. sistema depredador-presa), se verii"icam lo que re!!_ 

l.izo Vol terra. (vo1J • 

Si a(V) = rv , r(v) P , n(V) p 



c(P) - d , entonces• 

H(V,P) 
11 =fbo ao X - be 

V ao X 

ªº iJ 
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dX + 
f> 

i x - i? dX 
X 

p 

V 

bo fe 1 - !.><IX 
}¡; X 

+ 1-J!)dX 
X 

bo [<v-v) - Viog ~J + - Plog i 
p ( 1.10) 

Si en el sistema (1.2) sustituímos las !'unciones de a=ibB., ob­

tendremos el Bistema de Lotka-Volterra. [Vol] • En 6ste caso illl_ 
f(V) 

y .!!(!=2. son constantes, y por lo tanto de (1.4) se sigue 

c(P) 

H(V, P) O , l.o·que quiere decir que la f'unci6n de Lyapunov: 

H(V,P) ea igual. a la conocida primer integral de Volterra (constan­

te de movimiento), que tiene la forma: 

H(V,P) d log V 

ya que V=....!!..__ 

a.o bo 

se obtiene: H(V,P) 

H(V,P) 

+ r log P ao (ho V + P) = cte. 
( 1.11) 

p = ~ ;y al dividir (1.11) por ªº 
ªº 

boV log V + P log P - bo V - P m cte. 

ho (v-V log V} + (P-P l.og P) = cte. 

Las trayectorias del eietei:a son las curvas de nivel de la f'un­

ci6n H, las cual.es son curvas cerradas que rodean el punto ( V, P ) • 

Ve~se la Fig, 3a , b • 
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. Fli¡.. Ja. X, ir, A ,4» .twtl .ú~Z/tai.e.J pa:i:ll<:.i.J..:a·¡ed c.!.el .&i...ó-
;tema. d.e. L.,,if<a.... V.,.Uctv.a.. 

6C10 1ct10 1500 2.oi.•o i_spi.:1 .JtX•" 

F-41. Jb. LJu. i.Aa.vedon.Uu. de. -WA ec:ua.ci.onet> de Lotlu: - Vo.l­
i.clr.na. , 4011. CUJtVa.o ~ qu.c .1tep~4a1 .. Lan del.o.a 40,,,..t.ciUt.!11.o 

f'Oll. ¡>JleM.- dcpll<!LÍol:Íon.. fÍtp..Ú. J<. =;< •; 1 :Z,, ::, .0 f T Ó = V .02 fl- ¿.,; .1 • 
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Regresando al modelo (1.1) t 

V = rV - .f(V)P 

P a bE(V}P - dP 

consideraremos dos casos ~s: 

Í) Cuando la .funci6n de respuesta es concava y acotada. Vliase la 

F.ig. 4 • 
.f(V) 

m -- .. -------------

Fig. 4 

V 
.f(V} (.c2 en {O, m 

El sistema. (1.1) con la í'unci6n de respuesta f(V) descrita ante -

riormente, no tiene trayectorias cerradas, es decir, que cada trayecto­

ria divarga "al infinito" • E.:to se deduce e. partir de (1.4) ya. que 

.!Y!._> O , lo cual. quiere decir que no hay trayectorias cerradas (si axis 
dt 

tiera s6lo una, entonces la dH tendría. que ser cero sobre toda la tr:!_ 
dt 

yectoria., lo cual implica que dicha trayectoria es el punto {v,P)). El 

análisis del campo vectorial del comportamiento del sistema (1 •. 1} con~ 

ta f'unci6n de respuesta se ll!ll.estra en la Fig. 5; las isoclinas son V=V, 
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P(V) EJ_ la cual ea una funci6n creciente ya que fiYl es una 
r(v) V 

runci6n decreciente, lo cual implica ..:!..- ea creciente. Adema como 

r(v) 

r e c2 
en (o, 00 ) • tenemos r'(O) = e< , utilizando la serie de Ma -

claurin obtenemos la expreai6n: 

2 
r(v) r(o) + r'(o) v + 1. r"( t,> v 

2 • 

r:<v + 1 r"( ~.,) v
2 

2 

Ahora. 

rV 
'lITT 

r V 2 
O(V + 1. r''( IJv) V 

2 

r 

"'< + 1. r"( ~.,) V 
2 

cuando v-o 

esto quiere decir que P(O) _r __ 

r'(o) 

Este ..Utimo resultado noe eervira para. graf1.car P(O). 

p 

__ r_ 

r'(o) 

V 

Fig. 5a. 
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p 

V 

~ 
Fig. 5b. 

Este caso ( t ) fue estudiado por Rosenzweig M. L., fue Arthur R. 

H. en 1963 (RA) • 

ti.) Como otro caso particular ee considera el caso cuando r(v) 

es de la ;formas 

= \ 

av ei v..; ' .f"(V) 

a~ ei V> ~ 
Ver Fig. 6. f"(V) 

...... , 

V 

6 
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EJ. sistema. ( 1 .1) con esta otra .f'unci6n de respuesta toma la .forma a 

¡~ rV aVP 

si. V <; ~ 
(1.12.y ~ baVP - dP 

!'. 
rV ~ mP 

si. V;;¡. 'i 
= tmP - dP m=f (1.12b) 

Supongase que v , 1'"12o:ut_ < er , P (J..12<l)...!'. ; entonces s.1. ·el 
ab T a 

puntoi.ni.ci.a.l (V
0
,P0 ) es tal que V0 ;,,'V y P 0 "'P , el si.atema.(1.1211) 

es un si.stama de Lotka-Vol terra, y la trayectoria ea una curva cerrada 

:rodeando el punto ('V,P) • Si V 0 > 'f • entonces se a.plica ( 1.12b) y 
(bm - d)t 

en este ceso se ·obtiene que P( t) ~ P 0 e sustituyendo en 

1a primera ecuaci.6n de ( 1.12b) obtenemos una ecuaci6n lineal de la que 

deducimos: 

V(t) = (v0 - 1e rt (l:m-d)t 
mPo + mP¡¡ e 

r- (bm-d) r- (bm- d) 

(1.13) 

Puesto que para V < ~ , o lo que ea lo mi.amo a~ <~ de donde 

bm - d>q , por lo tanto exi.aten dos posibilidades. Si consi.deramos la 

posibili.dad de que r - (bm - d)>o, implicar!!"- que r>hn - d. 

Sea L el conjunto de los puntos (V
0

, P
0

) tales que la soluci.6n 

v(t) contiene a6lo el segundo tllrmino de 

L es el conjuntoz 
V mP -o 

r - (bm-d) 

la eauaci.6n: (1.13). 
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p 

Fig. 7 

es decir L ea una. recta. 

Si (V0 , P0 )E z1 , entonces: 

Vo 

Además 

mPa >o 
r - (bm-d) 

_fil!l -º ---v(tJ 

ya que r>bm - d. 

y V(t)-+cv 

si t ___....+CD 

Vo - r- ~)<O y 

Si consideramos (1.12b) en todo el plano, cuando 

V 

V(t)--CD 

existe un momento t 1 tal que V( t 1 ) = ~ , y el sistema. no se aplic:!;. 

:i:a. más. Desde 6ste momento usaremos l.a. forma. (1.12a), luego la traye,s 
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torta es una parte de la curva. de Lotka-Vol terra, hasta la siguiente 

intersecci6n con V= 'Í . La trayectoria puede hacer varia.a vueltas C'!E 

ca de alguna de las curvas r (trayectoria cerrada). y finalmente o 

se pega con la trayectoria L , o entra a la zona 1. 

Nota: los resultados obtenidos anteriormente seran desarrollados dct,!!. 

lladamente en una de las primeras partea de la siguiente secci6n, 

Este caso fue investigado por Sviriezhev (_svi] , pero con opue.!!. 

to resultado: ~l afirma que existen pa.rámet-rc.s tales que la espirada 

converge a r 
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i 2. Anál.isie ~ .!!!.!!!!l!!!:! .í.1..1l ~~respuesta 
i\inc:l.onal 2 .ll!!!!& ~ pedazos • 

• 

le> U> TO 
V 

~-"·"liad d•~ ~­
F.i.g. 8 Ru~ /und.ond. ád P~ ~ ~ 

Neodi.pn.i..oa 411XÜ.nei.. D<:.óvi.v=i.ón e.Maidax. - 1 • 

En exper:l.mentoe biol6g:l.coe se ha encontrado una respuesta func:l.o-

nal como la que se muestra en la Fig. a. Estudiaremos el s:l.&tema (1.1) 

en donde la respuesta Eunc:l.onal es una s:l.mpl:l.f:l.caci6n de la funci6n 

mostrada en la Fig. a, cons:l.deraremoa una flUlci6n lin-.al por pedazos que 

se comporta de la misma manera, desde el punto de vista de la monoton:I.-

cidad: élla crece sobre un :intervalo, es constante después decrece .Y 

vuelve a ser constante si el argumento converge al inf:l.n:I. to, vease la 

Fig. 9. En términos más exactos: 
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a V si o :S V :$ ~. 
m si E";< V s; 'l r (V)a 

- kV + l si ~ .. -< V ~ ~~ 

n si V !!:: f, 

r(v) 

, , -m -
- -- - - -:-

l 
n 1 . ·-l 

l 
1 
: 
1 
1 
1 
1 

1 V 

'!Ji 'l. fr. .., .. f3 

¡:4. 9 
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Entonces al. considerar el sistema (1.1) con esta respuesta fun -

cional.a 

V rV - f(V)P 

p bf(V)P - dP 

pasamos a obtener loa puntos cr!ticos: 

bf(V) d = o Si r(V) d 
b 

rv - r(v)P = o si p rv brv 
r('v) d 

por l.o tanto, si n ( .9_ <.m 
b 

obtendremos los puntos cr!ticosa 

( v1 • 'P1) ( v2 • 'P2 ) 

donde 
d 
b 

P2= 

~ otro punto cr!tico es el origen (o,o). V~ase l.a Fig. 9. 

(1.1) 

Dado que l.a i'unoi6n da respuesta f(V) está definida por cuatro re­

gl.as de correspondencia, anal.izaremos las t~ectorias del. sistema (1.1) 

'pl:imere por regiones ~ posteriormente uniremós todas las trayectorias ;e 

ra poder poncl.uir o re.t'utar. 

1. Sea. r(V) = aV ; V~O , eete caso ea conocido como el. de Lotka 

• Volterrs, en el cual l.a3 curvas sol.uci6n son curvas ce:aadaa.· 

~. Se considerara. el. sistema ( 1.1) con :f(V) • m a . 
V rV - mP 

(2~1) 

p bDP - dP (bm - d)P 
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Sea bm - d •OC, ccao n<J!<m -t<ncea ot> O 
b 

Beaclvamoa el sistema (2.1) 1 

de la negmlda ecuao16n obtenemos que 
OC't 

P(t) • Ae 

sustituyendo c¡n la primera 

V(t) • ne"1: + m A 
;;::-.... 

ecuaci6n del shtema obtenemos 1 

eoet 

Para el punto inicial (V o , Po) donde V 0 >O y P 0 >O obten..­

mos la eoluci&u 

V(t} • (V0 - :p.::)e't + 

~~ 
P(t} • l'o e 

por lo tanto existen dos poaibilidadea • 

Caso s cuando r > O< 

Caao 2 s cuando r> ~ 

Se puede observar de 1a acluci6n (2,2) 
p 

(2.2) 
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que el caso1tiene a su vez tres aubcaeoes 

i) - m P0 .. O 
;-:-oc. . 

de estas condioicnes 7 de (2.2) obtenemces 

p 
v 

obtenemos la t~eotcria L 1 , mostrada en l.a Fig. 10 • 

Li)r>6<7 V0 -mP0 <º 
r - «:. 

Pig. 11 

Esto ea cuando el punto :Inicial se localiza en la zona dos . (z2) , 

Eh este caso como V(t) puede ex:presarse 1 

V(t) 
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""3 • Se oaiaiderar4 el sistema ( 1 • 1) oon !'(V) • - kV + ) , k, ./ > o 

V .. rV - (-kv+,f)P 

P • b( ·-k V + j) P - dP (2.;) 

Por = momento se conaidorari el sistema (2.3) en todo e1 pl.ano • 

Haremos 1m anUiais cualitativo de las trayectorias de este sistema 1 

De la segunda eouaci&:i del sistema (2.3) 1 

S:I. 

entone ea 

(- bk V + bj - d) P • O 

v •. ·b{icd 

austitWBDdO en ~a primera eouao:I.&. del aiatema.1 

r bÍ k d J;. 
¡; • ..f!._ ., b • -L r(b - d) 

- kv +~ - k(bi - d) + J. k d 
bk 

por lo tanto como puntos cr!t:l.ooa tenemos • e o , o > cv,P"> 
Paaa:remoa a analizar el c~ter de loa puntos cr!t:l.ooa. 

Obtene111<>11 e1 J'aoobiano del aiate- (2.3) : 

de daide 

J(O,O) • (or 

kV - 1 
b{- kV +,l) 

- J ) 
bj - d 



se observa que si t-+oo entonces V(t)-- oo :ya.que el segundo -

aumando tiende a oero 7 el primero ea un valor negatiYOI luego existe t, 

tal que V(t, ) • l\s.. Vlase 1a Pig. 11. 

lii.) m P 0 >O 
r --c. 

En &ate caso el puIÍto inicial se localilla en la zaia 1 (Z, ) , . yer 

Fig. 12 • 

Dada la ,,..,.&i 1 

...á!L­
V(t) 

(
V - m P~ (r -~)t + 
º --º e r-

se pueda observar qua el prJ.mer sumando del denominador tiende a + co , 

de dende RC.il_o • 
V{tJ 

Lo cual. nos indica qua la curva oreoa m4a ñpi-

do para V que para P , por lo tanto una trayectoria se ccmporta COlllO 

la mostrada en la Fig. 12 • 
p 

V 

Fig. 12 
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En el cuo 2 , cuando r< "'C', la recta L pe.ea por el eeg11ndo y -

tercer cuadrante 7 por eao no conaideraremoa. cuando V 
0 

- m P 
0 

< O 

r7~ 

( ai Yo-~< O 

r -o< 
la trayentoria queda tuera del primer cuadran-

te) , entcncea cuandos 

r <<>< y V0 - ~ >º 
r -O< 

V(t) • e.C>Ct +~] 
r -O<' 

fato nos indica que V(t)-oo cuando t- Si cansideraaoa -

el siete- ( 2.1 ) en todo el plano , luego existe un momento • t, > O 

tal que V(t 1 ) •fi • Ver Fig. 13 • 

p 

Fig. 13 
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dende por medio del. det ( J(O,o)-1\ I}• o 

los valores caraoter.ísticos san 

o Az• b} - d > o 
por lo ... tanto el punto cr.ítico (O,O) es un nodo inestable • 

Ahora para el otro punto cr.!tico (V,P) teneaos r 

J(v,"P). 

pero 

nat J{v,P> 

-d 
b 

o 

r(b -d)<O 

) 
COlllo la.a raíces son reales 1 diatinte.s y de signos opuestos • por lotan­

to (V,P) es un punto silla • Luego, e:isten dos sepal:V.trices una est­

ble 7 una inestable. Por el antll.isis del campo vectorial obtenemos la &!. 

gulente i!D!le;.m de le.e t=:reotoñe.e , v!::.:ic 1:. Fig. 14 • 

j:- Conaidfrese el sistema r 

V •rV-nP 

p • (bn - d) p 

dende bn - d •o<• como n < ~ entancea o<.< O • 
b 

(2.4) 
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i 

-
:ti.c.d - el ,,.,,,;¡;;- (o,oi-d.tx.k VO': f;- '"-" ~ tk ~ UÚl:ú>:itu. v~ .. 

:tit:.<zL.e.> • .Lrt. • -····-'- L6ocL.ina V b.L - d V '"-" wza &ze4 ~ 
I ~~ :: --¡¡;:----::: 
~ t&t. eµ P. 1.,-~ ú. .t.tu. ~ .--. .út.t. ~ 
va.o .üul.i.c.J.a..6 con d. ~ nrtÚ. ~· 

Siguiendo el mismo procodimicmto realizado paza enoc:ntm la .;,lu -

c16n del e.ietema (2.1), tenemos que la eoluoi6n del 'ai•te11& (2.4) es 1 

V(t) m (Vo - n P0 ) ert + n P0 e-<.t 
r -..:.... r -oc.. 

P(t) - P0e-t: (2.5) 
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Para el azullieis de las curvas integrales, existen varias posJ.bil1dades1 

i) o se 

obtiene la t1:a.yectoria 

\ 

V(t) • ~ et 
r -e< 

P(t) P0 e""t 

Esta t~ectoria ee la línea media 

cuando V(t) > O , la cual entra al origen cuando t -e>< ya que 

~< o. Ver Pig. 15 • 

p 

y 

Fig. 15 
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V0 - n P0 ~ O 

r - "< 

puesto que e>< < O < r 

de observar que ninguna trayectoria se acerca al origml (o,o) cuando 

' t-co o t -- co • En lugar de ello ouando t - + co como 

V{t )- + co y P(t) -o podemos decir que ca.da lDl& de esas t:rayeoto­

riaa ea aeint6tica al semieje P(t) =O y con.fo:t'llle t -·a> , cada una 

de ellas ea asint6tica a la trayectoria L2 ;ya que 1 

lim P(t) • co 
t..P-CI> 

lim V(t) • co 
t-r-<D 

Adema 

!fil-
V(t) eo+~) r -""'-

(V0 + n P 0 ) 
r _......_, 

Po 
..... t e 

e~ +n Po e""t 
r-oc:. 

Po 

(:r -""') t 
+~ e 

r -<K-

lo cual indica !1!l r -""' cuando t - - a> • Ver J'ig. 16 • 
V(t)--n-

La grif"ioa de lea t:m;vactcriae de todo el aiatell8 (1 .1) con la .tun­

ci&l de :res¡iueata linea1 por ped.azoa , ae oompaie de lea cuatro coapo:rt~ 

mientes gn(f'icos estudiados en loa oaaoe 1, 2,.' y 4 cada uno v.Clido 

paza laa :regiaies 1 O.;;; V..;; lf .:i. , '{~ <; V e; ,.._ • llit <; V. < 'i ~ • 7 

V ;;. 'i .s :reapect i vament e. 

Eh la primera regi6n tenemos el caso de Lotk& - Volterra , eatudia­

do en el punto 1 • Las tr&.7eotcriae son ºw:"8" ce~ • S:l el punto :ln.! 
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p 

V 

Fig. 16 

cial. est'1 bastante cero11. de ( Y,_ , P~) y las trayectorias son parte de 

las curvas de ·Lotka. - Volterra 

te una tra;yactoria cerrada [' 

restringidas al dominio V o;;; «;J. • exi.!!. 

• que es tangente a la recta V • ~ 
1

• 

Eh la segunda regi&i debido a que n < .!! < m tenemos que 
b 

"'( • bm - d > O • lo que corresponde al caso 2 dado por el sistema (2.1) 

con sus dos aubcasos 1 r < a,¡- y- r >o.o;; • 
Eh la regioo e¡ .. <;V <; ~.. las trayectorias coinciden con lae t~ 

;yectorias consideradas en el caso 3 • 

Finalmente para V;;;.. ~. las tra:l'ectorias son como las que se ilu.!!. 

tren en el caso 4 para O<:< O • 

Vamos a demostrar .. 1 hecho b4eico pP.ra el comportamiento de las tX!!, 

;yeotoriaa 1 

Teorema 2.1 Sea T una trayectoria del sistema (2.1) tal que -

T r\ { V -;;; ~\.} + Jlf • Ehtonoes T no es cerrada. 

En otras palabras, si W1'l trayectoria aale de la banda Qo;.V.; f._ento!l 

ces no ea cerrada. ~!!OJ!t~_g,i~n..!. 
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Es claro que .!(!l es una t"unci&i decreciente • Por eso se cUD1plen 

V 

las hip6tesie. del. teorema de Harrison (Teorema (1.2) ] y la 1'unci6n a 

" f,p tr(v,P) •jb r(x) - b rCY> dx + y - ¡; dy 
~ nx) y 

- b [<v - V} - 1'(V} .{"1'~)] + [P - P + P log-f] 
es una f"unci6n de Lyapunov para nuestro sistema • De hecho COlllO 

J!.C11. ·..!:..-..l... 
C{P)" dP d 

es \Dl.8. constante , entcncee 1 

H - [r(v) - 1'(V)J [ rV - rV ~ 
r(v) 1'(V~ 

si V < V, entonces 1 

H • ( aV - aV,] [~ - ~J .. O 
aV aV1 

lo cual. implica que H es una 1'unoi6n constante sobre las tra,yeotorias. 

Si V '> V. entonces 

H • [r(v) - 1'(V}) [ v - .,1 ] r > o 
r(v) ccv,) 

por maiotonioidad de la .fUnoi6n !"fil • 
V 

SUpongaee que T ee una trayectoria ce~ • Por el tecre- 1.2 

ya sabemos que d H ;;a O 
dt 

d H ., O sobre toda T 
dt 

sobre las trayectorias , le cual Jndica que • 

Por otro lado se prob6 que !!...!!. {V , P) > O 
d t 

ei V> ~1. , se canoluye que T C {V e;;; ;~} , lo cual contradice la 

hip6teBis1 T (\ { V ;;¡..· ~.} • tp , por lo tanto 'I no puede aer 

cerrada. 
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V 

Fig. 17 

Vamos a cooside:rar el comportamiento de las separa.trices • -rc&das 

en la Fig. 17 • por w';:.. (A_,;:- • w; . w: . . [' . 
Por el argumento del campo Yectorial, W~ diverge &l ini'inito • ya 

que v-+ (J) P-+ CD cuando t --m 1 w~ converge aaint.Stic~ 

"""'1te al eje P - O. 

La separa'triz w;- por el argumento de los oampos vectoriales entrsn 

a. la. regi& Í1<V< '~ -:¡ despu&a en'tran a la regi6n V< ~\.,da -

l.a vuelta en esta. regi&t e intersecta otra. vez la recta V 
s ~'1.. neno't.!. 

moa por Ao l.a primera in1;ersecci6n de la separatriz w~ con la recta-



p 

p-k 
~ 

V 

~,_ 
Fig. 18 

V • t:' , y A1 la segunda interseoci&i. 
"t:i. . 
De la mi.ama manera w1 • viniendo de atrás • interaeota a 1& recta 

V • ~:L, digamos en el punto A2 • 

:i.>roposici&i • El punto A2 se localiza. arriba del punto A1 • Ver 

Pig. 18 • 

Demoatrac16n 1 

Supooga.se itue ea lo contrario (Ver Fig. 19) 
p 

s 

V 

Fig. 19. La curva· más 1. obscora. es la c=va de Ba.rrison 
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El dominio acotado por w';:. entre los puntos . s y A, • w~ •12t:re 

loa puntos S y A2 , donde el segmento ;A7A2 es lo que se llama n la 

bolsa de Bendixan " , es decir , que ninguna t~ectoria puede salir de 

este conjunto • La trayectoriaw:- vuelve a interaeotar a la recta· 

V n f. en el punte ! A3 , el cuai estd: por abajo de 

dice q~e H es una 1\lno.lcSn de Lyapunov (H(A3 ) < 
A 0 , lo que oantra­

H(A0)). Esta cont~ 
diooicSn ex.tata cea lo qua ne demostro en el Teorema. anterior !Y! ;,;;.. o 

dt 

V.fase la Fig. 19 • EhtcnceB la trayectoria W~ para t ,.; O , esta ac.2 

tada y por el Teorema de Poincare - Bendixan , su conjunto l!mite oc~ 

tiene un punto cr!tico , o es una trayectoria cerrada ; al primer casono 

pueda ocurrir porque r no lo permite. Ehtonoae el conjunto O.: -l:Cm.l-

ta es una trayectoria cerrada, y por el teorema 2.1 c:><;; es igual a 

Ccncluai6ru Se ha demostrado que la imagl!n de las t:rayectoriaa es P 

oomo la que se muestra en la Fig. 17 , 

Entcnoea podemos concluir que hlQ' cuatro tipos de trayectorias, ne-

parada& por siete separatr.lcea • Debido al B9gu.lmiento de las t~9cto -

rias da las regiones • 

Fig. 20 , 21 , 

Tra)'eOtoriaa 1 

Tipo 1 .- Son la.a t~otorias l'.. ( v(t) , P(t) ) 

!~-a> V(t) 

U.a V(t) a +a> 1 lim P(t) - O 
t-oo t-+m 

T n lv < 'fa~- rp 
v&aos la Pig. 20 • 

talas que 
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~Upo 2 .- Sai las trayectorias T .. ( V(t} , P(t) ) talee que 

lim V(t) • lim. P(t) =+CD 
t~-CD t....._ a> 

liD V(t) •+CD 
t.-+CD 

~!-!+CD P(t) a 0 

:¡iero 

,, njv< f1[- cp 
v& ..... e la Fig. 21 

Tipo 3 .- SClll lae trayectorias T tales que o< ~) • C' y 

lim V(t) = +CD 
t-+CD 

l.im P(t} •O 
f:-+CD 

T.ipo 4 .- ·1' es la our.ra cerrada. de Lotlca - Volterra 

v&a.ee la Fig. 23 • 

p 

Pig. 20 
f .. ;, 
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p 

p 

V 

~f. 
Fig. 22 
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1 

1 

-1 

V 

1) ú.\.~ w: . w;- • w~ que sen laa aeparatri.ces del puuto 

( V2 • "P2 ) • 

2) La curva r • qua ea la curva de Lotlm. - Volterra tangente a 

3) 

la recta V .. f 1. • 

Loa semiejee l p··JJ • v;> O¡ 

que seo tambi.&n las trayectoriaa 

y jv=º• p;;;..o~ 
del si.stema • y a su vez_ sepa-

ratri.oea del punto silla ( O,O ) • 

Comentarios »i el caso que exiati.era s.Slo un punto crítico • ae reduce 

al oaao expuesto por Svireahev [Svi. J . Ver Fig. ·6 
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