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CAPITULO I




INTRODUCCION,

La presente tesis pretende mostrar un criterio muy --
usado en los métodos numéricos para ¢l anilisis de una ccuacibn
difercncial parcial aplicada a la Ingenieria Hidrfiulica, Su -
propbsito cs cminentemente didictico, de manera que para un  --
tema de tesis a nivel licenciatura se tocan solamente algunos -
puntos importantes dentro del amplio campo de los métodos numé-
ricos.

Se ha hecho 6nfasis en mostrar una forma de aplicacién
en un problema cotidiano que pertenece al estudio de la hidrdu-
lica, con la intencidén de que el estudiante sea capaz en problg'
mas de su prictica profesional de lograr aplicaciones semejan--
tes. :
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Complementando el cldlculo numérico con la aplicaci6n-
de métodos computarizados que proporcionan los resultados acer
tados cn un minimo de tiempo, asf como la obtenci6n de resulta
dos experimentales en un modelo hidrfiulico que representa en -
forma fisica la solucidn del problema a tratar, consiguiendo -
asi una relacibn y comparacifn entre la teorfia y la nrictica.

El método de las diferencias finitas es una herramienta
muy utilizada en ¢l campo de los métodos numéricos ya que hace
posible en muchas ocasiones cncontrar una "soluci6n', que si -
bien no cumple cxactamente con la ecuacién diferencial desde -
un punto de vista prictico se puede tomar como tal.

Se incluye una explicacién del fundamento del método-
el cual implica un estudio de la solucién de una ecuacidén dife
rencial por medio de la serie de Taylor, que es el punto de --
partida para definir las condiciones que debe cumplir dicho mg¢
todo.

Para mostrar las aplicacjones del método se ha escogi
do un problema del flujo con potencial, en el cual se desea -
calcular la linea de saturacidn en el transcurso del tiempo. -
La ecuacidn diferecial tema dec esta tesis es la siguiente:

ah 2 2%h
at ax?

Partiendo de esta ecuacifn y con la teoria estudiada-
podemos llegar a un esquema de diferencias finitas que nos re-
,presente en forma discreta el problema a tratar.

En basc a la ecuacifn diferencial a estudiar se plan-
tean 1a§“limitaciones del método y se analizan las posibles al
“ternativas de solucibn que hacen que el problema sea congruente
estable y convergente, pruebas que a su vez son indispénéables
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para el desarrollo del método.

Se incluye un programa de computadora con su respec-
tivo diagrama de flujo, su codificaci8n y sus resultados para-
distintas condiciones del problema que han sido disciiadas para
~una sencilla comprensi6n y que por lo tanto no son de uso gene
ral, pero que dan pi€ para una amplia gama de problbmns de In-
genieria Hidr&ulica,

Por dltimo se presenta un capitulo dedicado a la com
probacién de resultados obtenidos en un modelo hidriulico que-
representa en forma fisica el problema de la ecuacibn diferen-
cial, es decir, se comparan las respuestas del esquema de dife
rencias finitas de la computadora con las que arroja Jicho mo
delo.

Al finalizar la tesis se plantean las conclusiones -
y/o recomendaciones a las que se llegaron tomando en cuenta -
todos los resultados obtenidos.



SERIE DE TAYLOR.

Solucién de una Ecuacién Diferencial.

Dada una ecuacién diferencial ordinaria de orden n y cual-
quier grado, cuya forma mis general es:

SR,y v, e, ™) =0 C{I1.1)

Se establece en matemiaticas que en su solucién general --

- deben aparecer n constantes arbitrarias. Entonces, puede acep
tarse que la solucidn general de la ecuacidén II.1, es la siguien
te:

G(x, y, Cyy Cpy «0ey, C ) =0 S (r.2)
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Graficamente, la ccuacién II.2 representa a una familia -
de curvas planas, cada una de ellas obtenidas para valores par
ticulares de las n  constantes Cl, Cz’
en la figura 1. Cada una de éstas curvas corresponde a una sg

ey Cn’ como se¢ muestra
lucién particular de la ecuacidén diferencial II.1, y analitica
mente puede obtencrse sujetando la solucidn general I1.2 a n -
condiciones independientes que permitan valuar las constantes-

arbitrarias.

Gn=0

G3=0

G2:0
// oo
X

FIGURA |

Dependiendo de como se establezcan esta condiciones, se -
distinguen dos tipos de problemas: 1los de valores iniciales y
los de valores cn la frontera,

Un problema de valores iniciales estd gobernado por wuna -
ecuacién diferencial de orden n y un conjunto de n condi--
ciones independientes, todas ellas vdlidas para cl mismo punto
inicial. 8i la ecuacifn II.1 es la ecuacién diferencial que -
define al problema y x=a es el punto inicial, puede aceptarse-
que las n condiciones independientes son:

y (@) =y,
y'(@) =y’
yn(a) = y"o
¥ ()= y (M) : (11.3)



y se tratari de obtener una solucibn particular de la ecuacién
IT.1 que verifique al II.3 como se presenta en la figura 2.

X=Q

FIGURA 2

En los problemas de valores en la frontera deben estable--
cerse condiciones de .frontera en todos y cada uno de los puntos
que constituyen la frontera del dominio de soluciones del pro--
blema. En particular, en el espacio de una dimensién, hay dos
puntos frontcras, por ejemplo: x=a y x=b si el dominio de solu
ciones es el intervalo cérrado a<x<b; por esto mismo el orden-
minimo de la ecuacién diferencial de un problema de valores en
~ la frontera serd dos, como se indica en la figura 3.

X*g rsb

FIGURA 3



Basicamente, la solucién numérica de ecuaciones diferencia
les consiste en sustituir el dominio continuo de soluciones -
por uno discreto fqQrmado por puntos aislados igualmente espa--
ciados entre si. Asi, en un problema de valores iniciales, el
dominio de definicidn de soluciones Xx>a se sustituye por.el -
conjunto infinito numerable de puntos:

Xo=a
X;=Xg+h
Xp=Xg+2h
X3=Xg+3h

- .
- .

=Xqg+
X, =Xgp+nh

En el caso de valores en la frontera se sustituye el inter
valo a<x<b por el conjunto finito de puntos: -

Xg=a

Xy =Xg+h

Xp=xq+2h

X3=Xg+3h

=X +nh=
X=X, nh=b.,

obtenidos al dividir el intervalo en n partes iguales. La -
representaci6n grifica de estos dos casos se muestra en la fi-
gura 4:

y . y
]
|
‘ |
{ | |
) |
g b |
| i | }
{ I I
| ! Py !
oY Y | |
P X 1. | 1 %
Xo®Q X) N2... Xo*a X1 X2. .. Aneh
. a)-Valores inicigles b)-Valores en o frontera, .

FIGURA 4 . ‘ 7



Habiéndose discretizado el problema continuo, se tratarf--
de obtener la solucién para los puntos considerados, y esto se
hard, en general, sustituyendo las derivadas que aparezcan cn-
la ecuacidén diferencial y en sus condiciones iniciales o de -
frontera, por férmulas numéricas de derivacidén que proporcio--
nen aproximaciones a las derivadas o tratando de integrar la-

ccuacidén diferencial.

Iniciacidn de la Solucifn por Series de Taylor.

La solucifén y(x) de un problema de valores iniciales puede
evaluarse formalmente en la vecindad inmediata del punto ini-
cial x=x en t€rminos de la scrie de Taylor.

Supfingase que la funcibn f(x) es la suma de la seriec de -

rotencias:

£(x)=A+A, (XX ¥R, (XX )2+A, (eoX )3+ o+ An(x-xo)“ (11, 4)

en un entorno del punto X=X, y que se conoce el valor de la -
funcién y el de sus derivadas de todos los 6rdenes, en el mismo

punto.

Entonces:

£ (X)=Ay*+2A, (XX )+ 3A, (X-x )2 +4A, (x-x )3+,

f'(x)=2A2+2'3A3(x-xo)+3~4Ak(x-xo)2+ RN

. f"(x)=2'3A3+2'3'4Aq (x-xo)+ PR

£ (xyez.3.4. L. mAx .



Haciendo en todas éstas X=X, se¢ tiene:
f (xo)=Ao

f'(x°)=Al

f"(xo)=2A2

f"'(xo)=2-3A3l

f(“)(xo)=z-3-4- cee MA

De las que se obtiene:

£ (x,) £(x;) ) £ x )
Ag=fx5), Ay — — A= 7 ’Aa"’""ST‘O"' “f"“ﬁg‘

Sustituyéndolas en II.4, resulta:

x-X (x-x)?
) =E(x)+ — £1X)+ o EM(x )4 .. (II. 5)
Haciendo y=f(x) y dando ademds a x el valor x, =x +h
tenemos:
Yoyt xo:?—xo v +(x°*2;xo)2 yg4~(x°+§;xo)3 P
simplificando:
yYe T vh R ve g (it ©

Bsta expresi6én recibe el nombre de FSrmula de Taylor y per
mite expandir la funcién y=f(x) en serie de potencias de h en-
un entorno del punto x=x .
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ESQUEMA DE DIFERENCIAS FINITAS.

Una funcién centinua f(x) se caracteriza porque su varia--
- {le-independiente "x" puede tomar cualquier valor real dentro--

" -.de un cierto intervalo as<xs<b. En cambio, una funcién discreta-

f(x) se caracteriza porque "x" solamente toma determinados valo .
TeS Xg, X1y Xpsy Xgyeeer X dentro de un cierto intervalo, por-
lo. que el recorrido de la funcibén es: ' '

“xe), £(xy), £(x;), £(x5),..., £0x ).

En la figura 5, aparece graficada una funcifn continua, y- -
“en la figura 6, se muestra la grifica de una funcién discreta.
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tlx)

FIGURA 5

f(x)

f) =y
f(xz) === =14 :
to) ===y
f(xa) 7 : : '

i SR N N B

Xo X Xz

FIGURA 6

Diferencia de una Funcién.

Comn el cdlculo de diferencias finitas considera funcio-- .
nes continuas y discretas, seri mds sencillo establecer el con.
cepto de diferencia de una funcién, considerando primero una -

‘funcién continua.

L1



Sea la funci6én continua y(x) que aparece ecn la siguiente

figura.

y{x+h)

yix)

X Aeh

FIGURA 7

Partiendo del punto "x'" del dominio de 1a funcién, se in
crementa en una cantidad finita "h", de tal manera que para. -
.x+h el valor de la funcibn es y(x+h). Entonces el incremento-
de la funcibn es:

Ay(x) = y(x+h) - y(x) (I11.1)

Yy se le conoce como primera diferencia de la funcién.
De aqui podemos dar la siguiente definicifn:

El cambio de una funcién y(x) debido a un incremento "h"
de su argumento "x" sec llama primera diferencia de la funcibn-
y se representa por Ay(x)

De la misma manera como se obtuvo la primera diferencia-
de la funcién y(x), se obtiene la segunda diferencia a?y(x), -

y esto es:
ay(x) = y(x+h) - y(x)

entonces:
82y (x) = a{ay(x)) .
8% y() = {vxeheh) - yGe)y - | vioh) - y(0)

82y(x) = y(x+2h) - 2y(x+h) + y(x)



Por 1o tanto:

A%y(x) = ay(x+h) - 8y(x) = y(x+2h) - 2y(x+h) + y(x)
La 3a, diferencia de v(x) es:
A3y (x) = & {a2y(x)}
83y(x) = s[y(x+2h) - 2y(x+h) + y(x)]
A%y (x) = y(ee3h) - 2y(xezh) + yCoh) - [y(oezh) - 2y(xh) + y(x]

A%y(x) = y(x+3h) - 3y(x+Zh) + 3y(x+h) - y(x)
y asi sucesivamente, de tal mancra que:
n
m o (" ¢ y (x+mh-nh) (111.2)
Cby(x) = n-o mn

desarrollando la expresién III.2 queda:

Amy(x)=y(x+mh)-mcly(x+mh-h)fmczy(x+mh—2h)....+(-1)H;me(x)

donde:
C

m
mn = T (m-n) !
Ahora, si en lugar de una funcién continua, se tiene una

funcidén discreta y(xk), donde los elementos del dominio sean:

Xy = X, xl, xz, e

entonces la primera diferencia de la funcién es:
ay(x, ) = y(q+h) - y(x,)

donde Xy, bertenece al dominio de la funcidn.

[
'

Si representamos los elementos del dominio coimo: ™ .

y(k) ; k=0, 1, 2, 3....

"Obteniendo su primera diferencia:

ay(K) = y(keh) - y(K).
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Otras formas de representar a una funcién discreta son:

y(x) 5 y(k) o yp.

La Primera Diferencia de un Polinomio.

La primera diferencia del polinomio y00=adﬂﬁk+az..J@+g#w
de grado 'n", es otro de grade (n-1).

Demostracidn:

El polinomio de grado '"n" se representard de la siguiente

forma:
n n
y(k) = ngoank .
entonces:
ay(x) = E sa K"
n
ay(k) = ngo'anAkn.
n n n
ay() = g0 an [een™ - x ]

, ) ) ) ,
ay(k) = L ay [_-nkn T nlned) ez, ]

que es un polinomio de grado n-1, por lu que queda demostrada-
la primera diferencia de un polinomio.
Por ejemplo, si se tiene un polinomio de grado 3.

£(k) = ag+ak + a,k2+ a k3,

Su primera diferencia serd un polinomio de grado 3-1=2

‘.

af(k)=(a,+a,+a;) + (2a,+3a,)k + 3a,k?.
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La segunda diferencia serd un polinomio de grado 3-2=1-

AE(K) = (232+6a8) + 6ak

y la tercera diferencia es un polinomio de grado 3-3=0

a3£(k) = 6a,

El Operador Diferencia hacia Atris v.

vE(k) = £(k) - £(k-h) . (111.3)

El Operador Diferencia Gentral §.

s£(K) = £(ke—=) - £(k- —-) (111.4)

Otros dos operadores que son algunas veces usados son lla-
r.ados OPERADORES PROMEDIO y estdn denotadas por M y u respecti
vamente. Estidn definidos por las siguientes expresiones:

._;_.[f(x-l-h) + f(x)l (IIL.5)

M£ (x)

]

W00 = 5 [Foe 4+ £ ] | (I11.6)

En conclusién y en base a lo antes escrito podemos escri
bir los cuatro esquemas fundamentales para el desarrollo de -
las pruebas a usar, por lo que la F6érmula o Serie de Taylor se
puede escribir asi:

u(x+h) =u(x) +hu' (x)+ 1-h2u"(x)+ S R (x)+. .. (IT1.7)
u(x-h)=u(x) -hu' (x)+ i%-hzu"(x)~ é%-hBu"'(x)+... (11I.8)

ahora, considerando solo dos términos @2 de la ecuaci6n III.7,
tenemos:

u(x+h) = u(x) + hu'(x)
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donde:

\ _odu | u(x+h) - u(x) (a)
ut(x) =gy = W
que cs conocido como la DIFERENCIA TFINITA HACIA ADELANTE.

Haciendo 1o mismo pero con la ecuacién III.8
ul{x-h) = u(x) - hu'(x)
luego:

u'(x) = _u(x) - u(x-h) (b)

h

llamada comunmente DIFERENCIA FINITA HACIA ATRAS.

Si restamos las ecuaciones III.8 de 11I.7 considerando -
0% obtenemos LA DIFERENCIA FINITA CENTRADA, esto es:

u(x-h) - u(x+h) = - Zhu'(x)

por lo tanto:

u' (x) = u(x+h)2£ u{x-h) (c)

Graficamente estos tres esquemuas se representan de la --

siguiente manera:

ulx)
)

cenfrada

FIGURA 8

IRV I



, Sumando las ecuaciones ITI.8 y III.7 hasta el tercer tér
. mino &3

u(x+h) + u(x-h) = 2u(x} + h2u"(x)

despejando la segunda derivada de "x"

U"[X) = U(X+h) +2u(x_h) _ ZU(X)

o (4

obtenemos LA DIFERENCIA FINITA DE LA SEGUNDA DERIVADA,

BREVE RESUMEN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
PARCIALES O ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

CONCEPTOS FUNDAMENTALES:
Derivada.
Geom&tricamente es la ecuacién de orden menor en un grado,

que valuada en un punto nos da la pendiente de la tangente en
ese punto

f(;t(b);(;:::—-—

.

WK ——

X+Ax

- —— —

FIGURA 9 ,
A7



esto es:

El.l_-_.(.a(_)_ = 1lim
X Ax+o

flxtax) - f(x)

AX

En este caso la variable dependiente es funcién de una-
sola variable y por lo tanto, las derivadas que aparecen en la
ecuacibn son derivadas ordinarias.

Si la variable dependiente, es funcidén de dos o mds va
riables, entonces las derivadas quc aparecen en la ecuacién di
ferencial son derivadas parciales, y en este caso, la ecuacifén
recibe el nombre de ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES. Su repre
sentacién general es:

au U 2%u 32u )

B TRy o i ) =0

F(x’Y)"")uy
donde u=u{x,y,....) es la variable dependiente.

Las ecuaciones en derivadas parciales se clasifican por
su: '

a) orden.
b} grado’
c) linealidad.

a) E1 orden de una ecuacién en derivadas parciales, es-
el de la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacidn.

b) E1l grado de una ecuacibn en derivadas parciales, --
estd daduv por la potencia de la derivada de mayor orden, siempre
y cuando la acuacidn se puede expresar como un polinomio de -
esa derivada.

c) Una EDP es lineal, si lo es en la variable dependien
te y en sus derivadas, es llamada cuasilineal, si es lineal en
la derivada de mayor orden y no lineal en las otras derivadas-
o en la variable dependiente.

18



Tipos de EDP.

2 2 2
LTSRN L S LT SUNNY I S 1.

ax? axay ay? X 3y

+f¢,+g=0

donde a, b, ¢, d, e, f, g pueden depender de x, y.
ahora si el discriminante:

b? - dac < 0 la EDP es eliptica

b? - 4dac

0 la EDP es parabblica
b? - 4ac » 0 la EDP es hiperb6lica
Ejemplos:

Ecuacién de Laplace:

2
§i¢_+a¢=0
ax? ay?
a=c= 1; b=d=e=f=g=20 .. b2 - dac=-4<0

luego es una ecuacidén eliptica, de segundo Srden, primer grado
y lineal.

Ecuucidn de Calor:

au 2 3%
+ C
3t ax?

=0 donde ¢ es igual a una cte.

a=b=20; c=-c? ., b% - 4a(~c?) =0

por lo tanto es una ecuacibn parabdlica, de segundo 6rden, pri
mer grado y lineal.

Para el desarrollo de las tres pruebas sc ejemplificari-
con la ecuacifn de Calor, mis adelante se demostrari como rige
. dicha ecuacitn al flujo en medios porosos. '

19



2 2 2
3h =c2[32 s B2%h . _a%h ]
ot ax ay? a2?

c? = -%?
donde:
k = permeabilidad
h = tirante medio
s = cedencia especifica

Por serie de Taylor hacia adelante

dh(x,t 3’h(x,t) ax2 . 3%h(x,t) axd
h(x+ax,t)=h(x,t)+ (g(x) AX + gxi T+ :>Lx3) 57+

‘tomando solo 2 términos o?

ah(x,t) _ _hix+ax,t) - h(x,t) (a)
X AX

analogamente para h(x,t+At)

ah(x,t) _ _h(x,t+at) - h{x,t)
at . st

Con diferencia finita de la segunda derivada, tomando-
hasta o3 '

2 .
3 2 {jh(x+Ax,t) - h(x,t) - ainfet) AX _§é~ - (b)
3X - ax ax

Con serie de Taylor hacia atris, tenemos:

3h _ _-h(x,t) + h(x-Ax,t)
X Ax ()

220



Sustituyendo la ecuacién (c¢) en la ecuacidn (§3))] (b)

2 1

3_% = h{x+sx,t) - h(x,t} - h(x,t) + h(x-ax,t) —zj

3x AX

B pixesx,t) + h(xax,t) - Zh(xt) -2 (d)
X Ax

Sustituyendo la ccuacién (d) en ITI.10

hix,t+at) - h(x,t) _ c? [h(xMx,t) + h(x-ax,t) - Zh(x,t]Z:?
At ,

donde:

2 = 2kh
s
utilizando la siguiente notacién.

k+
i

h = h(x,t+at)

Tal que i sea la seccidn y k sea el periodo de tiempo en cues-
tidn.

Nueda la ccuacién anterior como:

. - 2 ., -
phrt k. _ate [n’“ R N S ]

.'+ -
i i Axa 1+1 1 1 }
. 2
si denominamos a A= —A£§—
AX

obtenemos el esquema de diferencias finitas siguiente :

k
+ Ahi_l

ker _ 1k
hi Ahi+1

e (1-22) ¥ (111.11)
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L
Como base general para la solucibén de una ecuacibn di-
ferencial por medio del método de diferencias finitas debemos-
definir lo siguiente:

ECUACION DIFERENCIAL

ESQUEMA DE DIFERENCIAS FINITAS.

PRUEBAS

v

RESULTADO

Como es un método numérico aparece cierto error en la-
solucidn de la ecuacibn diferencial, por lo que podemos decir-
que:

Sea H 1a solucifn exacta de la ecuacidn diferencial vy
h la solucidn exacta del esquema de diferencia finitas por lo-
tanto existirfdi un error de truncado o de discretizacidn acumu-
lado, tal que: '

e=E=H-h
- 1o que nos define la congruencia y convengencia del método,
Ahora sea N la solucién del esquema de diferencias fi-

nitas con un nbmero limitado de cifras dec1males sEnLOnCes apa
recerd un error de redondeo por- lo que:

=h-N

provocando la estabilidad del método.
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En base a lo antes dicho se puede decir que el error -

total serd:
Et = E+R = H-h + h-N = H-N

Convergencia:
Se dice que el esquema es convergente cuando:
h =+ H

en nuestro problema Ax,At +o0 por lo que su prifiera derivada es:

fx+ax) + £(x)

' =
£ Ax

Analizando la ecuacién diferencial

3H o, 3%H
—— C —-———2~
3t X

si c?=1 y tomamos un intervalo de x de 0 a 1 (0<X <1)

3H 2l

ot ax?

el esquema explicito queda:
-

R¥*1

: : o] ak, - 2k e nk (111.12)

it X2 ie” M T iy S

u

ahora, sabemos que e = H-h por lo tanto h = H-e

podemos escribir:

k  _ yk k
hi+; - Hi+1 LTS
k _ yk k
hia = Wiy -8,
k k k

h i =, Hi - e ;
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Sustituyendo cn la ccuacién II17.12 las ecuaciones anteriores:

1 k+1 k+1 k k] 1 ko k kK
E_[(”i R ERE ei)]" Hz—[(”iﬂ Ciay) 72U e

y¢ k
ag_, - ei-l)]

despejando e§+1

~oktl. AL [Hk ek - zek o wk e}](:-”: k.

2 i+ it1 i
i AX i+)

ahora:
A= Ag ya que c? = 1
AX
entonces:
kel _ ok k kK ook .k ko, kel k
o = - g, el ol - zel - ml | enel el ok o

acomodando términos:

k+1 _ L k k.  k k K kt)
A S N (I RS T eV N (2 IR Y el e s R K

con serie de Taylor tomando hasta @3 para aproximar la solucibn
exacta de la ecuacibén diferencial H, tenemos:

2 2
ek ax o (o) KT axT oy KAt
L \ax 2! \ax?

‘ iax . (i+81)Ax
- 2
pE ko ax ()Rt et oty ket
S T 2! ’
iax (i-0,)ax
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(k+03)At
k+1

=H 37 |75t

k At aH
3t

1A X

donde 8 es una constante que aproxima, tal cue 0<@, , 0,<1, sus

tituyendo las expresiones anteriores en la ecuacifn III.13.

. - kat
k+1 _ . Kk ; k K,k _asx foall
et =hef,, ¢ (1) of + el - il - A3 (_.3;)
iAx
2, %, kat k . A K
Mx jzi « DH, - Y+ anx (—aﬂ) -
20\ ] (138))0x i7" ax ),
, kat !
sz (-zu) . “15 ot (_Bll_ {k+0,)At 4_ H].(
20 \2X f (i-g)ax 1 ) i

ahora, elintinando términos nos queda:

o k+8,)at
kt1 _ .k k k 3H (kg -
e = ey, ¢ (1-21) ef + dey | + At Eat)

iax

B (:):l"l) kat ) AAx %I_ kat
2t \ ax? (i+6,)ax 20\ (i-0,)ax
e¢sto es igual a:
(k+8,}at 2
ktl _, K oy oK all 3 X
el = el + -2y ef + At (—lt-) TS
: iAx
(fﬁ kat . a?H kt
x? ) . 32 .
(i+65)ax (i-0,)a%
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ahora si consideramos una nueva constante que aproxima 6, y -

definimos su intervalo como - 1 < 0, = | podemos sumar 0, ¥y 0,

tal que:

(aZH) kat . ( azll)kAt - 2( 324 ) kat
2 2 2
x%J (ive;)at X% J (i-0,)ax X e,

por lo tanto la ecuacidn II1I1.13 queda como sigue:

k+1_ . k k k aH 93 ) a2H
of*h = gef, + (1-1n) ef + 26 ) + ot - AAX (

‘ k+0, 2' k
. - 3
ek =k, ¢ () of + 26k at (-a—“) - (—U;') (I11.14)
: at : X .
1 140,

Sea Ek el miximo mddulo del error en la fila i

Ek = méx | e? la lo largo de i = constante

grificamente puede verse:

Ot
e{ul
k! -
K €11 ei. e.i‘u
5 el ,
Ax
2 3. .0 i#n
FIGURA 10

.26



Existen dos casos con relacidn a los mddulos de los errores en
la ecuacibn III. 14.

a) Siaxy (1-22)>0

k+1 k k|, I8 \
e; < A|eiH |- (1-23) lei ]4 4ei_1 + AtM
donde:
1y k+o 2wk
M = ( all) 3 (a l: )
at i Ix i+eq
o sea >0 y ac 1/2
b} Sia y (1-22) <0
k+1 k- k k
\ei > X €4 + (1-2)) ei + %ebl + AtM
luego X < 1/2
suponiendo que todos los médulos son mdximos.
oSl aER v (12 X v BN
S IRRIEY LN L N S VA Yo
e§+1 < X . atM

‘esta desigualdad vale para cualquier Ie?fl‘




k+1

por lo que el miximo error para cualquier E serd

mix

k+1] _ pk+1
ey |~ E

Ek+1 k +

< E AtM

Analizando la forma en que varia el error.

1 0

si k=0 E E + AtM

A

k=1 E2 El « AtM

{A

E2 < E% + AtM + atM

2 2 B0+ 2tM
k=2 E¥ < E + 3tM
k =k+1 EY < E0 + katM

. 0
de las condiciones iniciales sabemos que E =0

. EX < katm

ahora si at+ 0 ; pk. g

en conclusi6n el esquema es convergente para A< 1/2

" Estabilidad.

Sea N la solucién numérica de la ecuacién en diferencias,

"'se le 1lama error de redondeo a: N
ko yk
1

Ry = hy
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. ok - oo s :
luego, si Ri no crece indefinidamente al aumentar t, se dice-

que R estd acotada y por lo tanto que el esquema es estable.

Del esquema explicito

I k+1 ky_ ¢ k k | ok
At (hi . hi) Tt [hiﬂ - 2hy hl-l:'

Si R=h-H .°. N=h-R ' (IIL,15)

el Resultado numérico del esquema serfa:

1 ukn ky_ ¢c? kK _ Nk k
At (Ni N Ni)" e [Niﬂ N ot Ni‘l]

sustituyendo III.15 en la ecuacién anterior

[ - ) (o) - et ) -
(s )]

2
como )\=—-(-:-~-L2E tenemos:
Ax

kt1 _ ,k Kk X L RK LRk k _,pk jo
hy'" - by - Mg, - 2ahy +Ah [i Ry - ARy, + 23Ry ARi_J 0

como h es la solucidn exacta del esquema

pk*t L opk ook

k ko
7 5 fe1 " SAhy vabg =0

entonces el error es el siguiente

k+1 k k
Ry Rf - AR{,,

k k o _ : ‘ ‘
+ ZRi - )\Ri.l =0 ’ (III'1,-6)




k+1}

despejando Ri obtenemos:
k+1 _ ok ook k k
Ry = Ry v ARy ARy + AR{
k+1 _ ok k _ k
Ry7 = ARy, * ARy o+ (1-23) R{

Analizando como varia el error al variar At.

Tenemos dos condiciones:

a) Si el error crece es inestable.
b) Si el error decrece es estable.

= Fara un tiempo t
error insertado

-X

error estable

FIGURA 1t

Apoyandonos en el serie de Touricr.

. _ = 2zinx/1
J.(X) = HEO Ane




donde:

An = constante
”
i = f <1 &
1 = intervalo en quc se define la funcifn
x = iAX
v . 27inisx/1
f(x) = £(iax) = nto ALC
2rn

si hacemos cambio de variable tal que B% 1

la serie quedard expresada como:
o is iax

f(iax) = ngo Ane n

Para un tiempo t fijo, analizamos las componentes.
como An es constante se puede eliminar, lo que nos queda como:

£(x) = o188 v g(t) = o0t o gukat

donde « = constante compleja

el error se puede expresar de la siguiente manera

. isiax  akat igiax  k .
R, =.e e = e § (II11.17) .

considerando como k exponente de § y superindice en R?‘.

31



Para que se cumplan las condiciones de estabilidad;

tomamos valores absolutos:

lR

. l l I
| -
por lo tanto:

o] X < Jel®

k+1 k
i flR'i lo que implica que

-

elBiAx l lgk '

dividiendo entre |5|k

e ] < !

que es la condicién de estabilidad para el esquema de diferen-

cias finitas expuesto.
]
Sustituyendo III.17 en la ecuacién III.10 tenemos:

R1i<+1= olB;8X €k+1

ko glBjdx  k

Ri £
ko _ _is(it1)ax Lk
Ri, =e E
| S iB(i-l)Ax k
Fig= ¢ . J

tenemos:

£

ClBiAx Ek+1 R eiBiAX E;k _ )\eiB(i*'l)AX Ek + 24 eiﬁjAX k

Ek =0

Xele(x-mx» :



e1GiAx k

dividiendo entre £

E- 1 - eifAX Logy peTiBAX Lo

por lo tanto & valdra:

igax

£ =1+ e - 2%+ ao iBAX

£o= 1+ a[etPAX 4 oT1BAX 2) (III.18)

Por identidades de Euler .°.

i, -1i0
+
COSO=-C-—*'2—C———~
ig _-ie
sen 0 = &8
21

entonces sustituyendo en la ecuacién IIT, 18,

£ =1+ 2 (2 cos (Bax) - 2)
por identidades trigonométricas

2 2
cos 20 cos 0 + sen 0

n

P

o]

2
cos 26 1 - 2 sen 6

1por lo que:

cos (Bax) =1 - 2 senz(géf)

2 éos (8ax) = 2 - 4 sen2 (Eéi)

- 2 + 2cos (éAx) = -4 senz(ﬁéﬁ

. . I 2-faax } -
. de la condici6n de estabilidad: £ = 1 - 4) sen (—7-)



Acotando su valor absoluto y con la condicidn de estabilidad:

BAX

2
I - 4 A sen -5 il.

6 bien

2
-1 ill - 4 \ sen (E%E) < 1,

Tenemos 2 casos para resolver esta desigualdad,

2
a) '1 -4 ) sen (Eél ) < 1.

si ax y B son constantes c¢l intervalo de la funcién trigono--

métrica es:

2
12 sen (5%5) - (11T.19)

es decir cuando vale 1 la ecuacidn III.19 tenemos:

T - 4a<t : - 4 x<o0.
A >0
b) si valeo 1> - 1,
si vale 1; 1- 4 % > - 1
. ')\ < 1/2
Por lo que se concluye.que el esquema es esFable parav

A>0 y A< 1/2
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Congruencia, Compatibilidad o Consistencia.

Sea F? (h)=0 la ecuacif6n en diferencias finitas en -
i, k.

Si se reemplaza H por h en los puntos de 1la malla, -
por lo tanto:
k

F.

i (H) # o y se le denomina error de truncado local-

en el punto i, k.

Si F? (Hl) tiende a cero cuando Ax ¢ At tienden tam

bién a cero.

Se dice que el esquema es compatible con la ecuacién
diferencial,

De la ecuacibén diferencial.

oh _ 2 32h

at X

y con el esquema de diferencias finitas,

- 2 . ~
pk*l Lok . oAt [.hk -k ek ]

2 i+ i-1
i 1 Ax i+l i

suponiendo <=1 para considerar las mismas condiciones que en la
prueba de convergencia.
k+) k At k k k
. - h] = — . - 2h; + h;
hl hy 7 h1+1 hl hi

si

t

2 AE; = —A; , por lo tanto

AX X

L AR (I I R

L - (11n.20)
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acomodando con serie de Taylor los términos de la ecuacidén --

TIT.20.

h].(+l=hl_<+_A_t_: a_h_+f‘_t2_ ?_E]_l.+é£3_ %.aﬂa'.A_t: _Oﬂl_ to...
1 LT 2t \at?) 3 t2) 4 \ath

B okl Ax f3ny , a2 "zh . 3"h
iy LT ) 20\ ox’ ax")

. 2 2 M g
h —F+é§(ﬂl+ﬂL 3h + —% Ax (yg .,
o g Nax ) 2\ 4! X

sustituyendo en la ecuacién I[I1I.20.

=4

=
vw‘o:

=
ff
=4

2 2 3 3 “ i
h}.1(+At3£+Ata? at? Dl‘+tah=“[hl.(+m< ah
at 2! at 3! 3t 4r ot Ax 1

2§ 32 3953 b fo .
ax? [3%hy, ax”fa’h), ax'fo’h +h‘5-m——2A§h'.‘+A§[h‘5-Ax9ﬂ
2 ax 31 ax 41\ax 1ot Y ax o ax

, 5x2 3Zh _ ax? 33h, ax* a‘*h]
2 axf 3 ax’ 4! ax

esto es:
2 a2 3 4 gk :
]]§+At§£+.“}.—t—§.—2+9}“ &3}.+_—At a'L\ .A_z_h At _3_h+___At _21.{.2}}.
st 2! ot 3t ot ar sttt ax® ' oax ex 2! ax
. axat a%h _ atax? g_“%d p2a ko 8tk at sho | at _aig_x
3 xS . 4t X 1 sz 1 x2 1 AX 93X 21 ax
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Reduciendo los términos y dividiendo la ecuacién entre at, -

tenemos:

2 2 3 3 4 2 2 [}
_33+,A_3a121+13t at31+At B'f‘+..=32+“ atho,
3t 2 At 31 3t 4! at" X 12 axt

ahora, analizando las condiciones para aue el csquema seca con-

gruente, es decir, Ax y At tienden a cero.

Por lo tanto:

2h _ 22h
N 2z
3t 3x
2}
que es igual a la ecuacidén diferencial de partida, 3h_2 Q
: . 3t ox

por lo tanto, se¢ puede concluir que el esquema cs congruente para

la ecuacibn diferencial cuando ¢ = 1,

En conclusién de las 3 pruebas a las que sc sujeta un csquema-
de diferencias finitas y analizado para nuestro problcema se es

tablece que:

El esquema es convergente cuando ¢ = 1 para » < 1/2, estable-
para el intervalo de valores de » entre o vy —%-y congruente -
cuando ¢ = 1,

Lo que significa que nuestro esquema cumple con las 3 condicio

nes del tema.

Es de mencionar que es necesario y suficiente cumnlir con solo

dos pruebas para poder aplicar el método.
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CAPITULO IV



PLANTEAMIENTO GEOHIDROLOGICO.

POROSIDAD.

Un medio poroso esti formado por un agregado de granos
entre los cuales existen espacios vacios que pueden ser ocupa--
dos por un fluido; &stos espaclos vacios se llaman poros,

En el terreno existen muy diversas categorias; mientras-
puede existir una red de poros interconectados y el agua puede-
circular libremente por ellos, existen otros totalmente cerra--
dos en los que el fluido estd confinado; también existen poros-
semicerrados a través de los cuales el agua circula con cierta-
dificultad y lentitud y los intercambios de materia con el exte
rior se realizan principalmente por difusidn.

La porosidad es una propiedad macroscépica que repre-
senta un volGmen grande de material.
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VELOCIDAD DEL AGUA EN LOS MEDIOS POROSOS.

El agua se mueve cn el terreno a velocidad variable-
segln el tamafio y orientacidn de los poros; sin embargo, consi
derando un volGmen de medio suficientemente grande, puede defi
nirse una velocidad media en una direccién media -vector de ve
locidad media-; a esa velocidad se le llama velocidad de fil--
tracién, velocidad intergranular o velocidad real del flujo.

Sin embargo, es usual considerar como velocidad lo -
que se obtiene al dividir el gasto que pasa por una cierta su-
perficie perpendicular al flujo por el drea de la misma; a --
esta velocidad se le llama velocidad de flujo, velocidad de -
Darcy o flujo especifico: como es el concepto de velocidad -
mis empleado en teorfa del flujo.

GRADIENTE HIDRAULICO.

Si considera un cilindro de material horoso tal como
se indica en la figura, con fluido en movimiento, puede escri-
birse la ecuaci6én de Bernoulli para los puntos A y B, separa--
dos por una distancia As en la direccién del flujo.

p vez  py Vi
;—g.+ZA+2-g—=v?§+ZB+—2§+Ah (Iv. 1)

donde:

P = presién hidrostitica medida con un piezdmetro.
V*= velocidad real. ' '

Ah= pérdida de carga total entre el punto A y B

y = peso especifico del fluido.

El nivel piezométrico en cada punto es:

h=_[1_.+z
Y
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El gradiente hidrdulico viene definido por:

i= - lim s ST grad h.

As+0

midiendo ds en la direccidn del flujo.

he

he

P.H.R.

FIGURA 12
En la mayoria de los casos v* es tan pequefia que el término aue
lo contiene puede despreciarse, quedando:

e~
el

A - . _B
Ty + o = 7B + ZB + Ah

de modo que en cualquicr punto:
h:.—P-+Z
Y

define la energia por unidad de peso del agua,

LA LEY DE DARCY.

El término Ah de la ecuacidn IV,1 puede obtenersc en
régimen laminar por la ley de Darcy (1856):

vekei=-kgh , (Iv. 2)
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en la que:

v = velocidad de flujo
i = gradiente hidréulico
k =

permeabilidad o conductividad hidrédulica.

Esta ley fue experimentada en cilindros rellenos de-
material poroso y ha sido repetidamente confirmada por numero-
sos investigadores. (Por ejemplo lus dispositivos de Terzaghi).
La permeabilidad es un coeficiente de provorcionalidad definido
por la ecuacibn IV.2.

Si se tiene un cilindro vertical de seccidn constante
A y longitud L, y se hace circular agua a su través con una di
ferencia de niveles entre la entrada y la salida ah (Fig.13),
puede escribirse:

= |- AR
vV =k 3

y el gasto que circula

FIGURA. I3

La ley de Darcy es también una ley macroscépica que-

representa el comportamiento de un nimero elevado de poros. No
representa en modo alguno el comportamiento del agua dentro de. ..
cada poro y permite tratar el flujo subterrineo como un flujo-

no viscosa.
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DEMOSTRACION DE LA ECUACION DIFIRENCIAL PARA FLUJO EN MEDIOS
POROS0S.

Para dicha demostracidn partiremos de la conservacidn-
de masa. Sea un cubo diferencial de lados dx, dy, dz en el --
punto (x, y, z) del medio. (Fig. 14 ).

(w-o)z+dz

z . (VP)y+dy
(-9, | :
dz W Puekx
(%p% [{w-p),
x
y
FIGURA. 14

Para la cara A, normal el eje Ox' entra una masa de
fluido M, en el tiempo dt, tal que:

My = (()-U)‘ dy - dz » dt

siendo u la velocidad segln el eje x ¥y ¢ la densidad en x,

Por la cara B, opuesta a la cara A, sale una masa de fluido -
M +d_ en el tiempo dt. ‘
X X

M = (p-u)x dv.dz-dt

x+dx

La diferencia entre la entrada y la salida es:

AM =M

X xMx‘rdx dy-dz-dt (p u)x (p u)x"'dx dx-dy-dz dt:a

X
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La variacién de masa por unidad de tiempo y unidad de volfimen-

seré:

Similarmente para los ejes y, z, puede cstablecerse .

i = . 9pcY gy o= . 9P°W
Mdy 3y y AHZ 5

en los que v y w son los componentes de velocidad.

Sumando las tres ecuaciones se obtiene la diferencia entre la -
entrada y la salida que vale:

AM = AM_ 4B} = {34, 3p-V GO'W)
M M+ Hy+AMZ ( Tl 5y v S
Si en cl elemento considerado se genera un volfimen de fluido

F por unidad de tiempo y por unidad de volGmen.
aM + TF+p = 0

de modo que:

3(p-u) , 3o v) L 8o W) _n. o '
Tt Tyt Ty - Feo= o (1v. 3)
Si el campo vectorial de velocidades v es irrotocional, existe
una funcién ¢ tal que:

u 5 0V oy 0¥ s (v, 4)

En la realidad el flujo no es irrotocional dentro de
cada poro, pero macroscbébpicamente puede considerarse como tal,-
que es cuande es vflida la ley de Darcy que sirvid para definir
el valor ¢,

Introduciendo los valores IV.4 en IV,3 queda:

2 2 2 '
p(.a__% 9.—%. _a..-..g_ +?_9L -3—0_ +§§’_§_€. +§£ :()L + F‘p:O
X ay 3z 3X 9x " 3y 3y 3z 3z
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En general es p = constante de modo que:

: : 0.
ax>  ay?  az?

Como el problema que estudiamos se considera como ré
gimen no estacionario, tenemos:

El coeficiente de almacenamiento especifico S!' viene
definido por la variacidén de la masa de agua por unidad de vo-
ldmen en un elemento de voltGmen medio al variar la presidén en-
una unidad,

Luego:

* gr - .variacidn
aA-32.3p

esto es, la acumulacién por unidad de volumen en un tiempo dt es:

9
-5 ~£ dt = F- -dt
at
Siendo g% el ritmo de variaci6én de presidn.

De acuerdo con la férmula IV.3 se cumple que:

alocw L alov) , 30w | g p
3 x 3y 3z at

Si se admiten algunas simplificaciones que consisten
en suponer que el medio es homogéneo v que k y p son: constan-
tes en el acuifero en un mismo tiempo, asi pues:

h=z+.—p__+.cte;3_}.‘.=-1—.-a_p___,.p._.3£
go at  eg at  o2g at

3z
e —— =
pues =% =0

y sabiendo que .%%-: prB.
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donde B es la compresibilidad del agua.

Asi pues:
_aa..]El_: ..1_. E - p-g] EE.: _1._. gp_
pg at n° 8 at

sip y k = ctes; tenemos:

%6, 2%, 3%¢ ST, 2N
2 2 2 k 3
X 9y LR

y dividiendo por b, cspesor del acuifero y recordando que trans
misibilidad T = k-b y llamando a: S =b-g-S’

entonces:

a9 , 2%, 3% . 8 dh

ax2 ay2 azz T ot
si

2 = L . kb

S S

y considerando que el aacho del acuifero es aproximadamente --
igual al tirante medio que se presenta entonces: c?= %?—

(g3t y oo
x> sy’ ez’ at

- que es la ecuacidn gecneral para flujo en medios porosos.

Suponiendo la ccuacifn LII.9 unidimensional para el

"problema de la figura 15, entonces:
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y con el esquema mencionado en el capitulo anterior

k

k+y _
B Xhi+1

k 2
e + (1-20) by + Ah’i{l donde X = AL

AX

J = & preEmE
tot
Jnpintebeblebs om0
[ | L]
’ L T FIGURA. {8

Definamos las condiciones de frontera iniciales, es decir:

h(xst), ', sit=o0:; h=24(x)

luego:
h (x,0) =¢ (x)

donde ¢ (x) es una variacién conocida de h en x para t = o

también si x =0 ; h=nh

1
—
=

entonces; h (o, t)

h (Lst)

1
-
=

Para cdlculos con calculadora o la escritura de un -
programa de cémputo es fitil representar el esquema de dlferen-
cias finito para &ste problema por la ''molécula" de la figura 16

En la "molécula" aparecen en los "Atomos" los coefi-
cientes de los distintos valores de la funcién.

f45"



=
[
-
E
=
&

FIGURA 18

Como queremos calcular la posicidn del nivel de aguas
freitico en un determinado lugar y zona, es nccesario hacer -
muestrcos para conocer la posicién del agua cn un cicrto tiempo
y distancia para ajustar los valores obtenidos a una funcién --
que aproxima el comportamiento del nivel de agua fredtico.

o

En nuestro problema consideramos que si tienen lus --
condiciones iniciales:

h (x,0) =¢ (x) = LX)
L

que es una funcifén que cumple con los requisitos antes expues-
tos.

Ahora si L =20m, x=2m; k=0.0001 m/s, S= 0.5-

y = 0.5 m y por condiciones de frontera hg = 0,



a) Para At = 2000 seg ; c? = ggh = 2(0'008)5 0.5) . 002

. &

» = 0,002 2900 _ 4
22

del esquema si k = o e i = 1

1
hl

0 0 0
1(h,) + (1-2 (1)) h; + 1 (h)

luego:

sustituyendo valores en la funcibén ¢ (X)

como el problema es simétrico, s6lo se analizari la mitad.

No C(m) 6(x) m
0 0 0
1 2 0.36
2 4 0.64
3 6 0.84
4 8 0,96
5 10 1.00

- sustituyendo en el esquema cuando: i = 1 yk=o0

h} = 0.64 - 0.36

0.28

=t
N e
"
-
w o
[
=2
N o
+
=2
-
|

= 0.84 - 0.64 + 0.36 = 0,56




Con la misma metodologia obtenemos la

siguiente tabla de resul

tados:

e | k[[nY n® [ nR [ AR RNk

0 1 2 3 ] 5

0 | oflo [0.36 |0.64 |0.80]0.96 | 1.0
2000| 1{fo |0.28 | 0.56 {0.76]0.88 | 0.02} ...
4000 2{[o | 0.28 |o0.48 |0.68] 0.8 | 0.84] ...
6000| 3Jfo |o0.20 |0.48 [0.60|0.72 | 0.7 ...
8000 4})0 |0.28 [ 0.32 |0.60)0.64 0.681 ...
100001 540 1 0.04 10.56 | 0.36] 0.64 0.60) ...

120004 6((0 | 0.52 }|-0.16 | 0.84}{0.32 0.68

14000 7{|0 {-0.78 | 1.52 [-0.68] 1,20 { -0.04

Como se observa en los resultados ohbtenidos en dife-

rentes instantes, el esquema es inestable, poraue consideramos

un valor de A que no pertenece al intervalo en el cual el esouema

es estable.

Por lo que concluimos que con ) =

1 el esquema es -

inestable como se puede ver en las pruebas del capitulo ante--

rior, donde para dicho esquema la solucién serd convergente, -

estable y congruente para valores de 0 < } < 1/2.

b)

Para obtener un A = 1/2 consideramos at= 1000 seg. - .

de la misma manera el esquema ahora reducido seri:

ke1_ 1 .k 1 .k
hi = hjet by
k+1 1 k k '
hy = ~2'(hi+1+ hi-x)
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(0.64 + 0} = 0.32

sik=0 , 1i=2

=
N
H

L 0 0 a0 - -
] (h3 + hl) - (0.84 + 0.36) = 0.60

la tabla de resultados es la siguiente:

N1 R I I L L

0 | 0ff[o]0.36{ 0.64{ 0.84]0.9 | 1
1000] 1{]0{0. 32| 0.60] 0.80]0.92} 0.9
2000 2{|o{0. 30| 0.56| 0.76]0.88 | 0.92
3000{ 3{|/0]0. 28] 0.53] 0.72]0.84 | 0.88
40001 4|{olo.256]| 0.50] 0.69{0.80 | 0.84 |...
5000 5{]0]0.25] 0.48} 0.65]0.76{ 0.80 |...
6000 61{0]0.238| 0.45] 0.62]{0.73] 0.76 |...
7000 7|} 0]o0.225] 0.43| 0.59{0.69 | 0.73

Ahora los valores de los tirantes disminuyen en forma
" racional con variaciones en el tiempo v la distancia, lo que -
'significa que el esquema con ) = 1/2 es estable, como antes se
habfa demostrado.

c) Probaremos el esquema para » = 1/4 . Para comprobar-
la validez del intervalo de valores en el cual el pro
blema es congruente, convergente y estable.

Implica que At = 500 seg. ; por lo tanto:
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si k

h =

h! =
1

si k

25 hy_

.25 WO + 0.5 hO + 0.25 ho
2 1 [+]

.25 (0.64) + 0.5

0

1

=2

(036) + 0

= 0.34

.25 h9 + 0.5 hO + 0,25 hK°
3 2 1

0.25 (8:84) + 0.5 (0.64) + 0.25 (0.356) = 0.62

Por lo que obtenemos la siguiente tabla de resultados:

ce

U 3 1 P S (D A IS n

o|ol[ofo. 36|0. 64 0. 840, 9% 1
500 | 1{] o] o. 34]o. 62f0. 82]0. 94 (0. 98
1000 | 2 {| 0 [ 0. 325 [0. 60 0. 80 [0. 92| 0. 96¥.
1500 | 3} o} 0.3125 |0.5812 [0. 78 0. 90 | 0. 94

- 2000 | 4 || 0| 0. 301 {0. 563 |0.7603 {0. 88 | 0. 92%...
2500 | 5 |} o] 0.2013 [0.5468 |0.7409 [0.8601 { 0. 90 |.
3000 | 6 [| 0| 0.2824 0.5515 |0.7222 |0.8403 | 0.8801%]..
3500 | 7 || o] 0.2740 |0.5169 |0.7041 |0.8207 | 0.8602
A= 1/2

* Resultados semejantes cuando

Que como vemos el esquema también es estable con A = 1/4.

.51



Graficamente Jos resultados son los siguicntes:

o 4
TIETINETIT =IETITESIIE IS === =77=77r=
wl %0
o8 =
084
04
o8 b 1100008y
et e = Xt
0 a 4 G-elo 2 14 16 18 20 .
ESQUEMA INESTASLE X s|
‘FIGURA 17
h
fm)4
——————
X (m)
0 2 4 6 8 W B 4 18 18 2 )
ESQUEMA ESTABLE A= 1/2
FIGURA I8
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T T = T =771 =TT TS == .

oz4oswnzv4|otézo X{m)
ESQUEMA ESTABLE As=i/4

FIGURA 19



GAPITULO V




FUNDAMENTOS DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA PARA EL ESQUEMA DE DI-
FERENCIAS FINITAS.

Para el esquema de diferencias finitas para la solu--
cidén de la ecuacién diferencial para flujo en medios porosos -
se usdé un programa de computadora codificado en lenguaje BASIC,
el cual ha sido adaptado al sistema de cOmputo RADIO SHACK per
teneciente al Laboratorio de Hidrdulica de 1la Facultad de Inge
nieria'(U.N.A.M.).

Este programa se emplea para analizar diferentes ti--
rantes en un flujo en medios porosos en base a condiciones ini
ciales del problema asi como, caracteristicas geohidroldgicas-
del mismo, tales como la permeabilidad, cedencia especifica, -
etc., que fueron explicados en el capitulo IV.
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Es importante destacar que uno de los aspectos que se
ha podido tomar en cuenta es la libertad con la que se han de-
terminado los incrementos de distancia y los de tiempo impli--
cando asi,si cs que se requiere un estudio mds detallado del -
problema.

Se han considerado como condiciones de frontera la -

existencia de dos canales con un mismo tirante tomando como
punto horizontal de referencia.

Cabe mencionar que si sc hacen peauefios ajustes al -
programa, es facil determinar cualquier otra situacibén con con-
diciones de frontera distintos, pero quec satisfagan el esquema
de diferencias finito.

Bara proporcionar ecn forma eficiente la informacién -
necesaria a la computadora, se deben de preparar para cada caso
los siguientes datos:

- Determinar el nGmero de secciones requeridos.

-~ Definir el nimero de incrementos necesarios.

-. Calcular la permcabilidad, cue estard cn funcidn -
del tipo de suclo con el que se¢ esté trabajando, -
etc,

- Para cada problema detcrminar el tirante medio.

- UCedencia especifica.

- Asi como introducir las condiciones iniciales rc--

queridas para ¢l uso del programa de computadora.

Los resultados que se obtiencn es el comportamiento -
de la 1fnea de saturacidn, indicando cl nfimero de intervalos -
especificados, asi como, el tirante en cada una de las secciones’
requeridas.

Por lo tanto es necesario sefialar que aunque éste pro
blema en especial es simétrico en cuanto a su comportamiento,-
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la miquina no cs capaz de percibirlo, asi que como compren- -
$i6n para el lector se han calculado todas las secciones, no-
tindose en los resultados dicha simetria.

A continuaci6n sc nresenta el diagrama de flujo co
rrespondiente al esquema de diferencias finitas del problema
a tratar, asi como la codificacién del mismo. '
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DIAGRAMA DE FLUJO

EMPIEZA

N,M,K,HM,S \)

C2=2xK«HM/S

DT, DX I

LA=DT*C2/DX"

I

DIM A(M+1,N+1)

l

I=t, N

>_.__‘

TIRANTE
SECCION
wyn

A(1, 1) ]

CONDICIONES
DE

FRONTERA

ST



ACT+1,0) =(IARACTLJ#1)) +((1 -24LA) %A CL, D)) 1+ (IARA(T, J 1))

I

A(I,F)=YF

|

A{I,N)=YF

J

)

V2

RESULTADO

" INTERVALO
)
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APAGAR SISTEMA
DUAL

¢DESEAS
IMPRESION

RESOLVER
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10 CLEAR
20 REM ESQUEMA DE DIFEREMCLIAL FIMN1TAS
J@ REM PARA LA SOLUCION D LA ECUACION Dk
49 REM FLUJO EN MEDIUS POROLOS
30 REM ####¢ TESIS DE LICENCIATURA DE FOS(0 RULZ URBAMO
6@ REM #%%x MAYQO DE 1986
78 CLSIPRINTIPRINTY *LABORATORID DE HIDRAUL ICA"
80 PRINIIPRINT: "FLUJO EN MEDIOS POROSOS" .
@ PRINTIPRINT® (NTRODUCE LOS S{GUIENIES YAILORES"
100 PRINT:INPUT'NUMERO DE SECCIONESY N
110 INPUTYMUMERO DE INCREMENTOGY 3H
120 INPUT"PERMEARBILIDAD C[w/e 1"iK
130 INPUT"TIRANTE tMEDIO £ o 1" 3HHM
140 INPUT*CEDENCIA ESPECIFICA" S
1030 CR=24K#HN/S
160 PRINT:INPUT" INCREMENTO (1EMPO { «eg1"sDT
170 INPUT" INCREMENTO EN DISTAMCLIAS [wl"3DX
180 LA=DT*C2/(DX42)
190 CLYSIPRINTSPRINT®FLUJO EN MEDIOS POROSOS" s PHINT
208 PRINT® INCREMEN IO DE TIEMPO" ;DT *se9" s "VALOR DE Lambda® sLASPRINTsPRIMT
210 PRINTYINTRODUCE LAS CONDICIONES INICIALES"!PRINI
220 DIM AtM41 s N+1)
230 FOR I=1 TO N
240 READ A(L, 1)
250 PRINT"TIRARIE SECCION"SI13"="3A(1.1)
260 NEAT I
278 PRIMTIPRINT"CONDICIONES DE FRONTERA" :PRINT
280 IMPUT"TIRANTE D FRONTERA"IYF
290 FOR [=} TO M
300 FOR Jd=1 To N
318 ACI+H1 ) = (LARACT »J+ 1) Y+ C1=2# LA % (A(1a0) ) ) +C(LARA( T s 1))
S22 ACT 1) =YEFIACTIM) 2YF
330 NEXT o
49 MeiT
450 REM RESULTADOS
460 CLSIPRINTIPRINGS "RESULTADO DEL FLUJO EN MEDIOS POROSQS*
37 PRINY
380 FOR I=! 10 M
398 PRINT " INTERVALO" 3L
490 FOR J=1 TO N
410 PRINT 9 " TIRANTE SECCION"3JyA (T )
420 NEXT J
448 MEXT §
4406 PRIMYT:PRINT
400 INPUT"DESEAS IMPRESION DE RESULTADOS (S1=1/N0G-2)"35W
468 IF W=l THEN GOSUR 518
470 PRINT
480 INPUT*DESEAS REBOLVER OTRO FLUJO EN MEDIOS POROGOS (SI=3/NO=Z)"35Wl
499 IF W1-1 THEN GOTO 29
5008 END
510 REM SUBRUTINA DE IMPRESION
320 SYSTEM"FORMS
530 LPRINT:LPRINIZW*L ABORAT1T OR1O0 DE H1DRAULI1CA
PILPRINTILPRING " INCREMENTO DE TYEMPO 3D4 sLARINTY " (MNCREMENTO DE DISTANCIA® 3
DX:LPRINT"VALOR DE Lambidu" SLASLPRINTILPRINI
S48 LPRINV'SECCION" 3FOR W=l (O LLILPRINY TABCUW*1B) sWW 3 sNEX T WWRLPRINT
550 LPRINT*TIEMPO"
H60 R$=" ———
______ “SLPRINT R$

970 FOR 1=1 TO. M
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LY
H&a
L
610
619
630
b4
650

LERIME DY#CI-1)3

FOR W11 710 11

LERIM YABGS#IW) sAlL- )3

NEX J

LPHIMEILIRIMY H$

NEXT 1

REVURN

DATA G, 5610, 5418, B450.9bv 14,965,849 .69, 3631



, Parte fundamental de la utilizacidn de programas de
computadora, es la correcta interpretacifn quc se le de a los
resultados que sc obticnen de esos programas.

Para este caso los resultados obtenidos fueron los
mismos del capitulo IV y se han plasmado en forma grifica en
las figuras 17, 18 y 19,

Se han tomado solo el efecto de once secciones para
este caso con un incremento de distancia constanté a lo largo
de la seccidn transversal, ademds se ha calculado cl comporta
micnto de la linea de saturacibn cuando las cargas no corres-
ponden al problema fisico, cs decir, el resultado es inesta--
ble por lo tanto, se demuestra as{ la veracidad de los inter-
valos de la constante x» para la correcta solucifn del problema

Se tomaron intervalos de tiempo de 2000 seg., 1000-
seg., y 500 seg., lo que implicd un valor de » = 1, 0.5 y D.25
respectivamente. Verificdndose asi los valores obtenidos en-
forma manual en el capitulo anterior.
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£9°

LABORATORIO DE HIDRAULICA
INCREMENTO DE TIEMPO 2002
INCREMENTO DE DIBTANCIA 2
VALOR DE Lambda 1
BECCION
2 3 4 9 b 7 8 9 10
TIEWPO
'] ] e .64 B4 .96 1 .96 .84 -1 #36 ']
2u00 @ .8 B .16 .88 52 .88 s PR .28 )
4000 ] .28 S48 68 .8 SB4 -8 -] ) .28 v
&0 '3 .2 h8 b - 119999 L7621 L 119999 b LAy W2 v
Elﬂ(?u ] .28 » 320001 L999999 . b4pD2 < 679998 - 649002 LIPS » 322081 .28 ']
pL v 2408012 L G9Y99E . 3604 - 639976 - 6UBBAD ARG AR L devavh L39999d L040I012 B
12999 [ L919996 L 159998 LB39989 » 320018 -YALLE) - 320018 LBIP9BY - 159998 SRR AL -]
14009 v = 679989 1.51998 =, 679964 L, 199986 -.089961 L9996 = 819964 1.51998  =.6/9989  ©
1600 a2 2.49947 -2.87994 J.49971 -~1,91989 2,438989  ~1.91989 J.39991 ~2,8/994 2.19997 [
18009 ] ~3.0799 B, 47981 -8,19974 1.15969  ~6.27967 11595 -8.19974 Y4 /982 =5.0/99 '}
20002 ) 13,3597 -1, 7595 24,4392 -22.230 21,7991 -22,239 24,4392 -21.7390 13,3597 ®
22090 '] ~35.3192 39.74984 -6B.4378 68,4774 ~66.2773 68,4774 ~bB.43/8 59, 7384 =33.3192 [
24000 [ 93,0776 163,513 196,674 ~203,192 203,230 -203.192 196,674  -163.515 95,9776 v
26909 ] 298,593 455,266 ~563,381 6¥S, 098 -bUY. 617 603.¥y8  —563. S8 435,267 258998 W
20009 e 713,839 -12/7.24% 1621.75 -1776.1 18135.81  -1776.1 1621.75  =1211.24 713.839 @
32009 o ~1991,1 3412.84 -4675.48  5213.65 -93&8 9213.65 -4675.98  3612.835 -1991.3 ']
S2009 v Sa08, 94 ~10279 185086 ~15256. 7 15795.3  —-19256.7 13901.6  ~10279 DEVS.95 @
LTV ) 3 ~19883 29384,5  ~49087.3 N40538.6  ~463U8.H 44554.6  ~3937.3 29484.6  -105883 '
36000 9 4D267. -B43v4. B 112975 ~129940 135416 —12994¢ 112976 | -84304.9 43267.3 @
jetcllt ) ] =129572 242548 ~$27189 78291 -395215 379291 -327180 242548 ~129572 °




LABORATORTIO DE HIDRAULICA

IMNCREMEMYO DE TM{ENMPO 1084
INCREMENTO DE DISTANCIA 2
VALOR DE Lawbde .3

¥9°

SECCION
z 3 4 5 & 7 g ] 18 11

TLIENPO

[ '] PRI 54 .86 .96 1 6 .84 s S8 ")

1000 [} .32 -b Nl B .9 92 .8 b L4z ")

2000 [ 3 PEUE .16 .09 W92 o Téu .16 .56 W3 "] :

30ve [ .28 K .12 .84 .8d 8 2 53 .8 ") h

408 (4 J263 -3 . 685 g YR LU .5 L2635 v -

3088 ') Y Y .85 L7625 .8 L85 RYE] o2 ")

Ly 2 - 435 61873 2 25 L1875 L 4D 2374 '] -

7008 ) PSR V] N7 L69055 575 48 L2z ')

suy [ 16063 av6ls L559375 65625 LEYOB2T L6962 L5931 L 4ues L214068 @

Y [ L20312)  L3B6/19 B3NS 623 Lb5eTs L6253 PEETP:) LSHE71Y LIS B .
1ueuy %] « 193359 .367188 .593835Y <59375 . 623 LH98/5 +3us8uY .367188 L19335% @ o

11000 v . 4183594 » 349609 ABRALY <5634 299375 06353 <4BAHET L 34960y . 183594 u

12000 " LA7ABYS  LHBDMB1L L 45792 LB37109 L56043 L587109 45732 J332031 L174845 @ -

13uun 9 PRLCLT TV TS PN R U5 Y4 SSLIAYS 3S21M9 0 L5147 L43437 LS16162 L 166016 @

1huae ] L158081 L3093 LA13818 48584 LBL1473 L 4B5Bs LA14B18 300098 L 1DEMB1 9 -

15000 v S108146 20595 L393U6L 462647 L 4BEB4 L462647 393066 28399 RELITT I -

16000 2 LVAR9TS 201606 JB2A298 LAS9ASS L Ab264) 439453 LS/6298 201806 (142978 w0

17000 ] L 135803 . 208636 RGOSR 418472 S 494593 0184672 L $3558 .208b36 .133808 @

180200 2 .129318 245667 . 338354 + 397491 418472 397491 .338554 2265667 129318 @ -
19¢ve v «12283% 2839586 . 321519 . 3785313 397491 L378513 L 321379 .2339386 .122833 @ - ) 1
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LABORATORI1O DE HIDRAUL 1CA
INCREMENTO DE TIEMPO 300
INCKEMENTO Dk DISTANCIA 2
VALOR DE Lambda .29
SECCION
z 3 4 5 b K :] q 10 11
TIEMPO
@ 9 <36 b4 .84 ) .98 1 Bl .84 b4 .36 9
Su0 '] 34 &2 .82 .94 .98 .‘.’;—F .82 62 34 ]
1000 [} .323 I .8 92 .95 .92 ) .6 2825 [’}
1510 [} 312 258125 .78 9 94 <9 .78 L58125 8125 ']
2009 2 301563 36373 L T6B313 .88 .92 - 68 . 760313 296375 +301563 ']
2500 Q 291719 0473464 - 741094 - 860878 -9 . 86078 745094 PREYRUTY 2291719 ')
3000 '] . 282695 .331875 722493 . 840313 . BBUA39 .840313 . 722603 531873 1282695 [
3300 2 274317 517212 L 704248 820767 .;ﬁbm 76 . 820767 L T04248 PRy eV 2274317 Q
4000 ] Zbb4s1 - 503247 - 5B6619 .BY149 -B40472 .BUL4Y . 686619 «5U3247 2bb461 [
4500 e .259042 -485894 649494 .782517 .820981 .782518 669494 . 4B9894 £ 259842 9
3000 Q +251995 HTTeBL - 65285 . 763877 .BU1749 .763877 « 65283 L 477081 .231993 2]
3500 v -245268 SAB4THZ 636664 L 588 . /82813 « /42588 - 636664 PRUL-LYS V3 »2452868 2 o
4002 (] . 23882 . 620937 L 127664 L 160201 L 127664 620917 452859 236822 ']
6300 '] 232626 441864 «HY3589 710118 L 183932 L 719111 . 6U558Y SAh 1864 L282826 ']
7000 ') . 226654 430236 399664 . 692936 . 720022 692986 5906464 43236 226654 9
7308 (] . 222885 419447 $376125 676139 L710879 .b676139 76125 419647 < 228886 9
8ave ') L 215305 4UB778 - 561959 859721 . 693389 .659721 2961959 - 4h0BY 1S 2215495 ']
éﬂ@ﬂ e +209896 . 398004 « 348154 643677 676513 . 643677 .5348154 » 398804 . 209896 [
2008 ') 204649 .388915 534697 628006 . 660098 . 628006 334697 .388915 204649 a
9300 ') «199353 - 379294 .3921579 612701 L 6464051 « 612708 521579 379294 < 199553 ']




CAPITULO VI




PROBLEMA DE COMPROBACION.

En Este capitulo se plantea el problema tratado en un
modelo hidrdulico, que represente en forma fisica las condicio-
nes del esquema con sus respectivas caracteristicas fisicas Yy-
geohidrolbgicas.

El objetivo fundamental de la prueba es la comparacidn
de resultados obtenidos con el modelo y a su vez con ¢l programa
de computadora, de tal manera que se verifiquen los alcances de- o
la teorfa de diferencias finitas con un problema real expresado-
en forma de modelo. ' '
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Se trabajdé con un modelo denominado '"Mesa Hidrolégica”
qiie contiene material permeable (arenma), pozos de descarga que-
permiten la formaci6bn y cstabilizacifn de¢ la paribola asi como -
unos piezbmetros que nos permiten leer ripidamente la carga que
presenta en dicho material.

Para el uso del programa de computadora se nccesité -
realizar las pruebas que servirdn para conocer los datos necesa-
rios que rquiere dicho programa.

PRULBA DE PERMEABILIDAD.

" BEn primer lugar se rcalizé la prueba de permeabilidad
en el material que expresari en forma aproximada el coeficiente-
de permeabilidad de la arena, Para tal efecto se utilizé la --
ecuacibn de Thiem que permite conocer el coeficiente representa-
tivo de la permeabilidad,

La ecuacibn de Thicem permite conocer em una zona cir
cular el valor cuantitativo del coeficiente, es decir, se uti--
1iz6 el modelo solo en una parte que representari un circulo vy
que por medio de los piez6metros obtuvieramos la informuacidn de
las cargas en el material.

Dicha ecuacibn es:

T
Ln;—.z——
k:._(_)s._—-———l—-———-.
2 2
w hz-hl

donde:
' k = cocficiente de permeabilidad (L/t)
Q = gasto (L /t)
ré= radio mfs alejado del centro del cfrculo (L)

ria radio menoé alejado del centro‘del circulo (L)

.67



hp = carga piczométrica n (L)

hy carga piezométrica n-1 (L).

las unidades del coeficiente de permcabilidad serfn:

L
k “+

los resultados obtenidos de la prueba fueron:

tomando como circulo los siguientes piczémetros:

AREA DE INFLUENCIA OE LA ECUACION DE THIEM.
FIGURA 20 .

© Q= 0.0198x107% m3/s.

r,= 20 cm
r;= 10 cm

para los piezfmetros 11 y 12 las cargas fueron .094 y .078 m -~
respectivamente, '

Para 13 y 14: .094 y .078 m respectivamente.

Para 8 y 9: .098 y .078 m respectivamente.



Para 16 y 17: .096 y .078 m respectivamente.

Obteniendo los coeficicntes de permeabilidad para --

cada par de piczdmetros tencmos:

Para 11 y 12:

0.098x10"°  Ln %:%%

k=

; = 0.001587 m/s
m 0.94% - 0,0782

y haciendo la misma operacinpara las demis parejas:

Kiz_14 = G.001587 m/s
kg_g = 0.001241 m/s
k16-17 = 0.001395 m/s

obteniendo un promedio de coeficientes

kT = 0.001452 m/s.

Verificando el valor del coeficiente en la tabla de-
la referencia |, la permeabilidad corresponde a un material
de arenas limpias o mezclas de grava y arenas limpias, lo cual--

concuerda con el material usado en el modelo,

PRUEBA DE CEDENCIA ESPECIFICA.

‘Para €sta prueba se utiliz6 un método muy primitivo,
_ pero que nos permite conocer la relacién que existe entre el co
cientc del volumen de agua desalojada por el material entre - el
volumen de la muestra.

Primero se saturd un determinado volumen de muestra-
y luego se coloc6 en una malla # 200 de tal manera que ¢l mate-
‘rial "cedicra" o desalojara el agua en exceso.
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Posteriormente con diferencias de pesos se obtiene-
la relacién buscada,

Los datos del problema fueron:

Volumen de la muestra saturada = 1144,02 grs.
Volumen de agua desalojada = 178.67 grs.

Si la cedencia especifica esti expresada de la si--
guiente manera:

volumen agua desalojada

$ = Yolumen de 1a muestra

sustituyendo valores:

_ 178,67 _ o 4
s = Tyarg7 = 0-1562

es decir, nuestro material desaloja o "cede" el 15.6% de agua-
aproximadamente estando el suelo cn estado natural o en reposo,

FORMACTON DE LA PARABOLA O LINEA DE SATURACION EN LA MESA HIDRQ
LOGICA.

Para la obtencifén de la parédbola y su comportamicnto
a través del tiempo son necesarios los siguientes pasos:

Saturar el material.
Estabilizar el flujo.

Definir las condiciones iniciales del problema por -
medio de los dos pozos de descarga localizados en los extremos
de la mesa,

Estabilizar la parfbola con las condiciones inicia--

les deseadas.
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Abrir los pozos de descarga y observar el  abati--
miento de agua con ayuda de los piezémetros localizados al --
frente del modelo y esperar hasta que alcancen sus condiciones
de fronteru*.

El modelo cuenta con 20 piezémetros, 6 ubicados eon
secci6n transversal y 14 a lo largo del mismo localizados sim€
tricamente que nos permiten observar perfectamente el comporta
miento del flujo en el material.

Estos piez6metros tienen la siguiente configuracion:

' ‘ 2 3 4 S 6 78 810 w13 14
PIEZOMETRO ] ° s O © ¢ o6 o o o ¢ o . .
Ax(cms.) " 20 20 10 20 1010 10 10 10 20 K 20 20

CORTE LONGITUDINAL .
FIGURA 21.

La prueba se realiz6 con ayuda de una filmaci6n para
video cassetera que permite ver el comportamicento de la linea -
de. saturacién. ‘

Tomando en cuenta la simetria las lecturas fueron:
(Ver tabla 1),

* Ver fotografia anexas,
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MODELQ "MESA HIDROLOGICA'. OBSERVESE LOS
PIEZOMETROS QUE NOS DEFINEN LA CARGA QUE
EXISTE SOBRE EL MATELRIAL.

VISTA LATERAL DE LA MESA HIDROLOGICA



SATURADO

FLUJO ESTABLECIDO TENIENDO EL
MATERTAL SATURADO

POSICTON DEL
.73



FORMACTON DE LA PARABOLA INICIAL. SE HAN
DESCARGADO AMBOS POZOS LATERALES .

CONDICION INICIAL DESEADA.



POSICION DEL FLUJO EN UN INSTANTE At DESPUES
DE LA CONDICION INICIAL.

L UTILIZADO (ARENAS --
GRAVA Y ARENAS LIMPIAS) .

{ MUESTRA DEL MATERIA
LIMPIAS O MEZCLAS DE
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TABLA 1.

Cond. inicial: 3.15 1 4,051 4.55 | 4.90 | 5.05 | 5.20 |[5.40

At = 20 sep. 305 1 4,00 f 4.0 ( .55 ] 4,70 | 4.85 5,00 | ...

At = 40 seg. 3.5 1 3,051 4.00 1 4,20 | 4,35 | 4.50 14,65 | ...

At = 60 seg. 3.15 1 3,50 [ 4.0 4,10 § 4,25 | 1,35 {4.45

at = 80 scg. 3.5 1 3.40 | 3,75 1 3.90 { 4,00 | 4,15 j4.30 | ...

At = 100 seg. 3.15 | 3.30 ) 3.60 | 3.70 | 3.80 | 3.95 [4.20 | ...

At = 240 seg. 3,151 3.20 ) 3.23 1 3,25 ) 3.30 § 3.35 3,45 | ...

At = 740 seg. 3,503,415} 3,151 3,15} 3,15 ) 3.15 3,15
acot: cm.

En el modelo la pardbola se estabiliz6 con las condi
ciones iniciales deseadas a los 75 seg., despu€s de haber satu-
rado el material y posteriormente se alcanzé la condicién de -
frontera a los 740 seg. (como se puede observar en la tabla 1.)

Se observé que el esquema de diferencias finitas de-
nuestro problema converge mis rdpidamcnte cuando el valor de A
es mias grande, es decir se hicieron diferentes pruebas para -
ver el comportamiento dcl material por medio de la computadora.
y se concluyd que el valor de » = 0,5 con Ax = 0.10 m corrobo-
raban los valores obtenidos en el modelo. Esto implicé la bus
queda de los intervalos del tiempo que satisfacieran dicha con
dicién.

Ahora si tomamos los valores obtenidos en la prueba-
de cedencia especifica, coeficiente de permeabilidad y tirante
medio podemos calcular el incremento de tiempo.
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Por lo tanto:

CZ = ledl
donde:
k = 0.001452 m/s
h = 0.04275 m
s = 0.1562

c2 = 2X0.001152x0.04275 . o 4007937

0.1562
sia = c? At
AX
y A= 0,5, ax = 0,10 m,
despejando At tenemos:
At = AAﬁz = 05X (0.10)2 _ g 5 op

c 7.937x10""

Ahora como la localizacibn de los piez6metros cstén -
indistintamente a 20 y 10 cm tendremos que interpolar los valo-
res obtenidos en la lectura del modelo, asi como todos los valo
res localizados a 6.3 seg.,ya que la lectura se hizo a cada 20-
seg., lo que implicd que finalmente obtuvieramos 20 sccciones -
localizadas a cada 10 cm ubicados simétricamente con 17 interva
los de tiempo de 6.3 seg., la tabla de lecturas final fue la si
guiente:
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TABLA 2

1 2 3 A 5 6 7 8 9 10 .o
Cond, inicial: 0.03151 0.0560 | 0.0405 [ 0.0430 | 0,0455 | 0.0490 { 0.04975}0.,0505, {0.0520 { 0.05400
at = 6,3 seg.| 0.0515) 0,0359 |[0.0405 { 0.0427 } 0,04503 § 0.04300¢ 0.04865} 0,04940 |€.05090 { 005274 {..
At = 12,6 seg.] 0,0315] 0,0333 | 0.04019} 0,04237 | 0.04500 { 0,G1680] 0,04754 | 0.04330 | 0,04980 | 0. 05148
st = 18.9 seg.| 0.0315] 0.03576 0.04003 | 0.04210 ] 0.0M10} 0,04569} 0,046.14 | 0.04719 10, 03869 | 0.05022 |..,
At = 25,2 seg.| 0.0315[ 0.03174( 0.03799( 0.03984 | 0.04170 0.04349) 0.04424 | 0,04499 |0.04649 { 0.01799 L
st = 37,8 seg.| 0,03157 0.03119( 0.03689| 0.03866 [ 0,04040 { 0,04240( 0.04314 [ 0, 04389 0. 04538 | 0L 04639 |, ..,
At = L1 seg.y 0.0315] 0,03364 | 0.03578[ 0,03789 | 0.061060 [ 0.04180{ 0.04255 | 0,01330 [0,04409 {0.040609 {,..
At = 50.4 seg.| 0.0315) 0.03361] 0.03572] 0,03786 | 0.04000 ] ¢,04148| 0.04223 | 0.04298 [0.01122 10.04516 ...
st = 50.7 seg. mﬂs 0.03337] 0.03524] 0.03762 | 0.01000 ] 0.4117 | 0,04102 | 0,04207 0,01375 |0,04483 |...,
at = 63.0 seg.{ 0.0315( 0.03318} 0.03485{ 0,03724 | 0,03963 ) 0,04070} 0.04141 | 0.01213 |0.04300 {0.01128 |...
st = 69.3 seg.) 0.0315{ 0.05302] 0.03434| 0,03667 {0.03884 ) 0.04007) 0.04070 | 0,0413 1 }0.04257 10,01380 |...
st = 75.6 seg.| U.U315 0.03286 0,03122{ 0,036} | 0,03805 | 0.03044{ 003999 | 0.04055 0.01191 |0,01333 |-
at = 81,9 seg.| 0.U315[ 0,03270] 0.03391{ 0,03574 10,03736 | 0,03881{ 0.03931 10.03931 {0.04131 {0.04201 .,
At = 88.2 seg.| 0,0315] 0,05255| 0.03359] 0.0352d 10.03659} 0.03818] 0,03868 {0,03918 |0,04063 [0.01259 |,
st = 94,5 seg.| 0.0315) 0.03239) 0.03328] 0.03485 |0.03641 | 0.03755{ 0.03805 |0.03855 [0.04005 0,04228 .

: : : : : : : : : |
at = 239.4 seg.| 0.03154 0,0315 | 0.0320 | 0.03216 [0.03232 0,03252 0.03277 [0,03302 |0.03353 [0.03454 1.,
at = 711.9 seg.] 0.0315) 0.0515 [ 0.0315 1 0.0315 [0.0515 {0.0315] 0.0315 }0.0315 L0315 10,0315 L.,
acot: n




USO DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA.

En esta seccidn solo sc comparardn los resultados que
se obtienen del programa por lo que sc tomarin los valores --
calculados y obligados del modelo para ¢l correspondiente 1lis-
tado de resultados por computadora, y sc observard cl comporta
miento del csquema de diferencias en intervalos de tiempo seme
jantes a los observados directamente en el modelo.

El programa solicita los siguientes datos:

Permeabi 1idad: k = 0.001452 w/s.
Tirante medio: h = 0.04275 m.
Cedencia especifica: s = 0.1562
Incremento de tiempo: At= 6.3 seg.
Incremento de distancia: ax= 0.10 m,

El listado con los resultados fue el siguiente:®

* Ver pigina siguiente.
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LABORATORLO DE HIDRAULICA
INCREMENTO DE TIEMPO 6.4
INCREMENTO DE DISTANCIA .1
VALOR DE Lambda (300717
SECCION
@ 3 4 9 & 7 a 9 1@
TIEMPO
[} L0313 036 Jube3 043 0433 049 L04979 Ludws 082 034
6,3 0315 038 9394986 .04l <JRHBVRN7 L QAT6LS L0497 L0975 LOD220V4E L U329988
241D BKEEL L CR KA LBATT9E 3458180 L 0478/07  L¥4924B6  LUI10WO4 0519366 L BB28049
L0315 BLKLEY JB391234 L 42H0AY  LVADII2Y  LW4A/2/87  LB4943B3  LQ5U592 L051812 ~0d22/98
L0319 JOSDSI14 LA3ETD2Y LBAZILY] (0448611 LQA/3/D6  LBHBY3A6  LYSU62L1 LW0D1A334 L UB204LT
9315 2033226 LOUBTEAY  LV438962  LDA4TYEE  L0B46BBT2 L BAYRLL L U301B4A  LB918302 LUD174
'J‘I.IB BI1D L030180 LO3836U8 . 041/0U3  .0443911  LD4LB985 0485331 .UO01678  .WGW9617  LUL158/3
44,1 0419 JOSDYIN2 938406 204147 LOG43398 04646 L 04BIIS2 .é‘o‘”h’/ﬂ LT 20312491
58,4 D310 LOB49779  L03B2ZU2Z6 L QA1U976  L0AZYLBA  L0464362 L BABLBAD  .BA96927  LU5VARYIY .VD1V5VI
96,7 L0419 LSOB6H/61 L BIYIBZE  L0A111U1 L VASTIEH L 0V46V3EY L V4HBBGAG  LBAY3BDE  LUDU3714 LB507738
63 L0310 JOS4B4S8 LBS/9928 L6 1UL2L L BA35/2L LQADYI05 L D876l f‘; TS W R BT K 7Y B B T PR )
69.3 U315 SO34T463 0879479 LDAB/B2Y 0435213 LVAD6196  LB4TAVAL  LBABBILT7  LG49B948  LUDW3B4L
3.6 L0315 JBS47239  LON1T64 LD407360 0632005 L B4H626  LBATYHL  LABT493  LVAYE7/3 L 050eYI2
Bl.9 3313 LOS4631Y LW3/7292 L BaUB4BLY L VA314BY L VAD2173 L VATISHE  LY4BAYLSE V49424 049848
88,2 L3513 SUS6b146  LS7I566  LQOVASHE  LB428492 Q451521 V460111 L4B2B98  .Be91215  .Ws96807
94,0 L0415 L4528 LO3/5066 L D4V LSOAZIYD3 Q44827 (QAGT0E  L047YEDB L 0B4BYS 493 /57
239.4 0815 LR3I68Y LABITTEY L3798 LU399851  L@412208 LBAZ5193  L0439818  .0V442636 0446318
1.9 8313 L2738 L WSS026 337362 .W343B66  LU34906Y  .U454J42  .0B35803 LU360954  .¥361829




OBSERVACIONES.

Los resultados por computadora en comparacidn con los
observados en el modelo son suficientemente satisfactorios, ya
.que asi se esperaba su comportamiento, no obstante se conside-
ran errores de precisidn en cuanto los valores del modelo, es-
decir, el abatimiento de la linea de saturacidn es mis lenta -
en la computadora que en el modelo, csto se atribuyc a que las
lecturas obtenidas directamente no fueron muy confiables, ya -
que la cimara de video utilizada y los instrumentos de medicidn
no permitieron precisar las lecturas, porque solo se utilizd -
una regla graduada al milimetro lo que significa que se obtu--
vieran valores hasta dicha unidad, y que las lecturas finales-
haciendo las consideraciones antes mencionadas permitieron la-
intercolacidon de valores.

Haciendo una comparacion de resultados y cuantifican-
do el error obtenido con trespecto a las lecturas observadas se
puede decir que hasta el incremento del tiempo de 94.5 seg. la
computadora nos registraba ya una lenta estabilidad del flujo,
por lo que el miximo error observado fue localizado en dicho -
intervalo y en las secciones 8 y 13, pues aparecce un error dei
0.0088389 m., lo que implica un error relativo de 22,92%. Error .
que a su vez no debe tomarse como tal.

Por lo expuesto anteriormente. implica que el error ob.
tenido es aceptable para 1la comprensibén del tema.

Referencia 1: Juarez Badillo Y Rico Rodrigucz, 'Mecinica de suclos'
volumen 1, Editorial Limusa, 1976.
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CAPITULO VII




CONCLUSIONES.

. Respecto al método de Diferencias se parte de la -
serie de Taylor, herramienta indispensable para la utilizaci®dn
del método.

) . Es necesario conocer previamente condiciones ini--
ciales, finales y caracteristicas propias de la ecuacibn (en -
éste caso propiedades geohidroldgicas que cumplen el requisito
de la constante c?), por lo cual es importante la elaboracidn-
de pruebas en campo, -muestreos de niveles, etc.
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. E1 anfAlisis de la ecuacidn diferencial parcial fue
explicito que es de caracter directo, de sencilla aplicacibn y
programacidn, pues no implica la resolucidn de un sistema de -

ecuaciones.

. Tiene el inconveniente del andlisis de estabilidad
convergencia y congruencia que es lo que restringe el valor de
la constante A y que nos define los intervalos en los que el -
método es aplicable.

. No suele aplicarse en la prictica, ya que la condi
cidn de convergencia y estabilidad obligaen general al cmpleo-
de incrementos de tiempo muy pequefios. Esto puede llegar a -
hacer antiecon®mica su aplicacidn, pues multiplica el nfimero -
de incrementos que hay que calcular.

. Dado un acuifero determinado con incrementos de -
distancia fijos habrd que reducir el intervalo de tiempo para-
que el método converga mis répido.

. Respecto a la utilizacidén de computadora es conve-
niente resaltar la importancia que tiene su uso en el anélisis
numérico ya que asi se obtienen, entre otras, las siguientes -
ventajas:

. Precisién en los resultados obtenidos.

. Posibilidad de variar datos y ajustarlos hasta ob-
tener-un anédlisis &Sptimo,

. Si los datos han sido correctamente obtenidos, la-
posibilidad de cometer errores es précticamente - -
nula. )

Lo que implica que el uso de los sistemas computd-
rizados es practicamente obligado en éstos tiempos, tanto por-
las ventajas antes descritas,como por la relativa facilidad de
disponer de ellas.
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hurante el desarrollo del trabajo se fue aclarando
paso a paso la metodologia usada para el aniilisis como la oh--
tencidn de todos los elementos constitutivos del problema re--

sultando los siguientes aspectos:

. Cédlculo de la permeabilidad del material con el -
que cstd formado el acuifero.
Cuantificacidn de la cedencia especifica del mate-
rial, asi como.
Incrementos de tiempo o distancia segln sea el --
caso. A

. En relacidn al problema de comprobacidn expuesto,-

las conclusiones obtenidas fueron que los resultados por compu
tadora y las lecturas directas nos representan en forma satis--
factoria el comportamiento de la linea de saturacidn, incluyen
do sus respectivos errores de precisidn en la lectura, asi --
como el camino scguido para la obtencidn de éstas, lo que impli
cb poca confiabilidad en los resultados del modelo debido a -
que otra de las caracteristicas propias del esquema es que se -
necesita conocer como antes lo habiamos mencionado la condicidn
inicial del problema, lo que significa una lectura directa en-

el campo,

. Por Gltimo podemos sefialar las caracteristicas del
método de solucidn:

. Mtodo: Explicito

. Caracter: Directo

. Rapidez: Muy rtépido

. Almacenamiento: Poco

. ‘Convergencia y Estabilidad: Problemas

. Observaciones: Exige incrementos de -

tiempo pquefios,
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Es decir, que es conveniente destacar que debido al-
auge que tienen los métodos numéricos, se obliga a tratar el-
andlisis con imaginacidn y creatividad, apoyindose ¢n lo posi
ble en los instrumentos de cilculo automatizados a los que se
tiene cada vez mds facil acceso,
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