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INTRODUCCION, 

El método del elemento finito es una técnica muy poderosa para 
resolver problemas complejos en ingenier!a, tal como el an4li
sis de placas sujetas a cargos transversales bajo varias condl 
ciones de borde. su uso se ha generalizado gracias al desarr~ 
llo en la velocidad del c4lculo y capacidad de memoria de las 
computadoras electr6nicas y al refinamiento de los métodos nu
méricos para resolver ecuaciones simultáneas. 

En 1956, Turner 1 y sus colaboradores presentaron el método de 
las rigideces, que es la base del método. La primera vez que ·· 
se empleo el término "Método del Elemento Finito" fue en el -
trabajo de Clough 2• 

El método es bastante versátil y se puede aplicar a problemas 
en estructuras, en geomec!nica, en problemas de flujo,· etc. 

Hay varios métodos para formular las ecuaciones, los m4s comu-
nes son el método de los desplazamientos y el método del equ~ 
librio. El m4s popular es el primero y se inicia suponiendo -·· 
una distribuci6n de los desplazamientos, se asegura la compat}, 
bilidad de los mismos en~re los elementos y se usan los crite·· 
rios de energ!a potencial m!nima para establecer las matrices 
del elemento finito. 

1) .- Turner, Clough, Mart!n y Topp, "Stiffnes and Deflectión ··· 
analysis of complex structures" Revista de Ciencia Aero- .. 
náutica, Vol. 23 No. 9, 1956. 

2) .- Clough, "The finite element method in plane stress analy
sis" memorias de la la. conferencia en cálculos electr6ni 
cos, Pitssburgh, 1960, 
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En este trabajo, se aplicará el método a la solución del probl~ 
ma de flexi6n en placas planas, la placa se divide en partes de 
forma arbitraria conocida como ELEMENTOS. Estos se conectan en 
puntos llamados NODOS. La variable desconocida (esfuerzo o de-
formaci6n), se denomina variable de campo. La distribucidn de -
la variable se aproxima usando ciertas funciones polinominales. 
Usando métodos residuales o variacionales, se desarrollan las -
ecuaciones de elemento finito que relacionan las variables 
de campo con los vectores de acci6n correspondientes a dichos -
puntos. Al final se ensamblan las ecuaciones de elemento finito 
para formar un sistema de ecuaciones algebraicas. Las variables 
se calculan resolviendo dicho sistema. Debido a que la variable 
de campo solo se aproxim6 en su distribuci6n, el método es 
aproximado, entre más elementos se tengan, el método es más - -
exacto, pero aumenta el tiempo de cálculo. 

En el cap!tulo I de este trabajo se desarrolla el modelo matem,! 
tico que representa el problema de flexi6n de placas cargadas -
perpendicularmente a su plano, también se especifican las hip6-
tesis y consideraciones para simplificar el problema. 

En el cap!tulo II se presentan las bases del método del elemen
to finito tratado de una manera muy sencilla por el método de -
los desplazamientos, en el cap!tulo III se resuleve una placa -
empotrada con una carga concentrada al centro, con la finalidad 
de aclarar lo expuesto en el.Capitulo II, y adem4s explicar en -
ensamble de la matriz de rigidez global de la estructura, ade-
más de resolver el mismo problema por un método conocido y as! 
poder comparar resultados. 

El cap!tulo IV está dedicado a resolver el problema del cap!tu
lo III, as! corno dos problemas m4s de mayor g~ado de compleji-
dad por medio de un programa de computadora que utiliza, el mé
todo del elemento finito. 



Los programas más conocidos a la fecha, en nuestro medio, --
son: 

SAP IV. 

STRUDL. 

NASTRAN. 

"Solid Analysis Proqram" Desarrollada por la Uni
versidad de Berkley. Se aplica a la investiqaci6n 
en estructuras. Con algunas modificacione?, se -
puede usar en aplicaciones especificas. 

"Structural Design Languaje" Este programa es del 
Instituto Tecnol6qico de Massachusetts, para solu 
ci6n de estructuras. 

Formulado por la NASA para la solucidn de proble
mas estructurales en cohetes y aviones. 

3 
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CAPITULO I 

En ~ste capitulo se desarrollará el modelo matemático del pr2 
blema de flexi6n de placas delgadas con deflexiones pequeñas. 

Por simplicidad se considerar~n placas de espesor uniforme -
las cuales estan constituidas de un material linealmente el4! 
tico, homog~neo e isotr6pico. Además se supondrá que las fue! 
zas externas y de cuerpo que actuan sobre la placa son norma
les a su plano medio. Para obtener los elementos del tensor, 
de deformaciones se partira de las hip6tesia de KIRCHHOFF, de 
la te6ria lineal de placas sobre el campo de desplazamiento,
una vez determinado esto se procedera a obtener los elementos 
correspondientes del tensor de esfuerzos haciendo uso de la -
ecuaci6n constitutiva. 

·Entonces, a pa:i;t1r.de las ecuaciones de equilibrio, para el 
caso est&tico de un medio pontinuo, se llega al modelo matem! 
tico que rige a este problema. 

Pinalmente se determinaran los elementos mecSnicos que actuan 
sobre dicho tipo de placas. 

HIPOTESIS BASICAS.-

Las hip6tesis b~sicas correspondientes a este problema son: 

H.1).- Hip6tesis geom6tricas. 
H.2).- Hip6tesis de cargas actuantes sobre la placa. 
H.3).- Hip&tesis de la configuraci6n deformada de la placa. 

La geom6tria ser& la de un s6lido tridimensional, FIG. I.I, 
de la cu&l se puede establecer lo siguiente: 



a).- La dimensi6n asociada al eje z , h, es muy pequeña -
comparada con las correspondientes a los ejes x , y , 
debido a ~sto la qeométria de la placa se define me -
diante una superficie denominada"Plano Medio" y su e.! 
pesor correspondiente. El plano medio se hace coinci
dir con el plano coordenado X, Y de tal manera que el 
dominio de la variable z , queda acotado por. 

- h/a 6 z L. h/2 I.l 

5 

Las cargas debedn actuar en planos perpendiculares al plano -
medio, tomando en cuenta lo anterior podemos establecer que: 

b).- El plano medio no sufre deformaciones 

c).- Las componentes del tensor de deformaciones asociadas 
a la direcci6n Z se anulan, es decir: 

€z = o I.l 

Yx~ = 1/2 ( ~: + ~~ ) o I.3 

I.4 



Plano medio 

1 

l 
1 

'FIG. I.l GEOMETRIA DE PLACAS PLANAS 

DEFINICION DE DEFORMACIONES: 

El an4lisis de la deformaci6n de un s6lido es de importancia par!. 
lela al an4lisis de esfuerzoa. Requiere de una definici6n'precisa 
de la deformaci6n. 

Un cuerpo no riqido, al aplicarsele un sistema de cargas experi -
menta· cambios en su qeomAtria (F~RMA), estos cambios originan las 
defo;r;maciones. 

6 

Sea el cuerpo mostrado en la FIG. I.2, Homog~neo el~stico e iso -
tr6pico, en donde localizamos un punto P(x,y,z) mediante un vector 
de posici6n OP•xi+yj+zk, al aplicarsele el sistema de cargas el -
punto P pasa a ocupar la posici6n P' (x',y',z') con un vector de 
posici6n OP'= x'i + y'j + z'k 

• 



FIG. 1.2 

-Podemos representar el vector (Z m como sigue: 

DONDE: 

U :s X' - X 
V= Y' - Y 

W = Z' - Z 

7 

-Donde €m es 
el vedor de 
desplcn:amientos 
del punto P. 

I.5 

Pero como nos interesa conocer el desplazamiento relativo entre 
dos puntos, puesto que un cuerpo puede no haberse deformado, 
aún cuando sus puntos se han desplazado, entonces, - - -.Aem= t?m - C?m I.6 

' ....,..... 
Donde 6em es el desplazamiento relativo, -· -em, 'i em vectores de desplazamiento. 

- ~ 
,.. 

em, = .,. 
+ + w, k u, l ViJ I.7 
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sustituyendo 1.7 y 1.5 en 1.6 tenemos 

- "' "' "' A C?m = A u l + AV j + A w k I.B 

Que representa el desplazamiento relativo. Con la magnitud del 
vector incremento y el incremento de la longitud del vector -
desplazamiento Ar. definiremos a la deformaci6n lineal unita -
ria en un punto y en la direcci6n del vector desplazamiento --
como: 

e= 
~· Ci lim 

AL-o 

Consideremos ahora tres puntos A , B , e, antes de la deform! 
ci6n, y los puntos A',B'C', hasta donde se desplazaron despu6s 
de la deformaci6n, como se muestra en la FIG. 1.3 

NO DEFORMADO DEFORMADO. 

FIG. 1.3 



Definiremos como deformaci6n angular, ~ como al cambio angular 
que experimenta el ángulo formado por dos rectas o dos planos -
que se intersectan, al aplicarsele un sistema de cargas en equ~ 
librio, ocasionando variaciones relativas entre sus particulas. 

En realidad. la deformaci6n angular es la Tg 0, pero si este án
gulo es muy pequeño puede considerarse como el ángulo 0. 

Las deformaciones lineales se consideran positivas si se trata 
de un alargamiento y negativa en caso contrario, la deformaci6n 
angular es positiva cuando por ejemplo, el ángulo original es -
recto y se transforma en obtuso y negativo cuando se transforma 
en ángulo agudo. 

Definidas ya la deformaci6n en un punto en una direcci6n deter
minada y la deformaci6n angular entre dos direcciones que pasan 
por el punto, determinaremos las deformaciones lineales y angu
lares en funci6n de los desplazamientos, con referencia al sis
tema de ejes coordenados X,Y,Z, para esto se necesitará de las 

siguientes hip6tesis que se conocen como "Hip6tesis básicas de -

la teor1a de la deformaci6n" •· 

HIPOTESIS la. DE LA DEFORMACION: 

Sólo se consideran deformaciones pequeñas, como las que ocurren 

en los cuerpos el&sticos y estables. 

En estas condiciones estableceremos que las potencias superio
res a la unidad de las deformaciones unitarias lineales y ang~ 

lares, o el producto de dos o más de estas seran despreciables, 

en comparaci6n con la deformacHin 8 o· Y . 

HIPOTESIS 2a. DE LA DEFORMACION: 

Se considera que, para el análisis, operarnos en un campo de --

9 
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de deformación homog~nea. Esto significa que los segmentos -
rectil1neos en el cuerpo antes de la deformaci6n seguiran sie~ 
do rectil1neos despu~s de la deformaci6n, as1 mismo las 11neas 
paralelas antes de la deformaci6n seguiran siendo paralelas -
despu~s de la deformaci6n, aan cuando se altere su orientaci6n 
general. 

Por facilidad, y tomando en cuenta las ecuaciones I.2, I.3, y 

I.4, tomaremos un campo de deformaciones bidimencional en el -
plano X,Y. 

Supongamos un elemento diferencial de la placa,de lados dx, dy 
este elemento dfferencial va a exper.i;mentar deformaciones lin~a 
les y angulares, haciendo uso del principio de superposici6n, 

determinaremos primero las deformaciones lineales y despu~s -
las angulares. 

<1 ' t dx L 

··~=+Ve , 
1 1 

dt•: A' e··~ 1 1 v,,.. 
A B 

o X 

l 1 l l UA 
1 l 1 

U9 
1 1 

FIG. 1.4 
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De la FIG. 1.4, vemos que Ui es la componente del vector despl~ 
zamiento en direcciOn X , y , Vj la componente en direcci6n Y -
entonces de acuerdo a la deformaci6n lineal tenemos que. 

Ue - UA €x.=----
dx 

E~ -
Yo- VA 

dlf 

ou 
c)x 

Analogamente para la direcci6n Z 

FIG. 1.5 

o• 
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De la FIG. I. 5 vemos que el cambio del !ngulo original <f , que 
por conveniencia lo tomamos de 90°, esta dado por: 

~ :x:y e,+ ee 
Para ángulos muy pequeños el !ngulo es numéricamente igual a su 
tangente, por lo que podemos decir que: 

- c>u e,= +9 e, - c>y 

a - 1 e - c>v 
l- T9 2 - c):ic 

Por lo tanto e) e) 
·....,. U V 

ºx'f T + c>x 
Para el caso general4tendremos las siguientes deformaciones ang~ 
lares, deducid~s análogamente .. 

't. = du.> + ~ xz dx e>• 
°ti _ c:)w + ~V 

' t.fl - . d 'i ' clE 
Las defor,maciones. lineales unitarias son causadas por esfuerzos 
normales, y las deformaciones a~gulares son causadas por esfuer
zos . tangenciales •. 

A las deformaciones lineales.y angulares las podemos expresar en 
forma matricial, al cual se le llama tensor de esfuerzos o tensor 
de Euler: · 

'Yzx. Ez 
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En mec~nica del medio contínuo * se d~muestra que las componentes 
del tensor que estan fuera de la diagonal son iguale& a la mitad -
de las deformaciones angulares en ingen1eria, justificándose las -
ecuaciones I.3 y I.4, entonces podemos expresar el tensor 4e defo! 
maciones como sigue: 

e X Ye. Yx.~ Ye"( X.7. 

Yi 't'iz 

* Ver ref. 1 Pag. 100 

COMPONENTES DEL VECTOR DESPLAZAMIENTO. 

Tomando en cuenta las EC. I.2 se concluye que la componente W del 
vector desplazamiento es independiente de la variable z,o bien -
que: 

W :s W (X,Y) ----. I.9 

Integrando lai ecuaciones I .• 3 y I.4 y tomando en cuenta que el 
plano medio no sufre deformaciones, nos queda las componentes del 
vector desplazamiento U,V 

c:>w 
U=-z·

clx 

. c>w 
V=- l·-·· 

e) t.t . 
COMPONENTES DEL TENSOR DE DEFORMACIONES. 

I.10 

I .11 

Las componentes del tensor de deformaciones de EULER diferentes -
de cero son los siguientes. 
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I.12 

I.13 

I.14 

Sustituyendo las ECS. I.10 y I.11 en las ecs. I.12, I.13 y I.14 
tenemos. · 

I.15 

I.16 

. · . dªw 
lx.y· = - z dx c)lf 

I.17 

Agrupando e'stos resultados y tomando en cuenta las ecuaciones -
I.2 a I.4, el tensor de EULER lo podemos expresar como 

Ex~ Ex.~ Exz. -z c)2.w d 2 w 
dx2 -z 

c)x d"I 
o 

Eyx. 

NOTA: 

Ett'i 
.. 

EliE 
c:)2.w c)2.w -z 
C>x ª'i 

-2 
c)~i 

O I.18 

... 
1 o o o 

La notaci6n de la primera matriz, ij, es la notaci6n !_!2 

dice, y donde sabemos que 

E i.j = Ye 'ti.j para i.;c j 
es la deformaci6n angular normalmente usada -

en Ingeniería. 
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De la ecuaci6n anterior podemos observar que, debido a las hip6t~ 
sis de geometr!a, cargas y de la manera de deformarse la placa, se 
ha pasado de un problema tridimensional a uno bidimensional. 

Las ecuaciones I.15, I.16 y r.17 las podemos expresar como: 

c:)2w e)ª 
E:x: ---

e) x2. dxª 

Ey =-~ 
c)2w 

=-Z 
c:)2 

w 
c:hf 2 c>y 2. 

I.19 

'txy 
cJ2w c)2 

ch: e)~ c>x e)~ 
Que en forma condensada se puede escribir como: 

E = - z Lw I.20 

Donde L es el operador que relaciona deformaciones con desplaza -
mientas y para este caso: 

L 

c)I! 

e) xª 
c)2 

ªliª 
cJ2 
dx e)~ 

I.21 

De acuerdo a las ecs. I.15 y I.16 se puede concluir que una l!nea 

ab, FIG. 1.6, 

originalmente recta en la confiquraci6n no deformada, sigue siendo 
recta en la configuraci6n deformada, los tA~~nos que aparecen en 
la ecuaci~I.19 son tArminos que aproximan la curvatura de la supe!: 
ficie media de la placa1 a las hip6tesis anteriores se les conoce 
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hip6tesis de KIRCHHOFF en la teor1a de placas. 
Las expresiones de las curvaturas de la superficie media son: 

e) 2 (,lJ I.22 

ch~z. 

cJ2w I.23 

.~'i2 

c)2w .. I.24 

dx: dt¡ 

Estas expresiones representan la rapidez con que varian o - -
cambian las pendientes del plano medio, FIG. I.7 
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'XE- ¡-----f-Q ___J 2 • 
~ . ·-----'\ 

b 

.. 

'· 
FIG. I.6 

.___.... . 

~ 

FIG. I.7 
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DEFINICJON DE ESFUERZO.-

• 
La naturaleza de las fuerzas que actuan dentro de un cuerpo para -
equilibrar el efecto del sistema de cargas externas o de superficie 
y a las fuerzas de cuerpo, es una de las partes principales de la -
mec!nica de s6lidos. 

Aplicamos el m~todo de secci6nes para aislar un elemento diferencial 
y definir el concepto de esfuerzo. 

Imaginemos un sOlido sujeto a un sistema de fuerzas en equilibrio -
(De cuerpo y de superficie), este sistema producirá fuerzas elasti
cas, esto es si hacemos un corte al cuerpo (FIG. I.8) y tomamos una 
parte, esta para estar en equilibrio tendra una fuerza que represe~ 
ta a la acciOn de la.porciOn retirada, esta fuerza es la resultante 
de la fuerza distribuidas en la superficie de corte. 

1·=· 

F4 

Plano 
·corte 

FIG. 1.8 

AA 

CORTE A·A 

•;. 
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Del corte A-A de la FIG. 1.8, observarnos que al hacer el área 
AA cada vez más pequeña las fuerzas distribuidas en el área -

son cada vez más uniformes, hasta que llega un momento en que 
cuando el área es un punto se puede considerar que las fuer~
zas distribuidas en esa área son uniformes. La respuesta de -
esas fuerzas distribuidas uniformemente se denomina esfuerzo 
y matemáticamente se representa corno: 

r. = lrm AP 
" AA-'!"º A A 

Podernos decir ahora que el esfuerzo en un punto asociado a un 
plano es un vector y gráficamente se puede representar corno -

tal. 

Ahora si a este plano le asignamos un sistema de referencia ~ 
x,Y,Z, donde uno de los ejes se tornará normal al plano de CO! 

te, entonces podernos especificar al.vector esfuerzo por sus - · 
componentes referidos a este sistema de ejes corno se muestra 

en la FIG. 1.9 .. 

Plano 

, 

X 

FIG. 1.9 
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Donde Í.! representa el esfuerzo normal al plano i! y r;JX V 01q, -
representan el esfuerzo cortante asociado al planoi!' en direcci6n 
X,Y respectivamente. 

Si hacemos pasar tres pares de planos paralelos y separados por -
distancias infinitesimales, tendremos un cubo elemental separado -
del cuerpo en estudio, como se muestra en la FIG. 1.10, donde se -
muestran.los esfuerzos asociados a cada plano.· 

/ 
X 

FIG. I.10 
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Los esfuerzos normales seran positivos cuando producen' tensi6n y los 
esfuerzos cortantes ser4n positivos cuando siguen la dirección del -
sistema de ejes. {Esto es para las caras visibles de la FIG. 1.10, -
y para las caras ocultas es al contrario). 

Examinando la FIG. l.10 se observa que hay tres esfuerzos normales -
~X , '\i '\ / ~e y sis esfuerzos cortantes ~X't / glf>C / l54e, 0.!q , 
b~X / bJ<i! , el siguiente arreglo matricial de los esfuerzos se 
llama "tensor de esfuerzo" 

Los elementos del tensor de esfuerzos son escalares cuando se refie
ren a un punto en particular y son funciones cuando se refie.en al -

· problema el4stico de un cuerpo. 

Se puede demostrar, por medio del cubo elemental en equilibrio, que 

Tomando momentos con respecto a un sistema de ejes que tengan por -
origen el c.g. del cubo, por lo anterior podemos decir que el ·tensor 
de esfuerzos es una matriz simétrica y un nllmero de inc6gnitas se 
reducen a seis. 
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COMPONENTES DEL TENSOR ESFUERZO.-

La 'relaci6n entre esfuerzos y deformaciones para el caso de un ma
terial el4stico l!neal está dada por la ley de HOOKE-CAUCHY, cuya 
ecuaci6n es: 

\f =DE r. 25 

Donde. Des la matriz de constantes el4sticas y para el caso de -
placas est4 dada por: 

D o 

o o \-)) - z 

Donde: 

E ~ M6dulo de YOUNG. 
~ ~ Coeficiente de POISSON. 

Sustituyendo la ecuaci6n I.20 en la ec. 1.25 tenemos: 

~==-Z:Dlw 

o en su forma desarrollada 

E~ 
(1-1>~) 

o o 

o 

o 
1-il 
-r 

()?. 
c)x1. 

d'l. 
c)~Z 

?l-
c1tc)~ 

I.26 

I.27 

I.28 
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Las componentes el tensor esfuerzo, asociados a las Ecs. 1.2. a 
l. 4 que son uno normal ~i! y dos cortantes ~X!,, &lif , se 
obtienen de las ecuaciones d~equilibrio estático de un medio - -
continuo, que son las ecuaciones de CAUCHY, sin considerar fuer
zas de cuerpo, tenemos: 

0\J K + e)(;)(~ + () ~"~ o I.29 

ox c)y Vi! 

~\{lf c)G"4 + 
o(')q~ o I. 30 

C>x + Otj º~ 

Obi!X + d~i!4 + 
c)q'f 

o I.31 

dX a~ ~e 

Estas se pueden obtener por rnedio del cubo elemental en equili-
brio, tomando en cuenta las condiciones de equilibrio, 
l!. f>< =O , ~ F4= O,~ fa= O , as! como la variacidn -
de los esfuerzos en planos ~aralelos. 1 . 

. r. 

De las ecuaciones I.29 Y I.30 tenemos que: 

h/z 

º~ =-L,f (~~X + d~;' )d!. 

Ü = -1"1-z ( lli t ~ Gs¡x )cli! 
lil _.,,z a~ ª"' 

Tomando en cuenta la ecuacidn I.28 y sustituyendo en las ecuaci2 

I. 32 

I. 33 

nes I.32 y I.33 e integrando obtenemos: 

~ .ll ~)(lw /...!:!__ ) 
C:::>ci. = t(•· ,,.- ( ... - '2' ch' -+ a x°;)u,.'-

I. 34 

&~ ~ ~-;(\~)1Ji··:-2'f(~~~--:t ... ;~.~~) . ----·-······ ... ··I. 35 
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Sustituyendo las ecuaciones I.34 y I.35 en I.31 e integrando obten~ 
mos: 

Si · sabemos que: 

4 o4 + z l' ~+ 
V = ox4 º"''o'Í + c)q4 

.Y sustituimos tenemos: 

E h3 
4 

IZ(\-~r V W=-'\fi! 
Sustituyendo en esta ecuaci6n· ~~=-~ 
actuante sobre la placa, y decimos que: 

Eh3 

Df = IZ(1-i>t) 

I. 36 

I.37 

, donde ~ es la carga --

, Donde todas las literales son constantes, y se·le llama regidez a 
la flexi6n de la placa, obtenemos: 

.. Q. 
Vw=-.I.. 

Df 
I.38 

ELEMENTOS MECANICOS.-

Para encontrar los elementos mec4nicos que actuan sobre la placa,
se toma un elemento diferencial de esta como el mostrado en la FIG 
I.11, como el espesor es constante, las expresiones de los momentos 
flexionantes, torsionante y fuerzas cortantes por unidad de longi
tud son,. los siguientes. 

I.39 

I.40 

I.41 



I.42 

I.43 

Tensiones resultantes o "tensiones"en la flexión de 
placas. 

FIG. I.11 

Tomando en cuenta la ec. I.28 donde: 

I.44 

I.45 

I.46 

25 
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Y sustituyendo en las ecs.· I.34, I.35 y I.36 respectivamente, tenemos 

E integrando tenemos1 . 

__ Eh' (t>'Wt ''~) t1x- 12ct-'f > <> ::t + ~ () "4' 

Donde: 

Sustituyendo nos quedas 

Eh' = 0f 
12.(t-jl) 
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My = - Ot (~~ + 'i:lw) I.4a 
o:x. º 'il 

Mxy = - Dt lL: ... ~J "<lcu I. 49 
2 ()x. C'.>tt 

Sustituyendo las ecs. I.34 y I.35 en I.42 y I.43 e integrando de -
manera analoqa a las anteriores nos queda: 

Vx = Ot (~~1 + ()~~~i) I.50 

Vy = Of (~~1 t ()~:~~) I.51 

Las ecs. I.47 a I.49 .las podemos expresar como: 

M _ l\f '"") ?Jw + '()'w 1.52 
~ --v " a :r.t a ~1 

Tomando el equilibrio del elemento dé· la placa de la ~'IG. I .11 se -

tiene: 

.)A .._ ()Vq =_a I.53 
()x. °i)'t t 

º<>~ + '()r.r = _ vx. I. 54 

...a.tli_ ,._ ~::. -Vu I.55 
'()~ ~X. 1 



sustituyendo la ec. I.50 y I.51 en I.53 obtenemos: 

f 

Df VW =-~ 

v~w = .¿i_ 
Df 
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I.56 

Esta ecuaci6n representa el equilibrio de fuerzas cortantes y de mo-
mentos flexionantes y torsionante de una placa, y cualquier expresi6Q 
de que la satisfaga sera soluci6n de la ecuaci6n diferencial de - -
equilibrio. 

Esta ecuaci6n (EC. I.56) y las condiciones de frontera constituyen -
el modelo matemático del problema de flexi6n de placas delgadas y -
planas de material elástico lineal. 
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C A P I T U L O I I 

El objetivo de este capitulo es presentar de una forma accesible 
el método de los elementos finitos. 

Es común para la ingeniería asi como otras ramas de las ciencias, 
usar razonamientos basados en principios como es el de "Particu
lar a general" O " Individual a general", como un intento para -
obtener informaciOn (soluciOn) de un todo estudiando sus partes. 

El análisis común de estructuras reticulares usa este principio 
dividiendo, por ejemplo, un marco de la estructura de un edifi -
cio, en vigas y columnas, todos interconectados en puntos llama
dos nodos, que ensambladas las partes debe ser lo mas aproximado 
posible a la realidad. 

El método del elemento finito esta basado en este mismo princi -
pio y la diferencia, aunque trivial, con el an4lisis común de e! 
tructuras reticulares es que los elementos en que se divide una 
estructura o pueden ser bi y tridimensionales, lo cual permite -
aplicar el método de ios elementos finitos a un gran número de -
estructura como por ejemplo: Presas, estructuras para aviones, -
reactores, etc, etc. 

El procedimiento de an4lisis de este método puede resumirse en -
los siguientes puntos. 

II.l El medio continuo (Por ejemplo la placa), se divide, medi~n 
te lineas o superficies imaginarias, en un número N de· el~ 
mentos finitos, FIG. II.1 

II.2 se supone que los elementos están conectados entre si por 



30 

puntos o nodos situados en sus contornos, Los desplazamie~ 
tos de estos puntos serán las incognitas, tal como ocurre 
en el análisis usual en las estructuras (Por ejemplo, el -
m~todo de las rigideces o desplazamientos), 

11.3 Se propone una funci6n de desplazamientos, tambi~n llamada 
de interpolaci6n, expresada en t~rminos d~ los valores de 
los desplazamientos nodales, esto es,que con estas funcio
nes podemos conocer, interpolando los desplazamientos nod! 
les, los desplazamientos y por ende los elementos mec~ni -
cos en cualquier punto dentro de nuestro elemento finito y 

de sus contornos. 

11.4 Estas deformaciones junto con las deformaciones iniciales 
(Si existen), y las propiedades constitutivas del material 
definiran el estado de tensiones de todo el elemento y de 
sus contornos. 

11.S Se determina un sistema de fuerzas concentradas en los no
dos, determinandose una relaci6n entre fuerzas y desplaza
mientos, o sea. 

P = Kui + fp + fe 

Donde P·= Fuerza concentrada en los nodos. 
K = Matriz de rigidez del elemento. 

ui • Desplazamientos nodales 
fp = Fuerzas necesarias para equilibrar a cualquier -

fuerza distribuida. 
fe • Fuerzas necesarias para equilibrar cualquier de

. formaci6n inicial, por ejemplo a causa de la te~ 
peratura, las cuales no tomaremos en cuenta en -
este trabajo, 



p\.lnto~ 
nodaln 

elemenlo f tnilo 
• m- e!.1mo 

FIG. II.1 

REPRESENTACION ESQUEMATICA DE UN 
MEDIO CONTINUO DISCRETIZADO EN -
ELEMENTOS FINITOS. 
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Trataremos de explicar el m~todo estudiando cada uno de los incisos 
·del procedimiento general del método que sean necesarios. 

II.1.1 El medio continuo se· puede dividir de muchas formas, siem -
pre y cuando se aproximen a la forma del cuerpo real, exis
ten algunas recomendaciones para dividir el medio contínuo 
que son las siguientes: 

a).- Los elementos deben ser de la forma mas regular posi
ble. 

b).- Se debe de subdividir en mayor n~ero de elementos 
las zonas de concentraciones de esfuerzos, para tener 
una mayor exactitud. 
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c) .- Cuando no es conocida la soluci6n exacta de un pro
blema, es conveniente resolver el mismo con un ma -
yor namero de elementos y checar la convergencia 
cuando el nGmero de elementos es incrementado. 

En la FIG. II.2 se muestran algunos tipos de elementos finitos -
usados comunmente en la practica. 

1 t . 

,~··· 
!i~ura 1.- Eler:tento unidimen Fi¡;ura 2.- .:.:lamentos :-:ira es·tado::: 

sion~l o burro - pl~noc de osruorzoo 

Pigura ,, 

·~ ~ 
~lamentos a6lidoa 

ªtY 7 
• 

Fi:;ur:i 4. Elomentoa J!3ra s61!, 
· dos axisim6tricos. 

Figura 5, Elemento• pl:ca 71Gurs 6. Elementos Bxisi~6tricos 

FIG. II.2 

TIPOS DE ELEMENTOS. 

II.3.1 Las funciones o modelos de desplazamientos deben de repre-. . . 
sentar aproximadamente la soluci6n dentro de cada subdivi
~ por medio de una funci6n simple, especificamente est~ 
mos hablando del m~todo de los desplazamientos de una es -
tructura o cuerpo dividido en elementos finitos. 
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La forma mas coman de representar este modelo de desplaza
mientos es por medio de un polinomio, teniendo con esto -
una mayor facilidad para manipulaciones matemáticas (Deri
vacion e integraci6n), además de que un polirnonio de orden 
arbitrario nos permite una razonable aproxirnaci6n, de aqui 
podernos decir, aunque no es posible, que un polimonio de -
orden infinito nos daria la soluci6n exacta. 

Para el caso unidimensional el polinomio seria de la for
ma: 

U (:X:)= o<., + o<..1 X. + o<.~r + • · • ' • + o<.r\tl X." II .1 

Mientras .mayor sea el narnero de t~rrninos incluidos en el -
pol~.nornio mayor será la convergencia a la soluci6n exacta, 
como se.puede observar en la FIG. II.3 

Los t~rminos o<, de la ec. II.1 son llamados coordenadas 
generalizadas. 

La ec. II.l puede presentarse rnatricialrnente para un caso 

general como: 

II.2 



u 

___..EXACT -r- -CONSTANT, 111•1 • a1 

REGION OR 
EL.EMENT 

(1) C-1n1 (on1-111111) polrnomlal 

REGION OR 
EL.EMENT 

(b) Un111 (lwo·lerm) polvnomlal 

·Ccr 
~ OUAORATIC, ubl • «1 t cr11 + «'1a1 

I· REGION OR .. ¡ 
ELEMENT 

~e) Ouldt11lc (thrH•llllll) poly~al 

Polvnoml1l 111pnixlmedon In one dl-ion. 

FIG. II.3 
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Por ejemplo, el polinomio en su forma general para un modelo de 
desplazamiento bidimensional serta: " 
tA(ll,y)=-c',~a<&><t ""'>'i-t-<',,.Xz.+-<,l<"t•"<'t;.'{"'+ • • ·+-<ml\ 

11 
II.3 

11 (x,'1 l:. a< .. tt t -<9'•1.XtCl(',.n"\ t "<'•f41 ~ + "<..,t, "'Co\-\'-<,..~~ q-i '\' .. • °"~1111 '1 
Donde: ""' ft\:1 

i::.\ 
y en forma matricial 

{

u lic ,'\ ), _ r~ 1 {'""' l = 
\,\(,y., L\) ':: - l'Y .) 

U(I<,'\) 

II.4 
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Donde u,v son las componentes de los desplazamientos en x,y res
pectivamente. 

Dijimos ya que el modelo de desplazamientos debe converger a la 
soluci6n exacta, siendo esta condici6n necesaria para cualquier 
método nrtmerico, y para esto existen tres criterios que deben de 
cumplirse. 

CRITERIO I.- El método de desplazamientos debe ser cont! 
nuo dentro del elemento y ser compatible -
con los elementos adyacentes. 

La inherente continuidad del polinomio cumple la primera parte -
de este criterio y la segunda s6lo se cumple en los nodos de los 

elementos. 

CRITERIO II.- El modelo de desplazamientos debe incluir 

desplazamientos de cuerpo rigido del ele -

mento. 

El término o(, en la ec. II.1 cumple esta condici6n. 

CRITERIO III.- El modelo de desplazamientos debe elegir
se de manera que las deformaciones que se 

producen en los límites de la separaci6n -
entre elementos adyacentes sea finita. 

Esto implica la continuidad de desplazamientos entre elementos,

por ejemplo,las deformaciones en el problema de flexi6n de placas 

estan definidas por las segundas derivadas parciales de la fle -
cha, debiendo existir también las primeras derivadas (Ec. I.19). 

Los elementos cuyos polinomios cumplen con el primer criterio -
son llamados compatibles, los que cumplen con el segundo y tercer 

criterios son llamados completos. 
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Aunque los tres criterios son suficientes para asegurar que haya 
convergencia, se ha visto en casos prácticos que los resultados -
que se obtienen con elementos que s6lo cumplen con el tercer cri
terio son satisfactorios. 

Finalmente de forma práctica, seleccionaremos el polinomio de ma
nera que el namero total de coordenadas generalizadas ( o< ) sea 
igual o mayor que el namero de grados de libertad nodal del ele -
mento, siendo coman el que sean iguales. 

Donde los grados de libertad de el elemento finito son el narnero 
de giros y desplazamientos que van a sufrir los puntos nodales, -
especificando completamente con estos la posici6n deformada de el 
elemento. 

Si relacionamos ahora los grados de libertad y las coordenadas -
generalizadas empleando el modelo de desplazamientos, podernos eva 
luar los desplazamientos nodales sustituyendo las coordenadas en 
el modelo, entonces podemos escribir la ecuaci6n II.2 como: 

Donde 

ur~ 

u. 
Ua 

Ui es el vector de desplazamientos nodales 
n es el nGmero de nodos del elemento 

II.5 

A es el arreglo matricial de las coordenadas de los 
nodos 1,2,"',n 

Para calcular las coordenadas generalizadas 
invertir la matriz A, de la ec. II.5 

tenemos que 

II.6 
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Sustituyendo la ecs. II.6 en II.2 tenemos que: 

•I 
{u)=[~] (A] lUi) II. 7 

Si hacemos </J 

[ N ) = [ </J ) [ A f 1 

Y sustituyendo en la ec. II.7 tenemos: 

{Lll = [N] lUtl II.8 

Donde l u ) es el desplazamiento en cualquier punto dentro de el 
elemento finito o en sus contornos en funci6n de los desplaza -
mientos nodales y [ N ] son las llamadas funciones de forma 6 -

.interpolaci6n. 

II.4.1 Una vez que se conocen los desplazamientos en cualquier 
punto dentro del elemento finito (Ecs. II.8) podemos -
determinar ras deformaciones, por medio de la s:i,g. ex -
presi6n. 

E= L u II.9 

Donde L es un operador lineal apropiado, - - que relaciona de! 
plazamientos con deformaciones. sustituyendo la ecs. II.8 en -

II. 9, tenemos: 

E= L N u: 

Y si decimos que: 

B = L N 
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Y sustituyendo en la expresión anterior, tenemos: 

€ = B ui II.10 

En donde B es la función de forma de deformaciones. 

Ahora para calcular los elementos ~ec~nicos 6 tensiones, recurrimos 
a la ley de HOOKE-CAUCHY, ec. I.25 

V' = DE 

Donde D es la matriz de constantes el~sticas, que esta en funcidn -
de las propiedades del material, entonces sustituyendo la ec. II.10 
en la expresi6n anterior, tenemos: 

II.11 

Al producto DB se le conoce como matriz de tensiones del elemento y 

lo podemos expresar como: 

S = D B II.12 

II.5.1 Este inciso comprende la deducci6n para la obtenci6n de la 
matriz de rigidez, y de la ecuaci6n de equilibrio de un ele 
mento finito. 

Donde 

Esta deducci6n esta basada en la primera ley de la termodi
n4mica que expresa que: 

"El incremento de trabajo que se realiza sobre un sistema -
mec~nico por fuerzas externas mas el calor que fluye den -
tro del sistema es igual al incremento de enerqla cin~tica 
mas el incremento de energia potencial" 

O alqebraicamente: 

E= O - W II.13 

E es el cambio de energia 
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Q Es el calor suministrado al sistema. 
W es el trabajo realizado por el sistema. 

El cambio de energía puede descomponerse, en los siguientes térmi
nos: 

E = E c + E p + U II.14 

Donde:· ,-

E e es el cambio de energ!a cinética. 
E p es el cambio de energ!a potencial gravitacional. 
u es el cambio de energ!a interna. 

Como en nuestro problema consideramos un proceso adiab~tico y ade
más Ec = EP = o, entonces sustituyendo la ec. II.14 en II.13 tene-
mos: 

u = -w II.15 

Para nuestros fines y como es más comun en Ingeniería llamaremos a 
u energ!a de deformaci6n y W energ!a externa. 

Entonces la energta total del sistema ser~: 

E = -w II.16 
Donde 

T T 
II.17 U=tJvt G'ch 

't 
y 'Ñ:: U\ p II.18 

it; 

Sustituyendo la Ec. II.9 y 1.25 en II.17 obtenemos: 

II.19 

Por lo expuesto en el inciso II.4, sabemos que L U = L N ui y 

B = L N entonces: 
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Sustituimos en la EC. II.19 

U=~ u1 Ui ~"B'D B dv 
Que podemos escribir como: 

• U= YL uT Ke Ui II.20 

Donde 
ke = ~"B" D B dv 

Que es la matriz de rigidez del elemento finito 

Sustituyendo la EC. II.18 y II.20 en II.16 tenemos: 

1 T T E1=Yt U1 Ke Ui - U¡ P II.21 

Aplicando el principio del trabajo virtual, que establece que: 

"De todas las configu.i;-acionesde desplazamientos admisibles aquella 
que conduce al equilibrio de la estructura es la que minimiza la -
energ!a total: 

Entonces minimizando la EC. II.21, o sea derivando con respecto a 
Ui e igualando a cero tenemos: 

1~: = l<e Ui-P =O 

Entonces: 
keUi = P II.22 

Que es lo que se buscaba. 

En esta expresi6n ~ representa todas las fuerzas externas aplica-
das en los nudos. 

La matriz Ke depende del tipo de elemento a utilizar para discret_! 
zar la estructura. 
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Una vez que obtuvimos Ke se procede al ensamblede la matriz de ri
gidez global de la estructura, este proceso se mostrará de manera 
práctica mediante un ejemplo en el Capitulo III. 
Teniendo la matriz K es facil obtener Ui (desplazamiento de los -
nudos) ya sea obteniendo la matriz K-l o solucionando el sistema -
de ecuaciones. 

Calculando Ui se sustituye en la EC. II.8 en donde por medio de -
las funciones de forma o interpolaci6n se puede obtener los despl~ 
zamientos en cualquier punto deseado, despu~s se continua con "lo -
expuesto en el inciso II. 4,. 

• 
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C A P I T U L O I I I 

En ~ste capitulo, se aplicará el m~todo del elemento finito a 
la solución de placas, mediante un sencillo ejemplo desarroll~ 
do paso a paso y con las debidas explicaciones, donde sea nec~ 
sario, con· el objetivo de una mejor compresión de ·10 expuesto 
en el capitulo II. 

La raz6n de la sencillez del ejemplo se base en el gran número 
de ecuaciones y de operaciones manuales acarreando con esto 
mucho tiempo y posibilidad de error. 

Este ejemplo ser! tambi~n solucionado a manera de comprobaci6n 
por medio de las soluciones del. libro: "teor1a de Placas y L4-
minas" de TIMOSHENKO, Pag. 221, adem4s de que en el capitulo -
IV se soluciona por medio de un programa de computadora, y así 
poder comparar los resultados. 

Para nuestro ejemplo usaremos el elemento finito rectangular de 
4 nodos., para el cual algunos autores han resueito la matriz -
de rigidez Ke as1 como la matriz de tensi6n es S, las cuales -
se muestran en las.tablas III.a Y.III.b respectivamente. 

l,.(F11) 

>!F,..1 

) 

Fumu y dnplawniealOI 
a11111pondlcntn 

Elemenco de placa reclanBUlar. 

FIG, III.1 
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Malrir de ri~hlc1 

1 
k • ¡,¡¡¡;¡, Lll>,k, + ll,k 1 + D,k, + D,,K,JL 

Siendo 

{U-·g} 
--¡¡¡-

6' o o ,-• -.. 
JO o 20 
30 o . " 60 Simfülca 
o o o o o "·. ,., ·~ o IO JO o 20 

-60 o -JO -30 o_., 60 
o o o o o o o o 

JO o 10 IS o 5 -30 o 20 
-30 o -15 -60 o -:!O lO o -15 60 

o o o o o o o o o o o 

" o 5 JO o 10 -u o 10 -JO o 20 

60 ,. 
-JO 20 ,. • ¡r 

o o o 
~·rica -60 lO o 60 

-JO 10 o 30 20 

k, .,. o o o o o o 
30 -15 o -JO -u o 60 

-15 10 o u 5 o -JO 20 
o o o o o o o o o 

-JO 15 o 30 u o -60 JO o 60 
-15 ' o 15. 10 o -JO 10 o 30 20 

o o o o o o o o o o o o 

30 _., o 
u -15 o Slllll!lrica 

-30 o_., 30 
o o o u o 

··- -15 o o 15 " o 
-30 15 o JO o o JO 

15 o o o o o -15 o 
o o o o o o_., 15 o 

30 o o -30 -15 o -30 o 15 30 
o o o -15 ·O o o o o " o 
o o o o o o u o o -15 -u o 

--¡¡-
-6 A 

6 o 1 Sim<'lrica 
-A4 6 -6 R4 
-6 -2 o 6 

"·.,.. -6 11 -· " o ' -R4 6 -6 R4 6 6 R4 
6 

_, o _,, o -6 • 
6 o -2 -6 o 2 -6 o 1 

84 -6 6 -M -6 -6 -M 6 6 R4 
6 2 o -6 -A o -6 -2 o 6 ' -6 o 2 6 o -2 6 o -· -6 o 

[I o o º] [ 1 o o 1 ···uu· dondcl• ~ 

• 

TABLA III.a 
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Matriz de tensiones ~ .. ¡) 
Elemento rectangular de la figura J0.2. Material ortdtropo 

""'D, 

+"º' -laD1 lbD,' -6'D1 -4aD, o -6p"'D. o 4bD, o o o 

"º +6¡1-rD, -laD, lbD1 -6pD, -4aD, o -""'D, o 4bD, o o o 

-2D., 4bD,; -4oD., 2D., o 4oD,, 20,, -4bD., o -2D., o o 

··6'D1 4aD, o =·•o. + D, laD, lbD, o o o -6p"'D, o 4bD, 

-"º· 4oD, o e,o 
laD, 1601 o o o· -6p"'D, o 4601 

{a}-~ 
+e,-ro, 

-2D., o -4aD., w., 41iD., 4oD,, 2D,, o o -20,, -4bD., o 

-""'D, o -4bD, o o =-•o -lbD, -6pD1 -4oD, o + Di • -laD1 

-""'D, o -4bD, o o o "'º + fír"lD, -laD, -lbD1 -6pD, -4oD, o 

-2D., 4bD., o w., o o 2D., -4bD,, -4oD., -2D, o 4oD., 

o o o -""'D, o -4bD, -frD1 ""º• o y·•o •yo, • laD1 -lbD, 

o o o -6p"'D, o -41iD, -"D, ..... º• o 6pD 
+".ro, laD, -ll>D, 

, -2D., o o 2D., 4bD., w., o -4oD., -2D., -4hD., 4.JD,, 

TABLA . III.b 

ECUACIONES REQUERIDAS. 

La ecuaci6n de equilibrio para el problema de f lexi6n de placas e! 
tá dada por una ecuaci6n en derivadas parciales de cuarto orden 
(EC. I. 56) 

v•w =-l O¡ 

g} 
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Los grados de libertad nodal son un desplazamiento vertical Wi y -

dos rotaciones exi y eyi, donde estas dos ~!timas estan en funci6n 
de Wi de la siguiente manera: 

exi =·-~ u 'i 
eyi 

III.l 

III.2 

De acuerdo a esto,el vector de desplazamiento en el nodo i ser~: 

III,3 

El n6mero total de grados de libertad del elemento ser! de 12 

(3 x nudo) por lo tanto el polinomio que aproxima la soluci~n ser~: 

O sea de la forma Ui = 0o< EC. Il.2 

Donde: 

Que son las coordenadas de los nudos 

-<, .. [o<:, OC.t. oc, ••• oc..~ III.6 



Teniendo en cuenta la EC. III.l y III.2 y derivando la EC. 
III. 4 tenemos 

e~·= - o<:, - o<.s~ - 2 o<,~ - <><111:
1 

- 2 <><:.,x~ -
- ~ o<io~1 - o<.,, X) - ~ o<. 11 X ~l 

e~·= +o<.' -t 2. o<.'lx. + oc:.\~ + '3 o(, X.1-t 2. o<..ax ~ + 
\ t ) 

"t Cl('.'q~ i" ?lo<.11 :X:.~ T C><.1\ ~ 

III. 7 

III.B 
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Con esto podemos construir la EC. II.2 para el elemento finito 

de la FIG. III.1 (Ver tabla III.c). 
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'-"° 'l~h "')(~:-,~){-'Z~h~-'-'h'l4Xl-1'1.X-o 'Ah"Z-"X-o ~-o o 'Y.'¡(e 

~ lh.,.X "hlX t~h "l'Yth "X "hi"'X 'i.'Ax ~h i1h"'X ·tX·· llh ""X 
' 

'Ar') 

'.;>o 1 1 ,.!h !\n!X ~ o i!h !htxi .,,.tYS .. o !h Ixi. o i o 1 1 !h9 

'i;>o 1 1 ,!htX\-tIX-1!\\~-!hIXl--¿!)(-1 

o rni-rx-o i-o o 1 1 sxa ! 

~ . rh rx !h,rx ,.rh 'trh tx rh1IX 1 'i()( ih !h!X .,_rx rh rx l 1 1 !f"') ¡• • 
' 1 

t;;:io ~lh 1h,lX~ o llh lh1XZ i 'l1X~ o lh lX"Z o ~ o 1 1 lh9 
. 

; 

')'o 
' 1 

llh 1x~-tl'X-11h~-lh 1X?· -z1X-
i o !h 'Z-lX-o l-o o lX0 

'.>o t,h 1X lht1X t1h ,lh 1)( lh1lX ! ,.1x 1 
?lh :\¡ 1x 11X lh lX l lrl 

1 

i 

1 ':) . ID.' V7Q'Vl 

Lf> i 

1 
1 
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EJEMPLO: 

Se trata de encontrar el desplazamiento y esfuerzos a que estará 

sometida una placa cuadrada de espesor constante, con todos sus 
bordes empotrados, la cual deber~ soportar una carga concentrada 
en el centro. 

La placa.es de acero de 5 cm. de espesor y 100 cm. de lado. 

a) DATOS: p = 5000 Kg. 

h 5 cm. 
E = 2.1 X 106 kg./cm 2 

v = 0.3 

b) GEOMETRIA DE LA PLACA: 

o 
5a 

FIG. III, 2 
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e) Se discretiza la placa, numerando elementos y nudos, asignarr 
do número entre parentes!s a los grados de libertad nodal -
(desplazamiento), si este está restringido se le asigna un -
cero. 

1( 0,0,0) 

Q) 

4( 0,0,0) 

~' 
@ 

'-..... 
7(010,0) 

l !>O 
1 

2.( 0,0,0) 

@ 
!)( 1,1.~) 

© 

a( O,O,O) 

1 

l ,, ~o 

FIG.· III.3 

3(0,0,0) - - __ __,.,.. 

'(0,0,0) -

o .,., 

o 
in 

. -- ____ ..... 
'l(o,o,o} 

l 
1 

De la FIG. III.3 podemos notar que todos los nodos excepto el 5 -
estan restringidos, ademas el nodo 5 coincide con el centro de la 
placa en donde se aplica la carga P=SOOO Kg. 

d) cálculo de la matriz de rigidez de elemento 
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Está dada por la expresión sig. (Ver tabla III.a) 

1 
Ke:::: ----

60 ab 

Donde: 

E h3 
Dx = --~--

12 ( 1 -'ii 
2.1 X 106 

X 53 6 = -------- · = 24.04 x 10 Kg-cm. 
12 ( 1 - o. 3t. 

Dy = Dx = 24.04 X 106 Kg-cm. 

E h3 
D = _..;;;;....;.;__ __ 

1 12 , 1 -v~ 
= 0.3 X 2.1 X 106 X 53 = 7.20 X 106 Kg-cm 

12 1 .;. o. 32 ) 

E h3 
Dxy = -----

24 ( 1 +~) 

a = b = 2S cm. 

= 
2,1 X 106 X 53 

24 1 + 0.3 
= 8,40 x 106 Kg-cm. 

Les una matriz diagonal, seglln la tabla III.a, es como' sigue: 

1 

so 

L = 

so 
1 

so 
so 

1 

so 
so 

1 

so 
so 
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Como podemos ver en la FIG. IV.2 todos los elementos finitos -
son iguales (cuadrados 50 x SO), entonces obviamente la matriz 
Ke será igual para todos los elementos, lo cual es para facili 
tar los calculas. 

Efectuando las operaciones indicadas obtenemos la matriz Ke si 
guiente, donde para facilidad de operaciones sacamos como fac

tor A:. 

Dx 24.04 X ... 641.067 
60 ab 60 X 25 X 25 
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158.4 

-1830 57000 

1830 :-11250 57000 

-68.4 1605 420 158.4 SIME'l'RICA 

-1605 23250 o 1830 57000 

420 o 18000 1830 11250 57000 

-68.4 -420 -1605 -21.6 -645 -645 158.4 

1(
8 

• 641.067 
-420 18000 o 645 14250 o -1830 57000 

1605 o 23250 645 o 14250 -1830 11250 57000 

-21.6 645 -645 -68,4 420 -1605 -68.4 1605 -420 158.4 

-645 14250 o 420 18000 o - 1605 23250 o 1830 57000 

645 o 14250 1605 o 23250 - 420 o 18000 -1830 -11250 57000 

. MATRIZ DE RIGIDEZ Ke 
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e) A cada elemento se le asccia un vector de indicadores el cual 
estará formado por los números asociados a cada nudo entre -
parentisis (Ver FIG. III.3), este vector nos servira para en
samblar la matriz de rigidez global de la estructura. 

Los números de este vector corresponderan a los desplazamientos de 
cada nodo en la secuencia que se indica a continuaci6n. 

Entonces para nuestro ejemplo estos vectores seran los siguientes: 

Elemento 1 

c1 = [ o o o o o o 1 2 J o o o J 

Elemento 2 

c2 = [ 1 2 3 o o o o o o o o o J 

Elemento 3 

c3 [ O O O O O O O O O 1 2 3 

Elemento 4 

c4 [ O O O 1 2 3 O O O O O O ] 

f) Ensamble de la matriz de riqidez qlobal K 

Para ensamblar la matriz K, sumando la contribucion de cada elemen
to para cada direcci6n, usaremos los ~actores indicadores de la sig 

manera. 

Sean las siq. matrices K1 Y K2 
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ª" ª•\ ª" ª" o 

ali ªu ªu ª" 1 

Kl = 
ª11 ªu ªn ª" 2 

~· ~l ªn o 

]~Vector de o 1 2 o indicadores, 

bu b,l b,, !>-. 1 

h11 bu b,, ba, o 
K2 = 

h¡. bn hu ha. o 

~. bu bn 2 

1 o o 2 ]~Vector de indicadores. 

El ensamble se efectua de la siq. forma: 

K .. [ªu 
an 

+. b11 



La matriz de rigidez global para nuestro ejemplo nos queda como 
sigue: 

K11 K11 Kn 

K Ku Ku 

Kll Ku 

Donde: 

Kll = 641. 067 (158.4 + 158.4 + 158.4 + 158.4) = 406 

K12=K21 = 641.067 (-1830 -1830 + 1830 + 1830) = o 

Kl3 = K31 = 641.067 (-1830 + 1830 - 1830 + 1830) = o 

K22 = 641. 067 (57000 + 57000 + 57000 + 57000) 146 

K23 = K32 = 641.067 (11250 - 11250 -11250 + 11250) = o 

K33 = 641.067 (57000 + 57000 + 57000 + 57000) = 146 

55 

181.95 

163 000 

163 000 

g) La obtenci6n de los desplazamientos del nodo 5 de nuestra placa 
(punto central) es facil.,dado que: 

P = Kui. 

Y usando los resultados del inciso anterior tenemos: 

·-·,' 
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5000 406 181.95 o o W5 

o = o 146 163 000 o . 0K5 

o o o 146 163 000 0.Y5 

"' 
Los resultados son: 

W5 = 0.0123 097 cm. 

ex5 = o 

eys = o 

En resultado para ex5 y ey5 es logico, ya que el tipo""'tie carga as1 
como su localización no produce ninguna pendiente en el punto medio. 

h) Conocidos los desplazamientos nodales, podemos obtener los despl~ 
zamientos en cualquier punto dentro del elemento finito mediante 
las funciones de forma a interpolación. Para esto necesitamos - -
sustituir las coordenadas de los nodos de cada elemento en la - -
·ecuaci6n matricial, Tabla III.c, de acuerdo al sistema de ejes -
coordenados de la FIG. III.l y as1 poder calcular los coeficien -
tes o<: , tambi~n llamados coordenadas generalizadas. 

" 
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l ' 1 
! 

1 
1 
1 

1 

o 1 

0.0123097 ! • 
! 
1 

_ _J 

11 

o 

so 

50 

L~ 

50 

-1 

100 

-1 

10 2100 

-l 

100 

100 2500 

-1 o 

100 

50 

100 

2500 

-so 

50 

5000 

- ;o 

100 

2500 

-100 

10 000 

-200 

2500 125 000 125 ººº 
-100 -2100 

o 7500 5000 

10 ººº 125 000 250 ººº 
- 200 -.lSOO 

o 7500 10 000 

ECUACIO:; MATRICIAL P.>.RA &LEMEll'ro PINITO 

o 

o 

2500 

10 000 

125 000 

-5000 

2500 

500 000 

- 10 000 

10 000 

125 000 

- 7500 o 

1 ººº 000 o 

- 30 ººº 

125 000 6250 000 

-7500 •125 000 

o 375 000 

l 000 000 12 500 000 

30 000 -125 000 

750 000 

l 
125 000 

1 000 000 

6250 000 

-375 ººº 
125 000 

50 000 ººº 
-1 500 000 

1 000 ººº 

57 

~.1 
o<. 1 

oc:, 1 
1 

o<, 1 

"(, 1 

:: i 
"'<. 1 
o<. 

:.J 



0.0123097 1 so so 2SOO 2SOO 

o o o -1 o -so 

o o 1 o 100 50 

o 1 50 100 2500 5000 

o o o -1 o -50 

o o 1 o 100 100 

= 
o 1 100 50 10 000 5000 

o o o -1 o -100 

o o 1 o 200 50 

1 100 100 10 000 10 000 
o 

o o -1 o -100 
o 

o 1 o 200 100 
o 

2SOO 12S 000 12S 000 125 000 

-100 o -2500 -sooo 

o 7500 5000 2500 

10 000 125 000 250 000 500 000 

-200 o -2500 -10 ººº 
o 7 500 10 000 10 000 

2500 1 000 000 500 000 250 000 

-100 o -10 000 -10 000 

o 30 000 10 000 2500 

10 000 1 000 0()0 1 000 000 1 000 000 

-200 o -10 000 -20 ººº 
o 30 000 20 000 10 000 

ECUACION MATRICIAL PARA ELEMENTO FINITO 2 

,----

1 
125 000: 

-7500 

o 

1 000 000 

-30 000 . 

o 

125 000 

-7500 

o 

1 000 000, 

-30 000 

o 

¡ 
1 

j 

1 
\ 

1 

6 2SO 000 

-125 000 

37S 000 

12 500 000 

-125 000 

750 000 

50 000 000 

-1 000 000 

1 500 000 

100 000 000 

-1 000 000 

3 000 000 

SS 

6 2SO 000 -<, 

-37S 000 "< 1 

125 000 o<l 

so 000 000 e<~ 

-1 500 000 c<s 

1 000 000 o(, 

12 sao 000 o<, 

-750 000 o<, 

125 000 o<, 

100 000 000 o<,. 

-3 000 000 °'<11 

1 000 000 o(,1. 
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., 

1 
l 
1 

., 1 
50 2500 

125 ººº -<, 1 ' 

-1 ·50 -2500 
-125 000 1 o<¡ ¡ -. 

1 

100 7500 
'<1 

1 

o.om 0911 50 50 2500 2~0 2500 125 ººª 125 ººº 125 000 
125 ººº 6 250 000 6 250 000 ...::.~ 

1 
-Sil -100 -2500 

-5 ººº -<, 
o 1 -1 

-7500 -125 ººº -l75 000 

100 so 7 500 
5 ººº 

2 500 
)75 000 

125 ººº o<, 
100 10 ooo l 000 000 

o<., 
-1 -100 ·ID 000 

-L 000 000 «. 
200 )O 000 

<><"1 
' loo 50 lo ooo 5 000 2500 1 000 ººº 500 ººº 

250 000 
ll5 000 50 ººº 000 

u~•• J 
<>< .. 

-1 -100 ·100 -10 000 •10 000 
-7500 -1 000 000 -750 000 o.<:11 

200 50 JO 000 10 000 2 500 
1 500 ººº 125 000 

l ...::,. L 1 L .. 
_¡ -

ECUACION ~..:l'l'RIC!At. PARA Y.LtMENTO FIHJTO 
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I.a solucil5n de estas ecuaciones se realiz6 invirtiendo la matriz 12 x 12, por 

.iredio de un prograna, para ~ste efecto, en microcarp.ltadora, y para los fines 

que persegu:i.m:>s s6lo darros los resultados. 

VAWR DE IDS CDEFICIENl'ES 

Era!EN1.'0 1 

c<'1 = o.o 
o<"t - -1.47716 

o(\·= o.o 
oc, = 

0.::-s = 

o(", = 

o<'1 = 

2.95432 

6.40104 

o.o 
-3.9391 

o<'1 = -2.95432 

0<:"1 = -8.86298 

OC.o = O.O 

o<'n = 3,9391 

OC11 = 3,9391 

0<:::1 = o.o 
oCt .. 

oC'\ = 

oCi = 

"'<'• = 
o<:, = 

oC1 = 

o<",= 

a.e,= 

o.o 
o.o 
o.o 

-4.92387 

o.o 
o.o 
2.95432 

2.95432 

c:i<::"io = o.o 

oc., = -3.9391 

o<'1t = -3.9391 

E - 03 

E - 05 

E - 05 

E - 07 

E - 07 

E - 07 

E - 09 

E - 09 

E - 06 

E - 07 

E - 07 

E - 09 

E - 09 

PARA CAD!\ ELJMNro. 

<><"• = - 0.2461939 
O("¡ = 

O(°) = 

o<'1 = 

ac, = 

o.e,= 
oce, = 

o<°• = 

a.e,= 
OcCio = 

oCi1. = 
o<lt = 

7.38581 

7.38581 

-8.86298 

1.23097 

-8.86298 

3.9391 

8.86298 

8.86298 

3.9391 

-3.9391 

-3.9391 

o<:", = o.o 
OC:::i = 

o<'1 = 

~= 
o<s = 

oc:::-,= 
o<;,= 
oc,= 
a.e.= 

o.o 
-0.0103401 

o.o 
1.52639 

3.84061 

o.o 
-8 .86298 

-3.84062 

oc::-. = -3.9391 

-<'~ = 3.9391 

-e,, = 3.9391 

E - 03 

E - 03 

E - 05 

E - 04 

E - 05 

E - 07 

E - 07 

E - 07 

E - 07 

E - 09 

E - 09 

E - 04 

E - 04 

E - 07 

E - 06 

E - 06 

E.;. 09 

E - 08 
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Con los valo.res.anteriores(o<.s) y las ecuaciones III.4, III.7 y III.8 
podernos calcular los desplazamientos en un punto especifico, sirnplerne~ 

te sustituyendo las coordenadas de el punto deseado. 

Nosotros calcularemos W y ey para los elementos 1 y 2 a lo largo del 

eje X, para cuando Y = SO y Y = 7S (Ver FIG. III. 3) y graficaremos -
los resultados para cuando Y = SO, pues cuando Y = 7S la curva es sirni 
lar aunque con menos flecha. 

Y=SO Y=7S 

X w ay w ey 
(cm) (Radianes) (cm) (Radianes) 

o . o. o o.o o.o o.o 

10 . 0.00128 2.36348 E-04 0.00064 1.18174 E-04 

20 : 0.00433 3.S4S2 E-04 0.00217 l. 7726 E-04 

30 : 0.00798 3,S4S2 E-04 0.00399 l. 7726 E-04 

40 0.01103 2.36346 E-04 o.OOS51 1.18173 E-04 

50 0.0123097 o.o 0.00615 o.o 

60 0.01103 -2 ,3635 E-04 0.00551 -1.1818 E-04 

70 0.00798 -3.5453 E-04 0.00399 -1. 7727 E-04 

80 0.00433 -3.5453 E-04 0.00217 -1. 7727 E-04 

90 0.00128 -2.363S E-04 0.00064 -1.1818 E-04 

100 o.o o.o o.o o.o 

TABLA III.d 
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GRAFICA III.4 
CURVA ELASTICA DE LA PLACA. 
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i) ObtenciOn de los elementos mecánicos. 
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X -

Una vez conocidos los desplazamientos nodales, los sustituimos 
en la formula: 

'\i" = 5 Ui 

Que para el elemento rectangular de 4 nodos, 
tabla III.b 

se muestran en la -

Como vimos en el Cap!tulo I, las tensiones resultantes son en rea
lidad momentos flexionantes y torsionantes por unidad de longitud. 
(Ec. I.52) 

Ahora bien, como podemos observar en la FIG. I.6 del Cap!tulo I, -
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las deformaciones, y por lo tanto las tensiones varían linealmente 
a través de todo el espesor de la placa, y estos se pueden calcular 
facilmente por medio de 

r. = t2 M l 
\J tr III.9 

Sustituyendo los datos en la matriz de tensiones de la tabla III.b 
para calcular los elementos mecánicos del elemento finito , pues 
obviamente, por razón de simetria y carga los otros ser~n iguales. 
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Hx4 187.44 -1440 4808 -43.20 -720.0 o -144.24 2404 o o 

1 
o 

HY4 187.44 -4808 1440 -144.24 -2404 o -43.20 o 720 o o 

HxY4 
-16.8 840 -840 16.3 o a40 16.8 -840 o -16.8 

1 

Mxl -43.2 720 o 187.44 1440 4808 o o -144.24 o 2404 

Hyl -144.24 2404 o 187.44 4808 1440 o o -43.2 720 

Hxy
1 

-16.8 o -840 16.8 840 840 16.8 -16.8 -840 

10
6 

ª 4íC2Sx25 
-144,24 o -2404 o o 187.44 -1440 -4808 -43.2 -720 

0.0123097 
Hx5 

1 Hy5 
-43.2 o -720 187 .44 -4808 -1440. -144.24 -2404 

1 

Mxy5 
-16.8 840 o 16,8 o o 16.8 -840 -840 -48,08 840 o 

Mx2 o o -144.24 o -2404 -43.2 720 o 187.44 1440 -4808 
1 o 

l 
Hy2 1 o o o -43,2 o -720 -144.24 2404 o 187 .44 4808 -1440 

l L HxY2 
-16,8 o o 16.8 840 o 16.8 -840 -16,8 -840 840 

L 

MATRIZ DE T.ENSIONES ELEMENTO l 
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HACIENDO OPERACIONES OBTENEMOS LOS SIGUIENTES RESULTADOS: 

Mx4 - 710.22 

My4 - 212. 71 

Mxy4 82. 72 

'Mxl o.o 
Myl o.o 
Mxyl = 82. 72 (Kg-cm) 
MxS 922.93 

MyS 922.93 

MxyS 82. 72 

Mx2 212. 71 

My2 - 710.22 

Mxy2 82. 72' 

Tensiones rcsulcanlcs o "lcnsiones• en la flexión de placa,. 

FIG. III.4 
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j) METODO ALTERNATIVO. 

Una manera de comprobar los resultados obtenidos en nuestro 
ejemplo usando el método del elemento finito, es aplicando
al mismo problema la soluci6n dada en el libro "Teor!a de -
Placas y Uminas" autor: s. Timoshenko. 

El momento en el punto central esta dado por la siguiente -
expresión: 

Mx = M'x + mx 

Dado que la placa es cuadrada, entonces: 

Mx = My M'X = M'y y mx = my 

Donde mx = my son los momentos adicionales, que se muestran 
en la tabla 37 del libro citado y se reproduce mas adelante. 

M'x = M'y es el momento en el centro de una placa cuadrada 
simplemente apoyada y es igual a la siguiente ex
presión. 

'; . ,... ... . . TAILA 37 .. 
Momín111111rctomen loo puntoo medioo de loo llldoo m•)11HI y flrchas Y lll'lllltntnt Ld1c-on1lr1 

. . .., el ccnll'o da pi .... nct11nrul1tt1 bajo carp amentrada en el cenuo (fio. 9J) 
. . , .. o,J 

1

. ,..' 1 j Momenrc11 adicionalra 
• ,,,.. 1 ;__~~~~~~~~~-

( tr) .. ,.. • ~ -D i (.\f,),,., • ...,, - yP l (.,,¡_.. • p,p ,. (,,.,,, .. ,. • ¡J,I' 

. ~ 1 . y' j A 1 ~ .. 

1,0 0.00560 -0,1257 -0,0536 • -0,05J6 
1.2 0,00647 -O,H90 -0,0579 -0.0526 
1,4 0,00691 -0,1604 -0,0618 ··0,0517 
1,6 0,00712 -0,1651 -0,0653 -O.MIO 
1.1 0,00720 -0,1667 -0,068) ··0.05114 
2,0 0,00722 -0,167~ -0.0710 ·-0,0500 
00 o,oom -0,168 -0,0742 ··0,fl!S~ 
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Para nuestro caso: 

a = 100 

'J = 0.3 
p = 5000 Kq. 

c 2a Sen =--
1r 

11' 
-2- = l. 745 

Donde C es el radio de un circulo donde se supone que actua P:como 
carga uniformemente repartida. 

r= o.565 

Sustituyendo valores. 

Mx = My = 5~00 .E~:._ Ln 2001~50.5. +2'1._+ 0.565: 5000 ·+ 0.0536 X 5000 

Mx = My = 890.73 Kq - cm 
cm 

Qie es el rranento en el p.mto central de la placa 

Cálculo de momento de empotramiento 

Mx = My = 0.1257 x 5000 • 628.5 kg - cm 
cm 

Cálculo de la flecha en el punto de la carga. 

p a2 5000 X 100
2 

-w max = ---- = 0.00560 x -------
D 24,04 X 10 

W max = 0.0116472 cm. 



Comparando los resultados de ambos m~todos. 

MEF 
w 0.0123097 

M central 922.93 

M emp. 710.22 

TIMOSHENKO 

0.0116472 

890.73 

628.5 

69 
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CAPITULO IV 

Como se ha visto en el Capitulo III, el an4lisis de placas utili
zando el m~todo del elemento finito por medios manuales es casi -
imposible, a medida de que se idealiza con una malla más cerrada 
(mayor nfimero de elementos). 

El desarro1lo. de este m~todo al igual .que el .de las computadoras 
digitales de alta velocidad permitieron que se desarrollaran pro
gramas con mfiltiples aplicaciones como por ejemplo: El Nastran, -
el Sap IV y el Sap v. 

La finalidad de este capitulo es la de comprobar lo expuesto en -
el Cap1tulo II y III, resolviendo el ejemplo del Capitulo III, -
por medio de un prgrama de computadora, adem!s de otros dos ejem-

~ 

plos con mayor grado de complejidad • 
. '.:¡< 

Dicho programa fu6 desarrollado en lenguaje FORTRAN, en la divi -
si6n de estudios superiores de la UNAM, utilizando el elemento -
rectangular de cuatro nodos, admitiendo carga uniformemente repa! 
tida y cargas puntuales en los nodos dando como resultado despla
zamiento y elementos.mec4nic~s nodales para cada elemento. 

El listado del programa se reproduce al final de este capitulo, -
y los datos de entrada necesarios para su utilizaci6n se explican 
a continuaci6n, donde los ndmeros arriba de la linea horizontal -
representan el nfimero de la columna 6 campo de la tarjeta. 
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TARJETA 1 

GEXJ.lm'RIA. "I 

La numeración de los nodos, as1 como de los elementos ~uede ser -
como se quiera, aunque lo mas recomendable es seguir un cierto or
den 6 regla para evitar posibles errores • 

. En la.columna.15 y en la 20 siempre se pone.l (uno) indicando con 
esto que solo se utiliza un solo material as1 como un solo tipo de 
elemento finito (rectangular), pudiendo este programa ampliarse -
para que acepte otros tipos de elementos. 

TARJETA 2 

1 11 15 

w ex 
CDmICI~ DE APOYO ?alt\L 

1 - RES'l'ROOIOO 

O - LIBRE 

20 30 
X y 

CXlORDENADAS DE EL 0000 

(Nl.JMER) m:AI.l 

40 



72 

Estas tarjetas serán tantas como nGmero de nodos se tengan en cada 
problema especifico. 

TARJETA 3 

1 

1 
CX>RREm'OODE cm 
ELilDEIAS
'l'ARJEl'AS 1 tX>L. 
15 

E 
fel)DUID DE 
EU\S'l'ICI.;, 
IW> 

18 

M)IXJU) DE 
POIS9:N 

31 

Po Po 
PFS> ProPIO 

44 ·57 

X 
~VNA 

Todos los nGmero serán reales excepto el primer campo que es ntime
ro entero. 

Cuando sólo se quiera cargas puntuales sobre la placa, se puede -
omitir el peso propio y la carga viva, las unidades del peso pro -
pio ser!n ( F/L3 J y para la carga viva ser! [ F/L2 J. 

TARJETA 4 
GEOMETRIA DE LA PLACA. 

1 1 



73 

Donde el 1 en la Col. 9 corresponde a la forma del elemento finito, 
y H es el espesor de la placa. 

TARJETA S 

1 5 

ELEMENTO i 

NUMERO 

1( H 21 25 

j k 1 

Se debe colocar el nGmero 
asignado a cada nodo de -
acuerdo a la FIG, III.1 -
pues el programa funciona 
de esta manera. 

30 35 
1 . l 

ra:ME-
MMERIAL TRIA 

Estas tarjetas ser~n tantas como ndmero de elementos. 

En el caso de tener cargas concentradas, se deber4 poner una tarj! 
ta en blanco despuAs de las tarjetas 5 e inmediatamente después -
las siguientes. 

1 5 17 
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De estas tarjetas ser4n tantas como nodos carqados. 

Las unidades de los datos de entrada deben ser congruentes entre si, 
dando resultados conqruentes con los datos. 

Para cada uno de los 3 ejemplos se anexan los datos de salidas ( re
sultados) del proqrama, y a partir de los cuales se podra qraficar -
estos si se desea. 
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75 
¡, 

Este ejemplo es el resuelto de forma manual en el Capitulo III, -
por lo que aqui no se enunciara el problema ni la discretizaci6n 
de la estructura, unicamente pondremos a continuaci6n los result~ 
dos.de la corrida de computadora y los comentarios necesarios. 
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Para el elemento 1 de nuestro problema (FIG. III.3) los desplaza-
mientas para el nodo 5, tlnico nodo libre de nuestra placa, son --
los siguientes. 

W5 = 0.01231061 cm. 

0xs = o.o radianes 

ªys = o.o radianes 

Elementos mec!nicos para el elemento l, son los siguientes: 

Mxx (l) 
. 
= -710.23 Kg-cm. 

Myy (l) = -213.07 " 
Mxy (l) = 82.86 " 
Mxx (2) .. o.o " 
Myy (2) = o.o " 
Mxy (2) = 82.86 

Mxx (3) 923.30 " 
Myy (3) = 923.30 " 
Mxy (3) 82.86 

Mxx (4) = -2131.07 " 
Myy (4) = -710.23 
Mxy (4) = 82.86 " 

Donde los subíndices entre padntesis, representan nodos i, j, k, 
1, de acuerdo a la FIG. III.1 de la misma forma que se necesitan 
para los datos de entrada. 

Como podemos observar, los resultados son iguales con respecto a 
los obtenidos en el capitulo III, de forma manual, adem!s en los 
resultados son idénticos para los otros 3 elementos. 
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EJEMPLO 2 

Se necesita analizar los desplazamientos y los elementos mecAnicos 
de una losa de concreto rectangular con un espesor constante de 10 
cms. la cual tiene aqujero cuadrado en su parte central, como se -
muestra en la FIG, IV.1 

La cual deberá soportar ademAs de su peso propio (2400 Kg/m3) una 
. 2 

carqa viva de 300 Kg/cm • 

Se considera uri modelo de elasticidad de E = 1.5 x 107 Kq/m
2 y un -

módulo de POISSON ~= O, 20 



.. 

La losa se encuentra empotrada perimetralmente. 

¡ 

1 
1 a 

6 
ll , .. 

' 
10 

... 

~ • 1 

2. 3 4 5 
~ 10 " 

., 

" 7 
' I 

9 7 H~O B , 
' 

15 / ~ ,1 ,8 

1 1 1 2. 13 14 
,, &l u 24 

ACOTACIONES EN METROS. 

FIG, IV.1 

DISCRETIZACION DE PLACA 
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De la aimetrta de la geometr!a y de cargas, podemos decir que loa 
desplazamientos de los nodos e, 9, 10 y 11 serln iguales a los de 
los nodos 14, 15, 16, y 17 y observando los resultados los pode -
mos comprobar. 

Graficaremos el desplazamiento vertical a lo largo del eje X 
(FIG. IV.11 para cuando Y = 0.5 6 Y = 1.0 (ver gr!fica IV.11 

CURVA ELASTICA DE LA PLA~A 
(Y = 0.5 6 Y = 1.0) 

GRAFICA IV.1 

En la grlfica IV.2 se encuentran graficados los momentos Mx, para -
cuando Y • 0.5 6 Y= 1.0, que obviamente son iguales 
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Tambi~n de los resultados podemos observar que los momentos flexi2 
nantes Mx y My en las esquinas de la placa, nodos 1, 6, 19 y 24 

son nulos. 

Una de las ventajas en usar el mAtodo del elemento finito, obvia -
mente mediante la aplicaci6n de las computadoras, es que se calcula 
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directamente el momento de torsi6n para cada nodo de los elementos 
finitos, que por medio de las funciones de forma o interpolaci6n -
se podria calcular para cualquier punto dentro del elemento finito. 
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E J E M P L O 3 

Se necesita analizar una losa de concreto de 12 x 8 metros, que se 
encuentra apoyada sobre muros de carga formando tableros de 4 x 4, 
la cual deberá soportar una carga uniformemente distribuida de - -

·'.300 Kg/m2, además de su peso propio de 2400 Kg/m3 (concreto arma -
do). 

Se considera un m6dulo de elasticidad de E= 1.5 x 107 Kg/cm2 y un 
módulo de Poisson~ 0.20 
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Graficaremos el desplazamiento vertical de la placa a lo largo del 
eje X (Fig. IV.2) para cuando Y = 2.0 y Y = 6.0 que por simetria y 
observando los resultados son iguales (Ver gr&fica IV.3 
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CURVA ELASTICA DE LA PLACA 
( y = 2.0 6 y = 6.0) 

GRAFICA IV. 3 

11.0 

~I 

En la gr&fica IV.4 se encuentran graficados los momentos Mx, para -

la curva elastica anterior (Y = 2.0 6 Y = 6.0) 
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DIAGRAMA DE MOMENTOS FLEXIONANTES 

GRAFICA IV. 4 
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De esta misma forma podriamos graficar deformaciones y momentos 
para cualquier punto de la placa, datos con los cuales podemos 
diseñar, por ejemplo en nuestro caso,el acero de refuerzo nec~ 
sario para nuestra losa. 
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A N E X O " A " 

LISTADO DEL PROGRAMA DE ELEMENTOS FINITOS. 

Se incluye en este anexo el listado completo en Fortran del pro
grama usado para resolver los ejemplos del Capitulo IV. 
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e o Ne L u s I.O N 

Hemos visto, através de este trabajo, la facilidad con que se 
resuelven problemas relativamente complejos, usando el m~todo 
del elemento finito. La ventaja de este m~todo radica en la gen~ 
ralidad de su formulaci6n. Si se incrementara el ntimero de ele -
me~tos para representar la placa, los pasos a seguir seri4n los 
mismos, independientemente de las condiciones de borde y del ti
po de cargas, lo que no sucede con los m~todos tradicionales. 
En estos Qltimos, cualquier variaci6n en condiciones de apoyo o 
de carga, hace el problema más complejo. 

Otra de las ventajas del m~todo del elemento finito es que las -
matrices que se usan son f4ciles de manipular con la computadora •. 

El m~todo del elemento finito , como todo, tambi6n ·tiene sus de~ 
ventajas. Una de ellas es que se obtiene una soluci6n aproximada 
Esto se debe a que las funciones polinomiales que representan el 
comportamiento del desplazamiento en cada elemento sólo aproxi
man el desplazamiento exacto de la placa. Al incrementar el nam~ 
ro de elementos para obtener una soluci6n más exacta, aumenta el 
tiempo y costo del an4lisis.en la computadora. 

Con el advenimiento de computadoras pequeñas, y de gran capaci -
dad, el problema de la m4quina se ha vuelto relativamente senci
llo. Actualmente existen m4quinas de escritorio con capacidad de 
hasta 100 kilobytes y con acceso a disco de memoria. El costo de 
estas máquinas esta incluso al alcance de un Ingeniero particu -
lar. 
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El problema que hemos analizado, placas sujetas a cargas trans
versales, tiene una aplicaci6n práctica muy coman, por ejemplo -
en el análisis de placas base para columnas, placas o losas pla
nas con o sin agujeros, conexiones atornilladas para edificios, 
etc. 

En la planta nucleoeléctrica Laguna Verde, Ver. se utiliz6 el -
m~todo del elemento finito para el análisis de placas base para 
soporteria de tuberias, donde fu~ practico pues esta planta cue~ 
ta con aproximadamente con 6000 soportes con placas base. 

El uso del elemento finito en estos casos representa como se apl! 
can los Gltimos avances en ingeniería estructural y en tecnolo -
<j!a, para lograr estructuras mas seguras y económicas dejando al 
ingeniero en libertad para dedicarse ·a labores qrcativas, propo~ 
cionando un mejor servicio a la sociedad. . 
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