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INTRODUCCION 

En el diseño de procesos industriales es de vital importa~ 

cia el conocimiento de las propiedades termodinámicas de los com

rucstos involucrados. Dada la gran variedad de operaciones de que 

dispone la Ingeniería Química y la infinidad de substancias, ya -

sea puras o en mezcla, que se manejan, el conocimiento de las pr~ 

piedades termodinámicas de los fluidos de proceso para el diseño 

de operaciones exige de herramientas de cálculo cada vez más com

pletas y con un rango de aplicaci6n cada vez más amplio. 

El manejo directo de datos experimentales para tales fines 

es muy restringido, ya que además de que no se encuentran dispon~ 

bles para muchos compuestos, tienen un rango de condiciones muy -

limitado y la extrapolaci&n de datos a menud~ no es muy confiable. 

en este sentido, las ecuaciones de estado han tenido una -

gran aceptaci6n para cubrir tales necesidades y de ah{ el gran d~ 

sarrollo que han tenido en años recientes. 

Un problema particular para el cual no se encuentra dispo

nible mucha información experimental e incluso no se cuenta con -

herramientas adecuadas para el cálculo de propiedades termodinSm~ 

cases el que se presenta en el manejo de fluidos susceptibles de 

solidificaci&n bajo las condiciones de proceso. Tal problema aqu~ 

ja particularmente a aquel tipo de industrias en las cuales la -

formación de sólidos a partir de sus fluidos de proceso presenta 

grandes complicaciones en la operación e incluso causa serios pr~ 

blemas en el equipo. El ejemplo más común en este.tipo de proble

mas es el que se presenta en la licuefacci6n de gas natural en la 

cual la formación de hidratos y otrossólidos a partir del gas na

tural en ciertos puntos del proceso es de gran riesgo para la op~ 

raci6n y el cuidado de los equipos. 



Por olro lado, cuando hablarnos de propiedades tcrrnodin¡mi

cas de un compuesto, nos referimos a él como un todo sin tomar en 

cuenta que está constituido por infinidad de partículas, cada una 

de las cuales presenta un comportamiento particular cuando se en

cuentra todo el sistema bajo determinadas condiciones, cambiando 

este estado molecular a cada instante. A pesar de ello, resulta -

evidente que las propiedades termodinámicas de un sistema depen-

den directamente del comportamiento de las moléculas que lo cons

tituyen. 

El tratar de predecir las propiedades termodinámicas de un 

sistema determinado, y de ahí entender su comportamiento, en fun

ci6n de aqu41 que presenta cada una de las mol4culas que lo cons

tituyen es una tarea prácticamente imposible debido al enorme nú

mero de mol4culas presentes y al hecho de que cada una de ellas -

interactúa con muchas otras. De aquí la necesidad de tratar de d~ 

finir tal comportamiento en funci6n de conceptos estadísticos fu~ 

. dados en postulados que relacionen la media temporal de una vari~ 

ble mecánica con el promedio de la misma variable en un"Bnsembl6" 

de mol4culas (definido posteriormente). La validez de estos post~ 

lados descansa sobre la concordancia estre la experiencia y las 

deducciones obtenidas de dichos postulado&. Hasta el momento no -

bay evidencia experimental que ponga en duda la validez de los 

postulados de la Mecánica Estadística. 

De lo anterior podemos decir que el camino m(s viable para 

generar modelos que expliquen el comportamiento de un sistema sa

tisfactoriamente es el de la Mecánica Estadística, a través de la 

cual podemos interpretar el comportamiento de un sistema a escala 

macroscópica a través del entendimiento de su comportamiento a es 

cala molecular. 

En el presente trabajo se buscará ,desarrollar,mediante co~ 

ceptos de Mecánica Estadística y algunos postulados que tratan de 

explicar el comportamiento molecular, un modelo que sea capaz de 
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predecir propiedades tormodin5micas en un ~fu~~io rango de condi-

ciones que cubra las regiones sólido-líquido-gas. 

El desarrollo de dicho modelo se centra básicamente en el 

estudio y la descripción, en forma sencilla, del comportamiento -

de las moléculas a las densidades de la fase sólida, para lo cual 

se utilizará el modelo que ~rigogine {21} desarrolla, a partir -

del modelo de celda para el estado liquido, aplicándolo al s6lido1 

además, se partirá de los conceptos de esfera dura para la dea-

cripción de la fase fluida probando algunas ecuaciones que se han 

desarrollado en torno a este modelo, como la ecuación de Carnahan 

-starling {9} que describe el comportamiento de los líquidos y q~ 

ses densos. 

Junto con estos modelos, que describen básicamente los --

efectos asociados al tamaño de las moléculas, se utilizará para -

el sólido, en la descripción de las fuerzas de atracción, un mod~ 

lo de potencial de atracción del tipo del de Van Der Waals. 

Sin pretender hacer un estudio exaustivo, se busca ilustrar 

la forma en que, apoyados en la mecánica estadística, podemos ob

tener modelos que describan el comportamiento de la materia en t~ 

do el rango de densidades, a través de los cuales no solo podemos 

obtener relaciones presión-volumen-temperatura, sino que nos sir

van además para predecir propiedades termodinámicas. 

A pesar de la sencillez con que se plantea el modelo pro-

puesto se espera que la descripción cuantitativa del equilibrio -

sólido-fluido sea aceptable con respecto a resultados experimen-

tales. Para que tal descripción sea factible se utilizarán como -

datos las constantes críticas y el factor acéntrico junto con la 

temperatura del punto triple y algunas constantes particulares de 

cada'compuesto1 además se buscará que el modelo sea lo suficient~ 

mente accesible como para poderlo aplicar a un gran número de co~ 

puestos con la restricción de que estos no sean polares o iónicos. 
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Por último se mostrará la forma en que dicho modelo se puede a 
plicar a mezclas ·multicomponentes en equilibrio con sus s6lidos 

puros correspondientes. 



CAPITULO 1. 
ANTECEDENTES 

La predicci6n del equilibrio sólido-líquido o sólido-vapor 

ha sido trata por distintos autores sobre todo en los últimos 

años en que el manejo de las ecuaciones de estado para la predic

ci6n de propiedades ha tenido mayor auge dadas las facilidades de 

sistemas de c6mputo m&s rápidos con que se cuenta actualmente. 

La mayoría de estos trabajos se enfocan en la predicción -

del equilibrio s6lido-líquido únicamente, haciendo a un lado la -

determinaci6n de propiedades termodin&micas por demás importantes 

desde el punto de vista pr&ctico, 

Algunos de los trabajos más representativos son los que se 

mencionan a continuaci6n. Los dos primeros son métodos de cálculo 

que se apoyan en una ecuación de estado para el gas-líquido y que 

usan propiedades termodinámicas en el equilibrio sólido-fluido p~ 

ra poder describir la fase s6lida. Los dos siquientes trabajos se 

refieren al desarrollo de ecuaciones de estado aplicables a la f~ 

se s6lida, pudi~ndose observar entre ellas las dos tendencias que 

se han seguido en el desarrollo de ecuaciones de estado, una se -

presenta como una correcci6n empírica a la ecuación de Van der -

Waals y la otra se fundamenta en modelos que tratan de explicar -

el comportaaiento molecular. 

En los casos descritos a continuaci6n se presentan algunas 

relaciones termodinlmicas tal como se reportan en sus respectivos 

trabajos, pero para entender el origen da tales relaciones se pu~ 

de remitir a la sección tres del capítulo dos en donde se trata -

con mayor detalle el cálculo de propiedades termodinámicas¡ de m~ 
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mento nos restringiremos únicamente ~l estudio y discusión de los 

trabajos en cuestión. 

1.1.- METODO DE PENG-ROBINSON PARA EL CALCULO DEL 

EQUILIBRIO SOLIDO-LIQUIDO-VAPOR, 

Este m~todo. [19} parte del hecho de que para un componente 

susceptible de solidificación en un sistema en fase vapor y/o li-

quido a temperatura y presión dadas, se require que: 

(1.1-1) 

mientr~s que para el resto de los componentes que no se soridifi

carán, se requiere que sus fugacidades cumplan con: 

(1.1-2) 

La fugacidad del componente k en la fase fluida se puede -

obtener a partir de una ecuación de estado utilizando la siguien

te relaci6n: 

d'll - lnZ (1.1-3) 

Por otro lado, para la fase sólida, constituida por el co~ 

po"nente k puro, la fugacidad se puede evaluar de la forma: 

(1.1•4) 

donde pºes la presión de vapor del componente k a la temperatura 

del sistema. A partir de la igualdad dada en (1.1-1) 1 podemos es

cribir1 

s 
(lnfk)p• 
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si además se sabe que: ( 
lnf~ J 

p. -4. 
entonces la fugacidad del sólido se podrá evaluar de la forma: 

'"p• exprs'~'Y~ - - 1 \ dJ exp[(2L d) l.\ RT p ) ¡::J r" RT J 
(1.1-5) 

En la ecuaci6n (1.1-5) la primera integral se puede recon~ 

cer como el coeficiente de fugacidad del componente k a su presi

ón de vapor mi~ntras que la segunda integral representa una co--

rrecci6n por presión sobre el volumen del sólido mediante la cual 

llevamos el sistema de la presión de vapor a la cual se evalaa la 

fugacidad del vapor, hasta la presión del sistema. 

Sabiendo que el efecto de la presión sobre el volumen del 

sólido es pequeño, la ecuación anterior se puede escribir comor 

(1 .1-6) 

Las expresiones (1.1-3) y (1 .1-6) se evalúan mediante una 

ecuación de estado, buscando cumplir con la condición dada en 

(1.1-1). Evidentemente, la exactitud obtenida en la predicción 

del equilibrio s-L-V dependerá de la precisión que tenga la ecua

ción de estado elegida en la evaluación de las fugacidades en la 

fase fluida del componente k. 

En este trabajo, los autores toman para la evaluación de -

las ecuaciones (1.1-3) y (1.1-6) la ecuaci6n de estado de Peng-R~ 

binson, la cual tiene la ·forma: 

p = RT a. (T) 

'!/- b V('!I + b) + b('ZI -b) 

donde a. y b son parámetros particulares de la ecuación y eatan d~ 

dos por1 

ci.(T) • a. ('l'c) ci(Tr,wl 

b • 0.07780 RTC/pc 
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siendo: Cl.(Tcl • 0.45724 R T 2/p 2 c c 

Cl [1 + m(t - Trl/l¡]2 

m a 0.374!J4 + 1.54226w - 0.26992w 2 

Si del lado del liquido se utilizan las siguientes reglas de mez

cl aito: 

bm • f xibi 

cim • H xixjCtiiq_j¡l/2c1 - kijl 

~onde kij es un par&mentro de interacción binario tomado del equ~ 

librio binario liquido-vapor~ junto con la ecuación de Peng-Robi~ 

son, la ecuación (1.t-J) toma la forma: 

(1.1-7) 

donde: 
y 

El proce10 planteado es el siguiente: la fugacidad del só• 

lido puro a las condiciones dadas ae calcula a travfs de la ecua

ción (1.1-6)1 a estas mismas condiciones ae establece un equili-

brio liquido-vapor a partir de la mezcla de composición conocida 

utilizando la ecuación (1.1-7) para cada componente. Si la fugac!. 

dad del sólido puro es menor que la del mismo componente en la 

fase fluida, exi1tirl solidificación de dicho componente. La nue

va composición estar& dada por una modificación de la anterior de 

la ai9uiente forma: 

C afk /ilxk l 

x<q+tl. xq -
k k 

se recalcula un 'flash' del equilibrio vapor líquido a las nuevas -
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condiciones de composici6n y se comparan nuav~muntc las fugacida

des. El proceso su r·:¡,ite hasta que la condición dada en (1.1-1) 

quede satisfecha. 

El mitodo provee un buen ajuste con respecto a los datos -

experimentales, aunque no deja de tener ciertas limitaciones en -

nl ~ent\~n de que rnquinr~ dul conoc!~!~nto du la ~~usiJad del s~ 

lido y de su presión de vapor, siendo simplemente un ajuste del -

equilibrio sólido-fluido a partir de las condiciones de equilibrio 

sin poder determinar propiedades termodinámicas. 

1.2.- METODO DE SOAVE PARA EL AJUSTE DEL EQUILIBRIO 

SOLIDO-LIQUIDO. 

Soave introduce su ecuación {2a} en un método que le perml 

te determinar el equilibrio sólido-líquido {29} de una manera se

mejante a la anterior de forma que relaciona la fugacidad de un -

componente puro en la fase líquida con la fugacidad de dicho com

ponente en estado sólido a la misma temperatura y presión median

te la siguiente relaci6n: 

al contrario del 

termino de Pointing y adem&s asume un valor constante en la dife

rencia de las.capacidades caloríficas dell!quido y el a6lido con 

lo cual al integrar la ecuaci6n anterior se obtiene: 

(1.2-2) 

donde Au es el calor latente de fusión en el punto triple yAcp 
f 

es el valor promedio de la diferencia entre las capacidades calo-
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ríficas del líquido menos la del sólido. 

La condición del equilibrio sólido-vapor para un componen-

te puro 

puede sustituirse en la ecuación (1.2-2)con lo cual se obtien: 

+ ACn(_Tf ~ Tf -::..::.. - 1 - ln-T = O 
R T 

(, .2-3) 

L V donde el t'rmino ln(f /f )se calcula mediante la ecuación de soa-

ve considerando únicamente los estados líquido y gaseoso. 

Ho obstante que los t'rminos (,afff/RTf) y (ACp/R) pueden 

obtenerse a trav'• de valores experimentales, Soave recomienda en 

su m4todo utilizar loo valores que ajusten mejor a la presión de 

vapor experimental del sólido debido a la gran sensibilidad que -

tienen los valora calculados de la presión de vapor con respecto 

a los valorea utilizados de AHf y ACp. 

En su m'todo, Soave determina los valores antes mensiona-

dos a partir de valores experimentales de presión de vapor media~ 

te un anlli1i1 por regresión utilizando ademls los valores form! 

les de las constantes críticas y del factor ac,ntrico. 

En el caso de mezclas, aplica las reglas de mezclado trad~ 

cionales. 

El altodo propuesto por Soave tiene la gran limitación de 

requerir los datos de AHf en el punto triple y de loscalores esp~ 

ctficoa tanto del líquido como del sólido del component.e en cues

tión, para loa duales no se tiene información disponible para mu

chas substancias aunque propone obtener~os a partir de una corre• 

lación utilizando 101 datos de presión de vapor en cuyo caso se -

require de dichos datos los cuales no se encuentran muchas veces 
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disponiblesen un ran~o lo suficientemente grande como para obte-

ner una correlación satisfactoria. 

A pesar de estas limitaciones, el procedimiento planteado 

por Soave proporciona un ajuste aceptable con respectoa los datos 

experimentales del equilibrio sólido-líquido en cuanto a presión 

y temperatura sin poder predecir sus propi.,ñ:i-:Jc::; ~ •.• :;_c~.:.::~!1'.!"11s; 

por el contrario, necesita del equilibrio sólido-vapor para poder 

obtener parámetros que utilizar& en el equilibrio sólido-líquido. 

Los dos métodos anteriores excluyen la posibilidad de sol~ 

clones sólidas y no son equivalentes a un método de ecuación de -

estado puusto que requiren de parámetros tales como 6Hf' Tf, den

sidades de sólido, etc., además de los parámetros particulares de 

la ecuación de estado. 

1.3.- KODIPICACION DE LA ECUACION DE VAN DER WAALS PARA 

LA REPRESENTACION DEL EQUILIBRIO 

SOLIDO-LIQUIDO-GAS. 

Wenzel y Schmidt {3~ proponen una extensi6n de la ecua--

ción de Van der waals para la predicción del equilibrio s6lido-1t 

quido basándose en la forma de "S" que tiene una isoterma que 

atraviesa la transición líquido-vapor y tratando de reproducir 

una "S" semejante en el equilibrio sólido-líquido. 

La trayectoria que sique una isoterma al ir modificando la 

presión, se puede observar en las fiquras 1.3-1 y 1.3-2. Partien

do de valores muy 9randes de volumen molar del gas (punto 1), ob

servamos que a medida que aumentamos la presi6n, llega el momento 

en que comienza la condensación (punto 2) la cual termina hasta -

que todo el vapor se convierte en líquido (punto 3) manteniéndose 
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la presión constante, Cuando se representa esta transición media~ 

te la ecuación de Van der Waals, la isoterma pasa a través de lln 

m&ximo y un mlnimo tal como se observa en la figura (1.3-1) enco! 

tr&ndose la presión de equilibrio correspondiente a esta isoterma 

en el punto donde se cumple la condición de Maxwell de igualdad -

de ireas. 

De igual forma, partiendo de un volumen de l!quido (punto 

4), siquiendo la misma isoterma, si aumentamos la presión lle9a-

mo1 al punto donde se forma el primer cristal (punto 5) a partir 

de donde se continúa la solidificación a presión constante hasta 

que desaparece todo el liquido y se tiene únicamente sólido (pun

to 6), 

Wenzel y Sch•idt basan su desarrollo en la suposición de -

que en esta Última transici6n la isoterma toma la forma de una -

•s• siailar a aquella que se tiene en el equilibrio l!quido-vapor 

y de igual foraa, la presión de equilibrio se determina mediante 

la condici6n de Maxwell. 

La ecuación propuesta por loa autores que reproduce esta 

segunda ~s• a altaa densidades ea de la formas 

RT Q, e (1.3-1) p • 
V - b V(V + b) (V - 0.97b)6 

donde b es una constante, mientras que a. y e son parlmetros que -

dependen de la temperatura y de la forma de la molécula, dado.a por 

las expresiones& 

Q. • a..Tª y 

con lo cual 1e obtiene una ecuaci6n de cinco parlmetros de los -

cuale1 b, a. y 11 se pueden obtener a partir de laa constantes cr!_ 

ticas y el factor acéntrico, mientras qae las dos restantes (CD y 

8) son obtenidos a partir del equilibrio fluido-s6lido. 
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Wenzel y Schmidt determinan estos últimos parámetros a 

partir de los datos obtenidos al calcular la presión de fusión me 

diante la condición de Maxwell aplicada a la transición sólido-lí 

quido: 

( 1. 3-2) . 

Además, de relaciones termodinámicas (ver tabla 2.3-2 del 

capítulo 2) los autores generan una segunda ecuación de la forma: 

Hv '"' ( 1 

v' 

- a )Q.J 
v" 

v• 

dV + ( 1 - p ) cf dV + p (Vs - VLS ) 
6 f v(V + b) vU (V-0.97b) (1.3-3) 

donde se ha incluido la ecuación (1.3-1)1con lo cual se tiene una 

segunda ecuación. A partir de (1.3-2) y (1.3-3) se tiene un.sist~ 

ma de dos ecuaciones mediante las cuales se obtienen los paráme-

tros buscados. 

Este modelo al presentarse como una ecuación de estado for 

mal es capaz de predecir propiedades termodinámicas (los autores 

no reportan tales propiedades) solo que tiene la gran desventaja 

de la dificultad que presenta el uso de las ecuaciones (1.3-2) y 

(1.3-3) para determinar los parámetros particulares las cuales i~ 

volucran datos de equilibrio experimentales. 

Otra desventaja de este modelo es que, al plantear la forma 

de "S" en el equilibrio sólido-líquido, suponen que a altas densi

dades las fuerzas de atracción contribuyen más fuertemente a la -

presión de lo que puede hacerlo el término de atracción de Van -

der Waal~ lo cual está en contraposición con resultados estadís~~ 

cos (tal como lo expresan los mismos autores~ en los cuales se o~ 

serva que las partículas, con fuerzas repulsivas únicamente, son 

susceptibles de separarse en dos fases debido a que estas fuerzas 

repulsivas son las que determinan primordialmente el que exista -

la transición •Ólido-líquido. 
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A pesar de lo anterior esta ecuación predice en forma sa-

tisfactoria los equilibrios sólido-líquido y sólido-vapor, obser

v&ndose cierta discrepancia al calcular los volGmencs molares del 

líquido y del s61ido al Pncontrarse estas fa~es cu equilibrio. 

1.4.- ECUACION DE LONGUET-HIGGINS Y WIDOM PARA LA 

DETERMINACION DEL PUNTO DE FUSION BASADA EN UN 

MODELO DE ESFERA DURA. 

Este modelo {16} parte del hecho de que cerca del punto 

triple la estructura particular de un l!quido o de un s6lido está 

determinada por la parte repulsiva del potencial intermolecular, 

mientras que la parte de fuerzas de atracci6n sirve únicamente p~ 

ra mantener juntas las mol&culas (los tfirminos de atracción y re-

pulción de un potencial intermolecular se definen y explican am-

pliamente en el cap!tulo 2). De lo anterior los autores proponen 

que las fuerzas de repulsión aer&n las mismas que las de un sistema 

de esferas duras mientras que las fuerzas de atracción originan -

un campo de potencial uniforme de tal forma que el efecto neto 

aobre cualquier 11ol~cula es nulo, por lo cual a una densidad dada 

el sistema se comporta exactamente como un conjunto de esferas du 

ras ellstico, 

A partir de las consideraciones anteriores los autores t~ 

man el tArmino de atracción de Van der Waals que depende únicame~ 

te de la densidad junto con el término de repulsión de esferas du 

ras con lo cual: 

(t. 4-1) 

donde p0 es la presión que se ejercerá por esferas duras con un -

diámetro igual al diámetro de repulsión de las mol&culas. 
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Si se ·expresa la ecuación (1.4-1) en forma reducida, 

~- ~ 
-(-if.:T ~ (:. y2 ( 1. 4-2) 

kT kT 

se genera una familia de isotermas caracterizando cada una de --

ellas a través del parámetro: 

<>./ v.kT ( 1. 4-3) 

Haciendo A=O podemos generar una isoterma a partir de la 

ecuación de esfera dura (los autores parten directamente de los -

datos reportados por Alder y Wainwright sobre dinámica molecular 

{1 } ) y ajustarla de tal forma que coincida con los valores de v~ 

lumen reducido (V/~) estimados por Ree y Hoover {3}. para el l{-

quido y el sólido. Para>.; o, la ecuación ( 1.4-2) presenta una -

pendiente positiva para los valores de 11/1' alrededor de la zona -

de transición sólido-l~quido, pudiéndose determinar la presión r~ 

ducida de fusión mediante el criterio de igualdad de áreas de Ma~ 

well tal como se muestra en la figura 1.4-1. 

Para determinar el punto tripl~ los autores parten de las 

suposiciones de que a la temperatura del punto triple, ~L , el ~

comportamiento del vapor es el de un gas ideal y de que la pre--

sión reducida del punto triple es mucho menor que la unidad, por -

lo que la isoterma del punto triple será aquella cuya porción ho

rizontal, en la región de transició~ coincida prácticamente con el 

e je de volumen reducido. Es to ocurre a una >. = 14. 7 tal como se 

aprecia en la figura 1 .4-1. 

Partiendo de las consideraciones anteriores los autores d~ 

terminan una serie de parámetros adimensionales que caracterizan 

el punto triple. Proponen que la relación entre las actividades -

de esferas con atracción y sin atracción (a y ªº respectivamente) 

esti dada por la siguiente expresión: 

a m a 0 exp (-2~n/kT) (1.4-4) 
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donde 11 es un parámetro adimcnsional de densidad. 

Junto con la ecuación anterior los autores integran la re

lación termodinámica: 

kT ( Hn a.\ (-2.L\ 
ai n n '/1 = \ a n -)1 

utilizando una expresión exacta de esferas duras para el término 

de Po; de lo anterior, los autores llegan a la expresión: 

~ · ~ - ln(1 • Vil) + 
nkT kT 

3 

2(1 - vn¡ 2 

suponiendo comportamiento de gas ideal para el vapor se obtiene: 

a = p/kT 

por lo que ol líquido a su presión de vapor deberá cumplir con la 

siguiente relación: 

ln~= ~ - ~ - ln(1 - vn) + 3 - - 5- (1.4-5) 
\ nkT -; nkT kT 2 ( 1 - VI]) 2 2 

y puesto que p/ 11kt<<1, se llega finalmente al siguiente resultado 

14.7 

1 • 71 
.. 8.6 

1 -vn • 1 - ('1112'/6) C'lf./th = o.567 

sustituyendo en (1.4-1) 

ln (_R.._ J • -5 .86 
nkT p.t. 

( 1 .4-6) 

Por otro lado, es posible determinar toda una 1erie de pr~ 

piedades termodinámicas en el punto triple observ&ndose sobre la 

figura 1.4-1 que la presión de fusión sigue una función lineal --
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con respecto a la temperatura de acuerdo a la relación: 

= 5.8(1 - >./14.7) 
( 1. 4-7) 

NkT 
Como se podrá observar más adelante, los resultados cuant; 

tativos obtenidos de la aplicación de este modelo distan mucho ck 

~ur satisfactori~~. aJem&s, de acuerdo a la ecuaci6n (1.4-7), l~ 

presión de fusión es lineal con respecto a la temperatura, lo 

cual no es cierto a altas temperaturas. 

Por otro lado cabe señalar un hecho interesante sobre este 

modelo, el cual concierne a la posible existencia de un punto crl 

tico de fusiónr si seguimos al pie de la letra este modelo, un ll 

quido real de moléculas esféricas tendrá un comportamiento cada -

vez más parecido al de un sistema de esferas duras a medida que -

se eleva la temperatura, de aquí que si el sistema de esferas du

ras presenta una transición de fase de primer orden•, entonces -

el compuesto en cuestión también presentará una de este tipo a -

temperaturas mucho muy altas ( A~ O). 

La importancia de este modelo es básicamente cualitativa 

puesto que, como ya se mencionó, sus predicciones están alejadas 

de los resultados experimentales pero sus ideas fundamentales son 

correctas al tratar de mejoxar la ecuación de van der Waals reem

plazando su drmino de re'pulsión (consideradci como un tlirmino un!, 

dimensional) por una expresi6n "exacta" tridimension:1l de esferas 

duras. Esto se justifica al suponer que a altas densidades la es

tructura de un liquido o un sólido esta determinada principalmen

te por las fuerzas de repulsión mientras que las fuerzas de atra~ 

ción sirven para mantener juntas a las moléculas. 

* Una transición de fase de primer orden es aquella en la cual la funci6n 
molar de Gibbs g es cont!nua pero sus derivadas (ag/aT), =-S Y (~g/.}P)r •'Ú 

son discontínuas. Una transición de fase de segundo orden es una en la cual g 
y sus primeras derivadas son continuas pero sus segundas derivadas son disco!!. 
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t!nuas. De igual forma, por generalización, se puede definir una transici6n 
de tercero o enlsilllO orden. Una discusión bastante amplia se puede encon-
trar en "Thermodynamics" de H. B. Callen{ 8}: 
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CAPITULO 2. 
FUNDAMENTO TEORICO DEL MODELO 

2.1-1 ALGUNOS CONCEPTOS DE MECANICA ESTADISTICA. 

Al definir la termodinámica las propiedades de equilibrio 

de un sistema en función de las variables macroscópicas de que de 

pende, tales como volumen, temperatura, número de moles,etc., no 

presta ningún interés acerca de la naturaleza, estructura y esta

dos energéticos de los constituyentes microscópicos ni de la for

ma en que Estos últimos factores se combinan para dar las propie

dades macroscópicas del sistema. La Mecánica Estadística se enea~ 

ga de éste último aspecto¡ se obtienen propiedades macroscópicas 

a través de la combinación adecuada de propiedades molecula~es. 

El hecho de que necesitemos un punto de vista estadístlc0 

cuando hablamos de propiedades macroscópicas de la materia es ju~ 

tificable desde el momento en que observamos que en un centímetro 

cúbico a condiciones STP existen al~ededor de Jx10 19 moléculas. No 

es sólo pr&cticamente imposible, sino ademis innecesario tomar en 

cuenta detalladamente el movimiento de.cada molécula paradetermi

nar propiedades macroscópicas de la materia, tales como tempcrat~ 

ra o presi6n. Por otro lado, para hacer un anilisis estadístico -

de un sistema de muchas partículas, tenemos que hacer una estima

ción razonable acerca del estado din&mico de cada partícula bas~ 

do en las propiedades de las mismas. Podemos hacer esta estima--

ci6n introduciendo el concepto de probabilidad de distribución de 

las partículas a través de los diferentes estados dinámicos en 

los cuales se pueden encontrar las partículas. 

Cuando introducimos el concepto de probabilidad, esto no 

implica que supongamos que las partículas se mueven en forma caót~ 
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ca sin obedecer ninguna ley bl~n dcfiniJa. De aquí que la~~liJuz 

del análisis estadístico do un sistema de muchas partículas está 

directamente relacionado con las suposiciones referentes a una -

probabilidad de distribución de las partícul~~. 

A;ste respecto cabe fficncionar que existen tres leyes que 

establecen la forma e::• que l.:.s partículas que constituyen un sis

tema se distribuyen entre los diferentes estados de energía. Di-

chas leyes son la Ley de Distribución de Maxwell-Boltzman, la de 

Bese-Einstein y la de Fermi-Dirac, 

Para fines del presente trabajo, tomaremos como punto de 

partida la ley de distribución de Maxwell-Boltzman que a su vez 

parte del concepto de partículas "idénticas" y "distinguibles", -

entendiendo por partículas idénticas, aquellaio ~Lit< tienen la mii::m;;i 

estructura y composición y por partículas distiguibles cuando po

demos establecer una diferencia entre una partícula y otra total~ 

mente idéntica a ésta. A primera vista, existe una contradición -

entre "id~nticas" y "distinguibles" pero más adelante se podri r~ 

considerar esta falta de lógica. 

De las otras dos leyes de distribución sólo basta decir -

que se basan en la mecánica cuántica y en el concepto de parttcu

las "indifercnciables". La estadística de Bose•Einstein se aplica 

en general a los sistemas con función de onda simétrica, es decir 

aquellas cuyo signo no cambia al variar las coordenadas de dos 

partículas cualesquiera del sistema. Ejemplos de estos sistemas 

son los fotones y átomos o moléculas que contien,en núcleos con un 

número par de protones más neutrones. Por el contrario, la esta-

dística de Férmi-Dirac se utiliza en sistemas con funciones de o~ 

da antisimétrica y como ejemplo de estos sistemas podemos mencio

nar los electrones, protones-y átomos o-moléculas con números im

pares de partlculas fundamentales en su núcleo. 
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2.1.1.- MODELO CA!IONICO. 

Antes de establecer la forma en que se distribuyen las 

partículas en los diferentes estados de energía, es necesario in

troducir el concepto de Colectivo (o Ensemble) de sitemas, enten

diéndose por éste como un conjunto de un gran número íl de sitemas 

cadJ uno de los cuales es una r(~lica a nivel macrosc6pico Jel -

sistema termodinámico cuyas propiedades se desean estudiar. Aun-

que todos los sistemas del colectivo son idénticos desde el punto 

de vista termodinámico, no lo son desde el punto de vista molecu

lar, puesto que ~ara un estado termodinámico dado existen una -

gran cantidad de estados cuánticos o energéticos que son consis-

ten tes con él. 

De lo anterior, podemos decir que en cada instante se ten 

drán infinidad de estados cuánticos distintos en los diversos si~ 

temas del colectivo y que el valor de una cierta variable mec!ni

ca será diferente en los distintos estados cuánticos. El promedio 

de una cierta variable del colectivo será, por tanto, la media de 

los distintos valores instantáneos de dicha variable que ocurren 

en cada sistema del colectivo al calcular dicha media. 

Al hablar de colectivos, tenemos que hacer referencia al 

medio ambiente termodinámico en que nos encontremos¡ as!, un sis

tema aislado (dados N, V y E) estará representado por un colecti

vo llamado Microcanónico, un sistema isotérmico cerrado (N, V y T 

dados), lo estará por el llamado Colectivo Canónico y un sistema 

abierto isotérmico (dados µ, V y T) estará representado por el 

Gran Canónico, 

En nuestro caso particular nos restringiremos al uso del 

Colectivo Canónico, el cual quedará representado por un sistema -

experimental con un volumen fijo v, un número dado de moléculas N 

y una temperatura T constante. 
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Consideremos que el sistema al cual nos referimos está C! 

racterizado por una serie de posibles estados de energía denota-

dos por E1, E2 , •... ,Ei¡ observando simult&neamQnte el estado 

energético de cada partícula en nuestro siotcma, podemos estable

cer que en E1 se tienen n 1 partículas, en E2 se tendrán n2 , en Ei 

se tendrin n
1

, ~te.El juego de números n
1

,· n2 , •.•• ni se denomina 

distribución, de las cuales existirá una infinidad de casos posi

bles, pero de una forma u otra, todas deben satisfacer las reia-

ciones siguientes: 

( 2. 1-1) 

(2.1-2) 

donde N es el número total de moléculas y Et es la energ!a total 

del sistema. 

Si suponemos inicialmente que todos los estados de eneg!a 

tienen la misma probabilidad de ser ocupados, podemos establecer 

que la probabiliad de obtener una determinada partición es propo! 

cional al número de formas diferentes en que las part!culas pue-

den ser distribuidas entre los diferentes estados de energ!a dis

ponibles para producir la partición. Dicho número de formas dife

rentes íl, esta dado por la fórmula combinatorial {J0}1 

íl • (2.1-3) 
n,fn2!~} 

La probabilidad de obtener la partición n 1 ,n 2 , ••• ni' será 

proporcional a íl. 

Al contrario de nqetra suposición inici3l, puede suceder 

que los diferentes estados tengan una cierta probabilidad intrín

seca con lo cual se vean favorecidos con respecto a los demás¡ de 

aqu! que la probabilidad de ~ncontrar un, part!cula en el estado 
ni • de enerq{a Ei ser& q1 , etc., por lo tanto la ecuación (2.1-3) e~ 

tarl modificada de la forma: 
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n1 n2 nJ 
NI g 1 g 2 g 3 ••• 

íl (2. 1-4) 
n11 n2t nJI .... 

Por último, removiendo lo condición de partículas distin-

guibles, diciendo ahora que no podemos diferenciar una partícula 

de otra y que por lo tanto podemos cambiar de lugar las partícu--

1 as indistintamente, todas las N! permutaciones nos conducen a la 

misma partición, por lo que dividiendo (2. 1-4) entre N! se tiene: 

n (2. 1-5) 

Para encontrar el estado de equilibrio, se tiene que en-

contrar la partición más probable la cual se logra buscando el v~ 

lor máximo den. Para encontrar este valor, escribiremos (2.1-5) 

de la forma: 

aplicando la fórmula de Stirling {17} para logaritmo de unfacto•• 

rial, se tiene: 

ln n = 

ln n = 

diferenciando la última relación con respecto a n
1 

su obtiene: 

d(ln n 
d(ln n 

t (dnilln(n1/gr- E n1d(ln(n1/g1 >> 

E (dn
1

)ln(n
1
/g

1
) - E dn

1 

puesto que dN • O ,entonces E dni • O, y d además se iguala a ce 

ro la expresión anterior para obtener el máximo: 

·-d(lníl) ( 2 .1-6) 

Para resolver esta última ecuación, tomando en cuenta que 
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se deben satisfacer las condiciones (2.1-1) y (2.1-2), se aplica 

el método de Lagrange sobre multiplicadores indeterminados {30), 

por lo que derivando (2.1-1) y(2.1-2), multiplicando respectiva-

mente por a y a y sumámdolas a (2.1-6): 

( 2. 1 -7) 

puesto que las variaciones de ni son arbitrarias bajo las condi-

ciones dadas por (2.1-1) y (2.1-2), (2.1-7) se cumplirá cuando: 

o n .. 
i 

g,e 
l. 

-a - (2 .1-B) 

sustituyendo este valor en (2.1-1), se obtiene la siguiente ecua

ci6n: 

Por otro lad~ se puede demostrar, con ayuda de la ecuaci6n(2.1-2~ 

que {17}: 
I 

por lo tanto, la ecuación (2.1-8) se expresa de la forma: 

(2 .1-Ba) 

que es la ley de distribuci6n de Maxvell-Boltzman donde: 

Q (2. 1-9) 

se conoce como la Función de Partición del Colectivo Canónico. 
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2.1 .2.- FUNCION DE PARTICION 

La expresión obtenida en (2.1-9) está dada como una suma 

cuántica difícil de manejar si no se conocen los niveles de ener

gía Ei. Se puede expresar en una forma más sencilla si el término 

de energía se maneja en forma"clásica", esto es,tomar en cuenta -

como contribuciones a la energía del sistema únicamente términos 

que pueden ser tratados en forma clásica, por ejemplo, transla--

ción y rotación. En sentido estricto, deberíamos tomar en cuenta 

también contribuciones cuánticas, como estados electrónicos, de -

vibración, etc. 

Lo anterior lo podemos hacer si tomamos en cuenta que con 

números cuánticos grandes, los resultados de la mecánica cuántica 

caen en forma asintótica dentro de los resultados de la mecánica 

clásica { ·17 }. Esto se logra cuando kT »~, donde !f. es la magni-

tud de la diferencia de energía entre los sucesj vos :ni veles energé

ticos. Este mismo criterio nos permite reemplazar la suma cuánti

ca en (2.1-9) por una integral bajo un estado clásico de posición 

y velocidad, donde estas dos últimas magnitudes deberán estar ex

presadas, por simplicidad, en un sistema de coordenadas general!-

zadas. 

Bajo estas condiciones la energía cla'.;;ca queda expresada 

por una función Hamilton~ana de la forma: 

donde: 

siendo: 

K(p,q) • Kenergía cinética + Uenergía potencial 
(2.1-10) 

coordenada que localiza a las moléculas (no 

necesariamente cartesiana) 

pi cantidad de movimiento en la dirección qi1 -

variable conjugada de qi en coordenadas gen~ 

ralizadas. 
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y por lo tanto la expresión (2.1-9) la podemos escribir de la for 

mar 

(2 .1-11) 

donde e es una constante que se determina en el límite de altas -

temperaturas para la ecuación cuántica; dicha constante es igual 

a {30}: 

c = 1/h 3N (he cte. de Planck) 

La ecuación (2.1-11) debe corregirse por el hecho de que 

al desarrollar la integral, se tendrá una contribución diferente 

por cada permutación de las moléculas, así si se tiene N moléc~ 

las, existirán N! permutaciones y por lo tanto N! contribuciones 

diferentes. Puesto que trataremos con moléculas indistinguibles,

cualquier permutación entre las moléculas no originará un nuevo -

estado, por lo tanto, será necesario dividir el miembro de la de

recha de la e~uación (2,1-11) ~ntre N! para tomar el caso de mol~ 

culaa indistinguibles. Por todo esto, la ecuación (2.1-11) se re

escribirá de la forma: 

(2 .1-12) 

Tomando en cuenta la expresión (2.1-10) se puede observar 

en la ecuación (2.1-12) que ésta se puede separar en d~s ~érminos 

de :.la forma: 

(2 .1-13) 

donde Qcinética es la función de partición correspondiente a la -

energía del sistema asociada al movimiento de las partículas y de 

la teor{a cinética de los gasea se sabe que éste término depende 

Gnicamente de la tempetarura quedando expresado de la forma: 

Qcinética • N!~3N J .. Je-ic/kT dp11ªP21dP31dP12""dp2Ndp3N 

( 2. 1-14) 
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En el caso de un qas monoat6Mico ideal, el término de la integral 

en la ecuación (2.1-14), para la primera molécula está dado por 

(JO}: 

I (211mkT) J/2 

~om~ en (2.1-14) éste término se repite tantas veces como molécu

las se tengan, (2.1-14) se expresará para un gas monoatómico 

ideal formado por N moléculas como: 

~N(211mkT)3N/2 = .L..(211mkT)3N/2 
Qcinética ª N! h N! h2 

(2.1-15) 

1 (1 )" Qcinética = ~ h~ (2.1-16) 

donde: 11 .. h 
(211mkT) l/ 2 

siendo 11 una longitud de orden del de una longitud de onda de De 

Broglie de una pat!cula con energía cinética del orden de kT. 

Por otro lado, en la ecuaci6n(2.1·13) el término Qpotencial 

es la función de parti~~6n correspondiente a la energía del sist~ 

ma considerando la posición de cada molécula con respecto a las -

dem&s; de aqu! que Q t i 1 dependerá de la densidad y de la --po ene a 
temperatura, Esta energía está dada directamente por las fuerzas 

de atracción y repulsión entre las moléculas, por lo que Qpot la 

podemos expresar de la siguiente forma: 

(2 .1-17) 

Como veremos más adelante, la estructura de un fluido está 

determinada principalmente por las fuerzas de repulsión de corto 

alcance mientras que las fuerzas de atracción de la~go alcance -

juegan un papel secundario y pueden considerarse como una pertur

bación. 
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La ecuación anterior la podemos expresar en términos más -

generales si tomamos únicamente el término de energ!a potencial -

del hamiltoniano de energía dentro de la ecuación (2.1-11), con -

lo cual podemos escribir: 

( 2. 1-18) 

Puesto que U depende únicamente de la posic~ón, la integral ante

rior ser& solamen~e una integral de volumen sobre las coord~nadas 

de posición de las moléculas. Esta integral es conocida como la -

Integral de Configuración Clásica. 

Si consideramos que no se tiene energía potencial debido -

a las fuerzas intermoleculares, como es el caso de un gas ideal, 

la ecuación anterior se reduce a: 

(2 .1-19) 

Si sustituimos estas últimas expresiones junto con la ecu~ . 
ci6n (2.1-16) en la expresión (2.1-13), se tiene: 

Q. _, (..L~ 
N! \Al) 

(2.1-20) 

que es la función de partición de un gas ideal monoatómico. 

A partir de la relación anterior se pueden obtener, media~ 

te relaciones adecuadas (las cuales se desarrollan en la sección 

3 de este cap{tulo), las propiedades de un gas ideal~ como ener-

g{a o la conocida expresión para la presión: 

pV NkT 
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A medida que la densidad del gas se incrementa, las moléc~ 

las se encuentran en promedio más cerca unas de otras y el poten

cial intermolecular empieza a ser diferente de cero por lo que la 

integral de configuración ya no es simplemente igual a VN y el 

comportamiento del gas comienza a alejarse del de un gas ideal. 

En talos casos, la función de vartici6n do un gas no ideal 

y en general de cualquier estado de la materia) estará dada por -

la combinación de las expresiones (2.1-13) y (2.1-10) a partir d~ 

lo cual resulta la siguiente relación: 

(2.1-21) 

Esta función de partición para el colectivo canónico servt 

rá como base para desarrollar la ecuación de estado que se plan-

teó en la introducción. 

2,2.- DIFERENCIAS A NIVEL DE ESTRUCTURA MOLECULAR 

ENTRE SOLIDO, LIQUIDO y GAS. 

Las diferencias esenciales entre los tres estados de la m! 
teria pueden ser descritas en términos de la distribuci6n de las 

moléculas en el espacio y de las fuerzas presentes entre dichas -

m.oléculas. 

En primer término, en el estado sólido se presenta un alto 

grado de ordenamiento de las moléculas. En él, la cercan{a de las 

mol~culas permite que las fuerzas intermoleculares controlen el -

movimiento de las moléculas obligándolas a vibrar alrededor de un 

punto de equilibrio que se puede considerar fijo, En otras pala-

bras, la energ{a potencial promedio, comparada con la enerq!a ci

nética molecular promedio, controla más eficazmente la trayecto--
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ria general de las moléculas. Esto causa que la estructura geomú-

trica del enrejado.básico o cristal se encuentre repetida a lo la~ 

go del volumen macroscópico; de aquí que podamos decir que el or-

den molecular en el espacio para un sólido es de largo alcance. 

En el caso de un fluido, las moléculas se encuentran, en -

promedio, a distancias mayores que en el caso de un sólido puesto 

que se encuentran unidas por fuerzas de atracción de menor intens~ 

dad. El efecto que produce la energía cinética molecular, o bien -

sobrepasa el control ejercido por la energía potencial, como en el 

caso de un gas diluido, o bien es del mismo orden, como en un gas 

denso. 

En un gas diluido las moléculas se encuentran en un alto -

qrado de desorden y se puede considerar que se mueven en trayecto

rias aleatorias entre colisiones binarias (se dice que se tiene -

únicamente colisiones binarias ya que colisiones entre tres o más 

moléculas representan sólo una mínima parte de tales encuentros). 

La teoría del estado sólido y la teoría cinética·!de los g!.. 

ses se han desarrollado con relativa facilidad debido a que estu-

dian los casos extremos arriba mencionados. En el cristal existe -

un ordenamiento espacial máximo y cada molécula interacciona con -

todos sus vecinos pero manteniendo sus posiciones relativamente f!_ 

jas. En el qas diluido, se tiene una situación opuesta, esto es, -

se presenta una alta dispersión de las moléculas. Ambos casos per

miten simplificaciones considerables en su tratamiento. 

Esto& dos extremos representan los límites de la densidad 

en que puede existir la materia bajo condiciones normales y es ju!._ 

to entre estos dos límites donde se encuentran los gases densos y 

los líquidos. 

Se puede considerar ent~nces que en estos casos las moléc~ 

las están sólo un poco más apartadas unas de otras que en el caso -

del sólido, y que se encuentran permanentemente bajo el efecto del 
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campo de fuerzas causado por sus vecinos, pero no obedece un cier

to orden espacial, y cuanto más, éste orden es local y controlado 

s61o por las características de empaquetamiento de las molGculas, 

es decir, es un orden de corto alcance. 

2.J.- CALCULO DE LAS PROPIEDADES TERMODINAMICAS. 

2.3.1.- A PARTIR DE LA FUNCION DE PARTICION, 

Antes de seguir adelante, es necesario establecer la forma 

en que se pueden obtener las propiedades termodinámicas de un sis

tema particular a partir de la función de partición. 

Al obtener la función de partición canónica en mecánica 

clásica, esto nos permite, a través de los postulados en que se 

apoya, determinar fácilmente propiedades termodinámicas "mecánicas" 

1 las propiedades termodinámicas "no mecánicas" se pueden obtener 

indirectamente con la ayuda de la termodinámica. 

Por propiedades "mecánicas" podemos entender como aquellas 

propiedades que se pueden definir en términos puramente mecánicos 

(clásicos o cuánticos), como por ejemplo la presión, volumen, ene~ 

g{a, número de mol~culas, etc., en las cuales no se introduce para 

nada el concepto de temperatura. Como ejemplo de variables termod~ 

námicas "no mecánicas" podemos citar a la temperatura, entropia, -

energía de Gibbs o de Helmholtz, potencial químico, entre otras. 

Para conocer las variables mecánicas mediante la funci6n -

de partición podemos partir de la ley de distribución de Maxwell-

Boltzman (ec2.1-8a) la cual establece la probabilidad de observar 

un estado cuántico dado dentro de un colectivo canónico Y se puede 

expresar como: 
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n. 
l -- .. 
N 

esta probabilidad esta normalizada, esto cs1 EPi e 1. 

(2. 3-1) 

De la sección 2,1.1 sabemos que el promedio del colectivo 

de una cietta variable mecánica será la media de los distintos va• 

lores instantáneos de dicha variable que ocurren en cada sistema, 

dando el mismo peso estadístico a cada uno de ellos al calcular e~ 

te valor medio, por lo tanto el promedio en todo el colectivo de -

la energía o de la presión estarán dados por: 

(2.3-2) 

(2.J-3) 

donde pi es la presión en el estado E1 , definido de la forma1 

(2. 3-4) 

dado que -pidV • dEi es el trabajo que tiene que ejercerse sobre -

el sistema cuando se encuetra en el estado Ei para poder incremen

tar el volumen en un factor de dV. 

Tomando la diferencial de (2.3-2) se tiene: 

(2.J-5) 

Por otro lado, dando el mismo peso estadístico a todos los 

eatadoa con enerq!a Ei y considerando la def~nición de función de 

partición, la ecuación (2,3-11 se reduce a: 

(2.3~1al . 

de donde: 
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(2. 3-6) 

sustituyendo (2.3-6) on la segunda sumatoria de (2.3-5) y aplican

do "regla de la cadena" '-'ll la primera sumatoria, se tiene1 

(2. 3-7) 

separando tGrminos en la segunda sumatoria: 

tkT(lnPi + lnQ)dPi (2.3-8) 

sabiendo que: 

y que: 

(2.3-8) se reduce a: 

sustituyendo en (2.3-7) la relación anterior junto con la ecuación 

(2.3-4) se tiene: 

sustituyendo (2.3-3) en la última expresión: 

(2. 3-9) 

Por lo dicho en la sección 2.1.1, podemos asociar los val~ 

res termodin&micos de la presión y de la energ{a del sistema con -

los promedios mecSnico-estad!sticos p y E del colectivo, por lo -

tanto, la expresión dada en (2.3-9) se puede escribir como: 
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dE (2.3-lfl) 

De las ecuaciones fundamentales de la termodinámica con nú 

mero de moléculas constante (y de ahí moles constantes), se sabe 

que {27} 1 

dE = TdS - pdV (2. 3-11) 

igualando (2.3-10) y (2.3-11) se observa que: 

de donde se tiene directamente que: 

(2.3-12) 

que no es otra cosa que la dependencia de la entropia con la fra~ 

ción del sistema del colectivo que se encuentra en un estado de -

energía Ei. sustituyendo (2.3-1a) en (2,3-12): 

s ~ Ei "'k Pi)tT - ln~ 
s 1 

EPiEi - kEPilnQ ·--T 

s E - klnQ (2.3-13) ·--T 

de las relaciones termodinámicas se sabe que: 

A • E - ST (2.3-14) 

igualando término a término (2.3-13) y(2.3-14) se tiene finalmen

te: 

A • -kTlnQ (2.3-15) 

que relaciona la energ{a de Helmholtz con la funci6n de partición 

del colectivo canónico. Esta relación es de gran importancia dado 
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TABLA 2.3-1 
\ 

V.t.rllAIL!~ TEllMOOINAMICAS A '41lTIR 

DE LA FUNCION DE PAl1TICION DEL • 

COL!CTIVO CANONICO. 

. -~ .... ·-

A = -kT ln Q 

p -- -(~C~r.N - kT(t¡)tN 

s - -(.il-) 
- el T "N - kT ('';ª~v,N + k lnO 

E --r2(.allr.) - kT
2(W)v,N - ar v," 

Pt - t ! ~¡ )T,"N#t = -kT(~ - a N T,V,N;;i¡ · 

H - E+pV - kT [ r(~)~ + V (~j - -

G - . A+pV - -kT [ l"O- v{~) ] - - av ''" 
Cv = ffii~ .. - kT [2(\'"rº)~t T ~~l~~~"N ] -
Cp = (*tN - kr[2(~+r(ilnQ.)+~~)J - ~ T YN ~ T2 "N T V t 



que las variables independientes dentro del colectivo canónico -

son N, V y T para las cuales es justamente A su función caracte-

r!stica. 

De las ecuaciones fundamentales de la termidinámica pode--

11os escribir1 {27 }l 

dA • •pdV ·SdT -11:µ i dNi (2.3-16) 

a partir de la ecuación (2.3-16) y la igualdad en (2.3-15) junto 

con algunas relaciones termodinámicas podemos conocer cualquier 

función termodinámica a partir de la función de partición, tal co 

•o ae mueatra en la tabla 2.l-1. 

En todas las expreaionea de dicha tabla, ae observa que -

las propiedades termodini•icas se obtienen a través de la función 

de partición o alguna de sus derivadas, con lo cual se loqra con~ 

cer estas propiedades en cualquier condición del sistema termodi

nlmico para el cual es v&lida la función de partición. 

El •'todo de las ecuaciones de estado, que se desarrollará 

en el siguiente inciso, requiere que se integre la ecuación de e~ 

tado o alguna de aua derivadas desde el gas ideal hasta el estado 

del aiste•• en el cual se desea conocer sus propiedades termodin! 

micas. Bn este sentido, el m~todo de la función de partición es -

superior al de la ecuaci6n de estado para la evaluación de propi~ 

dadea. 
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2.3-2.- A PARTIR DE UNA ECUACION DE ESTADO. 

Cuando partimos de una ecuación de estado, no necesariame~ 

te obtenida a partir de una función de partición,es posible obte

ner los valores de las variables termodinámicas sin recurrir a la 

función de partición. 

Esto lo podemos lograr partiendo de las ecuaciones funda

mentales de la termodinámica, dadas de la siguiente forma {8}1 

dE • TdS - pdV +l:µkdNk (2.3-17) 

dA = -SdT - pdV HµkdNk (2. 3-18) 

dG ., -SdT + Vdp +l:µkdNk (2.J-19) 

dH a TdS + Vdp +l:µkdNk (2.3~20) 

A partir de estas expresiones podemos generar las relaciones de -

Maxwell que substituidas en forma adecuada dentro de estas mismas 

ecuaciones nos conducen a expresiones de las variables fundament~ 

les como funci6n de parimetros medibles y para nuestro ·caso part! 

cular, en función de datos p-V-T. 

Así por ejemplo, derivando la ecuación (2.J-17) con respe~ 

to a p, con T y N constantes: 

C2.J-21) 

por otro lado, observando en (2.J-19) que G • G(T,p,N)~ podemos -

obtener la derivada total de G manteniendo N constante, de la fo~ 

ma siguiente: 

dG • O;idT+~ dp 
r.N p T,N 

(2.J-22) 
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comparando (2.3-22) con (2.3-19) se observa que: 

-S .. (;;),,N y 

obteniendo segundas derivadas de las expresiones anteriores: 

_ l;s ~
\ p 7T,N 

y (:~ 1· 
p,N 

puesto que p y T son variblas independientes entre si, podemos a! 

terar el orden de derivación sin alterar la igualdad, por lo que: 

(2.3-23) 

1u1tituyendo (2.3•23) en (2.3-21): 

(2.3-24) 

que relaciona la energía interna con propiedades p-V-T. 

Sólo por citar otro ejemplo,podemos obtener la dependencia 

de la entalpia con respecto a la temperatura a volumen constante, 

partiendo de la expresión (2.J-20) deriv¡ndola con respecto a la 

temperatura manteniendo V y .N constantes, de la siguiente forma: 

(2.J-25) 

por otro lado, de la ecuación (2.J-17) podemos observar directa-

aente que1 

T ( 3E \ 
• \rnV N 

lo cual 1e puede escribir como: 

T /a E\ 
• ITS7v.~ 
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de donde: 

si además: 

Cv= (.J.!_\ 
\" ílT lv N 

se tiene: 

I J,:) t;·.¡ 

~3T /.~~ -T-
(2.3-27) 

sustituyendo (2.3-27) ~n (2.3-25) se tiene finalmente la siguien

te relación 1 

( ~ ~ ) • Cv + V ffü 
V,N V,N 

(2.l-28) 

la cual da el cambio de la entalpia con respecto a la temperatura 

en función de parámetros medibles, como son V,T,p y Cv. 

De igual forma se puede conocer la relación de cualquiera 

de las variables fundamentales con respecto a T, p o V como fun·~ 

ción únicamente de parámetros medibles como T, p, V y Cv o Cp. T~ 

das estas relaciones se muestran en la tabla 2.l-2. 

Todas las relaciones de esta tabla se pueden aplicar dire~ 

tamente con una ecuación de estado, de la forma: 

V= V(p, T, N
1

, N
2

, •••• ) 

en cuyo caso utilizaremos las relaciones de la segunda columna¡ • 

por otro lado, si la ecuación de estado es de la forma: 

p a p(V, T, N
1

, N
2

, •••• ) 

podemos:,Plica~ las relaciones de las dos últimas columnas, 
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TABLA 2.3-2 
llELACIONU D! LAS VAlllAILt:S FUNDAICNJALH 
COMO FUNCIONES UNICAMENTE OE l'AltAMITROt M!DllLU, 

~ Hf). (-fo), (-frt (-fv}, 

E Cp - P(i})AN - r(if )~N- P(i;),N cv r(-!f)~N- p 

H Cp v-r(iftN Cv +v(if)v,N T (if-)~:v(*)T,N 

s ~ -(-if)p,N Cv (if-}v,~ T T 

A -s-p(i) . dT p,N -p(i;)T,N -s -p 

G -s V - s + v(..a!.) . ~T V,N (it)T,N 



De aquí el gran poder de las ecuaciones de estado, puesto 

que basta con toma~ los estados de referencia en forma adecuada e 

integrar convenientemente la relaci5n apropiada de la tabla 2.3-2 

para conocer los valores de cualquier variable termodinámica. In

clusive si en nuestro sistema se tiene una mezcla de componentes, 

en cuyo caso s6lo se requiere corregir los parámetros particula-

res de la ecuación de rst~do para después aplicar directamente 

las relaciones mencionadas. Este último punto se discutirá más 

ampliamente en el último capítulo. 

' 
Así por ejemplo, si en nuestra ecuaci6n de estado la pre-

ai6n se tiene en forma explícita y se desea conocer la entropia -

de nuestro sistema a las condiciones dadas de temperatura, pre--

sión y composición, debemos tomar la tercera expresión de la cua~ 

ta columna, la cual dice: 

(2.3-29) 

tomando como referencia el estado de gas ideal, necesitamos eva-

luar la ecuación (2.3-29) como tal, por lo que: 

t..M!) .. 
\ av T 

_!L. 
V 

(2.3-30) 

donde el super{ndice t denota gas ideal. 

Combinando las dos ecuaciones anteriores se obtiene: 

ta <:;s t>] • HH- ~ 
T V 

e integrando desde el gas ideal hasta las condiciones de nuestro 

sistema tenemos como resultado: 

(2.3-31) 
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Podemos decir que S(T,V,x) = S(T,p,x), no as[ para el gas ideal, 

puesto que el volumen evaluado a la presión del sistema en forma -

ideal no corresponde al volumen evaluado en forma real; lo que sí 

podemos decir, es que: 

donde V t = RT/p 

por lo que: 

t S (T,p,x) 
~ 

S(T,V',x) 

t t t Rln-v- _E.Y_ s (T,V,x) -s (T,V ,x) = vt .. Rln RT 

(2.l-32) 

t t t s (T,V,x) • s (T,V ,x) + R lnZ. 

sustituyendo en (2.l-31) la relación anterior y ordenando térmi-" 

nos: 

y sustituyendo la igualdad dada por la relación (2.3-32) en la r~ 

lación anterior, se tiene finalmente: 

(2 .3-33) 

y si sustituimos las expresiones particulares de la ecuación de e!. 

tado para la presión y para Z, podemos calcular fácilmente la en

tropia de nuestro sistema. 

De igual forma cuando queremos conocer propiedades parcia

les de los componentes presentes en una mezcla, podemos emplear -

la~. relaciones de la Tabla 2.3-2 directamente a las cuales se re

querirá añadir la variación de propiedades con respecto al cambio 

de moles. 

As{ por ejemplo, cundo requerimos de una expresión de la -

fugacidad parcial de fácil uso con una ecuación de estado en la -

forma explícita en la presión, podemos utilizar la cuarta expre·-
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sión de la cuarta columna de la tabla 2.3-2, la cual dice: 

de donde 1 (2.J-34) 

Por otro lado si derivamos la ecuación (2.3-18) con respecto a n
1 

a T, V y nj~i constantes, se tiene: 

f*lA X an T, V,n;~¡ 

de donde: • (µ an ) 
i i T,V,nj,ii 

(2 .3-35) 

igualando (2.3-JC) con (2.J-35) se tiene: 

(2 .3-36) 

de igual forma, si tomamos el quinto t~rmino de la segunda colum

na de la tabla 2.3-2 junto con la derivada de la ecuaci6n(2.3-19i 

con respecto a n1 , a T, p y nj~i constantes, y tomando, como en -

el caso anterior, sus derivadas cruzadas, se tiene: 

(2. 3-37) 

Si además recordamos que la fugacidad parcial de un compo

nente en una mezcla la podemos definir como: 

ralnfi) 
RT ~ 3 • V. 

p T,n l. 

entonces aplicando la relación (2.3-36) y 2.3-37) podemos escri

bir: 
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Multiplicando ambos lados de la ecuaci5n anterior por (3p/3V~n 

se tiene finalmente: 

Por otro lado, puesto que: 

.. e~~p) + 
T 

de donde: 

( a
3
1vnp ~ • ( a _\ _ll_ 

\ 7 ~VJ ln RT -
T T 

1 
V 

1 
V 

(2 .l-38) 

(2.3-39) 

Restando (2.J-39) de (2.3-38) e integrando desde el estado de gas 

ideal (V •m) hasta las condiciones del sistema: 

fi 
RT ln-p-- - RT lnyi ar tR~ -fl~)-RT ( 3 l:e~ }v 

T,~n 1,. T,n 

= f~ :~ 1- R~ }v -RTlnpV+RTln(nRT) 
T,V,n;~¡ 

de donde se tiene finalmente: 

RT ln ;~i =f[( :~) - ~T }v - RT ln ~~T 
1 T,~n¡~¡ 

(2.3-40) 

Esta ecuación permite evaluar fugacidades parciles de los 

componentes de una mezcla si se dispone de una ecuaci5n de estado 

adecuada explícita en la presi5n. 
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De igual forma ac pueden obtener expresiones anSlogas a -

las relaciones (2.3-33) y (2.3-40) para describir cualquier pro-

piedad termodinámica, ya sea total o parcial, mediante el uso de 

ecuaciones de estado. Algunas expresiones adicionales se muestran 

en la tabla 2.3-3. 

Todas las expresiones de dicha tabla se aplican en la re-

gi6n gas-líquido con una exactitud de los resultados obtenidos -

con respecto a resultados experiemtales que depende de la preci-

si6n de la ecuaci6n de es~ado manejada. 

No obstante que las ecuaciones de estado más comúnmente m~ 

nejadas tienen una buena predicci6n de la fase gas, esto no siem

pre ocurre con la fase líquida por lo que se han desarrollado al

gunas relaciones empíricas para la predicci6n de la fase líquida 

basadas en el hecho de que la presión y la temperatura, sobre to

do la primera, tienen relativamente poca influencia en el volumen 

del líquido, excepto en la región crítica. 

Puesto que de momento no se cuenta con una ecuación de es

tado que prediga satisfactoriamente la fase sólida, el cálculo de 

esta fase se hace mediante relaciones termodinámicas aplicadas al 

equilibrio s6lido-fluido apoyándose siempre en una ecuación de e! 

tado de buena predicción de las fases vapor y líquido, as! por 

ejemplo, para calcular la fugacidad del sólido se han generado e~ 

presiones como la siguiente: 

lfy) a 

f puro tT -T 
~~. 

T 

donde llhf, Tp.t.Y llCp son datos experimentales y fL es la fugaci-

dad del líquido la cual se calcula mediante una ecuación de esta

do (ver secciones 1 y 2 del capítulo 1): 
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TABLA 2.3-3 

CALCULO DE PROPIEO~OES TERMOOINAMICAS 

A PAllTlll DE UNA ECUACION DE ESTADO 

DE LA FORMA : p10p(T1V,n
1
n
2
,, •. ,nn) 

E(T,p,x) - T (-lL\]dv +l,n.E~ ar J . . 1 1 
\¡n 1 

Q) 

A(T,p,x) • At(T) 'J r. •:RT J dV 't•1AJ 
V 

S(T,p,x) = t ( ) S T,p,x 

CD 

H(T,p,x) • Ht(T,p,x) •J ~ · r(::~} + pV • RT' ~n1Ej 
V , . 

(1) 

ln(..L) = - 1-J lp - .J!LJ dV + .J!L -
p RT L V RT 

V 

RTln-v- + RT 
n1RT 

l - ln -2L 
RT 



2,4.- TEORIA DE PERTURBACION Y EL MODELO DE VOLUMEN 

LIBRE DE VAN DER WAALS. 

2.4.1.- POTENCIAL INTERMOLECULAR. 

Las fuerzas de interacción entre las moléculas, a las cu~ 

les se hizo referencia anteriormente, son de origen electromagné

tico debido a que todas las moléculas tienen cargas en movimiento 

y no obstante que las moléculas consideradas son eléctricamente -

neutras, éstas pueden interactuar eléctricamente (a lo largo de -

este trabajo, como ya se mencionó, no se consideran compuestos p~ 

lares o ionico1). 

Lo anterior se debe a que cuando una molécula se acerca a 

otra, las cargas de ambas se alteran y se separan ligeramente de 

sus po1ic1ones usuales en una forma tal que la distancia media -

entre cargas opuestas en las dos moléculas es ligeramente menor -

que la distancia entre cargas iguales. De esto resulta, por cona~ 

guiente, una fuerza de atracción molecular. Por otro lado, si las 

moléculas se acercan mucho más una a otra, de modo que sus cargas 

externas llegen a traslaparse, la fuerza intermolecular se trans

forma en una de repulsión¡ las moléculas se repelen unas a otras 

porque no hay forma de que una molécula se reordene internamente 

para impedir la repulsión de los electrones externos. 

Si suponemos que las moléculas son de simetría esférica, 

podemos explicar este comportamiento de las fuerzas intermolecul~ 

res sobre un diagrama de energía potencial mútua entre dos moléc~ 

las en funci6n de la distancia -r- entre sus centros de masa. La 

fuerza F que obra sobre cada molécula está relacionada con la 

energía potencial U mediante la ecuación F e -dG/dr. Sobre la fi 

gura 2,4-1 podemos ubicar una molécula en el origen O y observar 

que cuando se acerca la segunda molécula, ésta es atraida por la 

primera cuando la pendiente de tL es posit•iva y si se acerca más, 

será repelida cuando la pendiente de U. sea negativa. 
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Sobro la figura (2,4-2) pod~mos observar ul cambio de la 

fuerza de interacción molecular a medida que la segunda molécula 

se acerca a la primera ubicada en 01 se observa que en r ~ r. no 

obra fuerza alguna ~ntre las moléculas y se tiene por lo tanto un 

punto de equilibrio; en r > r 0 se tiene una fuerza de atracción -

de suave variación con respecto a la distancia mientras que en -

r •' i- 0 se tiene una fuerza ropulsiv.:i de brusca vari.•.::ión. La dis

tancia de separación para la cual la energía potencial mútua es -

cero se puede considerar como la distancia aproximada de m!nima -

separación en un choque (o) y en ciertos casos se puede conaide-

rar corno el diámetro de la molécula. 

Sobre la figura (2.4-2) se puede observar además que es -

posible separar las fuerzas intermoleculares en dos partes: la -

primera constituida por una brusca repulsión de corto alcance y -

la segunda parte dada por una atracción de suave variaci6n de la~ 

go alcance. Es de este hecho de donde parte lo que se conoce como 

Teorta de Perturbación. 

A altas densidades y bajas temperaturas la estructura de 

la materia esta primordialmente determinada por efectos de empa~

quetamiento geométrico asociados con la parte repulsiva del pote~ 

cial intermolecular, mientras que las fuerzas de atracción pro-~

veen la energía suficiente para mantener juntas las moléculas te

niendo poca influencia en la estructura de la materia. En otras -

palabras, a estas condiciones de temperatura y densidad, las con

sideraciones de energía del sistema hacen que un par de moléculas 

próximas una de otra tiendan a separarse una cierta distancia que 

corresponde a un mínimo en el potencial intermolecular, vibrando 

alrededor del punto r 0 (figura 2.4-1) dentro de un rango de dis-

tancia que esta en proporción directa con el contenido de energía 

de las moléculas, logrando en cierta forma un determinado "orden• 

entre las moléculas bajo un equilibrio dinámico de fuerzas. 

De lo ant~rior podemos observar que para la estructura de 

la materia podemos tener desde un ordenamiento de largo alcance, 
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cuando las molGculas se sitGan a una distancia promedio ~ , cara~ 

ter{stico del estado sólido, hasta un movimiento aleatorio de las 

mol6culas característico del estado gaseoso, por lo que en princ~ 

pio mediante el conocimiento del comportamiento del potencial in

termolecular a trav's de los conceptos de teoría de perturbación, 

podríamos explicar el comportamiento del sistema dado, en toda la 

gama de densidades observando simplemente la forma que toma tanto 

el potencial de atracción como el de repulsión. 

El hecho de que sean las fuerzas de repulsión las que de

terainanla estructura de la materia sin tener en esta mayor inge

rencia la1 fuerza• de atracción, nos permite relacionar las pro-

piedades de un estado dado con un sistema de referencia que cara~ 

terice a las fuerzas de repulsión con propiedades al equilibrio -

perfectamente conocidas mientras que las fuerzas de atracción pu~ 

den ser entonces tratadas como una perturbación. 

En general se puede decir que las interacciones molecula

res son aditivas por pares y como se ver& más adelante, es posi-

ble introducir dentro de estas interacciones el efecto de otras -

de mayor orden. Por todo lo dicho anteriormente, el potencial de 

un par de molSculas (i y j) lo podemos escribir de la siguiente -

forma: 

U(i,j) • ~.(i,j) + v(i,j) (2.4-1) 

donde ~. ea el potencial molecular por pares del sistema de refe

rencia y v ea la perturbación. De aquí que podamos escribir la -

función de partición de la energía potencial en la forma en que -

se hizo en la expresión (2.1-17): 

(2.4-2) 

donde Q se determina a partir del tamaño de las moléculas Y --
rep 

Q estará definido mediante el campo de potencial uniforme ori-
atr 
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ginado por las fuerzas de atracciGn. 

Bn este tipo de ideas el sistema de esferas duras ha sido 

el más empleado como sistema de referencia por razones que se da

rán en la siguiente secci6n, basta decir por el momento que el P2 

tencial de este sistema se define de la siguiente forma: 

l.L(r) ,. "' , r ._. o 

l.L{r) = O , r > o 

donde a, para este caso, es el diametro de la molécula. 

2.4.2.- MODELO SIMPLE DE VAN DER WAALS 

No obstante que la teoría de perturbación es de desarro-

llo relativamente reciente, sus ideas ya las había aplicado en -

cierta for~a Van der Waals en el desarrollo de su ecuaci6n. Sin -

hacer un de~arrollo demasiado exaustivo de esta ecuación, podernos 

ver corno se obtiene a partir de los conceptos de teoría de pertu~ 

bación: 

La energía de Hemholtz A de un líquido con un volumen V -

que contiene N moléculas a una ternpetarura T, será aquella dada -

para un gas formado por esferas duras de diámetro d a las mismas 

condiciones de V y T, sólo que alterada por un campo de potencial 

uniforme, de tal forma que podamos escribir: 

A A + - 1
- N~ 

o 2 { 2. 4-3) 

donde A0 es la energía de Hemholtz de un gas de esferas duras Y ~ 

es el campo de potencial uniforme dado por las fuerzas de atrac-

ci6n. Para obtener este campo es necesario considerar inicialmen

te la densidad molecular que existe en una capa esférica de ~sp~ 
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sor dr (figura 2.4-3) lo cual lo podemos lograr mediante la funci 

ón de distribución radial g(r), que no es más que una relación de 

la densidad molecular promedio que se tiene a una distancia r de 

una mol,cula central con respecto al promedio del sistema p =N/V 

De aqu{ que el número de moléculas a una distancia r de -

la molécula de referencia estará dada por la densidad molecular -

promedio del sistema multiplicada por un término de geometría es

férica con un espesor dr y corregido por el término de distribu-

ción radial, con lo que: 

Número de Moléculas 

(que rodean a la 

molécula de refere~ 

cia) 

N 
V 

2 g(r)411r dr (2 .4-4) 

Si multiplicamos la expresión anterior por el potencial intermol! 

cular e integramos desde r = a (diámetro de la molécula) hasta -

r mm, tenemos finalmente: 

(2 .4-5) 

donde el subíndice cero denota que la función de distribución ra

dial se evalúa en el gas de esferas duras. Van der Waals supuso -

una distribución radial al azar 9o(r) =1 con lo cual la expre-

sión anterior se puede escribir como: 

~ = 2N a. - ---V 
(2. 4-6) 

donde: '°' 2 ~ = -2 11j ~(r)r dr 
rr 

( 2. 4-7) 

El campo de potencial uniforme dado en (2.4-6) cst5 com-

partido por dos moléculas por lo que se debe dividir entre 2 (tal 

como se expresa en (2.4-3)) para no tomarlo en cuenta dos veces. 
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De lo anterior, el término de atracción de la función de 

partición de una molécula será de la siguiente forma: 

y para el sistema será1 

e - 4'/2kT = e Q/tJkT 
qatr "' 

(2.4-8) 

Para qonerar el término de repulsi6n, la teoría de Van ~

der Waals establece que para evaluar la energía de Hemholt1 del -

gas de esferas duras se requiere considerar un volumen mis peque

fio que el volumen V original, al cual se refiere como "volumen ll 

bre• Vf (al cual tienen acceso las moléculas), debido a que las -

mol,culas por sr mismas ocupan un volumen finito: 

Vf = V - Nb (2.4-9) 

donde b es el volumen de exclución por molécula y se define como1 

b 211 ª3 
3 

debido a que cuando dos moléculas chocan el centro de masa de una 

de las moléculas es excluido por un volumen igual a 4110
3/3, sólo 

que este volumen se divide entre dos debido a que está comparti

do por las dos moléculas. 

Si decimos que el volumen libre definido en (2,4-9) es el 

volumen a través del cual pueden desplazarse las moléculas, la 

parte repulsiva de la función de partición de una molécula se pu~ 

de escribir de la siguiente forma: 

(2 .4-10) 

sustituyendo (2.4-9) en (2.4-10) se tiene que: 
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q rep • (V-Nb) 
por lo que 1 

" (v-Nb)N "rep• ( 2 .4-11} 

Si ee sustituye (2 .4-8) y (2 .4-ll) en ( 2.4-2) se tiene la 

expreai6n de la función de partici6n debido a la energ{a poten--

cial 1 

" • (V-Nb) NeN~/kTtf 
"pot (2.4-12) 

Por otro, ·•i se multiplica esta ecuación por la ecuaci6n(2.l-16) 

que ea el t6rmino de energía cin,tica, ae tiene la función de pa~ 

tici6n del aistema1 si además, lata nueva expresión se sustituye 

en la ecuaci6n (2.3-15) de la sección 2.3 de 6ste capltulo, se ob 

tiene la expresión de la energía de Hemholtz de este aistema1 

A • JNkTln A + NkT - NkTln(V-Nb) - NkTlnN ·- t~
2

ª) 
(2.4-ll) 

por otro lado de la tabla 2.3-2 sabemos que: 

( ~~ j .. -p 
T 

(2 .4-14) 

de aquí que si aplicamos (2.4-14) en (2.4-13), se biene que: 

-p ./...1.h._\ a -NkT {_ l \ + 
\- av / \v-Nb / 

T 

de donde se obtiene finalmente: 

p Po (2.4-15) 

donde: 
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que es la expresióo uri9inal de Van der Waals en la cual podemos 

reconocer dos términos: 

Contribución a la presión debido a las fuerzas de re-

pulción tomando en cuenta un volumen excluido i9ual a 

'11 .. b = 2¡311( 
ex 

Contribución a la presión debido a las fuerzas de atrae 

ción. 

Sobre la ecuación (2.4-15) podemos observar dos hechos i~ 

portantes: en primer lugar, dado el tamaño de las moléculas la ex 

presión de la prP.sión dada para Po predice una presión mayor que 

la establecida por un gas ideal (el denominador en p 0 es menor) 1 

según esta expresión es el volumen libre accesible a las molécu

las el que obedece la ley de los gases ideales. 

En segundo lugar, el incluir el efecto de las fuerzas de 

atracción en la expresión (2.4-15), la presión se ve reducida con 

respecto a la predicha para un gas ideal debido a que el campo de 

potencial uniforme de tales fuerzas no permite que las moléculas 

"golpeen" las paredes del recipiente que las contienen con toda -

su energía; de aquí que la energía contenida en un sistema :sea rn~ 

nor que la predicha mediante la ecuación de un gas ideal. 

La ecuación de Van der Waals resulta cualitativamente co

rrecta puesto que describe la energía del sistema a través de dos 

términos, uno que toma en cuenta el tamaño de las moléculas y 

otro que torna en cuenta un campo uniforme de fuerzas de atracción 

~sto es, torna en cuenta la energía de interacción de las molécu~

las. A pesar de lo anterior, los resultados cuantitativos dados 

por la ecuación (2.4-15) difieren mucho de las observaciones prá~ 

ticas, aún y cuando los términos de Q y b se ajusten a datos exp~ 

rimentales. La aproximación drástica que hace Van der Waals para 

obtener el término de esfera dura considerando una aditividad ---
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exacta sin sobreposiciones del volumen excluido válida para todo 

el rango de densidades es lo que hace que su ecuación falle además 

de la suposición de una distribución radial al azar. No obstante 

lo anterior, sus ideas f!sicas describen con gran apego el compo! 

tamiento de los fluidos y debido a esto se toma este modelo como 

punto de partida para la generación de modelos más precisos. 

Cabe mencionar por último, que a partir de la expresión -

de p. se obtiene una expresión correcta del segundo coeficiente -

virial, a6lo que a altas densidades desaparece tal concordancia. 

De lo anterior se puede inferir que la corrección inmedi! 

ta a la acuación de Van der Waals es considerar una expresión 

"exacta" para el término de esfera dura en la ecuación de p 0 , tal 

como lo hicieron Longuet-Higgins y Widom {16} (ver capítulo 1, -

sección 1.4), sólo que en dicho trabajo se aprecian dos defectos: 

en primer lugar, las fuerzas de repulsión de corto a~cance tienen 

una tendencia mucho más suave que la que presenta un sistema de -

esfera dura; en segundo lugar el campo de potencial intermolecu~· 

lar depende únicamente de la densidad y no de la temperatura, 

además de que supone una distribución radial al azar, la atracción 

intermolecular no conduce a un campo de potencial uniforme, en 

vez de esto, se tiene una energía potencial que depende de la 

configuración. 

Muchos autores han tomado las ideas anteriores para gene

rar distintas técnicas que explican la teoría de perturbación. 

Zwazing {4} y algunos otros autores, han demostrado que el efecto 

de la parte atractiva del potencial intermolecular se puede obte

ner mediante una expanción de la perturbación sobre la intensidad 

del potencial atractivo utilizando un sistema de esferas duras c~ 

mo referencia. Por otra parte, Rowlinson {4} demuestra que el e-

fecto de la parte repulsiva del potencial,intermolecular puede o~ 

tenerse mediante una expanción de la perturbación en el inverso -

de la pendiente del potencial de repulsión, utilizando igualmente 
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un sistema de e~•~i~u duras como referencia. Ninguna de las expa~ 

ciones anterlarils explica adecuadamente el estado líquido. No ob~ 

tante quo 0tros autores combinan los esquemas anteriores, los mo

delos obtenidos provocdn que la perturbaci6n sea demasiado grande 

y que por lo tanto, lao series no convergan a la densidad y temp~ 

ratura del líquiJo, En este sentido Barker y Henderson {6} gene-

ran un esquemJ ampliamente aceptado a partir de una funci6n modi

ficada para el potencial mediante la cual expanden la energía de 

Hemholtz al rededor de dos parámetros que definen "la inversa de 

la pendiente" y "la profundidad" del potencial de repulsi6n, ut! 

!izando como en los casos anteriores un sistema de esferas duras 

como sistema de referencia. 
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2,5,- MODELO DE ESFERA DURA PARA EL GAS-LIQUIDO. 

A lo largo de este trabajo nos restringiremos al uso de 

fluidos simples, esto es, trataremos únicamente con fluidos forma

dos por moléculas esféricas que sean químicamente inertes. Siste-

mas como ~ste pueden ser fácilmente descritos a través de potenci~ 

les intermoleculares que sean esféricarnente simétricos además de -

ser aditivos por pares. En otras palabras, el uso del término "sim 

ple" se refiere a la relativa facilidad con que pueden ser trata-

dos en forma teórica con respecto a cualquier otra consideración. 

Al proponer una interacción por pares, estamos ignorando -

las interacciones entre muchos cuerpos. Esta simplificaci6n la po

demos hacer si los potenciales por pares considerados son potenci~ 

les"efectivos" por pares, ésto es, si toman en cuenta en una espe

cie de promedio la contribución de las fuerzas ocasionadas por una 

interacción de muchos cuerpos. 

La forma más simple de un potencial par es la repulsión 

brusca que aparece a cortas distancias la cual ti~ne su origen en 

la sobreposición de las capas externas de electrones. El efecto de 

estas fuertes fuerzas de repulsión es el de crear un orden de cor

to alcance que es característico del estado líquido; el orden de -

la repulsión resulta ser igual al de la distancia promedio interm2_ 

lecular. No obstante ser estas las fuerzas que determinan la es

tructura de un líquido, serán las fuerzas de at~acción las que de

terminen la estabilidad del líquido ya que forman un campo unifor

me que proporciona la energía cohesiva requerida para ello. 

El modelo más simple de un potencial por pares para un flui 

do es el llamado de "Esferas Duras" al cual se hizo referencia en 

la sección 2.4.1 y que se define de la siguiente forma: 

U(r) = 00 , r < a 

U (r) = O , r > a 
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donde r es la distancia entre centros de masa y a es el di{metro -

de la esfera dura. Este modelo simple es ideal para el estudio de 

fenómenos en los cuales un centro duro en el potencial es el fac-

tor más importante. Se puede tener información "experimental" so-

bre el modelo de esfera dura a través de un simulador programado -

en computadora. Tales cálculos hechos por Alder y Wainwright {1}, 

han demostrado claramente que la estructura de un fluido de esfera 

dura no difiere en forma significativa de aquella obtenida a tra-

vés de potenciales más complicados. 

Para el estudio de fluidos simples, este potencial es de -

gran significado puesto que permite que el efecto de las interac-

ciones de muchos cuerpos en un sistema pueda ser descrito mediante 

series de colisiones de dos cuerpos. Ésto resulta del hecho de que 

una partícula no experimenta ningún cambio en su velocidad hasta -

el momento en que se encuentra con otra partícula (su distancia e~ 

tre centros de masa es igual al diámetro de partícula) de aquí que 

no existirá, en un sistema finito, más de dos partículas cuyas ve

locidades cambien al mismo tiempo. Este potencial tiene las carac

terísticas cualitativas de un potencial molecular real y contiene 

algunos elementos de simplicidad que hacen que las teorías analít~ 

cas generadas a partir de él sean realmente fáciles de aplicar. -

Ademas de ésto, es posible hacer extenciones teóricas de los resul 

tados hacia potenciales más apegados a la realidad mediante técni

cas de perturbación. 

Un fluido de esferas duras conduce a una trancisión sólido

líquido a una densidad reducida de ~ = 0.625 pero en ausencia de -

fuerzas de atracción implica que se tiene solamente una fase flui

da simple. 

Por otro lado, puesto que el segundo coeficiente virial da 

la primera desviación de la idealidad e involucra únicamente una -

interacción de dos cuerpos, es interesante observar que si lo cal

culamos a partir de un potencial de esfera dura, toma la forma si-
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guiente {17} r 

2 s."' r. -lllL(r) 
- 11 Le -

o 

- 1-j'"-4 r 2dr 
2 o 

2110 
3 

3 
(2.5-1) 

~~nde podemos observar que es simplemente cuatro veces el volu

men de una esfera y es independiente de la temperatura. 

Se ha calculado 'incluso hasta el séptimo coeficiente vi-

rial utilizando el potencial .de esfera dura con lo cual se ha o~ 

servado que las ecuaciones de estado que utiliz~n el potencial -

de esfera dura predicen correctamente sus propiedades. Esto se -

ha corroborado utilizando técnicas de análisis numérico que dan 

un mejor ajuste a las series de potencias truncadas, tal como el 

método de Padé {17} • Todo lo anterior queda ilustrado en la fi

gura 2.5-1 en donde podemos observar el buen ajuste que se pue 

de lograr mediante las ecuaciones de estado que utilizan el mode 

lo de esfera dura, con respecto a los datos de dinámica molecu~

lar dados por Alder y Wainwright; en tal gráfica podemos apre--

ciar el ajuste dado por la ecuación virial cuando se toma hasta 

el quinto y sexto coeficiente y la aproximación dada por Padé 

utilizando los primeros seis coeficientes viriales calculados a 

partir de un sistema de esferas duras. 

Para efectos de comparación con las ecuaciones descritas, 

se presenta en la misma figura 2.5-1 los puntos calculados me--

diante la ecuación de Carnahan-Starling {9} (ecuación (2.5-6)) -

la cual se describirá más adelante donde se hablará de los mode

los que se utilizarán en este trabajo para la descripción de la 

fase fluida. 

Todo lo anterior da como resultado el que el potencial de 

esfera dura sea el más usado como potencial de referencia en la 

teoría de perturbación para el desarrollo de las distintas teo--
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rías que tratan de explicar el comportamiento de los fluidos. 

Por otro lado, si se grafican los datos de Alder y Wain-

wright de dinámica molecular para esferas duras en funci6n de p~ 

rámetros reducidos, de tal forma que: 

~ .?ff "" =11 'IJ (2.5-2) 
P71 f 

y ...?f.. _e_ ='P (2 .S-3) 
?! Po 

para poder cubrir todo el rango de presiones y densidades, se o~ 

tiene la figura 2.5-2 la cual resulta en cierta forma más ilus

trativa que la anterior puesto que se puede observar la formaci~ 

6n de dos curvas distintas; la primera se origina en el límite -

de alta densidad y la segunda en el de baja densidad. 

La curva superior se or1g1na en la regi6n de gas ideal, 

puesto que a medida que P +O, 'Uf+'// ; por otro lado, la curva in

ferior se origina en la regi6n del sólido puesto que cuando las 

moléculas se encuentran en condición de máximo empaquetamiento, 

'11 +v.. [¡¡ .. (11./?f) + 1] y 'lf + o . 

Para representar la curva superior partiremos en este tr~ 

bajo, en primer lugar, de las ideas de volumen libre de Van der 

Waals con lo que de la ecuación (2.4-9): 

para el cual se tienen dos alternativas: 

al Tornar el volumen de máximo empaquetamiento a partir de su 

definici6n original: 

b=?f.= 
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b) A partir del segundo coeficiente virial: 

b = 1 
2 (

, 4 nd 3 'le 2 ~12 U 
3 / 3 • 

b = 2 .96192"lf. 

ambas son l!neas rectas pero con una pendiente diferente, que 

al graficarlas en un diagrama '?Jívs. ~se observa que la segunda 

opci6n sigue un comportamiento más apegado a los datos experime~ 

tales (ver figura 2.5-3). 

Para tener un modelo más específico con una b acorde al -

compuesto que se maneje, se puede determinar b a partir de cons

tantes críticas como generalmente se hace. 

Para cualquiera de estas alternativas, la expresi6n gene

ral de un modelo de volumen libre de Van der Waals para la con-

tribuci6n a la funci6n de partici6n debido a las fuerzas de re-

pulsi6n será (partiendo de la ecuaci6n 2.4-11): 

Q a VN • (V-Nb)N 
rep f (2.5-4) 

siendo su contribuci6n a la presi6n de la forma siguiente (de la 

tabla 2. 3-1) : 

p. u( H~~) .. kt t~v Nln(V - NbJ 
T,N 

(2 .5-Sa) 

p • kT(--N----) • kT V-Nb ("1"-b) 

para el potencial qu!mico (de la misma tabla 2.3-1): 

'" ( ílA \ • -kT 
\--aNJT V 

1 

(ª;~aj 
T,V 
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µ 

-kT ~ ~lln (V aN L' Nb~ 

~ -kT ln(V - Nb) - kT v-Nb (2.5-5b) 

Otra forma de representar el comportamiento p-V de la fa

se fluida es considerar una expresi6n "exacta" para la esfera d! 

ra en la contribuci6n a la función de partición debido a las --

fuerzas de repulsión. 

Una expresión simple para representar adecuadamente el -

sistema de esferas duras está dada por la ecuación de Carnahan-

Starling tal como se mostr6 en la figura 2.5-11 ésta expresión -

se genera a partir de una fórmula recursiva aplicada a la serie 

de coeficientes viriales puesta en forma reducida y redondeando 

cada coeficiente a su entero más próximo, con lo cual se tiene -

finalmente una expresión reducida de la forma: 

z 

donde: 

n = 

n "' 

....EY_ 
NkT 

_b_ 
4V 

..lL V V 

+ n + n2 
- n3 

e 1 - nl 
3 

(2 .5-6) 

ny{ ~·0 1 b 2 (NTIOJ) = -- -3-6 

m 

siendo V el volumen de la molécula. Para determinar la contrib~ 
m 

ción a la función de partición de este modelo, partimos del he--

cho de que: 

puesto que '2't 

p ., kT alnQ 
av a NkT a ln 'lle 

av (2 .5-7) 

(V/Nl·?íf y V"f es una función de n y si además 
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obtemos la derivada del lcgaritmo de ?ff con respecto a V, se 

tiene: 

ln 7ff " lnV - lnN + ln?{ 

Un~ 1 a ln ?íf _1_ + 
av .. --+ av V V 

_1_ + a ln 'Uf 
(- N:~) • a 11 V 

_1_ ++( aln~ ~ V a 11 

a1n~ +[1 aln~ J 
av -n an 

sustituyendo en la ecuación (2.S-7): 

la cual se puede escribir como: 

z .. 1 -11 
a1nef 

f 

,, 
Hn~ J 
a n· 

aln~ ( ~~j a 11 

(2 .S-8) 

comparando la ecuación (2.S-8) con la ecuación (2.S-6) se tiene 

que: 

alnz{ 1 
2 3 

1 + !l + !l !l -n an n>J (1 -
a lnÍÍf 1 + 2 3 

!l + !l !l - n a 11 11) 3 (1 -
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ain'Vf -4 !]+ 2 !] 
a n ( 1 - n l 

3 

integrando: 

t-41'1 + Jn
2 j ?if exp 2 (2.5-9) 

( 1 -nl 

donde: 

( ~j n 
n fi. 

6 

Si se grafica la ecuación (2.5-9) contra p, se observa 

que esta ecuación sigue los resultados de dinámica molecular en 

la región de baja densidad en forma más precisa que los casos an 

teriores (ver figura 2 .5-3). 

A partir de la ecuación (2.5-9): 

-4n+3n:JN 
(1 -n > J 

(2 ~5-10) 

su contribución a la presión está dada directamente por la ecua

ción (2.S-6): 

[ 1 + 
p .. [ 

para el potencial químico: 

ll • -kT 

a partir de donde se llega a: 
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( 1 - n) 
3 

él 

élN 
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(2.5-12) 

El uso de cualquiera de los modelos anteriores quedar& d~ 

terminado en secciones posteriores en base al ajuste logrado con 

los datos experimentales, una vez incluida la contribución debi

do a las fuerzas de atracción dentro de la función de partición 

adem&s del t~rmino debido a la energ!a cinética. 



2.6.- MODELO DE PRIGOGI!IE PARA ~L SOLIDO. 

Tal como se hizo referencia en la sección 2.2 de este ca

pítulo, en el sólido, dada la alta densidad molecular presente, 

las fuerzas intermoleculares controlan el movimiento de las mol! 

culas obligándolas a vibrar alrededor de un punto de equilibrio 

yuc se puede considerar fijo¡ da aquí que las dist~ncias molecu

lares más allá de una distancia intermolecular promedio sean es

tadísticamente muy poco probables. 

Por otro lado, si consideramos que las moléculas tienen -

un comportamiento de esfera dura (secci6n 2.5), las distancias 

intcrmoleculares entre primeros vecinos más pequeñas que el diá

metro ~olccular d serán imposibles. 

Por lo anterior, podemos observar que el movimiento de -

una molécula ustá restringido a una celda formada por sus pro--

pios vecinos, lo cual conduce a que las.fluctuaciones de la densi 

dad decrescan rápidamente a medida que el volumen disponible pa

ra cada molécula tiende a un mínimo. 

El campo debido a las fuerzas de atracción que actúa so-

bre cada molécula dentro de su celda tiene rápidas fluctuaciones 

(hay que tomar en cuenta que la molécula se encuentra vibrando -

dentro de su propia celda) por lo que como primera simplifica--

ción, podemos considerar que dicho campo toma un valor promedio 

esféricamente simétrico. 

Podemos observar además, que las moléculas intercambian -

sus lugares con una frecuencia que va en proporción con el volu

men disponible para cada molécula. En el caso del sólido podemos 

considerar que el tiempo que permanece una molécula en su celda 

es lo suficientemente largo como para que este efecto pueda ser 

despreciado en la determinación de las propiedades termodinámi-

cas. 
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De todo lo anterior, podemos decir que la molécula sólo -

tiene acceso a un "volumen libre" (7/f) .acotado por su celda, con 

lo que el término de repulción de la función de partición estará 

dado de la forma: 

(2.6-1) 

Este volumen libre estará dado por el volumen accesible -

al centro de masa de la molécula, el cual se puede aproximar por 

el volumen de una esfera cuyo radio es la distancia máxima de -

desplazamiento del centro de masa de ésta molécula, denotado por 

r en la figura 2.6-1, que en este caso viene siendo la distancia 

intermolecular promedio (~), menos el diámetro molecular (d). De 

aqu! que el volumen libre lo podamos expresar mediante la si---

guiente expresi6n: 

411 
3 

( a, - d) 3 (2 .6-2) 

donde Q, denota la distancia molecular promedio entre primeros v~ 

cinos la cual podemos relacionar con el volumen molecular p~ome

dio de la forma: 

a.3 y'Y (2 .6-3) 

siendo i un.factor numérico que depende del arreglo geométrico -

de las moléculas. Cuando el arreglo es cúbico de cara centrada, 

este factor tiene un valor de ff y si el arreglo es cúbico sim-

ple, y' será la unidad. Un arreglo cúbico de cara centrada corre~ 

ponde al máximo empaquetamiento entre esferas con lo cual el nú

mero de primeros vecinos de una molécula' es de doce. Por otro l~ 
do, un arreglo cúbico simple corresponde al m!nimo empaquetamie~ 

to en el cual el número de primeros vecinos es de seis. 
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Por otra parte, si relacionamos el diámetro de una moléc~ 

la con el volumen mínimo accesible a la molécula por una rcla--

ción semejante a la ecuación (2.6-3) podemos escribir1 

d 3 = y'I(, 

suslituyendo (2 .6-4) y (2.6-3) en (2 .6-2), tenemos: 

~ 11 [('!fy') 1 / 3 

..!!_ y' ( '111/3 - 'lf.1/3 ) 3 
3 

que sustituido en (2.6-1) da finalmente: 

(2 .6-4) 

(2.6-5) 

(2 .6-6) 

que es una expresión semejante a la obtenida por Prigogine. ~1}. 

Si se divide la relación (2.6-5) entre 'l/, se puede obte-

ner una forma reducida de tal ecuación: 

~ 

11 
f 

[ v1/3 - 7fo1/3 ]3 
L '1!1/3 

(2 .6-7) 

donde ¡¡ es una densidad reducida dada por la relación p= 71.;'l!. 

Mediante esta última relación se puede observar, al graficarla -

en un diagrama Vf Vs. ¡¡, que el modelo de Prigogine sigue la -

tendencia de los datos experimentales de dinámica molecular en 

la zona de ~lta densidad, tal como se observa en la figura 

(2 .6-2). 
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La función de partioión para el sólido tomando en cuenta 

únicamente los términos de energía cinética y de repulsión será: 

(2.6-8) 

Es conveniente hacer notar que al escribir el término de energía 

cinética para la función de partición del sólido se ha eliminado 

el término N! que aparece en la expresión (2.1-16) debido a que 

las moléculas se encuentran confinadas cada una dentro de su pr~ 

pia celda sin poder moverse fuera de ~sta, con lo cual podemos -

distinguir cada una de ellas. 

La contribución a la presión debido a (2.6-8) se puede o~ 

tener de la siguiente forma: ~ 

L nn2 _\ .t)f'Í- 1 

\ av ;N.; ~v/Nl 113 
~ 1 ( V .\ -

2
/

3 
1 

- v113j ,Z -N-) J{ 

~ UnQ )= 
av Nt 

¡ 

( 1 /ti) 2/ 3 

multiplicando en el numerador y el denominador del segundo miem

bro por (1/U) 113 y además multiplicando toda la expresión por kT 

se tiene finalmente: 

p 
1 - ¡l1/3 

kTp (2 .6-9) 
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de aquí que la contribución al factor de compresibilidad del só

lido sea directamente: 

z 1/3 
- /5 

(2. 6-10) 

De (2.6-8) se puede obtener su contribución al potencial qu!mico 

de la siguiente forma: 

/. alnQ ') __ ( 4 nv') \ -3lnA + ln -'-"-'--
3 

-
oN V,T 

= -3lnA + ln( 4 ;1~ 1 + 3ln(1 - ~ 1 / 3 ) + ln~ 
1/3 " 

= -3lnA - ln _J2_ + 
RT 

-15 

ln (~} 
31n(1 - ¡¡113 1 + lnZ 

a partir de donde se tiene finalmente: 
·1i 

__ 1_~-+ 
- P' 1/3 

_L_ 
kT 

.. -("
1 no ') = 31nA + ln --1?_ - ln t 411x'j + 
a N V,T kT 3 

1 

- P' 1/3 

3ln(1 - p- 113¡ - ln Z 

+ 

(2.6-11) 

siendo P' = 11./11 tanto en (2.6-9) como en (2.6-10) y (2.6-11). 

Tal como se mencionó anteriormente,?! representa el vol u-

men de m&ximo empaquetamiento correspondiente a una molécula, el 

cual se puede relacionar con el volumen b de exclución de Van 
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der Waals. A bajas densidades este volumen de exclusi5n está da

do por el segundo coeficiente virial, el cual se expresa, para -

una molécula esférica, de la siguiente forma (ecuaci5n 2.5-1): 

(2.6-12) 

si además sabemos, de la relaci5n (2.6-4), que el volumen de má

ximo empaquetamiento está dado por: 

11,; .. _,_ d3 

y' 

entonces el volumen de excluci5n lo podemos escribir como: 

b 
2 .. -- 11y''l(. (2 .6-13) 
3 

A altas densidades el volumen de exclusi5n de Van der 

Waals se aproxima al volumen de máximo empaquetamiento, ésto es, 

b +'Zf.. Lo anterior permite relacionar a ambas cantiélades, b y ?10 , 

mediante una constante de la siguiente forma: 

b • cu. (2.6-14) 

de modo que e tendrá valores entre 1 y (2/J)rry• .. 2.9619 (1 ~Y4Ji) 

La constante e es característica de cada compuesto y se determi

nará mediante ajuste con datos experimentales. 

De todo lo anterior podemos escribir el término de densi

dad reducida para el s6lido, utilizando la relación (2.6-14), de 

la siguiente forma: 
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• ?fv b 
p = ~- = ~-

y e~ 
(2.6-15) 

lo cual nos permite conocer un término de densidad reducida para 

cada compuesto determinado a partir de los valores de b y C pro

pios Je cada compuesto los cuales se puede11 conocer mediante 

ajuste con datos experimientales. 

Como se sabe, mediante el principio de estados correspon

dientes es posible determinar el valor de b a partir únicamente 

de las constantes críticas sin necesidad de más datos experimen

tales. De igual forma, como más adelante se demostrará, se inte!!. 

ta que la determinación de la constante C definida en la rela--

ción (2.6-14) se pueda ajustar mediante parámetros en el punto 

triple. 
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2.7.- INCLUSION DE LAS FUERZAS DE ATRACCION MEDIANTE 

UN MODE~O TIPO VAN DHR WAALS. 
c. 

; 

Tal como se anotó en la sección 2.1.2.de este capítulo, -

la función de partición debido a la energía potencial está deter 

minada por los términos de fuerzas de atracción y de repulsión¡ 

para poder especificar el término de fuerzas de atracción parti

remos de las ideas generales de Van der Waals sobre el campo de 

potencial uniforme dado por las fuerzas de atracción definido me 

diante las ecuaciones (2.4-6) y (2.4-7) (ver sección 2.4): 

(2.4-6) 

(2.4-7) 

De las ecuaciones (2.1-18) y (2.4-8) podemos observar que 

la función de partición correspondiente a las fuerzas de atrae-~ 

ción ost' dado mediante el factor de Boltzman de la energía po-

tencial: 

• e -U./kT (2. 7-1) 

Para poder introducir el t~rmino de energía dado por la -

relación (2.4-6) en la expresión (2.7-1), es necesario tomar en 

cuenta que el campo de potencial uniforme dado en (2.4-6) est' -

compartido por dos moléculas, por lo que (2.7-1) se podrá escri

bir simplemente comos 

a e - t/2kT 
qatr 

Q 
N N2a./VkT 

atr • qatr • e 

Q atr• exp 
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Por otro lado, no obstante que la ecuaci6n de Redlich---

Kwon9 ea de ori9en eaencial•ente e•p!rico (22), ae puede de•o•• 

trar que 11 tar•ino de la funci6n de partici6n corre1pondiente • 

lae fuerzas de atracci6n de dicha ecuaci6n eatl dado por l• 1i•• 

9uiente expre1i6n1 

exp r_!!_ ln(1 + ~l L bkT V-~ 
(2.7-3) 

Haciendo u10 del•• expreaionee (2.6-14) y (2.6-151, pode•o1 ••· 

cribir la expre1i6n anterior en funci6n de la den1idad reducid• 

de la ei9uiente for .. 1 

• H -c"""u ..... -k-T- ln < 1 + e~> 

por lo que (2.7-3) lo pode•o• eecribir co•o1 

[Ns, 
• exp ['lf.kT 

Obeervando (2.7-2) y (2.7-4) 1e intuye que podemos escri

bir el t&rmino de atracci6n co•o una funci6n general de la den•~ 

dad reducida de la fora• 1. 

(2.7-5) 

dondes f ( ~) • ~ para ·van der waals . ( 2. 7-6•) 
1 f(~) ·• C ln(1 + C~) para Redlich-Kwong (2.7·6b) 

La contribuci6n a 11 presi6n debido a la• fuerza• de 

atracci6n ee obtiene de (2.7-5) de la siguiente formas 
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UnQ t 11 H(lf) N11o ílf ( 15) (4 • r • • 
av '(kT ilV ?{kT a lf ilV 

pu.to 11.u•a 

tl • ..!A. -1L. - HU. 
~ 

V ilV V 

entonceaa 
UnQ t (_ \ 

__ ..;::a=r- • - Nci. \v"f'·; f' (tJ) 
av tr.kT 

- - _.!:..._ (~). tl ,.,.,, 
?!kT I 

por lo tanto a 

p • kT /H_nQJ • - ~ tlt' <ts> 
atr \";;J 'll.11 

Para el factor· de compreaibilidad ae tendri simpleaentea 

z • 
atr 

y para el potencial químico1 

. - tlf'(tJ) 

__ ... at.-r""'-1 • ~ f(¡l) + tillnQ ~ 

air 

•• tiene r 

il N V,T 7f.JtT 

• af (O! 

ilts 
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por lo que: 

( 3lnQatr '\ \ 7 "' ----3,__ f ( ¡}) + _a._ ¡!f 1 ( ¡!) 

ílN V,l UkT 'iCkT 

__5-_ r; ( ¡3) + t!f 1 ( ¡!~ 
~kT [ .J 

(2.7-9) 

tanto en (2.7-7) como en (2.7-8) y (2.7-9), f(i') y f(i!) estan 

dados a partir de cualquiera de las expresiones dadas por 

(2.7-6). 

Se puede obtener una expresi6n general para la densidad -

reducida que abarque las expresiones dadas en (2.7-6), si parti

mos de la ecuaci6n general de Schmidt y Wenzel {26} que es una -

expresi6n generalizada que parte de la ecuación de Van der waals 

y se expresa como: 

p • RT a.. 
(2. 7-10) 

~2 + Ub1f + Wb 2 'lf- b 

donde 7/ es el volumen molar mientras que a.= ci. (T) y b es indepe.!!. 

diente de la temperatura siendo U y w parámetros propios de la -

ecuación. Claramente se observa que si U y W toman valores de -

cero, esta ecuación se reduce a la expresión de Van der Waals: 

p • RT 

?f - b 

a. 
- 'U2 

Por otro lado, si en la ecuación (2.7-10) se toma a a. como depe~ 

diente de la temperatura y U se iguala a la unidad mientras que 

w se hace igual a cero, se obtiene la expresión de Soave: 
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RT a. 
p = 

11- b 'l/2 + b?J 

De la ecuaci6n (2.7-10) se puede obtener ~u factor de co~ 

presibilidad correspondiente expresado en función de la densidad 

reducida de la siguiente forma: 

z•-2.1!..= 71 
RT ?f - b 

puesto que R • Navk y ya que al dividir el volumen molar entre ~ 

el mismo número de Avoqadro se tiene el volumen por molécula, se 

puede multiplicar y dividir toda la ecuación anterior por el nú

mero de Avoqadro para tenerla expresada en magnitudes molecula-

res: 

a. z • (2.7-11) 
71 - b 

siendo ahora 'lfel volumen por molécula.Divdiendo el numerador y 
2 el denominador del ti!rmino de energía eng~'K.: 

?/ a.. z .. 
+ Wb2 /?12) 71 - b kT'ZI( 1 + Ub/l/ 

z • '11 -~ 2&. 
[1 

1 

w ( ~tr] 'll - b Y.kT ?í +(U~Vº) + 

z .. ?/ -~ tl 
(2.7-12) 

?!- b ?{.kT 1 + ucll + wc 2 ts 2 
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comparando la ecuaci6n anterior con ld expresión (2.7-8), se ob

serva que para la ecuación de Schmidt y Wenzel: 

f' ( p) .. 

para simpli i'.icar el modelo l!n cu&11to a parámetros por determinar 

podemos hacer W iqual a cero, con lo que: 

f' (p) • 

+ UCp 

con lo que al inteqrar la ecuación anterior: 

f(p) • --1-- ln(1 + UCp) + I 
uc 

(2.7-13) 

(2. 7-14) 

Si observamos que f(p) tiene que reducirse a la expresi6n dada -

por (2.7-6) para Van der Waals cuando u• o, se tiene (aplicando 

el teorema de L'Hopital al primer t&rmino del sequndo miembro de 

(2. 7-14)) 1 

U+O 

1111[ 4 ( 1 ~ + 
U+O L 1 + oc p ;t -)j lim f ( p) • 

• :~: t 1 +° UC P J + I 

P + I 

lim I 

U+O 

dada la condici6n anterior se intuye que I • O por lo que la 

ecuaci6n (2.7-14) se escribe simplemente como: 
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f i f.:) = 1 
uc ln(1 + UC~) (2.7-15) 

se observa en la expresión anterior que cuando U • 1 se tiene la 

expresi6n para Redlich-r.won9 dada en (2.7•6) y ai U • 1/C ae ti~ 

ne la función de la densidad reducida de aedlich•Kwon9 conocida 

en la faae fluida. 

Si agrupaaos constantes en la ecuación (2.7-15) 1 

donde u• • uc. 

f(tl) • ....!.... ln(1 + u•ll) 
u• 

(2.7-16) 

Para determinar la forma exacta de la función de densidad 

reducida que habrá de incluirse en el modelo propuesto se utili

zar& la función dada en (2.7-16) probando diferente• valorea de 

U' y cuando ésta aea igual a cero se utilizar& la expresión dada 

en (2.7-6) para Van del Waals. 

De todo lo anterior, se observa que el modelo se presenta 

con dos constantes a determinar: e y u•, y con una función dada 

por: 

t • ~ • f(T) 
~kT 

(ver ecuaciones 2.7-8,9,10) también por encontrar. 

(2.7-17) 

Las pruebas y observaciones hechas para determinar la fo~ 

ma de la función (2.7-17) y los valores que toman e y u• utili-~ 

&ando laa expresiones (2.7-7,8 y 9) se presentan en el siguiente 

cap!tulo. 

•, 
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CAPITULO 3. 
CALCULO DE PARAMETR05 V PREDICCION DE 
PROPIEDADES 

3.1.- AJUSTE DEL MODELO AL EQUILIBRIO SOLIDO-LIQUIDO Y 

SOLIDO-VAPOR UTILIZANDO LA ECUACION DE SOAVE EN 

LA PASE PLUIDA, 

Partiendo de la• ecuacione• d••arrolladas en las seccio-

nes 2.6 y 7 del capítulo anterior para la predicci6n de la fase 

84lida pode•o• probar su veracidad si trataaos de representar a 

partir de ellas el equilibrio entre el s6lido y la fase fluida. 

Puesto que estas ecuaciones •6lo se plantea para el s6lido, •e -

repre•entara la fue fluida, como priaera prueba, mediante una -

ecuaci6n de estado ya conocida que •• aju•te a las criterios de 

e•f•ra dura planteado• en la secci6n 2.5 del capítulo anterior. 

Por su facilidad de aanejo y su buena predicci6n, se utilisarl -

para dicho prop6•ito la ecuaci6n de Soave (18}, 

No obatante que la ecuaci6n de Soave ea una modificación 

a la ecuaci6n de Redlich-Kwon9 ~ la cual, como ya·· se explicó, es 

de origen esencialmente empí,~co y por ende no tiene ninglin fu!!_ 

damento mec(nico-estad!atico, es facil demostrar que para la 

ecuaci6n de Soave se tiene una función de partición de la forma1 

1 
g. -----

A 3NN! 
N [ Nci. ( Nb ~ 

(V - Nb) exp e;;;- ln 1 + -V-·~ (3 .1-1) 

en la cual se observa que el t&rmino de ~epulsión es el mismo 

que el expresado en la ecuación (2.5-4) del capítulo 2 y a.. es 

una funci6n de la temperatura. 

88 



En oste caso, partiremos directamente de su forma expl!c~ 

t• en la preai6n, dada por1 

p • RT (l.1-2) 
?/- b 'll('V+ b) 

donde b ae toma como conatante y a. se expresa como funci6n de la 

teaperatura de la aiguiente forma: 

4". (T) • Q,cll (T) (J.1-3) 

(J. 1-4) 

á • o.480 + 1.574w + 0.176w2 (l.1-5) 

aiendo1 

(l.1-6) 

(J,1-7) 

donde T • T/T y p • p/p son la temperatura y la presi6n redu-r e e 
cida mientra• que Te pe y w aon la teaperatura y preai6n cr!ti--

caa y el factor aclntrico respectivamente. 

Mediante las relacione• (l.1-3,6 y 7) se pueden definir -

la• ai9uientea relaciones adimensionalea: 

A • "'2 • 0.42747 a(T) 
p/pc 

R2T2 (T/T ) 2 
. e 

(l.1-8) 

bl,! • 0.08664 
p/pc 

8 • (l .1-9) 
RT T/T

0 
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que aplicadas a la expresión del !actor de compresibilidad obte

nida de la ecuaci6n (3,1-2), so obtiene finalmente1 

J 2 2 
Z - Z + Z(A - B - B ) - AB •O (3.1-10) 

J~ uunde se ubtienu a lo m&s tres raices, la primera, del orden 

de la unidad, corresponderá a la z de la fase vapor1 la segunda 

sin ningún significado físico y la tercera, del orden de B, que 

corresponder& a la Z de la fase líquida. 

De relaciones generales de la termodinaaica se puede obt~ 

ner la expresi6n del coeficiente de fugacidad para esta ecuaci6n 

, la cual tiene la siguiente foraa1 

( 
f ~ A ./_Z + B~ 

ln ~/ª z - 1 - ln(z - B) - -;- l.\ Z ) 

(3.1-11) 

donde A y B astan dadas por las relaciones (3.1-8) y (3.1-9) 

mientras que z se obtiene a trav's de la soluci6n de la ecuaci6n 

(3.1-10)1 cuando se sustituye la Z correspondiente a la fase 

líquida se obtiene directamente el coeficiente de fugacidad del 

líquido y de igual forma, sustituyendo la Z obtenida para el va

por, se obtiene la fugacidad para la fase vapor. 

Por otro lado, sustituyendo las ecuaciones (2.6-8) y 

(2.7-51 en las relaciones (2.1-13 y 17) del capítulo anterior se 

tiene la función de partición para el s6lido: 

( ?./1/3_ v.;11313 JN expf~ f(s"~ 
V.kT J 

(3.1-12) 

90 



de igual forma, sumando las respectivas contribuciones para la -

presi6n y el potencial qu!mico dadas para el s6lido en las sec-

ciones 2,6 y 2.7 de dicho cap!tulo, se obtienen las expresione11 

11ª 

kT 

z• .. 

1/ ;¡ - ~ 

1 

1 -
pl/l 

• JlnA + ln ..JL_ - ln 
k'l' 

- c[f<ll) + f' <~>] 

~ pf' lll) zr.21 

- clH' (¡J) 

(3.1-13) 

(l.1-14) 

...!.!!.L + 1 + Jln(1 -11 113) 
- 11'/3 3 

(3,1-15) 

A partir de la ecuación (3.1-15) pode•o• encontrar una -

expresi6n para la fu9acidad si recordamoa que1 

11 • µref + RT in(-;--) 
ref 

si tomamos como estado de referencia el 9as ideal podemos escri

bir la ecuación anterior .de la forma: 

(3.1-16) 

Por otro lado, si sustituimos la expresión (2.1-20) del -

capítulo 2 en la quinta expresión de la tabla 2.3-1, obtenemos -

que para el 9aa ideal: 
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gas ideal 
• J lnt\ + .2__ (J, 1-17) 

kT kT 

1u1tituyendo (l.1-15 y 17) en (3.1-161 se tiene final•ente1 

f
1 

• (pt exp [-1n( •;Y~+ 

-c(flll> + llf' (l'J~ 

----- + Jln ( 1 - ¡'! t/3, - lnZ -
- "l/l 

(3.1-18) 

donde f(jl) y f' (¡'J) eat(n dadas por cualquiera de las relacione• 

dadas en (2.7-6a), (2.7-6b) o (2.7-16) y e eatl dado por la ecu~ 

ci6n (2.7-17) del capítulo anterior. 

Para e1tablecer el equilibrio, se requiere que1 

donde rº ea la fuqacidad de la fase líquida o qas~oaa. Para esto 

se propone un •'todo iterativo en el cual se da como dato la te~ 

peratura y se itera sobre la presi6n hasta que se encuentra un -

valor al cual 1e cumpla que: 

-
fº 

E • ln " error =o 
fs 

para lo cual se utilizarl un m€todo de Newton-Raphson de la si-

guien te forma1 

a ~ lnf0 -- . 
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si ae aabe que1 

Hnf • ...2f_ 

3p RT 

entonce•• 
a E 'llª. 'l/8 -·----
ap RT 

por lo que1 

(3.1-19) 

donde zª ••t' dado por (3.1-10) y z• lo e•t' por (3.1-14). 

Ante• de proceder a deterainar la• pre•ion•• de equili--

hrio •e requiere indagar •obre la foraa de e definida en (2.7-17) 

del cap!tulo anterior, para lo cual •e toaan lo• dato• de e~uill 

hrio •6lido-vapor y •6lido•l!quido para el ar96n, dado• por la• 

siguiente• relacionea1 

109 p ••• º·º~223 (-7814.5) + 7.5741 (3 .1-20a) 

para a6lido-vapor1 y para a6lido•l!quido: 

fi.T )1.288 1 
pata•~ Tp.t. - 1J 2900. (3.1-20b) 

A•baa ecuaciones ae tomaron de la• Tablas Critica• Internaciona

l•• (15}. lata• dos ecuacione• •e aju•tan con una preciai6n acoe 

table con re•pecto a lo• datos experimentale• reportados por 

Crawford{10} tal coao •• muestra en la tabla l.1-1 Se utiliz~ 
ron las ecuacione• (3.1-20) en ve& de •anejar directaaent• lo• -

dato• experiaentale• reportado•, puesto que tale• ecuacione• se 
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TABLA 3.1-1 
COMPAAACION DE LA5 ECUt.CIONE!t (3.MOe) V 

b.HIOb) CON DATO' UPEAIMENTALE!t (,o) 

EQUILIBRIO SOLIDO VAPOR EQUILIBRIO SOLIDO LIQUIDO 

T.EMPERATURA ºK PRESION ATM. TEMPERATURA ºK PREStON ATM. 
EXP ec (l. 20-a) EXP ec(l.2Q·b) 

70 0.6913 0.7287 100 690.9 732.39 
75 0.1580 0.1783 120 1727.1 1693.86 
80 0.5707 0.3903 130 2072.49 2192.74 
83.96 (p. t.) 0.6792 150 3158.08 3223.48 



prestan al uso de cllculos por computadora además de que los da

tos experimentales reportados no son suficientes como para repr~ 

sentar el comportamiento de toda una curva de equilibrio en un -

amplio rango de presionea1 evidentemente, el rango de presiones 

•anejado estar& restringido al alcance de dichas ecuaciones. 

A partir de loa puntos de equilibrio generados mediante -

las ecuaciones (3.1-20), se calculan las fugacidades de líquido 

y vapor, utilizando la relaci6n (3.1-11)1 11 se iguala dicho va

lor con (3.1-18) ••puede obtener el valor de E de la siguiente 

foraa1 

-
1

-_----,-.1,...3- + 3ln(1 - j5
1

/
3

) + lnZ - ln(fª1} 

E • 
f(i') + l!f' (j5) 

(3.1-21) 

Puesto que e aparece también en la expresión de zs (ver -

ecuación (3.1-14)), se requiere de un método iterativo, el cual 

se resolvió mediante un programa de computadora. En la expresión 

(3.1-19) se utilizó un valor de y = /1 (considerando máximo emp~ 

quetamiento), as! como relaciones de: 

f (j5) • j5 

y 

f(I!) = ln(1 + l!l 

j5f1 (j5) = ¡s 

j5f' (j5) __ _..p.....__ 
+ j5 

Van der Waals (3.1-22) 

Redlich-Wong (3 .1-23) 

Mediante el programa de computadora mencionado, se obtu-

vieron los datos mostrados en las figuras 3.1-1,2 .y 3 para dis

tintos valores de e en las cuales se muestra además el valor de 

E que corresponde a la ecuación de Soave, el cual se toma corno 

comparación. Las curvas denotadas por "Redlich-Kwong" y "van der 

Waals" corresponden a las expresiones de f (j5) dadas por las ecu~ 
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ciones ( 3 .1-23) y ( 3 .1-22) respectivamente. El valor de e de 

Soave se calcula mediante la relaci6n: 

e soave .. 4 ,93386 (; je 
r 

(3.1-24) 

donde a se obtiene de la ecuaci6n (3.1-4) y T es la temperatura 
r 

reducida. 

Sobre las gr!f icas mencionadas se observa que al utilizar 

cualquiera de las relaciones (3.1-22 ó 23), se obtiene un compo~ 

tamiento semejante, del valor de e calculado, a aquel dado me--

diante la relación (3.1-24) por lo que se podría esperar un com

portamiento semejante para c. 

De aquí que si sustituimos la relación (3.1-4) en (3.1-24) 

pero ahora para la e buscada, se tiene: 

[ 1/2 ]2 
e .. 4,93386 1 + m(l - Tr > e (3,1-25) 

Tr 

Al graficar la relación anterior contra la temperatura para dis

tintos valores de m, tomando un valor fijo de e de 1 .5, se obse~ 

va que a medida que m disminuye nos acercamos a la curva de e -

del modelo de Redlich-Kwong dada en la gráfica 3.1-2 hasta que a 

un valor de m = O, se tiene prácticamente la misma curva. El mi~ 

mo comportamiento se observa al comparar el modelo de Van der -

Waals, sustituyendo los valores correspondientes en la ecuación 

(3 .1-25). En la figura 3 .1-4 se presentan las observaciones, ant!!_ 

riores. 

Al hacer m = O en la ecuación (3.1-25) estamos proponien

do un comportamiento para la función de e de la forma1 

(3 .1-26) 
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siendo D una constante, Si sustituimos esta ~xpresión en la ecu! 

ci6n (2.1-17), se tiene: 

de donde: 

y: 

--º-. --""- c..c .. ---
Tr 71,.kT bkT 

__ ce._ • --º.!.!:_ 

bkT CT 

a. • DkTcb/C 

'é: • DV T k 
c 

Esto quiere decir, que se está proponiendo un campo de 

fuerzas de atracción que es independiente de la temperatura y d~ 

pende dnicamente de la densidad propia del sólido. 

La constante D definida en (3.1-26), se tomará como un 

parámetro de ajuste a datos experiemntales. No obstante que de -

esta manera se espera reproducir las curvas de equilibrio, hay -

que tomar en cuenta que la ~ calculada mediante las relaciones -

anteriores, será diferente de la calculada mediante la ecuación 

(2.4-6) del cap!tulo anterior, tal como sucede con la ecuación -

de Van der Waals o el modelo de Longuet-Higgings y Widom (ver se~ 

ción 1 .4). 

De todo lo anterior, se puede concluir que el parámetro 

t dependerá básicamente del tipo de función de densidad empleado 

en el modelo tal como se puede apreciar en la gráfica J.1-5 donde 

se presenta e/ tsoave Vs. T para los modelos de densidad estudi! 

dos a diferentes valores de e, en donde se observa que t/tsoave 

se podr!a considerar como una función lineal de T, lo cual corro-
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bora la forma de la funci6n (3.1-26). 

Por otro lado, mediante el mismo pro9rama de computadora 

•e hicieron cSlculos para la determinaci6n de los volumene• mol! 

res tanto del l!quido co•o del s6lido al equilibrio para distin

to1 valore1 de e, los cuales se presentan en la qr(fica 3.,-6, -

donde se presentan adeals, los valores experimentales ast como -

los deter•inado1 por Scmidt y Wenzel mediante •u modelo (ver se~ 

ci6n 1.l). 

En dicha 9rlfica se puede apreciar que, aunque todav!a -

no 1e ajustan 101 valores num&ricos, los valores calculado• si-

quen la •is•• tendencia que los datos experimentales, pudi&ndose 

observar que para ambos modelos de densidad manejados, se puede 

encontrar un valor de e mayor de 1, que pueda ajustar con los 

datos experimentales. 

Al mismo tiempo se indagó sobre la influencia del factor 

y' (ver ecuaci6n (J.1-12)) para el cual rio se encontr6 nin91in e

fecto significativo en el volumen que no pudiese ser ajustado al 

mover la e, por lo que se opt6 por fijar dicho par&metro a un V! 

lor de y' • /2' con lo que se supone un número m&ximo de vecinos 

alrededor de cada mol,cula. 

Una vez determinada la forma de la funci6n E y obser;~ar 

cual es el efecto del parlmetro e y de las distintas funciorl~s -

de densidad sobre el volumen, se procede a determinar los eqUill 

brios sólido-vapor y sólido-líquido utilizando el procedimiento 

descrito en la obtenci6n de la ecuación (3.1-19), para el cual -

se generó un segundo programa que utiliza la relación (3.1-19) -

para el cllculo de la presi6n dados los parámetros e y D para -

las distintas funciones de densidad ya descritas • 

• 
Mediante el programa de computadora mencionado,se gener~ 

ron datos de equilibrio para Argón, Benceno y co2 obteniéndose -
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distintas curvas en función de los parSmctros C y D y la funci6n 

empleada de densidad. En todas estas curvas se puede observar 

que siguen la tendencia de los datos experimentales, Algunas de 

estas curvas se presentan en las gráficas 3.1-7, donde se qrafi

caadem4s, una curva de equilibrio"ficticia" que es una prolon9a

ci6n de la curva de equilibrio líquido-vapor, calculada por la -

ecuación de Soavc, que se i~troduce dentro de l~ zona del sólido 

, la cual se utilizar6 como referencia. 

A trav&s de las curvas presentadas en las gr,ficaa J,1-7 

se puede observar cu&l es el efecto de los par•metros manejados. 

Al mover D, a un mismo modelo de densidad y un valor fijo de e, 
la intersecci6n de las curvas de los equilibrios s6lido-vapor y 

a6lido-ltquido con la curva de l!quido-vapor, se hacerca 6 se 

aleja del valor experimental del punto triple, mientras qua al 

mover el valor de e ó cambiar de modelo de densidad, la curva -

del equilibrio a6lido-l!quido se acerca 6 se aleja de los datos 

experimentales. 

Al observar el efecto del parámetro D sobre el desplaza

miento del •punto triple" calculado, se puede inferir que,si se 

calcula D mediante los datos del punto triple experimental,se p~ 

drilograr el ajuste con los datos experimentales en~ontrando el 

valor de e y el modelo de densidad adecuados. 

Al quedar fijo el valor de D en el punto triple, se pue

de observar con más claridad el efecto de e y la función de den

sidad sobre las curvas de equilibrio s6lido-fluido1 éstas se 

abren o cierran al mover dichos parámetros, tal como se puede 

observar en la figura J.1-8. 

Al mismo tiempo, con D fija a través del punto triple, -

se probó la forma de las curvas de volumen tanto para el líquido 

como para 'el s6lido, observándose el mismo efecto que el descri

to anteriormente cuando aún no se hac!an los cálculos de las pr~ 

siones de equilibrio tal como se observa al comparar las 9rafi--
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ca1 J.1-9 y J,1-6, lo cual indica que no se ha perdido fiabili-

dad en el aodelo al dar la foraa de e en la forma en que ae hi&o 

en la ecuaci6n(J.1-26) a travSa del parámetro D y a 1u vez, fi-

jando '•te en el punto triple. 

Ha•ta aqut 1610 1e han probado dos modelo• de densidad, 

••to e1, 1610 •• ha utili&ado dos valores de U sobre !a función 

general de la denaidad dada por la ecuaci6n (2. 7-16) del captt.!!, 

lo 21 1e ha toaado U • O al utiliaar el aodelo de Van der Waals 

y U • 1/C al utiliaar Redlich-Kvon9. Del eetudio de las curva• -

de equilibrio calculada• se puede decir que para cada coapuesto 

exietirl un jue90 6ptimo de parl•etro1 D, e y U que sea capas de 

predecir el equilibrio 1ólido-fluido. 

Cualquiera que 1ea el modelo de densidad e•pleado, se -

siguen utilizando las relaciones funda•entalea dada• por la ex-

presión para el volumen del sólido tipo Pri909ine (ecuación 2.6-

16) y la función de partición para el U:quido-vapor que origina 

la ecuaci6n de Soave (ecuación J.1-1) la cual se generó a par-

tir de un volumen libre tipo Van der Waals. La combinación de e~ 

tas expre1iones para generar las líneas de equilibrio sólido

fluido se denominar& Modelo de Prigogine-soave. 
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l.2.• OBTENCION DE PARAMETROS. 

Para poder determinar el juego de par,metros D, C y U •• 

6ptimo, particular a cada compuesto, que sea capaz de pred~~ir -

el equilibrio s6lido•fluido, se gener6 un programa de computado• 

ra que compara loe datoa de equilibrio calculados, con loe datoa 

de equilibrio experimentales, dados ciertos valores de e y U ca! 

culando D en el punto triple. 

A partir de dicha comparaci6n se calcula un error a lo -

largo de toda 11 curva de equilibrio s6lido•fluido y mediante 

una subrutina que buaca minimizar dicho error se propone automa

ticamente un nuevo juego de valorea de e y u mediante los cuales 

ae recalcula la curva de equilibrio repiti,ndoae el proceeo has

ta que el error •• menor a cierta tolerancia especificada de an

temano. 

El error calculado se determin6 por a!nimos cuadrados de 

la formas 

(l.2-1) 

donde y1, y2, •••• yn son los datos de equilibrio calculados, mie~ 

tras que Y1, Y2, ••••• Yn son los puntos experimentales a las mis

mas condiciones que los puntos calculados y n es el número de -

puntos calculados. Para minimizar dicho error se utilizó el m~t~ 

do de bGsqueda de una sola de variable desarrollado por Coggins 

{25}. Todo el m~todo de obtención de par(metros se describe am-~ 

pliamente en el ap~ndice B .al final de esta obra. 

Mediante dicho programa se determinó el juego de paráme

tros óptimo a una serie de compuestos, utilizando para la deter

minación de los valores experimentales los parámetros de la ecu~ 

ción de Simon recopilados por Stanley Babb {J}. De los datos de 
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C D y U' • UC obtenidos, se pudo observar que e y U' eran práctt 

camente iguales, esto es, U era pricticamente igual a la unidad, 

por lo que se opt6 por fijar el valor de u• igual a e y buscar -

únicamente el valor de e y o óptimos. Los resultados obtenidos -

para algunos compuestos se presentan en la tabla 3,2-1. 

La generación de los parámetros e v o no es sencilla 

puesto que involucra el uso de un programa de co•putadora que ·~ 

niminiaa un error1 para poder presentar un •odelo sencillo se 

buscó a partir de los valores de e, D y D' • D/C generados, una 

forma empírica que los reprodujera satisfactoriamente. 

No obstante que se hicieron varias pruebas al respecto, 

no se pudo encontrar tal expresión. 
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COMPUESTO T(p.t.),. 

ARGON 0.5568 
OXIGENO 0.3518 
NITROGENO 0.5005 
NEON 0.5544 
X E NON 0.5570 
p-XJLENO 0.4650 
BENCENO 0.4981 
C02 o. 7118 
CJCLOHEXANO 0.5054 
n-PENTADECANO 0.4712 
CLOROFORMO 0.3909 
METILCJCLOHEXANO 0.2566 

TABLA 3.2-1 
PARAMETftOS OBTENIDOS AL DETERMINAR EL AJUSTF. 

OPTIMO CON LOS DATOS f.XPE lllMENTALES 

P(p.t),.x 10· 3 w e 
-

14.1215 -0.004 1.40556 
0.0256 0.021 1.20696 
3.5125 0.04 l. 30411 

13.2316 o.o 1.46723 
13.7153 0.002 1.40745 
o .1499 0.324 1.04072 
1.0216 0.212 1.15287 

69.1372 0.225 1.24485 
o .1602 0.213 1.09936 
0.0086 0.706 1.10252 
0.0155 0.216 1.12974 
1. 5097x10-1 0.233 1.09731 

D D/C 

12.4385 8.8495 
11.3351 9.3914 
12.1850 9.3435 
12.648~ 8.6206 
12.4789 8.8663 

13.1036 12.5906 
12.7470 11. 0568 
13.1413 10.5565 
12.5974 11. 4588 

15.9033 14.4248 
14. 7778 13.0807 
13.0875 11. 9269 



3.3.- COMPARACION DEL MODELO CON DATOS EXPERIMENTALES 

Y CALCULO DE PROPIEDADES. 

A partir de los par&metros c y D obtenidos en la secci6n 

anterior, podemos generar las curvas de equilibrio sGlido-l!qui• 

do-vapor de los compuestos mencionados en la tabla 3.2-1 y cono

cer sus propiedades no sólo sobre las líneas de equilibrio sino 

ta•bi'n en cualquier región de densidad. 

Para esto, partiremos de las expresiones (J.1-2 a11) pa

ra la descripción de la fase fluida mientras que para la deacri2, 

ci6n de la faae sólida, se utilizar(n las ecuaciones (3.1-12 a 

18). Bn parti~ular, las ecuaciones (3.1-12), (l.1-14) y (3.1-18) 

expreaadas en función de loa parimetros C y D y tomando U a 1 

ca1to ea, utilizando las expresiones (2.7-13) y (2.7-16) para 

la1 funciones de densidad), tienen la forma siguiente: 

zs • 

f ..• 

, -~Y' ( :}:1 L. 
p ~xpt ln "~ • 

(3.J-1) 

(3.3-2) 

(l.J-J) 

donde D' • D/C, Tr ea la temperatura reducida y ade••• se ha he

cho' 71. • b/C y ~ • b/CV tal' co•o ae eltpreaa en laa relacione• 

(2.6-14) y (2.6-15). 
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Para la ganaración <le las curvas de equilibrio sólido--

fluido, se utilizó el método desc4ito en la obtención de la ecu~ 

ción (3.1-19) apoyándose en las expresiones de fugacidad (3.1-11) 

y (3.3-3) para lo cual se desarrolló el programa de computadora 

presentado en el apéndice A, a partir del cual se trazaron di--

chas curvas para el Argón, Dióxido de Carbono y Benceno, las cu~ 

les se presentan en las gráficas 3.3-1,2 y 3. 

Sobre tales gráficas se presenta ademas la curva del 

equilibrio líquido-vapor, generado a partir del segudo programa 

presentado en el apéndice A (el cual utiliza Soave), junto con -

los datos experimentales de los tres equilibrios tomados de las 

"Tablas críticas Internacionales" {15} y del Timmermans {31}. 

En tales gráficas se puede observar que el ajuste logra

do para los compuestos en cuestión es aceptable observándose una 

cierta discrepancia en el equilibrio sólido-vapor en el caso del 

co
2

• 

De igual forma, podemos obtener las zonas de transición 

de fase sobre un diagrama p-'lf tal como se observa en las gráfi-

cas 3.3-4, 5 y 6 en las cuales se presenta además, el comporta-

miento de distintas isotermas que cruzan todo el rango de densi

dades, las cuales se calcularon a partir de las ecuaciones (3.1-

2) y (3.3-2). Sobre estas Últimas gráficas, podernos observar que 

el comportamiento que describen las líneas isotérmicas es el que 

se podr!a esperar para un diagrama de este tipo, ésto es, tienen 

una pendiente bastante pronunciada dentro de la región del sóli

do y una ligeramente menor dentro de la zona del líquido, mien-

tras que dentro de la región del vapor, su pendiente es bastante 

suave. 

Con respecto a la predicción de volúmenes tanto del sól!. 

do como del líquido al equilibrio en función de la temperatura, 

podemos decir que tambHin es· aceptable puesto que, para el caso 
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del arg6n, ae tiene un error con respecto a los datos experimen

tales que va de 3 a 6\ para el volumen del sólido mientras que -

para el caso del líquido se tiene un error promedio de 1.3\, am

bos dentro de la región de temperatura estudiada, los cuales se 

pueden considerar que. caen dentro del error experimental. Lo an

terior lo podemos observar sobre la gr&fica 3.J-7 en la cual se 

presenta ademSs los valores calculadoq mediante el modelo de 

Wenael' Schmidt (sección 1,3 cap{tulo 1). 

Pode•os observar·aobre las qr!ficaa mensionadas que la -

tendencia de loa volGmenes calculados ea muy aemejante·a la pre

sentada por los datos experimentales en contraste con la que pr~ 

sentan aquellos obtenidos mediante el •odelo de Wenzel ' Schmidt 

que es ••s rlgida y por consecuencia con valores de vol6•enes 

alejados de los datos experimentales. 

Por otro lado, con ayuda de la1 tablac 2.J-1 y 2.3-3 po

de•os conocer la• propiedades termodin&micaa de un cierto com--

pue1to bajo cualquier condici6n de te•peratura y pre1i6n en cu•! 

quier regi6n de den1idad de la siguiente forma: 

Para la regi&n del 16lido basta con aplicar las relacio

nes de la tabla 2.3-1 sobre la funci6n de partici6n del 16lido -

dada por la ecuaci6n(3.3-1)con lo cual 1e genera las relaciones 

dadas en la tabla 3.3-t •ediante las cuale1 pode•os caracterizar 

a la •aterla en cualquier punto de la fase 16lida. 

De igual for•a, 11 aplicaao1 la1 relacione• de la tabla 

2.l-3 1obre la ecuaci6n para el fluido dada por la expre1i6n 

(3,1-2), se generan la1 expresione1 dada• en la tabla 3.3-2 •e

dlante las cuales pode•os conocer las propiedades de las·fase1 -

ltquida y vapor a cualquier condici6n de teaperatura y pre1ión. 
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Las relaciones dadas en las tablas J.3-1 y J.J-2 se pue

den aplicar dentro de las zonas de transici6n manej&ndolas ade-

cuadamente a través de la conocida "regla de la palanca". 

Es de mensionarse que la obtenci6n de las relaciones de 

la tabla 3.J-1 a partir de la ecuaci6n J,3-1 es mucho m&s senci

lla que las de las relaciones de la tabla 3,3-2, Esto se puede 

observar directamente si se compara las tablas 2.3-1 y 2.J-3, E~ 

to nos da una cierta ventaja en el manejo de las funciones term~ 

dinámica,obtenidas a partir de una funci6n de partici6n, con re~ 

pecto al método de la ecuaci6n de estado. 
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TABLA 3.3-1 

PROPIEOAQES TERMOOINAMICAS O:HENIOA5 

A PARTIR, DE LA ECUACION (3.J-1) 

~) ~ (bj"'J + ln-!'T - 1 
3 

- lnZ - Jln 1 - C'if 

1n(1 + ~1] 

Rt; - Jln/\ - 1 n ..!.... + 1 { 4ll 1'1 + 
kT 3 

lnZ + Jln~ {~1"]1 

• 

ii • RrÍ-L + 1 - ...!!.: Gn f¡ + .JU+ i/ 1 'l] L 2 1 - (b/C11)1" ·T r L V 'lf 7 V r 1 + b/'l/ -)J 

~ • RTÍJln/\ + 1n....P... - 1n(4nir')- 1nz + 1 y¡ -l lcT 3 1 - (b/C'l/) 

11 ·~ ·V.S '] · ;; r·(1 
• ~ 1· ·H 1 ! b'" )]] 

cv • ..L R 
2 

Cp • •[: + ¡ +\b/C>l ... ~}(i '+ ~ r ~e +\w J]] 



TABLA 3.3-2 
PROPIEDADES TF.RMOOINAMICAS OBTENIDAS 

A PARTIR DE LA ECUACION (3.1-2) 

t 
H(T ,p) "' H (T) + RTl_A__[Tr(l - l/cd _ 111n(Z + B \+ z + J 

LB Tr - Tr112 J z / .. J 

S(T ,p) = st (T ,p) + R ~ n(z z- 8 \+ ..Lí'!r(l - l/oe >]1 n(Ll:...! \. 1 nz] L ) 8 L Tr - Tr112 Z l 

G(T,p) • Gt(T,p) + RT~ - 1 - ln(Z - B) - : 1n0 + ~ )] 

ln + • Z - 1 - ln(Z - B) - ..L ln(~ + ª) puro 8 \ Z 

lo ,:: • :i (Z - 1) - ln(Z - 8) - : [~~d~ :i.1n(1 + : 1] 
donde A. B y Z est4n dadas en las ecuac1~nes (3.1-8,9 y 10) 
respectiv1•1nte. 



3.4.- PREDICCION DE LA FASE FLUIDA UTILIZANDO EL 

MODELO DE CARNAHAN-STARLING. 

En la sección 3.1,2 y 3 se utilizó para el fluido el tér 

mino de fuerzas de repulsión dado por la ecuación (2.5-4) con lo 

cual la función de partición para el fluido originaba la ecua--

ción de Soave1 por otro lado, tal como se mencionó en la sección 

2.5, existen modelos más exactos que predicen el comportamiento 

de esferas rígidas sin términos de atracción, tal como la ecua-

ción de Carnahan-Starling. 

Utilizando la ecuación de Carnahan-Starling junto con un 

término de fuerzas de atracción similar al contenido en la ecua

ción de Soave, podemos generar un segundo modelo para la fase -

fluida. De las ecuaciones desarrolladas en la sección 2.5 (ver -

ecuación 2.5-9) para la ecuación de carnahan-Starling, se tiene 

que el volumen libre reducido se expresa como: 

f 21'1 -• exp 
( 1 -

3 
( 3. 4-1) 

donde n • NV m/V .. (llY 1 /6) y jj = 'lJ/'lf • Substituyendo las ecuaci2_ 

nes(l.4-1) en (2.5-t·O)y (2.7-16) en (2.7-5), la función de part!_ 

ción para el fluido queda expresada por: 

Q .. N ( V )N ~ 2n - 3 e -- exp 2 
N ( 1 n) 

t NCL exp 
tL'Z/,;kT 

(3.4-2) 

de donde ae obtiene la siguiente expresión para la presión: 

kT 
p • --¡;- [ 1 + 11 + ~ 2 

L <, -ni 
(3.4-3) 
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3. 4 .1 .- OBTENCION DE PARAMETROS 11 PARTIR DE 

PROPIEDADES CRITICAS. 

Para poder determinar los par&metros particulares de es~ 

ta ecuación, partiremos del hecho de que en el punto crítico ta~ 

to la primera como la segunda darivada de la presi6n con respec~ 

to al volumen son iguales a cero, por lo que si se expresa la -

presión de la for~a: 

entoncea1 

RT z p • -z¡-

. -
la cual •• puede expreaar en funci6n de ~ ai1 

por lo que: 

JL. 
av 

(3.4-4) 

de aqul que, para que ae cu•pla la condici6n de ap¡au • o, •• 
requiere que 1 

a + ~.l!... • o 

ª" 
(l.4-5) 

de for•a anlloga se puede obtener la expreai6n de la segunda de

rivada de la preai6n con respecto a ?f en funci6n de ~: 

130 



( 
az ~ 

~ --;¡-)-

por lo que para que se cumpla la condici6n dea 2p/aV2= o, se re-

quiere que1 

(3.4-6) 

Por otro lado, de la ecuaci6n (3.4-3) se tiene que1 

& • 
lcT (21 +V.U) 

la cual 1e puede reescribir COllOI 

+ ll + ,,2 - ll3 Q. ~ 
(3 .4-7) z • 

11 ) 3 (1 - ( 1 + uii> 

donde 1e ha definidos 

Q'. • Q.. 

V.u 

In particular, para el tlraino de repu1ai6n de la ecua-

ci&n (3.4-7), 1e ob1erva que1 

y de for•• analo9a1 
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por lo que para dicho término de repulsi6n se tiene1 

11 
[4 + 4n - 2n 2 ] 

L , , - 11>.. J (3.4-8) 
~ 7. --= 

Para el t~rmino de atracci6n1 

Uti liaando lo• dr•inoa anteriores en laa ecuaciones 

(3 .4-5) y (3.4-6) y agrupando tfrmino•, •• tiene: 

~- o 1 + 41) + 41)2 - 493 +r¡" • ~tu + pu> ] (3.4•9) + 
(1 - ") .. (1 + ~U)2 1 

(22L) • o + 8!) + 20!! 2 - 4!J3 • 2 I! (3.4-10) 
a1f2 1 (1 - ,.,s (1 + ~U) 3 

diY14iando (3.4•10) entre (3.4-9) •• tienea 
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Bll + 20n 2 - 49 3 .. 2 

1 + J n - s n 3 + s n4 - 'l s < 1 + ¡¡u> < 2 + ·¡¡u> ,,.,... 

(J.4-11) 

en donde aparece p como Gnica incógnita, por lo tanto, si se re

suelve (l.4-11) para ~ dada una U, se conoce el valor de iic y ne 

y si 'stos valores obtenidos se sustituyen en (J,4-9) ó (3.4-10) 

se conocerl ñ y de aqu!, el valor de Z utilizando la ecuación e c 
(3.4-7). 

y que1 

Ahora bien, sabiendo que: 

71. • c 

se tiene entone•• que1 

donde podeaos identificar f'cilmente el t'r•ino1 

lJ z e e 
(3,4-12) 

De 19ual foraa, de la definici6n ciada para a. ae tiene 1 

"°e • ~1'RT e 

·por lo tanto 1 

en donde •• puede reconocer el t&rmino: 
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(J.4-13) 

Mediante las ecuaciónes (3.4-7) a (J.4-11) se pueden o!:!_ 

tener las propiedades críticas requeridas para conocer O~y º~ 
en función de u. Dichos valores se presentan en la tabla J,4-1 
para algunos valores de u. 
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u éc 

o.o 0.176158 
o .1 0.171640 
0.5 0.158298 
1.0 0.143232 
1.5 o. 135471 
2.0 0.127444 

TABLA 3.4-1 
CONSTANTES CRITICAS V PAR AME TROS DE 

LA ECUACION PAllA Ol'i>TINTOS VALORES 

DE U UTILIZANDO C.S. 

qc Zc nv, 

7.84988 0.35898 o .06323 
8.08833 0.35648 0.061188 
8.92987 0.3316~ 0.052510 
9.76435 0.33903 0.048559 

10.90357 0.29571 o .040060 
11.83206 0.28258 0.036010 

n.._ 

Q.49641 
0.49289 
0.48686 
0.47415 
0.43679 
0.42612 



l.4.2.- AJUSTE DEL MODELO A DATOS EXPERIMENTALES. 

Utilizando los parámetros determinados el la sección an

terior, se generó un programa de computadora mediante el cual, -

utilizando los datos experimentales del equilibrio líquido-vapor 

se pudiese determinar ~ como función de la temperatura para di-

cha región y de igual forma rar~ los equilibrio~ ~ólido-líquido 

y sólido-vapor para distintos valores de U tanto en el sólido c2 

mo en la fase fluida. 

En el caso del equilibrio líquido-vapor, se encontró que 

para distintos valores de u, la dependencia de ~ con la tempera

tura (denotada como o) tiene un comportamiento semeja~te al ob-

servado por Soave al desarrollar su ecuación, tal como se puede 

apreciar en la figura (J.4-1). 

De lo anterior, se propuso para dicha relación una forma 

anlloga a la reportada por Soave: 

(3.4-14) 

encontrlndose que para el argón, dicha expresión toma la siguie~ 

te formas 

oO·S. 1 +O 14904(1 - T D· 5) • r 

para la cual se obtuvo una correlación de 0.99125 con respecto • 

los datos experimentales. 

Al mismo tiempo se determinó el volumen molar de ambas -

fases en equilibrio, encontrlndoae que la relación de volG•enes 

•• correcta tanto en el equilibrio líquido-vapor coao en el equi 
librio . ·.vapor-sólido1 en el caso .del equilibrio aólido-U:quido 

tal relación resulta contraria a lo que se debería esperar, ésto 
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es, el volumon del s6lido resultó ser mayor que el volumen del -

l{quidopara el caso del arg6n en el cual se observa experimental
L s mente que 'll 711 >1. 

Tal discrepancia en la relación de volúmenes de sólido y 

de vapor se encontró para todos los juegos de u de sólido y U -

de vapor probados, logr&ndose cuanto más, que los volúmenes de -

ambas fases fuesen iguales. Todo lo anterior se puede observar -

en la tabla 3.4-2 en donde ae presentan algunos de los datos ob

tenidos al aplicar el modelo a los equilibrios líquido-vapor, s~ 

lido-l{quido y sólido-vapor, para algunos valorea de U de sólido 

y u de la fase fluida. 

Al observarse que la relación de volúmenes en el equili

brio llquido-a61ido result6 ser incorrecta, o sea que ae tiene 

sioapre que .Ji¡vL >1, se comparó la tendencia que sigue la den_ 

sidaddel{quido con respecto a la teaperatura, para distintos va

lores de u, contra loa datos experiaentaleay se observó que tie

ne una tendencia muy pronunciada con respecto a aquella de los -

datos experiaentales tal como se puede observar en la figura 

3.4-2. 
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3.4.3.- DISCUS!ON DE RESULTADOS. 

A partir de las observaciones hechas en el inciso ante-

r1or, con respecto al comportamiento que presenta el modelo pla~ 

teado frente a los datos experimentales, podemos decir que no se 

obtuvo ninguna ventaja al introducir el término de repulsión de 

Carnahan-Starlin9, por el contrario, las predicciones hechas por 

este modelo resultaron ser más pobres que los logrados con la -

ecuaci6n de Soave. 

Esto no quiere decir que el término de Carnahan-starling 

sea malo, por el contrario, la predicci6n hecha por este modelo 

de los resultados experimentales de dinámica molecular es basta~ 

te aceptable, tal como 101Jnotan distintos autores { 9}, { 11} , {14} 

Esto quiere decir entonces, que no podemos alterar en forma ind~ 

pendiente el término de atracción o el de repulsión (tal como en 

este caso, sin modificar el otro; esto nos da la idea de que en

tre uno y otro término se presentarán efectos "compensatorios• -

que nos impiden manejar en forma independiente ambos términos y 

que si queremos modificar uno de ellos, como en este caso el de 

repulsión, será necesario alterar el otro, a pesar de que el pri 

mero tenga buena predicción como en el caso del modelo de Carna

han-starling. 

Otros autores han intentado manejar el término de Carna

han-starling como término de repulsión, como en el caso del mod~ 

lo de Longuet-Higgins y Widom (sección 1.4), el cual utiliza el 

término de atracci6n de Van der Waals. Apesar de que sus ideas -

resultan ser cualitativamente correctas, los resultados cuantit! 

tivos resultan ser erroncos tal como se puede observar en la fi

gura 3.4-2 en donde dicho modelo está representado por la curva 

u • o. 

Sin embargo, algunos otros autores han aplicado con exi

to el término de carnahan-Starling como término de repulsión, i~ 
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cluyendo junto con él, términos de atracción mucho má1 sofistic~ 

dos que el modelo tipo Van der Waals utilizado a lo largo de es

te trabajo. El ejemplo más representativo en este tipo de mode

los resulta ser el desarrollo de la ecuación de "Chain-of-Rota __ 

tors" presentada por Chien, Greenkorn y Chao {11} en la cual la 

función de partición está constituida, junto con el término de -

Carnahan-Starling, por un término de forma que toma en cuenta el 

número de rotaciones que presenta la molécula a través de un fa~ 

tor determinado por el número de grados de libertad que tiene la 

molécula en sus movimientos. Como término de fuerzas de atrac--

ción utiliza una expresión generada mediante una doble sumatoria 

en términos de series de potencias para un fluido de pozo cuadr~ 

do, corregido por un término de no esfericidad de las moléculas. 

Utilizando.todos los términos anteriores, la funci6n de 

partici6n preientada por los autores tiene la siguiente forma 
{, 1 } : 

11 • 

donde 

.l../ 1 \. ~ 
-.,\ •'' ., 

••P[ u1il11 • u]l/~1" 1 ••• ( !el • Je • 4!~/1 •!le • 11]]••!2 0 
,.,,, - 11']~w.:, -J [ '"' - 11 1 J 

&h•IH •l••&I•• Ur•ho •• r1111lolh 
••o por c.1.t••l•r••J 

cerrooll•• •••••• • h feru •• la 

'"""º"ªª 

l 

llMlllO DI ru1uu DI llHl.CIOll 

• .. .. [· • r, • ~ 1• •• ..!:.. •• -!'-~ , -~·!.1 L • . 1 , l ... ,~ J 
ce111ec&la ,., •• e1Cerlci••• 

ea t•• l••r••• •• atr•c•••• 
,,,., ................ . ..... , ................ . .... , ... ,, ....•. , .. 

ft•lllO 11 PUIUAI 11 IHACCIOll 

T • 'IY'/6 
e • 9rado• rotacional•• de libertad (c•O para 

eaferH) 
A • conatante1 univer•alea 
1 • conatante1 a determinar 
ai• conatante 4e for•a ( a•1 para e•feraa) ' . teaperatura reducida con respecto a una T 

caracterhtica. 
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Como se puede observar en la ecuación anterior, el incl~ 

ir el tfrmino de repulsión de Carnahan-Starling nos obliga a co~ 

siderar toda una serie de t&rminos adicionales para lograr un m~ 

delo satisfactorio, lo cualcomplica la generación de la función 

de partición. Podemos observar adem(s,que se requieren términos 

a(s precisos y a(s complicados para explicar las fuerzas de a--

tracción muy diferentes al término tipo Van der Waals. 

De todo lo anterior podemos concluir que el uso del t&r

mino de Carnahan-starling sobre el modelo generado a lo largo de 

este trabajo no nos da ninguna mejoría con respecto al modelo de 

voluaen libre planteado originalmente, por lo que, para mantener 

la sencillez del aodelo propuesto se toma el modelo de volumen -

libre como tfraino de repulsi6n junto con el modelo de fuerzas -

de atracci6n de Van dar waals. 

·• 

143 



3.5.- EXTENSION DEL MODELO PRIGOGINE-SOAVE A 

MEZCLAS. 

El modelo propuesto también se puede utilizar para la d~ 

terminación del equilibrio de una mezcla multicomponente. Para 

la predicción del equilibrio líquido-vapor, la ecuación de Soave 

se ha venido aplicando con buenos resultados utilizando las si-

guientes reglas de mezclado: 

<l. s-1 > 

(3.5-2) 

donde ~ij es la contribución a la energía interna entre la mol'

cula i y la j, para la cual se tienei 

si i • j a.ij • <4ji - a.i 

ai i f. j (3 ,5•3) 

siendo kij un fa.ctor de corrección empírico que se determina me

diante un aju1te con los datos experimentales y es específico de 

cada mezcla binaria. 

En este trabajo se efectuaron c&lculos para mezclas bin~ 

rias aplicando directamente la ecuación de Soave para la descri~ 

ci6n del equilibrio líquido-vapor, empleando las reglas de mez-

clado descritas anteriormente. Utilizando las relaciones dadas 

en la sección ~.3.2, se tiene una expresión para la fugacidad 

parcial de la forma siguiente: 

1) - ln(Z - B)-

• ln(1 + B/Z) (3 .5-4) 
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donde i • 1,2 mientras que A, e y Z están dadas por las relacio-

nea (3.1-8), (3.1-9) y (3.1-10) de la primera secci6n de este c~ 

p(tulo. 

Del lado del a6lido supondremos que no se foraa soluci6n 

es decir, se tienen s6lidoa esencialmente puros, por lo que po

demos aplicar directamente la expresión (3.1-18) para el cálculo 

de •u fu9acidad. 

Para ••tableaer el equilibrio líquido-vapor, se parte -

del hecho de que para las distintas composiciones se debe cum- -

plira 

f L • f V 
i i 

(3.5-5) 

buscando ajustar t 12 a los datos experimentales (o se puede to

mar directamente el valor reportado para ~a mezcla particular d~ 

do en al9unas recopilaciones como la de la Universidad Tlcnica • 

de Berlin sumarizada por Oellrich, PlBcker y Prausnitz {18} para 

las ecuaciones m&s importantes). 

De i9ual forma, para determinar el equilibrio •6lido-lf 

quido •e bu•ca cumplir la.condici6n 

f s 
2 puro 

• f L 
2 

(3.5-6) 

para mezcla• en las cuales la fracci6n mol del coaponente 2 es • 

mayor que la correspondiente al punto eut,ctico. En ca•o contra

rio, la relaci6n de equilibrio •er&: 

f • 
1puro 

• f L 
1 
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Dada la pendiente tan pronunciada que tiene la l!nea de 

equilibrio s6lido-l!quido en un diaqrama p Vs. T, por simplici-

dad de cálculos, el método para establecer el equilibrio será el 

de fijar la preai6n y variar la temperatura hasta que se cumpla 

la relaci6n (3.5-6) 6 (3.5-7) encontrándose el punto eutéctico -

donde ambas líneas de equilibrio se crucen. 

Para determinar una nueva temperatura dentro de un proce 

so de iteraci6n, se utiliza el método de Newton-Raphson sobre la 

relaci6n 1 

(3.5-8) 

•Uponiendo que tal función •e puede aproximar a una línea recta. 

De todo lo anterior, •e 9ener6 un programa que deter•ina 

el equilibrio líquido-vapor dada• p • cte. y compo•ici6n en la -

fa•e líquida, deterainando a cada co•po•ici6n •u te•peratura de 

equilibrio y la co•po•ici6n corre1pondiente en la fa1e vapor 

(punto de burbuja), aju•tando kij a lo• dato• experim•ntal••· 

Tal aju•te •e prob6 con la ••acla ciclohexano-benceno, cuyo1 re

aultado• ae preaentan en la fi9ura J.5-1. 

De i9ua1 for•a, para e•tablecer el equilibrio •6lido-l!

qui40• •• 9ener6 un •egundo pro9ra•a de coaputadora que utiliaa 

1~1 relacione• (3.5·•> y (J.1•181 para cuaplir con laa expre•io• 

••• (l.5-6) y (l.5•7) dando coao dato• pre•i6n y coapo•ici5n en 

la fa•e líquida y bu•cando la teaperatura de equilibrio corre•-

pondiente. Mediante dicho pro9raaa se bu1c6 aju•tar la línea de 

equilibrio calculada, con lo• dato• axperiaentale•, variando kij 

del liquido. Dicho aju•te 1e prob6 para la •i••a mezcla que en 

el caao anterior y lo• re•ultado1 1e pre~entan en la figura 

3.5-1. 
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CAPITULO 4. 
OB~ERVACIONES Y CONCLUSIONES 

A lo largo de este trabajo se puede observar alqunas de las 

ventajas que brinda la mecánica estadística en la descripci6n del 

comportamiento de la materia a través de modelos apoyados en una -

funci6n de partición, ventajas que no se obtienen facilmente a tr! 

vés de otro tipo de modelos. 

En primer lugar, la generación de oxpresiones que nos per

miten calcular propiedades termodinámicas ea mls sencillas a tra-

vés de una función de partición que mediante el •'todo tradicional 

de una ecuaci6n de estado; esto lo podemos observar c•lando compa-

ramos las tablas 2.3-1 y 2.3-3. Incluso, al aplicar las relaci~ 

nea de la tabla 2.3-1, se genera automlticaaente el tlraino de gas 

ideal a las aismas condiciones de temperatura y presi6n dentro de 

las mi1ma1 expre1ione1, el cual nos da directaaente el estado de -

referencia 1in entran en complicacione1 como la1 presentadas en la 

obtenci6n de la expreai6n (2.3-33) 6 (2.3-40). Lo anterior lo pod~ 

moa obHrvar 1obre las expruionea de la tabla 3. 3--1. 

En segundo lugar, dada la diferencia de e1tructura molecu

lar que ae pre1enta entre s6lido1 y 9a1e1 descrita en la secci6n -

2.2, ea necesario entender la aeclnica de las fueraa1 intermolecu

lares existentes en la1 dos fases para poder de1cribir su comport~ 

miento. Esto 1e 109r6 al e1tablecer por un lado el aodelo de esfe~ 

ra dura para el gas l!quido y el aodelo de Pri909ine para el s&li
do y por otro, un aodelo de fuera•• de atracci6n que 1ea aplica•• 

ble en ambos cas'os. 

A pesar de la aencillea de estos t•r•inos, se 109r6 una 

deacripci6n aceptable del comportaaiento de la materia a lo largo 
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de toda la región de densidad, la cual condujo a un modelo que es 

capaz de predecir cuantitativamente el equilibrio sólido fluido en 

forma aceptable tal como se puede observar en las gr&ficas de la -

sección J.J. 

Con respecto a lo anterior, cabe mencionar que, a pesar de 

de que la obtención de los parámetros e y o involucrados en el mo

delo presentado no es sencilla, esto nos da la pauta de cu&l es el 

camino aseguir para la generación de un modelo adn mls refinado, -

ésto es, debemos entender quE pasa con los tErminos de densidad en 

la transición sólido-fluido y cuál es el papel que juegan las fue~ 

zas de atracción en dicha transición. 

Por otro lado, al manejar el término de Carnahan•Starlin9 

junto con un t6rmino tipo Van der Waals para las fuerzas de atrac

ción en la descripci6n de la fase fluida, pudimos observar que el 

manejo de 101 tErminos de atracción y repulci6n no puede ser inde

pendiente debido a la presencia de efectos compensatorios que mod!_ 

fican a ambos t6rminos. En nuestro ca10 particular ae pudo obaer-

var que la influencia del término de atracción ea mucho mayor que 

la del tlraino de repulci6n en el caso del vapor, lo cual noa con

duce a densidades de esta fase mucho mayores que la del a6lido de 

lo cual podeaos concluir que no basta con asociar t&rainoa de 

atracci6n y repulai6n para tener una deacripci6n adecuada del po-

tencial interaolecular, sino que es necesario ad••'•• eatudiar la 

forma en que interactGan tales potenciales y obaervar c6ao ae dea• 

plaza en un aomento dado el punto de equilibrio r. descrito en la• 

9rtficaa 2.4·1 y 2 el cual nos dart en Glti•a instancia la diat•n· 

cia proaedio interaolecular y de ah!, la denaidad correspondiente 

a un catado de preai6n y temperatura dado del aiteaa. 

Por Gltiao pode•os ob1ervar que la for•a en que ae plantea 

el aodelo no1 peraite extenderlo facilaente hacia ae&cla1 aultico~ 

ponente• logrando una predicci6n bastante aceptable en el equili-

brio s6lido fluido para el cual, una vea eatablecido a partir del 
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parámetro k,. mensionado en la sección 3.5, podemos aplicar las re 
iJ -

laciones termodinámicas ya establecidas y predecir sus propiedades 

fácilmente. 

No obstante todo lo anterior, el modelo presentado tiene -

algunas limitaciones, las cuales se pueden corregir en la genera-

ción de modelos más refinados, que puede ser terna de futuras inve~ 

tigaciones, los cuales puedan explicar mejor el comportamiento de 

la materia y que incluso se puedan aplicar a un mayor número de 

substancias sin res~ricción alguna. Dichas limitaciones son las 

que se discuten a continuación. 

En primer lugar, podemos observar que al tomar la ecuación 

de Soave para la descripción de la fase fluida estamos utilizando 

un término de densidad reducida diferente al empleado en la fase -

sólida (ver ecuaciones (2.S-3) y (2.6-14)) lo cual implica una di~ 

continuidad en la densidad al pasar de la fase fluida a la sólida. 

Esto se puede evitar planteando un modelo único de densidad que -

tenga las características de empaquetamiento compacto del modelo -

de Prigogine y que pueda ser fácilmente aplicable a regiones de -

baja densidad como las del líquido o gas. 

Por otro lado, el presente modelo propone una cristaliza-

ción de moléculas "perfectamente esféricas" debido a la forma del 

término de repulsión del sólido, lo cual implica que la descrip--

ción del equilibrio sólido-fluido para moléculas muy largas como -

parafinas de más de 10 átomos de carbón o moléculas con fuertes -

problemas estéricos no sea muy factible. Esto se puede corregir, -

en principio, si se introduce dentro de dicho término una correc-

ción debido.a la forma de la molécula del tipo de la que proponen 

Chien et al. en su modelo de "Chain-of-Rota~ors". 

Por último podemos observar que el presente modelo supone 

un campo de fuerzas de atracción para el sólido que depende única

mente de la densidad y no de la temperatura, lo cual es perfecta--
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mente valido a altas densidades como en las que se ha venido apli

cando la ecuaci6n, s6lo que a densidades más bajas ya no resulta -

ser tan cierto ya que el campo de fuerzas de atracción empieza a 

ser también función de la temperatura. De aquí que para e! 

tender la ecuación propuesta del sólido hacia regiones de densidad 

más baja, se requiere desarrollar un término de ·fuerzas de atrac-

ción cuya dependencia de la temperatura esté en relación inversa -

con respecto a la dependencia de la dencidad. 

De todo lo anterior podemos concluir, que el camino de la 

mec&nica estadística resulta ser vastante atractivo para la qener! 

ción de modelos que expliquen el comportamiento de la materia en -

todo el rango de densidades y que, como en el caso del modelo obt! 

nido, su predicci6n cuantitativa resulta ser aceptable y la sene! 

lle& de 1us expresiones lo hace ba1tante accesible para el c(lculo 

de propiedade1 termodin(micas en contraste con 101 modelos plante! 

dos en el capítulo 1. 

Por Gltimo, cabe mencionar que a travé1 del presente tr•b! 

jo se logr6 no s6lo la qeneraci6n de un modelo eficiente en la pr! 

dicción del equilibrio s6lido fluido, como ya se mencionó, 1ino -

que además, se logr6, tal como se había planteado en la introduc-

ci6n, ilustrar en forma senc~lla la forma en que, manejando los -

tfrminoa a escala molecular, podemos describir a escala macrosc6p! 

ca el comportamiento de la. materia. 
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APENOICE A. 

PROGRAMAS PRINCIPALES Y SUBRUTINAS EMPLEADAS PARA 

LA PREDICCION DE LAS CURVAS DE EQUILIBRIO Y LA 

DETERMINACION DE PROPIEDADES. 

Tal co~o •• mencion6 en la secci6n 3,3, es posible cale! 
lar el equilibrio s6lido·l!quido•vapor de un compuesto puro con~ 
clendo dnicaaente au presi6n y temperatura cr!tic•• junto con el 
factor acfntrico ademSa de 101 parlaetros e y D y la teaperatura 
del punto triple. Para tal fin, •• diseñaron los prograaas que -
•• presentan a continuaci6n. 

A travaa del ,Primer pro9raaa ae puede calcular la• l{ne
•• del equilibrio a6lido-vapor y s6lido-l!quido dando coao dato• 
·:·loa parSaetro• anterioraente descrito• junto con la teaperatura 
a la cual •• d•••a conocer dicho equilibrio. Para poder calcular 
la preai~n de equilibrio correspondiente a la temperatura ~ada -
se utiliaa el criterio de i9ualdad de fugaaidad•• aedlant• el •! 
todo deacrito en la aecci6n 1.1. La conatant• de los 9aaea util1 
aada es a• 0.082057 (lt ata)/(aol•&). y toda• las variable• ti~ 

nen un14a4ea afin•• •·•lla. 
,· 

Bl aa9un4o pro9raaa airve para calcular lo referente al 
l!quido y al vapor, teni,ndoaa la opci6n de calcular Gnicaaente 

la curva 4e equilibrio y 1ua propiedad•• 6 da calcular, ad••'• 
de ello, llneaa de teaperatura, antropia 6 voluaen conatante tal 

coao H deacriba en el •h•o pro9raaa. I•~• provra•a utili&a --
lnicaaente la ecuac16n de soave dSndo•• coao datos te•peratura y 

praai5n crlticaa y •1 factor ac,ntrico, ade•la da la antalpi• Y" • 
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la entropía del compuesto en cuestión a 25ºC fase gas, que es el 

estado de referencia que usa el programa para el cálculo de pro

piedades. La constante de los gases utilizada en este caso es de 

R = 82.05 (cm
3 

atm)/(molºK). 

;'¡ 
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ritmo de Davies, Swann y Canpey (OSC) para encontrar la reqión 

del m!nimo1 una vez localizada dicha región, se utiliza el alqo

ritmo de Powoll para localizar el óptimo con una exactitud pre-

viamente establecida. Ambos algoritmos se describen a continua-

ción1 

En el método de búsqueda unidimencional ose, se toman P!. 

sos de un tamaño cada vez mayor hasta que se pasa sobre el míni

mo y se aplica entonces una simple interpolación cuadr,tica. En 

la fiqura B-1 se ilustra el proceso (xm es el primer valor de x 

que sobrepasa el mínimo y 6x es la longitud del paso) para el 

cual el algoritmo de cálculo es el siguiente: 

1. Se evalGa f(x) en el punto inicial x•. Si f(xº + 6x) ' 

f(x•) se sigue al paso dos. Si f(x• + 6x) > f(x•), ento~ 

ces Ax • -Ax y se procede al paso 2. 
2. C'lculo de xk•I • xk +Ax 

3. C'1culo de .f(xk•I ) • 

4. Si f(xk• 1 ) ~ f(xk) se duplica Ax y se regresa al paso 2 
con k • k+t. Si f(xk• 11 > f(xk), se escribe xk•1 c:o•o x• 

xk coao x•- 1, etc., se reduce 6x a la aitad y•• recale~ 
lan loa pasos 2 y 3 sólo una vez •'•· 

s. •+1 • •·1 De los cuatro valorea de x denotados co•o x , x , x 
•-2 y x , todos ellos equidistantes entre el, •• deacarta 

el valor extremo que •• encuentre •'• lejoa del valor de 

x que tenga el valor m'• pequeño de f(x) dentro del jue• 

90 de ••toa cuatro valores. Loa tres valorea restantes 

•• denotan co•o x•, x• y xc donde x• •• el valor central 

y x~ • x• - Ax y xc • x + Ax. 

G. Se hace una interpolación cuadrática para estimar el va

lor de la variable independiente que corresponda al a!n!, 

•o de f(x) 1 

x• • •' + 
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Estos pasos se coapletan la primera etapa del método ose 

Para continuar, se recomienza en el valor x• ó xc, si f(xc) < 

f(x*), ~x se reduce y ae repite la secuencia desde el paso 1. 

En el algoritmo de Powell se efectGa una aproximación 

cuadr(tica usando loa primeros tres puntos obtenidos en la dires 

ci6n de bGsqueda. Se determina la x correspondiente al mínimo de 

la funci6n cuadr,tica y el proceso se repite hasta que se local~ 

&a el •!niao de f(x) con una precisi6n preestablecida. El al90-

rit•o de calculo ae muestra en la figura s;2 y se describe a con 

tlnuaci6n1 

, . A partir del vector base x1 se calcula x2 • u, + AX 

2. Se calcula f(x 1l y f(X:z) 

3. Si f(x 1> > f(•2>· •• hace "3 • x, + 2Ax 

Si f ( "1) < f(•:zl' •• hace •3 • x, - Ax 

'· Se calcula f tx3> 

5. Se eati•• el valor de x que hace •tnlao a f(x), x•, a 

travaa de1 

6. Si_ x• 4 cual~ui~ra de · {~ 1 , x2, x3} ~orruponde al valor 

•lni•o 4• f(a) da acuer4o a un error previamente ••t•---
blscido en x o en el valor de f(x), teraina la bGsqueda. 

De lo contr&r1o, ae eva1Ga f(~•) r •• da•c&rt& el valor 

de '(x 1, x2, x3 l qua correspon4a al valor•'• grande de -

f(x) aieaprey cuando •• pue4a ob~ervar un atniao1 de lo 

contrario •• descartar& el valor de x •'• alejado de ••

te atniao. Se re9r••• al paso s. 
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FIGURA 0·1 
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FIGURA B-2 
METODO DI flllNiMIZACIOfl UNIDIMENCIONAL DE l'OWILL 



La secuancia de c&lculo continúa hasta que se alcanza -

la precisión requerida en 6. 

El método de Co99in combina los algoritmos anteriores de 

la siguiente forma: Como primera etapa se ejecutan los pasos 1 a 

6 del método de ose para localizar el m{nimo seguido del paso 6 

del mftodo de Powell1 en una segunda etapa se siguen los pasos S 

y 6 del método de Powell hasta determinar el mtnimo con un error 

previamente establecido. 

A continuaci6n se presenta el programa empleado para es

tos fines, utilizando las subrutinas correspondientes de los pr~ 

gramas descritos en el apéndice A. 
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