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INTRODUCCION

En el disefio de procesos industriales es de vital importan
cia el conocimiento de las propiedades termodinamicas de los com-
nuestos involucrados. Dada la gran variedad de operaciones de que
dispone la Ingenierfa Qufmica y la infinidad de substancias, ya -
sea puras o en mezcla, que se manejan, el conocimiento de las pro
piedades termodindmicas de los fluidos de proceso para el diseifio
de operaciones exige de herramientas de cdlculo cada vez mas com-

pletas y con un rango de aplicacién cada vez mis amplio.

El manejo directo de datos experimentales para tales fines
es muy restringido, ya que adem8s de que no se encuentran disponi
bles para muchos compuestos, tienen un rango de condiciones muy =~

limitado y la extrapolacidn de datos a menudo no es muy confiable.

En este sentido, las ecuaciones de estado han tenido una -
gran aceptacidn para cubrir tales necesidades y de ahf el gran de

sarrollo que han tenido en afios recientes.

Un problema particular para el cual no se encuentra dispo-
nible mucha informacidn experimental e incluso no se cuenta con =~
herramientas adecuadas para el cdlculo de propiedades termodinfmi
cas es el que se presenta en el manejo de fluidos susceptibles de
solidificacifn bajo las condiciones de proceso. Tal problema aque
ja particularmente a aquel tipo de industrias en las cuales la -=-
formacién de s5lidos a partir de sus fluidos de proceso presenta
grandes complicaciones en la operacidn e incluso causa serios pro
blemas en el equipo. El ejemplo mis comiin en este tipo de proble-
mas es el que se presenta en la licuefaccidn de gas natural en la
cual la formacidén de hidratos y otrossdlidos a partir del gas na-
tural en ciertos puntos del proceso es de gran riesgo para la ope
racién y el cuidado de los equipos.



Por otro lade, cuando hablamos de propicdades termodinidmi-
cas de un compuesto, nos referimos a €l como un todo sin tomar en
cuenta que estd constituido por infinidad de particulas, cada una
de las cuales presenta un comportamiento particular cuando se en-
cuentra todo el sistema bajo determinadas condiciones, cambiando
este estado molecular a cada instante. A pesar de ello, resulta =
evidente que las propiedades termodindmicas de¢ un sistema depen--
den directamente del comportamiento de las moléculas que lo cons~

tituyen.

El tratar de predecir las propiedades termodinlmicas de un
sistema determinado, y de ahf entender su comportamiento, en fun-
cién de aquél que presenta cada una de las moléculas que lo cons-
tituyen es una tarea practicamente imposible debido al enorme nfi-
mero de moléculas presentes y al hecho de que cada una de ellas -
interactia con muchas otras. De aquf la necesidad de tratar de de
finir tal conportlmieﬁto en funcién de conceptos estadfsticos fun
- dados en postulados que relacionen la media temporal de una varia
ble necinién con el promedio de la misma variable en un"Ensembla®
de moléculas (definido posteriormente). La validez de estos postu
lados descansa sobre la concordancia estre la experiencia y las
deducciones obtenidas de dichos postulados. Hasta el momento no -
hay evidencia experimental que ponga en duda la validez de los -
postulados de la Mecinica Estadistica.

De lo anterior podemos decir que el camino m&s viable para
generar modelos que expliquen el comportamiento de un sistema sa-
tisfactoriamente es el de la Mec&nica Estadfstica, a través de la
cual podemos interpretar el comportamiento de un sigtema a escala
macroscépica a través del entendimiento de su comportamiento a es

cala molecular.

En el presente trabajo se buscari‘desurrollar,mediante con
ceptos de Mec&nica Estadfstica y algunos'postulados que tratan de

explicar el comportamiento molecular, un modelo que sea capaz de



predecir propiedades termodinimicas en un awpiio rango de condi--

ciones que cubra las regiones sdlido~lfquido-gas.

El desarrollo de dicho modelo se centra bidsicamente en el
estudio y la descripcidn, en forma sencilla, del comportamiento -
de las moléculas a las densidades de la fase sdlida, para lo cual
5¢ utilizard el modelo que brigogine {21} desarrolla, a partir --
del modelo de celda para el estadolfquido, aplicé@ndolo al s8lido;
ademis, se partiri de los conceptos de esfera dura para la des-~
cripcidn de la fase fluida probando algunas ecuaciones que se han
desarrollado en torno a este modelo, como la ecuacién de Carnahan
-Starling {9} que describe el comportamiento de los lfquidos y ga

ses densos.

Junto con estos modelos, que describen b&sicamente los ---
efectos asociados al tamafio de las moléculas, se utilizard para -
el sdlido, en la descripcifn de las fuerzas de atraccidn, un mode

lo de potencial de atraccidn del tipo del de Van Der Waals.

Sin pretender hacer un estudio exaustivo, se busca ilustrar
la forma en que, apoyados en la mecinica estad{stica, podemos ob-
tener modelos que describan el comportamiento de la materia en to
do el rango de densidades, a través de los cuales no solo podemos
obtener relaciones presién-volumen-temperatura, sino que nos sir-

van ademis para predecir propiedades termodindmicas.

A pesar de la sencillez con que se plantea el modelo pro--
puesto se espera que la descripcién cuantitativa del equilibrio -
s8lido-fluido sea aceptable con respecto a resultados experimen--
tales. Para que tal descripcidn sea factible se utilizardn como -
datos las constantes crfticas y el factor acéntrico junto con la
temperatura del punto triple y algunas constantes particulares de
cada compuesto; ademis se buscari que el modelo sea lo suficiente
mente accesible como para poderlo aplicar a un gran nfimero de com

puestos con la restriccidn dc que estos no sean polares o idnicos.



Por f(ltimo se mostrard la forma en que dicho modelo se puede a
plicar a mezclas multicomponentes en equilibrio con sus sdlidos

puros correspondientes,

I



CAPITULO 1.
ANTECEDENTES

La prediccién del eguilibrio sélido-1fquido o s8lido-vapor
ha sido trata por distintos autores sobre todo en los diltimos -~
afios en que el manejo de las ecuaciones de estado para la predic-
cifén de propiedades ha tenido mayor auge dadas las facilidades de

sistemas de cSmputo mis rdpidos con que se cuenta actualmente.

La mayorfa de estos trabajos se enfocan en la prediccién -
del equilibrio s6lido-1fquido dnicamente, haciendo a un lado la ~
determinacidn de propiedades termodinimicas por demds importantes
desde el punto de vista prictico.

Algunos de los trabajos mi&s representativos son los que se
mencionan a continuacifn. Los dos primeros son métodos de cilculo
que se apoyan en una ecuacién de estado para el gas-lfquido y que
usan propiedades termodinimicas en el equilibrio sélido-fluido pa
ra poder describir la fase sSlida. Los dos siguientes trabajos se
refieren al desarrollo de ecuaciones de estado aplicables a la fa
se sSlida, pudi8ndose observar entre ellas las dos tendencias que
se han seguido en el desarrollo de ecuaciones de estado, una se -
presenta como una correccidn empfrica a la ecuacidn de van der --
Waals y la otra se fundamenta en modelos que tratan de explicar -

el comportamiento molecular.

En los casos descritos a continuacifn se presentan algunas
relaciones termodinfmicas tal como se reportan en sus respectivos
trabajos, pero para entender el origen da tales relaciones se pue
de remitir a la seccibn tres del capitulo dos en donde se trata -

con mayor detalle el c&lculo de propiedades termodinémicas; de mo



mento nos restringiremos @Gnicamente al estudio y discusidn de los

trabajos en cuestidn.

1.1,- METODO DE PENG-ROBINGSON IPARA EL CALCULO DEL
EQUILIBRIO SOLIDO-LIQUIDO-VAPOR,

Este método (19} parte del hecho de que para un componente
susceptible de solidificacidn en un sistema en fase vapor y/o 1li--

quido a temperatura y presidn dadas, se require que:

squ_fv

fk k X (t,1-1)

mientras que para el resto de los componentes que no se solidifi-~
carin, se requiere que sus fugacidades cumplan con:

£, = f

L v
(1.1=-2

3" 5 ’
La fugacidad del componente k en la fase fluida se puede ~
obtener a partir de una ecuacidn de estado utilizando la siguien-

te relacidn:

inf a
k ,j _‘_(_E’.L- ~lav - 1inz (1.1-3)
X, P v | RT \an,. oy @

Por otro lado, para la fase sflida, constituida por el com
ponente k puro, la fugacidad se puede evaluar de la forma:

in(£2) in(£%) +[p(—~—%>a (1.1-4)
n = in p .1
k'p k'p? ' ° RT

donde p°es la presidén de vapor del componente k a la temperatura
de)l sistema. A partir de la igualdad dada en (1.1-1), podemos es~-
cribir:

-] v
(lnfk)po = (lnfk)po



v .
inf Moy
si ademis se sabe que: (____5* = J‘ (115_ - ~l.> dp
po > RT

° P

entonces la fugacidad del s8lido se podr3 evaluar de la forma:

”
U L
(f:) = p° exp J(-_ﬁ... - ...L.) d% exp I k3 dp (1.1-5)
o RT P ( RT

En la ecuacidn (1.1-5) la primera integral se puede recono

cer como el coeficiente de fugacidad del componente k a su presi-

dn de vapor mientras que la segunda integral representa una co==~
rreccidn por presién sobre el volumen del s8lido mediante la cual
llevamos el sistema de la presidn de vapor a la cual se evalia la
fugacidad del vapor, hasta la presién del sistema.

Sabiendo que el efecto de la presidn sobre el volumen del

s8lido es pequefio, la ecuacifn anterior se puede escribir como:

8
v, (p - p¥)
s, gV k k 1.1-6
£ £, (B2) exp { - ] ( )

Las'expreslones {(1.1-3) ¥y (1.1-6) se evalllan mediante una
ecuacidn de estado, buscando cumplir con la condicibn dada en -~
(1.1-1). Evidentemente, la exactitud obtenida en la prediccibn =~
del equilibrio S-L-V dependeri de la precisién que tenga la ecua-
cidn de estado elegida en la evaluacidn de las fugacidades en la
fase fluida del componente k.

En este trabajo, los autores toman para la evaluacién ﬁe -
las ecuaciones (1.1-3) y (1.1-6) la ecuacibn de estado de Peng-Ro
bingon, la cual tiene la ‘forma:

RT a (T)
VY- b YUY + b} + b(V -b)

donde a y b son parimetros particulares de la ecuacidn y estan da
dos por:

aT) = a('rc) a('rt.w)

b = 0.07780 RTc/pc



siendo: a(T;) = 0.45724 R Tc’-/pc2
- - ¥2y)2
a [r+mar - 2 V)
m = 0.37464 + 1,54226w - 0.26992w?

Si del lado del lfquido se utilizan las siguientes reglas de mez-
clado:
ba = F %Py

. 2(1 -
ay = P %yt a) (1 -k )

m

ij

donde kij es un parémentro de interaccidn binario tomado del equi
librio binario lfquido~vapor) junto con la ecuacidn de Peng-Robin
son, la ecuacidn (1.1-3) toma la forma:

f b
k k

ln( ) "3 (2, - 1) - 1n(2 -~ B ) -
x, P m-

A [2".“1“11‘ ) bk:‘l'zn +2.414nm] (1.17)
28 a b z, -0.4148,

donde:

1,2 -
Ay - qmp/R T y Bm bmp/RT

El proceso planteado es el siguiente: la fugacidad del gé-
lido puro a las condiciones dadas se calcula a través de la ecua-
cibn (1.1-6); a estas mismas condiciones se establece un equili--
brio l1fquido-vapor a partir de la mezcla de composicibn conocida
utilizando la ecuacién (1,1-7) para cada componente. 5i la fugaci
dad del sélido puro es menor que la del mismo componente en la
fase fluida, existirf solidificacién de dicho componente. La nue-
va composicidn estar8 dada por una modificacidén de la anterior de
la siguiente forma:

T M
xk(q")- xq - __..B—__—‘—'-(—_

(3fk /axk )

se recalcula un 'flash’'del equilibrio vapor liquido a las nuevas -



condiciones de composicidn y se comparan nucvancnte las fugacida~

des. El proceso se r:p.ite hasta que la condicidn dada en (1.1=1)
gquede satisfecha,

El wétodo provee un buen ajuste con respecto a los datos -~
experimentales, aungue no deja de tener ciertas limitaciones en -
~1 sentidn de que requinre del conacimicnto de lu Jdunsidad del sd
lido y de su presidn de vapor, siendo simplemente un ajuste del =
equilibrio sdlido-fluido a partir de las condiciones de egquilibrio
sin poder determinar propiedades termodinimicas.

[y

1.2.- METODO DE SOAVE PARA EL AJUSTE DEL EQUILIBRIO
SOLIDO-LIQUIDO.

Soave introduce su ecuacidn {28} en un método que le permi
te determinar el equilibrio sdélido-l{quido 29} de una manera se~
mejante a la anterior de forma que relaciona la fugacidad de un =~
componente puro en la fase liquida con la fugacidad de dicho com-

ponente en estado sélido a la misma temperatura y presién median-
te la sigulente relacidn:

s T/ L s L L
In fL .I <h -2h )d, +j€_"___:.___"> dp 11:2-1)
£ % RT RT
f $ W T

al contrario del método anterior, Soave en su método desprecia el

termino de Pointing y ademfs asume un valor constante en la dife-
rencia de las.capacidades calorfficas dellfquido y el s5lido con
lo cual al integrar la ecuacidn anterior se obtiene;

s A, /® T T
in fL - - £ ( £ -b ,,._13.‘22_(___5._,-1,,__5__) (1.2-2)

f RTf T R T T

donde AH£ es el calor latente de fusidn en el punto triple ydcp
es el valor promedio de la diferencia entre las capacidades calo-



rificas del 1fquido menos la del sélido.
La condicién del equilibrio sdlido-vapor para un componen-

te puro

puede sustituirse en la ecuacidn (1.2-2)con lo cual se obtien:

L AH T T T
1n £ - _.g._(_—f - 1> + ._A_C.E(__f. - 1\)_ 1n_f_ = 0 (1.2-3)
4 RT T R T T

donde el término ln(fL/fv)se calcula mediante la ecuacién de Soa-

ve considerando finicamente los estados liquido y gaseoso.

No obstante que los términos (AH£/RT£) y {(ACp/R) pueéden -~
obtenerse a través de valores experimentales, Soave recomienda en
su método utilizar los valores que ajusten mejor a la presibn de
vapor experimental del s3lido debido a la gran sensibilidad que -
tienen los valors calculados de la presién de vapor con respecto

a los valores utilizados de A“f y ACp.

En su método, Soave determina los valores antes mensiona--
dos a partir de valores experimentaleé de presifn de vapor median
te un anflisis por regresiSn utilizando adenfs los valores forma
les de las constantes crfticas y del factor acéntrico.

En el caso de mexzclas, aplica las reglas de mezclado tradj

cionales.

El método propuesto por Soave tiene la gran limitacién de

requerir los datos de AH_ en el punto triple y de loscalores espe

cfficos tanto del IIquidg como del s8lido del componente en cues-
tidén, para los éunles no se tiene informacién disponible para mu-
chas substancias aunque propone obtenerlos a partir de una corre-
laci8n utilizando los datos de presién de vapor en cuyo caso se -

require de dichos datos los cuales no se encuentran muchas veces

10



disponiblesen un rango lo suficientemente grande como para obte-~

ner una correlacidén satisfactoria.

A pesar de estas limitaciones, el procedimiento planteado
por Soave proporciona un ajuste aceptable con respectoa los datos
experimentales del equilibrio sélido~liquido en cuanto a presidn

Yy temperatura sin poder nredecir sus propiedades ..o

1inZmiras,
por el contrario, necesita del equilibrio sdlido-vapor para poder

obtener parametros que utilizar8 en el equilibrio sélido-1liquido.

Los dos métodos anteriores excluyen la posibilidad de solu
ciones sdlidas y no son equivalentes a un método de ecuacidn de =

estado pucsto que requiren de parametros tales como AH T., den~

£ °f
sidades de sGlido, etc., ademds de los pardmetros particulares de

la ecuacidén de estado.

1.3.~ MODIFICACION DE LA ECUACION DE VAN DER WAALS PARA
LA REPRESENTACION DEL EQUILIBRIO
SOLIDO-LIQUIDO-GAS.

Wenzel y Schmidt {32} proponen una extensién de la ecua---
cidon de Van der Waals para la prediccibn del equilibrio sélido-1f{
quido basdndose en la forma de "S" que tiene una isoterma que ~-
atraviesa la transicién lfquido~vapor y tratando de reproducir ~--
una "S" semejante en el equilibrio sélido-lfquido.

La trayectoria que sigue una isoterma al ir modificando la
presién, se puede observar en las figuras 1.3-%1 y 1,3-2, Partien~
do de valores muy grandes de volumen molar del gas (punto 1), ob~
gservamos que a medida que aumentamos la presidn, llega el momento
en que comienza la condensacifén (punto 2) la cual termina hasta -~
qua todo el vapor se convierte en 1lfquido (punto 3) mantenié&ndose
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la presidén constante. Cuando se representa esta transicidn median
te la ecuacibn de Van der Waals, la isoterma pasaa través de un
miximo y un minimo tal como se observa en la figura (1.3-1) encon,
trindose la presidn de equilibrio correspondiente a esta isoterma

en el punto donde se cumple la condicidn de Maxwell de igualdad -~
de Areas.

De igual forma, partiendo de un volumen de lfquido (punto
4), siguiendo la misma isoterma, si aumentamos la presién llega--
mos al punto donde se forma el primer cristal {punto 5) a paitlr
de donde se continfa la solidificacifn a presidn constante hasta

que desaparece todo el lfquido y se tiene dUnicamente sélido (pun-
to 6).

Wenzel y Schmidt basan su desarrollo en la suposicidn de -
que en esta (ltima transicién la isoterma toma la forma de una -~
"S" similar a aquella que se tiene en el equilibrio lfquido-vapor
y de igual forma, la presidn de equilibrio se determina mediante
la condicién de Maxwell.

La ecuaciln propuesta por los autores que reproduce easta
segunda "S*" a altas densidades es de la forma:

p = RT a . c (1.3-1)
V-Db ViV + b}’ (V - 0.97b)8

donde b es una constante, mientras que & y ¢ son parimetros gue -
dependen de la temperatura y de la forma de la molécula.dadds por
las expresionas:

Q= a,r“ Y c = c.TB

con lo cual se obtiene una ecuacifn de cinco parfmetros de los ~-
cuales b, a,y * se pueden obtener a partir de las constantes crf
ticas y el factor acéntrico, mientras que las dos restantes (C, Yy
B8) son obtenidos a partir del equilibrio fluido-sélido.
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Wenzel y Schmidt determinan estos (iltimos pardmetros a -=-
partir de los datos obtenidos al calcular la presidén de fusidn me
diante la condicidn de Maxwell aplicada a la transicidn s8lido-1f
quido:

V’ L
J opav = pot - v (1.3-2)
ts
v
Ademds, de relaciones termodindmicas (ver tabla 2.,3-2 del

capftulo 2) los autores generan una segunda ecuacidn de la forma:

v? v
Hv,“ _a)q_j._‘_i_!__..._“_P)cj ———d'v_"_'*Pf(Vs-VLS)
{s v(V + b) 2 (V=0.97b) 6

(1.3-3)
donde se ha incluido la ecuacidn (1.3-1);con lo cual se tiene una
segunda ecuacién., A partir de (1.3-2) y (1.3-3) se tiene un siste
ma de dos ecuaciones mediante las cuales se obtienen los parime--

tros buscados.

Este modelo. al presentarse como una ecuacidn de estado for
mal es capaz de predecir propiedades termodindmicas (los autores
no reportan tales propiedades) solo que tiene la gran desventaja
de la dificultad que presenta el uso de las ecuaciones (1.3-2) vy
(1.3-3) para determinar los pardmetros particulares las cuales in

volucran datos de equilibrio experimentales.

Otra desventaja de este modelo es que, al plantear la fdrma.
de "S" en el equilibrio sdlido~lfquido, suponen que a altas densi-
dades las fuerzas de atraccién contribuyen mas fuertemente a la -
presién de lo que puede hacerlo el término de atraccidon de Van --
der Waals, lo cual est§ en contraposicién con resultados estadistji
cos (tal como lo expresan los mismos autores), en los cuales se ob
serva que las partfculas, con fuerzas repulsivas tinicamente, son
susceptibles de separarse en dos fases debido a que estas fuerzas
repulsivas son las que determinan primordialmente el que exista -
la transicifén s§lido-1lfquido.

14



A pesar de lo anterior esta ecuacidn predice en forma sa--
tisfactoria los equilibrios sdlido~liquido y sélido-vapoy, obser-
vindose cierta discrepancia al calcular los volimenez molares del

1fquido y del s8lido al encontrarse estas fases c¢u equilibrio.

1.4.~ ECUACION DE LONGUET-HIGGINS Y WIDOM PARA LA
DETERMINACION DEL PUNTO DE FUSION BASADA EN UN
MODELO DE ESFERA DURA.

Este modelo {16} parte del hecho de que cerca del punto
triple la estructura particular de un lfquido o de un sélido estd
determinada por la parte repulsiva del potencial intermolecular,
mientras que la parte de fuerzas de atraccién sirve finicamente pa
ra mantener juntas las moléculas (los términos de atraccidn y re--
pulcidn de un potencial intermolecular se definen y explican am--
pliamente en el capftulo 2). De lo anterior los autores proponen
que las fuerzas de repulsidn serfn las mismas que las de un sistema
de esferas duras mientras que las fuerzas de atraccidn originan -
un canpo de potencial uniforme de tal forma que el efecto neto
sobre cualquier molécula es nulo, por lo cual a una densidad dada
el gsistema se comporta exactamentes como un conjunto de esferas du
ras eligtico,

A partir de las consideraciones anteriores los autores to
man el término de atraccifn de van der Waals que depende Gnicamen
te de la densidad junto con el t&rmino de repulsién de esferas du
ras con lo cual:

p=p - aNi/y? (1.4=1)

.

donde p, es la presidn que se ejercerd por esferas duras con un -
difmetro igual al difmetro de repulsidn de las moléculas.

15



Si se 'expresa la cecuacién (1.4-1) en forma reducida,

-2
p U, = Pn% ..( Q ) (2'2; ) (1.4-2)
kT KT UKT .

se genera una familia de isotermas caracterizando cada una de =---

ellas a través del parametro:
A = a/YKkT (1.4-3)

Haciendo A=0 podemos generar una isoterma a partir de la
ecuacidén de esfera dura (los autores parten directamente de los =~
datos reportados por Alder y Wainwright sobre dinidmica molecular
{1}) y ajustarla de tal forma que coincida con los valores de vo
lumen reducido (/%) estimados por Ree y Hoover {3} para el 1f--
quido y el sélido, Para A ¥ 0, la ecuacidn (1.4-2) presenta una --
pendiente positiva para los valores de v/ alrededor de la zona -
de transicién s&lido-lfquido, pudiéndose determinar la presién re
ducida de fusidn mediante el criterio de igualdad de dreas de Max

well tal como se muestra en la figura 1.4-t.

Para determinar el punto triple, los autores parten de las
suposiciones de que a la temperatura del punto triple, T, , el ==
comportamiento del vapor es el de un gas ideal y de que la pre---
sién reducida del punto triple es mucho menor que la unidad, por -
lo que la isoterma del punto triple serd aquella cuya porcidn ho-
rizontal,en la regidn- de transicidn, coincida prdcticamente con el
eje de volumen reducido. Esto ocurre a una A = 14.7 tal com§ se ==

aprecia en la figura 1.4-1,

Partiendo de las consideraciones anteriores los autores de
terminan una serie de paridmetros adimensionales que caracterizan
el punto triple. Proponen que la relacidn entre las actividades -
de esferas con atracci6n y sin atraccidn (a y a. respectivamente)

estd dada por la siguiente expresidn:
a=a, exp (-2an/kT) (1.4-4)
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donde N es un pardmetro adimensional de densidad.

Junto con la ecuacidén anterior los autores integran la re-

lacién termodindmica:
. ( d1n a.>=<:u>>
3dln n /y anAa

utilizando una expresién exacta de esferas duras para el término

de p,; de lo anterior, los autores llegan a la expresidn:

ln<_a-_} —.2—— - Qn - ln(‘ - vn) + _._?—_-.—-— - -s—
n nkT kT 2(1 - vn? 2

Suponiendo comportamiento de gas ideal para el vapor se obtiene:

a = p/kT

por lo que el 1lfquido a su presién de vapor deberd cumplir con la

siguiente relacidn:

In(—B—)s —B— - &0 gn0qovny) e —3 5 (1.4-5)
nkT nkT kT 2(1 - vp) 2 2

Y puesto que p/pkt <<1, se llega finalmente al siguiente resultado

an =‘AVGL = 14.7 = 8.6
kT v t.n

1 =vp =1 - (n/iys)(QC/vL) = 0,567
sustituyendo en (1.4-1)

lné—JL—- = -5,86 ‘ (1.4-6)
nkT ‘gt

Por otro lado, es posible determinar toda una serie de pro
piedades termodinamicas en el punto triple observindose sobre la
figura 1.4~1 que la presibén de fusién sigue una funcibén lineal --
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con respecto a la temperatura de acuerdo a la relacidn:

LA 5.8(1 - A/14.7) (1-4-m

NkT
Como se podrd chservar mas adelante, los resultados cuant}
tativos obtenidos de la aplicacidn de este modelo distan mucho d:
suer satisfactorius, ademds, de acuerdo a la ecuacidn (1.4~7), 1la
presién de fusidn es lineal con respecto a la temperathra, lo ==

cual no es cierto a altas temperaturas.

Por otro lado cabe sefialar un hecho interesante sobre este
modelo, el cual concierne a la posible existencia de un punto crg
tico de fusidn; si seguimos al pie de la letra este modelo, un 1§
quido real de moléculas esféricas tendrf un comportamiento cada -
vez mis parecido al de un sistema de esferas duras a medida que -
se eleva la temperatura, de aquf que si el sistema de esferas du-
ras presenta una transicidn de fase de primer orden*, entonces =~
el compuesto en cuestidn tambi&n presentard una de este tipo a -~

temperaturas mucho muy altas { A& 0).

La importancia de este modelo es basicamente cualitativa
puesto que, como ya se menciocnd, sus predicciones estdn alejadas
de los resultados experimentales pero sus ideas fundamentales son
correctas al tratar de mejorar la ecuacibén de Van der Waals reem-
plazando su té&rmino de repulsién (consideradd como un término uni
dimensional) por una expresidn "exacta" tridimension:i de esferas
duras. Esto se justifica al suponer que a altas densidades la es-
tructura de un liquido o un 861ido esta determinada principalmen~
te por las fuerzas de repulsifn mientras que las fuerzas de atrac
cidén sirven para mantener juntas a las moléculas.

*  Una transiciSn de fase de primer orden es aguella en la cual la funcisn
molar de Gibbs g es contfnua pero sus derivadas {3g/3T)y =8 ¥ (aq/aph.-Z/

son discontfnuas. Una transicién de fase de segundo orden es una en la cual g

y sus primeras derivadas son continuas pero sus segundas derivadas son discon
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tfnuas. De igual forma, por generalizacidn, se puede definir una tramnsicidn
de tercero o enésimo orden. Una discusién bastante amplia se puede encon--

trar en "Thermodynamics™ de H, B, Callen{ 8} . A
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CAPITULO 2.
FUNDAMENTO TEORICO DEL MODELO

2.1-1 ALGUNOS CONCEPTOS DE MECANICA ESTADISTICA.

Al definir la termodin@mica las propiedades de equilibrio
de un sistema en funciGn de las variables macroscpicas de que de
pende, tales como volumen, temperatura, niimero de moles,etc., no
presta ningGn interés acerca de la naturaleza, estructura y esta-
dos energéticos de los constituyentes microscépicos ni de la for-
ma en que &stos Qltimos factores se combinan para dar las propie-
dades macroscdpicas del sistema. La Mecdnica Estadfstica se encar
ga de @ste filtimo aspecto; se obtienen propiedades macroscdpicas

a través de la combinacidn adecuada de propiedades moleculares.

El hecho de que necesitemos un punto de vista estadfstico
cuando hablamos de propiedades macroscdpicas de la materia es jus
tificable desde el momento en que observamos que en un centfmetro
cbico a condiciones STP existen alrededor de 3x10'%moléculas. No
es sblo pr8cticamente imposible, sino ademAs innecesario tomar en
cuenta detalladamente el movimiento de.cada molécula paradetermi-
nar propiedades macroscdpicas de la materia, tales como temperatu
ra o presifn. Por otro lado, para hacer un anflisis estadfstico -
de un sistema de muchas partfculas, tenemos que hacer una estima-
cién razonable acerca del estado dindmico de cada partfcula basa
do en las propiedades de las mismas. Podemos hacer esta estima~--
cién introduciendo el concepto de probabilidad de distribucidn de
las partfculas a través de los diferentes estados dindmicos en ~--

los cudles se pueden encontrar las particulas.

Cuando introducimos el concepto de probabilidad, esto no

implica que supongamos que las partfculas se mueven en forma cadti

21



ca sin obedecer ninguna ley baicn definida. De aqul guc lavalidez
del andlisis estadistico de un sistema de muchas particulas estd
directamente relacionado con las suposiciones referentes a una ~

probabilidad de distribucidn de las particulas.

Aeste respecto cabe mencionar que existen tres leyes que
cstablecen la forma vi 7ue las particulas que constituyen un sis-
tema se distribuyen entre los diferentes estados de energfa. Di-~
chas leyes son la Ley de Distribucidn de Maxwell-Boltzman, la de

Bose-Einstein y la de Fermi-Dirac,

Para fines del presente trabajo, tomaremos como punto de
partida la lcy de distribucidn de Maxwell-Boltzman que a su vez
parte del concepto de particulas "idénticas” y "distinguibles”, -
entendiendo por particulas idénticas, aquelias que tienen la misma
estructura y composicién y por particulas distiguibles cuando po-
demos establecer una diferencia entre una particula y otra total-
mente idéntica a ésta. A primera vista, existe una contradicién -
entre “idénticas" y “distinguibles™ pero mis adelante se podrd re
considerar esta falta de ldgica.

De las otras dos leyes de distribucidn s8lo basta decir -
gue se basan en la mecBnica cudntica y en el concepto de particu-
las "indifercnciables", La estadistica de Bose~Einstein se aplica
en general a los sistemas con funcidn de onda sim@trica, es decir
aquellas cuyo signo no cambia al variar las coordenadas de dos -~
particulas cualesquiera 3del sistema. Ejemplos de estos sistemas ~--
son los fotones y &tomos o moléculas que contienen nlicleos con un
nlimero par de protones m&s neutrones. Por el contrario, la esta--
iistica de Fermi-Dirac se utiliza en sistemas con funciones de on
da antisimétrica y como ejemplo de estos sistemas podemos mencio-~
nar los electrones, protones y adtomos o -mol8culas con niimeros im-

pares de partfculas fundamentales en su nficleo.
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2.1.1,- MODELO CANONICO.

Antes de establecer la forma en que se distribuyen las -
partfculas en los diferentes estados de energia, es necesario in-
troducir el concepto de Colectivo (o Ensemblc) de sitemas, cnten-
diéndose por éste como un conjunto de un gran niimero I de sitemas
cada uno de los cuales ¢s una rZplica a nivel macroscdpico del ==
sistema termodindmico cuyas propiedades se desecan estudiar. Aun--
que todos los sistemas del colectivo son idénticos desde el punto
de vista termodinimico, no lo son desde el punto de vista molecu-
lar, pucsto que para un estado termodinidmico dado existen una =--
gran cantidad de estados cudnticos o energéticos que son consis-~

tentes con él.

De lo anterior, podemos decir que en cada instante se ten
drdn infinidad de estados cudnticos distintos en los diversos sis
temas del colectivo y que el valor de una cierta variable meclni-
ca serd diferente en los distintos estados cufnticos. El promedio
de una cierta variable del colectivo serd, por tanto, la media de
los distintos valores instantaneos de dicha variable que ocurren

en cada sistema del colectivo al calcular dicha media.

Al hablar de colectivos, tenemos que hacer referencia al
medio ambiente termodinadmico en que nos encontremos; asf, un sis-
tema aislado {(dados N, V y E) estard representado por un colecti-
vo llamado Microcandnico, un sistema isotérmico cerrado (N, Vy T
dados), lo estara por el llamado Colectivo Candnico y un sistema
abierto isotérmico (dados u, V y T) estard representado por el -

Gran Canénico.

En nuestro caso particular nos restringiremos al uso del
- Colectivo Canbnico, el cual quedari representado por un sistema -
experimental con un volumen fijo Vv, un nfimero dado de moléculas N

y una temperatura T constante.
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Consideremos que el sistema al cual nos referimos estd ca
racterizado por una serie de posibles estados dc energia denota--
dos por E1, Ez, ""'Ei’ observando simultidneamente el estado --
energético de cada particula en nuestro sistema, podemos estable-
cer que en 81 se tienen n‘I particulas, en E2 se tendrian nz,
I etc.El juego de niimeros n1; n2""'ni se denomina
distribucidn, de las cuales existiri una infinidad de casos posi-

en E,
i

se tendrin n

bles, pero de una forma u otra, todas deben satisfacer las rela--

ciones siguientes:

T ni = N (2.1-1)

L "151' E (2.1-2)
donde N es el nfimero total de moléculas y Bt es la energfa total
del sistema.

Si suponemos inicialmente que todos los estados de enegfa
tienen la misma probabilidad de ser ocupados, podemos establecer
~que la probabiliad de obtener una determinada particidn es propor
cional al nfimero de formas diferentes en que las partfculas pue--
den ser distribuidas entre los diferentes estados de energfa dis-
ponibles para producir la particién. Dicho nfimero de formas dife-

rentes i, esta dado por la férmula combinatorial {30}:

b
n1gn299§ ceves

La probabilidid de obtener la particién n‘.nz,...ni, serd

(2.1-3) -

proporcional a .,

Al contrario de nwetra suposicibén inicial, puede suceder
que los diferentes estados tengan una cierta probabilidad intrin-
seca con lo cual se vean favorecidos con respecto a los demis; de
aquf que la probabilidad de ‘encontrar una partfcula en el estado
de energfa E1 serid q?i, etc.,.pot lo tanto la ecuacién (2.1-3) es
tar8 modificada de la forma:
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nt n2 n3
ng1 92 93 oo
Q= (2.1-4)
n,ln2|n3|....

Por Gltimo, removiendo lo condicidén de particulas distin=~
guibles, diciendo ahora que no podemos diferenciar una particula
de otra y que por lo tanto podemos cambiar de lugar las particu--
las indistintamente, todas las N] permutaciones nos conducen a la

misma particidén, por lo que dividiendo (2.1-4) entre N se tiene:

1] = (2.1'5)

Para encontrar el estado de equilibrio, se tiene que en--
contrar la particidén m&s probable la cual se logra buscando el va
lor maximo de fi. Para encontrar este valor, escribiremos (2.1-5)

de la forma:
= - I - - e e
In % n11n(91) + nzln(gz) + ieiena ln(ni.) ln(nzs)

aplicando la fdrmula de Stirling {17} para logaritmo de unfacto-=

rial, se tiene:

1
ln 2= 8- £nln Ry
93

diferenciando la filtima relacidn con respecto a n

In @ = n ln(g1)+n21n(gz)+......-(n1ln(n1)-n1)-(n21n(n2-n2)-...:..

i s« obtiene:

d(ln R ) = - [ (dni)ln(ni/gf- b nid(ln(ni/gi))

d(ln 0 ) = = I (dni)ln(ni/qi) - I dn1

puesto que dN = 0 ,entonces I dn, = 0, y si ademds se iguala a ce

i
ro la expresidn anterior para obtener el miximo:

"= d(ln ) = I (ln(ni/gi))dn1 = 0 (2.1-6)

Para resolver esta dltima ecuacidn, tomando en cuenta que
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se deben satisfacer las condiciones (2.1-1) y (2.1-2), se aplica
el método de Lagrange sobre multiplicadores indeterminados {30},
por lo que derivando (2.1-1) y{(2.1-2), multiplicando respectiva--

mente por a y B y sumidmdolas a (2.1-6):
X(ln(ni/gih m+B£:i)dni =0 (2.1-7)

puesto que las variaciones de n, son arbitrarias bajo las condi~-

i
ciones dadas por (2.1-1) y (2.1-2), (2.1-7) se cumplira cuando:

ln(ni/gi)+ a+ BEi =0

o - -a - BE, -
ni gie i {(2.1-8)

sugstituyendo este valor en (2.1-1), se obtiene la siguiente ecua-
cién;:

e%al- Sqie'BBi

N

Por otro lado, se puede demostrar, con ayuda de la'ecuacién(2.l-2L

que {17}
1
B =57

por lo tanto, la ecuacidn (2.1-8) se expresa de la forma:

ni 91° ~E; /kT
N - "E'/k'r (2.1'8&)
z 9;e 1 ’

que es la ley de distribucién de Maxwell-Boltzman donde:

0=71 gie-EVkT (2.1-9)

se conoce como la Funcidn de Particién del Colectivo Canbnico.

.
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2.1.2.~ FUNCION DE PARTICION

La expresidn obtenida en (2.1-9) estd dada como una suma
cudntica dificil de manejar si no se conocen los niveles de ener-
gia Ei. Se puede expresar en una forma mds sencilla si el té&rmino
de energfa se maneja en forma"clisica", esto es,tomar en cuenta =~
como contribuciones a la energia del sistema #nicamente términos
que pueden ser tratados en forma clasica, por ejemplo, transla---
cidn y rotacidn. En sentido estricto, deberiamos tomar en cuenta
también contribuciones cudnticas, como estados electrénicos, de -

vibracidn, etc.

Lo anterior lo podemos hacer si tomamos en cuenta que con
nimeros cudnticos grandes, los resultados de la mecdnica cudntica
caen en forma asintdtica dentro de los resultados de la meclnica
clésica {17 }. Esto se logra cuando kT >>pE, donde AE es la magni--
tud de la diferencia de energia entre los sucesivosniveles energé-
ticos. Este mismo criterio nos permite reemplazar la suma cudnti-
ca en (2.1-9) por una integral bajo un estado cldsico de posicidn
y velocidad, donde estas dos Gltimas magnitudes deberdn estar ex-
presadas, por simplicidad, en un sistema de coordenadas generali-

zadas.

Bajo estas condiciones la energia cl&:‘ca queda expresada

por una funcidn Hamiltoniana de la forma:

Hip,q) Kenergfa cinética + uenetgfa potencial
(2.1-10)
donde: u = f(qi)
- - 1
K = E(pi) = L (Pi) /2n
siendo: 9 coordenada que localiza a las moléculas (no

necesariamente cartesiana)
Py cantidad de movimiento en la direccién a1 -
variable conjugada de qi en coordenadas gene

ralizadas.
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y por lo tanto la expresidn (2.1-9) la podemos escribir de la for

ma:

. -H/kT -
Q c.[....j-e dqjdq2 ..... dandp1dp2 ..... dpJN (2.1-11)

donde c es una constante que se determina en el limite de altas -
temperaturas para la ecuacidn cufintica; dicha constante es igual
a {30}:
3N
c = 1/h {h= cte. de Planck)

La ecuacidn (2.1-11) debe corregirse por el hecho de gue
al desarrollar la integral, se tendrd una contribucidn diferente
por cada permutacidn de las moléculas, as{ si se tiene N molécu
las, existiran N{ permutaciones y por lo tanto N! contribuciones
diferentes. Puesto que trataremos con moléculas indistinguibles,-
cualquier permutacidn entre las moléculas no originarxi un nuevo -
estado, por lo tanto, serd necesario dividir el miembro de la de-
recha de la ecuacidén (2.1-11) entre N! para tomar el caso de molé
culas indistinguibles. Por todo esto, la ecuacidén (2.1-11) se xe-

escribirid de la forma:

. -H/kT -

Q “,hau ....J e dq,dqz....quNdp‘dpz....dpJN (2.1=12)
Tomando en cuenta la expresién (2.1-10) se puede observar

en la ecuacién (2.1-12) que &sta se puede separar en dos términos

de ' la forma:

(2.1-13)

Q= Qcinéticanotencial

donde Qcinética es la funcién de particidn correspondiente a la -
energfa del sistema asociada al movimiento de las pargfculas y de
la teorfa cinética de los gases se sabe que &ste término depende

inicamente de la tempetarura quedando expresado de la forma:
1

- -k/kT ;
Q.inética AT j . J'e dp,y,db,,dPy,dPy 5 .-« 1P,y dRyy
) (2.1-14)

28



En el caso de un gas monoatémico ideal, el término de la integral

en la ecuacidn {2,1-14), para la primera mol&cula estd dado por
{30}:

1 = (2nmkr) 372
Comn en (2.1-14) &ste término se repite tantas veces como molécu-

las se tengan, (2.1-14) se expresari para un gas monoatdmico -
ideal formado por N moléculas como:

IN/2
1 IN/2 1 {2nmkT (2.1-15)

0. . = (27mkT) = .__(.___...)
cindtica N!h3N N? h2

N

1 1
0 . ... & o | — (2.1=-16)
cinética o (AQ)
donde: A= h

(2mmkr) /2

siendo A una longitud de orden del de una longitud de onda de bDe

Broglie de una paticula con energia cinética del orden de kT.

Por otro lado, en la ecuacién{2.1-13) el término ontencial
es la funcidn de particidn correspondiente a la energfa del siste
ma considerando la posicidén de cada molécula con respecto a las -
dem&s; de aqu{ gque ontehcial dependerd de la densidad y de la ~--
temperatura. Esta energfa esti dada directamente por las fuerzas
de atraccidn y repulsidn entre las moléculas, por lo que ont la

podemos expresar de la siquiente forma:

Q = Q0 an? (2.1-17)

pot repratr

Como veremos mads adelante, la estructura de un fluido estd
determinada principalmente por las fuerzas de repulsidn de corto
alcance mientras que las fuerzas de atraccidn de largo alcance --

juegan un papel secundario y pueden considerarse como una pertur-
bacién.
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La ecuacidn anterior la podemos expresar en términos mias -
generales si tomamos Unicamente el término de energfa potencial -
del hamiltoniano de energia dentro de la ecuacidn (2.1-11), con -

lo cual podemos escribir:
- -u/kT -
ont J.....J-e dqidq2 ..... quN (2.1-18)

Puesto que U depende {inicamente de la posicidn, la integral ante-
rior ser& solamente una integral de volumen sobre las coordenadas
de posicién de las moléculas. Esta integral es conocida como la -

Integral de Configuracién Cl&sica.

Si consideramos que no se tiene energfa potencial debido -
a las fuerzas intermoleculares, como es e) caso de un gas ideal,

la ecuacibn al}terior se reduce a:

N
Qo = jdq‘dqz.....dq3N avy {2.1-19)

Si sustituimos.estas Gltimas expresiones junto con la ecua

cibén (2.1=16) en‘la expresidn {(2.1-13), se tiene:

0= 4—(%5. (2.1-20)
NUO\A

que es la funcibn de particién de un gas ideal monoatdmico.

A partir de la relacidn anterior se pueden obtener, median
te relaciones adecuadas (las cuales se desarrollan en la seccidn
3 de este capftulo), las propiedades de un gas ideal, como ener--

gfa o la conocida expresidn para la presibn:

pvY = NkT
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A medida que la densidad del gas se incrementa, las molécg
las se encuentran en promedio mas cerca unas de otras y el poten=-
cial intermolecular empieza a ser diferente de cero por lo que la
integral de configuracidén ya no es simplemente igual a VN y el --

comportamiento del gas comienza a alejarse del de un gas ideal.

En tales casos, la funcidn de particidn de un gas no ideal
y en general de cualquier estado de la materia) estard dada por =
la combinacidn de las expresiones (2.1-13) y (2.1-18) a partir de

lo cual resulta la siguiente relacién:
- ~W/kT -
0 Qcinética -[...j‘e dqldqz.....dq3N (2.1-21)

Esta funcidn de particidn para el colectivo candnico servi
rd como base para desarrollar la ecuacidn de estado gue se plan--

ted en la introducciédn.

2.2.~ DIFERENCIAS A NIVEL DE ESTRUCTURA MOLECULAR
ENTRE SOLIDO, LIQUIDO y Gas.

Las diferencias esenciales entre los tres estados de la ma
teria pueden ser descritas en tfrminos de la distribucibn de las
moléculas en el espacio y de las fuerzas presentes entre dichas -
moléculas.

En primer término, en el estado sélido se presenta un alto
grado de ordenamiento de las mol&culas. En @1, la cercanfa de las
moléculas permite que las fuerzas intermoleculares controlen el -
movimiento de las moléculas obligindolas a vibrar alrededor de un
punto de equilibrio que se puede considerar fijo. En otras pala--
bras, la energfa potencial promedio, comparada con la energfa ci-

nética molecular promedio, controla mds eficazmente la trayecto-~-
' N )
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ria general de las mol&culas., Esto causa que la estructura geomé--
trica del enrejado. bdsico o cristal se encuentre repectida a lo lar
go del volumen macroscédpico; de aqui que podamos decir que el or--

den molecular en el egspacio para un sdlido es de largo alcance.

En el caso de un fluido, las moléculas se encuentran, en -
promedio, a distancias mayores que en el caso de un sdlido puesto
que se encuentran unidas por fuerzas de atraccién de menor intensi
dad. El efecto que produce la energfa cinética molecular, o bien =~
sobrepasa el contrel ejercido por la energia potencial, como en el
caso de un gas diluido, o bien es del mismo orden, como en un gas

denso.

En un gas diluido las moléculas se encuentran en un alto -
grado de desorden y se puede considerar que se mueven en trayecto-
rias aleatorias entre colisiones binarias (se dice que se tiene =--
Gnicamente colisiones binarias ya que colisiones entre tres o mis

moléculas representan sSlo una minima parte de tales encuentros).

La teoria del estado s6lido y la teoria cinética.'de los ga
ses gse han desarrollado con relativa facilidad debido a que estu--
dian los casos extremos arriba mencionados. En el cristal existe -
un ordenamiento espacial miximo y cada molécula interacciona con -
todos sus vecinos pero manteniendo sus posiciones relativamente f£i
jas. En el gas diluido, se tiene una situacibn opuesta, esto es, -
se presenta una alta dispersidn de las moléculas. Ambos casos per-

miten simplificaciones considerables en su tratamiento.

Estos dos extremos representan los limites de la densidad
en que puede existir la materia bajo condiciones normales y es jus
to entre estos dos limites donde se encuentran los gases densos ¥
los lfquidos. ’

Se puede considerar entonces que en estos casos las molécu
las est&n s8lo un poco més apartadas unas de otras que en el caso -

del sblido, y que se encuentran permanentemente bajo el efecto del
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campo de fuerzas causado por sus vecinos, pero no obedece un cier-
to orden espacial, y cuanto mids, &ste orden es local y controlado
sélo por las caracteristicas de empaquetamiento de las moléculas,

es decir, es un orden de corto alcance.

2.3.- CALCULO DE LAS PROPIEDADES TERMODINAMICAS.

2.3.1.- A PARTIR DE LA FUNCION DE PARTICION,

Antes de seguir adelante, es necesario establecer la forma
en que se puecden obtener las propiedades termodinamicas de un gis-

tema particular a partir de la funcidn de particidn.

Al obtener la funcibn de particién canénica en meclnica --
clisica, esto nos permite, a través de los postuladoé en que se ==
apoya, determinar ficilmente propiedades termodinfmicas “"mecinicas"
1 las propiedades termodinamicas "no mecanicas" se pueden obtener

indirectamente con la ayuda de la termodindamica.

Por propiedades "mec&nicas" podemos entender como aquellas
propiedades que se pueden definir en términos puramente mec8nicos
(cldsicos o cuinﬁicos), como por ejemplo la presidn, volumen, ener
gfa, niimero de moléculas, etc., en las cuales no se introduce para
nada el concepto de temperatura., Como ejemplo de variables termodi
ndmicas "no meclnicas" podemos citar a la temperatura, entropia, -

energfa de Gibbs o de Helmholtz, potencial qufmico, entre otras.

Para conocer las variables mecfnicas mediante la funcién -
de particién podemos partir de la ley de distribucidn de Maxwell--
Boltzman (ec2.1-8a) la cual establecé la probabilidad de observar
un estado cuantico dado dentro de un colectivo candnico y se puede

expresar como:
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n. gie-l’. /KT
Pi = N = ¢ -E /kT (2.3")
gie

esta probabilidad esta normalizada, esto es: Epi =1,

De la seccidn 2.1.1 sabemos que el promedio del colectivo
de una cierta variable mecdnica ser& la media de los distintos va=
lores instantfineos de dicha variable que ocurren en cada sistema,
dando el mismo peso estadistico a cada uno de ellos al calcular es
te valor medio, por lo tanto el promedio en todo el colectivo de -

la energfa o de la presibn estarin dados por:

E = zpixi (2.3-2)

p= IP (2.3-3)

1Py

donde p; es la ptegiSn en el estado Ei' definido de la forma:

BEi
pi ® - v N (2-3-4)

dado que -pidv = d21 es el trabajo que tiene que ejercerse sobre -~

el sistema cuando se encuetra en el estado E, para poder incremen-

i
tar el volumen en un factor de 4dv.

Tomando la diferencial de (2.3-2) se tiene:

dE = Ip,dE, + LE,dP (2.3-5)

i 17

Por otro lado, dando el mismo peso estadfstico a todos los

estados con energfia E, y considerando la definicién de funcién de

i
particibn, la ecuacidn (2.3-1) se reduce a:
‘E'/kT .
P w82 (2.3-1a)

i Q

de donde:
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B, = kT(In(P,) + 1n(Q)) (2.3-6)

sustituyendo (2,3-6) von la segunda sumatoria de (2.3-5) y aplican-

do "regla de la cadena" ¢n la primera sumatoria, se tiene:

E
= ———‘i— -
dE zplgv\ldv + IKT(InP, + 1nQ)AP, (2.3-7)

separando términos en la segunda sumatoria:

IkT(1nP

i + an)dPi = KTIlnpP,dP, + k'rEandPi (2.3-8)

i

sabiendo que:

L‘lnPidPi = d(EPilnPt)

Y que:

ZdPi = 0

{(2.3-8) se reduce a:

EkT(lnPi + 1nQ)dpi = de(XPilnpi)

sustituyendo en (2.3-7) la relacidn anterior junto con la ecuacidn
(2.3-4) se tiene:

dE = E-Pipidv + de(XPilnPi)

sustituyendo (2.3-3) en la Gltima expresifn:

A = ~-pav + de(EPilnpi) (2.3-9)

Por lo dicho en la seccién 2.1.1, podemos asociar los valo
res termodinfmicos de la presién y de la energfa del sistema con -
los promedios meclnico-estadisticos p y E del colectivo, por lo ~=

tanto, la expresion dada en (2.3-9) se puede escribir como:
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dE = ~pdv + KTd(IP, InP ) {2.3~10)

De las ecuaciones fundamentales de la termodindmica con ni
mero de moléculas constante (y de ahi moles constantes), se sabe
que {27}:

dE = TdS - pdvVv (2.3-11)
igualando (2.3-10) y (2.3-11) se observa que:
Ads = kxa(Ip 1nP,)

de donde se tiene directamente que:

S = kEPilnPi (2.3-12)

que no es otra cosa que la dependencia de la entropia con la frac
cidén del sistema del colectivo que se encuentra en un estado de =
energfa Ei' Sustituyendo (2.3-1a) en (2.3-12):

Ey
S‘kpi kT -an)

1
s == ZPiEi - kEPian

s = - king (2.3-13)

de las raelaciones termodinidmicas se sabe que:

A=E - ST (2.3-14)
igqualando término a término (2.3-13) y(2.3-14) se tiene finalmen-
te:

A = -kTlnQ (2.3-15)

que relaciona la energfa de Helmholtz con la funcién de particién

del colectivo candnico. Esta relacién es de gran importancia dado
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que las variables independientes dentro del colectivo candnico -
son N, V y T para las cuales es justamente A su funcidn caracte--

ristica.

De las ecuaciones fundamentales de la termidin8mica pode--
mos escribir: {27 )

dA = -pdv -SdT ¥4, 1dNi (2.3-16)

a partir de la ecuacidn (2.3-16) y la igualdad en (2.3-15) junto
con algunas relaciones termodinfmicas podemos conocer cualquier
funcifn termodinimica a partir de la funcidn de particidn, tal co
RO se muestra en la tabla 2.3-1,

En todas las expresiones de dicha tabla, se observa que --
las propiedades termodinAmicas se obtienen a través de la funcidn
de particidén o alguna de sus derivadas, con lo cual se logra congo
cer estas propiedades en cualquier condicifn del sistema termodi-
n8mico para el cual es v8lida la funcién de particién.

El método de las ecuaciones de estado, que se desarrollari
en el siguiente inciso, requiere que se integre la ecuacidn de es
tado o alguna de sus derivadas desde el gas ideal hasta el estado
del sistema en el cual se desea conocer sus propiedades termodind
micas. En este sentido, el método de la funcifn de particibn es -
superior al de la ecuacidn de estado para la evaluacibén de propie
dades.
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2.3-2.,- A PARTIR DE UNA ECUACION DE ESTADO.

Cuando partimos de una ecuacidn de estado, no necesariamen
te obtenida a partir de una funcidn de particidn,es posible obte-
ner los valores de las variables termodindmicas sin recurrir a la

funcidn de particidn.

Esto lo podemos lograr partiendo de 1las ecuaciones funda~

mentales de la termodinidmica, dadas de la siguiente forma {8}:

dE = TdS - pdv *’:“kd"k ‘ (2.3~17)
dA = -SdT - pdV Iy, dN, (2.3~18)
dG = -5dT + vdp ”:"kd"x (2.3-19)
di = Tds + vdp +Iu dN, (2.3-20)

A partir de estas expresioneé podemos generar las relaciones de -
Maxwell que substituidas en forma adecuada dentro de estas mismas
ecvuaciones nos conducen a expresiones de las variables fundamenta
les como funcidén de pardmetros medibles y para nuestro caso parti

cular, en funcidén de datos p-v-T.

Asi por ejemplo, derivando la ecuacidn (2.3-17) con respec

to a p, Eon T y N constantes:

(040, 2,

por otro lado, observando en (2.3-19) que G = G(T,p,N)., podemos -
obtener la derivada total de G manteniendo N constante, de la for

dG (%E)dT+€%%) dp (2.3-22)

N N

ma siguiente:
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comparando (2.3-22) con (2.3-19) se observa que:

96 3G
G, 6
aT N Ip N

obteniendo segundas derivadas de las expresiones anteriores:

. (as)_ 3'c v (av)_ a%ce
F) apaT 3
P ™ P T N 3ITIp

puesto que p y T son variblas independientes entre si, podemos al

terar el orden de derivacidn sin alterar la igualdad, por lo que:

(as) <3V)

- 85, [BV (2.3-23)
? aT

P IN PN )

sustituyendo (2.3-23) en (2.3-21):

(az T(av (av
2E) . __) -p (&L (2.3-24)
» “’)r,u T a")r,u .

que relaciona la energfa interna con propiedades p-v-T.

88lo por citar otro ejemplo,podemos obtener la dependencia
de la entalpia con respecto a la temperatura a volumen constante,
partiendo de la expresién (2.3-20) derivindola con respecto a la
temperatura manteniendo V y N constantes, de la siguiente forma:

3H - 38 F i
(M; T(a'r) N v(a'r (2.3-25)
VN N

VN

por otro lado, de la ecuacidén (2.3-17) podemos observar directa--
mente que:

3E
T = (————) (2.3-26)
s VN

lo cual se puede escribir como:
‘

p u (3E) . _(RE/ITIu
\3s /vn (95/3 Thyy

(
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de donde:

si ademas:

_[RE
ev- (489
se tiene:
'35 Cy
37T /- T {2.3-27)

sustituyendo (2.3-27) en (2.3-25) se tiene finalmente la siguien-
te relacidn:

an)” 3
——lx Cv + vM (2.3-28)
(ar N 3T Jyn

la cual da el cambio de la entalpia con respecto a la temperatura

en funcidn de parimetros medibles, como son V,T,p y Cv.

De igual forma se puede conocer la relacidn de cualquiera
de las variableg fundamentales con respecto a T, p o V como fun~=
cibén Gnicamente de parametros medibles como T, p, Vy Cv o Cp. To

das estas relaciones se muestran en la tabla 2,3-2.

Todas las relaciones de esta tabla se pueden aplicar direc

tamente con una ecuacién de estado, de la forma:

V= Vip, Ty N1, N2, —

en cuyo caso utilizaremos las relaciones de la segunda columna; -~

por otro lado, si la ecuacibn de estado es de la forma:

p=pl{v, 7, N Nz' vese)

‘l

podemoéﬁgplicat las relaciones de las dos (ltimas columnas.
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TABLA 23-2
MELACIONES DE LAS VARIABLES FUNDAMENTALES

N - N -
E - p(F¥),, -1, P('%‘,,L)‘. O (38,
H cp =13, e, TR,
5 T+ - (87, & (3.
| R 8 - o
-5 v Ssevid), (B




De aquf el gran poder de las ecuaciones de estado, puesto
que basta con toma:. los estados de referencia en forma adecuada e
integrar convenientemente la relacidn apropiada de la tabla 2.3-2
para conocer los valores de cualquier variable termodinamica. In-
clusive si en nuestro sistema se tiene una mezcla de componentes,
en cuyo caso sdlo se requiere corregir los pardmetros particula--
res de la ecuacifn de estado para después aplicar directamente --
las relaciones mencionadas. Este iltimo punto se discutird mls -~
ampliamente en el iltimo capftulo.

N

Asf por ejemplo, si en nuéstta ecuacifn de estado la pre--~
8ifn se tiene en forma explfcita y se desea conocer la entropia -
de nuestro sistema a las condiciones dadas de temperatura, pre---
8idn y composicibn, debemos tomar la tercera expresidn de la cuar

ta columna, la cual dice:

(_g%)T. (_g.g..)v ' (2.3-29)

tomando como referencia el estado de gas ideal, necesitamos eva--

luar la ecuacibén (2.3-29) como tal, por lo que:

1'
(_3§..) a R (2.3=30)
v T v

donde el superfndice T genota gas ideal.

Combinando las dos ecuaciones anteriores se obtiene:

[ (s=sh (gg)__n_
av = {ar v

T v
e integrando desde el gas ideal hasta las condiciones de nuestro
sistema tenemos como resultado:

v

s{T,V,x)~ s+(T'le) 'J [(‘—g'%) - %‘] av (2.3-31)
"
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Podemos decir que S{T,V,x) = S{T,p,x), no asi para el gas ideal,
puesto que el volumen evaluado a la presidn del sistema en forma -
ideal no corresponde al volumen evaluado en forma real; lo gue si
podemos decir, es que:

+ +
S (T,p,x) = s(T,V',x) (2,3-32)

donde VT = RT/p
por lo gue:

sTir,v.x -ster,vi,x) = Rin V+ = Rln -—%{—-
v

s*(T,V,x) = S*(T,V*,x) + R 1nz.

sustituyendo en (2.3~31) la relacidn anterior y ordenando térmi-n

nos:
S{T,p,x) = s-r('r,v*,x) *jv[(__g%) - ._s__]dv + RlnZ
- v

y sustituyendo la igualdad dada por la relacidn (2.3-32) en la re
lacidn anterior, se tiene finalmente:

v
S(T,pyx) = § (Typ,x) +5 [—%— - (—*.;-L;)]dv + Rlnz  (2.3-33)
- v
y si sustituimos las expresiones particulares de la ecuacidn de es

tado para la presidén y para 2, podemos calcular ficilmente la en-
tropia de nuestro sistema.
1

/
’,

De igual forma cuando queremos conocer propiedades parcia-
les de los componentes presentes en una mezcla; podemos emplear -
léa.relaclones de la Tabla 2.3-2 directamente a las cuales se re-
querird afiadir la variacidn de propiedades con respecto al cambio
de moles.

As{ por ejemplo, cundo requerimos de una expresidn de lé -
fugacidad parcial de ficil uso con una ecuacidn de estado en la -

forma explfcita en la presidn, podemos utilizar la cuarta expre--
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sién de la cuarta columna de la tabla 2.3-2, la cual dice:

(—;’pr

Tn

de donde: dA = -(pBV),n (2.3~34)

Por otro lado si derivamos la ecuacidén (2.3-18) con respecto a ni

aT, VvVy nj#i constantes, se tiene:
(BA
on T, Vine;
de donde: A = (uiani)r,v,n (2.3-35)
jri
iqualando (2.3-34) con (2.3-35) se tiene:
CRY T
(_%P_.) - T\?l) (2.3-36)
EILT in

de igual forma, si tomamos el quinto término de la segunda colum-
na de la tabla 2.3-2 junto con la derivada de la ecuacidn(2.3-19;
con respecto a ni, aT, py "j#i constantes, y tomando, como en -

el caso anterior, sus derivadas cruzadas, se tiene:

au
i) [3v ) =

- = v (2.3‘37)
< ap /T,n \ani/P,T,ﬂ;,u i

Si ademis recordamos que la fugacidad parcial de un compo-

nente en una mezcla la podemos definir como:

s,

(alnfi
RT ____9 - v
Ip In i

entonces aplicando la relacidn (2.3-36) y 2.3-37) podemos escri-

bir:
am (31nfi> =(3ui>

3
p n P Tn
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Multiplicando ambos lados de la
se tiene finalmente:

alnf
i = - (.2P -
RT ( p > (a"1> (2.3-38)

Por otro lado, puesto que:

9 pV alnp\ 1
(av)ln RT ( w )tV

T T
de donde:
alng> . (2 pY_ . 1. .
( v/ v 11" RT v (2.3-39)

Restando (2.3-39) de (2.3-38) e integrando desde el estado de gas'
ideal (V =w) hasta las condiciones del sistema:

£,

RT ln—ie - RT 1ny ,,J'vf-m _lap)\ _RT( alnp‘?,]dv
P i «Lv \any av
Tlv'n”i ‘;ﬂ

2 ‘ J[an

de donde se tiene finalmente:

f v .
i 3p \ _ _RT - Y __ 2.3-40
RT 1n by, “J_[(u) v ]dv RT ln SRT ( )

‘,V.n'“

v }dv =RTlnpV+RT1n(nRT)

TV.n‘”

Esta ecuacidn permite evaluar fugacidades parciles de los
componentes de una mezcla si se dispone de una ecuacién de estado
adecuada explficita en la presién.
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De iygual forma se pueden obtener expresiones andlogas a --
las relaciones (2.3-33) y (2.3-40) para describir cualquier pro--
piedad termodinimica, ya sea total o parcial, mediante el uso de
ecuaciones de estado. Algunas expresiones adicionales se¢ muestran

en la tabla 2.3-3.

Todas las expresiones de dicha tabla se aplican en la re--
gién gas-1fquido con una exactitud de los resultados obtenidos --
con respecto a resultados experiemtales que depende de la preci--

sibn de la ecuacibn de estado manejada.

No obstante que las ecuaciones de estado mis cominmente ma
nejadas tienen una buena prediccifn de la fase gas, esto no siem-
pre ocurre con la fase lfquida por lo que se han desarrollado al-
gunas relaciones empfricas para la prediccién de la fase lf{quida
basadas en el hecho de que la presidn y la temperatura, sobre to-
do la primera, tienen relativamente poca influencia en el volumen

del 1fquido, excepto en la regidn critica.

Puesto que de momento no se cuenta con una ecuacidn de es-
tado que prediga satisfactoriamente la fase sdlida, el cdlculo de
esta fase se hace mediante relaciones termodindmicas aplicadas al
equilibrio s8lido-fluido apoy&ndose siempre en una ecuacidn de es
tado de buena prediccidn de las fases vapor y lfquido, asf{ por -~
ejemplo, para calcular la fugacidad del sélido se han generado ex

presiones como la siguiente:

L £ . anf T, , -ace_ T T _ln( 'r,..,\.]
L RT T,x, R T T /_J.

4 puro

donde Ahf, I}Ly ACp- son datos experimentales y fL es la fugaci~-
dad del 1fquido la cual se calcula mediante una ecuacidn de esta-

do (ver secciones 1 y 2 del capftulo 1),
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TABLA 2.3-3

CALCULO DE PROPIEOADES TERMODINAMICAS
A PARTIR DE UNA ECUACION DE ESTADO

DE LA FORMA : p.p(r,v,n1,.2,,__,nh)
h r°°r_
E{(T,pax) = E(T) + p-T (—‘39—) dv +2 nES
J, L oT n 4
g
ALT,p.x) = AT(T) + P - —%—RL;‘ v +3 niA7
i
“y -
, -
S(T.p,x) = s (T,p,x) +| |-* -(ﬂ’-).]av + RInZ + 3 n s
v o\ar i
JV L v, i
fmr-
H(T.pax) = WH{T,pux) +| |p - T@L)}w +pV - RT + § n,E}
vy L T v i
) o0
Po(rop) =Pt o-ors, 4 (). Bl gy - RTIn—Y— 4 T
i L an v n,RT
v iT,V,nM. i
@
,,,(.L) sl | e R gy s RV gL, 2
p RT v RT RT
RN @ -
ln( L )=’ 1 J [” - (3") dv - RTIn —EL
Py, RT . v LT nRT




2.4.- TEORIA DE PERTURBACION Y EL MODELO DE VOLUMEN
LIBRE DE VAN DER WAALS.

2.4.1.~- POTENCIAL INTERMOLECULAR.

Las fuerzas de interaccidn entre las moléculas, a las cua
les se hizo referencia anteriormente, son de origen electromagné-
tico debido a que todas las moléculas tienen cargas en movimiento
y no obstante que las moléculas consideradas son eléctricamente -
neutras, éstas pueden interactuar el&ctricamente (a lo largo de -
este trabajo, como ya se menciond, no se consideran compuestos po

lares o ionicos).

Lo anterior se debe a que cuando una molécula se acerca a
otra, las cargas de ambas se alteran y se separan ligeramente de
sus posiciones usuales en una forma tal que la distancia media -
entre cargas opuestas en las dos moléculas es ligeramente menor -
que la distancia entre cargas iguales. De esto resulta, por consi
guiente, una fuerza de atraccidn molecular. Por otro lado, si las
moléculas se acercan mucho mds una a otra, de modo que sus cargas
externas llegen a traslaparse, la fuerza intermolecular se trans-
forma en una de repulsidn; las moléculas se repelen unas a otras
porque no hay forma de que una molécula se reordene internamente

para impedir la repulsidn de los electrones externos.

Si suponemos que las moléculas son de simetrfa esférica,
podemos explicar este comportamiento de las fuerzas intermolecula
res sobre un diagrama de energfa potencial miitua entre dos molécu
las en funci8n de la distancia -r- entre sus centros de masa. La
fuerza F que obra sobre cada molécula estd relacionada con la ~--
energfa potencial U mediante la ecuacidn F = -dB/dr. Sobre la fi
gura 2.4-1 podemos ubicar una molécula en el origen 0 y observar
que cuando se acerca la segunda molécula, ésta es atraida por la
primera cuando la pendiente de W es positiva y si se acerca mas,

ser8 repelida cuando la pendiente de W sea negativa.
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Sobre la figura (2,4-2) podemos obscrvar ¢l cambio de la
fuerza de interaccién molecular a medida que la segunda molécula
se acerca a la primera ubicada en 0; se observa que en r = r, no
obra fuerza alguna entre las moléculas y se tiene por lo tanto un
punto de cquilibrio; en r > r,se tiene una fuerza de atraccidn -
de suave variacidn con respecto a la distancia mientras que en ~-
r “r, se tiene una fuerza repulsiva d¢ brusca variacidn., La dis-
tancia de separacidn para la cual la energfa potencial mfitua es -
cero se puede considerar como la distancia aproximada de minima -~
separacidn en un choque (0) y en ciertos casos se puede congide=~

rar como el djidmetro de la molécula.

sobre la figura (2.4~2) se puede observar ademls que es =
posible separar las fuerzas intermoleculares en dos partes: la =--
primera constituida por.una brusca repulsidn de corto alcance y =
la segunda parte dada por una atraccidn de suave variacidn de lar
go alcance. Es de este hecho de donde parte lo que se conoce como

Teor{a de Perturbacidn.

A altas densidades y bajas temperaturas la estructura de
la materia esta primordialmente determinada por efectos de empa~-
quetamiento geométrico asociados con la parte repulsiva del poten
cial intermolecular, mientras que las fuerzas de atiucci&n pPro=-==
veen la energfa suficiente para mantener juntas las moléculas te-~
niendo poca influencia en la estructura de la materia. En otras -
palabras, a estas condiciones de temperatura y densidad, las con-
sideraciones de energfa del sistema hacen que un par de moléculas
proximas una de otra tiendan a separarse una cierta distancia que
corresponde a un mfnimo en el potencial intermolecular, vibrandeo
alrededor del punto r, (figura 2.4-1) dentro de un rango de dis--
tancia que esta}en proporcifn directa con el contenido de enexgfa
de las moléculas, logrando en cierta forma un determinado “orden™®

entre las moléculas bajo un equilibrio dinfmico de fuerzas.

De lo anterior podemos observar que para la estructura de

la materia podemos tener desde un ordenamiento de largo alcance,
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cuando las moléculas se sitdian a una distancia promedio r, , carac
terfstico del estado sdlido, hasta un movimiento aleatorio de las
moléculas caracteristico del estado gaseoso, por lo que en princi
Pio mediante el conocimiento del comportamiento del potencial in-
termolecular a través de los conceptos de teorfa de perturbacidn,
podrfamos explicar el comportamiento del sistema dado, en toda la

gama de densidades observando simplemente la forma que toma tanto

el potencial de atraccidn como el de repulsién.

El hecho de que sean las fuerzas de repulsidn las que de-
terminanla estructura de la materia sin tener en esta mayor inge-
rencia las fuerzas de atraccidn, nos permite relacionar las pro--
piedades de un estado dado con un sistema de referencia que carac
terice a las fuerrzas de repulsidn con propiedades al equilibrio -
perfectamente conocidas mientras que las fuerzas de atraccién pue

den ser entonces tratadas como una perturbacidn.

En general se puede decir que las interacciones molecula-
res son aditivas por pares y como se verf mias adelante, es posi--
ble introducir dentro de estas interacciones el efecto de otras -
de mayor orden. Por todo lo dicho anteriormente, el potencial de
un par de moléculas (i y j) lo podemos escribir de la siguiente -

forma:
Wid,J) = Weld,J) + w(i,)) (2.4-1)

donde U, es el potencial molecular por pares del sistema de refe-
rencia y w es la perturbacién. De aquf que podamos escribir la ~--
funcibn de particién de la energfia potencial en la forma en que -
se hizo en la expresién (2.1-17):

pot = Qreantr (2.4-2)

Q

donde Qrep se determina a partir del tamafio de las moléculas y --

Qatr estari definido mediante el campo de potencial uniforme ori-"
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ginado por las fucrzas de atraccidn.

En este tipo de ideas el sistema de esferas duras ha sido
el mds empleado como sistema de referencia por razones que se da-
rdn en la siguiente seccidn, basta decir por el momento que el po

tencial de este sistema se define de la siguiente forma:

W(r) = « 1250
W(r) = 0 x> ¢

donde 0, para este caso, es el diametro de la molécula.

2,4.2.- MODELO SIMPLE DE VAN DER WAALS

No obstante que la teoria de perturbacién es de desarro--
llo relativamente reciente, sus ideas ya las habfa aplicado en -~
cierta forma Van der Waals en el desarrollo de su ecuacidn. Sin -
hacer un desarrollo demasiado exaustivo de esta ecuacidn, podemos
ver como se obtiene a partir de los conceptos de teorfa de pertur

bacidn:

La energia de Hemholtz A de un liquido con un volumen V -
que contiene N moléculas a una tempetarura T, serid aquella dada -
para un gas formado por esferas duras de didmetro d a las mismas
condiciones de V y T, sdlo que alterada por un campo de potencial

uniforme, de tal forma que podamos escribir:

A=A, + — N?¢ (2.4-3)

donde A, es la energia de Hemholtz de un gas de esferas duras y ¢
es el campo de potencial uniforme dado por las fuerzas de atrac--
cién. Para obtener este campo es necesario considerar inicialmen-

te la densidad molecular que existe en una capa esférica de espe
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sor dr (figura 2.4-3) lo cual lo podemos lograr mediante la funci
6n de distribucidn radial g(r), que no es mids que una relacidn de
la densidad molecular promedio que se tiene a una distancia r de

una molécula central con respecto al promedio del sistema p =N/V

De aquf que el nimero de moléculas a una distancia r de -
la molécula de referencia estari dada por la densidad molecular -
promedio del sistema multiplicada por un término de geometria es-
férica con un espesor dr y corregido por el término de distribu--
cidén radial, con lo que:

NGmero de Mol&culas = q(r)4ﬂr2dr (2.4-4)

<|=

(que rodean a la
molécula de referen

cia)

Si multiplicamos la expresidn anterior por el potencial intermole
cular e integramos desde r = 0 (didmetro de la molécula) hasta --

r = », tenemos finalmente:

© N 2
¢ = | Wr)—~ golr)dmridr (2.4-5)
.

donde el subindice cero denota que la funcién de distribucién ra-
dial se evalfia en el gas de esferas duras. Van der Waals supuso -
una distribucidén radial al azar 4go(r) =1 con lo cual la expre-=-

sidn anterior se puede escribir como:

2Na
= - —— 2.4-6
3 v ( )
® ,
donde : Q= -2 nJ Wir)rar (2.4-7)
: [

El campo de potencial uniforme dado en (2.4-6) esta com--
partido por dos moléculas por lo que se debe dividir entre 2 (tal

como se expresa en (2.4-3)) para no tomarlo en cuenta dos veces.
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De lo anterior, el término de atraccidn de la funcibn de

particidn de una molécula serd de la siguiente forma:

. o-¢/2kT _ _a/kT

qatr

y para el sistema serd:
N NejukT

atr (2.4-8)

Yatr 7 9

Para gcnerar el té€rmino de repulsifn, la teorfa de Van =~

der Waals establece que para evaluar la energfa de Hemholtz del -
gas de esferas duraste requicre considerar un volumen mis peque-
fio que el volumen V original, al cual se refiere como "volumen 1li
bre*® Vf al cual tienen acceso las moléculas), debido a que las -~

moléculas por sf{ mismas ocupan un volumen finito:

Vf = Vv - Nb (2.4-9)

donde b es el volumen de exclucidn por molécula y se define como:

debido a que cuando dos moléculas chocan el centro de masa de una
de las moléculas es excluido por un volumen igual a 4"03/3, sdlo
que este volumen se divide entre dos debido a que esti comparti-

do por las dos moléculas.

Si decimos que el volumen libre definido en {2.4-9) es el
volumen a través del cual pueden desplazarse las moléculas, la --
parte repulsiva de la funcidn de particidén de una molé&cula se pue

de escribir de la siguiente forma:

q =V (2.4-10)
sustituyendo (2.4-9) en (2.4-10) se tiene que:
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q = (V-Nb)
rep
por lo que:

N
Qrep- {v=-Nb) (2.4-11)

Si se gustituye (2.4-8) y (2.4-1)) en (2.4-2) se tiene la
expresibn de la funcidn de particién debido a la energfa poten~--
clal:

Na/kTY

o . = (v-xp) Ve (2.4-12)

pot
Por otro, -si se multiplica esta ecuacidn por la ecuacibn(2,1-16)
que es el término de energfa cinética, se tiene la funcién de par
ticién del gistema; si ademds, &sta nueva expresidn se sustituye
en la ecuacidn (2.3-15) de la seccifn 2.3 de éste capitulo, se ob
tiene la expresidn de la energfa de Hemholtz de este sistema:

2
A = 3NKTLn A + NKT =~ NKT1n(V-Nb) = NKTLnN = ('\: =

(2.4-13)

por otro lado de la tabla 2.3-2 sabemos gue:

3A
(——-———av)T -] —p (2‘4‘14)

de aquf que si aplicamos (2.4-14) en (2.4~13), se tiene que:

2
[ 3a 1 )
P = av) = NkT (v-rm) tT 2
T \'

de donde se obtiene finalmente:

P=p, - > (2.4-15)

NkT .

donde: Pe ™% -~ Wb
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que es la expresidn original de Van der Waals en la cual podemos

reconocer dos términos:

P, Contribucidn a la presidn debido a las fuerzas de re--
pulcidén tomando en cuenta un volumen excluido igual a

Ug, = b = 2/ 3¢

-N‘:z/v2 Contribucidn a la presidn debido a las fuerzas de atrac

cidn.

Sobre la ecuacidn (2.4-15) podemos observar dos hechos im
portantes: en primer lugar, dado el tamafio de las moléculas la ex
presidn de la presidn dadz para p, predice una presidn mayor que
la establecida por un gas'ideal (el denominador en p, es menor);
segfin esta expresidn es el volumen libre accesible a las molécu-

las el que obedece la ley de los gases ideales.

En segundo lugar, el incluir el efecto de las fuerzas de
atraccidén en la expresidn (2.4-15), la presidén se ve reducida con
respecto a la predicha para un gas ideal debido a que el campo de
potencial uniforme de tales fuerzas no permite que las moléculas
"golpeen" las paredes del recipiente gque las contienen con toda -
su energia; de aqui que la energia contenida en un sistema:sea me

nor que la predicha mediante la ecuacidén de un gas ideal.

La ecuacidén de van der Waals resulta cualitativamente co-
rrecta puesto que describe la engrgia del sistema a través de dos .
términos, uno que toma en cuenta el tamafio de las moléculas y --
otro que toma en cuenta un campo uniforme de fuerzas de atraccién
ésto es, toma en cuenta la energia de interaccidn de las molécu=-
las. A pesar de lo anterior, los resultados cuantitativos @dados
por la ecuacifn (2.4-15) difieren mucho de las observaciones prég
ticas, afin y cuando los términos de ay b se ajusten a datos expe
rimentales. La aproximacidn drdstica que hace Van der Waals para

obtener el término de esfera dura considerando una aditividad ---
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exacta sin sobreposiciones del volumen excluido vilida para todo
el rango de densidades es lo gque hace que su ecuacién falle ademis
de la suposicidn de una distribucidn radial al azar. No obstante
lo anterior, sus ideas ffsicas describen con gran apego el compor
tamiento de los fluidos y debido a esto se toma este modelo como

punto de partida para la generacidn de modelos mis precisos.

Cabe mencionar por iltimo, que a partir de la expresidn -
de p, se obtiene una expresidn correcta del segundo coeficiente -

virial, sblo que a altas densidades desaparece tal concordancia.

DPe lo anterior se puede inferir que la correccidn inmedia
ta a la acuacidn de Van der Waals es considerar una expresibn --
"exacta" para el término de esfera dura en la ecuaciln de p,, tal
como lo hicieron Longuet-Higgins y Widom {16} (ver capftulo 1, --
seccibn 1.4), s8lo que en dicho trabajo se aprecian dos defectos:
en primer lugar, las fuerzas de repulsién de corto alcance tienen
una tendencia mucho mis suave que la gue presenta un sistema de -
esfera dura; en segundo lugar el campo de potencial intermolecu--
lar depende finicamente de la densidad y no de la temperatura, =~
adem8s de que supone una distribucidén radial al azar, la atraccibn
intermolecular no conduce a un campo de potencial uniforme, en --
vez de esto, se tiene una energfa potencial que depende de la

configuracién.

Muchos autores han tomado las ideas anteriores para gene-
rar distintas técnicas que explican la teoria de perturbacidn., -
Zwazing {4} y algunos otros autores, han demostrado que el efecto
de la parte atractiva del potencial intermolecular se puede obte-
ner mediante una expancidn de la perturbacién sobre la intensidad
del potencial atractivo utilizando un sistema de esferas duras co
. mo referencia. Por otra parte, Rowlinson {4) demuestra que el e--
fecto de la parte repulsiva del potencial‘intermolecular puede ob
tenerse mediante una expancidén de la perturbacién en el inverso -

de la pendiente del potencial de repulsién, utilizando igualmente‘
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un sistema de e«i:ras duras como referencia. Ninguna de las expan
ciones anteriorzs explica adecuadamente el estado ligquido. No obs
tante que otros autores combinan los esquemas anteriores, los mo-
delos obtenidos provocan que la perturbacidn sea demasiado grande
y que por lo tanto, las series no convergan a la densidad y tempe
ratura del liquido. En este sentido Barker y Henderson {6} gene--
ran un esquema ampliamente aceptado a partir de una funcidn modi-
ficada para el potencial mediante la cual expanden la energia de
Hemholtz al rededor de dos parimetros que definen "la inversa de
la pendiente" y "la profundidad" del potencial de repulsién, uti
lizando como en los casos anteriores un sistema de esferas duras

como sistema de referencia.
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2,5.,- MODELO DE ESFERA DURA PARA EL GAS-LIQUIDO.

A lo largo de este trabajo nos restringiremos al uso de -~
fluidos simples, esto es, trataremos {(inicamente con fluidos forma-
dos por moléculas esféricas que sean quimicamente inertes., Siste--
mas como &ste pueden ser f8cilmente descritos a través de potencia
les intermoleculares que sean esféricamente simétricos ademis de -
ser aditivos por pares. En otras palabras, el uso del término "sim
ple"” se refiere a la relativa facilidad con gue pueden ser trata--

dos en forma tedSrica con respecto a cualquier otra consideracidn.

Al proponer una interaccién por pares, estamos ignorando --
las interacciones entre muchos cuerpos. Esta simplificacién la po-
demos hacer si los potenciales por pares considerados son potencia
les"efectivos" por pares, ésto es, si toman en cuenta en una espe-
cie de promedio la contribucién de las fuerzas ocasionadas por una

interaccidn de muchos cuerpos.

La forma mas simple de un potencial par es la repulsién ---
brusca que aparece a cortas distancias la cual tiene su origen en
la sobreposicibn de las capas externas de electrones. El cfecto de
estas fuertes fuerzas de repulsidn es el de crear un orden de cor-
to alcance que es caracteristico del estado lfquido; el orden de -~
la repulsidén resulta ser igual al de la distancia promedio intermo
lecular. No obstante ser estas las fuerzas que determinan la es-
tructura de un 1fquido, ser8n las fuerzas de atraccidn las que de-
terminen la estabilidad del lfquido ya que forman un campo unifor-

me que proporciona la energia cohesiva requerida para ello.

El modelo mls simple de un potencial por pares para un flui
do es el llamado de "Esferas Duras" al cual se hizo referencia en
la seccidn 2.4.1 y que se define de la siguiente forma:

U(e) == , r < g

u(g) =0 , r >0
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donde r es la distancia entre centros de masa y 0 es el diimetro -
de la esfera dura. Este modelo simple es ideal para el estudio de

fenémenos en los cuales un centro duro en el potencial es el fac--
tor mis importante. Se puede tener informacidén "experimental" so--
bre el modelo de esfera dura a travéé de un simulador programado -
en computadora, Tales cdlculos hechos por Alder y Wainwright {1},
han demostrado claramente que la estructura de un fluido de esfera
dura no difiere en forma significativa de aquella obtenida a tra--

vés de potenciales mds complicados.

Para el estudio de fluidos simples, este potencial es de ~--
gran significado puesto que permite que el efecto de las interac--
ciones de muchos cuerpos en un sistema pueda ser descrito mediante
series de colisiones de dos cuerpos. Esto resulta del hecho de que
una partfcula no experimenta ningfin cambio en su velocidad hasta -
el momento en que se encuentra con otra partfcula (su distancia en
tre centros de masa es igual al didmetro de partfcula) de aqui que
no existiri, en un sistema finito, mis de dos particulas cuyas ve-
locidades cambien al mismo tiempo. Este potencial tiene las carac-
teristicas cualitativas de un potencial molecular real y contiene
algunos elementos de simplicidad que hacen que las teorfas analiti
cas generadas a partir de &l sean realmente fAciles de aplicar, =--
Ademis de &sto, es posible hacer extenciones tebricas de los resul
tados hacia potenciales mis apegados a la realidad mediante técni-

cas de perturbacifn.

Un fluido de esferas duras conduce a una trancisién sdlido-
lfiquido a una densidad reducida de § = 0.625 pero en ausencia de ~
fuerzas de atraccidén implica que se tiene solamente una fase flui-

da simple.

Por otro lado, puesto que el segundo coeficiente virial da
la primera desviacién de la idealidad e involucra Gnicamente una -
interaccidn de dos cuerpos, es interesante observar que si lo cal-

culamos a partir de un potencial de esfera dura, toma la forma si-
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guiente {17} :
“r -BWlx) 2
B, = -2njo (e - 1) rfar

I 210°
= e | -4 r°dr = —<79__ {2.5=1)
2 3
dunde podemos observar ¢ue es simplemente cuatro veces el volu-

men de una esfera y es indepcndiente de la temperatura.

Se ha calculado}incluso hasta el séptimo coeficiente vi--
rial utilizando el potencial de esfera dura con lo cual se ha ob
servado que las ecuaciones de estado que utilizan el potencial -
de esfera dura predicen correctamente sus propiedades. Esto se -
ha corroborado utilizando técnicas de anilisis numérico que dan
un mejor ajuste a las series de potencias truncadas, tal como el
método de Padé {17} . Todo lo anterior queda ilustrado en la fi-
gura 2.5-1 en donde podemos obgervar el bhuen ajuste que se pue
de lograr mediante las ecuaciones de estado que utilizan el mode
lo de esfera dura, con respecto a los datos de din8mica molecu=-
lar dados por Alder y Wainwright; en tal grifica podemos apre---
ciar el ajuste dado por la ecuacidn virial cuando se toma hasta
el quinto y sexto coeficiente y la aproximacidn dada por Padé -
utilizando los primeros seis coeficientes viriales calculados a

partir de un sistema de esferas duras.

Para efectos de comparacién con las ecuaciones descritas,
se presenta en la misma fiqura 2.5~1 los puntos calculados me==-
diante la ecuacidn de Carnahan~Starling {8} (ecuacidn (2.5~6)) =
la cual se degcribiri m&s adelante donde se hablarid de los mode-
los que se utilizardn en este trabajo para la descripcidn de la
fase fluida.

Todo lo anterior da como resultado el que el potencial de

esfera dura sea el md3s usado como potencial de referencia en la

teorfa de perturbacién para el desarrollo de las distintas teo--
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rias que tratan de explicar ¢l comportamiento de los fluidos,

Por otro lado, si se grafican log datos de Alder y Wain--~
wright de dindmica molecular para esferas duras en funcibn de pa

rametros reducidos, de tal forma que:

(r .
kT e
e 2 Y -
— 7 f (2.5-2)
/T R -
Yy 7 0 (2.5-3)

para poder cubrir todo el rango de presiones y densidades, se ob
tiene la fiqura 2,5-2 la cual resulta en cjerta forma mis ilus~
trativa que la anterior puesto que se puede observar la formacin
4n de dos curvas distintas; la primera se origina en el lfmite -~

de alta densidad y la segunda en el de baja densidad.

La curva superior se origina en la regibn de gas ideal,
puesto que a medida que p 0, 1§+!!; por otro lado, la curva in-
ferior se origina en la regidn del sdlido puesto gue cuando las

moléculas se encuentran en condicién de miximo empaquetamiento,

Va+?% [ = @+ 1) yY 0.

Para representar la curva superior partiremos en este tra
bajo, en primer lugar, de las ideas de volumen libre de Van der
Waals con lo que de la ecuacidn (2.4-9):

= (V-
%} ( b)

para ¢l cual se tienen dos alternativas:

a) Tomar el volumen de miximo empaquetamiento a partir de su
definicibn original:
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b) A partir del segundo coeficiente virial:

\

4 3
p o= ( ard” N _21/2 2
2 3 3

b = 2.96192%

ambas son lineas rectas pero con un& pendiente diferente, que -
al graficarlas en un diagrama i§VS. f se observa que la segunda
opcién sigue un comportamiento mids apegado a los datos experimen

tales (ver figura 2.5-3).

Para tener un modelo mis especifico con una b acorde al -
compuesto que se maneje, se puede determinar b a partir de cons-

tantes crfticas como generalmente se hace.

Para cualqﬁiera de estas alternativas, la expresidén gene-
ral de un modelo de volumen libre de Van der Waals para la con--
tribucién a la funcidn de particién debido a las fuerzas de re--

pulsidén serf (partiendo de la ecuacidn 2.4-11):

N N
Qrep = Vf = (V-Nb) (2.5-4)

siendo su contribucién a la presién de la forma siguiente (de la

tabla 2.3-1):
3ln “3
p = kT(——agg = kt LTV Nin(v - NbEI (2.5-5a)

TN

N kT
P = kT( V-Nb ) = ~{v-b)

para el potencial qufmico (de la misma tabla 2.3-1):

3A dln
v -2 - é__ﬂ_)
), N




kT —= |uin(v - Nbﬂ

ve= aN
B = kT In(V - Nb) - kT —2B_ (2.5-5b)
= n V-Nb .

Otra forma de representar el comportamiento p-V de la fa-
se fluida es considerar una expresidén "exacta" para la esfera du
ra en la contribucién a la funcién de particidn debido a las ~---

fuerzas de repulsién.

Una expresidn simple para representar adecuadamente el ~--
sistema de esferas duras esti dada por la ecuacidn de Carnahan--
Starling tal como se mostrS en la figura 2.5-1; ésta expresidn -
se genera a partir de una férmula recursiva aplicada a la serie
de coeficientes viriales puesta en forma reducida y redondeando
cada coeficiente a su entero mids préximo, con lo cual se tiene -

finalmente una expresién reducida de la forma:

2 3
z = ng S L (N . 7 (2.5-6)
(1 - n)
donde:

b A 2 3
"=y =’6"'(v> i b= 3= (NmoT)

N
n v vm

gsiendo Vm el volumen de la molécula., Para determinar la contribu
¢idn a la funcidén de particién de este modelo, partimos del he~-

cho de que:

p = kT —3§§Q— = NKT —3%%2ﬁ— (2.5-7)

puesto que 2% = (V/N)~i@ Yy 7% es una funcibn de n y si ademds
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obtemos la derivada del lcgaritmo de 2@ con respecto a V, se -
tiene:

in U} = 1lnV - 1nN + lnéé

am?/f Lo, a1y, o, 31n7 (3n>
IV v v v an v
Lo, aln?ff (_ Nvm>
\'4 an vz
. ;+_n__(_“l'ff_>
v v an
aln?/f R Bln?ffj
av v "
sustituyendo en 1# ecuacidn (2.5-7):
n7
. _NkT l} - in f:]
p v an
la cual se puede escribir como:
» zun'?'!jf
Z= 1 -7 0 (2.5-8)

comparando la ecuacibn (2.5-8) con la ecuacidn (2.5-6) se tiene

que:
axnzg 140+ n2 - n3
1 =-n n = 3
(1 - n)
n aln?ff - 1+ n + nz - r|3
= 3
an (- n
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Mnle 4ot 2y

an (1 -n )3

integrando: 2
= exp[__:'i."_"_i'l__] (2.5-9)

(1 -n)2

S

donde:

Si se grafica la ecuacién (2.5-9) contra f§, se observa --
que esta ecuacidn sigue los resultados de dindmica molecular en
la regién de baja densidad en forma mids precisa que los casos an

teriores (ver figura 2.5-3).

A partir de la ecuacidén (2.5-9):

2
N ~ N N -4n + 3n
Q =V = (VV.) = V ex N

rep £ £ (1 -n )2
(2.5~-10)

su contribuci®n a la presién esti dada directamente por la ecua-

cibén (2.5-6):
2 3
1+ N+ n - n kT
P =(: 3 ] o (2.5-11)

para el potencial quimico:
) -4n + 3'12
W = «-kT —— |Nlnv +<————-—-——2—)N
aN (1 - n)

a partir de donde se llega a:
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p = =kT |1n¥- 8n = 9n

(1 - n)

El uso de cualguiera de los modelos
terminado en secciones posteriores en base
los datos experimentales, una vez incluida

do a las fuerzas de atraccidn dentro de la

2 3
= 3n .} (2.5-12)

anteriores quedari de
al ajuste logrado con
la contribucién debi-

funcién de particién

adem8s del término debido a la energfa cinética.

&



2.6.- MODELCG DE PRIGOGINE PARA LL SOLIDO.

Tal como se hizo referencia en la seccidn 2.2 de este ca=-
pitulo, en el s8lido, dada la alta densidad molecular presente,
las fuerzas intermoleculares controlan el movimiento de las molé
culas obligindolas a vibrar alrededor de un punto de equilibrio
gue se puede considerar {ijo; de aquil que las distancias molecu-
lares m3s alld de una distancia intermolecular promedio sean es-
tadisticamente muy poco probables.

Por otro lado, si consideramos que las moléculas tienen -
un comportamiento de esfera dura (seccién 2.5), las distancias
intermoleculares entrc primeros vecinos mds pequefias que el di&-

metro molecular 4 serin imposibles.

Por lo anterior, podemos observar éue el movimiento de ~--
una molécula c¢std restringido a una celda formada por sus pro---
pios vecinos, lo cual conduce a que las.fluctuaciones de la densi
dad decrescan ripidamente a medida que el volumen disponible pa-

ra cada molécula tiende a un minimo.

El campo debido a las fuerzas de atraccidn que actfia so--
bre cada molécula dentro de su celda tiene ripidas fluctuaciones
(hay que tomar en cuenta que la molécula se encuentra vibrando -
dentro de su propia celda) por lo que como primera simplifica-~-
cidn, podemos considerar que q;cho campo toma un valor promedio

esféricamente simétrico.

Podemos observar ademds, que las moléculas intercambian =
sus lugares con una frecuencia que va en proporcidn con el volu-
men disponible para cada molécula. En el caso del s6lido podemos
considerar que el tiempo que permanece una molécula en su celda
es lo suficientemente largo como para que este efecto pueda ser
despreciado en la determinacidn de las propiedades termodinimi--

cas.
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De todo lo anterior, podemos decir que la molécula sélo -
tiene acceso a un "volumen libre" (Z@),acotado por su celda, con
lo que el término de repulcidén de la funcidén de particidn estara

dado de la forma:

- (N 2.6
Qep = (%) (2.6-1)

Este volumen libre estar§ dado por el volumen accesible =~
al centro de masa de la ﬁolécula, el cual se puede aproximar por
el volumen de una esfera cuyo radioc es la distancia mixima de --
desplazamiento del centro de masa de ésta molécula, denotado por
r en la figura 2.6~1, que en este caso viene siendo la distancia
intermolecular promedio (&), menos el didmetro molecular (d). De
aquf que el volumen libre lo podamos expresar mediante la gi==~=~

guiente expresifn:

(a-a)° (2.6-2)

donde @ denota la distancia molecular promedio entre primeros ve
cinos la cual podemos relacionar con el volumen molecular pvome-

dio de la forma:

ad = vy (2.6-3)

siendo %' up,factor numérico que depende del arreglo geométrico -
de las moléculas. Cuando el arreglo es cfibico de cara centrada,

este factor tiene un valor de Y2 y si el arreglo es clbico sim-~
ple, Y'serd la unidad. Un arreglo cGbico de cara centrada corres
ponde al miximo empaquetamiento entre esferas con lo cual el nfi-
mero de primeros vecinos de una molécula‘es de doce. Por otro la
do, un arreglo cfibico simple corresponde al minimo empaquetamien

to. en el cual el nfimero de primeros vecinos es de seis.
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FIGURA 2.6-1

VOLUMEN LI3RE PARA ESFERAS DURAS




Por otra parte, si relacionamos el didmetro de una molécuy
la con el volumen mfnimo accesible a la molécula por una rcla---
cidén semejante a la ecuacién (2.6-3) podemos escribir:

a’ = v'¢ (2.6-4)

sustituyendo (2.6-4) vy (2.6—3) en (2.6~2), tenemos:

y, = A [(W)”J . ('U.Y')1/3]3

£ 3
Y = —-‘-;“—y'('v'” -3 3 (2.6-5)

que sustituido en (2.6-1) da finalmente:

Ay 173 _ ,1/3 3N -
ont B E’U /A )] (2.6-6)

que es una expresidn semejante a la obtenida por Prigogine'(21}.

Si se divide la relacidn (2.6-5) entre U, se puede obte-~

ner una forma reducida de tal ecuacidn:

Ve _ _any rﬂ1/3_%1/3 3
14 s L y1/3

U = Al |y o 5173 |3 (2.6-7)
f 3

donde §.es una densidad reducida dada por la relacién f= WV .
Mediante esta Gltima relacidén se puede observar, al graficarla -
en un diagrama ié Vs. §, que el modelo de Prigogine sigue la -~
tendencia de los datos experimentales de dindmica molecular en

la zona de alta densidad, tal como se obserxva en la figura -

(2.6-2).
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La funcifn de particidn para el sdlido tomando en cuenta

inicamente los t&rminos de energia cinética y de repulsidn seri:

.
W2 any' [(n1/3 _ o1/3 \3 |N
QcinéticaQre'p ( A3) I: 3 (’U %o ) J

(2.6-8)

Es conveniente hacer notar que al escribir el t&rmino de energia
cinética para la funcidén de particién del s61ido se ha eliminado
el término N! que aparecé en la expresibn (2.1-16) debido a que

las moléculas se encuentran confinadas cada una dentro de su pro
pia celda sin poder moverse fuera de ésta, con lo cual podemos -

distinguir cada una de ellas.

La contribucidén a la presidn debido a (2.6-8) se puede ob
tener de la siguiente forma: .

, 1/3
1nQ = -3NlnA + mn(-i'ﬂ—->+ 3N1n [:(—"—) NETAYE

3 N
<31m ) Py 4.(.1_)'2/3_1_
1/3 1/3

(V/N) -V .4 N N
(aan ),, (/) 273
wv [, U3 gl/3

:

multiplicando en el numerador y el denominador del segundo miem-
bro por (‘1/11)1/3

se tiene finalmente:

y ademfs multiplicando toda la expresidn por kT

p = RT(“———n-Q-) -——-—3——/——-— (2.6-9)
1-0
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de aqui que la contribucifdn al factor de compresibilidad del sb-

lido sea directamente:

2 = (2.6-10)

De (2.6~8) se puede obtener su contribucidn al potencial quimico

de la siguiente forma:

' 1/3
() )
3N lyr 3 {(V/N) - Vo

1/3 N
31ln (»«-V—) A
N

= -31nh + 1n(£lDQ}———J———— +31n(1 - 573 + 1n¥
3 1 _61/3

=-31nA—1n-R—+1n(i‘—'11>-————‘—-1—/—j—+
: RT 3 1 -5

31n(1 - 573 + 1nz

a partir de donde se tiene finalmente:
i

s 1]
L B -(M> = 31nA + ln —B— = In (4"1'>+ 1 73t
kT IN Yyry kT 3 1 -9
sin(1 - 8'/3% - 1n 2 (2.6-11)

siendo § = . /v tanto en (2.6-9) como en (2.6-10) y (2.6~-11).

Tal como se menciond anteriormente,?frepresenta el volu=--
men de miximo empaguetamiento correspondiente a una molécula, el

cual se puede relacionar con el volumen b de axclucién de van -~
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der Waals. A bajas densidades este volumen de exclusidn estd da-
do por el segundo coeficiente virial, el cual se expresa, para -
una molécula esférica, de la siguiente forma (ecuacidn 2.5-1):
2nd3
3

b =B =

(2.6-12)

si ademds sabemos, de la relacidn (2.6-4), que el volumen de mé-

ximo empaquetamiento estd dado por:

% - - a3

Yl
entonces el volumen de exclucidn lo podemos escribir como:

b o= =2 wy'y (2.6-13)

A altas densidades el volumen de exclusidn de Van der -~
Waals se aproxima al volumen de mdximo empaquetamiento, ésto es,
b +%. Lo anterior permite relacionar a ambas cantidades, b vy,
mediante una constante de la siguiente forma:

b = C¥, (2.6-14)

de modo que C tendr§ valores entre 1 y (2/3)7Y'= 2.9619 (1<7¢/2)
La constante C es caracter{stica de cada compuesto y se determi-

nar§ mediante ajuste con datos experimentales.

De todo lo anterior podemos escribir el término de densi-
dad reducida para el sélido, utilizando ia relacidén (2.6-14), de

la siguiente forma:
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I -2 (2.6-15)

lo cual nos permite conocer un término de densidad reducida para
cada compuesto determinado a partir de los valorxes de b y C pro-

pios de¢ cada compuesto los cuales se pueden conocer mediante

ajuste con datos experimientales.

Como se sabe, mediante el principio de estados correspon-
dientes es posible determinar el valor de b a partir Gnicamente
de las constantes criticas sin necesidad de m&s datos experimen-
tales. De igual forma, como mids adelante se demostrard, se inten
ta que la determinacidn de la constante C definida en la rela---~
cidn (2.6-~14) se pueda ajustar mediante parmetros en el punto

triple.
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2.7.- INCLUSION DE LAS FUERZAS DE ATRACCION MEDIANTE
UN MODELO TIPO VAN DER WAALS.

Tal como se anotd en la seccidn 2.1.2.de este capftulo, -
la funcidn de particidn debido a la energfa potencial estd deter
minada por los términos de fuerzas de atraccién y de repulsidn;
para poder especificar el término de fuerzas de atraccifén parti-
remos de las ideas generales de Van der Waals sobre el campo de
potencial uniforme dado por las fuerzas de atraccidn definido me

diante las ecuaciones (2.4-6) y (2.4-7) (ver seccidn 2.4):

= - _E%QA (?.4-5)
- 2

Q= -2q] Wir)rdr (2.4-7)
(]

'De las ecuaciones (2.1-18) y (2.4-8) podemos observar que
la funcidén de particidén correspondiente a las fuerzas de atrac~-
cién estd dado mediante el factor de Boltzman de la energia po--
tencial:

-u/kT

. e (2.7~1)

Para poder introducir el término de energfa dado por la -
relacidn (2.4-6) en la expresidn (2.7-1), es necesario tomar en
cuenta que el campo de potencial uniforme dadc en (2.4-6) estf -
compartido por dos moléculas, por lo que (2.7-1) se podri escri-

bir simplemente como:

- ¢/2kT
qatr = e

. q ¥ . N*a/VKT _ Na/ykr
atr = Jatr :

Na " ‘
- —, JT=2
Qaer™ °%F kT P (2 )
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Por otro lado, no obatante que la ecuacién de Redlich====-
Kvong es de origen esencialmente empfrico {22}, se puede demos-
trar que el término de la funcién de particiln correspondiente a
las fuerzas de atraccifn de dicha ecuacibn estf dado por la si--
guiente expresidn:

ln(l + —'ﬂ’-—)-‘ (2.7-3)

= ex N
Qa:r P v J

bk?

Haciendo uso de las expresiones (2.6~14) y (2.6-15), podemos es-
cribir la expresifn anterior en funcién de la densidad reducida
de la siguiente forma:

Ng, Nb) . _Na ( c%
bu-“(" v bxr \' Y7 )

N
-EiZE?— In{1 + Cj)

por lo que (2.7-3) lo podemos escribir como:

- —Na 1 -
Qutr ‘xp[jWLkT c in(1 + c{ﬂ (2.7=-4)

6bncrvnndo (2.7-2) y (2.7-4) se intuye que podemos escri-
bir el t&rmino de atraccisn como una funcibn general de la densi

dad reducida de la forma:

‘ Na -
Qatr = oxp[‘v’ T t(aE‘ (2.7-5)

donde: £(8) = 3 para Van der Waalg .(2.7-6a)
h o g(p) . 'E:L In(1 + C3) para Redlich-Kwong (2.7-6b)

La contribucibn a la presién debido a las fuerzas de --
atraccisn se obtiens de (2.7-5) de la siguiente forma:
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AnQ o r . 2L(8)  _ _Na _2E(B) (aa)
v Uk av YxT s v

pusto que:
5w ML . AP, . N

v v v

entonces:

dlng . - . Na (sz,) £
v ¥kr \v?

31nQ
atr_ . _2 (-—‘—) 5 £ (8)
av Ur \V

por lo tanto:

Iln Q
Paer ° kT - = - 72—- 8Lt () (2.7-7)

Para el factor de compresibilidad se tendrf simplemente:

Paer¥
Zyep " ST - LA - A T (] . (2.7-8)
kT ALY

y para el potencial quimico:
alnQ a
( .e:)_ & g & =N (a:m)
AN  Ar kT U kT 3N

AE () - 3£() af __?{;_fn(m
aN 3p aN 4

si:

se tiene:
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X

dlng
( atr) . _a £0h) + BE'(B)

N Ay Uk UKT

por lo que:

kT N

s 31ng
o ( atr\a _ _a [-;“3) . af,(ﬁzl
I

(2.7-9)

A S

(4

tanto en (2.7-7) como en (2.7-8) y (2.7-9), £(8) y £(f) estan -~
dados a partir de cualquiera de las expresiones dadas por -
(2.7-6).

Se puede obtener una expresidén general para la densidad -
reducida que abarque las expresiones dadas en (2.7-6), si parti-
mos de la ecuacidn general de Schmidt y Wenzel {26} que es una -
expresién generalizada que parte de la ecuacidn de Van der Waals

Y se expresa como:

p = —RL__ < (2.7-10)

UY-01 7% 4+ ubl + Wp2

donde Ues el volumen molar mientras gue = a(T) y b es indepen
diente de la temperatura siendo U y W pardmetros propios de la -
ecuacidn. Claramente se ohserva que si U y W toman valores de --

cero, esta ecuacidn se reduce a la expresidon de Van der Waals:

p-

Por otro lado, si en la ecuacién (2.7-10) se toma a Q& como depen
diente de la temperatura y U se iguala a la unidad mientras que

W se hace iqudl a cero, se obtiene la expresibn de Soave:
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RT a
Y- b UV + bV

De la ecuacidén (2.7-10) se puede obtener su factor de com
presibilidad correspondiente expresado en funcidn de la densidad
reducida de la siguiente forma:

pY /4 G

Z = = -

RT Y-b RT(P? + UBY + WbY)

puesto que R = vak y va gque al dividir el volumen molar entre e«
el mismo nfimero de Avogadro se tiene el volumen por molécula, se
puede multiplicar y dividir toda la ecuacidn anterior por el nii-

mero de Avogadro para tenerla expresada en magnitudes molecula--
resg:

()
Z = v - 3 3 (2.7-11)
UY-> KT{VU® + UbY + Wb™)

giendo ahora ¥ el volumen por moléc;I;TBivdiendo el numerador y
el denominador del término de energfa enggglg;

3 m —d . =

UY->b XTZ(1 + Ub/Y + sz/vz)

7 = Y .- ) A [j 1
o . by o 1+Cma)+w<c%1
B kT v )
7 = v __ & ?

(2.7-12)
UY-» UkT 1+ veh + wels?
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comparando la ecuacidn anterior coan la expresidn (2.7-8), se ob-

serva que para la ecuacién de Schmidt y Wenzel:

£1(5) = ! —
1 + UCH + WC5

para simplilicar el modelo en cuauto a parametros por determinar

podemos hacer ¥ igqual a cero, con lo que:

£1(5) = — 1 (2.7-13)

1+ UCp
con lo que al integrar la ecuacidn anterior:

£() = == 1n(1 + UCh) + I (2.7-14)
ue

Si observamos que f(3) tiene que reducirse a la expresifn dada -~
por (2.7-6) para Van der Waals cuando U = 0, se tiene (aplicando

el teorema de L'Hopital al primer t&rmino del segundo miembro de

(2.7-14)):
lim £(5) = un{: g{; (_l-ﬂ L lim I
U0 us0{_1 +Ucy \ & U-+0

& lim)_ B ‘1
u+0{ 1 + UCP

dada la condicidn anterjior se intuye que.I = 0 por Lo que la -

ecuacidn (2.7-14) se escribe simplemente como:
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1
uc

{2.7-15)

€17y =

1n{1 + UCh)

se observa en la expresibn anterior que cuando U = 1 ge tiene la
expresidn para Redlich-Xwong dada en (2.7-6) y si U = 1/C se tie
ne la funcifn de la densidad reducida de Redlich-Kwong conocida
en la fase fluida.

Si agrupamos constantes en la ecuacién (2.7-15):

£(8) = —— 1n{t + U4 (2.7-16)
u'

donde U' = UC,

Para determinar la forma exacta de la funcibn de densidad
reducida que habri de incluirse en el modelo propuesto se utili-
zar& la funcifn dada en (2.7-16) probando diferentes valoreas de
U' y cuando ésta sea igual a cerxo se utilizarf la expresibn dada
en (2.7-6) para Van del Waals.

De todo lo anterior, se observa gue el modelo se presenta
con dos constantes a determinaxr: C y U', y con una funcifn dada

por:

E =

= £(T) . (2.7=17)
2YXT

{(ver ecuaciones 2.7-8,9,10) también por encontrar,

Las pruebas y observaciones hechas para deterxrminar la for
ma de la funcién (2.7-17) y los valores que toman C y U' utili-=~
zando las expresiones {(2.7-7,8 y 9) se presentan en el siguiente
capftulo.

-
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CAPITULO 3.

CALCULO DE PARAMETROS Y PREDICCION DE
PROPIEDADES

3.1.~ AJUSTE DEL MODELO AL EQUILIBRIO SOLIDO-LIQUIDO ¥
SOLIDO-VAPOR UTILIZANDO LA ECUACION DE SOAVE EN
LA PASE FLUIDA.

Partiendo de las ecuaciones desarrolladas en las seccio--
nes 2.6 y 7 del capftulo anterior para la prediccibn de la fase
s81ida podemos probar su veracidad si tratamos de representar a
partir de ellas el equilibrio entre el sdlido y la fase fluida.
Puesto que estas ecuaciones s8lo se plantea para el sélido, se -
representarf la fase fluida, como primera prueba, mediante una -
ecuaciln de estado ya conocida que se ajuste a las criterios de
esfera dura planteados en la seccifn 2.5 del capftulo anterior.
Por su facilidad de manejo y su buena prediccibn, se utilizarf -
para dicho propésito la ecuacifn de Soave {28},

No obstante que la ecuacifn de Soave es una modificacidn
a la ecuacidn de Redlich-Kwong, la cual, como ya se explicd, es
de origen esencialmente emp!?ico y por ende no tiene ninglin fun
damento nectnico-estad!sticé, es flcil demostrar que para la =--
ecuacifn de Soave se tiene una funcidn de partici8n de la forma:

Q= 3; (v - Nb)N exp Na 1n(1 + Nb) (3.1-1)
AN bkT v

en la cual se observa que el té&rmino de Fepulsi6n es el mismo --
que el expresado en la ecuacibn (2.5-4) del capftulo 2 y q es -~
una funcibn de la temperatura. . .

Wt
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En este caso, partiremos directamente de su forma expl!ci

ta en la presidn, dada por:

p~ —BRL_ _ & (3.1-2)

Y-b Yv + b)

donde b gse toma como constante y & se expresa como funcién de 1la

temperatura de la siguiente forma:
Q(T) = qtu(r) (3.1-3)

0.5, 12
a(T) = [;1 +m1 =% ] (3.1-4)

B o= 0.480 + 1.574w + 0.176w2  (3.1-5)

siendo:

4]

2.2
e 0.42747R Tc/pc (3.1-6)

b = bc- 0.08664RTc/pc w (3.1-7)

donde Tr = T/Tc ypm= p/pc son la temperatura y la presibn redu-
cida mientras que T P, ¥ @ son la temperatura y presidn criti--
. cas ¥y el factor acéntrico respectivamente.

Mediante las relaciones (3.1-3,6 y 7) se pueden definir -
las siguientes relaciones adimensionales:

p/p '
A= -—“‘-g-—z- = 0.42747 a(T) £ (3.,1-8)
RT (T/rc)
: p/p
B = —2B__ a 0.08664 e (3.1-9)

RT T/T,
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que aplicadas a la expresidn del factor de compresibilidad obte-

nida de la ecuacidn (3,1-2), se obtiene finalmente:

2
z’ -2 + 2Z(A~-B - Bz) - AB =0 (3.1-10)

de donde se obtiene a lo mds tres raices, la primera, del orden
de la unidad, corresponderd a la 2 de la fase vapor; la segunda
sin ningln significado ffsico y la tercera, del orden de B, que
corresponderf a la Z de la fase 1fquida.

De relaciones generales de la termodinfmica se puede obte
ner la expresién del coeficiente de fugacidad para esta ecuacidn

s la cual tiene la siguiente forma:

ln(—f—> Z-1-1n(z - 8) - - 1:{%
P B z

(3.1-11)

donde A y B estfn dadas por las relaciones (3.1-8) y (3.1-9) ==
mientras que Z se obtiene a través de la solucién de la ecuacién
(3.1-10); cuando se sustituye la Z correspondiente a la fase -~
1fquida se obtiene directamente el coeficiente de fugacidad del
lfquido y de igual forma, sustituyendo la 2z obtenida para el va-
por, se obtiene la fugacidad para la fase vapor.

Por otro lado, sustituyendo las ecuaciones (2.6-8) y =~-

(2.7-5) en las relaciones (2.1-13 y 17) del capftulo anterior se
tiene la funcién de particién para el sélido:

N ]
Qs_( ; ) dny (,U1/3_ ?{1/3)3 N exp Na £05)
A 3 /83

(3,1-12)
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de igual forma, sumando las respectivas contribuciones para la ~
presidn y el potencial qufmico dadas para el sflido e¢n las sec--
ciones 2.6 y 2.7 de dicho capftulo, se obtienen las expresionaes:

s _ kTP .2 ‘ -

P — ﬁl/:i %2 FE (B (3.1-13)

8 1 . -

2% w b - Bt ) (3.1-14)

-8
s
b« 3100 ¢ 1n B o gp AL, ! 75 ¢+ 30 -5'/3)
kT k? k] 1 -8
- c(ed) + £(p)]
(3.1=15)

A partir de la ecuacifn (3.1-15) podemos encontrar una =--

i

expresidn para la fugacidad si recordamos que:

f
u-uref'#RTln(f )

ref

si tomamos como estado de referencia el gas ideal podemos escri-

bir la ecuacidn anterior de la forma:

8 s _  lgas ideal)
VTR exp| & B {3.1-18)
t( 1) RT

idea

Por otro lado, si sustituimos la expresibn (2.1-20) del -
capftulo 2 en la quinta expresidn de la tabla 2.3-~1, obtenemos -~
que para el gas ideal:
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gas ideal
« 3 lnp + ~B— (3.1-17)
kT kT

sustituyendo (3.1-15 y 17) en {3.1-16) se tiene finalmente:

\

£ . (p) exp -ln( Any )+ ) 73 + 3ln(Y - ﬁ‘/s) - 1inZ -
3 1 -9

~c[t(p) + u'm]]

(3.1-18)

donde f£(8) y £'(3) estén dadas por cualquiera de las relaciones
dadas en (2.7-6a), (2.7-6h) o (2.7=16) y ¢ estd dado por la ecua
cién (2.7-17) del capftulo anterior. ‘

Para establecer el equilibrio, se regquiere gue:

£ - f®

donde fa es la fugacidad de la fase 1fquida o gaseosa. Para esto
se propone un método iterativo en el cual se da como dato la tenm
peratura y se itera sobre la presién hasta gque se encuentra un -
valor al cual se cumpla que:

E = ln

<€ error =0

para lo cual ge utilizarf® un m€todo de Newton-Raphson de la si--
guiente forma:

3__ 2inf® _ _a21nf®
ap ap p
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si se sabe que:

3lnf Y
Ip RT
entonces:
'E 2,0- y'
-
Ip RT
por lo que:

ERT E
p - p - » p 1 = cecsemanem—
i+ i vo. ys i [ 7% . 'u]

(3.1-19)

donde 2% estf dado por (3.1-10) y z® 1o est§ por (3.1-14).

Antes de proceder a detexrainar las presiones de equili---
brio se requiere indagar sobre la forma de ¢ definida en (2.7-17)
del capftulo anterior, para lo cual se tolnn los datos de equilji
brio sélido-vapor y s8lido-1fquido para el atg&n, dados por las
siguientes relaciones:

log p,_ = ."_-%2.2_3 (~7814.5) + 7.5741 . (3.1-20a)

para sSlido-vapor; y para s8lido-1fquido:

T 1.288
Patm ™ (T"-) - 1.} 2900, (3.1-20Db)

Ambas ecuaciones se tomaron de las Tablas Criticas Internaciona-
les {15}. Estas dos ecuaciones se ajustan con una precisién acep
table con respecto a los datos experimentales reportados por --
Crawford{10} tal como se muestra en la tabla 3.1-1 Se utiliza
ron las ecuaciones (3.1-20) en ve: de minejar directamente los -
datos experimentales reportados, puesto que tales ecuaciones ge
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TABLA 3141

COMPARACION OE LAS ECUACIONES (31-208) ¥
011-200) CON DATOS EXPERIMENTALES [10)

EQUILIBRIO SOLIDO VYAPOR EQUILIBRIO SOLIDO LIQUIDO
TEMPERATURA °K PRESION ATM, TEMPERATURA °K PRESION ATH.
EXP ec(1.20-a) EXP ec(1.20-b)
70 0.6913 0.7287 100 690.9 732.39
75 0.1580 0.1783 120 1727.1 1693.86
80 0.5707 0.3903 130 2072.49 2192.74

83.96 (p.t.) 0.6792 150 3158.08 3223.48




prestan al uso de cflculos por computadora ademds de que los da-
tos experimentales reportados no son suficientes como para repre
sentar el comportamiento de toda una curva de equilibrio en un -
amplio rango de presiones; evidentemente, el rango de presiones

manejado estarf restringido al alcance de dichas ecuaciones.

A partir de los puntos de equilibrio generados mediante -
las ecuaciones (3.1-20), se calculan las fugacidades de lfquido
y vapor, utilizando la relacidn (3.1-11); si se iguala dicho va-

loxr con (3.1-18{ se puede obtener el valor de e de la siguiente
forma:

. ‘ .
Eu{—"—"—‘-)+ L 5=+ 31 - sV3 4 1nz - 1n€—-\>}
c - 3 1 -5 P

E(B) + BE£'(F)

(3.1-21)

Puesto que € aparece también en la expfesiGn de 2% (ver -
ecuacibn (3.1-14)), se requiere de un método iterative, el cual
se resolvid mediante un programa de computadora. En la expresién
(3.1-19) se utiliz8 un valor de y = Y2 (considerando m&ximo empa
quetamiento), as{ como relaciones de:

£(p) = p ;1 BE(B) = § van der Waals  (3.1-22)
Y
£(5) = 1n(1 + 8) 1 BE'(p) m——Le Redlich-Wong (3.1-23)
1+

Mediante el programa de computadora mencionado, se obtu--
vieron los datos mostrados en las figuras 3.%1-1,2 y 3 para dis-~
tintos valores de C en las cuales se muestra ademis el valor de
€ que corresponde a la ecuacidn de SOav?, el cual se toma como
comparacidn., Las curvas denotadas por "Redlich~Kwong' y "van der

Waals" corresponden a las expresiones de £(j) dadas por las ecua
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ciones (3.1-23) y (3.1-22) respectivamentoe. El valor de ¢ de -~

Soave se calcula mediante la relacién:

= 4.93386( ! )c (3.1-24)

€
Soave T
r

donde a se obtiene de la ecuacién (3.1-4) y Tr es la temperatura
reducida,

Sobre las gr&ficas mencionadas se observa que al utilizar
cualquiera de las relaciones (3.1-22 5 23), se obtiene un compor
tamiento semejante, del valor de € calculado, a aquel dado me--~-
diante la relacidn (3.1-24) por lo que se podrfa esperar un com-

portamiento semejante para €.

De aquf que si sustituimos la relacidn (3.1-4) en (3.1-24)

pero ahora para la ¢ buscada, se tiene:

[1 + m{(1 - Tr1/2) ]2
Tr

£ = 4,93386 C (3.1-25)

Al graficar la relacidn anterior contra la temperatura para dis~
tintos valores de m, tomando un valor fijo de C de 1.5, se obser
va que a medida que m disminuye nos acercamos a la curva de € =~
del modelo de Redlich-Kwong dada en la gr&fica 3.1-2 hasta que a
un valor de m = 0, se tiene pricticamente la misma curva. El mig.
mo comportamiento se observa al comparar el modelo de Van der -~
Waals, sustituyendo los valores correspondientes en la ecuacidn

(3.1-25). En la figura 3.1-4 se presentan las observaciones ante

riores.

Al hacer m = 0 en la ecuacidn (3.1-25) estamos proponien-

do un comportamiento para la funcién de ¢ de la forma:

€ = D/Tr (3.1-26)
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siendo D una constante. Si sustituimos esta ecxpresidn en la ecua
cidn (2.1-17), se tiene:

’

P

D @ & C
T UkT bkT

de donde:
@ DTe
—_— . =21l
bkT cT

y:
G = Dchb/C

@ =DV TKk
c

Esto quiere decir, que se est& proponiendo un campo de
fuerzas de atraccidn que es independiente de la temperatura y de

pende Gnicamente de la densidad propia del sdlido.

La constante D definida en (3.1-26), se tomard como un
pardmetro de ajuste a datos experiemntales. No obstante que de -~
esta manera se espera reproducir las curvas de equilibrio, hay -
que tomar en cuenta que la q calculada mediante las relaciones -
anteriores, serd diferente de la calculada mediante la ecuacidn
(2.4-6) del capftulo anterior, tal como sucede con la ecuacién -
de Van der Waals o el modelo de Longuet-Higgings y Widom (ver seg
cidén 1.4).

De todo lo anterior, se puede concluir que el pardmetro
¢ depender8 biAsicamente del tipo de funcidn de densidad empleado
en el modelo tal como se puede apreciar en la grifica 3.1-5 donde

se presenta Vs. T para los modelos de densidad estudia

€/ €50ave
dos a diferentes valores de C, en donde se observa que c/5Soave

se podrfa considerar como una funcién lineal de ?, lo cual corro-~

102



bora la forma de la funcién {(3.1-26) .

Por otro lado, mediante el mismo programa de computadora
se hicieron cflculos para la determinacifn de los volumenes mola
res tanto del lfquido como del) gdlido al equilibrio para distin-
tos valores de C, los cuales se presentan en la gréfica 3.1-6, -~
donde se presentan ademfs, los valores experimentales asf como -
los determinados por Scmidt y Wenzel mediante su modelo (ver sec
cibn 1.3).

En dicha gr&fica se puede apreciar que, aunque todavfa -
no se ajustan los valores numéricos, los valores calculados si--
guen la misma tendencia gque los datos experimentales, pudiéndose
observar qué para ambos modelos de densidad manejados, se puede
encontrar un valor de C mayor de 1, que pueda ajustar con los -
datos experimentales.

Al mismo tiempo se indagd sobre la influencia del factor
y' (ver ecuacién (3.1-12)) para el cual no se encontrd ningfin e-
fecto significativo en el volumen que no pudiese ser ajustado al
mover la C, por lo que se optS por fijar dicho parfmetro a un va
lor de y' = ¢¥2Z con lo que se supone un nfimero m&ximo de vecinos
alrededor de cada molécula. N

Una vez determinada la forma de la funcibn ¢ y 6bse§var
cufl es el efecto del parfmetro C y de las distintas funciod@s -
de densidad sobre el volumen, se procede a determinar los equilji
brios sélido-vapor y sblido~liquido utilizando el procedimiento
descrito en la obtencién de la ecuacidn (3.1-19), para el cual -
se generd un segundo programa que utiliza la relaecidn (3.1-19) -~
para el cflculo de la presidSn dados los pardmetros C y D para --
las distintas funciones de densidad ya descritas,

4
Mediante el programa de computadora mencionado,se genera

ron datos de equilibrio para Argdn, Benceno y co, obteniéndose -
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distintas curvas en fancifn de los parfmectros C y D y la funcién
empleada de dengidad. En todas estas curvas se puede observar -
que siguen la tendencia de los datos experimentales. Algunas de

estas curvas se presentan en las grificas 3.1-7, donde se grafi-
caadem&s, una curva de equilibrio“ficticia®” que es una prolonga-
cidan de la curva de equilibrio 1fquido-vapor, calculada por la -
ccuacidn de Soave, que se introduce dentro de la zona del sblido

» la cual se utilizax& como referencia.

A través de las curvas presentadas en las grificas 3.1=-7
se puede observar cuSl es ¢l efecto de los pardmetros manejados.
Al mover D, a un mismo modelo de densidad y un valor fijo de C,
la interseccifn de las curvas de los equilibrios s8lido-vapor y
gb6lido-1fquido con la curva de 1f{quido-vapor, se hacerxca § se -~
aleja del valor experimental del punto triple, mientras que al
mover el valor de C & cambiar de modelo de densidad, la curva --
del equilibrio s8lido-1{quido se acerca 6 se aleja de los datos

experimentales.

Alyobservax el efecto del par&metro D sobre el desplaza-
miento del "punto triple" calculado, se puede inferir que,si se
calcula D mediante los datos del punto triple experimental,ge po
drilograr el ajuste con los datos experimentales encontrando el
valor de C y el modelo de densidad adecuados.

Al guedar fijo el valor de D en el punto triple, se pue-
de observar con mis claridad el efecto de C y la funci8n de den-
sidad sobre las curvas de equilibrio sélido~fluido; é&stas se --
abren o cierran al mover dichos parametros, tal como se puede -

observar en la figura 3.1-8,

Al mismo tiempo, con D fija a través del punto triple, -
se prob8 la forma de las curvas de volumen tanto para el lfquido
como para‘el sblido, observandose el mismo efecto que el descri-
to anteriormente cuando alin no se hacian los cilculos de las pre

siones de equilibrio tal como se observa al comparar las grafi--
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cags 3.1-9 y 3,1-6, lo cual indica que no se ha perdido fiabili--
dad en el modelo al dar la forma de € en la forma en que se hizo
en la ecuacién(3.1-26) a través del parimetro D y a su vez, fi-~
jando 8ste en el punto triple.

Hasta aquf s8lo se han probado dos modelos de densidad,
esto es, 86lo se ha utilizado dos valores de U sobre la funcidn
general de la densidad dada por la ecuacién (2.7-16) del capftu
lo 2; se ha tomado U = 0 al utiljzar el modelo de Van der Waals
y U e 1/C al utilizar Redlich-Kwong. Del estudio de las curvas -
de equilibrio calculadas se puede decir que para cada compuesto
existirf un juego Sptimo de parfmetros D, C y U que sea capaz de
predecir el equilibrio s8lido-fluido. '

Cualquiera que sea el modelo de densidad empleado, se --
siguen utilizando las relaciones fundamentales dadas por la ex--
presién para el volumen del sflido tipo Prigogine (ecuacién 2.6~
16) y la funcibn de particién para el lfquido-vapor que origina
la ecuacibn de Soave (ecuacibén 3.1-1) la cual se gener§ a par--
tir de un volumen libre tipo Van der Waals, La combinacién de es
tas expresiones para generar las lfneas de equilibrio sélido-
fluido se denominar& Modelo devgiigggine-Soave.
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3.2.~ OBTENCION DE PARAMETROS.

Para poder determinar el juego de parfmetros D, C y U ~=
Sptimo, particular a cada compuesto, que sea capaz de preaegit -
el equilibrio s6lido-fluido, se generd un programa de computado-
ra que compara los datos de equilibrio calculados, con los datos
de equilibrio experimentales, dados ciertos valores de C y U cal
culando D en el punto triple.

A partir de dicha comparaciln se calcula un error a lo -
largo de toda la curva de equilibrio s8lido-fluido y mediante -
una subrutina que busca minimizar dicho error se propone automé-
ticamente un nuevo juego de valores de C y U mediante los cuales
se recalcula la curva de equilibric repitiéndose el proceso has-
ta que el error es menor a cierta tolerancia especificada de en-
temano.

El error calculado se determind por mf{nimos cuadrados de
la forma:

2 e

e= [ (yi - Yi) (3.2-1)

donde y', yz.....yn son los datos de equilibrio calculados, mien

tras que Y _, Y .....Yn son los puntos experimentales a las mis-

'
mas condiclonez que los puntos calculados y n es el nfimero de =--
puntos calculados. Para minimizar dicho error se utilizé el méto
do de blsqueda de una sola de variable desarrollado por Coggins

{25}. Todo el método de obtencidn de parS&metros se describe am--

pliamente en el apéndice B .al final de esta obra.

Mediante dicho programa se determind el juego de parime-
tros 6ptimo a una serie de compuestos, utilizando para la deter-
minacibén de los valores experimentales los pardmetros de la ecua
cién de Simon recopilados por Stanley Babb {3}. De los datos de
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C Dy U' = UC obtenidos, se pudo obscrvar que C y U' eran pricti
canenté iguales, esto es, U era pricticamente igual a la unidad,
por lo que se opté por fijar el valor de U' igual a C y buscar -
inicamente el valor de C y D 6ptimos. Los resultados obtenidos -

para algunos compuestos se prescntan en la tabla 3.2-1.

La generacidén de los parimetros C y D no es sencilla ==
puesto que involucra el uso de un programa de computadora que mi
niminiza un error; para poder presentar un modelo sencillo se =~
buscé a partir de los valores de C, D y D' = D/C generados, una
forma empirica que los reprodujera satisfactoriamente.

No obstante que se hicieron varias pruebas al respecto,

no se pudo encontrar tal expresibn.
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TABLA 32-1

PARAMETROS OBTENIDOS AL DETERMINAR EL AJUSTE
OPTIMO CON LOS DATOS FXPERIMENTALES

COMPUESTO T(p.t.), Plp.t) x 10 w ¢ 0 0/¢
ARGON 0.5568 14.1215 -0.004 1.40556 12,4385 8.8495
OXIGENO 0.3518 0.0256 0.021 1.20696 11,3351 9.3914
NITROGENO 0.5005 3.5126 0.08 1.30411 12,1850 9.3435
NEON 0.5544 13.2316 0.0 1.06723  12.6481 8.6206
XENON 0.5570 13.7153 0.002 1.40745 12,4789 8.8663
p-XILENO 0.4650 0.1499 0.324 1.08072 13,1036 12.5906
BERCENO 0.4981 1.0216 0.212 1.15287  12.7470 11.0568
co2 0.7118  69.1372 0.225 1.24485 13,1413 10.5565
CICLOHEXANO 0.5054 0.1602 0.213 1.09936  12.5974 11.4588
n-PENTADECANO 0.4712 0.0086 0.706 1.10252 15,9033 14.4248
CLOROFORMO 0.3909 0.0155 0.216 1.12974  14.7778 13,0807

METILCICLOHEXANO  0.2566 1.509%10°7  0.233 1.09731 13.0875 11.9269




3.3.~ COMPARACION DEL MODELO CON DATOS EXPERIMENTALES
¥ CALCULO DE PROPIEDADES.

A partir de los parimetros C y D obtenidos en la seccidn
anterior, podemos generar las curvas de equilibrio sélido-1lfqui~
do~-vapor de los compuestos mencionados en la tabla 3.2-1 y cono-
cer sus propiedades no sélo sobre las lfneas de cquilibrio sino

también en cualquier regidn de densidad.

Para esto, partiremos de las expresiones (3.1-2 alt) pa-
ra la descripcifn de la fase fluida mientras que para la descrip
cién de la fase s8lida, se utilizarfn las ecuaciones (3.1-12 a
18). En particular, las ecuaciones (3.1-12), (3.1-14) y (3.1-18)
expresadas en funcidn de los parfmetros C y D y tomando U = 1}
(8sto es, utilizando las expresiones (2.7-13} y (2.7-16) para =-
las funciones de densidad), tienen la forma siguiente:

Nb \:I
v /

A5 R T bkt
2t - ' _&ﬁ_/_)/a' (-:_::X%)[u ¢1b/z/)] e

f = PExp[— in 4n/z + ] + Jln’- -(c—';\j/zj- in2
3 b‘)” - v,
1 -(—
cy

L 1,.(1 + _b..) + L( ! )] ' (3.3-3)
Tr r's v 1 ¢+ b/v

donde D' = D/C, Tr es la temperatura reducida y ademls se ha he-
cho"y; = b/C y B = b/CYU tal como se expresa en las relaciones
(2.6-14) y (2.6-15).
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Para la gencracidn de las curvas de equilibrio sélido---
fluido, se utilizd el método descrito en la obtencidn de la ecua
cidn (3.1~19) apoyindose en las expresiones de fugacidad (3.1-11)
y (3.3-3) para lo cual se desarrolld el programa de computadora
presentado en el apéndice A, a partir del cual se trazaron di-=-
chas curvas para el Argdn, Didxido de Carbono y Benceno, las cua

les se presentan en las grificas 3.3-1,2 y 3.

Sobre tales gridficas se presenta ademids la curva del ~-
equilibrio liquido-vapor, generado a partir del segudo programa
presentado en el apéndice A (el cual utiliza Soave), junto con =~
los datos experimentales de los tres equilibrios tomados de las

“Tablas Criticas Internacionales” {15} y del Timmermans {31}.

En tales grdficas se puede observar gque el ajuste logra~
do para los compuestos en cuestidn es aceptable observindose una

cierta discrepancia en el equilibrio sdlido-vapor en el caso del
Cco, .

2
De igual forma, podemos obtener las zonas de transicidn
de fase sobre un diagrama p-% tal como se cbserva en las griafi~-
cas 3.3-4, 5 y 6 en las cuales se presenta ademis, el comporta--
miento de distintas isotermas que cruzan todo el rango de densi-
dades, las cuales se calcularon a partir de las ecuaciones (3.1-
2) ¥y (3.3-2). sobre estas filtimas gridficas, podemos observar que
el comportamiento que describen las lineas isotérmicas es el gue
se podrfa esperar para un diagrama de este tipo, &sto es, tienen
una pendiente bastante pronunciada dentro de la regidn del sdéli-
do ¥y una‘ligeramente menor dentro de la zona del lfquido, mien--
tras que dentro de la regién del vapor, su pendiente es bastante

suave.,

., Con respecto a la prediccidn de volfimenes tanto del adli
do como del lf{quido al equilibrio en funcidn de la temperatura,

podemos decir que también es aceptable puesto gue, parxa el caso
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del argdn, se tiene un error con respecto a los datos experimen-
tales que va de 3 a 6% para el volumen del s8lido mientras que -
para el caso del l1f{quido se tiene un error promedio de 1.3%, am-
bos dentro de la regibn de temperatura estudiada, los cuales se
pueden considerar que caen dentro del error experimental. Lo an-
terior lo podemos observar sobre la grdfica 3.3-7 en la cual se
presenta adem8s los valores calculados mediante el modelo de -~
Wenzel & Schmidt (seccidn 1.3 capftulo 1).

Podemos observar -sobre las griAficas mensionadas que la -~
tendencia de los volfimenes calculados es muy semejante-a la pre-
sentada por los datos experimentales en contraste con la que pre
sentan aquellos obtenidos mediante el modelo de Wenzel & Schmidt
que es mfs rfgida y por consecuencia con valores de volGmenes -~
alejados de los datos experimentales.

Por otro lado, con ayuda de las tablas 2.3-1 y 2.3-3 po-
demos conocer las propiedades termodin&micas de un cierto com---
puesto bajo cualquier condicibn de temperatura y presiln en cual
quier regi8n de densidad de la siguiente forma:

Para la regidn del s8lido basta con aplicar las relacio-
nes de la tabla 2.3-1 sobre la funcibn de particibn del s8lido -
dada por la ecuacibn(3.3-1)con lo cual se genera las relaciones
dadas en la tabla 3.3-1 mediante las cuales podemos caracterizar

‘a la materia en cualquier punto de la fase sflida.

De igual forma, si aplicamos las relaciones de la tabla
2.3-3 sobre la ecuacibn para el fluido dada por la expresisn --
{3.1-2), se generan las expresiones dadas en la tabla 3.,3-2 me-
diante las cuales podemos conocer las propiedades de las fases -~
1fquida y vapor a cualguier condicién de temperatura y presidn.
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Las relaciones dadas en las tablas 3.3-1 y 3.3-2 se pue-
den aplicar dentro de las zonas de transicibén manej&ndolas ade--

cuadamente a través de la conocida "regla de la palanca”.

Es de mensionarse que la obtencidn de las relaciones de
la tabla 3.,3-1 a partir de la ecuacidn 3.3-1 es mucho m&s senci-
lla que las de las relaciones de la tabla 3,3-2, Esto se puede
observar directamente si se compara las tablas 2.3-1 y 2.3-3. Eg
to nos da una cierta ventaja en el manejo de las funciones termo
dindmica,ohtenidas a partir de una funcidn de particibn, con res
pecto al método de la ecuacidn de egtado.

[e)
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TABLA 3.3-1

PROPIEDADES TERMODINAMICAS O3TENIDAS
A PARTIR DE LA ECUACION (3.3-1)

RT

RY

RT

1/3
[:ﬂn/\ PO T ‘"”‘)- nZ - 3ln[1 (-E-) :l
kT 3 CY.

: 7
Rl-3- - 31aA - 10 2+ "”')+ InZ + 3101 (—b—)
2 kT 3 cv

._3_.-0_',,.(“)_.)
L 2 T v

r L]

r_ (]
3InA + In-E- - ln(-‘l"'—)- InZ + —‘—L—W .
L kT 3 1 - (b/CY)

[T - 2 2 2625

3 1 Cofiafite BN\ b1 ]]
R[z * 1+ (b/CcY)V? T ["(“ g)* 2{\1+b/1/)



TABLA 33-2

PROPIEDADES TERMODINAMICAS OBTENIDAS
& PARTIR DE LA ECUACION (31-2)

1-
WTp) = b (n) v pr| A fTEL L) 1]1n(l-f—“—>+ 241
B Tr - Tr /4

- 8(T,p) = sT(1.p) + Rl: Z - 5) Cr(l - l{z)] n(z ; 3>’ ‘“z]

G(T,p) = G?(T.D) + RT[Z = 1-1n(Z -8)- A ln(l + J—):]
] 1

hd - - - -——A—- z—-t—&
M by 2 1 - In(z B - A ln(z)

1/,
f b [éa 2 ]
] u——l— a2 -—.L- - - - - —5-.- i - —.i—. l 1 —L
" Px1 b (-1} - iz -8} B @ ) b n( * Z)

donde A, B y Z estSn dadas en las ecuaciones (3.1-8,9 y 10)
respectivamente.



3.4.- PREDICCION DE LA FASE FLUIDA UTILIZANDO EL
MODELO DE CARNAHAN-STARLING.

En la seccidn 3.1,2 y 3 se utilizd para el fluido el tér
mino de fuerzas de repulsidn dado por la ecuacidn (2.5-4) con lo
cual la funcidn de particidn para el fluido originaba la ecua---
cidn de Socave; por otro lado, tal como se menciond en la seccidn
2.5, existen modelos mds exactos que predicen el comportamiento
de esferas rfgidas sin términos de atraccién, tal como la ecua--

cién de Carnahan-Starling.

Utilizando la ecuacidén de Carnahan-Starling junto con un
término de fuerzas de atraccidn similar al contenido en la ecua-
cidn de Soave, podemos generar un segundo modelo para la fase -~
fluida. De las ecuaciones desarrolladas en la seccibén 2.5 (ver -
ecuacifn 2.5-9) para la ecuacifén de Carnahan-Starling, se tiene

que el volumen libre reducido se expresa como:

Y 2n - 3
Ve = exp 7 +3 (3.4-1)
(v - n)

donde nN= Nvm/v = (TY'/6) y #= Y/v . Substituyendo las ecuacio
nes(3.4-1) en (2.5-10)y (2.7-16) en (2.7-5), la funcibn de parti

cidén para el fluido queda expresada por:

N
1 N[V 2n_- 3
Q,,.___e<___> expE._______ +3:|N
A 3N N ,:-(1-!1)2

exp Na ln(“ + NVou.) (3.4-2)
wUkT v

de donde se obtiene la siguiente expresifn para la presidn:

kT 1 4+ n + n2 - na-] Q
p - v 3 -
(1 -n) _] YV +% )

(3.4-3)
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3.4.1.~ OBTENCION DE PARAMETROS A PARTIR DE
PROPIEDADES CRITICAS.

Para poder determinar los parimetros particularcs de es«
ta ecuacidn, partiremos del hecho de que en el punto critico tan
to la primera como la segunda darivada de la presidn con respecw
to al volumen son iguales a cero, por lo que si se expresa la ==

presién de la forma:

entonces:

Ap. .. BT, , BT 3z (3.4-4)

W U2 ooy

la cual se puede expresar en funcidn de J si:

2z _/az\/ap\_/az>( 1/.)

X4 \35 )\32/} \86 Tf?

por lo que:

3p_ .. BT |, 532
W v? Y

de aquf que, para que se cumpla la condicién de 3p/3V = 0, se
requiere que:

e+ 2% a0 : (3.4-5)

LT

de forma lnllpqn se puede obtener la expresién de la segunda de-
' rivada de la presisn con respecto a Y en funcibn de J§:
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. 2
2%p . . _RT_ |, 5(_31;)_ 5161_2_
au2 3 p Y Lz

por lo que para que se cumpla la condicifn deazp/av2= 0, se re~--

quiere que:

2
25(..@_&) + 5 3°2 m ( (3.4-6)
Y. ap2

Por otro lado, de la ecuacibén (3.4-3) se tiene que:

1+n+ 02 nd @

(1-1n)3 kT(¥ +Y%U)

la.cunl se puede reescribir como:

2 3 )
z - 1+ N4+ n" asp (3.4-7)

(1-1)3 (1 + ub)

donde se ha definido:

R
.

Yk

En particular, para el término de repulsién de la ecua--
cién (3.4-7), se observa que:

PR SR S T R | .S LA |
LY an 3 in 6 an

'y de forma anfloga:
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.o a%y 322
p? = 3?
ap? an?

por lo que para dicho término de repulsidn se tiene:

J a9 - 2
P 372 - 2 - 1 [4 + 4n 21 ] . (3.4~8)

38 an (1 - n)*

yi azz) (azz\ 20 + 8n ~ 4n?
: g2 (1 - mS

Para el término de atraccidn:

[~ ~
b(az)_ -5 a
Y. | (1 s puy? ]

_
{azz) 52 2:0
\ap2 L (1 + B0y 3

Utilizando los términos anteriores en las scuaciones
{3.4~5) ¥y (3.4-6) y agrupando términos, se tiene:

v, (- (s + pu)2
2 2 . 3

Gﬂ_f}) -0 + 8n ¢ 200° - 49" 29 (3.4-10)
v

(1 - mS O+ 3

dividiendo (3,4-10) entre (3,4-9) se tiens:
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gn + 2002 - 458 2

P

1+ 3n - 8n3 + 5pY <95 L1+ pUY (2 + )

(3.4-11)

en donde aparece p como Ginica incégnita, por lo tanto, si se re-
suelve (3,4-11) para f dada una U, se conoce el valor de ﬁc y N,
y ai €stos valores obtenidos se sustituyen en (3.4~9) & (3.4-10)

se conocerd &c y de aquf, el valor de Z, utilizando la ecuacibn
{(3.4-7).

Ahora bien, sabiendo que:

2 _RT
(]
3@ -
pc
Y que:
b, = W,
RTC
se tiene entoncas gque: Y = (ﬁczc) —
Pe

donde podemos identificar fScilmente el término:

QWL = bczc (3.4-12)

De igual forma, de la definicibn dada para & se tiene:

v = G,
(rt) 2
‘por lo tanto: Q, = (Ebbclc)
T . Ppc

en donde ss puede reconocar el término: -
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23 3.4~
Qg = Qcﬁczc (3.4-13)

Mediante 1a5 ecuacidnes (3.4~7)
tener las Propiedades cxritica
en funcidn de u.

a (3.4~11) ge pueden ob
§ requeridas

Dichos valores ge Presentan en 1, tabla 3,4-
Para alguneg valores de u.
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- TABLA 34-1
. ‘ CONSTANTES CRITICAS ¥ PARAME TROS O
LA ECUACION PARA DISTINTOS VALORES
DE U UTILIZANDO C.S.

U €e . Ge le ny, N
0.0 0.176158 7.84988 0.35898 0.06323 0.49641
0.1 0.171640 8.08833 0.35648 0.061188 0.49289
0.5 0.158298 8.92987 0.33163 0.052510 0.48686
1.0 0.143232 9.76435 0.33903 0,048559 0.47415
1.5 0.135471  10.90357 0.29571 0.040060 0.43679
2.0 0,127444  11.83206 0.28258 0.036010 0.42612




3.4.2.- AJUSTE DEL MODELO A DATOS EXPERIMENTALES.

Utilizando los pardmetros determinados el la seccién an-
terior, se gener$§ un programa de computadora mediante el cual, -
utilizando los datos experimentales del equilibrio lfquido-vapor
se pudiese determinar a como funcién de la temperatura para di--
cha regifn y de igqual forma para los cquilibrios s8lido-lfquido
y s6lido-vapor para distintos valores de U tanto en el sdlido co
mo en la fase fluida.

En el caso del equilibrio lfquido~vapor, se encontrd que
para digstintos valores de U, la dependencia de a con la tempera-
tura (denotada como a) tiene un comportamiento aemejapte al ob~-
servado por S5oave al desarrollar su ecuacidn, tal como se puede
apreciar en la figura (3.4-1).

De lo anterior, se propuso para dicha relacidn una forma
anfloga a la reportada por Soave:

al 5=y &+ m(1 - rg's) (3.4-14)

encontrindose que para el argbn, dicha expresifn toma la siguien
te forma:
a% S« 1 4+ 0.14904(1 - rr°-5)

para la cual se obtuvo una correlacién de 0.99125 con respecto a
los datos experimentales.

Al mismo tiempo se determind el volumen molar de ambas -~
fases en equilibrio, encontrfndose que la relacién de vol(imenes
es correcta tanto en el equilibrio lfquido-vapor como en &l equi
1ibrio . 'vapor-s81ido; en el caso del equilibrio s8lido-liquido

tal relacisn resulta contraria a lo que se deberfa esperar, ésto
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es, el volumen del s8lido resultd ser mayor gue el volumen del -

1fquidopara el caso del argdn en el cual se observa experimental-
mente que 'UI?‘ZIS)I.

Tal discrepancia en la relacifn de vollimenes de s8lido y
de vapor se encontrd para todos los juegos de U de sdlido y U =~
de vapor probados, logr&ndose cuanto mis, que los vollmenes de -
ambag fases fuesen iquales. Todo lo anterior se puede observar -
en la tabla 3.4-2 en donde ge presentan algunos de los datos ob-
tenidos al aplicar el modeloc a los equilibrios 1fquido-vapoxr, sé
lido-1fquido y sSlido-vapor, para algunos valores de U de sélido
y U de la fase fluida.

Al observarse que la relacién de volGmenes en al equili-
brio ltquido-lﬁl}do result8 sexr incorrecta, o sea que ge tiene
sienpre gque 'Us/wL >1, se comparé la tendencia gue sigue la den_
sidaddelfquido con respecto a la temperatura, para distintos va-
lores de U, contra los datos experimentalesy se observé que tie-
ne una tendencia muy pronunciada con respecto a aquella de los -

datos experimentales tal como se puede observar en la figura
J.4-2.
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3.4.3.~ DISCUSION DE RESULTADOS.

A partir de las observaciones hechas en el inciso ante--
rjor, con respecto al comportamiento que presenta el modelo plan
teado frente a los datos experimentales, podemos decir que no se
obtuvo ninguna ventaja al introducir el término de repulsidn de
Carnahan-Starling, por el contrario, las predicciones hechas por
cste modelo resultaron ser mds pobres que los logrados con la ~-=-

ecuacién de Soave.

Esto no quiere decir que el término de Carnahan~Starling
sea malo, por el contrario, la prediccidn hecha por este modelo
de los resultados experimentales de dindmica molecular es bastan
te aceptable, tal como loanotan distintos autores (9}, {11}, {14}
Esto quierc decir entonces, que no podemos alterar en forma inde
pendiente el término de atraccidn o el de repulgién (tal como en
este caso, sin modificar el otro; esto nos da la idea de que en-
tre uno y otro término se presentarin efectos "compensatorios" -
que nos impiden manejar en forma independiente ambos términos y
que si queremos modificar uno de ellos, como en este caso el de
repulsidn, seri necesarjo alterar el otro, a pesar de que el pri
mero tenga buena prediccidén como en el caso del modelo de Carna-

han-Starling.

Otros autores han intentado manejar el término de Carna-~
han-Starling como término de repulsifn, como en él caso del mode
lo de Longuet-Higgins y Widom (seccibén 1.4), el cual utiliza el
término de atraccifn de van der Waals. Apesar de que sus ideas -
resultan ser cualitativamente correctas, los resultados cuantita
tivos resultan ser erronecos tal como se puede observar en la fi-
gura 3.4-2 en donde dicho modelo estf representado por la curva

U= o.

Sin embargo, algunos otros autores han aplicado con exi-

to el término de Carnahan-Starling como término de repulsién, in



cluyendo junto con €l, términos de atraccidn mucho mAs sofistica
dos que el modelo tipo Van der Waals utilizado a lo largo de es~
te trabajo. El ejemplo mds representativo en este tipo de mode-
los resulta ser el desarrollo de la ecuacidn de "Chain-of-Rota___
tors" presentada por Chien, Greenkorn y Chao {11} en la cual la
funcién de particifn esti constituida, junto con el término de -
Carnahan~-Starling, por un término de forma que toma en cuenta el
nimero de rotaciones que presenta la molécula a travds de un fac
tor determinado por el nfimero de grados de libertad gque tiene la
molécula en sus movimientos. Como término de fuerzas de atrac---
cidn utiliza una expresidn generada mediante una doble sumatoria
en términos de series de potencias para un fluido de pozo cuadra

do, corregido por un término de no esfericidad de las mol@culas.

Utilizando. todos los t8rminos anteriores, la funcibn de

particién presentada por los autores tiene la siguiente forma
{11} .

J

uuln sinstice téraine de repulcidn cerreceiln debide & 1a forsa &0 12
-B v dado por €.8,.f100ferae) wolfcula

TEARING OB PUBAZAS DR BRPULCION

. emp [- » [! o= qn, 0 Aoy "!"J;‘. Py --]
) ) A t Y

sotcescidn yor ne estericided ctlrnine de atcrassiba pare
oa a8 fverses do atviceida wa fiviga 4o poze cuadrade
eoa sivetsfs cotérian
\ i )
FEUNING OB FUSASAS PR ATBACCIOM

11’/6

grados rotacionales de libertad (c=0 para
ssferas)

constantes universales

constantes a determinar

constanta de forma ( a=1 para esferas)
tempearatura rsducida con respecto a una T
caracterf{stica. .

donde @

N D>
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Como se puede observar en la ecuacibn anterior, el incluy
ir el t&rmino de repulsién de Carnahan~Starling nos obliga a con
siderar toda una serie de términos adicionales para lograr un mo
delo satisfactorio, lo cualcomplica la generacidn de la funcién
de particién. Podemos observar ademis,que se requieren términos
m8s precisos y més complicados para explicar las fuerzas de a-~--

traccifn muy diferentes al término tipo Van der Waals.

De todo lo anterior podemos concluir que el uso del tér-
mino de Carnahan-Starling sobre el modelo generado a lo largo de
egte trabajo no nos da ninguna mejorfa con respecto al modelo de
volumen libre planteado originalmente, por lo gque, para mantener
la sencillez del modelo propuesto gse toma el modelo de volumen -
libre como tfrmino de repulsifn junto con el modelo de fuerzas -
de atraccifn de Van der Waals.
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3.5.- EXTENSION DEL MODELO PRIGOGINE-SOAVE A
MEZCLAS.

El modelo propuesto tambi&n se puede utilizar para la de
terminacidén del equilibrio de una mezcla multicomponente. Para
la prediccién del equilibrio ligquido-vapor, la ecuacifn de Soave
se ha venido aplicando con buenos resultados utilizando las si--
guientes reglas de mezclado:

Q= LT x (3.5-1)

1%y %45
b = 3 xibi {(3.5~2)

donde Qlj es la contribucidn a la energfa interna entre la molé-
cula i y la j, para la cual se tiene:

8i i = j Qij = Qﬁi - a1
siipgi Qi34 -/Qla.j' {1 - k“) (3.5-3)

siendo kij un factor de correccidén empirico que se determina me~
diante un ajuste con los datos experimentales y es egpecifico de
cada mezcla binaria.

En este trabajo se efectuaron cfilculos para mezclas bina
rias aplicando directamente la ecuacidn de Soave para la descrip
cidén del equilibrio 1fquido-vapor, empleando lag reglas de mez~-
clado descritas anteriormente. Utilizando las relaciones dadas
en la seccibn 2.3.2, se tiene una expresidn para la fugacidad -~
parcial de la forma siguiente:

£ b (x,a,+(1-x,1&,)) b
ll(——L -(—-&-9 (2 - 1) - ln(z -~ B)- A 2 id < i 12" 11.
PX, b B b J

» InQ1 + B/Z) (3.5-4)

144



donde i = 1,2 mientras que A, B y 2 estin dadas por las relacio--
nes (3.1-8), (3.1-9) y (3.1-10) de la primera seccidn de este ca
pftulo.

Del lado del s8lido supondremos que nho se forma solucién
es decir, se tienen s8lidos esencialmente puros, por lo que po-
demos aplicar directamente la expresién (3.1-18) para el cdlculo

de su fugacidad.

Para estableser el equilibrio 1fquido-~-vapor, se parte --
del hecho de gque para las distintas composiciones se debe cum- -

plir:

£ - f (3.5-5)

buscando ajustar k a los datos experimentales (o se puede to-

12
mar directamente el valor reportado para la mezcla particular da
do en algunas recopilaciones como la de la Universidad Técnica -
de Berlin sumarizada por Oellrich, Plécker y Prausnitz {18} para

las ecuaciones mfs importantes).

De igual forma, para determinar el equilibrio sblido-1f
quido se busca cumplir la condicién

£® - :2“

2 (3.5-6)
puro

para mezclas en las cuales la fraccibn mol del componente 2 es -
mayor que la correspondiente al punto eut&ctico. En caso contra-

rio, la relacifn de equilibrio seré&:

4 = f J (3.5-7)
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Dada la pendiente tan pronunciada que tiene la lfnea de
equilibrio sblido-1fquido en un diagrama p Vs. T, por simplici--
dad de cAlculos, el método para establecer el equilibrio seri el
de fijar la presidn y variar la temperatura hasta que se¢ cumpla
la relacibén (3.5-6) 6 (3.5-7) encontrindose el punto eutdctico -

donde ambas lfneas de equilibrio se crucen.

Para determinar una nueva temperatura dentro de un proce

so de iteracibn, gse utiliza el método de Newton-Raphson sobre la

£ 8
i

In(—2R8ro } . o/ 1 (3.5-8)
ti“ T

suponiendo que tal funcidn se puede aproximar a una lfnea recta.

relacién:

De todo lo anterior, se genexd un programa que determina
el equilibrio lfquido-vapor dadas p = cte. y composicibn en la -
fase lfquida, determinando a cada composicién su temperatura de
equilibrio y la composicidn correspondiente en la fase vapor -
(punto de burbuja), ajustando ktj a los datos experimentales. -
Tal ajuste se probd con la mezcla ciclohexano-benceno, cuyos re-
sultados se presentan en la figura 3,.5-1, '

" De igual forma, para establecer el equilibrio sélido-1f-
quido, se gener$ un segundo programa de computadora que utiliza
las relaciones (3.5<4) y (3.1-18) para cumplir con las expresio-
nes (3.5-6) y (3.5-7) dando como datos presifn y composiciSn en
la fase 1fquida y buscando la temperatura de equilibrio corres--
pondiente. Mediante dicho programa se buscé ajustar la lfnea de
equilibrio calculada, con los datos experimentales, variando ktj
del 1fquido. Dicho ajuste se probd para la misma merxcla que en
el caso anterior y los resultados se pregentan en la figura
3.5-1,
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CAPITULO &.
OBSERVACIONES Y CONCLUSIONES

A lo largo de este trabajo se puede observar algunas de las
ventajas que brinda la mecidnica estadistica en la descripcibén del
comportamiento de la materia a través de modelos apoyados en una -~
funcidén de particidn, ventajas que no se obtienen facilmente a tra
vés de otro tipo de modelos,

En primer lugar, la generacidn de oxpresiones que nos per-
miten calcular propiedades termodinimicas es mis sencillas a tra--
vés de una funcidn de particidén que mediante el método tradicional
de una ecuacibn de estado; esto lo podemos observar chando compa-

ramos las tablas 2.3-1 y 2.3-3. Incluso, al aplicar las relacio
nes de la tabla 2.3-1, se genera automfiticamente el t&rmino de gas
ideal a las mismas condiciones de temperatura y presién dentro de
las mismas expresiones, el cual nos da directamente el estado de -
referencia sin entran en complicaciones como las presentadas en la
obtencibn de la expresifn (2.3-33) & (2.3-40). Lo anterior lo pode
mos observar sobre las expresiones de la tabla 3.3-1,

En segundo lugar, dada la diferencia de estructura molecu-
lar que se presenta entre sflidos y gases descrita en la seccién -
2.2, es necesario entender la mecfinica de las fuerzas intermolecu-
lares existentes en las dos fases para poder describir su comporta
miento. Esto se logr6 al establecer por un lado el modelo de esfe~
ra dura para el gas 1lfquido y el modelo de Prigogine para el s8li-
do y por otro, un modelo de fuerzas de atraccién que sea aplica=--
ble en ambos casos.

A pesar de la sencillez de estos términos, se logr8 una --
descripcibn aceptable del comportamjiento de la materia a lo largo
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de toda la regidn de densidad, la cual condujo a un modelo que es
capaz de predeclr cuantitativamente el equilibrio sélido fluido en
forma aceptable tal como se puede observar en las gr&ficas de la -
seccibn 1,3,

Con respecto a lo anterior, cabe mencionar que, a pesar de
de quec la obtencidn de los par&metros C y D involucrados en el mo-
delo presentado no es sencilla, esto nos da la pauta de cuil es el
camino aseguir para la generacidn de un modelo afn mis refinado, =~
égto es, debemos entender qué pasa con los términos de densidad en
la transicién sdlido~fluido y cuil es el papel que juegan las fuer
zas de atraccibn en dicha transicidn.

Por otro lado, al manejar el término de Carnahan-Starling
junto con un término tipo Van der Waals para las fuerzas de atrac-
cién en la descripci8n de la fase fluida, pudimos observar que el
manejo de los términos de atraccién y repulcifn no puede ser inde~
pendiente debido a la presencia de efectos compensatorios gque modi
fican a ambos términos. En nuestro caso particular se pudo obser--
var que la influencia del término de atraccibn es mucho mayor que
la del término de repulcidn en el caso del vapor, lo cual nos con-
duce a densidades de esta fase mucho mayores que la del sélido de
lo cual podemos concluir que no basta con asociar términos de =--~
atraccidn y repulsifn para tener una descripciSn adecuada del po~-
tencial intermolecular, sino que es necesario ademfis, estudiar la
forma en que interact(an tales potenciales y observar cémo se des-
plaza en un momento dado el punto de equilibrio r, descrito en las
grificas 2.4-1 y 2 el cual nos darf en Gltima instancia la distin-
cia promedio intermolecular y de ahf, la densidad correspondiente
a un estado de presifn y temperatura dado del sitema.

Por Gltimo podemos observar que la forma en que se planted
el modelo nos permite sxtenderlo flcilmente hacia mezclas multicom
ponentes logrando una prediccisn bastante aceptable an el esquili--
brio s8lido fluido para el cual, una vez establecido a partir del

149



parametro kij mensionado en la seccién 3.5, podemos aplicar las re
laciones termodin&micas ya establecidas y predecir sus propiedades

facilmente.

No obstante todo leo anterior, el modelo gresentado tiene -
algunas limitaciones, las cuales se pueden corregir en la genera--
cién de modelos mds refinados, que puede ser tema de futuras inves
tigaciones, los cuales puedan explicar mejor el comportamiento de
la materia y que inclugso se puedan aplicar a un mayor niimero de --
substancias sin restriccidn alguna. Dichas limitaciones son las --

que se discuten a continuacién.

En primer lugar, podemos observar que al tomar la ecuacidn
de Soave para la descripcidn de la fase fluida estamos utilizando
un término de densidad reducida diferente al empleado en la fase -
s6lida (ver ecuaciones (2.5-3) y (2.6~14)) lo cual implica una dis
continuidad en la densidad al pasar de la fase fluida a la sélida.
Esto se puede evitar planteando un modelo Gnico de densidad que -~
tenga las caracteristicas de empaquetamiento compacto del modelo -
de Prigogine y que pueda ser flcilmente aplicable a regiones de --
baja densidad como las del lfquido o gas.

Por otro lado, el presente modelo propone una cristaliza--
cién de moléculas "perfectamente esféricas" debido a la forma del
término de repulsidn del sblido, lo cual implica que la descrip---
cibén del equilibrio sélido-fluido para moléculas muy largas como -
parafinas de mis de 10 &tomos de carbén o moléculas con fuertes --
problemas estéricos no sea muy factible. Esto se puede corregir, -
en principio, si se introduce dentro de dicho t&rmino una correc--
cibén debido a la forma de la molécula del tipo de la que proponen

Chien et al. en su modelo de “"Chain-of-Rotators".
Por Gltimo podemos observar que el presente modelo supone

un campo de fuerzas de atraccién para el s8lido que depende finica-

mente de la densidad y no de la temperatura, lo cual es perfecta--
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mente vilido a altas densiqades como en las que se ha venido apli-
cando la ecuacién, s8lo que a densidades mids bajas ya no resulta -
ser tan cierto ya que el campo de fuerzas de atraccidn empieza a

ser también funcidn de la temperatura. De aquf que para ex
tender la ecuacidn propuesta del sélido hacia regiones de densidad
mis baja, se requiere desarrollar un término de ‘fuerzas de atrac--
cidn cuya dependencia de la temperatura estd en relacién inversa -

con respecto a la dependencia de la dencidad.

De todo lo anterjor podemos concluir, que el camino de la
meclnica estad{stica resulta ser vastante atractivo para la genera
cién de modelos que expliquen el comportamiento de la materia en -
todo el rango de densidades y que, como en el caso del modelo obte
nido, su prediccidn cuantitativa resulta ser aceptable y la senci
llez de sus expresiones lo hace bastante accesible para el cilculo
de propiedades termodinfmicas en contraste con los modelos plantea
dos en el capftulo 1.

Por Gltimo, cabe mencionar que a través del presente traba
jo se logré no s8lo la generaciSn de un modelo eficiente en la pre
diccidn del equilibrio s8lido fluido, como ya se mencion§, sino =--
que ademids, se logr8, tal como se habfa planteado en la introduc-=-
cibn, ilustrar en forma lencglln la forma en que, manejando los =--
términos a escala molecular, podemos describir a escala macroscépi
ca el comportamiento de la materia.

151



APENDICE A.

PROGRAMAS PRINCIPALES Y SUBRUTINAS EMPLEADAS PARA
LA PREDICCION DE LAS CURVAS DE EQUILIBRIO Y LA
DETERMIRACION DE PROPIEDADES.

Tal como se mencioné en la seccién 3.3, es posible calcu
lar el equilibrio s8lido-lfquido-vapor de un compuesto puro cono
ciendo f(nicamente su presiln y temperatura crfticas junto con el
factor acéntrico ademSs de los parfmetros C y D y la temperatura
del punto triple. Para tal fin, se dissilaron los programas que -~
S« presentan a continuacién.

A través del Pprimer programa se puede calcular las 1l{ne-
as del equilibrio sélido-vapor y s8lido~lfquido dando como datos
~los parfmetros Qntitio:-ontc descritos junto con la temperatura
a la cual ss desea conocer dicho equilibrio. Para poder calcular
la presidn de squilibrio correspondiente a la temperatura dada -
se utiliza el criterio de igualdad de fugasidades mediante el mé
todo descrito en la seccifn 3.1. La constante de los gasas utili
zada s R » 0.082057 (1t atm)/{(mol°K). y todas las variables tie
nen unidades afines ,;olln.

E1l segundo programa sirve para calcular lo referente al
1fquido y al vapor, teniéndose la opcién de calcular Gnicamente
la cuzva de equilidrio y sus propiedades & de calcular, adeals
de ello, 1f{nsas de tempsratura, entropia § volumen constanta tal
como se describe en el mismo programa. Esfe programa utiliza ---
Snicamente 1la ecuaciln de Soave dfndose como datos temperatura y
presifn cxfticas y al factor ié&ntrico. ademfs de la entalpia y°
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la entropia del compuesto en cuestidn a 25°C fase gas, que es el
estado de referencia que usa el programa para el cilculo de pro-

piedades. La constante de los gases utilizada en este caso es de

R = 82,05 (cm3 atm) /(mol®K).
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ritmo de Davies, Swanp y Canpey (DSC) para encontrar la regidn
del mfnimo; una vez localizada dicha regidn, se utiliza el algo-
ritmo de Powell para localizar el 8ptimo con una exactitud pre--

viamente establecida. Ambos algoritmos se describen a continuwa-~
cidn:

En el método de hilsqueda unidimencional DSC, se toman pa
sos de un tamaiio cada vez mayor hasta que se pasa sobre el mfni-
mo y se aplica entonces una simple interpolacidn cuadrftica. En
ia figura B-t gse ilustra el proceso (xm es el primer valor de x
que sobrepasa el mfnimo y 4x es la longitud del paso) para el -~
cual el algoritmo de cAlculo es el siguiente:

1. Se evalfia f(x) en el punto inicial x*. 5i f(x° + Ax) «
f{x°) se sigue al paso dog. Si f(x® + &x) > f(x*), enton

ces Ax = -Ax y se procede al paso 2.

2. cilculo de x**' = x* +ax
3. Cllculo de £(x*¢ ).
3. Si !(x““) s £(x*) se duplica 4x y se regresa al paso 2.
con k = k+t; si £(x** 1) > £(x%, se escribe x**' como x"
n-

x* como x ¢ etc,, se reduce 4x a la mitad y se recalcnu
lan los pasos 2 y 3 sdlo una ver als.

S. De los cuatro valores de x denotados como x‘*’, x-, x
v x*°2, todos ellos equidistantes entre s, se descarta
el valor extremo que se encuentre mis lejos del valor de

X que tenga el valor m8s pequeiio de f(x) dentro del jue~

me1

go de estos cuatro valores. Los tres valores restantes
se denotan como x%, x* y x° donde x* es el valor central
y x* = x* - Bxy x® = x + Ax,

6. Se hace una interpolacidén cuadrdtica para estimar el va-

lor de la variable independiante qgue corresponda al afni
mo de f£(x}!:

Voo b £(x%) - £(x°)

2[£(x%) - 2£4x*) + £(x*))

x* = x
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Estos pasos se completan la primera etapa del método DSC
Para continuar, se recomienza en el valor x* § xc, si £(x%) <

f(x*), Ax ge reduce y se repite la secuencia desde el paso 1.

fn el algoritmo de Powell se efectla una aproximacibén =--
cuadrftica usando los primeros tres puntos obtenidos en la direc
cién de blsqueda. Se determina la x correspondiente al mfnimo de
la funci8n cuadrfitica y el proceso se repite hagta que se locali
za el mfnimo de f(x) con una precisiédn preestablecida. El algo--
ritmo de cflculo se muestra en la figura Bi2 y se describe a con
tinuacibn,

1. A partir del vector base x, se calcula X, = X, + AX
2. Se calcula f(x,) y f(xz)
3. 51 f(x,) > f(x,), se hace x, = x, + 24x
si !(x') < t(xz), se hace Xy, = x, - Ax
4. Se calcula 1(13)
S. Se estima el valor de x que hace mfnimo a f£(x), x*, &

través de:

2. - 2
x* = - _‘_[ [ty (x3)2)80x,) + [(x3)2 - (x,)2]elx)) ¢
2

(!2 - 13)!(x1) + (13 - :1)£(xz) + (x‘ -_nz)t(x!)

;rﬁxl)z - (lz)zjl(zsq

6. 84 x* 8 cualquiera de {x,, x,, x,} corrasponde al valor
minimo de f£(x) de acuerdo a un error previanente esta----
blecido en x © en el valor de f(x), termina la blsqueda.
De lo contrario, sa svalGa £(x*) y se descarta el valor
do'(a‘, Xy z,l que corresponda al valor més grande de -
£{x) sismpray cuando se pueda obgexvar un mfnimo; de lo
contrario se descartarf el valor de x mfs alejado de es-
te minimo. Se regresa al paso 5. ’
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La secuancia de c&lculo continla hasta que se alcanza -
la precisidn requerida en 6.

El método de Coggin combina los algoritmos anteriores de
la siguiente forma: Como primera etapa se ejecutan los pasos 1 a
6 del m&todo de DSC para localizar el minimo seguido del paso 6
del mdtodo de Powell; en una segunda etapa se siguen los pasos S
y 6 del método de Powell hasta determinar el minimo con un error
previamente establecido.

A continuacidn se presenta el programa empleado para es~-

tos fines, utilizando las subrutinas correspondientes de los pxo
gramas descritos en el apéndice A.
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