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INTRODUCCICOCR

Al inieiar el presente trabajo pretendismos hacer una -
sfntesis de el nacimiento y evolucidn del concepto de infinito a-
través de 1a historia de las matemdticas y de la filosofie; sin -
embargo, casf{ de inmedimto notamos que uno de los princirales nro
blemas al abordar este tema es la enorme amplitud del mismo, ya ~
que & través de la historia han sido miles de mentes las que se -
han dedicado, desde sus diferentes puntos de vista, a estudiarlo.

Por lo tanto en este trabajo sélo trataremos algunos as
pectos de tan importante tema, reconociendo de antemano que en €1
omitiremos el pensamiento de mptemfticos y fildsofos que a través
de lea historia hen contribuido a obtener grandes adelantos en su-
estudio, influyendo su obra hasta en el modo de vida de los dife=-
rentes puebdblos,

Ung de las principales omiciones a las que hemos hecho-
mencién es sobre la obra de George Cantor, el cual con su teorfa-
de los mimeros transfinitos libro a los conjuntos infinitos de su
aparente contradiccidén que implicaba el hecho de que dichos con--
Juntos fuesen equivalentes con algunos subconjuntos propios hecho
que, Jnclusive, a mentes tan ilustres como Galileo y Leibniz les-
habia llevado & negar la existencir de los mimeros infinitos,



Esta teoria estd bas-da er un trotamiento matemdtico —-
del infinite actual. Cantor asigna un mimero cardinal transfini-
to "aleph O"?S,, 8 los conjuntos numerables, 0 sea aquellos gue =
son biyectables al conjunto de los niumeros naturales, demuestra -
ademds que existen mimeros transfinitos mayores que X haciendo po
gible una aritmética de los mimeros transfinitos similar & la —
eritnética ordinaria.

las ideas intuitivas que Cantor expone en su teoria de-
los nuimeros trensfinitos, as{ como sus métodos de demostracién, ~
piguen siendo, despuds de cien afios, el fundamento del moderno =—-
prlanteaniento de 1la Teoria de los Conjuntos y han abierto el cami
no hacis regiones totalmente nuevas de la matemdtica y la filoso-~
fia en el siglo XX,

A pesar de omisiones como la pnterior, debidas a lo ex-
tenso del tema, si tratamos de realizar un trabajo como el presen ‘
te, se pueden obtener experiencirs y conocimientos muy valiosos,-
los cuales redundardn en un mayor y mds profundo conccimiento de~
las bases que sustentan a los motemdticas modernzs y ayudardn & -
les personas dedicades a la docencia (aportando nuevos y muy ilte-

portantes recurses) a realizer su diffcil tarea con mayor efica--
cia,

Epistemoldgicamente, eate trabajo tratard de resaltar -
la unided histérica del pencamiento humeno, especislmente en sus-
form:s mnds elevadas, ya que no es posible que surjan eapontdneap--
mente ideas que cambien el rumbo del pensamiento del hombrs, sien
do necesaria para su sparicidén, la influencia del legsdo cultural,
religioso, social y econdmico de toda la humsnided,

En primer lugar nos remontaremos & log primeros pensado
res griegos, ye que 1. teorfs de’ infinito tuvo sus orfgenes em -
-este sorprendente pﬁeblo {como casi todrs las teorias que dominan



el pensamiento moderno occidental)., Nos ocuparemos primero de la
escuele eledtica, que fué lag primera en aborder el vroblem- del -
Ser como elgo inmutable e ilimitado. Estas teorias que quizd pa-
rezcan hesta infantiles, fueron las que dieron origen a uns gran-
cantided de corrientes en el estudio de la teoria del infinito.

A continuacidn abordaremos la critica que a esta escue-
la hizo Aristételes asi como lez enorme influencia en Platdén y los
Platdénicos, de entre quienes surgen matemdticos de gran importan-
cia, como Evdoxio, a quien debemos ls teoria de la proporcidn y -
el método de exhaucidn, temas intimamente relecionndos con este =
traba jo.

En los siguientes capftulos estudiaremos las principa--
les caracteristicas de estas teorias, ambas contenidas en LOS EIE
MENTOS DE EUCLIDES, buscando anslogias y diferencias entre ellas-
¥ la teorfa de los nimeros de Dedekiniy los principios del cdlcu-
1o diferenciel en Isaac Newton, respectivamente,

Para realizar esto, en algunas pertes del trabajo hemos
reproducido textos sspecimlmente reveladores de la obra de eston-
hombres para poderlos comparar y, de esta formg sacar concordan--
cias y divergenciae,

Hemos procurado, asimismo, acudir a las fuentes biblio-
grificans originales de estos grandes pensadores, en sus traduccip
nes al inglés o al espafiol, asf como a trabajos de endlisis y cxi
ticas de personsjes que han sabido captar, segin nuestro criterio,
12 esencia de las diferentes corrientes del pensamiento univereal.



CAPITULO I

ANTECEDE"TES

14 ESCUELA DE ELTA

. Ia ciudad de Elea fue fundada, segun Herédoto, por los-
wfocenses en la coata meridional de Italia hacia los afios 540-30,~
yalcanzando inmedintamente un gran progreso [7] Pag. 75. En el =
campo de las letrss y la filosofia fue cuna de una de les esCue~—-
1os filosSficas mds prestigird~s de la antiguedad, conocida como-—
escuela eleatense o eledtica.

E Ia escuela eledtics parece ser la continuadora de la es
ﬁguela jénica. Tos jénicos buscaron como las demds escuelas preso
“%réticas el primer principio de lms cosas y procuraron conocer de
Agné estdn hechns, de qué constan; busceron el principio material~
Bconcreto y constitutivo y lo encontraron en la naturaleza,

4 En los eleatas, principalmente en Parménides, sncontra-
fmos tambidn el fervor por la filosofia de la naturaleza, aunque -
E}- desde un punto de vista personal y metafisico, Existe por lo-
f?anto continuidad pero a la vez progresoc entre la escuels jénica-
f@i la escuela eledtica, progreso que alcanzerd su climax en Atenas,
fen 12 segunda mitad del siglo V a.c.

- Aristételes, tan poco inclinado hacia la escuela eledti
fca, considera como fundador de ésta a Jenéfanes de Coldfén, [1] -
i PA 8. 918, aseveracidén que no es aceptada en nuestros dias; pero -
Lae puede considerar a este hombre como un enlace entre la escuela



tice propie de la escuela itdlica, que no existia en los pensado-
res jénicos; dicha cgracterfstica es una versonalided que se pier
de en los fildsofos de la naturaleza, enmedio del mito y la leyen
dao

El estagirita atribuye a Jenéfanes un sentimiento reli-
g€L080 que concreta a una unidad formal: "tan sdélo al dirigir sus-
miradas sobre el conjunto del cielo -haciendo una alusién a Jené-
fanes~, ha dicho que 1s unidad es Dios" [4] , Pdz. 13.

Platén nos dice en sus didlogos (Teetetos y el Parméni-
des) que los pensadores de la escuela eledtica son filésofos par-
tidarios del "todo" y el "todo" es la unidad indivisible; en el --
caso de Jendfanes, segin la Metaffsica de Aristdteles, sin embar-
&0, aungue este fildsofo ya vislumbraba el amanecer del eleatismo
no logrd desprender a su obra de un cordeter religioso, que le --
impide alcanzgr el ideal metaffsico propio de la escuela de Elea,

Al elimingr a Jendfanes como fundador de la escuela de-
Elea, podemos considerar a Parménides como tal y, como principa~--
les representantes de dicha escuela g 61, a Zendn y a Meliso, Es
cierto que existen antecedentes del espiritu metaffsico de la es-
cuela eleatense entre los jonios y que para lo eleatences la in--
fluencia de la escuela petagdrics es también muy importante, Sin
embargo, les nuevas rutas que marcan Perménides y Zenén, junto --
con lo sistemgtico de su obra, loe alejan definitivamente de leg-
concepciones miticas y de los férmulns religiosess tradicionsles,-
1levéndoles hacim una filosoffa racional que habria de alcenzar -
su olimax en Platdn,

Ios problemas planteados por la escuela des Elea son pro
blemas que tienen que ver con el Ser y con la facultad de conocer
10 y juzgarlo., Ia escuela esledtica admitia una realidnd contima
por esencia, cuestidn que los pitagéricos no alcanzaban a compren
der y que ya Parménides plantea en su poems sobre la napfuraleza:
£4] pégs. 15 y 16.



"no fue ni serd jemds, ya que es ahora

en toda su integridsd,

uno ¥y continuo, norjque, en efecto,

:Qué origen vodriss Ttuscarle?

¢De dénde le vendria su crecimiento?

no admitiré gque me digas o que pienses

que haya podido venir del no-ser, porque

no se puede decir ni pensar que ¢l Ser no sea,

Ios pitagdéricos permanecieron aferrados a la teordia de-
la discontinuidad, ya que, al psrecer, pensaban que el tiempo y -
el espacio estaban formados por instantes y puntos indivisibles -
respectivamente, Aristdteles nos dice: "Ios pitegdricos afirma—
ban 1z existencia del vacio, que graciass a lo ilimitado de su so-
plo, penetra incluso hasta el mismo cielo; el cielo respira el va
cfo el cual, de esta menera, delimitaria las naturalezas; el va--
cio seriam, puds, una separacién de los seres consecutivos y su 1f
mite, y, ademds, cerin une primera determinacién en los nimeros,-
pues el vacio es lo que delimita sus naturalezas® [ﬂ] Pdg. 621,

Esto parece implicar que congidersron a la materia como
compuesta de dtomos con espacio vacfo entre ellos, lo cual es to=
talmente opuesto a la escuela eledtica que consideraba al todo co
mo algo inmévil y continuo,.

Por lo tanto, la escuela eledtica forma la avanzada que
lleva a 12 filosofia jdnica hasta Atenas, tomendo todo 1o bueno -
gue habia en la investigacidn anterior; retomdndolo desde un pun=-
to de vista racional, guiados por algo Qque no es un principio cog
moldgico ni un? entidad numérica, sino por un Ser inmutable, per—
manente e ilimitado que gerantiza muestro pensamiento y el valor-
de verdsd objetiva que de é1 se desprende., A continuacién vere--
mos 1o obra de Parménides y Zendn y su influencia en la filosofia
del continuo,



PARMENIDES

De entre los tres representantes de la escuela eiedtice
citados con anterioridad, es P.rménides, sin duda, el que mayor -
preetigio alcanzé tanto entre sus contempordneos como entre los -
comentaristas posteriores de esta escuels, P.rménides annrece a=-
los ojos de Platén como un filésofo "venerable y temible"., Nos -
dice en el Teetetos: "a mi parecer, Parménides como e! héroe de -
Homero, es venerable a la vez gne temible, Tuve contacto con es-~
te hombre cuando yo todavia era joven y &1 viejo; y justamente me
perecid que tenfs pensamientos muy profundoa”. Elﬂ Pdgs. 325 y 326,

Jean Zefirdpulo resalta la influencis de la escuela pi=~-
tagfrica sobre Peraménides en el siguiente pdrrafo: "Parménides hi
jo de Pyres, era natural y ciudadeno de Elea; esta ciudad, deda -
pu poaicidn geogrdfica, debia ciertamente pertenecer a 1= zonn de
influencia pitagérica y no he de sorprenderncs el encontrsr la o-
bra de Parménides toda impregnada de les ideas de dicha escuela,-
Ebta influencia se transpzrente de tal modo en su obra, que ya ==
desde 1la antiglledad numerosos historiadores reconocieron el carde
ter profundamente pitagérico de la escuela de Elea y Jdmblico en-
su catdlogo de los pitegéricos, cita a nuestro fildsofo como el
Ynico representante de esta ciugded® [16] Pags. 50 y 51,

Tanto para Platén como para Aristdteles Parménides es =
el fildsofo de la suprema unidad, siendo 2l mismo tiempo fundzdor
del eleatismo como escuela Pilomdficn, siendo también aguél aque =
mayor rango alcanzara entre los representsntes de esta escuela, -~
siendo considerado por Platén como el suténtico inspirador de la-
dialéctica de Zendn, el cual fud su discfpulo predilecto.

Si bien es cierto que existen grrves obstdculos parg co
nocer la personalidad y la obra de Parménides, existe la certeza-
de que euw renombre como politico fue siempre en aumentc, yn gue -



dié a Elea unes leyes para que se gobermsra y siempre se preocupé
por el destino de ella.

A pesar de que Aristdteles considera a Jendfones el prin
cipsl smaestro de Parménides, sin lugar a duda, 1la mayor influencia
que recibe el fundador del eleatismo es por parte de la escuela pi
tagérica; en efecto, "Diogenes larcio nos hsbla de un pitagérico -
llanedo Ameinias como el verdadero maegtro del fundador del elea-—-
tismo". (41pag. 21,

No obtstante 1la gran influencia ejercida por la escuela =
naturalista, a través de Jenéfanes y el ambiente pitagdérico en que
se desenvuelve, Parménides representa el profundo cambio de menta-
lidad que se da en la Magna Grecia a fines del siglo V a, o, Todos
los restos de la creencia pitagérica fueron dirigidos por este fi-
1ésofo hacia le consideracidén del esfuerzo cognositivo del hombre
¥ a investigar hasta donde podria llegar un= indagacién racional.~
El hombre racional puede de esta manera, por primera vez, hacerss
participe del poder divino, preocupdndose ya por el pensar filosd
fico y metafisico,

Parménides sienta, pues, las bases para el pensamiento y
la obra de Platdn., Esto bastaria para hacerle inmortal en el mundo
del pensamiento, sin embargd, al fundar y alentar una escuela tan
importante como la eledtica, hace poeible que la filosofia del con
tinuo y el conocimiento de los infinitesimales Yome los cauces gue
la han llevado hasta nuestros dfas,




EL PROBLEMA DEL SER Y L4 TEORIA DEL
CCNOCIMIENTO

Por estpr intimemente relacionado con el tema de este -
trabajo y principalmente por ser el micleo de ls filosofia de Par
ménides y de la escuela eledtica, conviene resaltar 1les grendes -
aporteciones que al problems del ser y a la posibilidad de su co-
nocimiento hace el fildsofo de Elea. Xn su poems sobre la natura
leza, Parménides postula por primers vez une realidnd unica, que-
es a la vez continua y etermn, la cual no puede ser captada por -~
el pensemiento humano y en la que la nada es siempre nasda y el ~-
Ser es siempre Ser.

El poema sobre la naturaleza es uns obra de cardcter --
alegdérico que conata de tres partes:

Introduccidn: Nos presenta al noeta mismo en un viaje -
inugitado en busca de la luz, descubre lzs limitaciones del ser =~
humeno, necesitado de 1z luz divina si realmente aspira a la ple-~
rnitud del conocimiento verdadero.

A pertir del fragmento II le diosa manifiesta a Parméni
des cudles son lzs vias posibles en la tnisqueda de la verdad:

"Aquella que afirm? que el Ser es y el no-%er noc es, -~
sigrificn la vis de la persuasidn puesto que acompaiic a la verded,

Y la que dice que el No-Ser existe y que su existencin-
es necesaria, éeta, no tengo repsro en snuncidrtelo, resulte un -
caaino totalmente negndo pare el conocimiento", [4] rdg. 26,

De los fragmentos anteriores se deduce que vara Parméni
dec existen dos erminos para buscar la verdads rds adelente en el
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fragmento VI, la diosa propone un tercer camine, el de la opinién
de los mortalea,

En esta tercera vfa las cosas se describen no como sog,-
gino como parecen ser, atribuyendoles generacidén y destruccidn, --
cambio de forma, de lugar, etc., teniendo el peligro de tomar la -
apariencia como realidad total,

Bn el fragmento VIIT Parménides nos habla acerca del ca-
mino correcto hacia la sabidurfa: E1 Ser ea increado e imperecedero
inmévil e ilimitado, no fue ni serd, sino que es solamente, Citare
mos el verso 25 perteneciente al fragmento VIII donde Parménides a
trituye al Ser le cualided de ser continuo, por la sencilla razén
de que todo estd lleno de Ser y porgue el Ser necesariamente toca
al Ser:

"Nada hay de mds que llegue a romper su continuided, ni
nada de menos, puesto que todo estd lleno de Ser,"

De esto podemos deducir que es el hombre quien pone lim;
te 8 1la realidad inmutable y eterna, 41 es el que atomiza lo que -
en el reino del Ser es unidad indivieible, esto que no es mds que
apariencia "hace gue el observador permanezca ajeno & lo que obser
va."[4], pde. 56.

Podemos decir, resumiendo, que Parménides advierte por -
primera vez que lo primero gue hay que decir de lo real es que es,
que es ser., Ahora bien gcudles son las caracterf{sticas de ese ser?
Ante todo, el ser debe ser, de ah{ el principio: el ser es, en con
traposicidn con su compafiero: el no ser no es. De estos dos princi
rios deduce todo su sistems. En efecto, si s6lo el ser es, debe ~—
ser unico, pues, de existir algo junto al ser, solo pedrin ser el-
no-ger y el no-ser no es. Debe ser también inmdvil, pues el ser que
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cambia todavia no es, Bino que se hace, Debe ser finalmente incre
ado, ya que de lo contrario sdlo podria proceder del no-ser y el -
no-ger no es. El ser es, pues, para Parménides, uno, inmdvil e in
creado,

Por ltimo, Parménides nos dice que el ser es continuo,=-
cuestidn que para este trabsjo viene a ser lo mfs importante, ya -
que es aquf donde podemos encontrar los primeros antecedentes de -
este ooncepto tan importante para el desarrollo de las m-temdticas.
Ademds al proponer la continuidad para las magnitudes y el tiempo
acepta implicitamente la infinita divisibilidad tanto de unas co-
mo del otro., Esto se encuentra en contradiceidn con los pitagdri-~
cos y atomistas,

Tos pitagéricos aceptaban el infinito en la serie de -
los mimeros naturales perc no podfan aceptarlo en el campo de la
geometria, pues para ellos toda linea estaba formade por un mimero-
finito de puntos; los atomistas crefan gque todas las cosas estaban
compuestas por dtomos, los cuales son fisicamente indivisibles, ——
sostenian que los 4tomos siempre han estado y estardn en movimien~
t0 y que entre cada wno de ellos habia espacio vacfo. Demderito u-
no de los principales representsntes de esta escuela decia que no
hay ni arriba ni abajo en el espacio infinito en el cuasl se encuen
tran dichos 4tomos,

En sintesis, tanto pitagdricos como atomistas considera-
ron al espacio formade por una infinidad de elementos disconti --
mos, nientras que los eleatenses lo consideraron como un todo con
tinuo, finito en su extensién pero infinito en cuanto a su mimero
de elementos,

Ta obra de Parménides deja el terreno listo para que uno
de sus disc{pulos mds amados, Zenén de Elea, formule sus céledbres
paradojas, que vendrian a poner en crisis la ciencia y la filoso-
fia de los griegos.
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ZENCH DE ELEA

Zendn al igual que Parménides, es originario de Elea, =
Su nacimiento fue hacia el afio 489 y 1la flor de osu edad (40 afios),
hacia el 449, justamente hacia la mitad del siglo V a.c., época en
que la ciudad de Atenas alcanzaba su mds alta prosperidad miblica.

Zenén fue considerado en su época como un hédbil y eficaz
pedagogo y parece que Vivid y enseflo’ en Atenas durante algin perio
do de su vida., DPor todo ls anterior podemos deducir que Zendn 1le
vd las ideas de 12 escuels de Elea hasta Atenas, dejdndose sentir-
le influencia de estas ideas sobre muchos pensadores de la Elade.

Platdn atribuye a Zenén una sola obra, en la que &par@e—
cen sus célebres Phradojas. Dicha obra de cardcter diasldctico te-
nia como prineipal finalided la defensa de la teoria parmenideana~
de un todo continuo; sin embargo, al mismo tiempo destrozaba las =
tesis contrarias en las que el tiempo y las magnitudes estaban for
medas por unidades indivisibles.

Zen6n enriquecid la doctrina de Pprménides haciendo ung-
exposicidn sistemdtica y accesible de la versidn altamente inte——e
lectual y minoritaria de su maestro; por lo tanto si é&ste fus con-
siderado como el fundador de la escusla de Elea y como hombre vene
rable y temible, Zendn tiene el mérito de sistematizar y populari-
zar su obre permitiendo, de este manera, la perpetuacidén indiscuti
ble de su doctrina.

A pesar de le enorme influencia que ha tenido en la mate
mftica y en la filosoffa el pensamiento de Zendn,..su obra estd ca-
i completamente destruids y sdlo a través de las versiones de sus
comentaristes y criticos nos he llegado el contenido de ellaj sin-
embargo, diches versiones quizd no reflejan con toda exactitud el—
pensgmiento del eleats,

-
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Zendn con sus grgumentos hace temblar la estructura del~
pensamiento antigue, Dichos argumentos jamda fueron anulsdos en -
ls antiglledad y s0lo bajo un enfoque moderno de la nocidn espacio-
tiempo pudo ahularse por completo la argumentacidn del pensador de
Elea. En las paradojas de Zendn aparecen de una manera implicita-
los conceptos de continuidad e infinité¢simal y son el punto de par
tide para el posterior desarrollo de estos conceptos, por lo que -
es necesario para.este trabgjo exponer el contenidoe de dichas para
dojas.

Estas paradojas han llegado hasta nosotros a través de -
la obra de sus comentaristas y criticos, principalmente Aristéte--
les que en su obra "Ia F{sicg" hace alusidén a las cuntro paradojas:
¥Dicotomfa®, "Aquiles y la Tortuga", "Ia Flecha" y "El Estadio"., -
En segulda expondré ung interpretacidn a 1l versidn gque de las pa~-
radojas aparece en dicha obra del gran fildsofo de Estagira:
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"DICCTOMTAY

"En el primero la imposibilidad del movimiento estd saca
de de lo siguiente: el mdévil transportado debe llegar a la mitad -
antes de llegar a su término" [1] Pdg. 660.

Por lo tanto podemos recorrer un mimero infinito de pun-—
tos en un lapso de tiempo finito. Esto lo podemos ver grdficamen-
te en la siguiente figura; antes de recorrer la totalidad de ung =-
digtancia AB, tendremos que recorrer su mitad ACy pero para llegar
a C, tendremos que llegar al punto medio de AC que es D, Y asi se-
guiremos hasts el infinito. Por lo que ya que existe un mimero in
finito de puntos en un espacio dado, no podremos cruzarlo en un —-
tiempo finito,

>
- N
To
0n
4 O

-~

Pg. 1

"AQUILES"

"El gue corre mf's despacio -en una Cerrera no serd alcan-
zado por el que corre mds rdpido, puds el que persigue al otro de-
be siempre comenzar por alcanzar el punto de que ha partido ya el-
fugitivo, de manera que el mds lento posee siempre uns ventaja"[ﬂ]
Pag. 660,

En esta poradoje conocida como la carrera de Aquiles y =~
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la tortuga, Aquiles tiene que alcanzer primero el lugar en que la-
tortuga empezd la carrera; en este tiempo la tortuga hobrd recorri
do un pequefio camino, Aquiles tendré que recorrerlo y entences ln
tortuga estard adelante. Aquiles estard cada vez mds cerca, pero-
nunca podrd alcanzar a la tortuga.

"LA FLECHA*

®gi todo ser estd en un instante dedo en reposo ¢ en mo-
vimiento y si €1 estd en reposo cuando estd en un espacio igual a-
si mismo, supuesto que, por otra parte, lo que es trasl~dado estd-
siempre en el instgnte, la flecha en movimiento es siempre inmévil)’
(1] Peg. 660.

Este argumento contra la posibilided de movimiento a trp
vés de un espetio hecho -de puntos es que, gobre esta hipbtesis, =~

una flecha en cualquier momento dado de su vuelo, tiene que estar-
en reposo en algin punto en partioular,

"EL ESTADIO®

Sean tres hileras paralelae de puntos en yuxtaposicidn,-

A A A A A A
B B B B B B
c c c C c c
. . . - . . . Figu 2

Una de ellas B, no se mueve, niemtras A y C se mueven --
ocon igual velocidad, pero en distintas direcciones, hnsia alcanzar
la posicion de 1la figura (3)



A A A A A A
B B B B B B
c C C C c c
L] - . . - * Fig- 3

E]l movimiento de ¢ con recpeocto a A, serd el doble que -
con respecto a B; en otras pal=bras, cualquier punto dado en C, ha
pasado el dcble de puntos en relacién a A, que los pasados en rela
cién a B. Esto no puede ser, ya que un instante de tiempo corres-
ponde al pnsaje de un punto a otrao,

Existen muchaes versiones y criticas para las cuatro para
dojes de Zendén, aunque en reglidzd Aristételes y los subsecuentes-
escritores griegos interpretsron estos argumentos como falacias, =
dedicando su inteligencia a encontrar la naturaleza de ellas,

Por nuestra parte podemos decir que sus argumentos son -
correctos gi pdmitimos que cunlquier intervalo de espacio o tiempo
consta de unlnﬁmero finito de puntos e instantes respectivemente,
aghora bien, ﬁérn evitar estas paradojas si bien podemos aceptar =
que el espacio y el tiempo estdn formedos de puntos e instantes, -
necesariamente el mimero tanto de unos como de otroes tendrd que —
ger infinito en curlquier intervalo por pequefio que éste mea, carac
teristica que distingue mnl continuo,

Parece ser que el problema de Zenén era un problema sobre
el infinito y se origind probablemente del supuesto que para llegar
al final de una coleccidn de objetos tengamos que pasar revista &
cada uno de ellos, Sin embpargo nosotros sebemos gque puede conocer-
ge una coleccidn finita o infinita sin necesidad de conocer a todos
¥y cada uno de sus elementos.

A partir de que Cdntor liberd a los conjuntos infinitos
de sus aparentes contradicciones estas han podido aceptarse sin -



17

ningdn prejuicio, as{ como las series cuyos términos no son con-
secutivos, lo cual nos permite trabajar con el tiempo y el espa-
cio como un conjunto infinito de elementos, tales que entre dos -
cunlesquiera de ellos siempre existird un mfmero infinito de ellos,

Aristételes reconocid la gran dificultad de exponer el g
rigen oculto del error légico contenido en estas paradojas., EL li~
Bro sexto de su fipica est{ dedicado a la discusién de las nociones
sutiles de contimuidad e infinitud. En realidad la Pisica, que cons
ta de ‘9 1libros, estd dedicade en su totalidad a la discusién del-
novimiento, divieibilidad, continuidad, infinitud y el vacifo, Fs -
importante analizar la critica de Aristdteles a los argumentos de
Zendn, ya que durante 2000 aflos, dicha critica ha servido como pun
to de partida, junto con la de Platdn, para la discusién filosdéfi-
ca del problema,

CRITICA DE ARISTOTELES.

Para Aristdteles la via del conocimiento son los senti-
dos, esto es, para €1 el contimuo es un problema f{sico, a cuys so
lucidén podemos llegar a través de los sentidos, encontrando la in-
tima relacidén que existe entre sus elementos; por lo tanto, existe
my poca abstraccidn y uso de la imaginacién en el andlisis que ha
ce de este problema, Aristételes distingue tres conceptos en el si
guiente pirrafo:

®, e continuo es aguellso ocuyos extremos son una sola co-
sa; el contacto se halla donde los extremos existen simultaneamenw
te$ lo consecutivo es aguello entre 1o que no hay ningin interme-
dio del mismo género, entonces es imposible que una cosa continua
conste de partes indivisibles, por ejemplo, que una linea esté he-
cha de puntos”[1], pdg. 647.

Bn otra ﬁa;fte de su ffsica, Aristételes expone 108 ar=—-
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gumentos por medio de los cusles concluye que la linea no estd he~
cha por la unidn de puntos:

"phora, si los términos “continuo®, “en contacto" y "en~
sucesién" ge entienden como fueron definidos anteriormente (pfrra~
fo anterior), nunca lo que es continuo puede estar formado por in~
divisibles, ea decir, upna 1¥nea no puede estar formada de puntos,
ls 1lfnea es continua y el punto indivieidble, porgque los extremos-
de dos puntos no pueden ser ni de uno ni de otro.”

vademfs, ai la cosa continus estd compuesta por indivi-
sibles puntos, emtos puntos tienen que ser contimos o en contao-
to con otro y el mismo razonemiento se aplica en el caso de todos
los indivieidles. Ahora, por e¢l razonamiento anterior, ellos no -
pueden ser continuos, Y una cose estd en contacto con otra aélo -
si el todo estd en contacto con el todo o una parte con el todo -
o una parte con una partej pero ya que los indivisibles no tienen
partes, ellos estdn en contacto uwno a otro como todo con todo. Y
gl estdn en contacto como tode con todo, ellas no serdn continuas
porque para que sean contimas deberdn poseer partes extrafias las
unas & las otras, es detir, que estén separadas en cuanto al lu-

gar."{t], pde. 648.

De la misma manera, y también en su Ffeica, Aristdteles
scatiene que el tiempo no estd formado de indivisidbles instantes,

"Dado gue toda magnitud puede dividirse en magnitudes-
(porque hemos probado que el continuo no puede constar de indivi-
sidbles y toda magnitud es continua), el mds ydpido de dos tiene -
que moverse una distancia mayor en igual tiempo y en menor tiempo
una distancia igual y también en menor tiempo una distancie mis -
grande®,

"Ya que todo movimiento se realiza en el tiempo y en to-
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do tiempo hay posibilidad de movimiento y toda cosa movible puede
moverse mds rdpido y también mds lento, entonces puede ocurrir en
canda tiempo el movimiento mds rdpido o mde lento. Si esto es asi,
entonces ¢l tiempo es continuo, ya que ea divisible en partes di~-
vigibless.ess"

*Por lo tanto, la continuidad del tiempo y la magnitud -~
serdn correlativas, porque en la mitad de tiempo yo pesaré sobre -
ls mitad de distancie y, en general, en menor tiempo menor distan-
cia, ya que tiempo y distancia tienen la nmisma divisidén; y si uno-
de log dos es ilimitado, el otro también lo es,...Por esta razdén -
los argumentos de Zendn asumen una falsedad, que un ilimitado no -
puede vizjar sobre otro ilimitado a lo lergo de todas sus partes,
o tocar-un ilimitado, en un tiempo finito; porque longitud asi co
mo tiempo y, en general toda cosa continua, puede considerarse i-
limi tada en un doble sentido, a saber, con respecto al mimero de
divisiones 0 con respecto a las distancias entre los extremos fi-
nales.”[1)pdgs. 649 y 650,

Esta critica pe refiere evidentemenfs a la paradoja de =
*Aquiles®, donde existe el peligro de modificar en nuestra mente -
las condiciones actualmente existentes, estando en peligro de to-—-
mer la distancia entre Aquiles y la tortuga como decreciente y daw-
do un ilimitado ndmero de divisiones, donde el tiempo para atrave-
sar esas subdivisiones sucesivas es el mismo para cada una de ellas.
Ello resulta debido a la ilimitada divisién de una distancia finita
y una ilimitede acumulacidn de intervalos de tiempo finitos. El pro
blems anterior visto desde un punto de vista moderno constiiuye —
una serie convergente de intervalos de tiempo., Una distancia fini-
ta es recorrida en un tiempo finito,

‘ Ios argumentos de Aristdteles sobre Aquiles y la dicoto-
nfa son los mismos, y habla de ellos en otras partes de su Fisica,
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Puesto que wna lfnea no puede estar formada de puntos, no puede -
ger subdividida realmente en puntos. Surge aquf el concepto de in-
finito potencial, en contraposicidn al de infinito actual,

Esto lo vemos sgeflalado con mayor intensidad en el siguien
te pdrrafo: "la continua biseccidn de una cantidad es ilimitada,--
por lo tanto lo ilimitado existe potencialmente, pero de hecho mun
ca alcanzado".[1], pdg. 611,

Aristételes admitfa en el mimero lo infinito edlo en po-
tencia y no en acto, por la imposibilided de recorrer o rumerar 1o
infinito, ya que si consideramos infinito a algin nimero, siempro-
es posible penser otro mayor que él, Por lo tanto, la infinitud pa
ra Aristdteles no estd en algin mfimero concreto, sino en la serie~
de mimeros mismos, esto es, en la posibilidad de superar siempre -
por adicién todo mimero dado.

Sin embargo, al tratar el nroblema de la divisidn del -
tiempo en el "antes® y el “despuds®, Aristdételes introduce un "1i-
mite temporal", lo cual,implica la infinitud del tiempo a trawds -
de un proceso de divisidn, cuestidn gque aparece ya en la dicotomfe
de Zendn, pero no reconoce el infinito por adieidn, sino como pro-
ceso inverso al infinito por divisién., Iuego entonces, Arietdteles
sdlo acepta el infinito por adicidn, no como acto, sino como proce
so inverso al de la divisién infinite y sin gue su infinitud pueda
nunca sobrepasar le megnitud finita de su totalidad,

Partiendo del proceso de divisidn, que el estagirita con
cibe como recorrido infinito hacia lo infinitesimal, obtenemos la
giguiente serie:

(172, 1/8, 1/8) eeveeosnccsnsesssl/2M)

Vemoo en esta serie que aunque‘tiende a lo infinitesimal,
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nunca llega a agotar lo infinito, habiendo siempre mfs alld de to
da cantidad pequefla una cantidad menor, ya que lo continuo no pue
de ger nunca indivisible ni const-r de elementos indivisibles, -~
Por lo tanto Aristdteles no puede partir del dWltimo elcmento de -
estn Berie, ya que no existe, rara foramnr por vie e adicidn, le-
gerie infinite inversa, lo que hace es vroceler de une menera pa=
relela a la serie resultante ‘e la dicotonfa presentada nor Zendn
de Elea, por lo tanto oi la serie de Zendn es:

1/2 - 1/4- - 1/8 - 1/16000000--

Ia férmula de la correspondiente serie de Aristdteles -
serd:

12 4+ 1/4 + 1/8 + 1 /1600000000

Vemos pues que aqui el proceso de adicién es infinito -
potenciglmente, ya que depende del proceso divisorio, pero el re-
. sultado es finito o menor que uno., (M-gnitud total sometida al -
proceso divisorio y tendiente infinitamente al limite 1),

Aristételes al igual que Platén, acepta la distincién -
entre los infinitos por adicidén o multiplicacién y vor sustrac—--
cidén o divisién, estableciendo asf ' una distincidn entre el infi-
nito de las megnitudes y el infinito de los mimeros,

INPIRITO DE LAS MAGNITUDES: Aqui Aristdteles acepta el-
infinito por divisién, mientras que el infinito por adicidén sdlo-
88 aceptado como proceso paraslelo al anterior, obteniendo siempre
un resultado inferior a la unidad.

INFINITUD DE 1.0S NUMEROS: Aqui el fildsofo de Tstagira-
acepta el infinito por adicién o multiplicacidn, pero por divi-—-
sidn tiene como 1fmite a la unidnd indivisible,
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Parece pues que Aristételes estd a punto de aleanzar un
concepto de mzgnitud mstemdAtica que sea al mismo tiempo contirmua-
(infinitemente divisible), e infinitamente aumentsble, pars ld-——
grarlo era neceserio unificar los dos conceptos -le infinito cita-
dos anteriormente; sin eabargo, ¥ a pesar de que acenta en €l e
tiempo el doble infinito (por multiplicacidn y por divisién), no-
puede llevar a cabo un» unificacidn, ya que a esto se oponen dos-
motivos de orden filosdfico; el concepto de individuo como base -
de la materia y forms y la limitacidn de toda magnitud extensa.

Como ya sabemos, existen grandes diferencias entre la -
filosofia aristotélica y le sostenida por la escuela pitagdrica y
Pletén. A continuacidn mencionrremoe dos de ellas, las cuales in
fluyeron grandemente en ei concepto de infinito y en el desarro~w
1llo de les matemdticas y que son: el idealismo pletdnico en conee
traposicidn al sensualismo del fildsofo de Estagira y le importan
cia que les metemdticas tenfan para Platén,

El sensualismo de Aristdteles quedd ya sentado en pdgi-~
nas enteriores; ahora para exponer en pocas palabras el idealismo
platénico, heredado en la escuela pitagdrica, citaremos un pdrra-

fo que aparece en su didlogo Teeteton cuando Platdén nos dice por-
boca de Séerztes:

&;a ciencia no reside en las sensaciones, sino en el ra -
zonampiento sobre lags sensaciones, ruesto que, segdn parece, sdélo-
por el razonsmiento se puede descubrir la cilencis» y la verdad y -
es imposible conseguirlo por otro rumbod, [ra y Pdg. 330,

En otra parte de este mismo didlogo, Platdén va mds alld
al considerar a las ideas como objetos que podemos conocer ain ~
sin la intervencién de los sentidos, heciendo usc exclusivamente-
de nuestra razdén, en efecto nos dicg:

"Séerates,- Ademds me hes hecho-un servicio dispensdndo



23

me de une larga discusidn, si juzgas que hay objetos que el alma-~
conoce por s{ mismg y otros que conoce por los drganos del cuer—-
POsse

Teetetos,~ Pues bien, yo pienso como ti.

34crates.~ ¢En cial de estas dos clases de objetcs colg
locas al ser? porgue es lo mfa comin a todas las cosas,

Teetetos.~ Le coloco en la clase de los 6bjetos con los
que el alma se pone en relpscién por si misma" EIﬂ Pag. 329,

Esto es: las entidades absolutamente reales, las formas
e ideas, las concibe Platén como independientes de 1l percepcidn-
¥ susceptibles de una definicidn absolutamente precisa, conside--
rdndolas eternas e inmitables,

Por otra parte, Platén concedid primerisimo lugar al esg
tudio de 1ns mgtemdtices y en particulsr en la geometria, como 1o
comprueba la frase grabada en el pdértico dé su academia:’®No en--
tre aqui, quien no sepa geometria",

El maestro IMrancisco Zubieta reeslta un pasaje de la Re
miblica, donde Platén nos dice su ppinién sobre la geometrfa: ——
"Ciencia que atrae el alma hecia la verdad, forma en ella el espf
ritu filoséfico, obligandola & dirigir a lo alto sus miradas..."”
f17 Pdg. 73.

Dedido al idealismo platdnico y a la importancia tan ~--
grande que el fildsofo de la academla da a las mrtemdticas, sur--
gen entre sus discipulos matemdticos que contribuyeron a enrique-
cer la geometria, apareciendo la teor{a de lr proporcidn de Eudo~
xio y el método de exhaucién, atribuido a este micmo personsje y-
que estdn contenidas dentro de la obra cumbre de la geometria ——-
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griegan “"Los tratados de Euclides",

En los siguientes capitulos de este trabajo se expondrd
el contenido de estas dos teorias, asf como su relacidén con algu-
nos pensamientos de la matemdtica surgida posteriormente,



CAPIIULO IX

TEORIA DE LA PROPORCION

INTROIICCTON :

En este cgpitulo trataremos la teoria de la proporcidn,
atribuida al célebre matemdtico Endoxio, aungue ya habia sido de-
sarrollade con anterioridad a é1 y se dice que la aplicaban en la
aritmética, la geometria y la misica.

Babilonia y Egipto son los lugares donde se origind la-
teor{a primitiva de la proporcidn y fue la escuels pitagdrica, --
que tuvo contasto con estos pueblos, la encergada de introducir -
su uso en Grecia, siendo ¥nicamente aplicable & m-gnitudes conmen
surables,

, En efecto, Sir Thomas Heath nos dice: Mes cierto que --

los pitagéricos ya habian trabajado con tal teoria observendo los
mimeroe que ellos entendian como conmensurables y niémeros enteros
pares". De este modo sabemos que los pitagéricos conocian tres -
medias: la geomdtrica, la aritmética y lo media orménica. Ia me-~
dis geométrica era llamada proporcién por excelencia [5] Pdg, 112,

Ahore bien, se atribuye también a los pitagdricos el ~-
degcubrimiento de las magnitudes inconmensurables, lo cual anula-
ba su teoria de la proporcidn o, al menos, la limitaba grandemen-
te. Surge entonces la figura de Budoxio, que sienta las bases =~-
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para une teoria de 1la prororcidn que funciona la mismo para lss -
magnitudes conmensurables, como para less inconmensurables.

Tannery, haciendo un comentario a lo anterior, nos dice:
"Ia teori: de lae prororciones y el principio de similitud, toms-
en lot inicios de le geometria griega un aspecto mds primitivo we
cue el que tiene con Euclides, pero que a consecuencia del descu~
brimiente de los inconmensurables, el trato del tem-» fue fundamen
talmente remodelado en el periodo entre Pitdgoras y Eudoxio", —=
(5] Pde. 113.

CONCEPTC PRIMITIVO,

Resultn interesante exvoner cual era el concepto de pro
porcidn que se usaba entre los griegos antes de Eudoxio y para eg
to resaltaremor que dicha concepoién descpnseba en el supuesto ~-
que ne existen cantidades inconmensurables, Esto es, en su senti
do primitivo, lo palabra Iogoe sdlo fue usada como relacidn entre
conmensurables. Sir Thomas Heath nos dice: "que este fue el pri-
mitivo significado de Logos, ectd probado que el uso de To0gos pa-
rs lo inconmensurable, que significa irracionsl en el sentido de-
no tener razén alguna pars ser tomado como racional) [5] Pég. 117.

Buclides nos expone en su libtro X el método por el cual
obtenia 1t razén o megnitud relative de dos cantidades conmensurg
bles, enseguida expondremos dicho método que, de hecho, nos dice-
como encontrar la mfxima medida comin entre dos magnitudes.

Senn A ¥y B les magnitudes conmensurables, donde A es ma
yor o igual que B, entonces tomemos de A una mergnitud igual a B,-
qued4ndonos un residuo, tomemos de éste otra magnitud igual a B,-
v asi sucesivemente, hasta que Ybtengamos n residuc menor gue B,
1lanémosle B, tomemos de B tantas magnitudes igurles a R como sea
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neceserio, hesta encentrrr R', residuo zenor que W, Teritiendo -
el nroceso para R y R' y nel sucesivemente h-ate enccntror un re-
giduo Rn que estd contenido un ndmero exmcto de veces en el resi-
duo anterior B* 1.

Calculemos el mimero de veces gue el Yltimo residuo se-
encuentra contenido en A y en B; pudiendo expreser lz razdén de A-
& B como la razén de un mimero a otre, Para mayor cleridnd nre--
sentamos el siguiente ejemplo en el cue se aplica e’ método ante-
rior: .
Sea A igual a 27 unidedes arbitrarisg y Ba 12 unide-=-
des, tomando B sobre A dos veces, obtendremos al final un residuo
R igual a 3 unidedes, en seguida tomemos sobre B cusiro veces a -
R; como no tenemos residuo, verecos que Rn=3 ¥y que dicho residuo-
cabe en A mueve veces y en B cuatro, por lo que la razdén de A y B
es igual a la razén nueve a cuatro!

-

-
5

A _
B 4

Dicho procedimiento ee sigue utilizendo en los textos -
modernos para encontrar m.c.d. entre dos mimeros y por un rrocedi

miento andlogo, tambien el m.c.d. para pclinomios.



28

WAGUITUDES INCOMVINCS RABTES,

Es clcro que ya los pitaréricos conscian z=ignitules in-
conmensurnbles y que en tiemvos de Pl-tdén dichna mrgnituies ce co
nocien y estudi~bon en Atenas, Como vprueba de lo =nterior dire-—=-
mos que en el Teetetos, este personaje explica n Sécretes como —-
Teodoro de Sirene ensefiaba dichos concentos entre sus discinulor,
En efecto, en dicho didlogo se dice que las raices de tres y de -
einco no son conmensurables en longitud con la de uno, continurn-
do aei hasta llegar a la de diez y siete.

También citaremos una demostracidén de 1a irrecionalid-d
de la disgonal de un cundrado con respecto al lado del miszo, ——-
atrivuida a los pitagdéricos y como consecuencia del teorems del -~
miemo nombre, en efecto:

Consideremos un tridngulo rectdngulo isdsceles, cuyos -~
lados iguales sean de longitud uno en algdn sisteme de medida, el
largo de le hipotenucsa estard dado por la siguiente relacidén:

x=‘12+12.'= \Y—E‘ (1)

Supongamos a X mimero racional, o sea, cornmersurnble ~—
con la unidad, esto es X = m/n (con ¥ y n enteror prizcs reletie-—
vog).

Sustituyendo X por m/n en (1), obtendrenos que:

n/n =‘ 2 por lo tanto
m2/'n2 =2 por lo tanto
=220 (2)
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Dor lo anterior tenemos nue m2 es par y mor lo tanto m
es rsxTy Y7 que m es p+r nodexor renresentsrlo por 2r. Sustituyen
do en {2) tenemos:

2 o)
(2r)° = 2n° 4r° = 2n®
z 2
2r° = n" n es ==r yn es par

B0 IS

Ya que suvusimes cue m ¥ n eren vrimos reletivos y pore
otwrz perte, se demostrd ocue tanto m como n son pares,

T+ CRITIS

Como consecuencia de la apnricidn de los inconmensura-
bles no sélo 1l teorfa de 1lrs pronorciones, sino toda la estructu
re mrtemdtica griega se estremece y emeneza derrumbarse, surgien-
do la necegidad de crear una teorin de la provorcién, independien
te de 1+ conmengurabilided de lns centidades,

En efecto, vera sue el vroceso descrito anteriorments =
dé resultado, es necesario encontrar una prrte alicuota comin B -
A y B (dltimo residuo obtenido en el procedimiento), tomando a eg
ta psrte como une rnueve unidad, siendo A y B miltiplos de la uni-

' dzd comin de esta manera obtenida. Sin eamb~rgo, al aparecer las-
- ~~gnitudes inccnmen=urables entre s{, el proceso de dividir un re

riduo entre su predecesor se prolonges hasta el infinito, surgien—

| Go de estr menera le necesiird de aceptar el proceso de divisidne
- nfinita,.

Hemor dicho que 12 rarte alfcuota comin a las megnitu——

. iz2 A ¥y B es tomdn como unz nueva unidad, unidsd de la cual A ¥
> sor. m*1ltiplos, entorces, al svrgir m-gnitudes en las que el pro

czzo divisorio se prolonga h-sta e! infinito, surge la imposibili
.#d de obtencr dich- unid-d, immosibilidad que afecta inclusive =




los principios ontoldgicoc del universo griego. En otras vala——
bras, al desaparecer la rosibilidesd de obtener un» unided comin -
rora magnitudes arbitrarise, no adlo 1r teoris primitiva de les -
nropurciones cueda en ertresicho, sino cue los fundamentos filosé
ficos de 1la mrtemdtices griega se estremecen, surgiendo la necesi-
d7¢ de adecurr la teorim ‘e las pronorciones a estos descubrimien
tos,

DERITICICN DT TROPORCION DE EUDOXIO

la teoria de ls nroporcién de Eudoxic aparece en los ——
Elementos de Ruclides, obra inmortal del pensamiento griego. El
libro V de dicha obra nos hnhlas de las proporciones entre magnitu
des en zeneral y el libro VII hece referencie al ceso particular-
de los rndmeros, Al analizar les definiciones que ansrecen gl ——
principio de estos dos libros narece gue el libro VII no es sino-
uns reveticidn del libro V, considerando a los mimeros como una -
especie purticular de mrznitud, Xn efecto, Aristételes asi 1o —-
hace, cuendo dice: "No pueies adoptor el método nritmético de —
prueba a los nropie'ndes de magnitudes, si lers megnitudes no son-
mimeros" D], Pdg. 362,

Tudoxio modifica la teoria de les proporciones para —
kacerls funcion-r indistintamente entre les mngnitudes conmensura
bles e inconmensurables., Ie rarte fundemental de dicha teoria se
enc.en‘rz contenii- en 1n definicidn mimero cinco del libro cinco
cuyo enunci~do es el siguiente:

"Dicese que la razdn de una primera megnitud & una se—
funis, es iguel s 1la de une tercera a une cuerta, cuando la prime
rz y lercero iguamente multirlicajas o al mismo tiempo superan,
0 al miszo tiempo son jjuples o al mismo tiemro son inferiores ——

que lre segzindns y cu~rias igualmente multiplicedas” (SJ, Pdg, ~-
114,
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Esto significa en notacidn moderms que:

to=¢ sti¥m nf(a7n-B & 0-CuD) 6 (mh = 0B & meC = neD)
B D § (meA<n+D & m+C <n.D)]

Fudoxio se encuentr, en posibilidades de dar esta defis
nicidn gracias al llamado Axioma de Arquimides, que en los libros

de Euclides aparece antes de dicha definicién en 1la forms de la -
definicion 4:

"Dicece que dos magnitudes tienen razdn entre si, cuando
7
cada una puede ser multiplicada en modo de superar & la otraf

I esta definicidn Fuclides hace posible comparsr dos -
magnitudes, sean conmensurables o inconmensurables entre ef, por-
lo que ya no eg necesario que exista una parte alicuota entre las
magnitudes & comparar y haciendo posible 1la definicidn einco que-
viene a ser, de hecho, el criterio para determinar cuando uncg ~-
magnitudes estdn en proporcidn y que es por lo tanto, la parte --
esencial de la nueva teor{s de la proporcidn,

CRITICA X ESTA DEFINICION

Es obvio que esta definicidén a la vez que ha sido une «
de las m€s imrortantes en los Elementos de Euclides, tamubidén ha -
sido una de las mds criticadas por muchos de sus lectores,

A continuacidn expondremos algunas de las objeciones --
de que ha sido objeto dicha definicidn, que como mencionemos ente
riormente, es la que contiene la parte medulsr de la teorfia de --
lag proporciones: \

1,~ No estd demostrado gue el predicado de 1la definiee
cidn estd en concordancia con la coas definida,
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Aqui tenemos que aclarar que existe una diferencia ernwe
tre lo que es uns definicidn matemdtica y 1o que es une defini——-
cidn filogdéfica; para hacer dicha acl-racidn recurriremos a ———--
Bertrand Rusell, gque nos dice: "Es necesagrio darse cuenta de que-
la definicidn en matemdtica no significa, como en filosofia, un -
andlisis de la idea a definirse en idegs que la constituyen. Es~
ta nocidn, en todo cano, es aplicable a los conceptos, mientras -
que en mstemdticas es posible definir térrinos que no son concep-
tos® [14] , Pdg. 413.

Mas sdelnte nos dice: "Ia definicién mntemdtica conaig
te en indicar una relscion fija, resvecto a un término fijo, de -
la cusl sélo un término es susceptible; entonces este término es-
definido por medio de la relocidn fija y el término fijoees' ~—-
[14] , pdz. 414,

En este caso el término f£ijo es un conjunto ordenado de
cuz tro mignitudes: A, B, C, D, ¥ la relacién fija consiste en que
dados los miltiplos de A estos deben estar en le mismg relacidn -
- de orden con los mﬁltiplos de B como los correspondientes milti=—
- plos de de C lo estdn con los m{ltiplos de D, Esta relacidén y es
- te término fijo vienen a definir un nuevo concepto al que puede-
. llamarse "la misms razén”,

2.~ Dicha definicidn es demagiado obscura y pesada, por
1o que Euclides no pudo pretender que fuese aceptada de un modo -
:_nntural, después de haber sido percibida al observar magnitudes -
‘- similares o disfmiles,

_ Para refutar esta objecidn podemos decir que la menor o
‘moyor dificultad que preserte unn definicidén para entenderle no -
“le reste validez. Por otra parte este argumento corece de funda-
'mento, ¥e que ai lep definicién porece obscurs dicha obscuridad se




33

debe a la obscurided inherente de los inconmensurzbles y a las di
ferentes interpretaciones que de ells se han hecho,

Adends, podemos wer que la definicién de Fuclides es -
une consecuencia fdcil y natural de ls percepcidn fundamental que
surge al estar entre figurae que se nueden comparar en mognitud,

Para ilustrar lo enterior, De Morgan nos de el siguien-
te ejemplo:

"Sea uns columnata formada por colummas equidistantes y
une. hilera de barandilles equidistantes también, colocadas enfren
te de la columnate; supongamos que la distancie entre cads par de
columnas (C) es distinta a la que hay entre cada par de barandi--
1las (B) y que dichas distancias son conmensurables 6 inconmensu=
rables entre =i, esto es, que un mimero determinado de borandi---
1las puede estar contenido o no, en un n¥mero determinedo de co--
lumnag,

4 % ¥ 3 & L Y B

Entonces, si la construccidn puede ser llevada a cual--
quier extensidn, podemos comparar por inspeccién C con B a cual—
guier grade de precisidén, por ejemplo si la décimm barandilla es=-
t4 entre la cuarta y la quinta columna, tendremos que:

4¢ <108 { 5C
YnC< B < C
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S8i queremos obtener unz 24s exscta relacidn nodemos to-~
mar una diezmiléeim= bozrandillo; sunongaros que éeta se encuentra
entre la 4674 y 4675 columnza, por lo tanto:

‘lﬂ’l//aooo C4& B <K 4e1s/10000 d

Podemos observar gque nuestro grado de exactitud no tie~
ne limite y que la razdén de B a C estard determinada cuando el or
den de distribucidén de las barandilles sobre las columnas estd ~-
ggignado ad infinitua,

Por otra perte, podemos ver que cualquier alteracidn, -
Tor pequefia que cea, entre ls distancia de las barandillas afecta
el orden de distribucidn; supongamos por ejemplo que existe una -~
alteracidén de un mildsimo de la distancis entre lns columnes, en~
tcnces l2 segunda berandilla estsra 2/1000 adelante, la tercera -
3/1000 y asi sucesivamente, nor lo que después de 1l» barandilla ~
mil no terdrd el mismo orden con respecto a las columnss,

En seguide haremos un modelo de 1z construccidn ante-—-
rior en el que ¢ serd la distancia de 1lrs columnas y b la de las
berandillas. Sin necesided de la definicién de proporcién, pode~
mos asegurar que C y B estdn en la misma razdn que c y b, siempre
y cuendo el modelo esté correctamente formsdo, En efecto el he~-
cho de que el mode o esté correctamente formedo implica que siem-
pre que mC exceda, iguale o0 sea menor gue nl, entonces al zumen~-
tar o di=zminuir la escala del modelo necesariamente mc excederd,—
igualard, o serd mencr gque nb, Vemos pues que siempre que la w=—
n-ésima columna aparece antee, enfrente o despuds de la n-ésima ~
barandilla en el original, la n-ésima columna necesariamente apa~
recerd antes, enfrente o después de la n~€sima barandilla en el -~
nodelo del original,

Asl es posible darse cuenta en el modelo de que la dis~
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tribucién de las barandillas respecto a las columnas queda desori
ta mediante 1las relaciones que entre los multiplos de C, B, b y ¢
existen, Por tanto, la razdn que existe entre las distancias a -
comparar puede cagptarse de una msnera esponténea comparando los -
miltiplos como lo sugiere la definicidén,

- 34~ No.-es posible comparar cada uno de los infinitos -
mfltiplos de A, con cada uno de los infinitos miltiplos de B.

Esta critica es, quizd, la que mde relpcidn tiene con -
la ngturaleza del presente trabajo, ya que se refiere directamen-
te al cardcter infinito de la definicién, 8i cuatro magnitudes -
4, B, C, D, son proporcionales, tendremos que demostrar gque todo-
miltiplo de A estd alineado en el mismo intervalo de los milti—-—-
plos de B, como el correspondiente miltiplo de C, estd alineado -
entre los respectivoe miltiplos de D.

Ahora bien, si regresamos al ejemplo anterior, la dis--
tribucién de las barandillas entre las columnss quizéd sea conoci-
da hasta la barandille millondsima, tanto en el original como en-
el modelo construido, esto adlo nos asegura que nuestro modelo —
construido no contiene error en una millonésima parte de la dis—
tancia de las colummas, Sin embargo, no podemos observar un mime
ro infinito de casoR y por lo tanto, no podemos afirmar la propor
cidn absolutamente.

Esta dificultad se puede superar usando métodos metemd-
ticos, tomando a cuplquier militiplo como si fuera un miltiplo en-
particnlar.

‘ En efecto, De Morgan nos muestrs el siguiente ejemplo -
en el que la definicidn de proporcién de Ewdoxio puede aplicarse,
no obstante su cardcter infinito,

Sea OAB un tridngulo de lado AB, iracemos ab une psrale
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1a a AB, enseguida tracemos Aky, A2A3, etc, igualens a OA y aaa’

a28‘3, etc, iguales a QOa, por cada uno de los nuntos obtenidog~=w=
tracemos paralelas a AB, cortdndose con 0B en byy By, ete,

\

-
..\,r
<

by

o R
f—----..-- -

1M

o A A, A, 3 ¥

Entonces podemos demostrar que bba. b253, ete, son es =
trictamente iguales a Ob y BBQ, B@BB, etc. a OB,

Conmecuentemcnte la distribucidn de los miltiplos de OA
sobre los miltiplos de Oa, estd hecha sobre unz lfnea y de OB so~-
bre los de Ob, sobre la otra.

Fl examen de esta distribucidn en toda su extensidn (el
cual es imposible), es innecesarip, ya gue por las propiedades de
las perslelas si A3 estd entrae 8y ¥ 8y B3 debe estar entre b3 ¥y
b4, porque si no, la linea A3B3 se cortaria con a3b3 o a4b4' 10 -

cual no es posible y8 gue A333 es pvaralela a ambas.

Entonces sin preguntarnos dénde estd *m nogotroa sabo~
108 que estd entre an, ¥ 8,4 Y Bm debe estar entre bn T b,q 0 =
~ s m(0A) estd alineado en magnitud entre n(Ce) y n+1(0al, entonces
> M(0B) estard entre n(0b) y n+1{0b),

Al analizar le respuesta que De Morgan da a la Yltima -
de las criticas propuestas podemos ver que ésta es superada siem-
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pre y cuando el infinito aceptado por Eudoxio sea un infinitoc po-
tencial, en efecto, al decir que A, estd entre An ¥ An + 1, Bin -
importarnos el valor de m estamces aceptandoe que nuestra figura --
puede extenderse tanto como querramos, incluso hasta el infinito,
pero nosotros sabemos que esto s0lo podemos hacerlo potencialmen—
te, pero de hecho nunca alcanzedo; tal y como Aristdteles concibe
el infinito.

En asintesis, podemos decir que las crf{ticas anteriores-
han sido amuladas y que la definicidn de proporecidn de Pudoxio --
Bupera las mismas y se convierte en una herramienta de gran efica
cia en el tratamiento de cantidades que tienden a lo infinitesi--
mal, como veremos posteriormente al estudiar el metodo de exhause
cién atrituido al mismo personaje en el gue juega un pspel bastan
to importante.

A continuacidn veremos de una manera breve la Teoria de
la proporcién de Dedekind, asi como sus concordadciae con la defi
nicién de Eudoxio.



1A DEFINICION DE PRO™PCION DE EUDCXIO Y
L4 TEORIA DE DEDEKIND

Richard Dedekind, mmestro en la Escuela T4cnica de
Brunswick durante treinta y un afies, construyé una riguross teorf
a de los racionales, contenida en dos pequefios libros: STETIGKEIT
URD IRRATIONALE ZAHLEN Y WAS SIND UND WAS SOLLEN DUE ZAHLEN weww=
{Contimidad y Wimercs Racionales y la Naturaleza y Medida de loa
Mimeros), Este trabajo proporciona la fundamentacidén pursmente -
aritmética y estrictamente rigurosa de los numeros racionales,

Ia parte medvlar del trabajo de Dedekind es el concepto
de cortadura, gue define de uns nueva manera a 10s ndmeros reales
¥ que como haremos resaltar, tiene una extraordinaria similitud -
con la %teorie de las proporciones de Budoxio, que ya hemos visto-
con anterioridad.

En seguida expondremos lo teorfa de los mimeros irracio
nsles, debida al célebre matemdtico alemdn, para resaltar a conti
muacién lae coincidencias entre su obra y la de Eudoxio., Iicha -
teoria se encuentra contenida en el primero de los libros citados
con anterioridad,

Dedekind comienza aceptando a la unidad y que los mime~
08 naturales son una consecuencia del acto de contar, definiendo
a cada entero, distinto de la unidad, por su inmediato precedente.
En seguida introduce la suma y la multiplicacidén como una combina
cién del mcto de contar en un solo acto,

Al introdueir las operaciones indirectas, resta y divi-
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sidén, surgen los mimeros negativos y fracciones, que son un pro--
ducto de la mente del hombre, Todo este simtem,y de mimeros reCi-
be el nombre de nimeros racionsles, denotdndolo por R.

Dicho conjuntec cumple con lzs siguientes propiededes:

1) Sean a, b, c€R entonces s8i a < b y b< ¢ tendremos
gue a0 '

2) 8 a, PER y a¢b entonces existen infinidad de -
mineros que estdn entre a y b,

3) 8. & es cualquier racionzl, entonces todos los racip
nales quedan divididos en dos conjuntos A4 y Ap ta--
les que svi 8,€ A, entonces a1Sa ¥ 8i ap € Ap entonces
a2>a; podemos ver que todo mimero de A4 es menor ~-

~que todo mimero de Ap.

Al comparar Dedekind a R con los puntos de la recta, ha
ce notar que a todo mfmero recional le pademos hacer corresponder
un punto en la recta, de tal forms que s8i a, b, son racionsles a
los gque corresponden los yuntos p y q respectivamente, entonces -
si a { b tendremoe que p estar{ a la izquierda de q,

Sin embargo hace notar la existencia de mimeros irracio
nales (demostrada desde tiempo de los griegos) y, por lo tanto, -
existen puntos en la recta que no tienen sus correspondientes mi-
meros recionales, Entonces de uns manera semejante a como se de-~
finieron los mfmeros fraccionarios y negativos, define los mime--
ros irracionales por medio de los racionales unicamente y para es
10 reesalta 1la siguiente propiedad de la rectas

»gi todoe los puntos de la recta numérica estdn agrupa-
dos en dos clases, tales gue todo punto de la primera clase esté-
a la izquierda de todo punto de la segunda clase, entonces existe
un punto y sdlo un punto que produce esta divisidén de todos los =~
puntos en dos clases, esto es la separacidén de la 1linea recta en-
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dos porciones" [3], Pdg. 11.

Esta propiedad le permite introducir el concento de cor
tadure para el conjunto de los racionales y en general para todo-
cvonjunto ordenado:

"Si ahora todo mifmero racional da lugar & una particién
del sistem~ de loe mimeros racionales, en dos clases A4 ¥y Ap, tal
que dicha perticidn tenga la siguiente propiedad: que todo a,€ 4,
cea menor gue todo ap € Ao, ¥ que Ap no tenga primer elemento, en
tonces a dicha prrticién podemos considerarla como una cortadura-
de R denotdndolo por (4q, Ap)" [3]Pdg. 12 y 13,

Vemos puee que Dedekind nos afirm: que todo racional a
produce unz cortadure diferente, sin embargo, nos recuerda que ==
existen infinidad de cortadures que no se producen por un mimero-
racional, surgiendo de esta menera los némeros irracionales, sugi
riéndonoe el siguiente ejemplo, en el que vemos la existencin de-
uno de dichos mimeros:

¥Sea D un entero positivo tal que no sea el cuadrade de
un entero, entonces existe un enteroc positivo A tal gue:

1 X <d< A+

Sea la segunda clase Ay tal que para todo a, € 4, 85 >D
¥ la vrimero clnse 3, formada por los demds mimeros racionales ~-
ay, esta particién forma unn cortadora (4q, Ao) '

Pero esta cortadure no estf producida con ningun mimero
racionsl., Para demostrarlo es necesario primero que no existe -~
ningun mimero racional cuyo cuadredo sea igual & D. Dedekind lo-
hece por reduccidén al absurdo:
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Supongamos que existe el racional cuyo cugdrado eg —=—=-
igual a D, exiaten dos enteros positivos tales que:

f_‘/u_l = D Por lo tanto
42 = Du' de donde
4. D= O
Supongamos que u eg el menor entero poegitivo tal que su
cuadradce multiplicado por D nos da el cuadradoe de un entero %,

Multiplicando la desigualdad (1) por u? y simplificando

tenemos que
aw << (el

El nimero u' = t -« Au es un entero positivo menor que -
u., Si ademfs proponemos ¢' = Du —At.

t' serd un entero positivo y tendremos

(€)= D(w) (du-AtF-D (k- Aw)

= (Dtad - 2 D AL+ A2) -(Bt% 2 puats DAud)
(Dur + AL~ D€ - DAtud)

g (22-0) - Dut (Xt~ 1)

(32- 0) (- dut) = O Y

1w 1

Ya que supusimos que U era el menor de los enteros posi
tivos que cumplfa con esta condicidn,

Entonces el cuadrado de todo mimero racional X es menor
‘0 mayor que D, Por lo tanto podemos decir que no exigte un ele~—
mento mayor en la clase Aq, ni un elemento menor en la clase A,
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Porque 8i poremos:
Yo xxte 30)
3xt+D
tendremos: -1__ e 2%t D-'x.‘)
3xt+ D

3
y también: 4 - 1) = (();;-; ,,D;)l

$i suponemos gue X es un mimero positivo en la clsse 4q,

entonces XKD ¥y por lo tanto y¥x y y2< D, por lo tanto y perte
nece a la clmse Aq y éste no tendrd un ltimo elemento.

Por otra perte si suponemos que X es un elemento de las
clase A2, entonces X2 % Dy por 1o tento Y ¢ X, YOOy Y2> D por ~
1o que Y pertenecerd tambien a Ao ¥y esta no tendrd un primer ele-
mento: y por lo tento ests cortadura no estard producida por un =
mimero racional" [3], Pdg. 13 a 15

Vemos pues que corigdures come la del ejemplo anterior-
dan lugar a un nuevo mimero &k llamado mimero irracionsl, el cusl-
queda completamente definido por esta cortadura (41, A2) de 1a 8l
guiente manera:

"Un mimero irrecional & esta definido cuando mediente -
une regleidividimos al conjunto de racionnles en dos clases Ay ¥
4> tales que todo elemento de Ay, precede a todo elemento de Ay ¥
no existe un dltimo elemento en Ay ni primer elemento en Ap, --~
la definicidn de o serd entonces como un mimero que estd entre to
dos los mimeros de A4 y todos los mimercs de Ayt [5], Pdg. 125,

Vemos puss que los puntos de la recta que no correspon~
den a los mimeros racionnles los identifice con los mimeros irra-
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ciongles & los cuales corresponde une cortadura, surgiendo de es-
te menera log nimeros irrscionales, en efecto Dedekind nos dice:

"R toda cortadura definids le corresponde un mimero ra-
cional o irracional y podemos tomnr a dos mimeros como diferentes
0 desiguales, siempre y cuando a ellos correspondan esencialmente
diferentes cortaduras". [3] Pdg, 15,

Entonces lz totalidad de todos los cortes cumple todos-
los requisitos que hez de cumplir el conjunto de los nimeros rea-——
les (los mimeros racionzles podemos tomarlos como elementos del -
conjunto de cortaduras que definen loe reales y unz cortadura que
no es racional, se designnord como irracional),

Al definir Dedekind a los nuimeros reales como cortadu--
ras de los nmimeros racionzles, previamente definidos, trata de de
mostrar que el continuo aritmético posee la propiedad de continui
dad atribuida al continuo geométrico (ountos de la recta ordena~-
dos), y por lo tanto podemos basar en €1 todo el andlisis infini-
tesimal,

Ia definicién 5 de Eudoxio y le definicién de cortadura
de Dedekind tienen variag semejanzas, les cualesz nos hacen pensnr
que ya los griegos tenian uns concepcidn de los mimeros bastante-
clara y cagi identica a la concepcidn de Dedekind.

En efecto, en ambas definiciones podemos ver que exis~~
ten diferentes reprerentaciones pars el mismo objeto mrtemdtico,-
ya que la proporcidén A/C = B/D que expresa le igualdad de dos ra-
zones, nos dice que cad2 unr de 4stas representz al mismo mimero-
real (clases de equivalencia),

Ademds, si tomamos lo ‘lefinicidn de prororcidn de Fudo=-
tio, tenemor que:
A/C = B/D
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Implica queVm y n, mimeros mhzralés, mA y mB son res-
pectivamente menores, iguales 0 mayores gue nC y nD, eato es:

mA = nC ', mB =nD
mA>nC..mB7nD
mAdnC,, moB< nd

Bi se cumple el primeroc de los tres casos existirdn dos
enteros m y n grbitrariocs, tales que:

A/C = n/m = B/D, y ror lo que A/C y B/D serdn un mimero
racional ya gue son la razdn de dos mesgnitudes conmensurables, -
Fn este caso, Dedekind nos dice que m/n lo podemos tomar como el~-
mayor elemento de la clzse izquierda, o bien, como el menor ele--—
mento de la clese derecha de la misma cortadura.

Si no se cumple el primer csso y sélo ge cumplen los ér
dos Mltimos, existirdn enteros arbitrarios m', n', " y n"

A/C P n'/m', B/D P n'/a
A/C < n"/n", B/D< n"/m"

Aqui vemos que tanto A/C como B/D estdn definidos por -
1ls mismn cortadura de los racionales, donde la clasgse izgquierda =-
estd formades por todos los n'/m' menores que A/C y B/D y, la cla~-
se derecha estard form-da por los n"/m" mayores que A/C y 3/D, -~
En este cazo A/C representen & un mimero irracionsl y no pertene-
cen ni a le clase izouierde ni a la clase derecha de la cortadura.

Por dltimo, tanto el concepto de cortadura como el de -
proporcidén, dividen al conjunto de los némeros racioneles y al de
los megnitudes en dos conjuntos ajenos, en los cuales todos los -
elementos de uno de estos subconjuntos son menores que todos los-
elementos de otro subconjunto.
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Por lo anterior podemos decir que la definicién de razo
nes iguales contenida en el libro V de Euclides y atribuida a Fu=
doxio corresponde a la definicién de numero real debida a Dede-—-
kind., Ahora bien, tanto Eudoxio como Dedekind acepten la existen-~
cia de un mimero infinito de puntos en un intervalo dado, pero =~
mientras Fudoxio considera que al comparar dos magnitudes incon—-
mensurables dicho infinito sdlo existe en potencia, Dedekind, de
hecho, 1o acepta como infinito actual al concebir a los mimeros -
reales, formados por racionsles e irracionales y que se encuentran
en correspondencia uno a uno con respecto a los puntos de 1a 1lfnea
recta,



CAPITULC IV

¥L NETODO DE EXAUCION DE EUDOXIO

ART?ECEDENTES HITTORICOS.

Para encontrer los primeros vestigios de ls teorfa filo
séfice metemdtica que llegm hasta Fudoxio y el método de Exhau~—-—
cidn, cerd necesario remontarnos hzsta los pitagdricos y Zendn de
Elea.

, ¥n efecto, el primer y decisivo planteamiento del pro=-
blems de lo infinitesimal lo encontramos en Zendn de Eleaj pese—
a que los mertemfticos griegos consideraron funestos para la teo=-—
rfa de lo infinitesimal sus argumentos, el influjo de éstos marca
la direceidn tomada por el cdlculo infinitesimal en Grecia, pu—-
diendo asf llegar al descubrimiento del Método de Exhaucién, uti-
lizado para probar una gran cantidad de proposiciones,

Sin embargo, ssbemos cue los argumnentos del éledta para
demosirar lo absurdo de la divisidn hasta el infinito, estdn dirdi
gidos contra 1- escuela petagérica, la cual sostenisa dicha teorfa
que se hallaba dominzda por el culto a las matemdticas y la teo--—
ri{z de les cosas ni-ero.

En efecto, la concepcidn de la infinita divieibilidad -
surgis como consecuencin del inesperado descubrimiento de las mag
nitudes inconmensurables, por el cual son llevados a concebir loa
nimeros irracionsles, Ahora bien, dichos descubrimientos se dan -
a medindos del siglo VI a. ¢., rues ya Hip~so de Metaponte perteng
ciente a lo generacidén posterior a Pitdgoras, habls de la inconmen
surabilidad de 1~ dingonsl del cundrado, es decir la irracionali-——
and de V2 .
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Entonces podemos ver que pnra princirios el niglo ———-
Y a.c, 1a idea de la divisién de una recta hasta el infinito y la
serie de cocientes de uno entre las votenciss de dos, era una -—-
idea bastante generalizada entre los mntemdticos griegos. El des
cubrimiento de lo inconmensurable es vues, anterior a Zenén; des-
cubrimiento que da origen a una crisis en la escuela nitasdrica,-
provocando el paso de una etapa en la que sdlo se conocen los ra-
cionales, el mfmero finito y la divieidn limitsda, a una segunda-
fase en la que lo inconmensurable exige la infinitud numérica y -
la ilimitada divieibilidad.

Entonces si bien es cierto que las dos primeras aporfas
de Zendn van dirigidas contrs la divisibilidad infinita, al asimi
larse ésta, Zendn nos hace ver en su tercera rroposicidn gque has-
ta la hipdtesis de la indivisibilidad nos conduce a la onuesta de
la divisidn infinita, ya que de existir un instante indivisible -
en é1 la flecha se encontrarfa en reposo, estando en movimiento,-
lo cusl es imposible, Por lo tanto Zendn resfirma en la tercera
¥ cuarta proposicidn su concepto de un todo continuo; entendiendo
a éste como aquello gue no consta de partes indivisibles.

Por otro lado, al habler de la irracionalidad de V2, po
demos hacer notar que la demostracién atribuida al antiguo pitago
rismo, es una demostracién por reduccidn al absurdo, es decir, de
la misme forma en que aparecen los razonamientos de Zendén, quien-
debidé por lo tanto, hallarlo ya en uso en la matemdtica eriega.

Ahora bien, la aportacion de Zenén al desaerrollo de la-
teor{a de lo infinitesinal tiene una mdxims importancia al exigir
una mayor perfeccién en las demostraciones, obligando a loc mete-
ndticos griegos a evitar la premura en el usc del infinito y de -
lop infinitesimales y, 8l mismo ‘tiempo, haciendo a un lado la con
cepcidén primitivae de lo indivisible como unidad puntual dotadis de
mepa. Al enfrentar pues, uno a otro de lon conceptos de finito -
e infinito, prineipia una nueva etape en les mrtemdticne griegns-~
que nos llevarian a la geometria de Eudoxio.
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El método de exhaucidn stribuido a Fudoxio fué la res—-
puceta de Zendn desde un wunto ‘e vintz zn-temStico, ELl mostrd —-
gue no es neceserio suponer la existenci- de lo infinitamente pe-
auefo, ya que ers suficiente para los rropdsitos de las matemfti-
cns suponar que por ls continuz biceccidn “e una m-gnitud nodamos
fin-lmente lleger e una mscnitud ten vequefia como querramos, Sa-—
cando de esta m-nera a la geometris del problema de les cantid@=-
des inconmensurables.

Andxagoras huce la primers formulacidén clegra del princi
pio infinitesimsl: "En lo pequefo no hay un minimo, sino siempre
un menor, norque lo que existe no puede ser convertido en inexip=-
tente ror 1n divisidn® ﬁ3] , Pag. T2.

Este concepto de infinitesimal, como lo que es mds pe—
guefio gue curlquier tamaflo dsdo, lo avnlicn Anaxdgoras en geome~-—
tria al probleme fundomental de su época: la cuadratura del cfrcu
lo, empleando en su solucién el método exhaustivo, duplicnndo in-
definic‘amente el mimero de lados de un polfgono inscrito o cir—-
cunscrito en un cfrculo; al mumentor el nimero de lados, la dife=-
renci= entre las superficies e lass dos figuras, se hace menor --
que cualquier magnitud aprecinble, de modo que el poligono puede-
llegrr & medir la surnerficie del circulo y se puede demostrar la=-
proposicidén de que dos cfrculos son entre si, como los curdrados-
de sus didmetros, '

Podemos ver gue ya a medindos del siglo V se estudiaban
las relaciones entxre los circulos y los polfgonos inccritos y qui
z€ circunscritos, resaltando como ejemplo, el teorema.de las ldnu
les cucdrabler, descublerto por Hipderates de Quios, aunque sin =
emplerr el método le exhaucidn, tal como lo desnrrollo posterior-
mente Tudoxio: la sume de las lunules construldas sobre los cate~
ton ‘e un tridngulo rectdngulo isdsceles, es igusl al drea del —
tri4ngulo,
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En efectn, sea AC el ltdo de un curdr-do inrcrito en un
circulo y AB :u diagonrl; sea AFC un senicirculo cen AC como did~
metro, entonces tendreman:

6\

AB% - 2 (ACP®

A ) B

Por lo que, y= que circulos, y ror lo tanto semicircu=e
loc, son uno a otro como el cuadrads de sus didmetror, tendremos:

Semicirculo ACB = 2 (semiecfrculo 1EC) por lo tanto
Cundrante AFCD = Sexicirculo ARC y
I¥nule AECF = 4 ADC,

De une manera idéntica podemos demostrar que el drea &~
del A BCD es igual a 1n de la lunula construida sobre BC, por-
lo que el drea del tridngulo rectdngulo ABC es igual a la sumn de
12r Ivnulos conctruidas sobre sus catetos {5] rdg. 366,

Aunque en Algin modo el atomismo marca un retroceso en-
cuanto a 1o teoris de lo infinitesimal, de un gran paso al apli--
carle a 1la geometria de los sdlidos, ¥n efecto, Demécxrito, uno -
de loo principales representontes de esta escuela, al plantearse-
el problema de calculer el volumen de 1~ pirdmide y el cono, lle-
ga a coleuler dichos voldmenes en un tercio del prisms y el cilin
dro, reapectivamente, aungue sin d=r un»? Jemontr-cidn geométrica,
1o cunl serd mfs tarde mérito de Budoxio., S£in exbergo, Deméerito
tiene el mérito de haber sido el rrimero en introducir el princi-
pio infinitesinm:l en la geometries sdlida'{‘i} Pdr. 166,
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El método idesdo por Demdcrito nos es descrito por Plu-
tarco de la siguiente mrnera: "Si se trunce un cono mediante npla-
nosg paralelos a l= base en muchos peldafios a menera de escalera:-
(Qué pensar de las superficies de las secciones, resultan igua—-
les o desiguales? 8i fuesen desiguales se harian irregular al --
cono, que tendris en sl muchos peldafios a manera de esCalera; ——-
si fuesen iguales, serian iguales también las secciones sucesi—-
vas y el cono apareceria dotado de la propiedad del cilindro o --
gea, de constar de circulos iguales y no desiguales; lo cual —w——-
constituiria el mdximo absurdo" [9], Pdg. 187,

Como una solucidn al problema anterior, Demdcrito pro--
pone tomar a las secciones diferentes pero de tal forme que la di
ferencia sea iwmperceptible, Entonces la totalidad del cono la po
demoe dar como sums de laminillas de grosor infinitesimal,

Demécrito con esta idea, llega a calcular el volumen -—-
del cono en 1/3 del volumen del cilindro y el de l¢ pirdmide en ~
1/3 del volumen del prisma, descomponiendo el volumen del cilin--
dro y del prismn, respectivamente, en el volumen de conos y pird-
mides equivalentes entre sf [5], Pdg. 179 ¥y s8, |

Sin embargo, la demostiracidn rigurosa de les prorosicio
nes sélo surge hssta la aparicidn de Budoxio, gue permite la fun-
damentacién riguross del principio de lo infinitesimal.,

Ahors bien, pera llegar a BEudoxio, es necesario hpcer -
mencidn de dos fildsofos sofistas: Antifonte y Brisén, que tratan
de resolver el problems de la cuadratura del circulo.

Aristételes nos dice que Antifonte pensé que inscribien
do progresivamente en un circulo polfgono de 4, 8, 16, 32, ete, -
lados, podriemos llegar a un poligono que agotara el circulo [1],
Pdg. 572.
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El mismo Aristdételes nos explicas que el mrocedisiento -
adoptado por 3risdén cs en el fondo el mismo cue el de Antifonte,-
ya que la udnica diferencia conciste en tomor a lo vez la serie de
los polfgonos inscritos y los circunscritos, concluyendo que tie-~
ne que llegar & obtener una serie par, en la que la diferencia en
tre el circunserito (siempre mayor que el cfrculo) y el insecrito-
(siempre menor que el cf{rculo), sea minima, de tal forma que un -
polfgono de drea media entre los dos, sea el mismo circulo [1], -
Pdg. 363.

Vemos pues un progreso en relseidn a Antifonte, ye que-
parece vislumbrarse la idea de que el circulo es el lfimite de am-
bag series., Ia importancia del paso dado por Brisdén, lo resalta-~
Heath, al sefialar que el usoc constante de las dos series (de poli
gonos inscritos y circunscritos), y el hecho de tomar ambas como-
tendientes a un limite comin, son las epracteristicas del método-
exhaustivo, Sin embargo, debido a la concepcidn atomista de Brie
gén, éste no puede alcanzar el concepto de infinita persecusidn -
del limite,

Para superar este concepto se tuvo que pasar del atomip
mo materialista de Demberito, al atomismo idealista de los pitagd
ricos (concepto de ménmda) y de ahi, al atomismo geométrico, in—
troducido por Teetetos al descomponer los sélidos geométricos en-
superficies, lineas y puntos, siendo estos yltimos las unidsdes -
indivieidbles. Este Ultimo concepto de stomismo es superado por -
el mismo Teetetos, al descubrir la universalidad de lo irracional,
convigtiendo en regla general lo que se habiz consilerado como --
excepcién,

Pste descubrimiento ya no permite ninguna clase de ato~-
mismo, ya que cualquier clase de unidad que gozera de nosicién, -
implicarfa la conmensurabilidad con dicha unided, lo cual Teete-—-
tos ha dejado excluido,
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Surge entcnces la necesidad de superar el obstdeculo de-
la inconzersurebiliisd, lo cu-l hasce Tudoxioc, al resaltar la gi-~-
puiente propiednd de loe m-gnitules homogéneas "que guardan entre
s wne relacidn tal, cue cuszlruiera de ellas des, multiplicada, -
»uele suverar a la otra”. [51. Pég. 114,

Comc consecuencie de lo anterior, surge la siguiente ~-
prorosicidn: "Dades dos megnituies desiguales, i de la mayor se~
reata una magnitud mayor gque su mitod, del residuo se resta una ~
negnitud meyor que gu respective mited y, asi sucesivamente, gue-

dard unc megnitud que serd menor que la megnitud menor se>alada"
[5], rze. 14,

De esta manera rodezos leducir que no hay megnitud mini
ma alguna; esto es, regresorexos al concepto de infinitesimal de~
d0 por Anaxdgoras, rezresc que sunera al atomismo gseométrico y --
que dejn el campo sbierto a la aplicacidén del concepto de infini-
teaimal.,

Dicho aplicacién le encentremos contenida en el método-
de exhrucidn emplerdo por Eudoxio er las demostraciones de algu—-
nes pronosiciones contenides en el 1libro TIT de Euclides, el cual
recogid loa Jesarrollos 2lcanzados hasta entonces en el campo de-
lo infinitcesimal,

4 continuscidn expondremos algunes proposiciones conte-
nidnt en e’ libro XII de Tuclides, que nos permiten analizar las-
rrineivrles caracter{sticas del nétodo de exhmucidn, dichas propo
sicion:s son 1z segunda y sértims, incluye tembién la primera, —-
vor estor fntic~mente ligeda a 1l segunda,
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PROPOSICION I: [5]. Vol 3, Pdgs. 369 y 370.

Dos polfgonos semejentes son uno a otro, como los cua--
drados sobre cus didmetros:

Sean ABC y PGH dos circunferencias y ABCDE, FGHKL ndli-
gonos semejantes inscritos en ellas, tracemos los didmetros reg--
pectivos B y GN y también les lineas BE y AM, GL y FN,

Tenemos nosotros que:

L BAE =4 GFL y que

B :AE = GF : FL. (por definicién de semejanza).

Entonces tenemos que £\ BAE es equidngulo con A GFL, ~--
por lo tento ARG = FIG y tambidn tenemos que:

X AEB ={ AMB y J FLG =<FKG por lo tantod AMB = < FNG
pero el #ngulo recto 4 BAX =X GFN de donde:

X MBA =4 NGP ¥

A ABM es equidngulo con & FGN,

Por lo ques. B% : G :: BA : GF

Pero la razdén del cuadrndo sobre BY & el cuadrado gobre
GN es el cumdrado de la razdn de BV a GN,

Y la razdén del poligono ABCOE al poligono FGUKL ng w
el cuadrado de la razdn de BA a GF. (VI-20),

Por lo que BP : OGN :: polfgono ABCDE : polfgono TGHKT

Por lo tanto, polfgonoc semejrntes, inscritos sobre cir
.culoa, son uno & otro, como los curdrados gobre sue didmetros ——-
l.q.4d.



54
PRCPOSICICN II: [5] Vol. 3, Pdgs. 371 y s.s.

Circulos son uno a otro, como lor cuadrados sobre susg -
didaetroc.

Sean ABCD, LFGY, circulos y BD, FH sus respectivos did-
metroz; por demostrsr que ABCD : AEFG = BD2 : FH2.

Supongamos que la igvaldad anterior no se cumole, enton
ces,

ABCD : S=38D° : Ff con § 7 EFGH 6 § < EFGH,

Y sea el cuadrado EFGH inscrito en el efrculo FFGH, di-
cho cuazdrado es mayor que la mitad del dren del circula, ya que -~
eg igual a 12 mitad del cumrdrado circunscrito en el circulo y el=-
circulo es menor que el cuadrado circunserito,

Sean loe arcos con cuerdas EF, PG, GH, HE, bisecados en
log puntos K, L, M, N, tracemos ¥, KF, FL, LG, GM, MH, HN, NE.

Cada uno de los tridngulos FKP, FIG, G'H, HFE, es mayor
gue la mitad de la porcidn del ecfrculo gque lo contiene, puesto —-
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~que si sobre K, L, M, N, trazamos tansentes al circulo y completa
mos los raralelogranmos, los tridngules FKF, FoG, G H, HNE, serdn-
la mitad de dichoe peralelogracos y éstor son mayores que los seg
mentoz de circulo resvectivo,

Esto es, bisecande continuvemente los residuos de circun
ferencis y juntondo las lineas rectas, podremos obtener algunas -
porciones del circulo que sean menores que el exceso por el cuasl-
el circulo supera al drea S.

Asi podremos obtener un polfgono cuya drea supera al --—
drea S.

Inscribamos tambien en el circulo £ABCD el noligono ——--—
AOBPCQDR, semejsnte al poligono EXFLGMHN, por lo que:

BD® : TH® = A0BPCQDR : FEFIGITN (XII-T)

pero BD? ¢ TH® = circulo ABCD : drea S

Entonces también cfrculo ABCD : drea S = ACBFCQDR & —-—
EKFLGIHK (V~-TI), vor lo que alternademente, ZEl circulo ARCD es -
al poligono inscrito en 61, como el drea £ 8 al poligono ———e=m-—
EXFLGIHN (V—16).

Pero el circulo #3CD es mpyor que el poligono inscrito-
en é1, por lo que el drea S es también mayor sue el poligono —w--
EKFT.GHN,

Ahora bien, yo vimopc gque ¢ también mcnor z vor lo que
como el curdrado sobre BD es al cunirado ecbre Fi, el circulo —w—

ABCD no es a ning¥n drea, menor gue el circulo TFGH,

Similarmente, rodemnz rrobar oue tampoco el circulo —--
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EFGH es 2 ningin drea menor que el cfrculo ABCD, como el cusdrado
gobre FH es al cuadrado sobre ED,

En seguida tenemos que tampoco el circulo ABCD es & nin
ain drea meyor que el circulo IFGH, como el cuadredo sobre BD ea-
a el cuadrado sobre FH,

Ya gue asi es, estard en razdn a una mayor drea S, por-
lo que inversamente, ccmo el cuadrado sobre FH es al cuadrado so~
bre BD, asf el dréa S es al cfrculo ABCD, TPero como el drea S es
al circulo ABCD, asf el circulo EFGH, es a algin drea menor que -
el circulo AECD,

Por 1o que tambidn como el cusdrsdo sobre FH es al cua-
drado sobre BED, asf el cfrculo EFGH es a algyn fream, menor que el
ceirculo ABCD (V-II), lo que se wrobd era imposible.

Por 1o que el cuadrado sobre BD es el cuadrsdo sobre —-—
FH1, nef no es el circulo ABCD a ningin drea mayor que el circulo-
EFGH. Y ya que eztd probado que tampoco estd en razén a ningun -
drea menor que el circulo EFGH, tendremos que el cusdrado sobre -
BD, es al cuedrado sobre FH, como e) circulo ARCD, es al ecirculo-
EFGH l.q.d.
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PROPOSICION VII:

Cualquier prisme que tenga una base triengulor puede w-—
ger dividido en tres pirdmides iguales una a 1la otra, que tengan-
bases triangulares:

Sea un prisma cuys base triangular es ABC y DEF onuesta
a ella, '

Por demostrar que el prisma ABCDEF puede dividirse en -
tres pirdmides %¥guales una & la otra, que tienen basea triangula-

rea,

Tracemos ED, Ea, CD,

Ya que ABED es un paralelogramo y BD es su diagonal, te
nemos que A ABD = A BED (I,34), Tor lo gue tanbién la pirdmide-
de la cual el tridngulo ABD es la bose y el punto C el vértice es
igual a la pirdmide de le que el trifngulo BED es la base y €l -
punto C el vértice {XII, 5).

Pero la pirdmide en la que el tridngulo BED es l- base-
¥ el punto C el vértice es la misma que la pirdmide en la que el-
tridngulo EBC es ls base y el munto D e vértice.
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Asimismo, ya que FCTIE es un paralelogramo y EC su Qiagg
nal, tenemos que lae nirdmides er 15 que A ErC es la base yD
el vértice y aquélla er la que A FCP es 1a bese y D el vértice,-
son ig ~les, ye que AERC es iguel a AECF.

Tero la rirdmide de la que el tridngulo EBC es la base-
7 el runto D es vértice, es igual a la pirdmide de la que el e
trifngulo ABD es la base y el punto C el vértice, por 1o que tam-
bién la rirdmide de le cuel el tridngulo ECF es la base y el pun
to D el vértice, es igual a la rirdmide de la que el tridngulo ==
ABD es la base y el npunto C el vértice.

Por lo quec pricma ABCOEPF hs sido dividido en tres pird-
mides iguales unas a otras, gue tienen beses triangulares,

Y ya que la pirdmide de la que e? tridngulo ABD es lg =
base y el yunto O el vértice, es la misma oon la pirdmtde de la =
oue el tridngulo CAB es la base y el runto D el vértice por estar
contenidos por los mismos planos.

Xientras que la pirdmide de la que el tridngulo ABD es-
la base y el punto C el vértice se ha probado es un tercio del -~
rriema en el que el tridngulo ABC es la base y DEF su cara opues-
ta, ror lo que tambidn la pirdmide de la que el tridngulo ABC es~
la base y el runto D es vdértice es un tercio del prisme que tiene
la micms bose, el tridngulo 2BC y DEF como cara onuesta. l.g.d,

Como un corolsrio importente de la demostracidn ante—w-—
rior, tenemos el siguiente resultado: cualguier pirdmide es una -
tercern marte del prisma que tiene la misma base e iguel altura,
[5], Pdse. 394 ¥ 395.

41 -nalizar las demostraciones anteriores, poiemos ver-
oue como respuesta a la dificultad de los infinitesimales, la es-



59

cuela platdnica, representade por Fudoxio, simplemente los igno--
ra, regolviendo los rroblemrms en qre se vueda llegar a los infini
tesimeles de una menera turamente ldgica,

Esto 1o vodemos ver en la demortracidn de la prorosicidn
II: en dicha dexostracidn vemos que la ilea princimpal consiste en
agotar el circulo en el sentido de la mrrorosicidén I del Tibdbro X,-
a)l inecribir sucesivauente poligonos de 4, &, 16,... lados en el-
eircule, obtenido de esta manera, en slgun romento, norcionesz que
gon mencres que cuzlouier drea dada, sin importsr la magnitud de-
ésta.

Otra caracteristica de este método es gue recurre a la~
demostracidén por absurdo, demogstrando cue &l suvoner, en el caso-
de le proposicién X que el volumen del cono es mayor o menor gue—
un tercio del volumen del eilindro, con igual base y altura, lle-
g2mos necesariamente a una contradiccidn,

El uso de este zétcdo de dexostracién fue generalizado-
tanto entre los griegos como durante el renacimiento, vpara resol-
ver problemss en el cdlculo de dreas y voldmenes, método bastante
riguroso y que en este sentido cumple con 128 exigencins de 13s -
matemfticas modernas, en esrecial del cdlculo integral, teniendo-
sin embergo, el inccnvenicnte de ser demasiado tedioso.

A continuncidn comprraremot este métoedo con el surgido-
en Inglaterra a finaleg del siglo XVII, con la obra de Isasc New-
ton, considerado juntc con Leibniz, como el inventor lel cdleulo-
infinitesimel,



CAPITIIO V

EL METCDC DE EXFAUCION DE TUDOTIO Y LOS
DPRINCINICS D= CATC'TIC INFINITTWEIMATL CON ISAAC NTIICN

Igaac YMewton fue une le lass inteligencirs mds grandes -
que han exietido a través de toda la historia de la humanidad, in
teligerncia que sbnred, de hecho, todos los campos del conocimien-
to humeno: matemdtices, figica, astronomfa, historia, filosofia,-
derecho, teologia, quimica, ete,

Newton revoluciond la ciencia principalmente por sug =-
eportes en matemdticas y mecdnica, Esta revolucidn merecid el -
siguiente comentario de perte de Herbert Butterfield: "Eclipsa =
todos los acontecimientoe producidos desde el nacimiento de la —-—
cristiandad y reduce el renacimiento y la reforma al rango de me-
TOoC episodios..:’[Z], Pdg. 59.

Ahora bien, si Newton revoluciond al mundo cient{fico,-
esto ge debid a la influencin» que sobre €l ejercieron otros gran-
des pencadores, desde Pitdgoras hreta Jor cientificos del renaci-
miento itelisno; €1 mismo lo reconoce gl decir: "Si pude ver mis-
lejos es porque gigantes me elevaron ascbre sus espaldas". [2], -—
rdg. 59,

En efecto, las enormes avortaciones a la ciencia de per
te de Copérnico, Galileo y Kepler, dejrron el ambiente propicio =
rara que el genio de Newton determinera un nuevo camino en el de-
serrollo cient{fico,

En efntesis, aunoue lrs aportaciones cientifices de ~-
Fewton mrrean un hito para ls humanidad, no son el resultado de -



61

un chispazo divino, sino el fruto de deducciones ldgicas y de la~
transformacidén de ideas preexistentes, caracteristica de a cien-
cis, que desec ressltar en este trebajo. Tsto es, gue cualguier-
innovacidén, por sencilla o importsnte que surje, ee el resultado-
de la trensformacidn, graciss a los elementos proricios de la épo
ca, de ideas yo existentes.

LAS MATEMATICAS EN NEWTION,

Entre las obras que Newton 1ey6 en su énoca ,de estudian
te en el Trinity College y que seguramente influyd'grandemente en
sue trabajos matemdticos, se encuentran: la Optica, de Kagpler; --
Lor Elementos, de Tuclides; Ie Principia Philosophiae y la (Geome-
tr{a, de Descartes y la Aritmética Infinitorum, de Wallis, entre-
otros.

Ias aportaciones que este genio hace en el camno motemd
tico abarcan todas las rames de esta ciencia; el dlgebra, 1o teo-
ria de los nimeros, lz geometria analitica y cldpica, la teoria -
de 1s procbabilidad y, principalmente, su trabajo fundamental en -
el cdlculo, el cual compararemos en parte, con el Método de Exhau
cién de BEudoxio,

Para poder comrarar parte Je lss aportaciones ie Newton
al Cdlculo Diferencial con la Teoria de BExhaucidén de Ludoxio, ce-
4 necesario presentaqxr algunzs de las ideas que aparecen en los -
Principia, obra cumbre del hijo predilecto del Trinity Co”lege.
Esta obra constituye una sintesis matemdtice de hechos ya conoci-
dos y organizados, por ejemplo Ias Leyes de Kepler.

Ia seccidn I del Tibro I, es un conjunto de once lem<s,
en los ~ue Newton expone su teoria de los limites; esta teorfa se
fundementa en el concepto de limite cue nos »recenta en el lema I3
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LEMNA I:

"Les contidndes y log cocientes de cantidades, que en -~
cralquier tiemno finito convergen continuamente a la igualdad y,-
2ntes del finsl de ese tiempo Be aproximan cede vez mds que cual-
cuier diferencia dadz, se h>cen al final igualeg" &Q}, Pag. 29,

Demostracidn: Si negamos ésto, supongamos entonces que-—
al final son diferentes, y czea D su dltims diferencia, Por lo —
tanto, no prodemos aproximar mds intimamente que por la diferencia
dedn D, lo cual ee contrario a la2 suposicidn,

Después del lema I, Newton demucstra tres lemns relecip
nedos con el “rea de figuras curvas, la cval calculs por medios -
de geries de rectdngulos inscritos y circunscritos a la figura,
Este método no: vrecuerda el método de Exhaucidén 7e Eudoxio, aun-—-
que tiene también diferenciss profundas, como veremos mds adelan-—
te.

LEMA II.

"Si en uwneg figure AacE, determinada por las rectas Aa,

AT ¥y la curva acZ, se inscriben cuslquier mimero de parelelogra--—
mos Ab, Be, Cd, etec., comprendidos sobre bages iguales AB, BC, =~
D, ete., y los lados Bb, Cc, Dd, etc,, paralelos al ledo Aa, de-
la figura y los paralelogramos aKal, blez, clidn, etc. son comple
tedos, entonces si el ancho de dichos prralelogramos es disminui-
do y el mimero ‘e ellos es aumentado infinitemente, yo digo que =
las ltime=s razones entre la figura inscrita AKbIeNdD, la figura-
circunserita AalbmendoE y la figura curvilinea AebedE son razones
le igualded*. [IQ, P‘gs. 29 y 30.
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Demostracidén: I» diferencia de lns figuras inscritas y-
circunscritas es ls suma de los poaralelogramos X1, Lm, Mn, Do} ég
to es (por la ipgualdcd de todas sus bases), igual al rectdngulo. -
gobre unn de sus bases Eb y con altura igusl a la suma de las al-
titudes Az, ésto es, el rectdngulo Abla; peroc este rectdngulo, -~—
porgue su ancihura AB ce supone disminuye infinitamente, se cone-—-
vierte en menor que cualquier espacio dado, Y de donde (por el -
leme I}, les figuras inscritas y circunscritns resultardn al lti
mo iguales un-~s a otras; y también la figura curvilinea interme--
dia, ser/ finalmente igual a ellas,

LEMA III:

"Tgg mismes dltimas razones serdn tembién razones de —
igualded, cu~ndo los anchos AB, Be, Cd, etc, de los paralelogra—-
mos sean diferentes ¥y tedos ellow disminvidos infini temente", -—-

fid, ree. 30.

£
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Demostrncidn: gurongamos 8 AF igual a la mayor enchura-
y completemos el parslelorrame Ftaf, TEste vrralelozramo cerd ma-—
yor que la diferencis de les figuras inscritas y circunscritas: -
Tero porque le anchurs :¥ es disninuidn infinitemsnte, resultard-
menor aue curlquier rectmiulo l.q.d.
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LEWS IV

Si en dos figuras AncE, PorT, son inscritas dos series-
de peralelogramos con iguzl mimero en cade cerie y sus anchuras .-
gon disminuidas a1 infinito, si las Yltimrs razones de los parale
Jogramos en unz figura scn respectivazente las mismes e la de la-
otra., Yo digo que estas dos figuras fzch, PorT, estdn una a otra
en la mismz razdén, Dcﬂ, rdg, 31,

. ,

Demostracidn: Porgue los paralelogramos en una figura -
son 103 mismos que los paralelosramos en la otre y, eoi, por ccm-
posicidn, la sumn de tedos en unz figurs ec a la suma de todoz en
la otra, por 10 tanto una fipurn gerd o 1o otra, (vror el Temn) --
III, porque tanto la primers figurs como la primere sums estdn —-
con la segunda figura y le regundn suma en razén de igunldad, ——-
l.¢.d.

Enceguide tratorenos de encontrer las coineidencing, y-
diferercirs entre el contenide del lihro XTI “e Exclides y loz le
mo s snterioree perteneciecnter n1 Yibro uno 4e lees PRIVCIFIA,
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NEWTON Y EUDOXIO:

5i bien es cierto que el estilo utilizado por Newton en
T0S TRINCIPIA se npega &) utilizado por los entiguos griegos, tal
como nos lo gefials Bertrand Rucsell, a2l decirnes "Fue Ruclides w—-
quien sirvid de modelo a ILos Principia de Newton" E_ﬂ , Pdg. 801,

41 analizer mds detenidamente podemos ver que b=jo la ~
apariencia Fuclidienr se ercuentre un nuevo enfoque hacis ese ti-
po de problemas, enfoque considerado por muchos historisdores de-~
la ciencia, como el primer tratado de Cdlculo Diferencinl, que --
permitid un avance sigentesco, a partir de entonces, & las mntemg
tices asf como, su aplicacidn en diferentes ramas de 1la fiesica,

Podenos ver, vor lo tanto, que mientrss loe Elementos -
de Ruclides son metemdticas vuras en el sentido moderno, y» que #
no existe el menor indicio de que la geometria pudiera tener algu
na aplicecidn précticn, los TRINCIPIA tienen como finalidad la ex
vposicién de la Dindmicz Celeste, para 1o cunl utiliza como herra-
mienta, la nueva m:temdtica,

Esta aplicecidn de les matemdtices a la dindmica, pode-
mos verls como un clrro ejemplo, en el primer Teoreme de la obra,
el cuel aparece en la segunda seccidén del ITibro I. En dicho Teo-
rems, Newton desarrolla la importancie dindmica de la Iley de leg~
frecs de ¥epler, al nrobar que el movimiento curvilineo fescrito-
por egta Ley, es ccnsecuenciz del crrdcter centripeto de la Fuer-
Z8,
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. TECREMA I:

"las dreas que describen cuerpos rotatorios por el movi
miento del radio a un centro de fuerza inemovible, estdn en log -
migro8 planes insmovibles y son vwrovorcionales al tiemro en que -
gon descritas", [1(91 s Plg. 4C,

) Demostracién: Suvonpamos que el tiempo estd dividido en
partes igurles y en la primera varte del tiemro, el cuerne, pPor =
su fuerze innata, describe vno lines rccta AB,

En la segunda rarte del tienpo el mismo cuerro, si no -
hubiera obatruccidn, paenrim directamenie a ¢, sobre la lines Be,
igual a AB, ¥y en lc miama direceidn, por lo tanto ya que 108 =—ww-—
trigngulos £SB, BSc tienen tagses iguales y une altura comin, ten-—
drén tanbién ln misma drea.
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Pero cucndo el cuerno lleg:n @ B, e gumone c¢ue unn fuer
za centripeta actia sobre él1 con un gran impulso, modificando su-
novimiento sobre Be, forz'ndolo en adelnnie a continuer mu movi-—-
miento a lo lsrgzo de la recta BC,

Trdcese c¢C paralelo a BS, uniendo Bc y C y al fin de 1r
gegunda parte del tiempo, el cuerpo, por corolaric I de las leyes,
se encontrard en C, en el mismo planc con el tridngulo ASB,

Uniendo SC y porque §B y Cc son paralelos, el tridngulo
SBC merd igual en 4res al tridngulo SBc y, por lo tanto tembién -
ipual al tridngulo SAB,

Por un razonamiento semejante, si la fuerza centripeta-
ectia sucesivarente en C, D, E, etc, y obliga al cuerpo en cada -
momento a describir las linems rectas CD, DE, EF, etc., que esta-
rén en el mismo plano y el tridngulo SCD serd igual al tridngulo-
SBC Y SDEa SCD y SEF a SDE y del mismo modo, dreas iguamles serdn
descritas en un planc inamovible y por composicidén, cualesguiera-
pumas SADS, SAFS, de sus dreas, son una a otra como los tiempos -
en los cueles han sido descritas,

Ahora sea el mimero de los tridngulos aumentado y su an
chura disminuida al infinito y, por el c.rolerio IV del lema III,
gsu Yltimo perfmetro ADF, serd una linea curva y, por lo tanto, la
fuerza centripeta, por medio de la cusl el cuerpo es arrastrado -
continuamente a le inversa de le tangente de esata curva, actuando
continuamente y cumlesquiera dreas descritas SADS, SAPS, que son-
siempre proporcionales a los tiempos de deseripcidn, scwin tame~-
bién, en este caso, proporcionales a estos tiempos, 1l.q,d.

In el escolio concluyente de 1a nrimera seceidn Ael Ti-
bro I, el mismc Newton nos presenta otra diferencia entre su méto
do y el de Buclides, a1 decir: "Estos lemaes entdn dispuestos para
evitar el tedio de deducir demostraciones compliczdns sd absurdum,
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de acuerdo con el método de los viejos gedmetras"- B(i , Pdg. 38.

En efecto, Newton desecha los métodos ldgicos caracte—-
risticos de los griegos y sustituye les demostraciones por reduc-
cién al absurdo, con el uso del concepto de limite; de esta mone-
ra identifica una curva como 1n sume de rectas infinitamente pe--
queflas y su drea como ls sumn de rectdngulos infinitamente peque-
fioe ¥y numerosos, que tienden a un 1{mite determinndo,

Al leer cuidadosamente cualquier lema y demostracidén ~-
del Libro I, nos demos cuenta del cardcter infinitesimal de di——-
chas proposiciones y de la imnortanciz que en sus demostraciones-
tiene el uso de limites,

Isaac Kewton sabia que la critica a su método podria —-
surgir en donde lo infinitesimsl hacfa su aparicidn. esto es, don
de intervenia el concepto de cociente ltimo de cantidades evaneg
centes, porque antes de que las cantidades desanarezcan, su CO-=~—
ciente serd nsda.

Newton afirme, sin embargo, que "existe un limite en to
das las cantidades y cocientes que empiezan y dejan de ser y, ta-
les lfmites son ciertos y definidos; el determiner los mismos es=—
un problems geométrico, pero todo lo gue es geométrico, podremos-
usarlo en determinnr y demostrar cuzlquier cosa que sea geomdtri-
ca" [10]_, Pig. 39.

De esta maners se simplifics enormemente este tivo de -
demostraciones y se amplia el campo de aplicacidén s todos los te-—
rrenos de la fisica,

Por dltimo, otra diferencia fundemental entre Newton y-
los entiguos griegoc es que €1 fue capaz de superar la influencie
que en su forma de penscr pudiera ejercer la filosofia dominente
en su época, Asf, cuendc acenta le existencia de una fuerza mzte
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mdtica de atraccidn, surpera la filosofia tradicionnlista de su ~—-
époce, que chocaba con tal concepto, rudiendo dAe egta manerz, fun
dementar una teoria que explica y predice los fendmenoc de le no-
turaleza,

En sintesis, la influencin de Fuclides en Newion fue -
my grande, como podemos verlo en la imrortancis que éste da a la
geometria y el estilo euclidisno de su obra, sin embargo, lra di-
ferencias entre una obra y lc otra, son enormes, surgiendo princi
palmente por motivos prdcticos., Estas diferenciss scon el uso del
limite en las demostraciones, desechando de esta formo las demos-
traciones al absurdo; la aplicacién prdctica de las matemdticas y
el aspecto revolucionsrio en lo filoséfico,



CAPITULC VI

RECAPITTZZACION

4 lo largo de este trabajo hemes tratado de presentar -
la evolucidn que durante mds de dos mil afos han tenido algunos -
aspccton de la idea de infinito., Para hacer esto hemos relacions
do 12 obra de algunos m~temdticos y fildsofos griegos con lag ~--
aportaciones que la obra de Richerd Dedexind e Isamc Newton dan -

a lzs matemdticas modernzg,

A manera de receritulacidén y resumen presentamos algu--
neg conclusiones & las que hemos llegado ¥y que son las siguientes:

1o~ Tanto los pitagéricos como loc -~tomistzs consideraron al espa
¢io formzdo por un numero infinito de elementos disconti--—--
nuos a pesar de que el descubrimiento de los mimeros irracio-
rales por lo3s primeros hncia insceptedble la discontinuidad de
18 mognituies.,

2.~ Corresronie a Perrménides, funindor de la escuela eleatense, -
rrovoner la existencis de un todo continuo, regultando como -
congecuencin de esto, la infinita divisibilidad de los magni-
tudes, lo cual venis a contravonerse a la concepcidn de pita-
géricos vy etomistas.

o= Zenén, discipulo de P-rménides, es el encargndo de iniciar a-
través de cus cdledbres arorizs, la noldmica gue ha durndc mds
de dog mil afos acerc2 de 1ns nociones del tiempo y espacio,-

.

unidnad del uer y movimiento,
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=1 pensamientc de Zendn nos lleps a través de la critica de -
Aristételes y Platdn, princiralmente, siendo la movor ¢ menor
influencia de estos pensedores le que ha determinedo los dife
rentes cauces gue tomaron los Fildsofos y Cientificos rara —
explicar las interrogantes surgides alrededor del concento de
infinito,

Como consecuencia del estudio del infinito en el espacic y el
tiempo surgen la teoria de la proporcidn y el método de ex——-
heaucidén de Budoxio conaiderados, respectivamente, como los ——
primeros antecedentes de la teorfia de los mimeros de Richard-
Dedekind y del cdlculo diferencisl de Isaac Newton.

Tanto Dedekind como Newton, al igual due todse aquellas men—-
tes que han revolucionado lm ciencis, tuvieron un profundo co
nocimiento de las principales corrientes del pensamiento grie
g0, conocimiento que influy6'positivamente en la creacidén de-
su propia obra.

Como resultado de todo lo anterior, vodemos afirmar que la =-
aportacidén de los grandee metemdticos que han sentado les ba=-
ses de la matemdtica moderna no surgen de una manera espontd-
nea y aislada, sino que son el resultado de la evolucidn de -
ideas surgidas en la antigua Grecia, adaptdndoles para aue --
pudieran eatisfacer necesidades tanto tedricas como prdcticas
de cada época.

Por lo tanto consideramos conveniente pesra todo estudiente de
matemdticas un curso de historia critica de dicha mnteria, --
curso que le permitird una vieidn mds amplia del mundo de les
matemdticas, la cual redundard en un mayor éxito en el esfuer
zo lecho para estudiar esta hermose ciencia,
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