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INTRODUCCICN 

Al iniciar el presente trabajo pretendiemos hacer una -
síntesis de el nacimiento y evoluci6n del concepto de infi~ito a
trav~e de la historia de las matemáticas y de la filosofíe; sin -
embargo, CASÍ de inmediato notamoR que uno de los principales pr2 
blemae al abordar este tema es la enorme amplitud del mismo, ya -
que a trav~s de la historia han sido miles de mentes las que se -
han dedicado, des~e eue diferentes puntos de vista, a estudiarlo. 

Por lo tanto en este trabajo e6lo tratAremos algunos a~ 
pectos de ta~ importante tema, reconociendo ~e ante/Jl~no que en él 
omitiremos· el pensamiento de .motemáticoe y fi16sofos que a trav6s 
de la historia han contribuido a obtener grandes adelantos en eu
estudio, influyendo su obra. hasta en el modo de vida de loe dife
rentes pueblos. 

Una de las principales omicionee a las que hemos hecho
menci6n es sobre la obra de George Cantor, el cual con su teoría
de loe números transfinitoe libro a loe conjuntos infinitos de su 
aparente contradicci6n que implicaba el hecho de que dichoo con~ 
juntos ~esen equivalentes con algunos eubconjunton propios hecho 
que, inclusive, a mentes tan ilustres como Galileo y Leibniz les
habia llevado a negar la exietencip de los números infinito~. 
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Esta teoría está bas~aa e~ un trotamiento matemático -
del infin:Lto actual. Cantor as:gna un número cardinal transfini
to "aleph 0" ~, a los conjuntos numerables, o sea aquellos que -
son biyectables al conjunto de los números Iltltu.ralee, demuestra -
ademns que existen números transfinitoa mayores que 7<0haciendo p,g_ 
sible une aritmética de los números transfinitos similar a la~ 
aritmética ordinaria. 

Iae ideas intuitivas que Cantor expone en au teoría de
los números transfinitoe, así como sus métodos de demostraci6n, -
siguen siendo, después de cien años, el fundamento del moderno ~ 
plantea:niento de la Teoría de los Conjuntos y han abierto el caJn!. 
no hacia regiones totalmente nuevas de la l!l1ltelll!Ítica y la filoso
fía en el siglo XX. 

A pesar de omisiones como la anterior, debidas a lo ex
tenso del tema, si tratamos de realizar un trabajo como el preee!! 
te, se pueden obtener experienciPs y conocimientos muy voliosos,
los cuales redundarán en un mayor y más profundo conocimiento de
las bases que sustentan a los motemáticas mo~ern3s y ayudarán a -
le.a peraont~s dedj cada.a a la docencia (aportando nuevos y muy im

portantes recursos) a realizar su difícil tarea con mayor efica~ 
Cia. 

Epistemol6gicamente, este trabajo tratard de resaltar -
la unided histórica del pencamiento humano, especialmente en eus
formss más elev¡:¡das, ya que no ea posible que surjan espontánea-
mente ideos que cambien el rumbo 1eJ pensamiento del hombre, sie!! 

i do necesaria para su aparición, la influencia del legado cultural, 
religioso, social y económico de toda la humanidad. 

En primer lugar nos remontaremos a loe primeros pensad~ 
res griegos, ya que l~ teor!a de~ infinito tuvo sus orígenes en -
este sorprendente pueblo (como casi tod~a las teor!aa que dominan 
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el pensamiento moderno occidental). Nos ocuparemos primero de la 
escuele eleática, que fué la primera en abordar el proble!D." del -
Ser como algo in.mutable e ilimitado. Estae teoríns que quizá pa
rezcan hasta infantiles, fueron las que dieron origen a unn gran
cantidad de co?Tientes en el estudio de lA teoría del infinito. 

A continuación abordaremos la crítica que a esta escue
la hizo Aristóteles así como la enorme influencia en Platón y los 
Platónicos, de entre quienes surgen matemáticos de gran importan
cia, como Eudoxio, a quien debemos la teoría de la proporción y -
el método de exbaución, temas íntimamente relecion~dos con este -
trabajo. 

:En loa siguientes capítulos estudiaremos las principa-
les caracter!sticae de estas teorías, ambas contenidas en LOS EI·! 
MENTOS DE EUCLIDES, buscando analogías y diferencias entre ellaa-
1 la teoría de loa nmneros de Dedekiniy loe principios del cálcu
lo diferencial en Isaac Newton, respectivamente. 

Para realizar esto, en algunas pertea del trabajo hemos 
reproducido textos sspecialmente reveladores de la obre. de estoa
hombres para poderlos comparar y, de esta forllJ!\ sacar concordan-
ciaa y divergencias. 

Hemos procurado, asimismo, acudir a las fu.entes biblio
gráficas originales de estos grandes pensndores, en sus traducci~ 
nea al inglés o al eepaffol, as! como a trabajos de análisis y cr!_ 
ticae de personajes que hElll sabido captar, según nuestro criterio, 
la esencia de las diferentes corrientes del pensamiento universal. 



CAPITULO I 

A N T E C E D E '' T E S 

::u ESCUELA DE ELEA 

Ia ciudad de Elea fue fundada, según Her6doto, por loe
'.focensee en la costa meridional de Italia hacia los aflos 540-39,
~canzando inmediAtamente un gran progreso [7] Pag. 75. En el -
;campo de 18s letras y la filosofía fue cuna de una de lP-s eecue-
~lns filosóficas más prestigir->d"!s de la antigÜedad, conocida como-
' escuela eleatense o eleática. 

Ia escuela eleáticA parece ser la continuadora de la ª.! 
.cuelA j6nica. Loe j6nicos buscaron como las demás escuelas pres.2_ 
ieráticas el primer principio de lPs cosas y procuraron conocer de 
< .. 

'.f¡ué están hechns, de qué constan; buscaron el principio material-
':Concreto rr constitutivo y lo encontraron en la naturaleza. 

En los eleatas, principalmente en Pijrménidee, encontra
también el fervor por la filosofía de la nAturaleza, aunque -

desde un punto de vista person::il y metafísico. Existe por lo
~anto continuidad pero a la vez progreso entre la escuela j6nica

la escuela eleática, progreso que alcanzará su clímax en Atenas, 
l?. segunda mitad ñel siglo V a.c. 

Arist6teles, tan poco inclinado hacia la escuela eleáti 
considera como fundador de ésta a Jen6fanes de Colófón, [1] : 

·.'g. 918, aseveración que no es aceptada en nuestros días; pero -
se puede consider~r a este hombro como un enlace entre la escuela 
:jónica y la escuela eleática, aunque aparece en él una C'lraoterÍ!!, 
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tica propia de la escuela itálica, que no existía en los pensado
res jónicos; dicha característica ea una ~ereonalidad que se pier 
de en loa filósofos de la naturaleza, enmedio del mito y la leye~ 
da. 

El estagirita atribuye a Jenófa.nee un sentimiento reli
gioso que concreta a una unidad formal: "tan sólo al dirigir sue
miradae sobre el conjunto del cielo -haciendo una alusión a Jenó
fanes-, ha dicho que la unidad ea Dios" (4) , l'l:{g. 13. 

Platón nos dice en sus diálogos (Teetetoe y el Parméni
des) que loe pensadores de la escuela eleática son filósofos par
tidarios del "todo" y el "todo" ea la unidad indivisible; en el -
caso de Jenófanee, según la Metafísica de Aristóteles, sin embar
go, aunque este filósofo ya vislumbraba el amanecer del eleatismo 
no logró desprender a su obra'de un cnrácter religioso, que le -
inpide alcanzar el ideal metafísico propio de la escuela de Elea. 

Al eliminar a Jenófanee como fundador de la escuela de
Elea, podemos considerar a Parménides como tal y, oomo principa-
les representantes de dicha escuela a él, a Zenón y a Meliso. Es 
cierto que existen antecedentes del espíritu metafísico de la es
cuela eleatenee entre loe jonios y que para lo eleatences le. in-
fluencia de la escuela petagórica es también muy importante. Sin 
embargo, lee nuevas rutas que marcan Parménides y Zenón, junto -
con lo sistemático de su obra, loe alejan definitivamente de lae
concepcionee mític~a y de las fórmulns religiosas tradicionalea,
llevándolee hacia una filosofía racional que habria de alcanzar -
su clímax en Platón. 

Loa problemas planteados por la escuela de Elea son pr~ 
blemas que tienen que ver con el Ser y con la facultad de oonocet 
lo y juzgarlo. Ie. escuela eleática admitía una realidnd continua 
por esencia, cuestión que los pitagóricos no alcanzaban a compre~ 
dar y que ya Parménides plantea en su poema sobre la na,:!;ura.leza: 
(4) Págs. 15 y 16. 



"no fue ni será jamás, ya que ea ahora 
en toda su integrid~d. 
uno y continuo, por~ue, en efecto, 
¿Qué origen podrÍP.e buecArle? 
¿De d6nde le vendría su crecimiento? 
no admitiré que me digas o que pieneee 
que haya podido venir del no-ser, porque 
no se puede decir ni pensar que el Ser no sea. 
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Los pitagóricos per1I1B.necieron afer.radas a la teoría de
la discontinuidad, ya que, al parecer, pensaban que el tiempo y -

el espacio estaban formados por instantes y puntos indivisibles -
respectivamente. Arist6teles nos dice: "Los pi tP.g6ricos afirma
ban lLl existencia del vacío, que gracias a lo ilimitado de su so
plo, penetra incluso hasta el mismo cielo; el cielo respira el V! 
cío el cual, de esta manera, delimitaría las naturalezas; el va-
cío sería, pués, una. separación de los seres consecutivos y su lf 
mi te, y, además, cería una primera determinación en los números,
puee el vacío es lo que delimita sus na turalezaa" [1) Pág. 621. 

Esto parece implicar que considernron a la 1118teria como 
compuesta de dtomos con espacio vacío entre ellos, lo cual es to
talmente opuesto a la escuela eleática que consideraba al todo 0.2_ 

mo algo inm6vil y continuo. 

Por lo tanto, la escuela eleática forma la avanzada que 
lleva A l~ filosofía jónica hasta Atenas, tomando todo lo bueno -
que había en la investigación anterior; retomándolo desde un pun
to de vista racional, guiados por algo que no ea un principio co! 
mológico ni un8 entidad numérica, sino por un Ser inmutable, per
manente e ilimitado que grirantize nuestro pensamiento y el valor
de verd•id objetiva que de él se desprende. A continuación vere
mos le obra de ?arménidee y Zenón y eu influencia en la filosofía 
del continuo. 
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PARMENIDES 

De entre los tres representantes de la e~cuela eleática 
citados con anterioridad, es P~l'l!lénides, sin duda, el que m~yor -
prestigio alcanz6 tanto entre aue contemporáneor. cono entre loa -
comentaristas posteriores de esta escuelR. P ... rménides aür1rece a
loa ojos de Platón como un filósofo "venerable y temible". Nos -
dice en el Teetetos: "a mi parecer, P~rménides como e~ héroe de -
Homero, es venerable a la vez qne temible. Tuve contacto con es
te hombre cuando yo todavía era joven y él viejo; y justa.mente me 
pareció que tenía pensamientos muy profundos". [1 i] Págs. 325 y 326. 

Jean Zefirópulo resalta la influencia de la escuela pi
tagórica sobre Pprménidea en el siguiente pár~o: "PRrménides hi 
jo de Pyres, era JJB.tural y ciudadano de Elea; esta ciudad, d~da -
eu posición geográfica, debía ciertamente pertenecer a l~ zonn de 
influencia pitagórica y no he de sorprendernos el encontr8r la o
bra de Parménides toda impregnada de las ideas de dicha escuela.
Esta influencia se transperenta de tal modo en su obra, que ya -

desde la antigUedad numerosos historiadores reconocieron el cará~ 
ter profundamente pitagórico de la escuela de Elea y Jámblico en
su catálogo de loa piteg6ricos, cita a nuestro filósofo como el 
dnioo representante de esta ciudad" ~ 6] Págs, 50 y 51, 

Tanto para Platón como para Aristóteles Parménides es ~ 
el filósofo de la suprema unidad, siendo al mismo tiempo f'und3dor 
del eleatismo como escuela filosófico, siendo también aquél que -
mayor rango alcanzara entre los representr.ntes de esta escuela, -
siendo considerado po» Plat6n como el Auténtico inspirador de la
dialéctica de Zenón, el cual f'ué su discípulo predilecto. 

Si bien es cierto que existen gr~vee obstdculos pnre. e~ 
nooer la personalidad y la obra de Parménides, existe la certeza
de que eu renombre oomo pol!tico fUe siempre en aumento, :f9. que -



di6 a Elea unas leyes para que se gobernara y siempre se preocup6 
por el destino de ella. 
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A peear de que Arist6telea considera a Jen6fonee el prill 
cipal maestro de Parménides, sin lugar a duda, la mayor influencia 
que recibe el fundador del eleatismo ea por parte de la escuela Pi 
tag6rica; en efr.r.to, "Diogenea Larcio nos habla de un pitag6rioo -
lle.medo Ameiniae como el verdadero maestro del :f'undador del elea-
tiemo". [(}pag. 21. 

No obstante la gran influencia ejercida por la escuela -
naturalista, a través de Jen6fanes y el ambiente pitag6rico en que 
se deaenvuelve, Parménides representa el profundo cambio de menta
lidad que se da en la V..agna Grecia a fines del siglo V a. c. Todos 
los restos de la creencia pitagórica f'ueron dirigidos por este fi
lósofo hacia lo consideraci6n del esfuerzo cognositivo del hombre 
y a investigar hasta donde podría llegar un~ indagaci6n racional.
El hombre racional puede de esta .manera, por primera vez, bacera$ 
partícipe del poder divino, preocupándose ya. por el pensar filos~ 
fico y metafísico. 

Parménides sienta, pues, las bases para el pensamiento y 

la obra de Platón. Esto bastaría para hacerle in.mortal en el mundo 
del pensamiento, sin embargo, al fundar y alentar-una escuela tan 
importante como la eleática, hace posible que la filosofía del co!! 
tinuo y el conocimiento de los infinitesimales tome los cauces que 
la han llevado hasta nuestros días. 



EL PROBLEMA DEL SER Y LA TEORIA DEL 

CONOCIMIENTO 

Por estar íntimnmente relacionado con el tema de eete -
trabajo y principalmente por ser el núcleo de lq filosofía de PaE 
méni~es y de la escuelo eleática, conviene resaltar las grandes -
aportaciones que al problem.g del ser y a la posibilidad de su co
nocimiento hace el filósofo de Elea. :!!Il su poelll'J. sobre la natura 
leza, Parménides postula por primera vez una renlidfld única, que
es a la vez continua y etern~, la cual no puede ser captada por -
el pensamiento humano y en la que la ngdn es siempre ngda y el -
Ser es siempre Ser. 

El poema sobre la naturaleza es una obra de cnrácter -
alegórico que consta de tres partes: 

Introducción: Nos presenta al noeta mismo en un viaje -
inusitado en busca de la luz, descubre l?.s limitaciones del ser -
humano, necesitado de 13 luz divina si realm.ente aspira a la ple
nitud del conocimiento verdadero. 

A partir del fragmento II la diosa manifiesta a Parméni 
des cuáles son le.e vías posibles en l;:i búsqueda de le verdad: 

"Aquella que afirm'1 que el Ser es y el no-Ser no es, 
sigl".ificn la vía de la persuasión puesto que acompaflu a la verd~d. 

Y la que dice que el 1\o-Ser existe y q~w su existencir
es necesaria, éeta, no tengo repDro en anunciártelo, resulta un -
ce.::úno totalmente negndo pare el conocimiento". [ 4] Pág. 26. 

De los frag:nentoe anteriores se deduce qne nr:irl'l !'nrmé:11_ 
des existen dos crminos para buscor ln verdAdf r:ás atielante en el 



fragmento VI, la diosa propone un tercer camino, el de la opinión 
de loe mortales. 
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En esta tercera vía las cosas se describen no como ao~,
sino como parecen eer, atribuyéndoles generaoidn y destrucción, -
cambio de forma, de lugar, eto., teniendo el peligro de tomar la -
apariencia como realidad total. 

En el fragmento VIII Parménides nos habla acerca del ca
mino correcto hacia la sabiduría: El Ser es increado e iriporecedero 
inmóvil e ilimitado, no fUe ni será, sino que ea solamente. Citar! 
moa el verso 25 perteneciente al fragmento VIII donde Parménides ! 
tribuye al Ser la cualidad de ser continuo, por la sencilla razdn 
de que todo está lleno de Ser y porque el Ser necesariamente toca 
al Ser: 

"Nada hay de máe que llegue a romper su continuidad, ni 
nada de menos, puesto que todo está lleno de Ser." 

De esto podemos deducir que ea el hombre quien pone lítn!, 
te a la realidad inmutable y eterna, él es el que atomiza lo que -
en el reino del Ser ea unidad indivisible, esto que no es más que 
apariencia "hace que el observador permanezca ajeno a lo que obse~ 
va. "[4], pág. 56. 

Podemos decir, resumiendo, que Parménides advierte por -
primera vez que lo primero que hay que decir de lo real es que es, 
que es ser. Ahora bien ¿cuáles son las características de ese ser? 
Ante todo, el ser debe ser, de ahí el principio: el ser ea, en co~ 
traposicidn con su compafiero: el no ser no ea. De estos dos princi 
píos deduce todo su sistema.. En efecto, si edlo el ser es, debe -
eer tlnico, pues, de existir algo junto al ser, solo podría ser el
no-eer y el no-ser no ea. Debe ser también inm6Vil, pues el ser que 
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cambia todavía no ea, sino que se hace. Debe ser finalmente incr! 
ado, ya que de lo contrario sólo podría proceder del no-ser y el -
no-ser no es. El ser ea, pues, para Parménides, uno, inmóvil e i!!, 
creado. 

Por Último, Parménides nos dice que el ser es continuo,
cueetión que para este trabajo viene a ser lo ro.Pe importante, ya -
que ea aqu:! donde podemos encontrar los primeros antecedentes de -
este concepto tan importante para el desarrollo de las mEtemáticns. 
Además al proponer la continuidad para las magnitudes y el tiempo 
acepta implicitamente la infinita divisibilidad tanto de unas co
mo del otro. Esto se encuentra en contradicción con los pitagóri
cos y atomistas. 

Loa pi tagóricoa aceptaban el infinito en la serie de -
loe mímeroe natura.lee pero no podían aceptarlo en el campo de la 

geometría, pues para ellos toda linea estaba formada por un n'Úlnero
f'ini to de puntos; los atomistas creían que todas las cosas estaban 
compuestas por átomos, loe cuales son físicamente indivisibles, -
sostenían que loa átomos siempre han estado y eatariín en movimien
to y que entre cada uno de ellos había espacio vacío. Demócrito u
no de loa principales representantes de esta eeouela decía que no 
hay ni arriba ni abajo en el espacio infinito en el cual se encue!! 
tra.n dichos dtomoa. 

En síntesis, tanto pitagóricos como atomistas considera
ron al espacio formado por una infinidad de elementos dieconti -
nuoe, mientras que loe eleateneee lo consideraron como un todo r.on, 
tinuo, f'ini to en su extensión pero infinito en cuanto a su número 
de elementos. 

ta obra de Parmifnidee deja el terreno listo para que uno 
de sus diec!puloe máa amados, Zenón de Elea, formule sus c6lebree 
paradojas, que vendrían a poner en crisis la ciencia y la filoso
fía de los griegos. 
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ZEN("N DE ELEA 

Zenón al igual que Parr.iénidea, ea O:'t'iginario de Elea.. -
Su nacimiento fue hacia el aílo 489 y la flor de BU edad (40 al'loa), 
hacia el 449, justamente hacia la mitad del siglo V a.c., época en 
que la ciud3d de Atenas alcanzaba BU más alta prosperidad pública. 

Zenón fue considerado en su época como un hábil y eficaz 
pedagogo y parece que vivió y ensel'l.ó en Atenas du'.L'ante algdn per:!~ 
do de su vida. Por todo la anterior podemos deducir que Zenón 11.!?_ 
vó las ideas de la escuela de Elea hasta Atenas, dejándose sentir
la influencia de estas ide~s sobre muchos pensadores de la Elade. 

Platón atribuye a Zenón una sola obra, en la que apare~ 
cen sus célebres Pqradojas. Dicha obra de carácter dialéctico te
nia como principal finalid~d la defensa de la teoría parmenideana
de un todo continuo; sin embargo, al mismo tiempo destrozaba las -
tesis contrarias en las que el tiempo y las magnitudes estaban fo!: 
madaa por unidades indivisibles. 

Zenón enriqueció la doctrina de Parménides haciendo una
expoaición sistemática y accesible de la versión altamente inte~ 
lectual y minoritaria de BU maestro; por lo tanto si éste fue con
siderado como el fundador de la escuela de Elea y como hombre ven.!?_ 
rable y temible, Zenón tiene el mérito de sistematizar y populari
zar su obra permitiendo, de esta manera, la perpetuación indiscut!. 
ble de BU doctrina. 

A pesar de la enorme influencia que ha tenido en la mat.!?_ 
mática y en la filosofía el pensamiento de Zenón, .. Bll obra está ca
si completamente destruida y sólo a través de las versiones de sus 
comentaristas y críticos nos hP. llegado el contenido de ella; ain
embargo, dichas versiones quizá no reflejan con toda exactitud el
pensemiento del eleata. 
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Zenón con sus orgu.mentos hace tamblar la estructura del
pensamiento antiguo. Dichos argumentos ja.más fueron anulados en -
la antig(!edad y solo bajo un enfoque moderno de la noción eapacio
tiempo pudo anularse por completo la argumentación del pensador de 
Elea. En las paradojas de Zenón aparecen de una manera implícita
los conceptos de continuidnd e infinitesimal y son el punto de pa!_ 
tida para el posterior desarrollo de estos conceptos, por lo que -
es necesario para.este trab~jo exponer el contenido de dichas par~ 
do ja a. 

Estas paradojas han llegado hasta nosotros a través de -
la obra de sus comentaristas y críticos, principalmente Aristóte-
lea que en su obra "!J.1. Física" hace alusión a las cuntro paradojas: 
"Dicotomía", "Aquiles y la Tortuga", "le. Flecha" y 11 E1 Estadio". -
En seguida expondré una interpretación a lP. versión que de las pa
radojas aparece en dicha obra del gran filósofo de Estagira: 
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"En el primero la imposibilidad del movimiento está saca 
de de lo siguiente: el móvil transportado debe llegar a la mitad -
antes de llegar a su término" t 1] Pág. 660. 

Por lo tanto podemos recorrer un número infinito de pun
tos en un lapso de tiempo finito. Esto lo podemos ver gráficamen
te en la siguiente figura; antes de recorrer la totalidad de una -
distancia AB, tendremos que recorrer su mitad AC¡ pero para llegar 
a C, tendremos que llegar al punto medio de AC que es D. Y así se
guiremos hasta el infinito. Por lo que ya que existe un número in 
finito de puntos en un espacio dado, no podremos cruzarlo en un~ 
tiempo finito. 

A D e 8 

,..,. 

Fig. 1 

"AQUIL!:l:" 

"El que corre :mf.a despacio en una ce.rrera no será alcan
zado por el que corre más rápido, pués el que persigue al otro de
be siempre comenz8r por alcanzar el punto de que ha partido ya el
:fugi ti vo, de manera que el más lento nosee siempre un~ ventaja" ( 1] 
Pag. 660. 

En esta p~radoja conocida como ~a carrera de Aquiles y -
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la tortuga, Aquilea tiene que alcanzar primero el lugar en que la
tortuga empezó la carrera; en este tiempo la tortuga hn.brá recorii:. 
do un pequeffo ca.mino. Aquiles tendrá que recorrerlo y entcnces ln 
tortuga estará adelante. Aquiles estará cada vez más cerca, pero
nunca podrá alcanzar a la tortuga.. 

"Si todo ser eet~ en un instante dado en reposo o en mo
vimiento y ei él está en reposo cuando está en un espacio igual a
si mismo, supuesto que, por otra parte, lo que es traelndado está
siempre en el instante, la flecha en movimiento es siempre inmóvil.'' 
( 1] Pag. 660. 

Este argumento contra la póeibilidad de movimiento a tl'! 
vée de un espacio hecho ·de puntos es que, sobre esta hipótesis, ~ 
Ulla flecha en cualquier momento dado de su vuelo, tiene que eetar
en reposo en algún punto en particular. 

"EL ESTADI01t 

Sean tres hileras paralelas de puntos en yuxtaposición.-

A A A A A A 

B B :e B 
• • 

e e e e e e 
• Pig. 2 

Una de ellas B, no se mueve, Jlliemtras A y C se mueven 
con igual velocidad, pero en distintas direcciones, hQsta alcanzar 
la poeioion de la figura (3) 



A A A A A A 

B B B B B 

e e e e e e 
Fig. 3 

El movimiento de c con respecto a A, será el doble que -
con respecto a B; en otras pal."!bras, cualquier punto dado en e, ha 
pasado el doble de puntos en relación a A, que los pasados en re1!, 
oi6n a B. Esto no puede ser, ya que un instante de tiempo corres
ponde al pnsaje de un punto a otro. 

Existen muchas versiones y críticas para las cuatro par~ 
dejas de Zen6n, aunque en realid?.d Aristóteles y los aubsecuentes
escri tores griegos interpretqron estos argumentos como falacias, ~ 
dedicando su inteligencia a encontrar la naturaleza de ellas. 

Por nuestra parte podemos decir que sus argumentos son -
correctos si ~dmitimos que cu3lquier intervalo de espacio o tiempo 
consta de un.número finito de puntos e instantes respectivamente, 
ahora bien, parn evitar estas paradojas si bien podemos aceptar -
que el espacio y el tiempo están formados de puntos e instantes, -
necesariamente el número tanto de unos como de otros tendrá que -
eer infinito en cu~lquier intervalo por pequeffo que éste sea, oarac 
ter!stica que distingue al continuo. 

Parece ser que el problema de Zen6n era un problema sobre 
el inf'inito y se origin6 probablemente del supuesto que para llega:i:r 
al final de una colección de objetos tengamos que pasar revista a 
cada uno de ello~. Sin embargo nosotros sabemos que puede conocer
se una colección finita o infinita sin necesidad de conocer a todos 
y cada uno de sus elementos. 

A portir de que Cántor liber6 a los conjuntos infinitos 
de sus aparentes contradicciones estas han podido aceptarse sin -
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ningún prejuicio, aeí como lae eeriee cuyos términos no son con
secutivos, lo cual nos permite trabajar con el tiempo y el eepA
cio como un conjunto infinito de elementos, tales que entre dos -
cualesquiera de ellos siempre existirá un :mfmero infinito de ellos. 

Aristóteles reconoci6 la gran dificultad de exponer el~ 
rigen ocul.to del error lógico contenido en estas paradojas. El li
!ro sexto de eu física está dedicado a la discusión de las nociones 
outiles de continuidad e infinitud. En realidad la Física, que CO!!_S 

ta de ·9 libros, está dedicada en su totalidad a la discusión del
movimiento, divisibilidad, continuidad, infinitud y el vacío. Ee -

importante analizar la crítica de Aristóteles a loe argumentos de 
Zenón, ya que durante 2000 aflos, dicha crítica ha servido como ~ 
to de partida, junto con la de Platón, para la discusión filosófi
ca del problema. 

CRITICA DE ARISTOTELES. 

Pai~ Aristóteles la v!a del conocimiento son loa senti
dos, esto ea, para 61 el continuo es un problema. físico, a cuya sg, 
lución podemos llegar a trav6s de los sentidos, encontrando la in
tima relaci6n que ex:t.ste entre sus elementos; por lo tanto, existe 
muy poca abstracción y uso de la imaginación en el EUUÍlisis que h! 
ce de este problema. Aristóteles distingue tres oonoeptos en el s,i 
glliente párrafo: 

• ••• continuo es aquello cuyos extremos son una sola co
sa; el contacto se halla donde los extremos existen simultáneamen
teJ lo consecutivo es aquello entre lo que no hay ningdn interme
dio del mismo ~nero, entonces ea impoei ble que una cosa continua 
conste de partee indivisibles, por ejemplo, que una linea esté he
cha de puntoe"[t], pág. 647. 

En otra :Parte de su física, Aristóteles expone loe ar--
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gumentoa por medio de loa cu&lee concluye que la línea no estd he
cha por la uni6n de puntos: 

"Ahora, si los t&rminos •continuo", •en contacto• y "en
gucesi6n" se entienden oomo fueron definidos anteriormente (párra
fo anterior), nunca lo que ea continuo puede estar· formado po:tt'in
diviaiblea, ea decir, una l!nea no puede estar formada de puntos, 
la línea ea continua y el punto indiViaible, porque loa extremoe
de dos puntos no pueden ser ni de uno ni de otro." 

•AdemlÍs, si la cosa continua está compuesta por indivi
sibles puntos, estos puntoa tienen que ser continuos o en contac
to con otro y el mismo razonamiento se aplica en el caso de todos 
loa indivisibles. Ahora, por el razonamiento anterior, ellos no -
pueden eer continuos. Y una cosa está en contacto con otra. e6lo -
si el todo está en contacto con el todo o una parte con el todo -
o una parte con una parteJ pero ya que los indivisibles no tienen 
partes, ellos están en contacto uno a otro como todo con todo. Y 
ei eetán en contacto como todo con todo, ellas no serán continuas 
porque para que sean continuas deberán poseer partee extra.ftae las 
unas e. las otras, es decir, que estén separadas en cuanto al lu
gar." (t]1 p¡{g. 648. 

De la misma manera~ y tambitín en su J!líeioa, Arist6teles 
·aoatiene que el tiempo no está formado de indivisibles instantes. 

"Da.do que toda mngni tud puede di Vid.irse en mag?rl. tudea-

(porque hemos probado que el continuo no puede consti:urde indivi-
"' í si bles y toda magnitud es continua.), el más rápido de dos tiene -
\ que moverse una distancie. mayor en igual tiempo y en menor tiempo 

una distancia igual y tambi~n en menor tiempo una distancia más -
grande". 

"Ya que todo movimiento se realiza en el tiempo 1 en to-
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do tiempo hay poai. bilidnd de movimiento y toa.a cosa movible puede 
moverse irurs nípido y también máe lento, entonces puede ocurrir en 
cada tiempo el movimiento llllÍs rápido o más lento. Si esto es así, 
entonces e:l tiempo es continuo, ya que es divisible en partes di-
v.isi bles ••••• " 

"Por lo tanto, la continuidad del tiempo y la magnitud -
serán correlativas, porque en la mitad de tiempo yo pasaré sobre -
la mitad de distancia y, en general, en menor tiempo menor distan
cia, ya que tiempo y distancia tienen la misma división; y si uno
de los dos es ilimitado, el .otro también lo es •••• Por esta raz·6n -
los argumentos de Zenón aBU/llen una falsedaa, que un iU.mitado no -
puede viajar sobre otro ilimitado a lo largo de todas sus partes, 
o tocar· un ilimitado, en un tiempo finito; porque longitud así c~ 
mo tiempo y, en general toda cosa continua, puede considerarse i
limitada en un doble sentido, a saber, con respecto al número de 
divisiones o con respecto a las distancias entre los extremos fi
nales." [ 1) págs. 649 y 650. 

Esta crítica se refiere evidentemen~e a la paradoja de -
~Aquilea•, donde existe el peligro de modificar en nuestra mente -
las condiciones actualmente existentes, estando en peligro de to-
mar la distancia entre Aquiles y la tortuga. como decreciente y da
do un ilimitado número de diviáione6, donde el tiempo para atrave
Ba.It' esas subdivisiones sucesivas es el mismo para cada una de ellas. 
Ello resulta debido a la ilimitada división de una distancia finita 
¡una ilimitada acumulación de intervalos de tiempo finitos. El pr~ 
blema anterior visto desde un punto de vista moderno constituye ~ 
una serie convergente de intervalos de tiempo. Una distancia fini .. 
ta es recorrida en un tiempo finito. 

Los argumentos de Aristóteles sobre Aquiles y la dicoto
mía son los miBlllos, y habla de ellos en otras partes de eu Física. 
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Puesto que una línea no puede estar formada de puntos, no puede -
ser subdividida. real.!llente en puntos. Surge aquí el concepto de in
finito potencial, en contraposición al de infinito actual. 

Esto lo vemos seffalado con mayor intensidad en el siguie!l 
te párrafo: "la continua bisección de una cantidad es ilimitada,-
por lo tanto lo ilimitado existe potencialmente, pero de hecho nua 
ca alcanzado". [1], pág. 611. 

Arist6teles admitía en el número lo infinito sólo en po
tencia y no en acto, por la imposibilidad de recor:rer o numerarlo 
infinito, ya que si consideramos infinito a algún número, siempre
ea posible pensar otro mayor que ~l. Por lo tanto, la infinitu.d P!: 
ra Aristóteles no está en algÚn número concreto, sino en la serie
de números mismos, esto es, .en la posibilidad de superar siempre -
por adición todo número dado. 

Sin embargo, al tratar el problema de la división del -
tiempo en el "antes" y el •aeepuée", Aristóteles introduce un "lí
mite temporal", lo cunl~ implica la infinitud del tiempo a tl'QV\{a -
de un proceso de división, cuestión que aparece ya en la dicotomía 
de Zenón, pero no reconoce el infinito por adición, sino como pro
ceso inverso al infinito por división. Luego entonces, Ariat6telea 
sólo acepta el infinito por adición, no como acto, sino como proc! 
so inverso al de la di visión infinita y sin que eu infinitud pueda 
nunca sobrepasar la m~gnitud finita de su totalidad. 

Partiendo del proceso de divisicSn, que el estagirita ooa 
cibe como recorrido infinito hacia lo infinitesimal, ob~921emo111la 

siguiente serie: 

( 1/2, 1/4, 1/8, ••••••••••••••••• 1/2n) 

Vemos en esta serie que aunque·tiende a lo infinitesimal, 
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nunca llega a agotar lo infinito, habiendo siempre más all6 de to 
da cantidad pequeña una cantidad menor, ya que lo continuo no pu~ 
de ocr nunca indivisible ni const~r de €lementos i~divisibles. 
Por lo tanto Ar1st6telea no puede pa:rtír del tílti~o ehmento r:e -
eata serie, ya que no existe, rara form11r por vín 1e adición, la
serie infinita inversa, lo que hace es proce:l er .-; e unr rr:r:.nera na
ralela a la serie reeul tante -:e la dicotomía presentRda yior Zenón 
de Elea, por lo tanto si la serie de Zenón ea: 

1/2 - 1/~ - 1/8 - 1/16 •••••••• 

La fórmula de la correspondiente serie de Aristóteles -
serár 

1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 ••••••••• 

Vemos pues que aquí el proceso de adición ea infinito -
potencialmente, ya. que depende del proceso divisorio, pero el re
su.ltado ea finito o menor que uno. (l~-,gni tud total sometida al -
proceso divisorio y tendiente infinitamente al límite 1). 

Ariat6telea al igual que Plat6n, acepta la distinción -
entre loa infinitos por adición o multiplicación y nor suatrac--
ción o diviai6n, estableciendo así·. una distinción entre el infi
nito de las magni tudas y el in.finito de los números. 

INPINITO DE LAS UAG?ITTUDES: Aquí Aristóteles 1rnepta el
infini to por división, mientras que el infinito por adición eólo
ea aceptado como proceso paralelo al anterior, obteniendo siempre 
un resultado inferior a la unidad. 

INPINITUD DE tos NUMEROS: Aquí el fildsofo de ~stagira
acepta el infinito por adici6n o multiplicaci&n, pero por divi~
sidn tiene como límite a le. unidnd infiviaible. 
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Parece pues que Ariat6teJ.ea está a punto de alcanzar un 
concepto de magnitud m.a temática que sea al mismo tiempo continu.a
( infinitamente divisible), e infinitamente aument~ble, para 10--

grarlo era necesario unificar los dos conceptos ·1e infinito cita
dos anteriormente; sin e:nbargo, y a pesar de que acepta en el -
t:i ernpo el doble infinito (por multiplicación y por división), no
puede llevar a cabo un~ unificación, ya que a esto se oponen dos
moti vos de orden filos6fico; el concepto de individuo como base -
de la mnteria y form9 y la limitación de toda magnitud extensa. 

Como ya sabemos, existen grandes diferencias entre la 

filosofía aristotélica y le sostenida por la escuela pitagórica y 
Pl~tón. A continuación mencionPremoe dos de ella.e, las cuales i!! 
fluyeron e;randemente en e·, concepto de infinito y en el desarro
llo de las matemáticas y que son: el idealismo pletónico en con~ 
trapoaición al sensualismo del filósofo de Estagira y la importa!!. 
cia que lPs Jllt!temáticas tenían para Platón. 

El sensualismo de Aristóteles quedó ya sentado en pdgi
nas anteriores; ahora para exponer en pocas palabras el idealismo 
platónico, heredado en la escuela pitagórica, citaremos un párra
fo que aparece en su diálogo T.eetetoe, cuando J>latón nos dice por
boca de Sócrates: 

~l:a ciencia no reside en las sensaciones, sino en el ?'!!, 

zonamiento sobre las sensaciones, ~uesto que, según parece, eólo
t.. por el razonamiento se puede descubrir la cienci!';I y la verdad y 
~. es imposible conseguirlo por otro rumbo!f. [1 D , Pág. 330. 

En otra parte de este mismo diálogo, Plat6n va lll!Íe allá 
al considerar a las ideas como objetos que podemos conocer alin ~ 
sin la intervención de los sentidos, haciendo ueo exclueivamente
de nuestra razón, en efecto nos dica: .. 

"Sócrates.- Además me h<!s hecho· un servicio diepens!fud,2 
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me de una larga discusión, si juzgas que hay objetos que el alma
conoce por sí misma y otros que conoce por loe órganos del cuer-
po ••• 

Teetetos.- Pues bien, yo pienso como tú. 

S<Scrates.- ¿En cúal de estas dos clases de objetes col! 
locas al ser? porque es lo más común a todas lns coses. 

Teetetos.- Le coloco en 1s clase de los objetos con los 
que el alma se pone en rel"'ci6n por S'Í. misma" (1 U PrJg. 329. 

Esto es: las entidades absolutamente rea1es, las formas 
e ideas, las concibe Plat6n como independientes de la peroepción
Y susceptibles de una definici6n absolutamente precisa, coneide-
l'tÚldolas eternas e inmutables. 

Por otra parte, P1Rt6n concedió primerísimo lugar al e.!:!_ 
tudio de lns matemáticas y en particular en la geometría, como lo 
comprueba la frase grabada en el pórtico d~ su aoadelJl.iaJ 1~No en-
tre aquí, quien no sepa geometría". 

El maestro P'ranoisoo Zubieta resal ta un pasaje ele la H~ 
, ¡n{blica, donde Platón nos dice eu ppinión sobre la geometría: -

"Ciencia que atrae el alma hacia la verdad, forma. en ella el eepf 
ritu filosófico, obligándola a dirigir a lo alto sus miradas ••• " 
[1~ Pdg. 73. 

Debido al idealismo platónico y a la importancia tan -
grande que el filósofo de la academia da a las mntemáticas, sur-
gen entre sus discípulos matemáticos que contribuyeron a enrique
cer la geometría, apareciendo la teoría de lP proporción de 'Eudo
:xio y el mátodo de ex..~aución, atribuido a este micmo pereonqje y
que están contenidas dentro de la obra cumbre de la geometría ---
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griega "Los tratados de :E.iclides". 

En los siguientes capítulos de este trabajo ae expondrá 
el contenido de estas dos teorías, así como su relación con algu
nos pensamientos de la matemática surgida posteriormente. 



CAPI!lULO II 

TEORIA DE LA PROPORCION 

En eete capítulo trataremos la teoría de la proporción, 
atribuida al célebre matemático Eudo.xio, aunque ya había eido de
sarrollada con anterioridad a él y se dice que la aplicaban en la 
aritmética, la geometría y la música. 

:Babilonia y Egipto son loe lugares donde se originó la

teoría primitiva de la proporción y f'u.e la escuel~ pitagórica, -
que tuvo contacto con estos pueblos, la encargada de introducir -
su ueo en Grecia, siendo '\Snicamente aplicable a m,~gnitudes conme~ 
eurablee. 

En efecto, Sir Thomas Heath nos dice: "es cierto que -
loe pitagóricos ya habían trabajado con tal teoría observando los 
números que ellos entendían como conmensurables y números enteros 
pares". De este modo sabemos que los pitagóricos conocían tres -
medias: la geométrica, la aritmética y lo media ormónica. Ie. me
dia geométrica era llamada proporción por excelencia [s] Pág. 112. 

Ahora bien, ae atribuye también a los pitagóricos el -
descubrimiento de las magnitudes inconmensurables, lo cual anula
ba eu teor!a de la proporción o, al menos, la limitaba grandemen
te. Surge entonces la figura ne Eudoxio, que sienta lae bases --
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para unP. teoría. de la pror-orción que funciona la mismo para las -
magnitudes conmensurables, como para 11>a inconmensurables. 

Tannery, haciendo un comentario a lo anterior, nos dice: 
11Ia teor:!:, de loe pro!'orciones y el principio de eimili tud, tolll!l
en loE inicios de 11> eeometría griega un aspecto más primitivo 't"t 

c;_t~e el que tiene con Etlclides, pero que a consecuencia del descu
brimiento de los inconmensurables, el trato del tem~ fue fundame!! 
talmente remodelado en el período entre Pi tágoraa y Eudoxio". --
(5] Pág. 113. 

CONCE'PTC PRD1:TIVO • 

Resultn interesante exponer cual era el concepto de pr,2_ 
porción que se usaba entre los griegos antes de Qidoxio y para e!!_ 
to resaltaremor que dicr.a concepoidn descpnsaba en el supuesto~ 
que no existen cantidades inconmensurables. Esto es, en su aent! 
do primitivo, la palabra Logos sólo fue usada como relación entre 
con:nencurables. Sir Thomas Heath nos dice: "que este fue el pri
mitivo significado de Lagos, eetá probado que el uso de Logoa pa
re lo inconmensurable, que significa i!Tacional en el sentido de
no tener raz6n alguna para ser tomado como racional"! (s] Pág. 117. 

DA.elides nos expone en su libro X el método por el cual 
obtenía ln raz6n o magnitud relativa. de dos cantidades conmensura 
bles, enseguida expondremos dicho método que, de hecho, nos dice
como encontr~r la máxima medida común entre dos magnitudes. 

Sean A y B las magnitudes conmensurables, don~e A es 111! 
yor o igual que B, entonces tomemo~ de A una m~gnitud igual a B,
qued!Índonos un residuo, tomemos de éstr~ otra magnj. tud igual a B,
Y así aucas:!. val!ente, hnsta que t:lbtengamos '.m residuo menor que B, 
lle.C?émoele !, tomemos de B tantas Ill.."IB!li tudes igua.lea a R como sea 
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necescrio, hesta enccntrrr R', r&sid~o !llenar que '!?. "o'!'i tien-'lo -
el ~roceso para R j' R' y i:>sÍ euceaivnmente h~ nt:-> enccntr."r un re
siduo Rn que está contenido un número exacto de veces en Gl resi
duo anterior Ifl-1 • 

Calculemos el número de veces que el úl tj¡no resir1uo <ie
encuentra contenido en A y en B; pudiendo expresrir ln razón 1e A
a B como la razón de un número a otro. Para .mayor clriridnd ~re-
sentamos el siguiente ejemplo en el que se aplica e'. método ante
rior: 

Sea A igual a ~7 unidPdes ?.rbitrarino y B a 12 unidP--
des, tomando B sobre A dos veces, obtendremos al final un residuo 
R igual a 3 unidades, en seguida tomemos oobre B cuatro veces a -
R; como no tenemos residuo, verecos que lf=3 y que dicho resid110-
cabe en A nueve veces y en B cuatro, por lo que la razón de A y B 
es igual a la raz6n nueve a cuatrot 

A 

B 

B e R 

R R R R 
B 

A 9 
9=4 

Dicho procedimiento ee sigue utilizando en los textos -
modernos pa:ra encontrar m.c.d. entre dos números y por un :rroced!_ 
miento ~logo, tambien el m.c.d. para polinomios. 
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Es clrro que ya loe l)i tar:6rico::: con'.lcian .::r eni tu·!ee in
conmensur0blee y que en tiemtos ~e Pl.,t6n dich·rn r::•(;!'i t 1lies 2e C.2, 

nocíen y estudi,·b<>n en Atenas. Como l)rueba de lo 1mterior dire-
mos que en el Teetetos, este personaje explica n S6cr~teP como -
Teodoro de Sirene ensefíaba dichos conceptos entre sus dif:cír:ulor, 
En efecto, en dicho didlogo se dice que las raíces rJe tres y de -
cinco no son conmensurables en longitud con la de uno, continuPn
do así hasta llegar a la de diez y siete. 

Te.mbi~n citaremos una demostraci6n de lfl irracionalir1"d 
de la diagonal de un cuadrado con respecto al lado 1eJ mis~o, --
atribuida a J.os pi tag6ricos y como consecuencia deJ teorem('l del -
mismo nombre, en efecto: 

Consideremos un triángulo recténgulo isósceles, cuyoe 
laaos iguales sean de longitud uno en algún sistema r.e mediñA, el 
largo de le. h±potenusa estará dado por la siguien1;e relación: 

(1) 

Supongamos a X número racional, o sea, con~er.surr:Jble 

con la unidad, esto es X= m/n (con~,! y n enterar. pri::,os relati
vos). 

} 

5'lstituyendo X por m/n en (1), obtendremos que: 

m/n =f°T 
m2/n2 = 2 
m2 = 2 n2 

por lo tanto 
por lo tanto 
(2) 
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Por lo 11nterior tenemoe oue m2 es par y ..-:or lo tanto m 

e!: p,r, yri r¡ue m es p•·r -:oi:le:~or represento.rlo por 2r. Sustituye!!. 
do e~ (2) tenemoE: 

(2r)2 = 2n2 4r2 = 2n2 

2r2 = n?. n? es :,~r y n es par 

Ya que supusimos oue m y n eren primos relQtivoe y por

o-:;r8 p· .. rte, ae rlen:ostr6 q_ue tanto m como n son :pares. 

Como consecuencia de la apnrición de los inconmensura

bles no s6lo le teorÍA de lr-s pronorcion~e, sino toda la estruc"t!! 

ra mntemática grieea se estremece y emen?za derrumbarse, surgien

do la neceaidRd de crear una teorÍ:'. de la proporci6n, independie!!_ 
te de 1, conir.enourabilidr>n de lns CPntidades. 

En efecto, nera que el proceso descrito anteriormente 
dé resvl tado, es neces11rio encontrar una pprte alícuota común a 
A y B (último residuo obtenido en el procedimiento), tomando a e!_ 
ta pfirte coll!o i;nr> nvf!V~ uni1:=id 1 siendo A y B múltiplon de la uni

cl::d coa.:ún r1e esta m'1ner11 obtenida. Sin emb..,rgo, al aparecer laa

.'.".,gni tudes inccnmenflllrables entre sí, el !Jroceso de dividir un r,2_ 

<'id110 entre su nredecesor se tirolonga h"lsta el infinito, surgien
do de est~ m'1ner<t la neceRi~Pd de aceptar el proceso de división

.'..nfini ta. 

Heco~ dicho que lP. rarte alícuota común a las megnitu-

~ -::s A y B ea tom·•dn como unr: nueva unidnd, unid<:d de la cual A y 

.: sor. !.1\~l ti plos, entor:ces, !!l si:r¡:;ir m· gni t>Jdea en las que el Pl'2. 

::~:::o d~vi2orio se prolonga h·sta e 1 inf]nito, surge la impoeibil!, 

.c.·d de obtener d:!c!i• unid.,d, imnosibilid~d que afecta inclusive -



loB principios ontológicos 1el universo griego. En otrps ~ala-~ 

bras, al desaparecer ln r.osibili~~a de obtener un~ unidPd común -

¡.r?ra l!!Figni tudes arbi trnriF:s, no sólo ln teoría primitiva r1e l?s -

r1roporcionrcs queda en er. tre'iicho, sino que los fUnd11mentos filos~ 

.f'icori de lR or>temátice eriega se estremecen, surgiendo la necesi

ll~,¡J ~e arlecur;r la teoría -: e los pro:;orcionee a estos deecubrimien 

tos. 

la teoría de le proporción de Eudoxio aparece en loe -

Elementon de Euclirle8, obra inmortal del pensamiento griego. El 

libro V de dicha obra noo h~bla de las proporciones entre magnit:!l 

dee en ceneral y el libro VII hace referencie al caso psrticular

de los números. Al analizar les definiciones que anBrecen al -

principio de eotoo dos libros parece que el libre VII no ea sino

un~ repetición del libro V, consiñerando a los números como una -
es¡.ecie J"irticular de 11Jr-gni tud. ~ efecto, Aristóteles así lo -

hsce, cuenr!o dice: "No pue:ies adoptrr el n:étodo rritmético de -

prueba a los prorie•1¡:¡dea de magnitudes, si lra nwgni tudes no aon

números" [1] , ?áe. 362. 

Eudoxio xodifica la teoría de lPs proporciones para -

hacerlo funcion··r indistintamente entre lPs mneni tudes conmensUTJ! 

bles e inconmensurables. ta parte fUndamental de dicha teoría se 

enc·.-.en"':.!'I! ccntenU· en l<. definición número cinco del libro cinco 

cuyo enunci~do es el sieuiente: 

"Dícese que la razón de una primera msgni tud a una ee
DA!l ifi, es igual A. ln de UnD tercera a una CUf'rta, cuando la prim~ 

ra .Y ter~era iena 1.mente multirüicajae o al mismo tiempo superan, 

o al rda.:iO tieMpo son ii:'Unlea o al mifuno tiemT'o son inferiores 

que lnc seg..•n<bs y cur.rtas igua2mente muJ.ti-plicedaa" (sJ, Pdg. -
114. 
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Esto significa en notación modern.~ que: 

!._ = .Q_ siiV m, nUm·A]n•B & m·C)n·D) ó (m·A = n•B & m•C = n·D) 
B D 6 (m•A<n·B & m•C < n·Dfl 

F.Udoxio se encuentr8 en posibilidades de dar esta defi~ 
nición gracias al llamado Axioma de Arquímidea, que en loo libros 
de Euclides aparece antes de dicha definición en la forma de la -
definicion 4: 

•e Díoece que dos magnitudes tienen razpn entre si, cuando 
cada una puede ser multiplicada en modo de superar n ln otra!~ 

En esta definición Euclides hace posible comparar dos -
magni tudas, sean conmensurables o inconmensurables entre s!, por
lo que ya no ea necesario que exista una parte alícuota entre las 
mngnitudes a oomp9rar y haciendo posible la definición cinco que
viene a ser, de hecho, el criterio pRra determinar cuando unes 
magnitudes eetá.n en proporción y que es por lo tanto, la parte -
esencial de la nueva teoría de la proporción. 

CRITICA A ESTA DEFINICION 

Es obvi.o que esta definici6n a la vez que ha sido unf! ,.,. 
de las más im;:ortantes en los Elementos de F.Uolidea, tambj¡én ha -
sido una de las más criticadas por muchos de sus lectores. 

A continuaci6n expondremos algunas de las objeciones 
de que ha eido objeto dicha definición, que como menciona.moa ant! 
riormente, es la que contiene la parte medulnr ne la teoría de -
las proporciones: 

1.- No eat~ demostrado que el predicado de la defini~ 
ción está en concordancia con la cosa definida. 
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Aquí tenemos que aclarar que existe una diferenci~ en~ 
tre lo que es una definición matemática y lo que ea una defini~ 
ción filos6fica; p.'.!ra hacer dicha acbración recurriremos n --
l3ertrand Rusell, que noo dice: "Es necesario darse cuenta de que
la definición en matemática no significa, como en filosofía, un -
análisis de la idea a definirse en ideas que la constituyen. Es
ta noción, en todo caao, es aplicable a loa conceptos, mientras -
que en fil3temáticas es posible definir tér~inos que no son concep
tos11 ~4] , Pág. 413. 

Mas e:!el ... nte nos dice: "Is. definición 11."!temá'tica conai~ 
te en indic~r unB relAcion fija, respecto a un término fijo, de -
lA cual s61o un término es susceptible; entonces este término es
definido por medio de la relación fija y el término fijo ••• 11• ---

fJ-0 , Pág. 414. 

En este caso el término fijo ea un conjunto orden..qdo de 
cu::;tro mngnitudes: A, B, e, D, y la relación fija consiste en que 
dados loo múltiplos de A ;stos deben estar en la misma. relación -
de arelen con los mÜl tiplos de B como los correspondientes múl ti
plos de de C lo están con los múltiplos de D. Esta relación y ª!!. 
te término fijo vienen a definir un nuevo concepto al que puede
llamarse "la mismP razón". 

2.- Dicha definición ea demasiado obscura y pesada, por 
lo que Euclides no pudo pretender que fuese aceptada de un modo -
n~tural, después de haber sido percibida al observar magnitudes -
símilnres o disímiles. 

P~ra refutar esta objeción podemos decir que la menor o 
a-:iyor dificultad que preser.te uw:i definicidn para entenderle no -
le resta validez. Por otra pa.rte este argumento cnrece de funda
mento, YP que si ln definición pnrece obscura dicha obscuridad se 
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debe a la obscuridad inherente de los inconmensurables y a las di 
ferentes interpretaciones que de elle. se han hecho. 

Además, podemos •rer que la definición rle Euclides es -
una consecuencia fácil y natural de la percepción fundamental que 
surge al estar entre figuras que se ~ueden comparar en mngnitud. 

Para ilustrar lo anterior, De Margan nos de el siguien
te ejemplo: 

"Sea une. columnata formada por columnas equidistantes y 

una hilera de barandillas equidistantes también, colocadas enfre,!! 
te de la columnata; supongamos que la distancia entre cada par de 
columnas (O) es distinta a la que hay entre cada par de barandi-
llas (B) y que dichas distancias son conmensurables o inconmensu
rables entre sí, esto es, que un número determinado de bnrandi--
llas puede estar contenido o no, en un número determin.edo de co-
lwnnae. 

't 11 1/ ':a. 

Entonces, si la construcción puede ser llevada a cual-
quier extensión, podemos comparar por inspección C con B a cual-
quier grado de precisión, por ejemplo si la d6ci1119 barandilla es
tá entre la cuarta y la quinta columna, tendremos que: 

~e ( 10 B < S C 

'l/10 C < B <. o/lo C 
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Si queremos obtener una ~ás exacta relación ~odemos to
:nnr unn diezmiléeimr• brir~ndi.UB; S'Jpongamos que ésta se encuentra 
entre la 467 4 y 4675 c olumm;a, por lo tan to: 

4t.i'f/it) "ººe<. B < "'' 1s¡1 oºº o e 
Podemos observar que nuestro grado de exactitud no tie

ne límite y que la razón de B a C estará determinada cuando el º!: 
den de distribuci6n de las barandillas sobre las columnAe está~ 
asignado ad infinitum. 

Por otra parte, podemos ver que cualquier alteración, -
por pequeña que cea, entre li; distancia rle las brirandillas afecta 
el orden de dietribución; suponr,amos por ejemplo que existe una -
alteración de un milésimo de la distancin entre lns columnas, en
tonces lo segunda barandilla eotara 2/1000 adelante, la tercera -
3/1000 y así aucesivarr.ente, nor lo que después de ln barandilla -
mil no te?:drá el .mismo ortlen con respecto a las columna.a. 

En seguida haremos un modelo de ln construcción ante-~ 
rior en el que e será la distancia de l~s columnas y b la de las 
barandillas. Sin necesidad de la definición de proporoi6n, pode
mos asegurar que C y l3 están en la .mis.ron razón que e y b, siempre 
y cuando el modelo esté correctamente formado. En efecto el he-
cho de que el mode~o esté correctamente formado implica que siem
pre que mC exceda, iguale o sea menor que ni!, entonces al aumen-
tar o disminuir la escala del modelo necesaria.mente me excederá,
iCUalará, o será menor que nb. Vemos pues que siempre que la --
n-ésim8 columna aparece antes, enfrente o después de la n-ésima -
barandilla en el original, la n-ésima columna necesariamente apa
recerá antes, enfrente o después de la n~ésima barandilla en el -
modelo del original. 

As! ee posible darse cuenta en el modelo de que la die-
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tribución de las barandillas respecto a las columnas queda desol'!. 
ta mediante las relaciones que entre los multiplos de e, B, b y e 
existen. Por tanto, la razón que existe entre las distancias a -
comparar puede captarse de una manera espontánea comparando loe -
múltiplos como lo sugiere la definición. 

3.~ No.:ea posible comparar cada uno de loa infini toe 
miiltiploa de A, con cada uno de loa infinitos múltiplos de B. 

Esta crítica es, quizá, la que más relación tiene con -
la naturaleza del presente trabajo, ya que se refiere directamen
te al carácter infinito de la definición. Si cuatro magni tudas -
A, B, O, D, son proporcionales, tendremos que demostrar que todo
mú1 tiplo de A está alineado en el mismo intervalo de los múl ti--
plos de B, como el correspondiente múltiplo de e, estd alineado -
entre loa respectivos múltiplos de D. 

Ahora bien, si regresamos al ejemplo anterior, la dis-
tribuoión de las barandillas entre las columnas quizd sea conoci-

1 

da hasta la barandilla millonésima, tanto en el original como en-
el modelo construido, esto sólo nos asegura que nuestro modelo ~ 
construido no contiene error en una millonésima parte de la di~-
tancia de las columnas, Sin embargo, no podemos observar un núm! 
ro infinito de casos y por lo tanto, no podemos afirmar la propo! 
ción absolutamente. 

Esta dificultad se puede superar usando métodos lllPtemá
ticos, tomando a cualquier múltiplo como si fuera un múltiplo en
particular. 

En efecto, De Morgan nos muestra el siguiente ejemplo ~ 
en el que la definici6n de proporci6n de Eudoxio puede aplicarse, 
no obstante su csriicter infinito. 

Sea OAB un tridngulo de lado A:B, tracemos ab una pAral,! 



36 

la a AB, enseguida tra~emos AA2, A2A3, etc. iguales a OA y aa2, 

ª2ª3, etc. iguales a Oa, por cada uno de loe nuntos obtenidoa-~
tracemos paralelas a AB, cortándose con OB en b2, B2, eto. 

o¿;;..~~~u.,..~~~......,~~~-,,!-.;-~~-:!---t,.-.~~ 

• 
Entonces nodemos demostrar que bb2, b2»3, eto. son es -

trictamente iguales a Ob y ~' B:2B3, eto. a OB. 

Coneecuente~cnte la distribución de los nnlltiplos de OA 
sobre loe múltiplos de Oa, está hecha sobre una. línea y de O:S- so
bre los de Ob, sobre la otra. 

El examen de esta. distribución en toda su extensión (el 
cual es imposible), es innecesari9, ya que por le.e propiedades de 
las p?ralelos si A3 está entra a3 y a4, B3 debe estar entre b3 y 

b4, porque si no, la línea A3B3 se oortar!a con a3b3 o a 4b4, lo _ 

cual no es posible ya que A3B3 es paralela a ambas. 

Entonces sin preguntarnos d6nde está ~ nosotro9 sabe~ 
~oa que está entre 8n y ªn+1 y ~ debe estar entre bn y bn+1 o, -
si .m(OA) está alineado en magnitud entre n(<a) y n+1(oal, entonces 
M(OB) estar!! entre n(Ob) y n+1(0b). 

Al analizar le respuesta que De Morgan da a la última -
de las críticas propuestas podemos ver que ésta ea superada siem-
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pre y cuando el infinito aceptado por Eudoxio sea un infinito po
tenoiel, en efecto, al decir que A~ está entre An y An + 1, ain -
importa.moa el valor de m eatamoo aceptando que nuestra figura -
puede extenderae tanto como querramos, incluso hasta el infinito, 
pero nosotros sabemos que esto solo podemos hacerlo potenci~lmen
te, pero de heoho nunca alcanzado; tal y como Aristóteles concibe 
el infinito. 

En aíntesia, podemos decir que las criticas anteriorea
han sido anuladas y que la definición de proporción de Eudoxio -
tru.pera las mismas y se convierte en unn herramienta :!e eran efic! 
oia en el tratamiento de cantidades que tienden a lo infinitesi--

' mal, como veremos posteriormente al estudiar el metodo de exhau~-
ción atribuido al mismo personaje en el que juega un papel basta~ 
te importante. 

A continuación veremos de '\lll8. manera breve la Teoría de 
la proporción de Dedekind, as! como sus concorde.licias con la def! 
nici6n de Eudoxio. 

1 



LA DEFINICION DE PRO,,'.:'PCIO?~ DE EUDOXIO Y 

LA TEORIA DE DEDEKIND 

Ricb.Rrd Dedekind, lllB.estro en la Escuela Tácnica de ~ 
~!. Brunswiok durante treinta y un añoe, conatruy6 Ul'la rigurosa teor! 
{ a de los racionales, contenida en dos pequeños libros: STETIIJKEIT 

UND IRRATIONALE ZAHLEN Y WAS SIND UND WAS SOLLEN DUE ZAHLEN -
(Continuidad y Jrú:m.err.s Racionales y Ie. Naturaleza y Medida de loa 
Números). Este trabajo proporciona la :fundementaci6n pura.mente -
aritmétics y estrictnmente rigurosa de los numeres racionales. 

la parte medlllar del trabajo de Dedekind es el concepto 
de cortadura, que define de una nueva manera a los números reales 
y que como hpremos resal ta.r, tiene una extraordinaria eimili tud -
con la teoría de las proporciones de Eudoxio, que ya hemos viato
con anterioridad. 

En seguida expondremos le teoría de los números irraci~ 
ns les, debida al célebre matemdtico alemán, para resaltar a cont.!, 
nuaci6n las coincidencias entre su obra y la de Eudoxio. Ilioha -
teoría se encuentra contenida en el primero de loa libros cita.dos 
con anterioridad. 

Dedekind comienza aceptando a la unid.ad y que loe núme
ros naturales son una consecuencia del acto de contar, definiendo 
a cada entero, distinto de la unidad, por eu inmediato precedente. 
En seguida introduce la suma y la multiplicación como una combi~ 
ci6n del acto de contar en un solo acto. 

Al introducir las operaciones indirectas, reata y divi-
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ei6n, surgen loe números negativos y fracciones, que son un pro~ 
dueto de la mente del hombre. Todo este eietem"J ele númerov reci
be el nombre de números racioDAles, denotándolo por R. 

Dicho conjunto cumple con lae siguientes propienedes: 

1) Sean a, b, c € R entonces si a < b y b< c tendremos 
que a< o 

2} Si a, b€R y a< b entonces existen infinidad de -
números que están entre a y b. 

3) Si a es cualquier rAcionnl, entonces todos los reci.2_ 
nales quedan divididos en dos conjuntos A1 y A2 ta-
lee que ei a,€ A,, entonces a1~a y si a2 €. A2 entonces 
a2)a; podemos ver que todo número de A1 ea menor -

· que todo número da A2. 

Al comparar Dedekind a R con los puntos ne la recta, h~ 
ce notar que a todo IllfmeTO racional le podemos hacer corresponder 
un punto en la recta, de tal forma que si a, b, son racionales a. 
loa que corresponden los puntos p y q respectivamente, entonces -
si a < b tendremoe que p estará a la izquierda de q. 

Sin embargo hace notar la existencia de números irraci~ 
nales (demostrada desde tiempo de los griegos) y, por lo tanto, -
ex1.~ten puntos en la recta que no tienen sus correspondientes nú
meros racionales. Entonces de una manera semejante a como se de
finieron los números fnaccionarios y negativos, define los núme-
ros irracionales por medio de loe racionales únice.mente y para e! 
to resalta la siguiente propiedad de la recta: 

"Si todos los puntos de la recta num6rica están agrupa
dos en dos clases, tales que todo punto de la primera clase esté
ª la izquierda de todo punto de la segunda cl.A.se, entonces existe 
un punto y a61o un punto que produce esta diviai6n de todos loa -
puntos en dos claeeet esto es la eeparaoi6n de la línea recta en-
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dos porciones" [3), Pág. 11. 

Eata propiedad le permite introducir el concento de co! 
tadura para el conjunto de los racion~les y en general para todo
~onjunto orden.1do: 

"Si ahora todo ni.fulero racional da lug.,r a una partici6n 
del sistem:-. de los números racionales, en dos clases A1 y A2, tal 
que dicha partici6n tenga la siguiente propiedad: que todo a,E A, 
eea menor que todo ª2 E A2, y que A2 no tenga primer elemento, eu 
tonces a dic~a prrtición po1emos consi~erarla como un~ cortadura
de :R denotándolo por {A1, A2)" (3]Pág. 12 y 13. 

Vemos pues que Dedekind no~ afirm1 que todo racional a 
produce unP- cortadure diferente, sin embargo, nos recuerda que -
existen infinidad de cortaduras que no se producen por un número
raoional, surgiendo de esta manera los números irracionales, su8!, 
riéndonos el siguiente ejemplo, en el que vemos lA existencia de
uno de dichos números: 

"Sea D un entero positivo tal que no sea el cuadrado de 
un entero, entonces existe un entero positivo >.. tal que: 

(1) A." < 1) < ( ).. + ¡)1 

Sea la segunda clase A2 tal que para todo 82 é ~, ~ ) O 
y la i~rimcro cbse A1, formnda por lon demás números racionales -
a1, esta partici6n forma un,., cortadora (A1, A2) 

Pero esta cortadura no está producida. con ningun número 
racional. Para demostrarlo ea necesario primero que no existe -
nineun número racional cuyo cuadredo sea igual a D. Dedekind lo
hcce por reducci6n al abm;.rdo: 
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Su.pongamos que existe el racional cuyo cuadrado es ---
igual a D, existen dos enteroe positivos tales que: 

t/u.l :: D 
.p:.. t)ct 

't.'· Du..1.::: o 

Por lo tanto 
de donde 

Su.pongamos que u es el menor entero pocitivo tal que su 
cuadrado multiplicado por D nos da el cuadrado de un entero t, 

Multiplicando la desigualdad (1) por u2 y simplificando 
tenemos que 

El número u' = t - ~u e a un en tero positivo menor que -
u. Si además proponemos t' = Du - ~t. 

t' será un entero positivo y tendremos 

(t')t- O(U!)~:: (D1..1..· A.·Oz- D (t-A.u..)l 

::: ( ~1w - :2 º"" ~:<. + A.i·t})-(Dt2
- l DllA i-t D leu!) 

::: ( D~v..i + A.ttz- ()tt - O l..i u..t> 
:: t.'()..'- O)- l)u.'(:lt- D} 
.:: ( ). i - o ) ( t t - b u..' ) :. ó ~ 

Ya que supusimos que U era el menor de los enteros pos!. 
tivos que cwnpl!a con esta condici6n. 

Entonces el cuadra.do de todo número racional X es menor 
o lllAYOr que D. Por lo tanto podemoe decir que no existe un ele-
mento 111Syor en la olase A1, ni un elemento menor en la olAee A2• 



Porque ei por.emoe: 

1-:: xlxi+-30) 
3 "K'- + D 

tendremos: i.- )( : l. X. t l) - 'X.i) 
3'X.'+ l) 

1) -
- (xi- O )J y también: 1'l -

(3xi + 1))ª 
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Si suponemos que X ee un número positivo en la clase A1 , 

entonces x2<n y por lo tanto y) x y Y2< D, por lo tanto y pert,2_ 
nace a la clr:se A1 y éste no tendrá un último elemento. 

Por otra parte ei suponemos que X ea un elemento de la~ 
clase A2, entonces x2 ") D y por lo te.nto Y< X, Y)Oy y2;> D :por -
lo que Y pertenecerá to..mbien a A2 y esta no tendrá un primer ele
mento: y por lo tanto esta cortadura no estará producida por un -
número racional" [3], Pág. 13 a 15 

Vemos pues que cortaduras como la del ejemplo anterior
dan lugar a un nuevo número c<.11amado número irracional, el cusl
queda completamente definido por esta cortadura (A1, A2) de la e!_ 
guiente manera: 

"Un número inocional o<. esta definido cuando mediante -
una reglc:dividimos al conjunto de racionqles en dos clases A1 y 
A2 tales que todo elemento de A1 , precede a todo elemento de A2 y 

no existe un último elemento en A1 ni primer elemento en A2• 
Ie definición de o( será entonces como un número que está entre to 
dos loa números de A1 y todos lon númercs de A2

11 [5], Pág. 125. -

Vemos pues que los puntos ~e la recta que no correspon
den a loa ntlmeroa r~cion~lea los identifica con los nÚJ11eros irra-



cionales a loe cuales coITeeponde una cortadura, surgiendo de es
ta m~nera loe números irracionales, en efecto Dedekind nos dice: 

"A toda cortadura definida le coITesponr1e un número ra
cional o irracional y podenos tom,~r a dos números como diferentes 
o desiguales, siempre y cuando a ellos correspondan esencialmente 
diferentes cortaduras". [3] Pág. 15. 

Entonces la totalidnd de todos los cortes cumple todos
los requisitos que he de cumplir el conjunto de los números rea-
les (los números racionzles podemos tomarlos como elementos del -
conjunto de cortaduras que definen los reales y un2 cortadura que 
no es racional, se designrrá como irracional). 

Al definir Dedekind a los números reales coco cortndu-
ras de los números racionales, previamente definidos, trata de d~ 
mostr?.r que el continuo aritn:ético posee la propiedad de continu~ 
dad atribuida al continuo geocétrico (puntos de la recta ordena-
dos), y por lo tanto podemos basar en él todo el análisis infini
tesilnal. 

Ia definici6n 5 de Eudoxio y la definici6n de cortadura 
de Dedekind tienen varias se~ejanzas, l~s cuales nos hgcen pensnr 
que ya los griegos tenían una concepci6n de los números bastante
clara y casi idéntica a ln concepci6n de Dedekind. 

En efecto, en 8.l!lbas definiciones podemos ver que exis-
ten diferentes repre2entaciones para el mismo objeto m~temático,
ya que la proporci6n A/C = B/D que expresa la igualdad de dos ra
zones, nos dice que ced2. un!' de éstas representa al mismo número
real (clases de equivalencia). 

Además, si tomamos lri '.1efinici6n de proy,orci6n de Eudo
:rio, tenemo~ que: 

A/C = BID 
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Implica que V m y n, números naturales, mA y mB son res
pective.mente menores, iguales o mayores que ne y nD, esto ea: 

mA = ne : • mB = nD 

mA)nC.".mB/nD 
m A < n e . ·. mB < nD 

lli se cumple el primero de loe tres casos existirán dos 
enteros m y n arbitrarios, tales que: 

A/C = n/m = B/D, y :nor lo que A/C y B/D serán un número 
racional ya que son la razón de dos magnitudes conmensurables. 
En este caso, Dedekind nos dice que m/n lo podemos tomar como el
mayor elemento de la clese izquierda, o bien, como el menor ele-
mento de la clase derechn de la misma cortadura. 

Si no se cumple el primer CP.SO y s6lo se cumplen los G~ 
dos últimos, existirán enteros arbitrarios m', n', m" y n" 

A/C / n '/m' , B/D '? n • /m • 
A/C < n"/m", B/D < n"/m" 

Aquí vemos que tanto A/C como B/D están definidos por -
le mismn cortad~ra de los rncionales, donde la clase izquierda -
está formada por todos los n '/11. 1 menores que A/C y B/D y, la cla
se derecha estará fom,,da por loa n" /m" mayores que A/C y :9/D. 
En este caso A/C representen a un número irracionr~l y no pertene
cen ni a la clase izquierda ni a ln clase derecha de la cortadura. 

Por último, tanto el concepto de cortadura como el de -
proporción, dividen al conjunto de los números racioneles y al de 
las megnitudes en dos conjuntos ajenos, en loe cuales todos loe -
elementos de uno de estos subconjuntos son menores que todos los
elementos de otro subconjunto. 
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Por lo anterior podemos decir que la definición de raz2 
nea iguales contenida en el libro V de Euclides y atribuida a Eu
doxio corresponde a la definición de número real debida a Dede-
kind. Ahora bien, tanto Eudoxio como Dedekind aceptan la existen
cia de un ntlmero infinito de puntos en un intervalo dado, pero -
mientras :DJ.do:x:io considera que al comparar dos magnitudes incon
mensurables dicho infinito sólo existe en potencia, Dedekind, de 
hecho, lo acepta como infinito actual al concebir a loa números -
reales, formados por racione.lea e irracionales y que se encuentran 
en correspondencia uno a uno con respecto a los puntos de la línea 
reo ta. 



CAPITULO IV 

Et l1!ETODO ~E EX:'.J.~TCION DE EUDOXIO 

Mi'.'..'ECED!NTE~ HI2TORICOS. 

Para encontrar los primeros vestigios de la teoría fil~ 
sófica matemática que lleea hasta Eudoxio y el :.método de Exhau--
ción, será necesario remontarnos hesta loo pitagóricos y Zenón de 
Elea. 

En efecto, el primer y decisivo pl1nteamiento del pro-
blelll!l de lo infinitesimal lo encontramos en Zenón de Elea; pese-
a que los mPtemáticoa griegos consideraron :t'unestos para la teo-
ría de lo infinitesimal sus argu.l:!entos, el influjo de éstos marca 
la dirección tomada por el cálculo infinitesimal en Grecia, :pu-
diendo así llegar al descubrimiento del Método de Exhauci6n, uti
lizado para probar una gran cantidad de proposiciones. 

Sin embargo, s~becoB ~ue los argu~entos del éledta para 
demostrar lo absurdo de la división hasta el infinito, estdn diri 
gidos contra l~ escuela petagórica, la cual sostenía dicha teoría 
que se hallaba domin~da por el culto a las matew:fticas y lR teo~ 
r!& de las cosas nú.-ero. 

En efecto, la concepción de la infinita divisibilidad -
surgí~ como conaecuenci1 del inesperado descubrimiento de las ma_g 
nitudes incon:iensurables, por el cual son llevados a concebir los 
números irracion~les. Ahora bien, dichos descubrimientos se dan -
a medic1dos del siglo VI a. c., pues ya Hipnao de Metaponte parten~ 
ciente a k eeneroción por?terior a Pi Meoras, hablf- de la inconmen_ 
surabilidad de l~· dingoru;l del cu'ldrado, ea decir la irracionali
dad de f2. 
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Entonces podemos ver que pn.ra -princiT'ios 1 el r:igl.o ---
V a.c. la idea de la división de una recta hnsta el infinito y la 
serie de cocientes de uno entre las ~otencias de dos, era unn --
idea bastante generalizada entre .los mnte:náticos B'I'iegoc. B1 de~ 
cubrimiento de lo inconmensurable ea pues, ?.nterior a Zenón; des
cubrimiento que da origen a una crisiP- en la escuela nitacórica,
provocando el paso de una etapa en la que oólo se conocen los ra
cionales, el número finito y la división limitada, a una ~egunda
faee en la que lo inconmensurable exige la infinitud numérica y -

la ilimitada divisibilidad. 

Entonces si bien es cierto que las dos primerac anorías 
de Zenón van dirigidas contra la divisibilidad infinita, al asimi 
larse ésta, Zenón nos hace ver en su tercera proposición que has
ta la hipótesis de la indivisibilidad nos conduce a la onuesta de 
la división infinita, ya que de existir un instante indivisible -
en él la flecha ea encuntraría en reposo, estando en movimiento,
lo cual es imposible. Por lo tanto Zenón reafirma en la tercera 
y cuarta proposición su concepto de un todo continuo; entendiendo 
a éste como aquello que no consta de partes indi.,r:isibles. 

Por otro lado, al hablar de la irracionalidad de f2, P.Q. 
demos hacer notar que la demostraci6n atribuida al antiguo pi ta@ 

rismo, ea una demostración por reducci6n al absurdo, es decir, de 
la misma forma en que aparecen los razonamientos de Zenón, quien
debió por lo tanto, hallarlo ya en uso en la matemática eriega. 

Ahora bien, la aportacion de Zenón al desarrollo de la
teor!a de lo infini teeinal tiene unR mi!xima importancia al exigir 
una mayor perfección en las demostraciones, obligando a loe mP.te
mdticoe griegos a evitar la premura en el uso del infinito y de -
los infinitesimales y, al mismo·tiempo, hacien~o a un laoo la con 
capción primitiva de lo indivisible como unidad puntual dotaie de 
masa. Al enfrentar pues, uno a otro de lor. conceptos ae finito -
e infinito, principia una nueva etapa en les mr·temrftj cns griegas
que noe llevarían a la geometría de Eudoxio. 
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El método de ex..,aución atribui~o a Eudoxio fué la rea~ 
puesta de Zen6n desde un ·nunto ~e vi~t '.ll:tefilPtico, El mostrcS -
r¿ue no es ne ce cario suponer la existenci., de lo infinitamente pe
q1rnf o, ya qne er'.l suficiente p0ra loa -:"ropcSsi tos ce l:is matemáti:... 
cns su~oncr que por le continuP. biEección ~e una m~enitud podamos 
fin lmente lle¿;r.r e un::i Jll&::;rü tud tan r,equef:a como querramos. Sa
cando :ie esta m-.nera a la geometría del problema de las cantida
des incon:nensurobles. 

An8xagoras hr,ce la primera formulacicSn clr.ra del princ! 
pio infinitesim"ll: "En lo pequeño no hay un mínimo, sino siempre 
un !llenar, riorque lo que existe no puede ser convertido en inexis
tente ;-:orfo divisi6n 11 fl~, 'Png. 72. 

Este concepto de infinitesimal, como lo que es más pe-
queí'!o que cu,,lquier tamaflo dedo, lo a"?Jlicn Anaxágoras en geome
tría ~l problema fundamental de su épocR: la cuadratura del círC!!_ 
lo, empleando en su solución el método exhaustivo, duplicnndo in-
definir~amente el número de lados de un -polígono inscrito o cí-r--
cunscrito en un círculo; al aumentnr el número de lados, la dife
renci.'l entre las superficies ·le las dos figuras, se h::ice menor -
que cualquier magnitud apreci~ble, de modo que el polígono puede
llee;r,r e medir la SU!Jerficie del círculo y se puede demostrar la
proposición de que dos círculos son entre sí, como los cupdrados
de ous diámetroo. 

Podemos ver que ya a medindoe del siglo V ee estudiaban 
lao relaciones ent~e loe círculos y loa polígonos inrcritoR y qu! 
zá circ;;nscri tos, resal tanda como ejemplo, el teorema .ae he lún!! 
lrs cucdr~blen, descubierto por ·Hipdcratea de Quios, aunque sin -
e~plerr el m6todo le exh8Ución, tal como lo desnrrollo posterior
~cnte F.udoxio: ln sUlllt! de las lúnulas construidas sobre los cate
ton ·1e un triángulo rectángulo iedsoeles, es igur:il al !!rea del -
tri1ngulo. 
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En efecto, P-ea AC el l''do :le un cu-.dr .... do inr.cri t·o en un 
círculo y AB :::u diaeonPJ.; sea AF.C un ser.ricírculo ci:-n AC coco diá
metro, entoncee tendremoc: 

AB2
: 2 lACl2 

Por lo que, yr: que cfrcuJo¡:, y por lo tanto semicírcu-
loc, son uno a otro como el cuadrado de El'US diámetror, tendremos: 

Semicírculo ACB = 2 (secic!rculo A'BJ) por lo tanto 
Cuadrante AFCD = Se::icírculo .~EC y 
:rllnule AECF = A ADC. 

De une m:inera idéntica pode:nos 'lemostrar que el área ~ 
del A .BCD os i6Ual a ln de la lúnula construida sobre BC, per
lo que el área del triángulo rectángulo A~ ea igual a la suma de 
be lúnulos conctruidas sobre sus cntetos [5] Pág. 366. 

Aunque en algún filodo el a~omismo marca un retroceso en
cuanto a l~ teor!~ de lo infiniteeim8l, da un eran paso al apli-
c~rla n l~ eeometría de los sólidos. En efecto, Demócrito, uno -
de lon principales rcprezen~~ntes de esta escuela, al plantearae
el problema de calcul0 r el volumen de l~. pirá'llide y el cono, lle
ea n cnlcular dichos volúmenes en un tercio 1el prisma y el cili!! 
dro, respectivamente, aunque sin d<?r um 1emor:trc·ci6n geométrica, 
lo cunl será más tarde mérito <le fü:doxio. Sin o:i:bprgo, De"!Jócrito 
tiene el mérito de haber sido el rrimero en introducir el prinoi
pio infini tesim-:; 1 en lo geometríP sólida · ~] Pdc;. 366. 
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El método ideado ror Demócrito nos es deocrito por Plu
tarco de la siguiente mnnera: "Si oe truncP un cono mediante pla
nos paralelos a ls base en .muchos peldafios a manera de escalera:
¿Qué pensar de las superficies de las secciones, resultan igua--
lee o desiguales? Si fuesen desiguales se harían irregular al -
cono, que tendr!a en sí muchos peldafios a manera de escalera; --
si fuesen iguales, serían iguales también las secciones sucesi-
vaa y el cono aparecería dotado de la propiedad del cilindro o -
sea, de constar de círculos iguales y no desiguales; lo cual ---
oonsti tuiría el máximo absurdo" (9}, Pág. 187. 

Como unn solución al problema anterior, Dem6crito pro-
pone tomar a las secciones diferentes pero de tal forme que lA di 
ferencia sea imperceptible. Entonces la totalidad del cono la P.2. 
demoe dar como suma de laminillas de grosor infinitesimal. 

Demócrito con esta idea, llega a calcular el volumen 
del cono en. 1/3 del volumen del cilindro y el de h pirámiue en -
1/3 del volumen del prisma, descomponiendo el volumen del cilin-
dro y del priSllll3, respectivamente, en el volUI:1en de conos y pirá
mides equivalentes entre sí [6], Pág. 179 y es. 

Sin embargo, la demostración rigurosa de las prorosici.2. 
nea sólo surge hasta la aparición de Eudoxio, que permite la f'un

da:mentaci6n rigurosa del principio de lo infinitesimal. 

Ahora bien, pera llegar a Eudoxio, ea necesario lwcer -
mención de dos fíldsofos sofistas: Antifonte y Bris6n, que tratan 
de resolver el problema de la cuadratura del círculo. 

Aristóteles nos dice que Antifonte peno6 que inncribie~ 
do progresivamente en un círculo polígono de 41 8, 16, 32, etc. -
lados, podríamos llegar a un polígono que agotara el círculo [1], 
l?!.{g. 572. 
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El mismo Aristóteles nos explico que el r:roced~:n:.ento -
adoptado por Brisón ea en el fondo el mismo que el de ~nt:fonte,
ya que la única diferencia consiste en tomnr o le vez la serie dr. 
los polígonos inscritos y los circunecri toa, concluyendo c;ue ti e
ne que llegar a obtener una serie par, en la que la diferencia e;l 
tre el circunscrito (siempre mayor que el círculo) y el inscrito
(aiempre menor que el círculo), sea mínima, de tal forma que un -
polígono de área media entre los dos, sea el mismo círculo [1], -
Pág. 363. 

Vemos pues un progreso en relación a Antifonte, ~'r. que
parece vislumbrarse la idea de que el círculo es el límite de am
bas series. La importancia del paso dado por :Brisón, lo resolta
Heath, al seffalar que el uso constante de las dos series (de poli. 
gonos inscritos y circunscritos), y el hecho de tomár ambas como
tendientes a un límite común, son las coracterísticas del ~étodo
e~ustivo. Sin embargo, debido a la concepción atomista de :Bri" 
aón, éste no puede alcanzar el concepto de infinita peroecusión -
del límite. 

Para superar este concepto se tuvo que pasar del atomiE_ 
mo materialista de Demóorito, al atomismo idealista de los pitag~ 
ricos (concepto de mónada) y de ahí, al atomismo geométrico, in~ 
traducido por Teetetos al descomponer los sólidos geométricos en
auperficies, líneas y puntos, siendo estos últimos las unidades -
indivisibles. Este último concepto de atomismo es superado por -
el mismo Teetetos, al descubrir la urliversalidad de lo irracional, 
convirtiendo en regla general lo que se había consUerado como -
excepción. 

Este descubrimiento ya no permite ninguna clase dff ato
mismo, ya que cualquier clase de unidad que eoznra de posición, -
implicaría la conmensurabilidnd con dicha unidP.d, lo cual Teete-
toe ha dejado excluido. 
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surge er.tcnces la n0cesi1nd de super~r el obstáculo ne
la incon:.:er:surabili·l'.'d, lo cu··l hrice Budoxio, al resaltar la si-
¡y.iente p::-opied:;d de be m· gn~ tu:; es homogéneas "que guardan entre 
sí una relación ta.1, c;_uc cual~uiora de ellas dos, multiplicada, -
tiue~e superar a lP. otra". (s], ?t!g. 114. 

Como consecuencia de lo anterior, surge la siguiente ~
y,rorosici6n: "DadE:n dos m::cn~ tu'les aesigualeo, si de la mayor ae
resta una magnitud mayor que su reitod, del residuo se resta una -
::ir:¿:;;nitud m~yor que su respectiva mitad y, aoí sucesivamente, que
dará um:i JIU' gni tud que será menor que la .!!l"' gni tud menor se:': alada" 

[sl. r<f,r. 14. 

De esta manera r.orJe:::o~ .]educir que no hay m.agni tud aún!, 
me alguna; esto es, regresaremos al concepto de infinitesimal da

do por .Anaxágoras, regreso que supera al atomismo ,;eomét:rico y -
que dejn el campo abierto a la aplicnci6n deJ concepto de infini
tesimal. 

Dicho aplicaci6n le encentremos contenida en el método
de exht?uci6n emrler.do por Eudoxio el" ~ •~ demostraciones de algu-
nas proposiciones contenidas en el libro XII de :Fllclidea, el cual 
reco~i6 loG ·.1enarrollos alcanzados hanta entonces en eJ campo de
lo infinitesimal. 

A continu~ci6n expondremos algnnes proposiciones conte
:1.lcr. <: en e 1 libro XII de !i:liclides, que nos permiten analizar las
!'rinciw·lea cnracterfoticae del método de exhauci6n, dichas prop.e. 
i::icioms non 1:.>. segunda y sértimo, incluye t¡¡cbién la primera, -

!JOr eotar íntia:~mente lit;n•ia a lP. segunda. 
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PROPOSICION I 1 [5 J 1 V'ol 3, Págs. 369 y 370. 

Dos polígonos semejantes son uno a otro, como los cua-
drados sobre ous diámetro~: 

A 

Sean ABO y FGH dos circunferencias y ABCDE, FG:nct polí
gonos semejantes inscritos en ellas, tracemos los diámetroi:- res-

peotivos Br>1 y GN y también les líneas BE y M.f, GL y FN. 

Tenemos nosotros que: 

} BAE =..( GF!. y que 

EA : AE = GF : FL (por definición de semejanza). 

Entonces tenemos que 4 BAE es equisíngulo con A GFT.i, 

por lo tanto"(AEG =i:FLG y también tenemos que: 

~ AE'.B ={ AMB y --( FLG = -(FNG por lo tanto{ AMB = { FNG 
pero el ángulo recto.( BAM =~GFN' de donde: 

.( MBA =~NGF y 
A Al!M es equiángulo con A FGN. 

Por lo que: . ~ : GÑ : : fil' : GF 
Pero la razón del cuadrndo sobre B'f a el cundrodo aobre 

GN es el cuadrado de la razón de IDT a GN. 

Y la razón del polígono ABC'JE al polígono FGHia. "!S '" 

el cuadrado de la razón de BA a GF. (VI-20). 
Por lo que W.f : Grf :: polígono ~~~E : polígono 7GI-!Iít 

Por lo tanto, polígonoc semejPntes, inscritos sobre r.i! 

culos, son uno a otro, como los cu~drAdos sobre rn.ia diámetros ---

1.q.d. 
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:rRCPCSIC!CN II: [5} Vol. 3, Págs. 371 y n.s. 

Círculos son uno a otro, como lor cuadrados sobre sus -

diámetro c. 

Sean A 'BCD, EFGB, círculos y BD, FH aue respectivos diá
metroc; por demostrar que A'BCD : AEFG = BD2 : ~. 

A 

G 
e 

suponga.o.os que la igiialdad anterior no se cunrple, ento!! 
ces. 

ABOD : S = "!ID2 : "Fff con S '7 EFGH 6 S < EFGH. 

Y sea el cuadrado EFGH inscrito en el círculo EFGH, di
cho cuair8do es mayor que la mitad del áreo ñel círcul~, ya que -
en igual a lP. mitad del cuP.drado circunscrito en el círculo y el
círculo es menor que el cuadrado circunscrito. 

Sean loe arcos con cuerdas EF, FG, GH, HE, bisecados en 
los -puntos K, L, M, N, tracemos EIC, KF, FL, LG, GM, MR, HN, NE. 

Ceda uno de los triángulos EKF, FtG, G'·'.H, mra, es mayor 
que la mitad de la porci6n <lel círculo q~e lo contiene, puesto --
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que si sobre K, L, ?11 1 N, trazarnos tnnr;entee al círculo y complet~ 

mas loa paralelogramos, los triángulos F.KF, F:iG, G~~--r, Jt'iE, eerán

la mitad de dichos paralelogramos y éstor son mayores que los seg 

mento~ de círculo respectivo. 

Esto es, bisecando continuemcnte los residuos de circll!! 

ferenci8 y juntando las líneas rectas, podremos obtener alguna~ -
porciones del círculo que sean cenares que el exceso por el cual

el. círculo supera al área s. 

Así podremos obtener un polígono cuya área supera al --
área s. 

Inscribamos tambien en el círculo /..BCD el riolígono 
AOBPCQDR, semejan te al polígono EKFI,GMHN, por lo que: 

BD2 : FH2 = AO:B?CQDR : F.KFIG'..'!!~ (JCTI-I) 

pero 'JJD2 : Fif = círculo ABCD área S 

Entonces también círculo ABCD : área S = Ar:BI'CQDR : --
EKFLG:JJN (V-JI), :por lo que alternadr.mente. El círculo AJ3CD es -

al polígono inscrito en él, co~o el área ~es al polí¿ono ------
EKFLGr11HN (V-16). 

Pero el círculo ~'3CD ea ~yor que el polígono inscrito

en él, por lo qae el área S es también mr..yor ·-:;ue el polígono ---
EKJ!'I.G~.'.HN. 

Ahora bien, y~ vimoo que oo también menor ~ po:!' lo que 
como el cu;:,drado sobre B!l es al cun·~rado r.cbre FH, el círculo 
ABCD no es a ningún área, menor que el cfrculo 3FG1'l. 

Similar.'.llente, po·:le~r:~· rrol.l'.'r q_ue ta::rroco el c-:'rculo ---
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EFGH es a ningún área menor que el círculo A:B::D, como el CUBdrado 
sobre FH ea al cuadrado sobre BD. 

En aeguida tenemoo que tampoco el círculo A~CD ea a nin 
gún área mcyor que el círculo EFGH, como el cuadrado sobre BD es
a el cuadrado sobre FH, 

Ya que así es, estará en raz6n a una mayor área S, per
lo que inversamente, como el cuadrado sobre FH es al cuadrado so
bre BD, así el úréíi. S es al círculo ABCD, Pero como el área S es 
al círculo ABCD, así el círculo EFGH, es a algún área menor que -
el círculo ABCD, 

Por lo que también como el curdredo sobre FH es al cua
drado sobre BD, así el círculo EFGH es a algún f.rea, menor que el 
círculo ABCD (V-II), lo que se ~rob6 era imnosible. 

Por lo que el cuadrado sobre BD es al cu?drado sobre -
FH 1 r.sí no es el círculo .rncn a ningún área m..oyor que el círculo
EFG3. Y ya que eztá ~robado que tampoco está en raz6n a ningun -
área menor que el círculo ::S:FGH, tendremon que el cuedrado sobre -
BD, es al cuadrado sobre FH, como eJ círculo A:OCD, es al círculo
EFGH 1.q.d. 
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PROPOSICIO?l VII: 

Cualquier prisma que tenBfl una base tri~ngulor puede ~ 
ser diVidido en tres pirámides iguales una P la otra, que tenean
bases triangulares: 

Sea un prisma cuya base triangular ea A:OO y DEF onueeta 
a ella. 

Por demostrar que el prisma ABCDEF puede dividirse en -
tres pirámides iguales una a la otra., que tienen bases trinngula
res. 

F 
Tracemos ]_ij), Ec, CD. 

Ya que ABED ea un paralelogramo y :an es su diae;onal, t! 
ne.moa que 6.ABD = ó.BED (I,34). ror lo q,ue también la pirámide
de la cual el triángulo ABD ea la b~se y el punto C el vértice es 
igual a la pirWnlde de la que el trHngulo BED es la base y el -
punto O el vértice (XII, 5). 

Pero la pirámide en la que el tridngulo FF.D es ir. b~u:ie

Y el punto e el vértice es la .misma que la pirámi1Je en la que el
triángulo E1lO es le base y el )"IU?lto D e: vértice. 
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Asimismo, ya que :f!V;lE es un paraleloera,mo y EC su ~iago 
nol, tenemoc que loo pirá.::idee en l~o que ~ EBC es la base y D
el vértice y aquélla er. ln que f:!l ECP es la bose y D el vértice,
son ig. -,les, yo que A EP.C es igue.l a ~ECF. 

'Pero la ~irá.mirle de l~ que el tridngulo EBC ee la base
y el runto D es vértice, es igual a la pirámide de la que el ·~ 
trii~nculo ,tBD es la base y el punto C el vértice, por lo que tam
bién la rirámide de la cual el triángulo ECF es la base y el Illlll 
to D el vértice, es igual a la rirámide de la que el triángulo -
ABD ee la base y el punto C el vértice. 

Por lo que pricmn ABC!EF h~ sido dividido en tres pirá
mides iguales unas a otrao, que tienen b8ses triangulares. 

Y ya que la pirámide de la que e: triángulo ABD es la -
base y el :ounto C el vértice, es la misma con la pirámide de la ~ 
OUE' el triángulo CAD es la bAse y el ¡:unto D el vértice por esta.r 
contenidos por los mismos planos • 

.Y.ientras que lo. pirámide de la que el triángulo ABD ee
la base y el punto O el vértice se ha probado es un tercio del ~ 
prisma en el que el triángulo ABC es la base y DEF su cara opues
ta, por lo que también la pirámide de la que el triángulo ABO ea
la base y el punto D es vértice ea un tercio del prisma que tiene 
lo mic!ll!J base, el tri8ngulo ABC y nEF como cara onuesta. l.q.d. 

Como un corol~rio imrortante de la demostraci6n a.nte~
rior, tenemos el siguiente resultado: cualquier pirámide es una -
tercern nArte de~ prisma que tiene la misma base e igu&l altura. 

[s], Págs. 394 y 395. 

Al rnalizar las de~oatracionP.s anteriores, ~o~emoa ver
oue como respuesta a la dificultad de l~e infinitesimales, la es-
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. cuela pl~t6nico 1 representada por Eudoxio, simplemente los igno-
ra, resolviendo los rroblem.'"s en <J.•·e se ::iueda. llegar a los infini 
tesimales de una manera puramente 16gic~. 

Esto lo >::odemoo ver en la demo:"'trnción de la prorosición 
II: en dicha de:::ostraci6n vemos que lo i·lea princinal consiste en 
agotar el círculo en el senti~o de la nro~ooici6n I del üibro X,
al inscribir sucesivo•!lente polígonos ~Je 4, r, 16, ... hiilon en el
círculo, obtenido de esta manera, en r,l~ r-omento, nor0.ionec que 
son menores que cual~uier área dada, sin importar la magnitud de
ésta. 

Otro caracteríetica de este método en que recurre a la
dea:ostraci6n por absurdo, demostrando que al aunoner, en el caso
de la proposición X qqe·el volw:ien del co?Jo es mayor o menor que
un tercio del volumen de~ cilindro, con igual base y altura, lle
g~mon necesariamente a una contradicción, 

El uso de este ::étC'do de de:r.ostracién fue generalizado
tanto entre los grie5oc como durante e: renacimiento, para resol
ver problemas en e! cálculo ile áreas y volúmenes, método bastante 
riguroso y que en este oe?Jtido cumple con l!?s exigencins de l9 s -
matemáticas modernas, en esrecial del cálculo integral, teniendo
sin embergo, el inccnvenicnte de ser demasiado tedioso, 

A continunci6n comp'rareoos este método con el surgido
en Ingll\ terra a finales de J. siglo XVII, con la obra de Isai::c !Tew
ton, considerado junto con I,eibniz, como el inventor .. ~.el cálculo
infir.i teaimal, 



EL 1.IBT0DC 'JE E~~'ATJCrm: DE :.:UDOY.TO y LOS 

:nnn:cr:i::cz i:S- CA".".C'"T.C n:FI?7IT":f:Htlit CC·11' ISAAC N""1T0N 

Isaac Hewton fue una Je las inteligencirs más grandes -
que han existido a través de toda la historia <le la humanidad, in 
te::.igenciA que eburcó, ele hecho, todos los cP..mpos del conocimien
to humeno: matemátices, física, astronomía, historia, filosofía,
~erecho, teología, química, etc. 

Ne·r1ton revolucionó la ciencia principal.r.;ente por sus -
eportes en .llllltemáticas y mecánica. Esta revolución mereció el -
siguiente comentario de p?rte de Herbert Butterfield: "Eclipsa -
todos los acontecimientos producidos desde el nacimiento de la -
crieti&ndad y reduce el rellf!cimiento y la reforma al rango de me
roc episodios •• :' (2], Pág. 59. 

Ahora bien, si Newton revolucionó al mundo cientÍfico,
esto se debió a la influenciri que sobre él ejercieron otros gran
des pencadoree, desde Pi Mgoraa hriata J.oc científicos del renaci
miento i talir::.no; él mismo lo reconoce al decir: "Si puile ver m1fo
lejos es porque gigantes me elewron sobre sus espaldas". [2], -
Pág. 59. 

En efecto, las enormes aportaciones a la ciencia de Pª!: 
te de Copérnico, Galileo y Kepler, dejrron el ambiente propicio -
parl':l que el genio de Newton ñeterminera un nuevo c?.mino en el de
s~rrollo científico. 

En eíntes1s, a\Allque lr s aportaciones científicas de -
r.ev1ton mrrcan un hito para le humanidad,, no son el reaul tado de -
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un chispazo divino, sino e] fruto de deducciones lór,icas y de ln
transformaci6n de i.deas preexiete::1tcs, característica de '.a cien
::ia, que deseo resaltar en este trnbnjo. i;;eto es, que cuelquie'!'
innovaci6n, por oencilla o importr.nte que surja, ee el resultado
de la transformación, gracias a los elementos pror.icioc de la ép,2_ 
ca, de ideas ya existentes. 

LAS MATEMATICAS EN NEWTON. 

Entre las obras que Newton ley~ en su é~oca ,de estudie~ , 
te en el Trinity College y que seguramente influyo gran1emente en 
sus trabajos matemáticos, se encuentran: Ia Optica, de Kapler; -
Loe Elementos, de Euclides; Ia Principia ~hilosophiae y la Geome
tría, de Descartes y la Aritmética Infinitorum, de Wallis, entre
otroe. 

Ias aportaciones que este genio hace en el camno IDD temi_ 
tioo abarcan todas lfls ramas <le esta ciencia; el álgebra, lr teo
ría de loe números, la geometría analítica y olásica, la teoría -
de la probabilidad y, principalmente, su trab8jO fundamental en -
el cdlculo, el cual compararemos en parte, con el Método de Exha~ 
ci6n de :Elldoxio. 

Para poder comparar parte de lfle aportaciones :\e Newton 
al Cdlculo Diferencial con la Teoría de Exhauci6n de Eudoxio, se
rd necesario present~r algunas de las ideas que a~arecen en los -
Principia, obra cumbre del hijo predilecto del Trinity Co"lege. 
Esta obra constituye una síntesis matemática de hechos yn conoci
dos y organizados, por ejemplo Ias Leyes de Kepler. 

Ia sección I del Libro I, es un conjunto de once lem~e, 
en los ··ue Newton expone eu teoría de los lími tea; esta teoría Ae 

fundrunenta en el concepto de límite que nos ;reeenta en el lema I; 
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LE!ú\ I: 

"Ias canti'l:-des y los cocientes de cantidades, que en -
c~.alqt:icr tie:nr.o finito convergen continunJncnte a la igualdad y,

o.ntes rlel final de ese tiempo se aproximan ce.da vez más que cual

c:.uier diferencia dada, se hs cen al final iguales" h ~ , Pag. 29. 

Demostraci6n: Si negrunos ésto, supongamos entonces que

al fin:.ü son diferentes, y eea D su Últim.tJ diferencia. Por lo -
tonto, no podemos aproximar más intimamente que por la diferencia 

• 
dadn D, lo c:ml ea contrario a l?.. suposición. 

Dccpués de 1 lema I, Ne;'lton demu( stra. tres lemns releci.Q. 
nedos con el !.rea rle figuras curvas, la cu.al calcula. por medios -
de oeriee rle rectángulos inserí to8 y circunscritos a lo figura. 

Este método no~ ~acuerda el método de Exhaución 0e Eudoxio, aun-
que tiene también diferen.cir-is profundas, como veremos más adelan
te. 

LEMA II. 

11 Si en \lI1a figura AaoE, determinada por lt'!a r.ectas Aa, 
AE y la curva acE, se inscriben cualquier número de paralelogra

mos Ab, Be, Cd, etc., comprendidos sobre bases iguales AB, BC, -
CD, etc., y los lados Bb, Ce, Del, etc., p8ralelos al lado Aa, de
la ficura y los paraleloi'.il'amos aKal, bI.c:::, c!,fdn, etc. son compl~ 
tP.doc, entonces si ei ancho de dichos p~raleloeramoe es disminui

do y el número 'e ellos es aumentado infinitamente, yo digo que -
las úl tiroF.s razones entre la figura inscrita AKbtcT.!d!>, la figura

circunccri ta Aal bmcndoE y la fj eura cnrvilínea AabcdE son razones 

le igunlded". ~ª • p.!gs. 29 y 30~ 
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Demostración: Ie diferencia de lns figuras inscritas y
circunscri tas es la suma de loe:: pnralelogramos Kl, Lm, Mn, Do; é!!_ 

to es (por la iguald8d de todas sus bases), igual al rectángulo -

sobre una de sus bases Kb y con altura igual a la suma de las al

titudes Ae., ésto es, el rectángulo Abla; pero este rectángulo, .,._ 

porque su anc!mra AB se supone disminuye infinitamente, se con-

vierte en menor que cualquier espacio dado. Y de donde (por el -

leme. I), lrn figuras inscri t::is y circunocri tne resultar:ín al últ!_ 
mo iguales un.--e a otrns; y también la figura curvilínea interme-

dia, serf finalmente igual a e1las. 

LEMA III: 

"I.as mism'.' s Últimas razones serán también razones de -

igualdc.d, cu,.,ndo los nnchos AB, Be, Cd, etc. de los paralelogra-

moe sean diferentes y todos ello·~, disminuidoA infinj te..'!lente". 

fl ~ , Pag. 30. 

Or---=::,_,J..,f 
K t---,.;;b r::o¡...,...._..., 

L1-r--..,;oii.----. 

A BF e D E 

Demostrnciñn: su~~nca.r.:os a AF i1311Al a la mnyor anchura

y complete~noe el pr.rr.1-elocramo F.taf. Er::te pr.ralelo-3"ra'!\o rerá mA

yor qne la di:'erenci<: ":le 1rl 13 figuras :!.nscri tas y cirm.mrrnri tas: -

"!'.'ero por']ue lP. a-:-:chu:ro; .~F ea dil':'r:iinuirlri infini te'.'"1~·nte, resultará

t<.enor a~:e C':.<-lr¡uior :rect.f:-i,;;ulo l.q.d. 



64 

LET:L'. IV 

Si en dos figuras AncE, "PprT, son inscri tns dos oeries

de pe.ralelog:romos con ieual número en cado cerie y sus anchuras.

son disminuidas a1 infinito, si lss úl tim<is rozones de los naral~ 

logramoc en un.?. fic;ura son respectiva~~ente las mismcs a la de la

otra. Yo oigo que estas dos figuras ~acE, P11rT, eotán unFJ a otra 

en la misma razón. [10], Pág, 31. 

A .__ _ __, __ _._ __ _._ _ __.E 

Demostración: Porque los pnrnlelogramoc en un!] fieura -

son lo::i mismon que loo pnr8lelo,r:ra!:'os en lA otra y, P sí, por ccrn

posición, lo oumn r.e todos en uns figurr ec n :n oum~ de todos en 

la otra, por :o· tnn to um f::.¡;:um P.erli o. lo otra, ( :nor el T emn) 

III, porque tanto la :rrimera fi.,'rt.lro como ln primer9 ou.mr: están 

con lo oeg.im:n. fir_;-,;ra .Y 11;') Eet;:ind!l st\l!la en razón de iguoldad. ---

1,q.d, 

En~eg;üd·: tro torc~10s .fo encc:-i"!;r"r las co:ncidenciP..s, y

diferer.oi:- n entre el ccinteni:lo :'!e.l li 'hro XTI ''e Eucli'les y los l~ 

r.::·s !'ntcriorcc pertenecirnter: r>l ,ibro uno -le lor: P?P-:'CJ!'V., 
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tlEWTON Y EUDOXIO: 

Si bien es cierto que el estilo utilizado por Newton en 
Le;, PRINCIPIA se npega al utilizado por los antiguos Griegos, tal 
como nos lo sef!alA Bertrand Rur:sell, al decirnos "Fue Euclides -
quien sirvió de modelo a Los Principia de Newton" Ú 3] , Pág. 801. 

Al analizar más detenidnmente podemos ver que b~jo la -
apariencia Euclidien<' se er..cuentre un nuevo enfoque hacif', ese ti
po d~ problemas, enfoque considerado por muchos historiadores de
la ciencia, como el primer tratado de Cálc'.llo Diferencfol, que -
permitió un avance cigantesco, a pArtir de entonces, a las m8tem~ 
ticr.s así como, su aplicación en diferentes ramas de la fíeica. 

Po1emos ver, por lo tanto, que mientras loE Elementos -
de Euclides son me.temáticas puras en el sentido moderno, yn que r 

no existe el menor indicio de que la geometría pudiera tener alt@_ 
na uplicP.ción prifoticn, los 'T'RINCIPIA tienen como fimllidad la e_! 
posición de la Dinámica Celeste, para lo cu1Jl utiliza como herra
mienta, la nueva m~temética. 

Esta aplicación de les matemáticas a la dinámica, pode
mos verla como un clrro ejemplo, en el primer Teoreme de la obra, 
el cual aparece en la segi;.nda sección deJ. I,ibro I. En dicho Teo
rema, Newton desarrolla la importancie dinámica de lD Ley de les
:"rea s de Kepler, al ;irobAr <iue eJ movimiento curvilíneo :!escrito
par esta Ley, es ccnsecuencia del crrácter centrípeto de la Fuer-
za. 
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. TEOREMA I: 

"las áreas que describen cuerpos rotntorioo por el moV! 
miento del radio a un centro de fuerza inr..:movible, están en los 
misc;os planes imrn1ovi bles y son ;.ro'!)orcionAles al tiemT'O en que -

son descritas". eª, !'Gg. 40. 

Demostraci6n: SuponGamos que el tiempo está dividido en 

partes igur.les y en la: primera r;J.rte rlel tiemr.o, el cuerno, por -

su fuerzo innata, describe un8 línen recta AB. 

En la flegunda rr.rte del tieopo el mis·~o cuer~o, si no -
hubiera obstr:icci6n, paDnría clirectnmente a c, oobre la línea Be, 

igual a AB, y en lo mioma direcci6n, por lo t~nto ya que los 

triángulos !:SB, 'Fl'.?c tienen ':::a'les iguales y unr; altura común, ten

drf.n ta~.bién lo micma área. 

f e 
,f··.. E ,.f., 
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Pero cut: ndo eJ. cuerpo llegó, a B, se eu""one c:ue unn fuer 
za centrípeta actúa sobre él con un ~ron impulso, modificando su
novimiento sobre Be 1 forz·(ndolo en edel.'!n';e a ccntinuer ::iu :novi-
miento a lo lergo de la recta BC. 

Trácese cC peralelo a BS, uniendo Be y C y al fin de lr 
segunda parte del tiempo, el cuerpo, por corolario I de las leyes, 
ae encontrará en C, en el mismo plano con e:. triáneulo ASB. 

Uniendo SC y porque SB y Ce son parnlelor, el triñneulo 
SBC será igual en área al triángulo SEc y, por lo tanto tP.mbién -
igual al triáneulo SAB. 

Por un razonamiento semejante, si la fuerza centrípeta
actúa sucesivamente en e; D, E, etc. y obliga al cuerpo en cada -
momento a describir las líneas rectas CD, DE, EF, etc., que esta
rán en el mismo plano y el tridngulo sen serd igual al triáneulo- . 
SBC Y SDE a SCD y SEF a SDE y del mismo modo, áreas iguales oerán 
descritas en un plano inamovible y por composici6n, cualesquiera
sumas SADS, SAFS, de sus ~reas, son una a otra como los tiempos -
en los cuales han sido descritas. 

Ahora sea el número de los triáneuloo aumentado y su an_ 
chura disminuida al infinito y 1 por el C• .rolerio IV del lema III, 
su último perímetro ADF, será una línea curva y, por lo tanto, la 
fuerza centrípeta, por medio de la cuel el c~erpo es arrastrado -
continuamente a la inversa de la tangente de esta curva, actuando 
continuamente y cualesquiera áreas descritas SADS, ~AFS, qi.le 1:1on
eiempre proporcionales a los tiempos de descripción, oc~1n tam---

" bién, en este caso, proporcionales a estos tiempos. l.q.d. 

En el escolio concluyente de ln nrimera sección ~el Li
bro I, el mismo Newton nos r-resenta otra diferencia entre cu u:ét2_ 
do y el de Euclides, e.l decir: "Estos lemas entán dis:nuestos para 
evitar el tedio de deducir demostraciones complic.'.'!dr: s ad obsurdlim, 
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de acuerdo con el método de loa viejos geómetras"· ~ 9 , Pág. 38. 

En efecto, Newton desecha loe métodos lógicos caracte-
rísticos de los eriegos y sustituye las demostraciones por reduc
ción al absurdo, con el uso del concepto de límite; de esta mane
ra identifica una curva como ln sume de rectas infinitamente pe-
queñas y su área como la suma de rectángulos infinitamente peque
fioe y numerosos, que tienden a un límite determinodo. 

Al leer cuidadosamente cualquier lema y demostración 
del Libro I, nos damos cuenta del carácter infinitesimal de di--
chas proposiciones y de la imnortancie que en sus demostraciones
tiene el uso de límites, 

Iaaa·c l\ewton sabía que la crítica a su método :podría -
surgir en donde lo infinitesimal hacía su aparición. esto es, do!! 
de intervenía el concepto de cocienté Último de cantidades evane!!_ 
centes, porque antes de que las cantidades desanarezcan, su co--
ciente será nada. 

Newton afir.mv., sin embargo, que "existe un límite en t~ 
das las cantidades y cocientes que empiezan y dejan de ser y, ta
les límites son ciertos y definidos; el determinar los mismos es
un problema geométrico, pero todo lo que es geométrico, podremos
usarlo en determinor y demostrAr cualquier cosa que sea geométri
ca" [101, p.{g. 39. 

De esta manero se simplifícn enormemente este tipo de -
demostraciones y se amplía el campo de aplicación a todos los te
rrenos de la física. 

Por último, otra diferencia fundemental entre Newton y
los antiguos griegoc es que él fue ca~az de superar la influencia 
que en su forma de pens'.'.r pudiera ejercer la filosofía dominr.nte 
en su época, Así, Cl.l!?ndc acepta l<.:. exfotencia de una fuerza ID'.'·t~ 
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mática de a.tracción, su¡;era 1a filosofía tradiciomüinta de su 
~poca, que chocaba con tal concepto, rudiendo i:lc eatu manera, fun 
damentar una teoría que explica y predice los fenómenoc ae le nci
turaleza. 

En síntesis, la influencia de Euclides en !\e~·1ton fue ..._ 
muy grande, como podemos verlo en la im~ortanci? que éste dR a la 
geometría y el estilo euclidiano de su obra, ain emb?rgo, lra 1i
ferencir.s entre una obra y la otra, son enormes, surgiendo princi 
palmente por motivos prácticos. Estas diierencias s~n e: u~o del 
límite en las demostraciones, desechando de esta formEl las demos
traciones al absurdo; la aplicación práctica de las matemáticas y 

el aspecto revolucionario en lo filosófico. 



CAPITULO VI 

HECA?IT''-ACIOH 

A lo largo de este trabajo hemos tratado de presentar -
la evolución que d~rante más de dos mil a~os han tenido algunos -
aspectos de la idea de infinito. Para hacer esto hemos relacion~ 
do l~ obra de algunos m~temáticoe y filósofos griegos con las -~ 
aportaciones que la obra de RichRrd Dede/.ind e Ioaac Newton dan -
a l!'?S matemáticas morlernFs. 

A manera de recnritulación y resumen presentamos algu-
ni;s conclusiones a las que hemo" llee;Rdo y que son las sigiüentes: 

1.- Tanto los pitagóricos como loe ~tomistgs consideraron al eep~ 
cío form::ao por un número infinito de elementos disconti----
nuoe a pesnr de que el descubrimiento de los números irracio
nales por los pri~eroP h~cia inr.cepta.ble ln discontinuidad de 
he moe;ni tt;·:os. 

2.- Corresr.on'.le a P<>rménides, f'Unrlndor de la escuela eleatense, -
l'ro~·oner l<i exi <' tenci r: de un todo continuo, resul tanda como -
consecuenci~ de esto, la infinita divisibilidad de lPs magni
t,;des, lo cu~l venín a cont:raponerae a l:l concepcjÓn de pita
eór!cos y atomistas. 

_;.- Zenón, discípulo ile Prrméni'leo, ea el enca.,.~do de iniciar a
tr:-.véfl de ~:ns célebres arori"'. s, la nolémica que ha durlldo ir.ás 
de ñon o..il af:oc acerc1:1 de 1":3 nociones ílel tiempo y eopacio,
urli!lr.>d del m:,r y mov]mjento. 
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~.- 31 pensamientr. de Zenón nos lleee. a través de la crítica de -
Aristóteles y Pl11tón, principalmente, siendo la m.~·:or o menor 
influencia de estos pensadores la que ha determinAdo los dif~ 
rentes cauces que tomaron los Filósofos y Cient{ficos ~ara 
explicar las interrogantes surgidas alrededor del concepto de 
infinito. 

5.- Como consecuencia del estudio del infinito en el espacio y el 
tiempo surgen la teoría de la proporción y el método de ex--
haución de Eudoxio considerados, respectiva~ente, como los -
primeros antecedentes de la teoría de los ~úmeros de Richard
Dedekind y del cálculo diferencinl de Isaac Newton. 

6.- Tanto Dedekind como Newton, al igual que todas aquellas roen-
tes que han revolucionado la ciencie, ~1vieron un profundo c~ 
nacimiento de las principales corrientes del pensamiento gri,g_ 
go, conocimiento que inf'luyÓ positiva.mente e11 la creación de
eu propia obra. 

7.- Como resultado de todo lo anterior, podemos afirmAr que la -
aportación de loe grandes .matemáticos que han sentado las ba
ses de la matemática moderna no surgen de una manera espontá
nea y aislada, sino que son el resultado de la evolución de -
ideas surgidas en la antigua Grecia, adaptándolas para que -
pudieran satisfacer necesidades tanto teóricas como prácticas 
de cada dpoca. 

8.- Por lo tanto consideramos conveniente para todo estudiante de 
matemáticas un curso de historia crítica·de dicha mAteria, -
curso que le permitirá una visión m4s amplia del mundo de lP.s 
lllfltemáticas, la cual redundará en un lll?.yor éxito en el esf'ue!:_ 
zo hecho para estudiar esta hermosa ciencia. 
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