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INTRODUCCTION

Los pueblos primitivos al pasar del estado n6mada al .estado
sedentario buscaron lugares que ofrecieran condiciones de
sobrevivencia y los encontraron en las orillas de los rios
y de 1los valles surcados por esos rios. Asi vemos que 1los
pueblos egipcio, hindli y chino florecen en las mArgenes de
los rios Nilo, Ganges y Hoangho respectivamente. Ahi encon-
traron condiciones propicias para el desarrollo de la agri-
.cultura y del comercio, actividades cuyo desenvolvimiento
marcaba el grado de avance de los conocimientos "cientifiQ
cos".

Como veremos més adelante, el climulo de conocimientos matemi
ticos de esos pueblos consistia en un conjunto de reglas -
para dar solucibén a problemés particulares, con un cierto
grado de exactitud. Todo este conjunto de reglas no estaba
sistematizado, esto es, no se tenia orden alguno.. Los chi-
nos, hindlies y egipcios eran poseedores de conocimientos ma-
tematicos que no habian llegado a constituirse en un sistema:.
fundado sobre principios .y leyes generales. Es hasta Télésﬁ
de Mileto que se introduce la nocidn de "demostraciSn“ ba-
sindose en axiomas. Esta nocibn de "demostracidn” evolucio- .
né hasta llegar a la presentacidn de la geometria propofcid%‘
‘nada por Euclides en sus Elementos. ,pl
vﬁebido a que las obras de los mateméticos'griegbsvde antes
de Euclides estén perdidés Y que sdlo conocemos de éllas'fee

ferencias a través de filbésofos, historiadores y matemlticos

pareciera que el trabajo de Euclides es ‘el primer trabéjot"‘

en que se da a la‘geometria la presentacidn en forma de sig—
tema axiomiAtico. o
Sin embargo ésto no es ési: entre Tales y Euclides hubo matg‘ \
mAticos gque elaboraron Elementos aunque, tal vez; no en%}a 

forma tan fina lograda por Euclides.
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Lgs referencias que tenemos de los trabajos dé.aQuellos mate -
méticos nos permiten saber que Euclides, en sus Elementos,
intorpora parte del trabajo de esos pensadores.

Este’ensayo es un intento por analizar los trabajos de aque-
llos matemiticos que se esforzaron por darle a la geometria
el carééter‘sistemético logrado por Euclides y establecer
qué es lo que toma Euclides de ellos para ser incluido en
‘sus Elementos. V
En el primer capitulo se analiza lo que los griegos pudierdn
‘haber aprendido de los egipcios en geometria. La razdn es
la siguiente: Estéd aceptado que ‘existen tres ramas totalmen-.
te independientes del nacimiento de la geometria, nacida una
en Egipto, otra en Babilonia y 1la {filtima en China. Dos de
ellas, las primeras, convergen en Tales de Mileto, y-proéi—
guen, ya fundidas, en los Elementos de Euclides. La tercera,
la proveniente de China, se en&uéntra influenciando el desa-
rrollo de 1la matemédtica, con el tronco proveniente de EBucli-
des, hasta el siglo XVII. He atacado‘solamente las dos,pfi—_
meras ramas y de‘manefa especial 1la egipcié, por Considerér

mayor su influencia, por razones geopoliticas, en la obra

- del'Alejandrino.

En. el segundo capitulo analizo las versiones modernaé de las
causas que llevaron a 1la geometria, de ser wun conjunto de
reglas mediante las cuales se resolvian problemas partiéulaQ‘
res, a una ciencia deductiva basada en primeros principids. ’
En el capitulo tercero expongo lo que los griegos entendién '¢
pbr “"primeros principios", "elementos" y "Elemen§os". v

En el cuarto capitulo estin los trabajos en géometria de 1los
presumibles poseedores de Elementos anteriores a Euclides,

y se dan los motivos de porqué son ellos los que hacen arre-
glos de Elementos. También se analizan las posibles causas,v
de la pérdida de las obras en geometrfa anteriores al traba<
jo de Euclides, . ‘
Aprovecho para hacer patente mi agradecimiento a los profqu
res Alejandro R. Garciadiego y»Fermin Olvera'Mejia. por'ia»'”

‘ayuda prestada para llevar a feliz término este ensayo. .
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 CAPITULO I.

En la actualidad existen fuentes de evidencia para estable-
cer la antiguedad que tiene 1la labor geométrica en los pue-
blos antiguos. Unas tabletas babildénicas descifradas por
0.‘Neugebauér, W. Struve y otros en 1928-29 de las cuales
 se estab1eci6 que provenian del 2000 A.C.; varios ﬁapiros
egipcios de 1700 A.C.; el Tcheou-Pei de China con matefial
atribuido a 1100 A.C.; el Kpastamba—éulba-Sﬁ%ra de 400 A.C.

_‘a'500 A.C. y el BEudhEyana 8-S que se suponefmés antiguo:quev‘l
el Rpastamba; inscripciones en un templo a Horus en Edfu de‘
alrededor de 100 A.C. ' ‘

Es en base a estos documentos qﬁe los historiadores han afir
mado que fue en Egipto y en Babilonia donde surgidé la geome-
tria. ' ' o
Filésofos, historiadores y cientificos griegos coinciden de
la misma manera en establecer a Egipto como la cuna de 1la
geometria y que de ahi pasd a Grecia. Tal vez una de las ver

siones méas populares sea la referida por Herodoto:

Cortado asi el Egipto.por los motivos antes expresados,
el mismo Sesostris, a lo que decian, hizo la reparti- ::
cibén de los campos, dando a cada egipcio su suerte cua-.
drada y medida igual de terreno; providencia sabia por .
cuyo medio, imponiendo en los campos cierta contribu-’

”c16n. logrbé fijar y arreglar las rentas anuas de.la co- .

rona. Con este orden de cosas, si sucedia que el ’ rio

destruyese parte alguna de dichas suertes. debia su -_JL,V
duefio dar cuenta de lo sucedido al rey, el cual, infor- ..

mado del caso, reconocia de nuevo por medio de sus peri-
tos .y media la propiedad, para que en vista de lo que
habia desmerec1do, contribuyese menos al Erario en ade—'
lante, a proporcidn del terremo que le restaba. .

Nacida de tales pr1nc1plos en Egipto, 1la geometria, -
creo. pasaria después a Grecia, conjetura gque no es ex-
trafia, pues los griegos aprendieron de los babilonios

el reloj, el gnomon y el repartimiento civil de las do—

ce horas del dia. (1)

(1) Herodoto. Los nueve libros de 1a Historia. México. Edltorlal Po—fﬁ
rria. "Sepan Cuantos..." Nim. 176.




 También es bien conocida la versidn de Platén:

Fedro- iDonosa cuestibén!, refiéreme, pues, esa antigua
tradicidn.

Sécrates- Me contaron que cerca de Naucratis, hubo un
- dios, uno de los maAs antiguos del pais, el
mismo al que estd consagrado el pajaro que
los egipcios llaman Ibis. Este dios se llama- -
Teut. Se dice que inventd los nlimeros, ‘el cél -
culo, la geometria, la astronomia, asi como
los juegos del ajedrez y de los dados, y, en

£fin, la escritura. (2)

'5y‘Arist6te1es afirma que:

"todas las artes de que hablamos estaban inventadas -
cuando - se descubrieron estas ciencias que no se. apli
can ni a los placeres ni a las necesidades de la vida.
Nacieron primero en aquellos puntos donde los hombres
gozaban de reposo. Las matemiticas nacierom en Egipto,

porque en este pails se dejaba un gran solaz a la casta
de los sacerdotes™". (3)

De las citas anteriores podriamos concluir lo siguientes

.a) Todas coinciden en que la geometria nace en Egipto.

b) Herodoto afirma que la causa que dié lugar al hacimienté'
de la geometria fue la necesidad de resolver un problema cbg
creto: la medicidn de Areas. k

c) Platdn dice ‘que 1la géometria fue 'dada a los egipcios p§r
lus dioses. ' k

d) Aristdételes asegura que el proceso de formacidén del cono-"

-cimiento yace en tener condiciones sociales que garantizen.

-una vida cémoda.

Nosotros no conocemos motivo alguno para pensar que 1a géomg
tria no naciera en Egipto y que de ahi pasara a Grecia, ya
que en aquellos tiempos Egipto era centro cultural cuya in-
fluencia traspasaba sus fronteras. Tomemnos en cuenta también

que la mayor parte de los sabios griegos viajaron a Egipto

(2) Platén. Diélogos. (Fedro o del amor). México., Editorial Porrﬁa.S;A{ N g
"Sepan Cuéntos..."™ NGm. 13 1970. Pag. 657-658.

3) Arlstoteles. Metafisica., Madrid. Espasa Calpe,S.A. Colecc1on Aus— o
tral, séptima edicidn. 1972. Pig. 13-14.




buscando elA"conocimiento.nﬁevo". En todo caso podemos di-

ferir con la causa o motivos originales tal y como lo hace

Morris Kline (4), cuando afirma que también los babilonios

hicieron mucho en geometria sin tal necesidad.

Partiendo del hecho de que la geometria pasbé de Egipto a Gre

cia, examinemos, en base a los papiros egipcios y las ins-—

cripciones en el templo a Horus en Edfu, lo que los griegos
pudieron haber aprendido de los egipcios.

" Se puede decir que el Imperio Egipcio data de alrededor del
afio 4500 A.C. cuando ya no éparecen rupturas en la evolucién
social salvo el periodo Hikso (1730 - 1580 A.C.). Es a fina-

les del cuarto milenio antes de Cristo o a principios del

tercero cuando aparecen los primeros escritos; sin embargo,

los textos llegados a nosotros son de alrededor del 2300 A.C.

Divididos en el Alto y Bajo Egipto, en sus inicios, fueron

unificados, seglin Manetbn, por Menes. (5)

"Con 1a III Dinastia empieza lo que es llamado. el Antiguo Im~

perio. Esta época es tan importante para la "ciencia" egip-
cia gque cuando estos querian dar autoridad a sus obras, afir

'ﬁaban que los conocimientos anotados provenian de ese perio{
do. Esto obScurece, obviamente, él origen de nuestfas”fuéhf

,‘tes. Asi vemos que se dice que el Papiro Rhind "fug escrito

protablemente alrededor de 1650 A, C., pero copiado ‘de gn ori .

ginal del tlempo de Amenemhet III de 1la XII Dinastia" (6);

que esté comprendida en el Antiguo Imperio.

Dada esa costumbre de los egipcios no puede tomarse con cer—uf;“

teza absoluta el (ltimo dato; al menos queda lugar para 1la
duda. ' .
En el Antiguo Imperio fueron construidas las piramides 'y 1la

civilizacién egipcia alcanzé su apogeo. Su escritura, en un

(4) Morris Kline. Mathematical thought from ancient to modern times.
New York. Oxford University Press. 1972. Pag. 19. -

(5) Manetén fue un sacerdote que hizo una Historia de Egipto; esta Histo o

ria fué destruida durante el incendio de la Biblioteca de Alejandri;
y es conoc1da por extractos que de ella se hicieron.

(6) Heath, T.L. A manual of Greek Mathematics. New York. Dover Publlca—
thnS, Inc. 1963, Pag. 76,




a‘principio, fue a base de jeroglificos (cada palabra era reéh
presentada por sfimbolos o figuras) y posteriormente evolucig“

nd a la escritura hieratica (cada sfimbolo represenﬁa una sf- -

laba); la jeroglifica se realiz® en monumentos y 1la hieréti-:
ca en papiro. Los simbolos jeroglificos para numerar fueron
l para 1, f\ para 10, @ y @ para 100, 8 para
ioo0, para 10,000 y otros simbolos para ntmeros mas -—-
grandes. La direccidn de la escritura fué de derecha a iz-—

gquierda; no era posicional a pesar de usar la base 10; por

- ejemplo, \\(\ representaba al 12.

Los nfimeros enteros hieraticos eran: |
PR CRSET] R
tw

": 6, 2 7, : 8, (l(f 9, / 10.

Un par de lineas hacia la derecha ( o hacia la izquierda se-
gﬁn el caso) denotaba la adici®n y uno hacia la izquierda la
sustraccidn: 41_ ,_/j . La divisidn y la multiplicacidn -—-
fueron reducidas a procesos aditivos. Poe ejemplo, para cal
culérf12 por 12, hacian lo siguiente: '

1 -==-12 ' En la primera 1linea al 1 le hacian corresponder
2 === 24 - el 12; enseguida se van duplicando las lineas -~
' 4‘——;,48' hasta llegar al ntmero inmediato anterior.’ ©Los
‘g -—= 96 ntmeros de la izquierda cuya suma da 12 1nd1ca—

ban los nﬁmeros de la derecha que tenian que ser sumados pa-
‘ra obtner el resultado del producto; asi pues, ya que. 4 y 8-
‘suman 12, sumaban 48 y 96 para obtener 12 por 12.

: Labmultipl;cac1on por 10 se hacfa reemplazando sfimbolos de
unidad por el de 10 y el de 10 por el de 100.

La divisidn de enteros, por ejemplo 19 entre. 8 fué hecha de
‘la siguiente manera:




- .aht.

1 -~-=— 8 ' La idea es tomar el nimero de ochos y partes:qguﬁv
2 -——.16 ocho. o
1/2 - 4 Partiendo del hecho de que un entero tiene ocho= ;
1/4 - 2 octavos, en la primera linea al 1 le hacemos co;k7a

1/8 - 1 rresponder el 8, doblamos la linea y obtenémos —tﬁ‘
16 octavos para 2 enteros; si duplicamos la segunda linea
tendriamos 32 octavos para 4 enteros lo que supera la cifra

de 19 que necesitamos por lo gque el proceso de duplibacién

lo detenemos en la segunda linea y en lugar de duplicar saca
mos mitad a los términos de la primera linea; el reSultado
lo ponemos en la tercera linea; se prosigue de esta manera
‘hasta llegar a la linea en que aparece un octavo; de los nil-.
“ieros del lado derecho tomamos aquellos que suman 19, y la
suma de los correspondientes en el lado izquierdo es el re—
siltado de dividir 19 entre ocho: 2 + 1/4 + 1/8.

Para. désignar la fraccibén que era unitaria, utilizaban el
signo &> , llamado "ro" encima del entero; el signo "ro"
‘denotd 1/320 de una fanega; en escritura hieritica fue sus-
‘itituido por un pﬁnto.

. X . ' c.“
. Por ejemplo en jeroglifico 9: = 1/3, 1$‘= 1/5, A ::— 1/15,
o $ S PRGL ’ .
nn}= 1/20 Algunas fracciones, muy pocas, tuvieron 51gn05'

-_espec1ales 4£f:§= 1/2, f:? -2/3, )( 1/4. 5 ;
Con ‘excepcidn de algunas fracc1ones espec1a1es, todas fueron '
’ descompuestas en fracc1ones_un1tar1as, por ejemplo:

'2/5 =1/3 1/15 donde se entiende que el signo. de més.ésté

Ei‘papiro era hecho comprimiendb la médula devunavplénta;
las hojas obtenidas se cortaban y 'se escribia sobre ellaé.;f o
Dada‘su consistencia, muy pocos papiros con cdnceptos maté%;jV H”
mAiticos han llegadoia~nosotros. De los que sobreviven_lbs'
principales son el Rhind y el Mosct; entré ambos contienen

110 problemas y su solucidn (85 en el Rhind y '25 en:er‘Mds— o
cll). Ambos son contemporéneos entre ellos (1700 A.C.). :

‘E1" papiro Rhind fue copiado de un original de tiempos dé.A—_;:

- menemhet IIT. 'El autor es conocido con el nombre de Ahmes

e inicia el trabajo de la siguiente manera: "Direcciones -



para obtener el conocimiento de todas las cosas obscuras"
»Los 85 problemas del papiro eran probablemente para ser ex-
pl;cados por un maestro a sus alumnos. Inicia con una serie
de ejercicios para reducir fracciones, que tienen a "2" como
numerador, a submlltiplos; enseguida da 6 cldlculos, que es-
t4n mutilados, para ensefiar a dividir 1, 3, 6, 7, 8 y 9 pa~
.nes entre -10 personas. Luego da 17 ejemplos de calculo de
'seguem” (pasar fracciones por adicidén o multiplicacién a
niilmeros enteros o a otras fracciones). Procede después a la’
solucidn de "ecuaciones simples con una incbégnita"; aqui la
cantidad desconocida es llamada "hau” o "heap". Tres flechas

horizontales se usaron para indicar "diferente" y " 42}"

" . para "igual".

Sz dan 11 ejemplos de estas ecuaciones. Pasa entonces a 1la
geometria y termina discutiendo 20 problemas algebraicos;
Referente a la geometria las figuras son aceptables salvo
en algunos casos donde figuras y soluciones son dadas sin
conexidén con los problemas a los que son remitidos.

Se calcula el contenido de graneros y otros receptaculos,
de los cuales no sabemos la formaj; calcula el érea del cua-

"drado, el oblongo, el trlangulo isbdsceles y de un trapecio,

paralelo isbdsceles, viendo a este 4ltimo como un trlangulo”

isésceles cortado por una linea paralela a la base. Para el

trlangulo 1sosce1es y para el trapec1o citado 1las areas sonﬁr

incorrectas. Asi por ejemplo en el problema No. 51. trazaf°

~un tridngulo isbésceles del cual 16s lados miden 10 ruth$5y
la base mide 4 fuths. Multiplica el lado‘por la mitad de 1la
basé y encuentra el Area en 20 ruths cuadrados; péro el re—-
sultadolcorrecto es 19.6 ruths cuadrados. " i
Anéloéamente,'en‘el No. 52, el Area del trapecio iséséeles
se da en 100 ruths cuadrados en lugar de 99.875 ruths cué—
drados. »

Si en un triidngulo isbsceles los lados iguales son a y  la
base b, el Aarea es &/2] Ja - ﬁ /4] sy Yy €n un trapecio pa¥

ralelo«lsosceles de base menor H y base mayor. b2 y ladOSQ‘
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iguales a, el Area es Bb + b )/?1 la - (b2 - bl)’/a' .
Ahmes hace las &reas ab/2 y a(b1 + bz)/Z respectivamente
Referente a estos dos problemas Heath hace el siguiente ané-
lisis. ’

"1I) Con respecto al trilngulo. )
Parece isbsceles con base mis pequefia en comparacidn con los
otros dos lados., La base es perpendicular a la linea de es-
lcritura del manuscrito. E1 4rea est8 dada como la mitad dél
tp - r, que es 1la base multiplicada por lo que es el mryt.,
El problema es que no sabemos qué significa mryt. ‘
Tuvtiendo del trazo de las figuras, podria ser un "lado" del
triéngulo, diferente a la base. Pero en ese caso, a menos
que los "lados" fueran iguales, la férmula 1/2(tp-r)(mryt)

"daria dos resultados diferentes, de acuerdo al "lado" que

o

s¢ toma.

Battiscombe Gunn hizo una revisidn, en 1926, a la edicibn
del papiro del profeéor T. Eric Peet (1923). De las conside-
raciones obtenidas de esa revisidn, Battiscombe afirma que..
mryt significa lo que hoy 1llamamos "altura'". E1 texto usa

la expresidn "darle (a los triéngulos) su.rectingulo” o "1lle .

S varlos a r rectangulares"., Es-
RO mryt a .~ ser Tectangu 5 »E -

—— - —— - = ——q

to seria hecho trazando.pefpén;f?(

H diculares a la base a) en su ex-—

tremo superior, b) en su puntdﬁgi'

medio, y se completa el recténgu
lo trazando a través del véfﬁi-;

T ‘ ce una paralela a la base.

Ahora mryt significa aparentemente un "nmuelle"™ y el rectén-

gulo ;endria el aspecto como se .describe, Ya que el lado in-

clinado tendria efecto hacia la horizontal.
II) Respecto al trapecio. 7
En este caso la figura parece haber 51do entendlda para ser

1sosce1es, y la base y el lado opuesto, 6 y 4 respectlvamen

te son relativamente pegquefios con respecto al mryt, 20, Asiw

que los éngulo§ de la base no estadn lejos de ser rectos. El,j"



A érea estd dada como ﬂ/ﬂ(bl + b2)a. Pero como ia férmula

.séria:inexabta si el mryt fuera uno de los lados no parale;l'

los, hay la misma razén aqui, como en el caso del triéngu10.~
para tomar mryt como la altura. "(7)

Si el mryt significa lo que dice Heath, via Battiscombe, lo
que tenemos aqui es la ilustracién de la solucidn del proble
‘'ma de.construir :un rectingulo con una-érea~igualgarla—de un
triéﬁgulo dado; pero esto quiere decir que los egipcios co-
ﬁocian una versién de Euclides 1-41.

En el problema No. 50 calcula el Area de un circulo resténdg
le al didmetro d. un noveno de su 1ong1tud y este resultado
lo eleva al cuadrado [(1~- 1/9)] d ‘1o que da para I un
valor de 3.1604 que es una excelente aproximacién. El uso

de este valor estd ilustrado en las mediciones de conteni-

dos de graneros que son de hecho cilindros rectos. El conte-
"'nido es puesto como el producto del &4rea de la base por la
altura del cilindro. Es decir, si d es el diémetro de la ba-
se y h la altura, el contenido es (8/9 d)* h= [(1 - 1/9)d]}?
este resultado es multiplicado por 3/2.

=

“En 16 edicibn de Peet, nos dicen que cuando el resulfado*ha;“}'

. sido encontrado en cubltos cublcos, se multiplica por'3/2’

expresado en términos de una medida de capacidad denominada i -

" khar, la cual era 2/3 de un c@bito ctibico. Por egemplo,'el;

.problema No. 41 trata de un recipiente cillndrico de - dlame— ~¥';7

“tro 9 en la base y altura 10.

:Labférmula de arriba da ( 1-1/9 )?.10=640 y el texto agrega :

si la mitad es sumada, ahora; a ella, su contenido 11eg&
.a ser 960 khars"

Este problema puede ser comparado con la medida de una masa
de grano, cilindrica, hallada en el papiro Kahun. La figura

muestra a 1365(1/3) como. el contenido del recipiente y con

8 y 12 escritos arriba y a la izquierda respectivamentg.AEl b

(7) Estos conceptos acerca del papiro Rhind, fueron tomados de J.‘Gow ¥y
T L. Heath. (Blbllografla)




12.

cAlculo es asi: se toma 12, lue< .

go 4/3 veces 12, lo que hace 16..
’ este se eleva al cuadrado, 1lo
I2 que hace 256 y finalmente este

se multiplica por 2/3 de 8 1lo
que da el 1365(1/3). Shack -~
Shackenburg demostrd que el pro-
blema es encontrar el contenido
de un cilindro recto de didmetro 12 y altura 8 cfibitos (8).
La férmula que se usa'es [(4/3)d ]’ . (2/3)h 1la cual, es la-

.. misma que 1la férmula [(8/9)d ]’.'h(3/2) ya que ambas se

reducen a (32/27) fh, es decir, el método del papiro Kahun
da dir?ctamente el resultado en khars, en lugar de dar el
volumen en cibitos cfibicos y luego multiplicar por 3/2 para
convertir a khars,
Los cédlculos correspondientes a los ejemplos No. 56, No. 57,
No. 58 y No. 59 tienen referencias a las proporciones de pi--
ramides y parecer usar una trigonometria rudimentaria. En
estos ejemplos el problema es encontrar el “ukha-thebt" y
  e17"pireﬁus". De estos dos valores se encontrard una rela-'
‘cién llamada "seqt", que literalmente quiére decir "lo que
hace la naturaleza" y es un nimero que determlna la forma'
.o las proporciones de la pirémide, _ _
Los problemas propuestos por Ahmes son siempre de 1la fofmak
."dados dos, cualesquiera, de "ukha-thebt", "piremus" y_"seqtﬁ
encontrar el tercero”", y la solucidbén se obtiene’siempre del.
hecho de que el "seqt" siempre es la mitad del "ukha-thebt"
‘dividido por el "piremus", donde ukha-thebt es 1la linea de

1la base; ya que ésta es cuadrada, podemos tomar ukha-thebt=AB

y piremus = altura de la pirdmide = linea determinada por
la seccién = {(1/2)(ukha-thebt) seqt.
piremus

(8) Heath, T.L. A manual of Greek Mathematics. New York. Dover Publlca-
tions, Inc. 1963. Pig. 79,




seqt = (1/2)(ukha—the5t)
piremus

= 1;/2)AB (1/2)2EF
B B

2 |

Por lo tanto:

seqt = EF quiere decir
EH .

e e oo : que seqt = cotangente del
&ngulo de inclinacién eo¢ de las caras de las piramides.

En-el No. 56 se requiere encontrar el seqt §,

de una pirémi-
de en la cual el piremus P,

es de 250 ells (seglin Lepsius -—-

1 211 = 0.525 m. y 1 ell = 7 palmas) (9),

U, mide 360 ells; 1a respuesta es 180/250;
a palmas tenemos S = 5(1/25) palmas;

‘ palmas en U/2 para todo ell en P,

En el No. 57, U= 140 ells,

‘Q
b

y el ukha-thebt
reduciendo ells
es decir, hay 5(1/25)

el seqt= 5(1/4) palmas= 3/4 ells.,‘F
. ¢ requiere encontrar P. La respuesta es 93(1/3) ells. R
‘En el No._58 las dimensiones de U 'y P son las mismas qﬁe enﬂ-:w
fel,No. 57 y se requiere encontrar S. En el No. 59 se dan di-g
mensiones nuevas a U y a P pero S permanece en 5(1/4) palmas.
 531. podemos ver que el concepto de seqt dado arriba concuer
:-da perfectamente con los resultados oBtenidds,

problema No,

ya que-eﬁ-el”
56, seqt= 18/25 ells, implica que o = 54° 14' 46"
que es el resultado aproximado obtenido por Flinders Petrie
(10) del &ngulo de inclinacién de la mitad inferior de 1la
pirimide meridional en Dashur de 55°, en promedio, para 15.«

_parte mls baja de las caras y 54° 31' para la parte méds alta

(9) Gow, James. A short history of Greek Mathematics. New York Hafner.,, 5

1968. Pag. 129.

(10) Heath, T.L. A manual of Greek Mathematlcs. New York. Dover Publlca—
‘ t1ons, Inc. 1963. Pag. 80. ‘




de las caras. En- los problemas No. 57, No. 58 y No. 59 el
seqt es igual a 3/4 de ell que es la cotangente de un &ngulo
de 53° 7' 48" nientras que 53° 10' + 4" es la medida dada
"Flinders Petrie para 1la 1nclinac1on de las caras de la segun
da piramide de Gizeh. v
E1l problema No. 60 no se refiere a una pirdmide. Podria ser
un obelisco o un cono del cual la alctura, quai, es 30 ells;‘
la 1linea de la base, senti, mide 15 ells; el seqt esti dado
‘en 1/4, que es la cotangente de un 4ngulo de 75° 57' 50",
el cual estd muy cerca del valor de 76° dado por Flihders
Petrie del "&ngulo caracteristico" de una tumba mastaba tal
como las de Sakara vaedum. ‘
El Papiro Mosci tiene cuando menos dos cosas importantes:
1).- En el problema No. 14 se determina el volumen de una
piramide truncada con base cuadrada. v S
,2)'_ En el problema No. 10 se calcula 1la superfiéie de una
semiesfera. v :
Respecto al volumen de la pirdmide truncada, aparentemente
. se usbé la férmula V= h(1/3)(a’ + ab + b®) donde a y b son
los lados de las caras cuadradas (base y tapa) y h- la altura.-
';Si la altura tomada en el papiro es la de 1la p1ram1de, la
fcrmula es correcta y debe ser considerada como un logro no-
'table. La férmula es relativamente complicada, y no como
se esperaria que fuera para ser hallada empiricamente. Por

“otro lado, si ellos tenifian una base tebrica, es diffcil -~

ver cbmo derian haberla obtenido, excepto por deduccién -
‘del volumen de una pirdmide con base cuadrada que es:

(1/3)ha®. Pero este es un caso particular del teorema, que
de acuerdo a Arquinmides, descubrid Demberito, a saber: "el
volumen de una pirdmide es un tercio del prisma con igual
base y altura". La prueba de esto estéd en dos partes; en la
segundé se demuestra que cualquier prisma con base triahgu—
lar puede ser dividido en tres pirédmides de 1gua1 volumen.i

‘pero la prueba de esto depende sobre el hecho. prqbado en’:
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en la primera parte, de que las pirdmides con base y altura
iguales son iguales en contenido. Esta primera parte no pue-
de ser probada tedricamente si no se usa el método de infi-
nitesimales en alguna forma. Hay evidencia de que Dembcritb'
era capaz de usar éste método, pero no hay cosa alguna en
cualquiera de los documentos matemlAticos egipcios que sugie-
ra que los egipcios habian llegado a este grado de ideas en:
geémetria. Aun suponiéndo que hubieran obtenido empiricamen-
te la férmula (1/3)ha”’, seria un logro de su parte probar
‘que la férmula h(l1/3)(a? + ab + b?) es el volumen de la pi-
ramide frustréda, de altura h, la cual es la diferencia en-
tre dos pirdmides similares. Este problema ha sido discutidd'
por Battiscombe Gunn y T. Eric Peet.

En el problema No. 10 se calcula la superficie de una semies
fera paso a paso y concuerda con la férmula -

S= [2& - (1/9)2d - (1/9)(2d - (1/9)2d) ] d, con d= dilmetro
Esto da S= (8/9)%2d%= (1/2)(256/81)d*= 2(256/81)r”, donde r
es el radio. Tomando en cuenta que ‘I = 256/81= 3.1604 pa-
ra los egipcios, tenemos que la férmula es correcta.

Si se tiene en cuenta que en la matemitica griega no se en-

cuentra indicio alguno de intentar la determinacidén de 'la

sup:erficie de una esfera sino hasta el tiempo de Arquimiaes,"‘

quien fue el primero en demostrar "matemépicamente"iquevla
superficie de una esfera es igual a cuatro veces el &rea de
,un'circulo mayor en ella, esta férmula es la manifestacibn
de un logro sorprendente para los egipcios, como quiera que .
héyan llegado a ella, empiricamente o bajo bases tedricas.
En las paredes de un templo a Horus en Edfu hay unas inscrig‘”
ciones -que dan la lista de unos campos que fueron regalados
al templo; dicha lista pertenece al reinado de Ptolomeo XI,
Alejandro I (107 - 88 A.C.). Generalﬁente, los campos tiénén

cuatro lados los cuales denotaremos por a, b, ¢ y d, donde




‘a y b, c y d son pares de lados opuestos. De porciones de
’éstas'inscripciohes se deduce que el Area estd dada como -
[(a + b)/2 ] [(c + d)/2] « Algunos de estos campos tienen
forma trianghlar. En estos casos d se hace cero y el cllculo
es cambiado a [(a + b)/2 ] (c/2). Algunos de los cuadrilé-
teros son gviden;emente traﬁecios, pero otros no lo son, aun
qué.generalmente no sdn muy distintos de rectingulos o trape
cios isdsceles,




~II. DE CONOCIMIENTO EMPIRICO A SISTEMA DEDUCTIVO.
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CAPITULO II.

En los papiros y en las inscripciones egipcias no existen
indicios de que éstos hayan utilizado términos como defini-
cibn, postulado, demostracidn, esto es, aparentemente, no
estaban interesados en los fundamentos de sus matemdticas.
Sin embargo, T.L. Heath, en el an&lisis a los problemas No.
10 y No. 14 del Papiro Moscii discute si los egipcids habrian
llegado a las férmulas dadas mediante una base tedrica o a
través de intentos empiricos. Heath implicitamente, en el
problema No. 10, acepta que no puede discernir si los'egipe’
cios 1legaron a la férmula de la superficie de la semiesfera
por métodos tedricos o empiricos. De ello podemos deducir
que Heath no acepta que los griegos fueron los primeros en
trabajar con una base tebrica.

En la actualidad se discute de qué manera pasdé la geometria
de ser uﬁ conjunto de reglas para resolver problemas particu
lares a ser una ciencia deductiva basada en primeros princi-
pios.

En 1959 Arpadd Szabd avanzbé una opinidn basada en el surgi-
miento de los primeros principios en las diferentes corrien-
tes filosbéficas griegas; en particular del axioma "el todo
es mayor que la parte", relacionado con el concepto de divi-
sibilidad de los nfiimeros. Ahi cita las tres conocidas expli-
caciones sobre las causas de que los griegos hayan Sidb los
primeros en hacer uso de conceptos tales como definiciones
y postulados; explicaciones dadas por Kolmogorov, Van - Der
Warden y K. V. Fritz, A ’

.Las tres explicaciones (1) son las siguientes:

(1) Estas consideraciones, asi como la de A. Szabd estén tomadas de 'su
articulo que aparece en la bibliografia.




19.

Para Kolmogorov fue el alto grado de desarrollo de las ins-
tituciones de los estados griegos, lo avanzado del desarro-
1lo de la dialéctica, una filosofia indepéndiente de la re- .
ligibén lo que didé lugar a la necesidad de explicar racional-
mente los fenbémenos, cosa que a su debido tiempo confrontbd
a la matemltica con nuevas tareas. Van Der Warden asegura
que los griegos tuvieron que decidir qﬁé resultado era co-"
rrecto entre los resultados diferentes de egipcios y babilo-
nios. Por ejemplo, entre los babilonios el Area del circulo
era igual a 3r° y entre los egipcios (8/9)4r’. De esta mane-
ra se vieron empujados a la idea de demostracidén mateméatica.
K. V. Fritz deduce el nacimiento de los primeros principios
a paFtir del desarrollo de la légica aristotélica, diciendo
que la 18gica de Aristételes se desarrolla a partir del arte
de dialogar cuando alguien trata de convencer a otro (o a
su auditorio) de que estd en lo correcto y su contrincante
estd equivocado; para convencer habia que demostrar. La apli
cacidn de esta técnica en las matemAticas habria sido inme-
diata. A. Szabd las critica diciendo que ninguna de ellas

"puede ser levantada del nivel de la pura p051b111dad al al-
to plano’ de 1la persuasiva probab111dad histbérica"

Podemos hacer algunas observaciones: :

1) La causa aducida por Fritz esta englobada en la de Kol-
mOgorov., o

2) Las explicaciones de Kolmogorov y Van Der Warden paréce%i
ser que no son excluyentes sino complementarias. '

3) Las tres explicaciones dan por sentado el hecho-de que’
los griegos fueron los primeros en darle .a 1a'geometria,
el caracter de ciencia deductiva. A Szabd también se 1le
puede aplicar la tercera observacibn.

Yo aventuro una quinta posibilidad: que el conocimiento geo=

métrico como ciencia deductiva no nacibé en Grecia sino que

se desarrolld en Grecia, cosa que es muy diferente. LaS ?322"f

nes para esta afirmacién son las siguientes:




1).- E1 Sumario Eudemiano de Proclo en la parte que dice

asi: "Tales fue el primero en ir a Egipto y traer a =-
‘Grecia este estudio; &1 mismo descubrid muchas ﬁropo-
siciones y descubridé los principios bajo los cuales ya%
cen muchas otras a sus sucesores"

2).- Los problemas 10 y 14 del Papiro Moscii referentes a la
superficie de una semiesfera y el volumen de una piré-
mide truncada respeétivamente.

3).- La diferencia de organizacién politica y cultural entre

Egipto y Grecia en la época de Tales de Mileto.

Acerca del punto 1); cuando leemos: "fue el primero en ir.
a Egipto y traer a Grecia este estudio", se nos estd dicien-
do claramente que en Egipto ya se encontraba la geometria
como ciencia deductiva; esto puede concluirse.si se tiene.
en cuenta que Eudemo fue posterior a Aristételes y que por
lo tanto pensaba con la herramienta lbgica propOrcionadé por
Aristételes, esto es, estd pensando de 1la geometria de Egip-
to, introducida en Grecia por Tales, comb un sistema basado
en primeros principios. De "&l mismo descubriéd muchas pro-
posiciones" Eudemo nos esté d1c1endo que ya antes de Tales

'hab1a proposiciones que é1 traJo de Egipto -a menos que an-

- tes de Tales hayan existido otros mateméticos grlegos de ‘los

cuales no tengamos noticias-, y que luego descubrio otras.
De "descubrlo los pr1nc1plos bajo los cuales ‘yacen muchas
otras a sus sucesores'" puede entenderse no que las haya é1
encontrado sino que se las reveld a sus sucesores, y esto
no necesariamente quiere decir que é1 las descubrid por es-
fuerzo propio. ‘

Acerca del punto 27); para esto me baso en lo que afirma -
T. L. Heath sobre los problemas No. 10 y No. 14 del Papiro
1Mosc6 y qde ya fué mencionado en el Capitulo I. Heath apunta

que en el problema No. 14 se calcula el volumen de una pir-




mide truncada con base cuadrada. Y que para calcular dicho -
‘volumen se utiliza la férmula V= h(1/3)(a’ + ab + b*) con
a y b lados de las caras cuadradas (base y tapa) y h la altu
ra. Heath dice que la férmula no es como esperar que fuera
halladé empiricamente; bajo la suposiciébn de que poseian una

base teférica, hace, Heath, un anilisis de cbémo podrian haber

llegado a 1a férmula los egipcios; avanza la posibilidad de
que pudieron haberlo hecho por medio de deduccidn para el
volumen de una pirédmide con base cuadrada, que es (1/3)ha’.
~La prueba de esto Gltimo estid dada en dos partes, pero 1la
primera parte no puede ser probada sin hacer uso del método
.de infinitesimales en alguna manera. Heath agrega que  hay
"evidencia de que Dembcrito, quien segfin Arquimides fue el’
vpfimero en descubrir el teorema que nos da el volumen de una
pirdmide, era capaz de usar este método, pero que no existe
evidencia documental para afirmar que los egipcios habian
llegado a este grado de ideas en geometria. o
Heath, pues, a mi modo de ver, hace lo siguiente: o se llegd
a la férmula por medios empiricos o se tenia una base tebri-
‘ca; ve muy dificil qﬁe hayan utilizado la primera hanera Yo
pofrlo tanto, se avoca a ver de qué manera utlllzaron la se—~f
T'gunda; su andlisis lo lleva 'a concluir, -sdlo por que ‘no ex15~5
ten documentos, que los egipcios no poselan una base teori- 
ca, sin siquiera discutir que los conocimientos mateméticost
egipcios de la é&poca del Papiro Mosch pudieron haber sido

méas avanzados que los conocimientos matematlcos de los grie—_

gos de 1la época de Democrlto.

En el problema No. 10, el cilculo de 1la superflcie de una

‘semiesfera es congruente paso a paso con la siguiente formul:v'.
s= [2d - (1/9)2d - 1/9(2d - (1/9)2d } d 1lo que da:

S= 2(256/81)r", con d igual al diédmetro. y r igual al radio.

Ya que para los egipcios ﬁT‘: 3.1604, la fdérmula es correc-—

ta. Aqui Heath se abre de capa y afirma que 1la formula ‘es

la manifestacibén de un logro sorprendente, "como quiera que

hayan llegado a ella, empiricamente o bajo bases teériqasv
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Acerca del punto 3); Egipto era un centro cultural reflejo;
de la magnitud del poder de su imperio. Los viajes a ese pa—u
4s de los "cientificos" griegos as{ lo prueban, mientras que

Grecia no era sino un conjunto de ciudades aisladas politica

y culturalmente en la época de Tales. Por mucho poder de pe-

netracidn que le adjudique a la contemplacidn y a la medita-

cién no puedo menos que preferir para el desarrollo de 1la

ciencia, un alto grado de desarrollo social., Debido precisa-

mente a ese alto grado de desarrollo social los problemas

en Egipto eran mucho mas complejos que en Greci;, y por 1lo

téhto, los egipcios tenian que echar mano de conocimientos

matemAticos mAs poderosos que los utilizados por los griegos.
Es, pues, forzoso, que Tales estuviera en posesién de un sis

tema de principios y leyes generales, traido de Egipto; sis-

teﬁé, tai vez muy tosco e incipiente todavia, pero sistema

al fin.. A . '

Y dado que é1 estuvo en Egipto, hecho respaldado por datos

histbéricos concretos, podemos ‘levantar esta afirmacibén "del

nivel de la pura posibilidad al alto plano de la persuasiva

posibilidad histérica". _

‘Yaﬁ&EnOtemﬂms datos documentales para conocer lo que los e-

gipcios conocian sobre alglin sistema deductivo, y ya que es-
con los griegos que se desarrolla esto, paso a ver que es

lo qué los griegos entendian por primeros principiqs. ;

Fretirs th







CAPITULO IIT.

‘La informacién mAs valiosa con que contamos actualmente para
conocer lo que los griegos, hasta antes de Euclides, enten-
dian por primeros principios, esti dada por Aristd4teles en

los Segundos Analiticos; ahi, Artistdteles define lo que en-—

tiende por “primeros principios", "proposicién". "silogismo"
"tesis", "hipdtesis", "axioma®, "definician",.”postuladof,
etc., y da diferencias entre‘algunas de ellas. Para &1, una
'propdsicién es un enunciado que afirma o niega algo.de una
“cosa, ¥y un silogismo es un enunciado en el cual una,proposif 
cibén es deducida de otras que se dan. En ‘la estructura del
'Silogismo hay una proposicidn que no puede ser demostrada
Yy cuyo conocimiento no es necesaric para conocer algo. Esta
proposicién es llamada tesis. Por el contrario, la proposi-
cibdn que necesariamente debe conocerse para conocer la cosa,
cualesquiera que ella sea, es llamada axioma. Ahora bien,
"la tesis que afirma o niega la existencia del objeto, Aris-
ﬁétélés la 1lama hipdtesis. Si la tesis no afirma ni niega
la existencia del objeto, entonces es llamada definiciéﬁ,
‘Tenemos pues, que la hipdtesis y la definicidn son especies -

3

diferentes, de tesis.
Lo que Aristdteles entiende por postulado es muy poco claro,
y el concepto esti dado én funcidén de 1lo que entiende. por

hip6tesis. El texto completo es como sigue:

"Jamds se puede considerar como hipétesis'p,postulado
aquello que existe necesariamente por si mismo y aque-
llo que ha de creerse. Y es que, en efecto, no es a 1la
palabra exterior, y si a 1la palabra interior del alma,
'a la que se dirigen asi la demostracidn como elvsiiogig.
mo. Contra la palabra exterior siempre pueden‘hacerse

objeciénes, pero no se pueden siempre hacer a la pala-

bra interior. Por lo tanto, siempre que se discutan,

sin habérselas demostrado uno a si mismo, cosas que po-




udrian serlo, y se las admite con el asentimiento de" a-“
‘quel a qdien se dirigen, es una hipbtesis lo que se ha-.
-ce. Por otra parte, no es una hipbtesis absoluta, : esi”'m
una hipdtesis solo relativa a aquel con quien se’habla,iﬁ -
Si no teniéndo el interlocutor idea alguna de 'la cosé;l'ﬁ“
o teniendo una idea contraria de ella, se afirmé. siﬁ‘:
embargo, esta cosa, es un postulado el que se formg res
pecto de la misma cosa que antes daba lugar a una hipb- "
tesis. Y he aqui en lo que difieren 1la hipbtesis y‘él

postulado. E1 postulado es en parte contrario a la opi-

nién del que aprende 1la cosa; o bien es lo que se asien

_ta sin demostracibdn, aun cuando pueda demostrarse, y'

. de que nos servimos sin haberlo demostrado. Las defini-
ciones no son hipbtesis, porque no dicen que las cosas
definidas existan o no existan. Por el contrario, 1las

hipbétesis esté&n clasificadas entre las proposiciones.

Las definiciones basta comprenderlas; pero no puede su-
ceder lo mismo de una hipbtesis, a no ser que sé preteg
da ‘que una simple palabra, entender, por ejemplo;bsea
igualmente una hipdtesis. Las hipétésisvson.preciSaﬁeh—
te todas'aquellas cosas que por. ser, y solo' por. el he
cho de existir, producen 1la conclu51on.

El gedmetra no forma hipbtesis de cosas falsas.?comd

a veces. se ha dicho. Se dice, en efecto, que si bié
no debe emplear el gedmetra cosas falsas, hace 81n“
bargo uso de ellas, suponiendo que una linea no tiene
un pie de 1argo le tiene realmente, y que una llnea tra
zada es recta cuando realmente no lo es. Pero se- puedef
_responder a esto, que el gebmetra no conluye nada,deuf
que la linea que ha trazado sea de tal o tualimaneré;'
‘y solo concluye las cosas de quebaquellas no_son;hési
‘que representaciones. Se debe afadir ademés, gue‘tod@
postulado, lo mismo que toda. h1potesxs. puede ser unif"
versal o particular, y que las definiciones no sbhvnif
1o uno ni lo otro". (1) k

(1)‘Arist6te1és..Tratados de Lbgica. México. Ed1tor1a1 Porrua, S. A.
. "Sepan Cuantos..." Num. 124 1982. Pég. 168.



Por "principios" Aristdteles entiende a aquellos términos

cuya existencia no puede demostrarse. Acerca de estos tér-

‘minos hace la siguiente divisidn: v

a) principios comunes; b) principios especiales; c) princi-
pios propios, »

Por "“principios comunes" entiende a aquellos "principios"
que son comunes a toda ciencia demostrativa, dando como ejem
plo la nocidén comin de Euclides de que si a cosas iguales
sustraemos cosas iguales, resultaran tamblen cosas iguales.
No hay duda, pues, que los pr1nc1p10s comunes" de Aristéte~
les, coinciden plenamente con las nociones comunes de Eucli=
das. E1 problema surge al comparar "axioma" de Aristételes.
con postulado y nocidén comiin de Euclides. v
Para Heiberg, (2), "postulado" en Euclides es dlferente de
"postulado" en Aristbteles, basindose, tal vez, en que 1la
diferencia entre "postulado" e "hipbtesis" dada por éste 01—
timo no es muy clara.
Sin embargo Heath afirma que si partimos de l1la definicién
“de "postulado" dada por Aristdételes de que postulado es ‘en
parte contrario a la opinidén del que aprende la cosa o aque¥
1lo que aun cuando pueda demostrarse se acepta sin demostra—"
cibén, entonces los postulados de Euclides parecen encaJar
" en esta definicién. (3)
Pero en Euclides aun cuando un postulado es aceptado*sin de-
mostracién, no es de manera alguna, cont;ario a 1avopini6n‘
~del interlocutor, (el que aprende la cosa), sino que va de
acuerdo a la opinibén del interlocutor. Por lo tanto, parece
ser que Heath 1o que hace es forzar a que el concepto de pos
tulado en Euclides caiga en la definicién de postulado que
da Aristételes.
Aristdteles discute a que se refiere toda ciencia adquirida

por demostracibn (4); y una de las cosas a las que se refie-

(2) Heath, T.L. The thlrteen books of Euclid's Elements. New York. Dover
Publications, Inc. Volume I. 1956, Pag. 119, 120.

(3). Ibidem. Pag. 120.

(4) Arlstoteles. Tratados de 1b6gica. México. Editorial Porrua, S.A.
"Sepan Cuéntos... Num. 70. 1982, Pag. 167.




re es a "aquellos principios comunes que llamamos axioméé;
de donde saleq primitivamente las demostraciones"; si recoff
damos que los "principios comunes" de Aristételes los hemos
identificado plenamente con las nociones comuﬁes de Euclideé
tenemos, pues, que "axiomas" en Aristdteles es "nociones co?1 

munes'" en Euclides. .

Los M"principios especiales" son aquellos que sirven solamen-
te, en especial, a alguna ciencia y no son aplicables a cua-

_1eéquier otra. Como ejemplo, da la definiciédn de,recfa. Es

claro, entonces, que las definiciones de Euclides correspon- S

den perfectamente a lo que Aristbteles entiende por "defini-

3i tomamos en cuenta que para Euclides los postulados son
proposiciones que no son comunes a todas las ciencias, sino .
que al contrario, como en el caso de la geometria, especia-

T 1 4 1 : ” 1"
s a a geometrla,_ Y que 0S8 axiomas son comunes , tenemos»

agui, que "axioma" en Aristébételes no es "postulado" ényEudLL
..des. S se puede afirmar, en cambio que postulado en EucLiyﬂ

des es “"principio especial” en Aristbteles.

Por "principios propios" Aristételes entiende a aquellosbf’
"principios" en los cuales su existencia es admitida sin de—

wostracién; o bien, aquellas cosas "en que la ciencia encuen

“ra las propiedades esenciales que ella estudla (5).’refi—
riéndose a los términos del lenguaJe que le son proplos ‘a
la’ ciencia de que se trate, como por eJemplo, en el caso de
la geometria, donde son admitidos sin demostracién de su e- .

xistencia, los términos "punto", "linea", "inconmensurable",

oblicua", "quebrada”, etc.

(5) Aristételes. Tratados de 1dgica. México. Editorial Porria, S.A.
"Sepan Cuantos...”™ Num. 124. 1982. Pag. 167.




Proclo, que ‘es posterior a Euclides, da la diferencia entre
.axioma y postulado de tres maneras:

a) Partiendo del hecho de que un teorema es algo que se si-

gue de premisas y que un problema es en lo cual decimosﬁ
qué encontrar y hacer alguna cosa, Proclo establece una
proporcidén: el postulado es diferente del axioma en la
misma medida en que un problema es diferente de un teore-
ma; los axiomas son verdades evidentes por si mismas 'y
fAcilmente comprensibles, mientras que en los postulados, -
las cosas. que estos. nos indican, son. faciles de eneontra;.
y efectuar; no-hay esfuerzo por parte de nuestro. enten-.
dimiento para 1la suposicidn del postulado. Este puﬂto de
vista»de Proclo, acerca de la diferencia entre axioma y
postulado es debido a Gemino (6); diche de otra manera,
1la diferencia entre postulado y axioma, puede darse .en
la siguiente forma: un axioma es referente a algo conoci-
do y un postulado se refiere a algo que es construido o
afirma que una construccibén es posible. '

Segun esta descripcidn de axioma las cinco nociones comu—,

1es de Euclides coinciden perfectamente con este concepto
‘de axioma; en cambio, mientras que los tres prlmeros pos-
5tu1ados ‘de Euclides si ‘pueden ser "encuadrados en el con

cepto de axioma de Proclo. el cuarto y el quinto no.

_b) Proclo, al 1gual que la anterlor manera de diferenciar

axioma y postulado, sin especificar quienes, nos dice que‘
hay algunos que piensan que los postulados corresponden
al objeto de 1la geometria, mientras que en cambio losb—
~axiomas son comunes a investigaciones que tienen que ver
con cantidad y magnitud; por ejemplo todos los que se de- .
. dican al estudio de la geometria saben que todos losnén—
gulos rectos son iguales o que dado un punto y una distap
cia se puede trazar un circulo con centro en el punto da-

do y radio la distancia dada. Estos ejemplos correspbnde-,:

(6) Heath T L. The th1rteen books of Euclid's Elements. New York. Dover )
Publications, Inc. Volume I. 1956. Pag. 123. )




rian a postulados. En cambio la afirmacién de que.cosés,
iguales a una tercera son iguales entre si, es usada pofif
‘cualquier cientifico en 1la disciplina en que trabaje‘i;:f’
por lo tanto, este tipo de aseveraciones corresponden a
axiomas. '
.Si se acepta ésta difereﬁcia, los cinco postulados  -de Eu-
clides pueden ser incluidos en éste concepto de postulado
de Proclo, y las nociones comunes serian los axiomas.
c)‘La tercera manera de exponer la diferencia entre axioma
y ﬁostulado, dada por Proclo; -esté dada"por”kristételes

y aparece en la padgina 27 . Ya vimos que bajo este crite,vq-;

.rio de Aristdteles las nociones comunes de Euclides co—'
rresponden a los axiomas de Aristdteles, pero que no podg

mos afirmar tal cosa en lo que se refiere a los postula-

dos, ya que hay lugar para la duda.
ara ver lo que los griegos entendian por "elementos" son,

Y
il

e nuevo, Aristdteles y Proclo, las principales fuentes con.
~.tyue actualmente se cuenta; a través de ellos se aéoman las}
-Qimguietudes que tenian sus contemporéneos _por tener claro
*win que deberia entenderse por "elementos". En 1la actualidad

por la palabra "elementos" se entiende a un conJunto de’ cof

‘mediante las cuales construimos otras cosas; si s1gu1é-

ramos esta definicibén de "elementos" para. ser entendldo como"

lo que los griégos entendian por "elementos", tal vez estu-(;*
‘‘viéramos mintiendo. Aristdteles en los Tbpicos (7) nos dice

que ‘una vez que se han dado las definiciones, los " prlmeros

elementos" son fAciles de demostrar; esto- qulere decir -que’
para &1 los "elementos" son proposiciones que se demuestran.
por medio de "principios" y claramente vemos que esto ya no
coincide con el significado actual de la palabra "elementp"
Proclo ‘'en su afin de aclarar lo que debe entenderse por =

"elementos" l1llega hasta el punto de tratar de diferenéiarr_j

‘los. términos "elemento" y "elemental". Segin é1, en la geome '

(7) Aristdteles. Tratados de lbégica. México. Editorial Porrua, S.A.
"Sepan Cuafitos..." Nim. 124, 1982. Pag. 322°
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tria hay unos teoremas a través de los cuales se demuestran

otros; teoremas que son llamados "gufas" y que proporcionan .

pruebas de muchas propiedades. Tales teoremas son llamados =

"elementos". Este concepto de "elemento" concuerda perfecta-
mente con el concepto que de éllo tiene Aristdteles 'y que
ya fue dado arriba. Proclo llega mas all4, diciendo Que'los
"elementos" son a la geometria como las letras del alfabeto
son al lenguaje. El1 término "elemental" se aplica a cosas
que "se extienden a una gran multiplicidad, y, pese a que
poseen simplicidad y elegancia no tienen la misma grhﬁ dig-
nidad que los "elementos", porque su iﬂvestigacién no es de
uso general en la ciencia". (8) v

Menaechmo, a quien cita Proclo (9), le da a la palabra "ele-
mento" dos sentidos. En el primero, tenemos que "elemento"
es el medio a través del cual obtenemos una cosa. Si obser-
vamos que la primera proposicidn de Euclides es utilizada
"para obtener la segunda, se puede decir que la primera es
"elemento"” de la segunda. Aqui hay concordancia con lo que
define Proclo como "elemento" al hacer la diferencia entre
"elemento" y "elemental". El otro sentido dado por Menaechmo
se refiere a las partes de un compuesto; pér ejemplo el\oxif,
geno y el hidrbgeno serian "elementos" del agua, o en géoﬁée
‘tria, las definiciones o los postulados son "elementbsﬁ de -
los teoremas. Segln Menaechmo, 1los elementos'encont;adésken
‘Euclides fﬁeron compilados de acuerdo a éste significado de
"elemento" o :
Proclo afirma que hubo muchos gque intentaron hacer arreglos
de elementos, pero que todos esos arreglos fueron inferiores
en calidad al arreglo de elementos hecho por Epclides: "el
sistema de los elementos de Euclides es superior a los. sis-~
temas de los demids; por su utilidad sirve para la 1nvestlga-

cidén de las figuras primordiales, su claridad y perfecc:on'

(8) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York Dover.i,i

Publications, Inc, Volume I, 1956. Pag. 1l4.
(9) Ibidem.
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organica estin garantizados por la progresién de lo més sim-
ple a lo més complejo y por basar la investigacidn en nocio-
nes comunes, mientras que la generalidad de 1la demostracién
esté gérantizada por la progresién por medio de los teore-
mas que son primarios y de naturaleza de principios para las

cosas seguidas" (10). En Proclo los Elementos de Eﬁclides

son ya un conjunto ordenado de proposiciones, de estructura

deductiva, que nos. sirven para la investigacidén de temas -

‘geométricos, en particular, avocados a la investigacién de

los cinco sblidos regulares,

"Esto nos indica que los griegos no buscaban hacer "elemen-

“tos" como actividad principal, sino que, parodiando a Pro-

~70,; buscaban hablar mejor construyendo un alfabeto mAs per-
fécio. »

A partir de este momento designaré con la palabra "elemento"

a lo que entiende Menaechmo en el segundo sentido dado al

itrmino "elemento", mientras que con la palabra "Elemento"

designaré al arreglo de elementos.

(10) Heath, T.L. The thlrteen books of Euclid's Elements.»New York._Dover ‘
' Publlcatlons, Inc. Volume 1. 1956. Pag. 115, S
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CAPITULO IV.

’En el libro "Comentarios al Libro I de Euclides"™ de Proclo
hay una parte que es atribuida a una Historia de la Geome-
tria hecha p§r Eudemo. Ese pasaje contiene una lista de geb-
metras que va desde Tales de Mileto hasta Euclides. Tenemos
ahi la relacidén mis importante ‘de griegos que dedicaron su
'atengi6n al estudio y desarrollo de la geometria; el pasaje
es comunmente conocido como "Sumario Eudemiano" y aqui, tam- .
‘bién serd denotado asi. .
Inicia con una disertacibén acerca de las causas que dieron
lugar al nacimiento de la geometria en Egipto y de la manera
eanue pasbé a Grecia. La lista completa de gebmetras que a-
parece, en el orden dgl pasaje, es la siguiente:

Tales de Mileto, Ameristo, PitAgoras, Anaxigoras de Clazome-
nae, Oenbépides de Quios, Hipbécrates de Quios, Teodoro de Ci-
 rene, Platbén, Leodamas de Thesos, Arquitas de Taras, Teete-
tos de Atenas, Neoclides, Lebdn, Eudoxio de Cnidos, Amiclas
~de Heraclea, Menaechmo, Dinostrato, Tedio de Magnesia, Ate-
.anaeo de Cizico, Hermotimo de Colofdn, Filipo de Medma y Eu-
. clides de Alejandria. A estos veintidos nombres, en.base a
Lotros historiadores,'podemos agregar otros doce: Anaximandro
wAnaximenes, Zendbn de_Elea, Antifén, Brison, Hippias de Ellis
. Filolao, Demécrito, Aristbdételes, Autolico, Aristaeo y Eude-
mo. E1l Sumério.Eudemiano termina con una apolbgia a la obra
'dé'Euclides. Todos ellos son.anteriorés a Euclides (excep-
tuando a Euclides, claro estd). _
En esa lista de 33 matemAticos anteriores a Euclides, hay
tres que son.citados por Eudemo, para haber compilado Elemen
tos: Hipéérates, Lebén y Tédio, y de ellos tres, es Hipbcra-
tes quien aparece para ser el primero en haberlo hecho.‘Sin:
embargo, en algunos ptfos de l1la lista, a partir del pasaje
de Eudemo, hay algunos, que de lo gque se dice de ellos, pue~

de deducirse que estuvieron en posesidén de Elementos. Pode-
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mos citar a Tales, Pitégoras, Platdén, Teetetos, Eudoxio, A-
miclas,bMenaechmo, Dinostrato y Hermotimo.

Lo que dice Eudemo de ellos respalda esta opinidn. De Tales:
“desqubrié muchas proposiciones y los principios bajo 1los
cuales yacen muchas otras a sus sucesores". (1)

De Pitidgoras: '"descubribd la teoria de las proporciones y 1la
construccibén de las figuras cbsmicas”

De Eudoxio: "a las tres proporciones agregd otras dos e in-
crementd el nfimero de los llamados teoremas generales"

De Hermotimo: "descubrid muchas proposiciones en los Elemen-
tos y compild alguna teoria del Loci"

De Platén: "hizo que las otras ramas de las matemlticas, asi

.como la geometria hicieran grandes avances"

De Teetetos: "hizo un avance hacia un sistema mis cientifi-
.

. De Amiclas, Menaechmo y Dinostrato: "hicieron a la geometria

.: mas perfecta"

La lista de los que compilan Elementos se extiende, pues, ‘
a-Tales, PitAgoras, Hipbcrates, Platdn, Teetetos, Ledn, Eu- -
;dokid, Amiclas, Menaechmo, Dinostrato, Tedio y Hermotimo.
Primero daremos un breve esbozo biogrédfico de pada uno de

ellos y luego ennumeraremos sus logros en geometria.

Tales de Mileto.

Tales de Mileto es figura prominente en la Historia de la
Cultura Griega. Gentes como Herodoto, Platén, Apolodoro, Je-—
néfanes, Demetrio Falereo, Dibgenes Laerto y otros lo ponen
como un hombre que destacd en todos los campos del saber hu-
mano-de su tiempo. Sobresalid en politica, economia, astrono
mia y matemlticas.. Hay duda acerca del lugar en que nacid
y también de la cantidad de afios que vivid; seglin algunos
era natural de Mileto pero de origen fenicio; alguien dice

que vivid setenta y ocho afios y otro dice que noventa, 2)

(1) Esta cita y las otras acerca de los matemiticos de esta'lista'estén,gf'
tomadas del Sumario Eudemiano. Ivor Thomas. (Bibliografia). Pag. 1451

(2) Laercio, Didgenes. Bibgrafos Griegos. Vidas, opiniones y sentencias
de los fllosofos més 11ustres. Aadrld. Fdltorlal Agu11ar. 1962 Pag.,ﬁ
1142 ' :
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Hay también una carta a Solbén de la cual se deduce que ellos
eran una especie de agitadores en los Estados Griegos, que

huian de un lugar a otro a causa de sus ideas. Por el Suma-

rio Eudemiano sabemos que de los gebmetras griegos fue el
primero en ir a Egipto.

De su trabajo en geometria tenemos lo siguiente:
Vv -~ 1) E1 circulo es bisectado por su didmetro.

2) Los &ngulos en la base de un tridngulo isdsceles son igua
les.

3) Si dos lineas se cortan una a otra, los Angulos opuestos
son iguales,.

4) Un triéngulo queda determinado si su base y los é&ngulos
de su base son dados.

Un tri&ngulo que tiene como lado el diametro de un semi-

circulo y el otro vértice sobre el semicirculo, es un -

tridngulo recténgulo.

erca de 1). .

bclo dice que los antiguos afirmaron que Tales fue el bri—

sro en demostrar que el circulo es dividido en dos partes

imuales por el didmetro (3). Pero Euclides en el Libro I de

los Elementos, establece lo que es un diametro y su propie-

dah de bisectar al circulo, (def. I-17). En vista de eso hay

algunos, Heath, por ejemplo, que sugieren que 1la palabrafﬂe-’
mos;rar" no debe ser tomada literalmente. Han sido encontra
das figuras de circulos divididos en sectores iguales, en

 monumentos egipcios y vasijas llevadas por reyes tributarios
asidticos a Egipto, y debido a que Tales visitd Egipto, pue-

de ser que la intencidén sbélo fuera trazaf los didmetros.

De lo que nos dice Proclo, podemos afirmar que Tales estaba

en posesibén del postulado 3, que conocia las definiciones

1, 2, '3, 4, 5, 7, 13, 14, 15, 16 y 17 del Libro I de Eucli-

(3) Thomas, Ivor., Selections ilustrating the history of greek mathema-

tics. From Thales to PFuclid. Volume I. Harvard University Press. 1957J} 5 1
Pag. 165. ' L
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des (4), y que tal vez conocibé la nocidn comilin 4. Puede and—f‘
tarse también que la propiedad de que el circulo es bisecta= .

do. por su diAmetro es demostrable a partir de TII- 31 y de —-

CIII-24.
Acerca de 2).

Proclo afirma que Tales "fue el primero en haber conocido
y enunciado (el teorema) de que los dngulos de la base de
un‘triéngulo isbsceles son iguales, pese a que describe, en
la manera mAs arcaica, &ngulos iguales como similares" (5).
Segﬁn Heath, hay algunos que han sugerido que el uso de 1la
palabra "similar", mediante la cual Tales define &ngulos i-
guales, da a entender que Tales no tiene todavia el concepto
de 4ngulo como magnitud sino como una figura que tiene una
cierta forma, un punto de vista que guarda estrecha relacién
con el seqt egipcio, "lo que hace la naturaleza", en el sen-—
tido de determinar una inclinacidn similar, o la misma incli
‘nacibn,‘en las caras de la pirémide. '
uclides, en su propdsicién I~5, extiende este resultado de
ales al decir que si se prolongan los lados iguales del -
'trlangulo isbésceles, los éangulos bajo 1a-base_también serén
' guales. ‘

,“Segun el enunciado de Proclo, arriba citado, Tales conocid

parte de 1la definicibn I-19, que se refiere a ‘las figuras
trllateras, Como conocid lo que es un trlangulo 1sosce1es,
puede decirse que, aunque en forma diferente, conocid las
definiciones I-20 y I-21.

En relacibn a 3).
Proclo dice que "este teorema, que cuando dos rectas se cor- .
‘tan una a otra los &ngulos verticales y opuestos son igua-—
lés,‘fue primero descubierta, como Eudemo dice, por Tales, .

pese a que la demostracidn cientifica fue mejorada  por el

(4) Los enunciados de las definiciones, nociones comunes, postulados y
- proposiciones que se citan, estén dados en la panlna 109.
'(5) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of greek mathema-—

tics. From Thales to Luclid. Volume 1. Harvard Unlver51ty Press..
1957, Pag. 165.
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escri;br de Los Elementos". Esta proposicidn corresponde a.
Euclides I-15. _
En la traduccidn de Heath a Los Elementos de Euclides, Heath
suprime "opuestos", dejando solamente "Angulos verticales",
En una nota a la proposicibn aclara esto: "Proclo apunta 1la
diferencia entre &ngulos adyacentes y é&ngulos verticales.
Angulos adyacentes describe a los 4ngulos hechos por dos 1li- K
neas rectas cuando solamente una es dividida por 1la otfa, )
"; esto es, cuando una recta corta a otra en un punto que no' K
es extremo, pero no es prolongada més alld del punto del cor
te. Cuando la primera recta es prolongada de tal forma que
las lineas se cortan en el punto, entonces ellas hacen. dos
pares de Angulos verticales y son llamados asi por que su
.convergen;ia es de direcciones opuestas para un punto com
"vértice". (6)
De esto podemos entender que &ngulos verticales son los 5ngg
-:1os opuestos por el vértice. .
/fn torno al punto 4), Proclo en sus Comentarios nos dice "Eu

“demo. en su Historia de la Geometria atribuye este teorema

a Tales. Porque &1 dice que el método por el cual Tales de-
‘mostré cbmo encontrar la distancia de barcos en el mar nece-—
sariamente trae consigo este teorema". (7)

No hay informacidén suficiente para determinar la manera en
que Tales hallaria esa distancia, por 1lo que han surgidéé
muchas conjeturas‘de.cémo resolvid el problema, 7

Heath, en Los Elementos de Euclides (8), cita a Bretschnei-
der, Moritz Cantor, Max C.P. Schmidt y a Tannery. Heath mis-
mo da su versidn acerca del asunto,

Bretschneider y Cantor parten de la suposicidén de que las

observaciones necesarias fueron hechas desde lo alto de una

‘(6) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York. Dover
Publications, Inc. Volume I. 1956. Pag. 278. v :
(7) Thomas, Ivor. Selecting ilustrating the history of greek mathematics.
From Thales to Euclid., Volume 1. Harvard University Press. 1957,
Pag. 167.

(8) Heath, T.L. The thirteen boocks of Euclid's Elements. New York. Dover: :
Publications, Inc. Volume I, 1956. Pag. 304. - '
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‘forre o de alguna estructura de altura conocida, y que fﬁe
‘utilizado un tridngulo rectdngulo en el cual la base era 1la
1inea que unia el barco con el pie de la torre y esta era
perpendicular a 15 base, como en la figura, donde C es el
barco y AB la torre. Bretschneider dice que para el obser-
vador sdlo era necesario conocer el &ngulo CAB. Entonces el
tridngulo quedaria perfectamente determinado por medio de
este angulo y la medida de AB. Afirma que el resultado ha-
bria sido obtenido "en un momento" por este método, pero no
‘gueda claro en que sentido afirma que Talesvhabria determi%
nado el Angulo CAB.

A

B

" .Cantor dice que el problema fue referido al de encontrar ‘el. =

seqt desde lados dados:. En el Papiro Rhind se entiende por
seqt la razén de una a otra de ciertas lineas en pirémides
.urobeliscos. Ahora es conocido que seqt es 1la razén de 1la
‘mitad del lado de 1la pir4dmide a la altura de 1la pirémide,
esto es, la cotangente del Angulo de inclinacibén. El célcu-
lo del seqt implica pues, una clase de teoria de semejanza
o.aun de trigonometria. Cantor sugiere que el seqt en el pfg;
-blema de Tales seria encontrado por medio de un pequefio =
triédngulo recténgulo ADE que tiene un Angulo en comiin con
el tridngulo ABC, como‘en la figura, y que este valor de -
seqt, con 1la medida'dé AB, determinarian BC. Esto requiere
el uso de 1las propiedades de trlangulos seme jantes 1a'5uge—,
renc1a de Bretschneider aparentemente llegaria a lo mismo,
ya.que si Tales midid el &ngulo, tuvo que llegar ‘a trqbaJar 
.con ' proporciones, dado que carecié de una tabla de rézonesk

‘trigonométricas, Max Schmidt, similarmente, supone que Tales '
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habria tenido un A4ngulo recto hecho de madera o de bronce
con lados graduados 'y pueéto en la posicién ADE con A en la
posicién de su ojo, y luego leyd las medidas de AD y DE res-
pectivamente. Enseguida encontrd BC por una regla de.tres.
Sin embargo Eudemo habla del uso de Euclides I-26, la cual
- asegura igualdad de tridngulos que tienen dos &ngulos y un
lado respectivamente iguales, y en estas tres sugerencias
no se ve una aplicacidbén de I -26. '

Héath argumenta de la siguiente manera: suponiendo que Tales
estaba en lo alto de una torre, él1 habria hecho uso de un
instrumento que consistiria en una vara recta y una pieza.
fc:uzada pegada a la vara y siendo capaz de girar alrededor
de 1o qﬁe sostiene a la pieza cruzada a la vara (digamos un
cia?o), de tal manera que formaria cualquier A&ngulo coﬁ la
vara y pudiera permanecer donde fuera puesto. Entonces lo na
~tural seria fijar la vara en linea recta, por medio de una
plomada, y dirigir 1la pieza cruzada hacia el barco. Ensegui-
da, dejando la pieza cruzada en el Angulo enconttado, la vé—
‘ra seria girada, todavia permaneciendo vertical, hasta que
la pieza cruzada apuntara a alglin objeto visible en la‘cds—'

ta. Anotando  mentalmente este punto, solamente tenemos que

medir la recta trazada al objeto en la costa desde 1a'base "

de. la torre, lo cual, por Euclides 1-26, es iguél a la dis-
tancia del barco al pie de la torre. (9) ' '

_Esta solucién tiene la ventaja de corresponder a la mis pro-
‘bable versidn del método de Tales de medir la altura de las
pirdmides. Didbgenes Laerto dice, basado en la autoridad de
Jerbénimo de Rodas, que esperd, para medir 1la ﬁirémide, hasta
el momento en que nuestras sombras son de la misma longitud
que nuestras estaturas. De esta afirmacidén de Jerénimo de
Rodas se concluye que Tales estaba familiarizado qon’Eucli%
'.des VI-4, de que los lados de tfiéngulos equiéngulos sbn’ptg

porcionales. Y aqui no hay duda que se tiene e1 reai impo:te

(9) Heath T.L. A manual of Greek Mathematics. New York. Dover Publlca—;_{il"

tions, Inc. 1963. Pag. 85,
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de los cédlculos egipcios de seqt que introduce Ahmes como
ejercicios de aritmética. Plutarco, por boca de Niloxeno,

en el Convivio de los Siete Sabios, da una versidén diferen-

te del célculo de altura de pirdmide por Tales: "poniendo
tu biculo en la extremidad de la sombra de la pirémide, pof
el impacto de los rayos solares, haces dos tridngulos, y som
breados de tal forma, que la pirdmide es el biculo como su
sombra es a la del baculo". Hoy, que el 1libro de Ahmes es
bien conocidd, no hay razbén para negar que Tales estaba bien:
familiarizado con el proceso atribuido aqui a &1.

Todos estos intentos de hacer ver la mahera en que Tales en-—
cuentra la .distancia de la costa a un barco me parecen muy
loables, sdlo que en la cita que da lugar a estas conjetu-
ras no se afirma que Tales estuviera tratando de encontrar
tal distancia. Proclo claramente dice: "Tales ensefi6 cdmo -
encontrar la distancia de barcos en el mar" (10), y por esto
piede entenderse que Tales buscaba, por ejemplo, 1la distan-

"cia que separa a dos barcos en el mar.

HFinalmente en relaciébn con 5), Dibdgenes Laerto apunta. que
"Amfila escribe que habiendo aprendido Tales geometria en
Eyxipto, inventd el tridngulo rectéﬁgulo en un semicirculo
y que sacrificd un buey por el hallazgo. Otros 1lo atribuyenf

.a Pitégoras, entre ellos Apolodoro Logistico". (11)

PiAmfila fue una historiadora que vivibé en tiempos de Nerén.
De la cita de Dibgenes se desprende la duda acerca de quien
hizo el descubrimiento de esa proposicidn que corresponde
a Euclides ITI-31. Euclides prueba III-31 por medio de I-32,
de que la suma de los &ngulos interiores de un tridngulo es
dos rectos. Eﬁdemo atribuye a los Pitagéricos el descubri-

"miento de III-31, por lo gue se puede 'afirmar que Tales no

conocia este resultado. Sin embargo Heath demuestra que se

(10) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of greek mathema4

thics . From Thales to Euclid. Volume I. Harvard Unlver51ty Press.
1957. Pag. 167.

(11) Laerto -, Dlogenes. Bibgrafos Griepos. Vidas, opiniones y sentencias’’

de los filésofos mAs ilustres. -adrid. Editorial Aguilar. 1962,
Pag. 1143, : :
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puede probar IIT-31 sin utilizar I-32, por lo que es proba-
"ble que Pamfila podria haber preservado una tradicién correg
ta.

Podemos dar una relacidén de lo que Tales sabia, con respec-—
to a Euélides. En el recorrido de su trabajo se puede ver
que, tal vez bajo otras palabras, Tales de Mileto estaba fa-
miliarizado con las primeras 22 (de las 23) definiciones dekl
Euclides I, con los primeros cuatro postulados y con las cin
co. nociones comunes. h ‘

Se puede ver también que conocia varias de las proposiciones
1de Euclides I, como por ejemplo, I-5, 15, 26. Deducimos tam-

bién queée no desconocia III-31 y VI-4.

‘Pitégoras.

Jiithgoras, figura semilegendafia y semireal es otro que se
.menciona como probable compilador de Elementos. Segin aigu—
.;nos era tirreno y seglin otros era hijo de Marmaco quien era
~.de Samos por lo que Pitdgoras se llambé Samio., Sobre la fe- '
-2wcha de su nacimiento se dice que nacid alrededor de 572 A.C.

.Se afirma también que viajd ampliamente por Egipto (22‘aﬁosj

y que también visité Babilonia. Primero fue alumno de Fere-
cides de Syros quien segiin Suidas fue el primer escritor en

brosa. Fue amigo de Tales quien le aconsejé ir a Egipto, -
particularmente a Memfis o a Tebas. Posteriormente regresd
a Samos donde intentd, sin éxito, fundar una escuela. Huyen-
do de Policrates, tirano de Samos, se fue al sur de Italia
e inicid una. sociedad en Crotona; De aqui, también por moti-
vos politicos, emigrd a Tarento y luego a Metaponto donde
murié alrededor del 500 A.C. En la hermandad fundada por Pi-
tégofas en Crotona, sus miembros fueron llamados Pitagéricos
y es dificil discernir entre lo que se debe a Pitdgoras y
lo que se debe a sus discipulos; de hecho, las doctrihas pi-
tagbricas son, por autores de otras escuelas, atribuidasva
los Pitagdricos y no a Pitégoras.

Los detalles de la primera Filosofia Pitagdrica son debidos;r
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' segln Dibgenes Laerto, a Filolao, contemporadneo de Platén:
"antes de Filolao era imposible aprender un precepto pitagd-
rico"™ (12). El trabajo de Filolao estid perdido, salve por
unos pocos y breves fragmentos preservados por Stobaeo y o-
tros compiladores similares. Por tal motivo, a pesar de que
hay evidencias abundantes de que Pitdgoras trabajé en geome-
tria, muy pocas invenciones pueden ser atribuidas a &l. Por
ejémplo Diodoro cita a Calimaco (250 A.C.) que dijo que "Pi-~-
‘thgoras descubrid algunos teoremas geométricos y fue el pri-
mero en introducir otros de Egipto a Grecia" (13). Y segfin
Proclo "Pit4dgoras transformd el estudio de-la geometria en
una educacidn liberal, examinando los principios de la cien—'
cia desde el inicio y probando los teoremas en uné manefa
puramente intelectual”" (@4). Favorino nos dice que "usb‘dé—f
finiciones con motivo de la naturaleza matemidtica del asun- -
to" (15). '

Sin embargo esfas tres (ltimas citas nos son suficientes pa-

ra concluir que Pithgoras estuvo en posesidén de un sistema

"deductlvo basado en primeros principios.

'A31 como Tales de Mileto es situado como el primer griego
en haber trabajado de una manera "cientifica" a la geome-—'
tria, se puede - decir que Pltagoras fue el pr1mer griego en
hacer el intento con la aritmética. PitAgoras determiné por
mucho tiempo el simbolismo y los limites del Estudio de-la
'arltmetlca. Para Pitigoras el nimero es cantidad y cantidad
es forma y la forma es cualldad. Las definiciones de todos
los términos abstractos y la explicacidn de todas las leyes
naturales fueron consideradas bajo la aritmética; para los

'hechos geométricos tratd siempre de encontrar férmulas arit-—

(12) Laerto , Dibgenes. Bibgrafos Griegos. Vidas, opiniones y sentencias
de los fllosofos mis ilustres, Madrid. Editorial Aguilar. 1962
Pag. 1316.

(13) Heath, T.L. A manual of Greek Mathematics. New York Dover Publica-
tions, Inc. 1963. Pig. 92. ‘
Esta cita refuerza mi conviccidn de que no fueron los grlegos los
primeros en trabajar con un sistema deductivo.

(14) Sumario Fudemiano, en los Comentarios. a Euclides I de Proclo;

~ (15) Laerto , Dlogenes. Blografos Griegos. Vidas, opiniones y sentenc1as‘ 
) de los filbésofos més 11ustrea. Madrld Edltorlal Agu1lar. 1962 s
. Pag. 1322, .
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méticas y yendo mAs alli, considerd a los nimeros como 1la

base de la creacibtn. Adjudicé virtudes a los nfimeros, por

ejemplo, el 5 es la causa del calor, el 6 del frio, el 7 del

‘pensamiento, de la salud y de la 1luz, el 8 del amor, la amis

tad y la invencidn.

Hay tendencia a tratar los descubrimientos de Pitégoras y

193 de sus seguidores como descubrimientos de los Pitidgori-

cos sin diferenciar los que corresponden a Pitédgoras y los

que son de los miembros de su escuela; sin embargo, hay razo
nes bien fundadas para sospechar que ciertos escritores, -

Iamblicho por ejemplo, atribuyen ser Pitagdricos nombres de

matemAticos griegos que no eran Pitagbricos. El citado Iam-

blicho da a Teodoro e Hipdcrates como Pitagdricos y no 1lo

eran. Si algGn comentarista tiene motivos para magnificar

las contribuciones de PitAgoras, es Proclo, y afin é1 encuen-
tra poca causa para adscribirle trabajos. Sus comentarios
sobre PitAgoras en el Sumario Eudemiano son citas de Iambli-
cho y su adscripcibén a &1 de una teoria de los "irraciona-
les" es un patente anacronismo. Por lo tanto no diséﬁtiré
resultados de los llamados Pitagbricos y de Pitdgoras como
logros de los Pitagédricos sino que pondré en este parrafo,
dedicado a Pitigoras, solamente lo que es atribuible a Pi-

tidgoras., ' .

"Los hechos geométricos atribuidos a Pitdgoras son los si--—

guientes:

i) Proclo en sus comentarios en Sobre Euclides I dice que:
"Ahi han sido dado ciertos métodos para el descubrimiento.
de tales tridngulos, de los cuales uno es referido a Pla-
tén y otro a Pitégoras. El método Pitagérico parte de los
nlimeros impares. Para ello fija el nfimero impar dado como
el menor de los lados alrededor del &ngulo recto, toma
su cuadrado y sustrae una unidad de ahi y fija la mitad
del resultado como el lado mayor de los lados alreded@r.
del 4ngulo recto. Sumando una unidad a este lado, hace

el nimero resultante la hipotenusa. Por ejemplo, partiene'
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‘do de tres y cuadrédndolo obtenemos nueve; se sustrae una’

unidad, haciendo ocho, y 1la mitad de ocho es tomada, hﬁ;"

ciendo cuatro; a este una unidad es agregada, dando cin—j‘

co. Y en esta forma se encuentra un trlangulo rectangulofu

teniendo como lados a tres, cuatro y cinco"

Asi pues, si n es un nlmero impar entonces los lados del

triéngulo dan n, (n® - 1)/2 y (n® + 1)/2. Debe notarse

que este método de Pitégoras excluye grupos de nlmeros

tales como 20, 21 y 29 ya qﬁé sb6lo pueden, bajo su méto-

do, encontrarse tri&dngulos en los que 1la hlporenusa difie
re de los 1ados .en una o dos unidades.

No se sabe la manera en que Pitdgoras llegd a este método
y existen diversos intentos para explicar esto. Tal vez
el més interesante es el dado por Heath basado en el pun—
to aritmético. (16)

Iamblicho en Sobre la Introduccidén a la Aritmética de

Nicomaco de Gerasa nos dice "en los dias antiguos, en

los tlempos de Pltagoras y los matemAticos de su escuela

habla solamente tres medias, la aritmética, la geometrlca

y una tercera ‘llamada la subcontraria, pero que después,

en el circulo de Arquitas e Hipaso fue llamada armbnica, -
pdrque parecié proveer de armoniosas y afinadas proporcip

nes",., Porfirio en sus ' Comentarios sobre las armbdnicas

“de Ptolomeé cita a Arquitas dando la explicacién de 1lo

-qhe Pitdgoras podria haber entendido por estas tres me-

dias: "hay tres medias en miésica: primero la aritmética,
segundo la geométrica y tercero la subcontraria, también
llamada armbnica. La aritmética es en la cual tres térmi-
nos estin en proporcibén en virtud de alguna diférencia:
el primero excede al segundo por lo mismo que el segundo

excede al tercero. Y en esta proporc1on sucede que el in-

'vtervalo entre los términos mayores es el menor mientras

(16) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York.

Dover Publications, Inc. 1963 Pag. 358, 359, 360.




45

que éntre los menores es el mayor. La hedia geométrica:
es aquella en la cual el primer término és al segundo co-
mo el segundo es al tercero. Aqui , los términos mayores u
hacen el mismo intervalo que los menores.

La media subcontraria, que llamamos armbnica, es fal que

cualquiera que sea la parte de ella, el primer término

excede al segundo, el término medio excede el tercero en

la -misma parte del tercero. En esta proporcién el inter-

"valo entre los términos mayores es el hayor y el interva-

lo entre los menores es el menor." (17)

Lo due nos dice Arquitas es mAds o menos lo siguiente:

‘b es la media aritmética entre a y c¢.si a-b=b-c o lo que.
‘es lo mismo, si b= (a+c)/21 »

La palabra "intervalo" Arquitas la estd utilizando en el

sentido musical; en matemdticas debe ser entendida como

razén entre dos términos y no como su diferencia aritmé=

tica. Por lo tanto, lo que dice Arquitas es que (a/b)<L(b/c).
b es la. media geométrica entre a y c- si (a/b)=(b/¢). b

es la media armdnica entre a y ¢ si ((a-b)/a) = ((b=c)/O
la cual puede ser escrita.como ((l/c)—(i/b)= ((1/b)-(1/a)),

por lo que 1/c, 1/b y 1/a forman una progresibén aritméti-—

ca y Arquitas continfla para afirmar que (a/b):j (b/c).

En el trabajo arriba citado Iamblicho dice que_Pi;égoras
iﬁtrodujo desde Babilonia una cuérta propofcién, lé musi-
cal, que estd compuesta entre dos nlimeros ¥y sus‘medias
aritmética y armbénica, esto es, (a/((aHﬂ/Z)):l ((2ab/a+b)/b),
por ejemplo (6/9)= (8/12). '

De la manera en que se llegd a estas medias también. es

motivo de especulacibédn. A. E., Taylor en Un comentario

sobre el Timeo de Platdé4n expone una de las mejores expli

caciones de como se obtuvieron esas medias.

3) Euclides I-47 por lo general es atribuida a~Pitégoras y:

(17) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of sreek mathema; .
tics. From Thales to Euclid. Volume I. Harvard University Press.
1957. Pag. 113. : o )
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siempre se le ha conocido como el Teorema de Pitégoras.

De acuerdo a Proclo: "Si listamos a aquellos que refieren

historias antiguas, encontramos que algunos de ellos atri

buyen a Pitdgoras este teorema y dicen que sacrificd un
toro por el descubrimiento. Por mi parte, mientras. que
admiro a aquellos que llegaron primero a estar informados

con la verdad de este teorema, me maravillo mis en el es-

‘critor de Los Elementos no sblo-por que lo-establecid -en -

[4 ’ - 2 . . : 2
una manera mas lucida, sino por que insisti0é en el teore-

ma mas general por los irrefutables argumentos d2 la cien

cia en el Libro sexto." (18)

Proclo nos dice que la tradicibén asigna a Pitdgoras el. cono- .. .

cimiento del teorema pero en lo personal no 1le atribuye;-
prueba alguna. Solamente sugiere que Pitégoras fue uno de
-los primeros que lo conocié.

La proposicidén a la cual se refiere Proclo déel Libro VI -de
Euclides es la 31. La historié del toro, en relacidn con Eu-
clides I-47 también es refetrida por Dibgenes Laerto: "Apolo-
dofo el computista dice que sacrificd una hecatombe habiendo
i hailado que en un triAngulo rectdngulo la potestad de la 1i-
nea hipotenusa es igual a la potestad de las dos que la com-
‘ponen. De esto hay el siguiente epigrama: PitAgoras hallado
- aquella nobilisima figura, bueyes matd por ello en sacrifi-
~cio". (19) '

Una curiosa contradiccidén es evidente entre este sacrificio
y el hecho de que también se dice que Pithgoras prohibia ma-
tar animales, El mismo Didgenes Laerto cae en ella ya que
un poco mAs adelante dice: "Pitdgoras estuvo tan lejos de
permitir que se comiesen animales, como que prohibid el ma-
tarlos, juzgando que tienen el alma comin a "1a nuestra"

Una manera de evitar la contradiccidén es decir que Apolodoro

 (18) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York.
Dover Publications, Inc. 1956.

(19) Laerto , Didgenes. Blografos Griegos. Vidas, opiniones 'y sentencias

de los fllosofos més ilustres. Madrid. Editorial Agu1lar 1962.
Pag. 1315.
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no se estaba refiriendo a Pitdgoras o que Pitigoras no ternia
"esas creencias sobre los animales.,

Heath dice que la evidencia de los documentos esti lejos de-
demostrar que el descubrimiento del teorema debe ser atribui’
do a Pitdgoras. Para ello se apoya en Plutarco que en “"yida

Epicureana" dice: "Pitégoras, de acuerdo a Apolodoro, sacri-

f£ficd un buey al completar la figura concerniente a que el

cuadrado sobre la hipotenusa es igual a los cuadrados sobre
los lados que contienen el &ngulo recto o a la del problema

acerca de aplicacidén de una 4rea". Vemos que Plutarco .tiene

duda ‘sobre a qué fue dedicado el sacrificio. Y un siglo an-

tes que Plutarco, Vitrovio conecta el sacrificio con el des-
‘cubrimiento de que el tridngulo de lados 3,

4 y 5 es rectéingu
lo,

pero esta afirmacidn no necesariamenté implica que Pité-
goras haya descubierto Euclides I-47. '

Heath menciona la cita de Proclo al réspecto y en una postu-
ra que me parece inexplicable, después de ponernos en duda,
dice que le es dificil ser més positivo que lo que es Proclo
y, sin justificacidn alguna, agrega que é1 se siente inclina
do a creer la comunmente aceptada tradicibn. (20)

Tomando en cuenta lo que refiere Proclo de que>1a prueba de
Euciides I-47 peftenece a Euclides, encontramos algunos in-

tentos de reconstruccibén de 1la demostracidn. Bretschneider

y Camerer proponen la siguiente. Si una recta es dividida

.en cualesquiera dos partes a y b, entonces el cuadrado sobre

la linea entera es igual a a’ + b’ mAs los dos recténgulos

complementarios ab. Se trazan las diagonales ¢ de esos rec-
thngulos, y los cuatro tridngulos formados son dispuestos
alrededor del cuadrado en la manera que se ilustra en la se-
bunda figura,

Existe en el medio del cuadrado una figura la cual es obvia-

mente igual a a® + b?

'(20) Heath, T.L. A manual of Greek Mathematics. New York. Dover :Publi-
cations, Inc. 1963. Pag. 96.
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".Hankel hace notar que esta prueba tiene mas dehindf que grie

g0 y. parece no estar equivocado ya-'que:- el indio:Bhaskara = -

(1114 D.C.) en su libro Viija—panita (cldlculo de raices) da
la siguiente prueba. Sobre la hipotenusa del tridngulo origi
nal se construye un cuadrado y el triéngulo original, repeti

do cuatro veces es dispuesto como en la prueba Bretschneider.
n :

Cy Bhaskara solo traza la figura

C
' y agrega "imiren!", sin pensar
.si es necesario agregar que » :
2 . 2 S
h™= (A(Clocz)/z) +z (Cz"c,l) y )

+ cz"

; por lo tanto h’= <

Uné ptueba similar esti4 dada por el &rabe Abu 1 Wafa (940~
998 D.C.) de quien Moritz Cantor dice que tradujo a Diofanto. .
Parece ser también que los chinos tenian una prueba similar.
"En el Téheoquei o "signos en un circulo" hay un pééaje so—
bre el cual esta afirmacidn esté basada. La parte del 1libro
- donde estd el pasaje tiene una antigiedad de poco mis de -
3000 afios, lo cual sitfa al pasaje alrededor de 1100 A.C.
Pero: esto quiere decir que el teorema era conocido en China
600 afios antes de Pit4dgoras. Quizas no 'sea tan antiguo, como
se afirma, pero ciertamente existid y fue objeto de comen—:}w
tarios en el siglo II D.C. En el pasaje la figura trézadé'
»es; aparenteménte. la misma que la figura de Bhaskara. ?orfg
“otro lado, las tabletas.matemiticas babilénicas‘reqien;emeﬁQ; k

te descifradas por 0. Neugebauer y W. Struve revelan que 1q$:3f
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babilonios hicieron uso del teorema ya en el afio 2000 A.C
Aparte del -l1ibro de Bhaskara, entre los hindes esti tam-

bién el Apastamba-Sulba-Sutra del cual se conoce que pro-

viene del siglo V A.C. En este trabajo aparece la cons-
truccidén de &ngulos recto por medio de cuerdas anudadas
en las razones de los lados de ciertos tridngulos rectéan-
gulos en nimeros. racionales. Son usados .siete de esos .-
tridngulos, los cuales se reducen ellos mismos a cuatro:
3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17 y 12, 35, 37. Uno de esos
. tridngulos, el 5, 12, 13 era conocido en el siglo VIII
A.C. mientras. que él,7, 24, 25 aparece en el Baudhayaha
que se supone mAs antiguo que el Apastamba. En éste Glti-
mo se establece el equivalente a Euclides I-47 en térmi-
nos generales, aunque sin prueba. Reconoce la verdad del
teorema para un tridngulo isdsceles rectdngulo y da una
construccidn para Jﬁ?ﬁ o la longitud de 1la diagodal
~de un cuadro de lado la unidad. ’
4) Plutarco da dos citas referentes a aplicacidédn de Areas;
una de ellas ya fue dada en lo referente a Euclides I-~47;

“la otra estd dada en E1l Convivio de los Siete Sabios :.

"entre los teoremas geométricos o més bien problemas, -

estéd este: dadas dos figuras, "aplicar" una tercera igual

a una.y similar a la otra; fue en virtud de este descubri
miento que dicen gque PitAgoras sacrificd. Este es, incues
tibﬁablemente, mas sutil y elegante que el teorema. que
probd acerca de gque el cuadrado de la hipotenusa es igual
a los cuadrados sobre los lados del &ngulo recto." (21)
Los. griegos carecian de un &lgebra en el sentido que 1la
Eonocemos actualmente y usaron a la geometria como un sus
tituto de operaciones algebraicas; el resultado fue que

mne

una gran parte de su geometria puede ser llamada "algebra
geométrica". En esta '"Algebra geométrica'" destacan dos
métodos que son el de "aplicacidédn de Areas" y el de "pro-

porciones". Euclides I1-44 y I-45 son los casos més‘-

(21) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclld.
Dublin University Press Series. 1889. Pag. 25.
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simples de "aplicacidén de Areas". Lo que debe ser enten-~
dido por este método estd dado por Proclo en sus comen-
tarios al Libro I de Euclides, baséndose en Eudemo cuando
comenta a Euclides I-44. Su nota es la siguiente: "estas
cosas "aplicacidn de Areas", su "excedente" y su "faltan-
‘te", dice Eudemo que fue descubrimiento de la musa de los
Pitagéricos. Y fue de los Pitagbricos que los Gltimos -
gedmetras tomaron los nombres, transfiriéndolos a las lla
madas lineas cbdnicas, designando a una de ellas como pari
bola (aplicacién), otra como hipérbola (excedente) y otra
como elipse (faitante), mientras que aquellos hombres di-
vinos vieron los signific¢ados de .esos nombres en la cons-
truccibn, en un plano, de Areas bajo una linea recta. fini
‘ta. Porque cuando usted tiene una linea recta y extiende
el Area dada exactamente a lo largo.de una- linea récta
entera, entonces ellos dicen que usted "aplica" el A4rea
-dada; cuando sin embargo usted hace la medida del &rea
{mayor gque la recta dada se habla de "exceso", y cuando
usted la hace menor se dice que "falta'. Euclides tam-
-bién,Aen el séxto libro, habla en esta forma, de "exceden
. te" y "faltante", pero en este lugar necesité 1la "aplica;
¢ibn" simplemente, como él1 vislumbrd para aplicar a una
. recta dada una &rea igual a un triéngulo dado, para qﬁe
tuviéramos en nuestro poder no solamente la construccidn
de un paralelogramo igual a un triéngulo dado, sino tam-
bién de é1 a una recta finita. Por ejemplo, dado un trian
gulo con una A&rea de 12 pies y una recta cuya longitud
es de 4 pies y encontramos de cudntos pies seria la an-
chura para que el paralelogramo sea igual al trifngulo.
"En el caso particular, si encontramos una anchura de 3
‘pies y multiplicamos la medida por la anchura, suponiendo
que el éngﬁlo dado es recto, tendremos el &rea. Tal es
entonces la "aplicacibén" dada desde tiempos antiguos por
los Pitagdricos". (22)

(22) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York. Dover
Publications, Inc. 1956. Volume I. Pag. 343.
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Debido a la afirmacidén de Plutarco, en este caso podemos

afirmar que tal concepto de "aplicacidn de 4reas" era el
que tenia Pitdgoras. En el texto de Proclo cuando dice
que "fue de los Pitagbricos que los posteriores gedmetras
tomaron los nombres" se estd refiriendo a Apolonio quien
fue el primero ‘en utilizar los términos de par&bola, hi-
pérbola y elipse.

Heath en sus notas a Euclides I-44 (23), comenta  lo que
entiende por "aplicacién", "excedente" y '"faltante". Pa-
ra &1 "aplicacién” es lo que se tiene en I-44 y en I-45:
la construccidén de un paralelogramo de Area igual al &rea
de un trifngulo dado, en el caso de I-44, y de una figura
rectilinea cualesquiera, en el caso de I-45, teniendo a
una recta dada como lado. En Euclides I-44 tenemos el mé-
todo utilizado por los griegos, desde tiempos de Pit&go-
raé, para encontrar el A4rea de cualquier tridngulo. El
tridngulo del cual desearan conocer su Area era reducido

a un paralelogramo, del cual es mucho més facil obtener

‘el area. Y en Euclides I-45 est& dada la manera de encon-

trar el Area de cualquier figura rectilinea dada; dicha

figura era convertida en un paralelogramo.

_Heath entiende por "excedente" a una especie de "aplica-
‘ciéh" de un paralelogramo a una recta dada; la caracteris
tica ‘de este paralelogramo es que la recta dada formaré

‘parte del lado del paralelogramo; esto es, el lado seré

mayor que la recta dada; en caso de que la recta dada sea

‘mayor que el lado del paralelogramo se tepdré el caso -

“"faltante"

Proclo ern el Sumario Eudemiano nos dice que PitAdgoras -
coﬁstruyé las figuras cbésmicas., Aetio, basindose probable
mente en Teofrasto, nos habla de la siguiente manera: "Pi
tdgoras, viendo que hay cinco figuras sb6lidas, que tam-

bién son llamadas figuras matemAticas, dice que la tierra

(23) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York., Dover

Publlcatlons, Inc. Volume I. 1956. Pag. 344.
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"surgidé del cubo, el fuego de la pirémide, el aire del octae-—
dro, el agua del icosaedro y la esfera del universo del do-
‘decaedro." (24)

‘Un sbélido regular es un sbélido cuyas caras son poligonos i-
guales y todos sus Angulos sblidos son iguales. El1 término
es comunmente restringido a los sélidos regulares que tienen
el centro. '

. Hay cinco de esas figuras, la pir&mide, el cubo, el octae-
dro, el dodecaedro y el idicosaedro. Todos ellos pueden ser
inscritos en una esfera. Debido a que en el Timeo de Platén
se hace uso de ellos para la construccidén del universo, fue-
-Ton llamadas figuras cbébsmicas o figuras platdénicas. Aunque
Proclo dice que fue PitAgoras el primero que las construyd,
es Teeteto a quien le corresponde ser el primero en escribir
sobre ellas, segliin Suidas. El1 Libro XIII de Euclides esté
dedicado a la construccibén tebrica de ellos, y ahi se da -
también, el chdlculo de las medidas de sus lados, en términos
del radio de la esfera circunscrita. El conocimiento matema-
tico de Euclides XIII no lo poseia Pitdgoras, ni los Pitagd-

xricos, pero no hay razbdn para pensar que no los hubieran po-
dido construir prdcticamente, poniendo juhtos triéngﬁlos.
cuadrados o pentidgonos a la manera de Platédn. Arquimides,

"de acuerdo a Papo, descubribé trece -sbéblidos semiregulares,
cuyas caras son poligonos reguléreS‘pero no de la misma .es-—

pecie.

Iamblicho en Sobre 1la vida Pitagbdrica narra una historia

en la que se ven involucrados PitAgoras y los sbdlidos regula
_res: "se dice que Hipaso, quien era un Pitagdrico, debido
a que fue el primero en publicar y describir la esfera desde
los doce pentigonos, perecid en el mar por su impiedad, pero
‘recibid crédito por el descubrimiento, pese a que todo el

pertenecid a EL. (Porque en esta forma se refieren ellos a

(24) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of greek mathema~ -

tics. From Thales to Euclid. Volume I, Harvard University Press. "
1957. Pag. 217, . :
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Pitadgoras y no lo llaman por su nombre). (25)

Iamblicho da 1la misma historia, casi palabra por palabra,

en De Communi Mathematica Scientia; la diferencia estd en
que pone a un Pitagérico.muerto por revelar la existencia
de los irracionales. Puede ser que Iamblicho se esté refi-
riendo en los dos pasajes a la misma persona ya que los irra
cionales pueden ser deducidos. ridpidamente de un estudio de
los séiidos regulares. Pero también puede ser que‘pase algo
parecido con lo del sacrificio de los bueyes: Pitégofas pudo
haber sacrificado a dos personas por "impiedad". '

P>demos concluir, pues, que las contribuciones de Pitégoras

" en geometria son: .

1) Uri método para encontrar tridngulos en los cuales el cua-
=irado de un lado es igual a la suma de los cuadrados.de
los otros lados. .

2) Una teoria de medias y proporciones;

'3) Euclides I-47 ’ A

4) Invencidn de problemas de aplicacibn de &reas,

5) Descubrimiento de .la construccién de los sélidos regulares

ipbcrates de Quios.

ites de dedicarse a la geometria fue mercader, pero perdid

“w:us riquezas cuando unos piratas asaltaron el barco en que
transportaba sus peftenencias. Tal vez por este motivo Aris-—
toteles dice que tenia talento para 1la ciencia pero que en
otras cosas era lento y estipido, Fabricio ‘afirma que Teodo- .
ro e Hipdcrates fueron expulsados de la escuela Pltagorlca'
‘por haber cobrado por ensefiar geometria. Los trabajos de Hi-

"pbcrates estdn perdidos, pero por el Sumario Eudemiano de

Proclo sabemos que fue el primero en haber compilado Elemen-
tos. Estos fueron- conocidos por Aristételes y ha llegado a

nosotros un fragmento de la Historia de las Matemlticas de

(25) Thomas, Ivor. Selections ilustratino the history of g;eek‘mathemae

"tics. From Thales to Fuclid. Volume I. Harvard Unlver31ty Press.
1957. Pag. 223,




Eudemo, copiado por Simplicio, donde hay referencia a 1la cua
dratura de las lunas y que sin duda alguna tiene relacidn
con el problema de la cuadratura del circulo. El1 fragmento
preservado por Simplicio estd asentado en Comentarios sobre
la Fisica de Aristételes .

Segn Eudemo, Hipbcrates no demostrd la cuadratura de la lu-
na para el caso particular en que estid sobre el lado de un
cuadrado, sino que la demostrd en general: cuando la circun-
ferencia de la luna es menor, igual y ‘mayor que un semicir-
culo, Hipbcrates da también la cuadratura de una iuna y un
circulo juntos. .

L1 punto de partida de Hipbcrates es la proposicibédn de que
los cuadrados sobre los didmetros tienen las mismas razones
que los circulos. Eudemo no da la manera en que Hipbcrates
demuestra esto. Usando este resultado, demuestra que segmen-
tos similares de circulos tienen las mismas razones que las
de los cuadrados sobre sus bases.

Para entender qué es lo que hace Hipbdcrates veamos primero
lo que debe ser entendido por '"segmento" y por "segmentos
similares de circulo"; en el Libro III de Los Elementos de

Euclides, 1las definicionés 6 y 11 nos dan informacidn sobre

‘estos conceptos; segtin la definicibn 6, segmento del circulo
es la figura limitada por una recta y la periferia de la cir
cunferencia, mientras que la 11 dice gque segmentos similares
de circulos son los segmentos de circulo que abarcan &ngulos .
iguales o agquellos en que los Angulos son iguales, entendién
dose por &ngulo del segmento aquel "que es limitado por una
recta y por la periferia del circulo". Por una luna se en-
tiende la figura que estd comprendida entre dos arcos de cir
culos que se cortan.

El teorema de que los cuadrados sobre los di&metros tienen
las mismas razones que los circulos, del cual} por desgracia
en el pasaje, no trae demostracién, eS'Euclidgs XI11-2. Si
es cierto lo que afirma Eudemo de que Hipbcrates demostrd

este teorema, entonces Hipbcrates debid utilizar el método
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de demostracibén por reduccidn al absurdo, que comunmente es
atribuido a Platdén, ya que no se ve otra manera de demostrar
la. En relacibén con esto, Moritz Cantor nos dice que los
egipcios habian adoptado desde hacia mucho tiempo una razébn
'aritmética fija entre un circulo y el cuadrado de su didme-
tro. Hipdcrates tal vez conocid esto a través de los Pitagb-
ricos. La manera en que Euclides prueba XII-2 es por el mé-—
todo de exhaucidédn y la demostracidn es atribuida a Eudoxo,
ya que XII-7, el porismo y XII-10 son probadas en la misma
forma‘y Arquimides se las atribuye a Eudoxo.
La primera luna que cuadra Hipécrates es aquella en la que
la circunferencia exterior de la luna es un semicirculo: "hi
zo esto circunscribiendo a un tridngulo rectangulo isbsceles
wn -semicirculo y alrededor de la base un segmento de un cir-=

#e3dlo similar a aquellos cortados por los lados. Desde que’
1

segmento alrededor de la base es igual a la suma de los
z:gmentos de los lados, se sigue que cuando la parte del -
tridngulo arriba del segmento alrededor de la base es agre—
gada a ambas, la luna seri igual al triingulo. Por lo tanto,
la luna, habiendo sido probada igual al tridngulo, puede ser.
cuadrada. En esta forma, tomando un semicirculo como la cir-
cunferencia exterior de la luna, Hipbcrates répidamente cua-—
drdé 1la luna". (26) v

c

A B

En esta cuadratura de luna debe notarse que para la construgc
cidén del segmento de circulo similar a los cortados por los‘

lados alrededor de la base del triangulo, Hipbcrates utili-

(26) Esta cuadratura de luna asi como las otras tres estin tomadas de;
Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of oreek mathema--
tics. From Thales to Euclid. Volume I. Harvard UniversitY_PreSS-
1957. Pag. 239, 253. i '




56

z6 Euclides III-33 y también el conocimiento de que segmen-—
tos circulares similares contienen Angulos iguales.

La segunda‘luna que cuadra tiene la circunferencia exterior
mayor que un semicirculo. Pero este semicirculo tiene la par
ticularidad de haber sido obtenido mediante la construccibn
de un trapecio que tiene tres lados iguales y el cuadrado
sobre el lado paralelo mayor es igual a tres veces el cua-
drado sobre cada uno de los otros lados. Hipbcrates sblo de-—
muestra que la circunferencia exterior de la luna es mayor
que un semicirculo y no da la cuadratura. Heath la pone de
la siguiente manera: ya que BD’= 3BA?, tenemos que

(segmento sobre BD)= 3(segmento sobre BA)= suma de segmen-—
.rsobre BA, AC y CD. Agregando a cada lado de la ecuacidn

‘porcidén del trapecio encerrada por los lados BA, AC, CD

y la circunferencia del segmento sobre BD, obtenemos: trape-
cio ABDC= la luna acotada por las dos circunferencias; y asi
la luna "es cuadrada". (27)

F N

Para 1la cuadrafura de la, 1uﬁa en el caso en que la circunfe-
rencia exterior de la luna es menor gque un sem1c1rculo. tam=-
bién hace uso de una construccidn para obtener dicha circun-
ferencia: "sea un circulo con didmetro AB y centro en K. Sea
CD qﬁe bisecta a BX en 4ngulos rectos; y sea la recta EF cdf

locada entre CD y la circunferencia, tendiendo hacia B, tal

(27) Heath, T.L. A manual of Greek Mathematics. New York. Dover Publica
tions, Inc. 1963. Pag. 125, 126.




que el cuadrado sobre ella es una y media veces el cuadrado
sobre uno de los radios. TrAcese EG paralela a AB y desde
K tricense rectas uniendo E y F. Prolbnguese la recta.KF has
'ta cortar a EG en G; y de nuevo trAcense rectas desde B ‘que
unan F y G, Es manifiesto entonces que EF. prolongada. pasa-
'r4 por B .-porque por hipdtesis EF tiende hacia B- y BG seréd’
igual a EK, Siendo esto asi, digo que el trapecio EKBG puede
ser abarcado en un circulo". La circunferencia exterior de
la-luna a cuadrar es EKBG, y demuestra que es menor que un
semicircule haciendo notar. que el.&ngulo EKG, en el segmen-
to exterior, es obtuso: "ya que EF’= (3/2)EK”? y que KB*> 2BF>,
es manifiesto que EK’> 2KF?. Por 1o tanto EF*>> EK?> 3+ KF?,.
El 4ngulo en K es, por lo tanto, obtuso; asi que el segmento

en el cual esti es menor que un semicirculo.”

L
{

A

La cuadratura estid dada de la siguiente manera: "slrededor
del tridngulo EFG se circunscribe un segmento de circﬁ16§
'entonces, claramente cada uno de los segmentos sobre‘EF y
FG sera similar a los segmentos sobre EK, KB y BG.‘Siéndo 
esto asi, la luna asi formada, cuya circunferencia exterior
es EKBG, serd igual a la figura rectilinea compuesta por los
tres‘triéngulos B¥G, BFK y EKF. Porque los segmentos corta-

dos de 1a figura rectilinea, dentro de la 1luna, :por las réc—
tas EF y FG, juntas son igual a los segmentos fuera de’ la
figura rectilinea cortada por EXK, KB y BG. Porque cada “h§
de los segmentos interiores es una y media veces cada uno
de los exteriores, ya que por hipb6btesis, elbcﬁadrado sob;g

EF es una y media veces el cuadrado sobre los radios, esto -
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es, el cuadrado sobre EK o KB o BG. Ya que la luna es hecha
de los tres segmentos y de 1la figura rectilinea menos los"
dos segmentos, (la figura rectilinea incluyendo los dos seg-
mentos pero no los tres) mientras que la suma de los dos seg
mentos es igual a la suma de los tres, se sigue que la luna
es igual a la figura rectilinea."

La construccidén dada por Hipbcrates para esta tercera cuadra
tura fue conocida entre los griegos con el nombre de "incli-
nacién” o "tendencia: "...y sea la recta EF colocada entre
ED vy 1la circunferencia, tendiendo-hacia B, tal que el cua-
~draio sobre ella es una y media veces el cuadrado sobre uno

d2 -4o0s radios". Hay algunos historiadores de 1la matemltica

~.creen que Hipdcrates usbé métodos mechnicos. (28)

o4 la cuadratura de una luna y un circulo juntos utilizd

"do:: circulos concéntricos; en el interior construye un exa-
. z ] . : 2

-gono regular; tres vértices consecutivos de este exagono son

unidos al centro Yy las

T I rectas formadas se prolon

gan por los vértices has-
ta tocar el circulo exte-
rior. Se afirma que. .las

rectas formadas: uniendo

estos puntos son lados
de un exigono regular ins
crito en el circulo exte-
rior, tal como en la figu
ra. Se une H con I, y al-
rededor de HI se circuns-.
cribe un éegmento similar al cortado por HT. Ya que:

HI®= 3TH® y TH®= 6AB’se tiene que el segmento circunscrito -
alrededor de HI es igual a los cortados del circulo exterior
por HT y'TI junto con los segmentos cortados del circulo in-

terior por todos los lados del ex&gono. Esto se debe a que

(28)‘Heath, T.L. A history of Greek Mathematics. New York. Dover Publica-
tions, Inc. Volume I. 1981. Pag. 196.
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HI’= 3HT® y TI’= HT?, mientras que cada uno de TI’ y HT® es
igual a la suma de los cuadrados sobre los seis lados del
exdgono interior, debido a que por hipbtesis, el didmetro
del circulo exterior es seis veces el del interior. Por lo
tanto la luna HTI es mAs chica que el tridngulo HTI en 1los

segmentos formados por el circulo interior y su exAgono, por

- que la suma de los segmentos del exégono y los segmentos so-

bre HT y TI es igual al segmento sobre HI y si a ambas par-
tes le agrego la parte del tridngulo que esti arriba del seg
mento sobre HI tendré, por un lado, el triédngulo HTI y por
el otro la luna mis los segmentos tomados en el exigono. Dé-
bido 4 que las dos partes son iguales, se obtiene querla lu-
.nafés mds chica que el tridngulo en los segmentos formados

sor el circulo interior y el ex&gono. Si a ambos lados agre-

wproros el exdgono tendremos que la suma del circulo y la luna

serd igual a la suma del exdgono y el tridngulo. Hipdcrates

soncluye que la luna y el circulo, juntos han sido cuadra-

8.

~.Aparte de estas cuatro cuadraturas, Alejandro le asigna o-

tras dos. (29) Estas con como sigue: en la primera, AB -
es el didmetro de un circulo, AC y CB son los ‘lados de un
cuadrado inscrito en el circulo y AEC es un semiéirculo des-~
crito sobre AC. Se demuestra Que la luna AECF es igual al
tridngulo ACD. En la segunda, AB es el didmetro de un semi-
circulo. Sobre CD, igual al doble de AB se traza un semicir—
culo, CE, EF ¥y FD son lados de un exégono regular.y CHE, ETF

y FKD son semicirculos descritos sobre CE, EF y FD respecti- -

A D B.

(29) Alejandro de Afrodicia. Escribiéd Comentarios a la Metafisica de -
Aristételes.
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vamente., Se demuestra que las lunas trazadas sobre los lados
CE, EF y FD del trapecio, su suma, es igual al trapecio CEFD.
Las pruebas no son muy complicadas. Sin embargo, Alejandro
cae en un error al afirmar que si la figura rectilinea igual
a las tres lunas es restada entonces el semicirculo puede
ser cuadrado y por lo tanto también el circulo.

Aristdételes hace un comentario en el que afirma que hay fa-
lacia en Hipbcrates. Esta opinibén es analizada por Simplicio

en sus Comentarios a la Fisica de Aristdteles. La cita que

da lugar al anllisis de Simplicio es 1la siguiente: "ademéas,
tampoco es natural y conveniente dar solucibén a todas 1as
cbsas, sino tan solo 'a aquellas que, el que demuestra par-
tiendo de unos principios, deduce en virtud de ellos una con
_clusibn falsa. Mientras que a las que no se concluyen en fal
3y no hay porque darles solucidn. Por ejemplo, la refutacidn
d:21. problema de la cuadratura del circulo, lograda por medio
dx> - segmentos, es algo que corresponde al gedmetra; pero no
corresponde al gebmetra dar solucidén al problema de anti--
a". (30) '

Y¥eita cita de Aritételes también la analiza . Temistio (31),

cwoun la ventaja de que extiende la explicacibén para entender

que estid hablando Aristbételes. Su comentario es el si--

‘;:iente: "porque ‘esos argumentos falsos que preservan las,
hipbtesis geométricas, son para ser refutadas por la geome-
tria, pero los que entran en conflicto con ellas son para
ser abandonadas. Se da el ejemplo de dos hombres que trata-
ron de cuadrar el circulo, Hipbcrates de Quios y Antifén.
El - intento ‘de Hipbcrates es para ser refutado. Ya que mien-
tras que preserva los principios, comete un paralogismo, por
gue incluydé en la prueba que cada luna puede ser cuadrada,

al cuadrar la luna que es descrita alrededor del lado del

(30) Aristdteles. Obras Completas. Fisica. Madrld Editorial Aguilar.:
: 1962.

(31) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of greek mathema—

tics. From Thales to Euclid. Volume I. Harvard Unlver51ty Press.
1957. Pag. 311.




cuadrado inscrito en el circulo. Pero el gedmetra no puede
decir cosa alguna contra Antifbén, quien inscribié un tridngu
loc equildtero en el circulo, y sobre cada uno de sus lados
colocd otro tridngulo, un triadngulo isbésceles con su vértice
en la circunferencia del circulo y continud este proceso,
pensando que en alglin momento haria el lado del Gltimo trién
gulo, aunqué una linea recta coincidiera con la circunferen-
cia". '

Las cuatro cuadraturas de lunas de Hipbcrates dadas por Eu-
demo son. correctas. Asi que hay dos caminos: para comprender ,
nyrqué Aristbteles habla de falacia. Primero Aristbételes se. .
basd en el trabajo de Alejandro donde la falacia es obvia
y :en el segundo Aristdételes no entendid lo que hizo Hipbcra-
tes. Este Gltimo camino se basaria en que utiliza la-palabra

"segmento" para denotar "luna". Esto lo hace en Refutaciones

Sofisticas, en el capitulo XI. Ademids en De Caelo, II.8 uti-
liza "segmentos" para denotar "sector". Existe también 1la
opinibn de que Hipbcrates supo que no habia cuadrado el cir-
culo {(32), pero que utilizd un lenguaje que daba la impre-
sién de que &1 lo habia hecho. o
También Ross (33) es de 1la opinidbn de que.sélo probd sus cua
draturas de luna y la suma de una luna y un circulo y que
no dudd en alcanzar la cuadratura del circulo, pero que no
aseverd haber realizado tal hazafia.

Hipbcrates también incursiond en el problema de la duplica-

cibén del cubo.Proclo y Eutocio en sus Comentarios, el prime-

ro sobre Euclides I y el segundo sobre la esfera y el cilin-
dro de Aristdteles, nos dan informacidn acerca . de ello.
Seglin Proclo: "La reduccidn consiste en una transicidén que

va de un teorema o problema a otro, cuya solucidn o construgc

(32) Heath, T.L. A history of Greek Mathematics. New York. Dover Publica -
tions, Inc. Volume I. 1981. Pag. 197.

,(33) Aristbteles. Obras Completas. Fisica. Madrid. Editorial Aguilar:

1962. Pag. 466.
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ciébn pone de manifiesto la solucibdn de lo que es propuesto,

como cuando aquellos que buscaron duplicar el cubo transfi-

rieron la investigacién a otro problema, el descubrimiento

de las dos medias, del cual el primero se sigue, y desde -~

ese tiempo en adelante se inquirid cbémo encontrar dos medias

proporcionales entre dos rectas dadas. Ellos dicen que el

primero en efectuar la reduccidn de las dificiles construc-

ciones fue Hipécrates de Quios, quien también cuadrbé una 1lu-

na y descubrid muchas otras cosas ‘en geometria, no tenien-:
do rival para ser hébil en construcciones". (34)

Y Eutocio afirma que "Hipbcrates fue el primero en concebir

que si dos medias proporcionales pueden ser encontradas en

proporcién continua entre dos rectas, de la cual la mayor

fuera doble de la primera, el cubo podria ser doblado, asi

que el enigma fue tornado por é1 en otro no menor". (35)

Asi pues, para EButocio, Hipbcrates fue el primero emn temner

en mente una solucidn mediante reduccidn y Proclo le asigna

el descubrimiento de las dos medias.

En la terminologia actual, Hipbécrates descubridé que si - -

(a/x)= (x/y)= (y/b) , esto es, si x, y son medias proporcio-.
-nales entre a y b, tenemos que y= (x*/a)= (ab/x); de la G41-
tima igualdad-obtenemos x = a'b. Asi que si b= 2a se tiene

~que x'= 2a’, lo que nos dice que un cubo de lado x es dos

‘'veces un cubo de lado a. ‘ ‘

La propiedad (a’/x’)= (a/b) estid en Euclides V, definicibn

10 y puede ser deducida de x*= a’b. Si b= 2a entonces x*= 2a’b,
de donde (x°/a®)= (a/b).

Los griegos no tenian dificultad en convertir recténgulos

de lados a y b en un cuadrado. LEsto requiere encontrar la

media proporcional o geométrica entre a y b. Esto es,Asi

(a/x)= (x/b), 1los gedbmetras ficilmente construian la linea

X

(34) Thomaé, Ivor. Selections ilustrating the history of;greek'mathema—
tics., From Thales to Euclid. Volume I. Harvard University Press.,
1957. Pag. 253. '

(35) Ibidem. PAg. 259.
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Esto pudo haber inspirado a Hipdcrates para resolver el pro-
blema de duplicar el cubo, al tratar de generalizar el pro-
blema introduciendo dos medias proporcionales entre a y b.
A Hipébcrates se le adjudica, con alguna duda, de haber sido
el primero en usar letras en figuras geométricas. Es intere-
sante notar- que hizo avances en ‘los dos primeros problemas
especiales, pero no parece haber trabajado en el de la tri-
-seccidén del &ngulo, problema que fue tratado mAs tarde por
Hippias de Ellis, ' » ' '

Teeteto. (415-369 A.C. aproximadamente)

Suidas nos dice que era ateniense, astrbénomo, alumno de So-
.crates y que fue el primero en describir (posiblemente '"cons
#rxuir"™) los cinco sblidos regulares. Que vividé después de
1~z guerras Peloponesas y que su actividad cientifica la e-
Ewctud en Heraclea. Platén dice que era hijo de Eufronios
de Sunio. (36)

Segln Proclo, en el Sumario Eudemiano, "los teoremas los in-
crementd e hizo un avance hacia un grupo de teoremas mAs per
fecto”,

Por lo general, a Tééteto, se le adjudica cierta relacidn
con cuando menos dos cosas en geometria: 1) La construccidn
d= los cinco sblidos regulares .y 2) los niimeros irraciona-
lés.

Acerca de lo primero, en Euclides XIII, (37), se dice lo si-
guiente: "en este libro, esto es, el treceavo, estin descri-
tas las cinco.figuras platdnicas, que sin embargo no son de
Platbén; tres de las antes dichas cinco figuras son debidas
a los Pitagbricos, a saber, el cubo, la pirémide y el dode-
caedro, mientras que el octaedro y el icosaedro son debidos
a Teeteto. Recibieron el nombre de Platdbnicos porque»Platén

discurre acerca de ellos.en el Timeo".

(36) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of preek mathema-

tics. From Thales to Euclid. Vol. I. Harvard University Press.'l957;r‘ ; -

Pag. 379.
(37) Ibidem.
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Un sbdlido regular es un sélido cuyas caras son poligonos i-
guales y todos sus &ngulos sblidos son iguales. Generalmente
el término esté restringido a aquellos sélidos regulafes en
los que el centro esti "sencillamente encerrado". Hay cinco
y solamente cinco de esas figuras, la pirédmide, el cubo, el
octaedro, el dodecaedro y‘el icosaedro. Todos pueden ser ins

critos en una esfera.

e o

IR .

DNebido a que Platén hace uso de ellos en el "Timeo" péré'léj
. #monstruccidn del universo, los griegos 105‘llémardh_figuras
‘Cébsmicas o Platbébnicas. Proclo atribuye la construccién de -
“estas figuras a Pitigoras, pero Suidas afirma que Teeteto
fue el primero en escribir acerca de ellas. La construccién
té6rica>y el cilculo de sus lados en términos del radio de
la esfera circunscrita esti dada en Euclides XIII. El cono-
cimiento matemitico que se encuentra en el libro no lo te-
nian los Pitagéficos, pero no hay razén para que no los ha-
yan construido prActicamente en la manera 'en que Platén lo
hace, esto es, poniendo juntos 1los tridngulos, cuadrados o
hen;égonos; Seg&n Papo, Arquimides descubrid trece sblidos
'éemiregulares. cuyas caras son poligonos regulares, pero ndzf

todos de la misma clase.
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Acefcé de la relacidn con los irracionales tenemos dos ci-
tas. La primera en Euclides X, (38): "Este teorema (Euclides
X-9) es descubrimiento de Teeteto, y Platénm lo dice en el
"Teeteto", pero ahi surge en un caso particular y aqui es
tratado generalmente"

La segunda cita esti dada en un pidrrafo del Teeteto de Pla

tén:

"Sécrates— ¢Qué cuestidbn, Teeteto?.

Teeteto-  Teodoro nos ensefiaba algin cdlculo sobre las rai-
ces de los nilimeros, demostrindonos que las de -
tres y de cinco no son conmensurables con la de
uno, y enseguida continubé asi hasta la diez y sig
te, en la que se detuvo. Juzgando pues,‘que las
raices eran infinitas en nimero, nos vino al pen-
samiento intentar comprenderlas bajo un solo nom-

bre, que conviene a todas.

_Séerates— iHabéis hecho ese descubrimiento?.

Teeteto— Me parece que si; juzga por ti mismo.

*Scrates— Veamos.

‘feeteto- Dividimbs todos los nlimeros en dos clases; los

que pueden colocarse en filas .iguales, de fal ma=
nera que el nfimero de las filas sea igual al de .
las unidades de gque cada una consta, los hemos
llamado cuadrados y equilateros, asimiléhdolbs'
a las superficies cuadrédas.

Sbécrates—- Bien.

Teeteto- En cuanto a los nUmeros intermedios, tales como.

‘ el tres, el cinco y 10§ deméds, que no puéden'di-
vidirse en filas iguales de nlmeros iguales, Sef'
glin acabamos de decir, y .que se componen de un
_nfimero de filas menor o mayor que el de las unida

des de cada una de ellas, de donde resulta que.
la superficie que la representa esti siempre com-

(38) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. New York. Dover’
Pub11cat10ns. Inc. Volume III. 1956. .
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prendida entre lados desiguales, a estos nimeros
los hemos 1llamado oblongos, asimilédndolos.a su-
perficies oblongas.
Sécrates- Perfectamente. iQué habéis hecho después de esto?
Teeteto—  Hemos comprendido bajo el nombre de lbngitud (39)
las lineas que cuadran el nlmero plano y equilﬁ-
tero, y bajo el nombre de raiz (40), 1las quevcua—
dran el nflmero oblongo, que no son conmensurables
por si mismas con relacibén a las primeras, sino
sblo por las superficies que producen. La misma
operacidén he hecho respecto a.los sélidos™. (41)'
Platén distingue dos teoreﬁas, en elipaséje antes citado;
uno asignado a Teodoro, en el cual, éste iltimo afirma- que
1las raices cuadradas Hé 3, 5;..,., 17 "son irfacionales;‘y
otro a Teeteto, que nos dice que la raiz ;uadrada de cuai-
quier nfimero entero no cuadrado, es irracional. Emerge, a
partir dé aqui, un cuadrobdel desarrollo delAestudio de la
inconmensurabilidad{ Teodoro extiende el trabajo Pitag6r1¢o'
acerca del "lado y la diagonal del cuadrado y Teeteto, a su’
turno, generalizbé y extendid el trabajo de Teodoro, y comen-
zb6 las detalladas clasificaciones de irracionales que se en-
cuentran preservadas en Euclides X. Esta es la impresibn. que
deja Platbn en el Timeo-j y es reforzada en el Escolia a
Euclides X—Q,‘arriba citada, cuando dice que Euclides X-9v
"es descubrimiento de Teeteto”. _ A '
En‘élgunos textos en lugar. de "raices" es ﬁtilizada la pala--
‘bra "potencia". Alrededor del significado que da Platdn y
los significadoé que le dan otros autores como Hipbcrates
de Qﬁios, Diofanto, Euclides, etc., se han hecho muchas es-

peculaciones para tratar de entender qué es lo que esti ha-

(39) Longitud o raiz racional.
(40) Raiz o raiz irracional, : : :
(41) Platén. Diflogos. México. Editorial Porriia, S.A. "Sepan Cuantos..."

Nam. 13, 1970. Pag. 299. ' .
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ciendo realmente Teeteto y efectuar exitosas reconstruccio-
nes de -los trabajos de Teodoro y Teeteto. Heath,

aduce que el texto no tiene sentido si

por ejemplo
“"potencia"™ tiene el
significado de "cuadrado" en lugar de "raiz cuadrada" (42)

Por su parte, Wilbor Richard Knorr aduce lo contrario:

que
"potencia" significa "cuadrado", basindose en un anélisis
del uso de esta palabra en el mismo Platdn. (43) Existe

también la interrogante de porqué Teéodoro se detuvo en raiz
de 17. Hay discrepancia acerca del significado de la frase:
en la que se detuvo". Para algunos pard en raiz de 17 por-

que no tenia caso seguir, mientras que segfin otros, basé&ndo-

... se-en andlisis de las palabras griegas, Teeteto se detuvo

soarque Teodoro encontrd alguna dificultad en raiz de 17.

PAatdn.

Platdn era ateniense, hijo de Aristdén y Potona. Era descen-
diente, por parte de la madre, de Solén. En su. juventud fue
svficionado a la pintura y compuso cantdos y tragedias. A los

«n:2inte afios de edad se hizo discipulo de Sbécrates y cuando

w:&ste murid lo fue de Cratilo; luego pasd a la escuela de Her

mdgenes. A los veintiocho afios pasd a la escuela de Eucli-.

gs>de,Megara.-Fue luego a Cirene donde fue discipulo de Teg
idoro. o _ ‘

Viajdé posteriormente a Italia a aprender de los Pitagdricos
Filolao y?Eurito. Estuvo en Egipto. Al igual que Soldén y Pi-
vtééoras tuvo problemas de tipo politico. Hay algunos. como
Favorino, que dicen que fue el primero en escribir en forma
de diflogos. Todas estas afirmaciones estéin dadas por Did~-
genes Laerto en su Libro III, dedicado a Platdén, de ' Vidas

de Filbsofos Tlustres . Al igual que Aristdteles, Platdn in-

cqrsioné en casi todos los campos del saber de su tiempo.

(42) Heath, T.L. A history of Greek Mathematics. New YorP Dover Pub11ca
tions, Inc. Volume I. 1981. Pag. 209.

'(43) Richard Knorr, Wilbur. The evolution of the Euclldean Elenents.
: USA. D. Reudel Publishing Company. 1975. Pag. 65.
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A pesar de haber desmostrado un gran interés en las ciencias,
sus contribuciones a las matemiticas fueron minimizadas. Eu=
demo mismo, en el "Sumario" no le asigna descubrimiento algu
no. y se refiere a Platdédn solamente cémo un gran impulsor,
gracias al aprecio que tiene por ellas. Sin embérgo; parece
gque no es asi; hay trabajos matemidticos que pueden ser atri-
buidos a Platdén; trabajos que pueden ser clasificados de 1la

siguiente manera:

1) Los referentes a la filosofia de la matemAtica.

2) Los referentes a la geometria. .

3) Los referentes a la aritmética.

En. cuanto a los primeros, puede decirse que es en los. Dis-
!flg&2§’ donde se encuentra el primer intento serio de cons-—
.truir una filosofia de la mateméitica. Es ilustrativo en este

antido, un pasaje en la carta nflimero sieteé, dirigida a sus

.-amigos de Dion: "Para cada cosa que existe hay tres cosas

a través de las cuales el conocimiento acerca de ella llega;

1 conocimiénto mismo es una cuarta; y como quinta podriamos

snner el actual objeto mismo de conocimiento, que es la ver-~-

: .dera'realidad. Tenemos, entonces: primero, un nombre; se-’
sundo, una descripcidén; tercero, una imagen, y cuarto, el
‘conocimiento del objeto. Toma un caso particular, si qﬁigrés
entender lo que digo; y aplica entonces la teoria a todos
los objétos.en la misma forma. Hay, por ejemplo,.alguna cosa
llamada'circulo, cuyo nombre es justo la palabra que lo ex-
presa. En segundo lugar hay una descripcibn -de eso, hecha
de nombres y verbos. La descripcidn del objeto cuyo nombre
es redondez y circunferencia y circulo, seria: aquello que
tiene en todas partes la misma distancia entre las-éxtremi—
dade$ y el centro. En tercer 1lugar estad el objeto trazado
y borrado y vuelto sobre el torno y destruido .—proceso en el
cual el circulo real, en relacidédn al cual los otros circu-
los existen, no puede sufrir, ya que es diferente de ellos,

En cuarto lugar, hay‘coﬁocimiento,;entendimiento‘y opinidn




correcta acerca de ellos—- - todos los cuales seréan colocados
como una cosa mas, puesto que como ellos es encontrado no .
en sb6lidos ni en las formas de cuerpos sino en almas, mien-
tras que manifiestamente difieren ambos en naturaleza del
.circuloc reél y de los tres antes dichos. De ese entendimien-
to se aproxima maAs al quinto en afinidad y parecido, mien-
tras que los otros estan mis distantes....

Cada circulo trazado o glrado sobre un torno abunda en el
“opuesto al quinto -porque el en todas partes toca a la rec-
ta, mientras que el c1rculo real, mantenemos, no contlene,“

en el mismo ni mucho ni poco de la naturaleza opuesta. 'El

mbre, mantenemosy,- no es en caso alguno esuable; no hay

a alguna para impedir que las cosas ahora ¥¥madas redon-

res sean llamadas rectas, y las rectas redondeces; .y las
v trasponen a ellas y las usan en forma opuesta encontra-
ridn a ellas no menos estables gue lo gque ellas son ahora. "(4@
Platdén observa que no hay cosa alguna que nos impida 1lamar,
‘al circulo con otro nombre; éste es meramente convencional.’
‘.Tamblen, que hay dos clases de circulo, el que' es trazado
-y 1la idea de circulo por 1la cual todos los deméas circulos
‘existen, y que no hay precisidn en la def1n1c1qn de,circulos
'ya que ‘estid hecha de nombres y verbos.

En esta carta aparece por vez primera ld preocupacidn de dar
definiciones correctas, en base al conocimiento de que mign—‘
tras los primeros principios reflejen mejor a 1la realidad
serd mis correcto el razonamiento que lleve a una demostra-
cibén. Puede decirse, pues, que en Platdn aparece por vez pri
mera el rigor en matemidticas. La carta trasluce su insatis-
fa;cién por lo superficial de los primeros principios dados
en su época. Por otro lado no sbdlo se queda ahi sino que tam
_bién da una alternativa; en el Mendn , por ejemplo, dice.
como debe de ser definida una figura. Sécrates primero hace’

(48 Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of greek mathema~
tics. From Thales to Euclid, Volume I. Harvard University, Press.»-
1957, Pag. 391, 305, ‘
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ver a Menbébn que la "redondez" es una especie de figura, ya
que hay otras figuras diferentes a la "redondez". Lo cuestio
na enseguida acerca de aquello que tienen en comfin las figu-
ras, Mendén no acierta y Sécrates se contesta &1 mismo dicien
do que lo que tienen en comiin es el concepto de limite y fi-
nitud. Da entonces su definicidén de figura: "es lo que limi-
ta al sblido; y para resumir esta definicién en dos pala-—
bras, l1lamo figura al limite del sélido"

"Platén estd discutiendo filosbéficamente, pero sin duda algu-
na también estd haciendo matemdticas y ademis brillantemen-—
te. Esté dando aqui, no puede dudarse, bases mas sbélidas pa-
ra la geometria, que las dadas ‘por los griegos hasta enton-
TS e

Acistbteles asegura que did también definiciones para punto

y recta; punto lo define como el inicio de una linea y recta

mo "aquello ‘de 1lo cual el medio cubre los términos". Hay
Ealguﬁos como Heath, que dicen que Euclides procurd expresar

+al cosa cuando define recta como "una linea que yace plena-

»mente con los puntos sobre ella'" (45).

Se sabe que expresé también una definicidn de esfera y exis—
te una especie de nocién comlin atribuida a é&l: "si iguales
son sumados- a desiguales, las sumas difieren por ‘el mismo
valor como las magnitudes originales lo hacen". (46)

Acerca del segundo punto, sobre el trabajo de Platén en geo-
metria, hay en el HMenbén ~dos pasajes que nos pueden ilus-
trar. Un ejemplo de diorismo- en el que ée dan condiciones’
para la posibilidad de 1la solucidn de un problema: "cuando
digo a manera de hipbtesis, entiendo el método ordinario de
los gebdmetras. Cuando se les interroga sobre un espacio, por

ejemplo, y se les pregunta si es posible inscribir un tridn-

(45) Heath, T.L. A history of Greek Mathematics. New York. Dover Publl—
cations, Inc. Volume I. 1981. Pag. 293.

(46) Platon. Dlalo%os. Parménides o de las ideas. México, Ed1tor1a1 -
orrua, Sepan Cuintos..." Nam. 13. Pag. 979. 1970.
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gulo en un circulo, os responden: yo no sé si eso serid posi-.
blé,'pero sentando la siguiente hipdtesis, podrd servirnos
para la solucién del problema. Si esta figura es tal, que
describiendo un circulo sobre sus lineas dadas, hay otro tan
to espacio fuera del circulo como en la figura misma, resul-
taré tal]cbsa, y otra cosa distinta, si esta condicién no
se llena, sentada esta.hipétesis, consiento en decirte 1lo
que sucederi con relacidn a la inscripcién de la figura en
el circulo, y si esta inscripcidn es p051b1e [ no". (47)

En- el Sumario Eudemiano Proclo afirma que fue Leon, mas

joven que Platén, el que inventd los diorismos. Este pasaje

ldel .Menbn nos 1nd1ca que Proclo -se equivoch.

La prlmera 1nterpretac1on de lo que estd refiriendo Platon

.en el pasaje fue dada por E.F. August en 1829. Independien—

itemente la descubrid S.H. Butcher y es aceptada por Heath,

de quien la he tomado (48). Es asi: ‘

"Si AB es el didmetro de un circulo con. centro en O y E es

un punto sobre 1a'circunferencié, y ‘son complementados.los;
rectangulos ACEF y FBDE y son trazadas las cuerdas EFG y AG,

entonces el rectangulo ACEF eées "aplicado" a la 1inea recta.
AB y es "deficiente": ‘en

el rectlngulo FBDE; ei‘

cual es similar al rec-

‘ téﬁgulo "aplicado" porque
<! 1 (AF/FE)=(EF/FB). Aun mas,

AEG es un trlangulo isbés~

celes igual en A4rea al

rectingulo ACEF. " Desde

aqui, para dinscribir en
el circulo un tridngulo.

‘1sosce1es igual a una a—-

rea dada x, tenemos que.

(47) Platén. 25§19gg§; E1 Menbdn. México. EDitorial Porrua, S.A. "Sepan
' ~ Cuéntos..." Nim. 13. 1970. Pig. 218. i

(48) Heath, T.L. A hlstorz of Greek lMathematics. New York. Dover Publl—byl‘b
301. L

cations, Inc. Vol. I. 1981. Pag.
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encontrar un punto E sobre la circunferencia del circulo tal
-que si EF es trazada perpendicular a AB, el recténgulo --
AF.FE= 4rea dada x. Claramente [ yace sobre una hipérbola
_rectangular de la cual AB y AC son asintotas. Si b* es igual
al 4rea dada, la ecuacibén de 1la hipérbola referida a.sus a-—
sintotas AB, AC como ejes de x, y es xy= b’. Para la solu-
cidn real es necesario que b® no sea mayor que el triéngulo
equildtero inscrito en el circulo, esto es, no mayor que -
(317?)(a’/4) donde a es el radio del circulo. Si b? es igual
que esta Area, la hipérbola toca al circulo ; existe una Gni
ca solucibdn. Si b® es mavyor que esta Area, la hipérbola no
toca y no hay solucibn. Si b® es menor que esta Area, la hi-

pérbola corta al circulo en dos puntos E y £ dando dos solu
"n

ciones. A estos hechos se refiere Platdén en el Mendn , en
el parrafo dado. i
En el otro pasaje del HMendén , Sbécrates afirma a Menbn la

imposibilidad de aprender y dice que todo lo que hace ellhoﬂ.
-bre es recordar. Mendén le pide que 1lo demuestre, y para tal
. cosa Sécrates 1le pide que llame a presencia de ellos a un
esclavo. Se supone que ei esclavo no sabe geometria. Sbécra-
tes 1lo intefroga mediante una serie de pregﬁntas cuidadosa-

mente escogidas por é1 para hacerle reconocer que el doble
del cuadrado sobre cualquier linea recta no es el cuadrado
 s6bre el doble de la linea sino el cuadrado sobre la diago-
nal del cuadrado original, como se demuestra en:  la figura
dbnde-el cuadrado original es el cuadrado sobre -AB, una 11—~

nea de dos pies de longitud.

G I H
B c M
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En  La Repliblica en un pasaje al final del libro sexto ilus
tra como los gedmetras parten del uso de hipdtesis yendo a
través del argumento hasta llegar a la conclusidn que se de-
sea demostrar. Al mismo tiempo ensefia el papel que juegan
las figuras al arguir acerca de ellas pero pensando solamen-—
te acerca de lo que representan .y no acerca de las figuras
mismas: asi es el cuadro mismo y el dildmetro mismo los que
son objeto de sus argumentos, no aquello que ellos trazan".(4)
Otro tema relacionado con Platbn en géometria es el de los
cinco..sbélidos regulares.- Ya hemos.- visto que - estas figuras
son llamadas Platébénicas porque Platdén hace mencidn de ellas’
en el 'Timeo pero que.los que trabajaron con ellas fueron
Pitdgoras y Teeteto. Sin embargo Arquimides es citado por
Herédn en su Definiciones diciendo que Platdén "también cono
cié un sb6lido semiregular;

la figura con catorce caras, de
la cual hay dos clases, una hecha de ocho tridngulos y seis

cuadrados, de tierra y aire, ya conocida por los antiguos,

y otra hecha de ocho cuadrados y seis triédngulos, la cual
parece mas dificil". (50)
La primera clase de figufas de catorce caras se,obtiene_me—“
diante un cubo al cual se le bisectan los ladoé de cada cara
cuadrada, se unen los puntos medios de cada par de lados ad-
yacentes y se obtiene en cada cara un cuadrado de 1a mitad
del taméﬁo de la cara original del cubo; tres de los veinti-
cuatro lados de todos esos cuadrados que estédn alrededor de
un " 4ngulo sblido del cubo forman un tridngulo equildtero;
‘hay ocho de esos tridngulos equildteros y si cortamos de las
esquinas del cubo 1las ocho pirédmides, que tienen a esos -
tridngulos como base, tenemos el sélido semiregular descrito.
(49)Platon. Didlogos. México. Editorial Porrtia, S.A. "Sepan Cuéntos..."
Nim. 13.71970.

(50)Heath, T.L. A h1story of Greek Pathematics. New York. Dover Publlca—
tions, Inc. 1981,




Segfin Heath (51), la descripcidn del otro sbélido semiregular
es incorrecta, Hay otros dos sblidos semiregulares de cator- .

ce caras; en uno de ellos las catorce caras son ocho tridngu =

los y seis octélgonos, mientras que el otro tiene seis cua- "

drados y ocho exigonos. » :
La construccibén de los cinco sélidos regulares la da Platén:
en el Timeo : "Empezaré por decirles que para todo.el mundo."
es evidente que el fuego, la tierra, el agua y el aire son
cuerpos. Todo lo que tiene la esencia del cuerpo tiene tam-
‘bién la profundidad. Todo lo que contiene la profundidad con
tiener’ en si necesariamente la. naturaleza de la superficies
'Una base cuya superficie es perfectamente plana se compone
de triédngulos. Todos los tridngulos toman su origen de dos
tridngulos que tiene cada uno un &ngulo recto.y los otr&s
dos agudos. Uno de estos tridngulos tiene en cada lado una
parte igual .de un &4ngulo -recto formado por lados iguales;
el'otro, dos partes de51&ua1es de un é&ngulo récto formado
por lados desiguales.... .

De los dos tridngulos de qﬁe hemos hablado, el isbsceles no -
puede tener mAs que una sola.forma, mientras que. el alargadb'
puede tener infinitas. Por esto debemos escoger el mis bello

entre esta multitud de tridngulos si queremos empezar cbn&é-‘
nientemente. Si alguien puede ensefiarnos uno més bello toda—‘
via que el que hemos escogido, nos sumaremos a su opinién
como a la de un amigo y no de un enemigo. Declaramoé,_pués,

que ent:é todos estos tridngulos hay uno mucho mis bello que

los otros y es aquel del que se compone el triidngulo equild-

_tero, el tercero. é¢Porqué?. Seria demasiado largo de decir.
Pero el que demuestre que estamos en un error, hallaria en-

tre nosotros una favorable acogida. Quede pues establecido,

que los tridngulos de los cuales estd formado el fuego ' y los

otros cuerpos elementales son el isbésceles y aquel en el -

(51) Heath T.L. A history of greek mathematlcs. New York. Dover Publl—’
cations, Inc. 1981. Pag. 295.
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cual el cuadrado del cateto mayor es triple del cuadrado del
MEeNOr....

Para continuar nuestro discurso tenemos que explicar ahora
cébmo y por el concurso de que niimeros estd formado cada gé-
nero, Empecemos por el primero cuya composicibédn es la mas
sencilla y tiene por elemento el tridngulo cuya hipotenusa
es doble del cateto menor. Aproximad dos de estos triéngulos
siguiendo 1a diagonal, repetid tres veces esta operaciéh de
manera que todas las diagonales y todos los catetos menores
concurran en un mismo punto que les sirva de centro comfin
y tendreis un tridngulo equilateral formado por seis trién-
gulos particulares. Cuatro de estos tridngulos equiléiteros
por la reunidn de tres Angulos planos forman un &ngulo sdli-
do cuya magnitud aventaja a la del &ngulo plano mé4s obtuso,
y cuatro de estos nuevos angulos componen reunidos la prime-
ra especie de s6lido que divide en partes iguales y semejan-—
tes a la esfera en que estd inscrito. El segundo sblido se
compone de los mismos triéngulos reunidos en ocho. tridngulos
equiliteros formando un 4ngulo sbélido de cuatro dngulos pla-
nos; seis de estos énguloé constituyen este segundo cuerpo.
El1 tercer sblido estid formado de ciento veinte tridngulos’
eleméntalés, de doce. 4ngulos sblidos rodeado cada uno dé cin
co tridngulos equilidteros con veinte trilngulos equiliteros
por base. Este elemento no debe producir otros sdlidos. Al
tridngulo .isbésceles es al que el pertenece el engehdrar la.
‘cuarta especie de cuerpos. Cuatro de estos trifdngulos isbsce
‘les' fueron juntados, los cuatro éngulos rectos unidos en un
tetridgono regular; seis de estos tetrigonos equilidteros fue-
ron aproximados de manera que formaron ocho &ngulos sbélidos
compuestos de cada uno de tres Angulos planos rectos, ¥ la
figura obtenida por estas combinaciones fue el cubo, que -

tiene por bases seis cuadrados. Quedaba una quinta combina-

cién de la que Dios se sirvid para trazar el plano delfuni—.x;

verso." (52)

(52) Platén. Dlalogos. México. Editorial Porrfia, S.A. "Sepan Cuantos...f‘.}

Nam. 13. 1970 Pag. 689, 690, 691.
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Platbdén pone en boca de Timeo de Locres este pasaje. Los dos -

tridngulos a los que se refiere al inicio son el tridngulo
recféngulo isbsceles y el tridngulo rectidngulo escaleno res-
pectivamente. El1 tridngulo més bello entre todos los tridn-
gulbs escalenos rectdngulos al que se refiere Timeo es la
mitad de un triingulo equildtero, cuyos lados estdn en 1la
‘proporcibén 1, 3, 2., O dicho de otra forma, el tridngulo que
agregado a si mismo forma un tercer tridngulo que sea equi-
lAtero. E1l primero sb6lido que Platdn construye es el Tetrae-
dro réghlar o.pirémide que tiene cobase un tridngulo equi-
latero. En la figura, junta los tridngulos AOF 'y AOE por las
Adiagonales que en este caso son las hipotenusas, Repite esta

operacién tres veces con

los pares de tridngulos

BOF, BOD, COD y COE. Te-

piendo el punto O como -

vértice comfln, forma asi,
RN el triédngulo equildtero
" ABC. Toma entonces cuatro
1 de estos triéngulos y for’

ma el tetraedro; mediante

la unibén de tres vértices
'se forma el #ngulo sbéli-
do constituido por  10$
tres Angulos planos  de
los vértices de 1los triéngulos.‘La suma de los tres &ngulos
planos es de dos.rectos ya que cada dngulo plano mide sesen-
Vfa.grédos por ser equilédtero el tridngulo. "El1 &ngulo méas
obtuso de los &ngulos planos'", seria pues, el &ngulo que mi-
de dos rectos. Debido a que cada tridngulo equildtero ABC
tiene seis tridngulos escalenos elementales y hay cuapro -
triidngulos equilAteros, tenemos que el tetraedro esté com-

puesto por veinticuatro tridngulos escalenos elemenpales.
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El segundo sb6lido construido es el octaedro que queda cons-—
tituido por cuarenta y ocho tridngulos escalenos elementa-
ies. con ocho caras elementales, cada una de ellas un trién-
gulo equilatero, y seis A&ngulos sélidos.
El tercer sblido es el icosaedro, con veinte caras, ;ada uha
de ellas un tridngulo equilltero, y como Platbdn dice, ciento
veinte tridngulos escalenos elementales y doce &ngulos sbé-
lidos formados por los vértices de cinco trilngulos equilé-
teros, i
'El cuarto sdblido construido es el cubo que es generado por
ci tridngulo isbGsceles recténgulo. Siguiendo la figura, los
““:ridngulos isbsceles rectangulos. AOB, DOC, BOC y DOA son -
siestos de tal forma que tengan un vértice comfiin, y formen.
. "tetridgono regular" (un cuadrado). '

A B!

E—

D ci

Se toman seis de estos cuadrados de tal forma que se obtie-
‘nen ocho éngulos sblidos, cada uno con tres &angulos ﬁlanos
‘de medida un A&ngulo recto. Esti pues, constituido pof seis
‘caras,'cada una de ellas un cuadrado y por lo tanto construi
"do por veinticuatro de los tridngulos isbsceles rectangula-
res. ) ; v o
Plat6on, ma&s adelante, llama al tetraedro el elemento del fue
go, al octaedro el elemento del aire, al icosaedro el elemen
to del agua y al cubo el elemento de la tierra.

EI dodecaedro, quinto sélido, no es construido por Platén,
pero hay evidencia de que los pitagbricos habrian conodido 
las propiedades del pentigono regular, elemento este, nece—

sario para la construccidén del dodecaedro. La evidencia esté
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dada en algunas figuras de forma dodecaedral que han 11egéd9
hasta nosotros desde antes de PitAgoras. Existe también el
pasaje ya citado sobre Hipaso en el tema acerca de Pitdgo-—

ras; ahi se nos dice que -Hipaso "describe la esfera desde

los doce pentigonos", La esfera seria el universo creado porv 
Dios en la filtima cita del ‘Timeo-.

Acerca de los logros de Platdén en aritmética también hay -
constancia en el Timeo . Por boca de Timeo: "Dios, al empe-
zar a hacer el universo, comenzd por hacerlo de fuego y de
tierra. Pero es -imposible combinar dos cosas sin una,terce-;
ra: es preciso que entre ellas haya un lazo que las wuna, .y
nminguna mejor que el que, con é1 mismo y con las cosas que
:ne, hace un solo y mismo todo. Y la naturaleza de 1la pro-

oz porcibn es tal, que logra perfectamente este objetivo, por-
que cuando de tres nfimeros o de tres masas o de tres fuer-
zas cuaiesquiera el primero es al del medio lo que este es
al'ﬁltimo y cuando, por otra parte,'  lo gque el ﬁltimo.es al
medio es este al primero -el medio convirtiéndose en el pri-
mefo y en Gltimo, y el primero y el fltimo en medios-—, todo .

j@rmanece necesariamente como era, y como las partes estén -

entre si en relaciones semejantes, constituyen como antes
un solo uno. 8i, por consiguiente, hubiera tenidd‘que sér
el cuerpo -del universo una simple superficie y carecer de.
profundidad. un solo término medio habria sidovsuficiente
‘para unir sus extremidades al unirse &1 mismo. Pero en el
estado actual de las cosas, como convenia que el cuerpo del
“mundo fuera un sbélido, y para unir sélidos son pfecisos no
uno sino dos términos medios ..." (53) -
En otras palabras, una media es suficiente para relac1onar
en proporcidn continua dos nflmeros cuadrados, pero se requige
ren dos para relacionar nimeros cfibicos. Las notas devplétonf
son equivalentes a decir que (a/ab)= (ab/b) y (a/ab)= (ab/ab) (ab/b)
Las mediés son medias geométricas y por superf1c1e$ (Pla*f
nos) .y "sbélidos" Platén entiende,  indudablemente, nﬁmeros

cuadrados y clibicos respectivamente. Los dos teoremas cita—:

“(53) Platén. Didlogos. México. Ed1t0r1a1 Porrua. S. A.'"Sepan Cuantos...gf
ﬂNum. 13. 1970. Pag. 672, 673.
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nos) 'y "sbdlidos" Platdn entiende, 1ndudab1emente, numerq§‘4“

cuadrados y ciibicos respectivamente. Los dos teoremas cita-.

(53) Platén. Didlogos. México. Editorial PorrLa, S.A. "Sepan Cuantos...'
: Num. 13. 1970. Pag. 672 673. :
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dos estan en VIITI.11 y VIII.12 de Euclides: Entre dos cuadra

dos hay una media proporcional y entre dos cubos hay dos me-
dias proporcionales respectivamente.

que constituyen
"un teorema Platbnico, pero tal vez lo diga, al igual que los

sb6lidos regulares, porque aparecen en el Timeo

Nicomaco habla de estos teoremas diciendo

Habiamos visto ya, en el tema referente a Pitidgoras que a
. Platdn se le asigna una férmula para encontrar cualquier par

de nimeros cuadrados tales que su suma es un cuadrado, -en .

lo que se refiere al Teorema de PitAgoras. La fbérmula dada
es: - (2n)% 4+ (n’-1)? = (n? + 1)*. _
Hemos mencionado con anterioridad que Platdédn conocid los tfg

bajos -de Teodoro y de Teeteto cuando vemos que:alddiélbgd

‘Teeteto Platdén describe el teorema de Teodoro relativo a
la inconmensurabilidad de fgﬁ, Igﬂ,....,[TT y da noticias
de la generalizacidn de esos inconmensurables por Teeteto.
Sin embargo, parece que el conocimiento de Platdm acerca de

los inconmensurables no se reducia a estos dos hechos. En

el di&logo Hippias Mayor Sbdcrates e Hippias discurren a-
cerca de lo bello. ‘

Hay dos preguntas de Sbcrates a Hippias donde el primero a-—

firma que la suma de irracionales es racional o irracional:

{0 bien acaso con lo bello sucede lo que con ciertas cosas,.

que tomadas conjuntamente son pares, y separadamente pueden

ser pares o impares?, &o lo que con aquellas que separada-

. mente no pueden. enunciarse, y que, tomadas conjuntamente,.

tan pronto pueden enunciarse, tan pronto no; y asi de otras
"mil semejantes que se me han presentadc al espiritu?". (54)
Existen evidencias

de Euclides XI1I-6,

de que Platdn estid dando una aplicacidn
que se lee de la siguiente manera: "Si
una linea recta racional es cortada en razdn extrema y media

cada uno de los segmentos es la linea recta irracional 1lla-

(54) Péatén. Di4logos. México. Editorial Porrfia, S.A. "Sepan Cuintos..."
. - Nam. 13. 1970, Pag. 246.
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mada apotema'.

Proclo afirma que Platdn cred ciertos teoremas cuando consi-
deraba la "seccidn"; no aclara cual "seccidn", perd si es
la "seccidn dorada" que es la divisibén de una recta en "ra-
zébn media y extrema", Platdén habria conocido Euclides II-11
que es también Euclides VI-30 bajo otras .palabras, y por lo
tanto, Platbn, en el didlogo con Hippias, habria tenido Eu-
clides XIII-6 en mente ya que la inconmensurabilidad de 1los
segmentos con la linea entera y con otra linea ya era cono-
cida por los Pitagébricos.

¥n La Repfiblica , Libro VIII, aparece un pasaje que tiene

a5 aterés desde muy variados puntos de vista para la historia
12 las matemAticas griegas; hay lugar en el pasaje para el
+surgimiento de un nimero que se acostumbra 1llamar "nfmero
nupcial®™. E1 pasaje es el siguiente: "La raza divina tiene
un ciclo comprendido por un niimero perfecto, pero el nfimero
del ciclo de las razas humanas es el primero en el cual la
railz y el cuadrado aumentan, formando tres intervalos y cua-
tro,términoé de elementos que hacen semejante y dessemejante
y aumentar y disminuir, ensefia todas las cosas convenidas
y racionales hacia uno y otro. La base de esas cosas, el cﬁﬁ
tro—tres unido con cinco, cuando tres veces aumentada provee
dos armonias, la una un cuadrado, tantas veces un ciénto,
el otro un rectédngulo, uno de sus lados es un ciento de.los
ntimeros de los didmetros racionales de cinco, cada uno dismi
nuido por uno (o un ciento de 1los nﬁmerqsvde los diémetros'
irracionales de cinco, cada uno disminuido por dos), el otro
lado es un ciento de los cubos de tres". .
La interpretacidén de este pasaje es casi imposible. En 1los
Diélogos de Platdbén de la ediﬁorial Porrtia (55), ni siquie-

ra lo expresan argumentando que "“aqui hay una frase sobre

(55) Platdn. Diflogos. México. Editorial Porrtia, S.A. "Sepan Cuéntos,.."
Nim. 13. 1970. Pig. S71. - ' ) i
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este niimero geométrico, a la que parece imposible hallar sen
tido racional". Yo 1lo tomé de Ivor Thomas (56) y las notas

siguientes vienen dadas ahi también, La parte del pasaje con

interés matemitico estd en la parte mis fAcil de descifrar, .

la que habla acerca de las dos armonias. El "diAmetro irra-

cional de cinco" es la diagonal de un cuadrado de lado_cin—IV;

co, esto es, 136"; El "didmetro racional de cinco" es el
entero mAs cercano al "dildmetro irracional"”, esto es.IEET
El "nlmero" desde el didmetro "racional" o "irracional" es
21 cuadrado. Un '"ciento de los nimeros del didmetro racid—;
221 de cinco, cada uno disminuido por uno" es por lo tanto

320(49-1)= 4800; y el mismo nlmero es expresado como un -

“.iento de los nGmeros del radio irracional de cinco, cada
30 disminuido en dos". Para este es 100(50-2)= 4800. Estev
‘mero da un lado del oblongo'y el otro es "un ciento de los
“cubos de tres",. o (100)(27)= 2700. E1 rectéingulo del cualv_
‘w0s son lados es por lo tanto (4800)(2700)= 12, 960, 000
yiesto es (3600)° el cual es la otra "armonia". Esos diame-

.i%wos "racional" e "irracional” son una clara referencia a:

tos "nfimeros-lados" y "nlimeros-di&metros" de los Pitagdri~

cos, los cuales son definidos por Tebn de Smirmna. Esté ple—"

namente convenido que el nfimero geométrico es .
12, 960, 000= (3600)° (4800)(2700) pero acerca del metodoy7

por el cual este nfimero es alcanzado existen profundas di—y,

vergenc1as .

Ledn. _ _

Enseguida de Teeteto florecid Lebn, quien fué discipulo de
Neoclides. |

No 'existe conocimiento, aparte de lo que dice Proclo de é1
en el "Sumario Eudemiano", de lo que hizo Lebn en geometria.
Ademis ya vimos que en el Mendbn hay un ejemplo de diorisf
mo, lo que demuestra que Proclo se equivocd al asignar a: -
Lebén la invencidn de diorismos ya que Platén era mis antiguo '

que Lebdn. .

(56) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the h1story of greek mathema-
tics. From Thales to Euclld Volume I, Harvard Unlver51ty Press o
1957 Pag. 399.-' : : e
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Eudoxo de Cnidos,.

El siguiente en la lista es Eudoxo. Vivid alrededor de 408
a 355 A.C, Esti considerado como uno de los grandes matemé-
ticos de todos los tiempos, aunque todos sus trabajos estén
perdidos. Didgenes Laerto describe una relacibén de los he-
chos més sobresalientes de su vida: '"Eudoxo, hijo de Esqui-
nes, natural de Gnido, fue astrélogo, gedmetra, médico y le-
gislador. En la geometria fue discipulo de Arquitas y en la
medicina, de Filistibén como dice Calimaco en sus "Tablas".
‘Socibén en sus "Sucesiones" dice que también oy a Platén.-
Que siendo de veintitres afos de edad, y viéndose constitui-
do en suma estrechez, movido de la celebridad del nombre so-
crdtico, partid a Atenas con Teomedonte, médico, el cual lo
mantenia, y aun hay quien lo haga su bardaja. Desembarcé y
se alojbé en el Pireco, desde donde subia diariamente a la ciu
~dad; y después de haber oido en ella a los sofistas, regre-
: saba. Habiendo estado ahi dos meses, volvié a su casa, de
donde, socorrido por sus amigos, se fue a Egipto con C;iéi—
po, médico, llevando cartas de favor a Agesilao para Necta-
rabis, el cual lo recomendd a los sacerdotes. Que habiendo
permanecido ahl un afic y cuatro meses, se rayd la‘priméra
barba y las cejas, y escribid segin algunos, un "Octaérides".
Pasbé de ahi a Czico y Propbéntide a profesar 1la filosofia;
"de ahi se fue a visitar a Mausolo; y de allid regresd a Ate—
nas acompafiado de un gran ntmero de discipulos, sbélo para
dar envidia a Platdn, como quieren algunos, porque en sus
principios 1o habia despedido. Algunos dicen que celebrando
Platdén un convite, como fuesen muchos los convidados, intro-
dujo poner los tridenios en medio circulo. Nicomaco, el hijo
de Aristbteles, dice que Eudoxo 1lambé bien al deleite. Fue
recibido en su patria con sumo honor, como consta por el de-
creto que de &1 did; ni fue menos celebrado entre los grie-
gos. Escribibé "Leyes" a sus conciudadanos, como dice Hermi4:

po en su Libro IV de Los Siete Sabios ; "Tratados de Agtroé 
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logia", "De Geometria" y algunas otras cosas excelentes. Tu~
Vo tres hijas: Actis, Filtis y Delfis.

Eratéstenes, en sus libros a Batdn, dice que Eudoxo compuso
"DiAdlogos Cinicos". Otros sienten que los habian escrito los
egipcios, y que é1 no hizo mis que traducirlos al griego.
Crisipo Cnidio, hijo de Lrineo, oyd de &1 1lo que escribid
"acerca de los dioses, del mundo y de los meteoros.

En 1la medicina fue discipulo de Filistidn y dejbd bellisimos
comentarios. Fue hijo suyo Aristdgaras, cuyo discipulo fue
Crisipo, hijo de Aetilio, del cual quedan escritos médicos
acerca de los ojos, compuestos accidentalmente mientras es-
taba meditando en cosas naturales. Segln las "Crénicas" de
Apolodoro florecid hacia 1la Olimpiada CIII y que inventé 1lo
‘que pertenece a las lineas curvas. Murid a los cincuenta y
tres afios de edad. Cuando estaba en Egipto con Iconufi, Apis
le 1amid en derredor todo el palio; de 1lo cual agoraron los
sacerdotes que seria un hombre sabio pero de vida corta. Asi
lo dice Favorino em sus "Comentarios". Por lo célebre de su
fama y nombre fue llamado Endoxon que quiere decir célebre;‘
famoso, glorioso.. Escribidé un 1libro que se llama "Circunfe-
rencia de la tierra"™ ". (57)

A esta biografia de Eudoxo por parte de Didgenes Laerto, al-
gunas pocas cosas se pueden agregar. Strabo asegura que el
viaje - a Egipto fue hecho junto con Platdn. Aristételes dicé
que en astronomia realizd varios descubrimientos y que hizo
una clase de "orreri" (58). Un poema de Arato estid basado
sobre un trabajo de astronomia.

E1l "Sumario Fudemiano" nos dice de é&1: "un poco mAs joven
que Ledn y un miembro de la escuela de Platén; fue el prime-

ro en incrementar el nimero de los llamados teoremas genera-

(57) Laerto , Dibgenes. Bibgrafos Griegos. Vidas, opiniones y sentencias:
de los fildsofos mas ilustres. Madrid. Editorial Aguilar. 1962.
Pag. 1329, 1330.

(58) Aparato que mide las posiciones relativas y movimientos de cuerpos .
en el sistema solar mediante bolas que son movidas por un mecanismo.
de ruedas. ’ : e
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les; a las tres proporciones agregd otras tres e incrementd
el nimero de teoremas acerca de la seccibdn, que tuvieron su
origen en Platén, aplicando el método de analisis a ellos".(59)
Acerca de cudles son los teoremas generales sblo se puede
hacer conjeturas. Por la "seccib6n dorada" generalmente se
entiende la divisibn de una recta en razdn extrema y media,
como en Euclides II-11 y VI-30.

Hay algunos como Tannery que prefieren entender como la "sec
cidén" a la seccibébn obtenida por planos en figuras sbélidas
como por ejemplo en el caso de las secciones cdnicas.

Aparte de lo que dice Proclo acerca de las proporciones exis
te también una scholia al Libro V de Euclides que nos dice
que ahi estd contenida toda la teoria general de la propor-
cidén, que se aplica a todas las ciencias matemdticas y que

es debida totalmente a Eudoxo. (60)

En el prefacio al Libro I de Sobre 1a esfera vy el cilindro

de Arquimides, éste asegura que Eudoxo demostrd los teore-—
mas acerca del volumen del cono y de la piré&mide; y del pre-
facio a "Cuadratura de la pardbola", del mismo Arquimides,
puede ser inferido que Eudoxo uéé para la prueba un lema e%

quivalente a EBuclides X-1. A partir de esto puede ser asig-
nado a Eudoxo el método de exhaucidn.

En los Comentarios de Simplicio al De Caelo de Aristdte—
lés, se encuentraqla relétién‘més detallada del sistema dé
las esferas conqénéricas. La potencia de 1la hipdtesis de»Eﬁ—»
doxo acerca de que el movimiento circular era suficiente pa-
ra relacidnaf los movimientos de todos los cuerpos celestés~
marca un punto de vista que prevalecid hasta poco antes de
Kepler. Simplicio toma la relacibén del sistema de Eudoxo de’

Sosigénes el Peripatético (Siglo II,D.C.) quien a su vez lo

(59) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of grgek mathema—
tics. From Thales to Buclid. Volume L. Harvard University Press.
1957. Pag. 151, 152,

(60) Ibidem. Pag. 409.




toma de la Historia de la Astronomia de Eudemo.

Dds, pues, son los trabajos principales de Eudoxo en mate--
mAticas: '

a) La teoria de la proporcién. Y,

b) E1 método de exhauciébn.

Como una muestra del genio de Eudoxo exponemos su trabajo

sobre las esferas concéntricas.

La teoria de la proporciébn.

El descubrimiento de los irracionales hizo que 1la teoria de
la proporcidn pitagdrica, fuera insuficiente para la denos-—
tracién de teoremas que involucraban. proporciones. Esto para
1izd por un tiempo el desarrollo de la matemtica griega ya&a
que la teoria pitagdrica era solamente de caracter aritméti-
co y servia nada mds que para cantidades conmensurables. Las
razones inconmensurables ocurrieron en argumentos geométri-
cos, mientras que los nlimeros enteros y razones entre niime-
ros enteros ocurrieron solamente en aritmética y en el estu-—
dio general de cantidad. E1 problema era pues, dar pruebas
‘en-geometria hechas para longitudes, areas y volﬁmeneshincogv
mensurables. ’
Eudoxo define primero una maghitud, luego una razdén y ense-
guida una proporcidén de manera tal que abarcaba razones con-

"mensurables e inconmensurables, pero no como nﬁmeroé sino.
en relacién con la geometria. La forma en que lo hace esté
asentada en las definiciones 3, 4 y 5 de Euclides V, en las

‘cuales define razones y proporciones. Lo que entiende : por

magnitud no era un nfimero sino un conceptd aplicable a seg-

mento de linea, 4ngulos, &reas, vollimenes y tiempos, los cua

les podrian variar de una manera, como se diria ahora conti-

nuamente. La definicién 4 de Euclides V es en realidad el

"principio de Arquimides": "dicese que dos magnitudes tienen

razdn entre si, cuando cada una puede ser'multiplicada en

‘modo de superar a la otra". Y Arquimides mismo se la atribu-

y6 a Eudoxo. Este concepto de razbn excluye al cero y da cla




ridad acerca de lo que debe entenderse por magnitudes de 1la
misma clase. Por ejemplo, un segmento de linea no debe, ni
puede, ser comparado, cuando se habla de razones, con una
4rea o volumen. Ahora bien, dos magnitudes son inconmensura-
bles cuando ellas no tienen una razdn tal como un nfimero en-
tero la tiene a un n@mero entero. El1 problema es comparar
razones de magnitudes inconménsurables., Si Hipbcrates probd
que las Areas de circulos son una a otra como los cuadrados
sobre sus diédmetros, é1 habria tenido forma de trabajar la
igualdad de razones, Parece que los griegos habian hecho uso
de la idea dg que cuatro cantidades estin en la misma proyvor
cidn (a/b)= (c/d) si las dos razones. a/b y c/d tienen la
misma mutua sustraccién. Esto es, el mAs pequeiioc en cada ra-
z6n puede ser obtenido del grande el mismo nimero entero de
‘veces, y el residuo en cada caso puede ser obtenido del mas
pequefio el mismo nimero entero de veces, y el nuevo residuo
puede ser sacado del primer residuo el mismo nlimero entero
de veces, y asi sucesivamente. )

Eudoxo propone, en lugar de eso: "Dicese que la razdn de una
primera magnitud a una segunda es igual a la de una tercera
a una cuarta, cuando las primeras y las terceras igualmente
‘'multiplicadas o al mismo tiempo superan, o allmismo tiempo
son iguales, o al mismo tiempo son inferiores que las segun-—
das y cuartas igualmente multiplicadas". (61)

En la terminologia actual (a/b)= (c/d) si y solo si dados
enteros m y n se cumple que: si ma > nb entonces mc ) nd,
o si ma= nb entonces mc= nd, o si ma & nb entonces mc< nd.
La definicibén de Eudoxo no es diferente del proceso de mul=-
tiplicacidn en cruz que es usado hoy par fracciones:

(a/b)= (c/d) si y solo si ad= bc. Un proceso equivalente a
una reduccibén a un denominador comin. Para demostrar que
(3/6)= (4/8), por ejemplo, multiplicamos 3 y 6 para obtener
12 y 24; y multiplicamos 4 y 8 por 3 obteniendo el mismo par

de nfimeros 12 y 24. Se pueden usar 7 y 13 como multiplicado-

(61) Heath, T.L. The thirteen books of Euclid's Elements. Libro V. Defi-
nicidén 5. New York, Dover Publications, Inc. 1956.
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res obfeniendo el par 21 y 42 en el primer caso y 52 y 104
en el segundo; y asi como 21&52 asi lo es 42 a 104, (Se ha
intercambiado el segundo y el tercer término en la defini-
cidén de Eudqxo para conformarla a las operaciones comunes
como hoy se usan, pero relaciones similares se usan en uno
u otro caso).

Este ejemplo numérico no hace justicia a la eficacia del pen

samiento de Eudoxo porque la aplicacidn aqui parece ser tri-

vial, Para una mejor apreciacib6n de su definicidn se puede

reemplazar a, b, ¢ y d por segmentos, o sean. a y b estferas
y, ¢ y d cubos sobre 1los radios de las esferas. Aqui, una
‘multiplicacibén en cruz tiene poco significado, y la aplicau-
bilidad de la definicidn no es tan obvia.

La definicibén separa la clase de los nilimeros racionales m/n
en .dos categorias, de acuerdo a que ma %$nb o ma? nb. Debido
.a que hay una cantidad infinita de racibnales, los griegos
#g9e vieron llevados al concepto de conjunto infinito, concep-
ip que deseaba evitar; pero al menos fue posible dar pruebas’
-~satisfactorias de teoremas que dinvolucraban proporciones.
La definicidn de razones iguales dada pof Eudoxo corresponde
exactamente a la teoria de los irracionales de Dedekind y
es palabra por palabra la definicibén de nimeros iguales QUe
da Weierstrass. ’ '

El método de exhawidn. .

Con respecto al método de exhaucidn de Eudoxo, los libros
de Arquimides son.ricos en citas que nos dan una idea del
trabajo realizado por gran matemdtico de Cnido. Algunas de
ellas son las siguientes:

En Sobre la esfera y el cilindro en el prefacio al Libro

I, vemos lo siguiente: "por esta razdn no puedo sentir duda
en establecer esos teoremas lado por lado ambos con las in-
‘vestigaciones de otros gedmetras y con aquellos de los teo-—"

remas de Eudoxo sobre sblidos, los cuales parecen -apuntar




preminentemente, a saber, que cualquier pirdmide es una ter-
cera parte del prisma que tiene la misma base que la pirdmi-
de e igual altura y que cualquier cono es una tercera parte
del cilindro que tiene la misma base del cilindro e igual
altura; porque aunque esas propiedades estaban inherentes
naturalmente en esas figuras todavia fueron desconocidas a
los muchos competentes gedmetras que vivieron antes de Eudo-
xo. .y no habian sido notadas por nadie".

Respecto a esos teoremas, en suiprefacio al Método , Arqui-
mides dice: "no poco crédito debe ser dado a Dembdcrito, -
quien fue el primero en hacer la afirmacibn con respecto a
las figuras-dichas, pese a que sin prueba".

fn el prefacio a la Cuadratura .de la pardbola nos dice  1la

forma en que estos teoremas fueron demostrados: "Si dos espa
cios son desiguales es posible agregar su diferencia a €1
mismo tan seguido que cada espacio finito puede ser sobrepa-
sado. Gebmetras antiguos han usado este lema; porque por me-
dio de &1 probaron que circulos tienen uno a otro la razbn
duplicada de sus didmetros; aln mids, que cualquier piramide -
es la tercera parte de un prisma el cual tiene la misma base
'y altura que la pirdmide y que cualquier cono es la tércéra
parte de un cilindro de la misma base y altura .del cono".
AnaxAgoras y Dembcrito sostuvieron que las magnitudes matemé‘
ticas son divisibles hasta el infinito. Zenbn, con- cuatro
‘paradojas, impugna tal afirmacidén. Antifén acertd cuando pen
sb exhaustar el 4rea del circulo doblando continuamente el
nlimero de lados en series de poligonos regulares inscritos
en el circulg, pero no did una.respuesta.suficiente a los
argumentos de Zendbén. Demdcrito mismo se enfrentd a la difi-
cultad encerrada en la suposicién de infinitesimales. La res
puesta la did Eudoxo. Veamos en que consistia el problema.
La Dicotomia y el Aquiles de Zenbén niegan la posibilidad de
movimiento si se utiliza 1la hipbtesis de la divisibilidad
de magnitudes hasta el infinito. v -

En -la Dicotomia, Zenbén arguye que no hay movimiento ya que




lo que se mueve cualquier distancia debe 11egar primero a
la mitad de su curso antes de llegar al punto final; pero
antes tuvo que llegar a la mitad de la primera mitad antes
y asi hasta el infinito; por lo tanto el movimiento no puede
comenzar. ‘

E1l Aquiles nos dice que Aquiles no puede alcanzar a la tor-
tuga ya que debe alcanzar- antes el punto en el cual estaba
antes la tortugaj; cuando &1 hizo eso, la tortuga ya estﬁ un
poco mAs adelante, y el mismo argumento se aplica hasta el
infinito.

Las otras dos, la flecha y el estadio estadn bajo la hipbte—
sis opuesta de que el'espacio y el tiempo no son infinitamen
trs divisibles sino que estédn compuestos de elementos indivi— 
sibles. _ :
La flecha en movimiento, en algiin instante indivisible esta-
r4d en reposo o en movimiento. La flecha no puede moverse ‘en
el instante, supuestamente indivisible, porque si cambiara
de posicibén, el instante quedaria dividido. Si no estd en
movimiento en el instante, ella estaria en reposo, y como
el tiempo estd hecho de tales instantes, permaneceria siem-
pre en reposo. - : ' ' , ’

El estadio es mAs complicado, pero viene a ser 1la misma cosaj;
~bajo 1a>hip6tesis de movimiento relativo, se prueba que un
instante, supuesto para ser indivisible, estaria actualmente
dividido. .

Los cuatro argumentos juntos constituyen un dilema completo..
Arquimides . nos dice que 1la respuesta la dio Eudoxo, resol-
viendo la crisis de la geometria en la que fue sumida por
las -paradojas de Zenbdn. Vimos ya que Dembcrito conocid 1los
teoremas acerca del volumen de la pirdmide y del cono pero
que no didé prueba y que la demostracién es atribuida a Eudo-
xd. En base a Arquimides, Eudoxo argumenta que no es necesa-
rio suponer la existencia de lo infinitamente pequeifio, sSino

que para los propbésitos matemdticos era suficiente suponer
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que por divisidén continua de una magnitud se puede llegar
a una magnitud tan pequeiia como se desee. Tal afirmacibn es-

td dada por el lema proporcionado en el prefacio a la ~Cua-

~dratura de la'parébola . Este lema, actualmente es conocido

como el "axioma de Arquimides”" y es equivalente a Euclides
V, definicibn 4, ya citada. De todo esto se puede concluir
que Eudoxo inventd el método de exhaucidn gque es usado por

Euclides para probar proposiciones referidas a Areas de cir-

‘culos y voltimenes de esferas, piridmides y conos. El1 axioma

de Arquimides, es usado por LEuclides para probar, por reduc-
cidn al absurdo, la proposicidén X-1, que fue la base del mé-.
todo griego de exhaucién. , '

No sabemos delque manera Fudoxo llegd al método, que no era
conocido por ese nombre en la antigiuedad; el nombre le fue
dado actualmente; y hay muchas especulaciones acerca de ello.
Ya vimos que Arquimides atribuye a Eudoxo 1la demostraciébn
del volumen de la pirdmide y del cono, que son Euclides -
XII-7, corolario I, ¥y Euclidgs XITI-10 respectivamente. Es
entonces muy probable que Eudoxo haya demostrado Euclides
XII-2, que es ‘el primer teorema dedicado a la magnitud de
figuras curvilineas, y exhibe una utilizacién del método en
su demostracibén. Euclides XII-2 marca a Eudoxo como el apa-
rente originador del cédlculo integral.

En 1a #Gltima cita, Arquimides nos dice que "gebmetras grie-

"gos han usado este lema; porque por medio de él probaron qué

circulos tienen uno a otro la razén duplicada de sus didme-
tros'". Sin embargo ya dijimos antes, que Eudemo. atribuye a
Hipbcrates de Quios la demostracidén de tal cosa. No hay duda
que  Eudemo en este punto se eﬁuivocé. Hipbcrates en algg
na forma se quedd corto ante el pleno método de exhaucidn.

Tal vez procedid bajo 1la 1linea del intento de cuadraturas
de Antifbdn,"exhaustando "gradualmente los circulos, y enton-—
ces "tomé el limite" sin asegurar bien la prueba por reduc-

cién al absurdo,
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Hipdtesis de las esferas concéntricas,

Séneca nos dice que Eudoxo llevé los conocimientos del movi-
miento de los planetas desde Egipto a Grecia. Tal cosa es
probable ja que efectivamente sabemos, por Didgenes Laerto,
vque Eudoxo estudid en Egipto, que en ese tiempo, era una po-
tencia en astronomia., Simplicio, basidndose en Ludemo, nos
‘dice que Platd4n puso a los astrbnomos el problema de encon-
trar'cuéles son los movimientos uniformes y ordenados que
"salvarin el fenbmeno" de los movimientos planetarios; Eudo-
xo creyd que el movimiento del sol, de la luna y de las es—,
trellas podia ser relacionado por medio de una combinacidn
de sovimientos circulares. Este punto de vista fue el domi-
nante hasta antes de Kepler y fue el primer intento de dar
un:: explicacidén cientifica de las aparentes irregularidades
de sios movimientos de los planetas. En sus comentarios a De
Caclo de Aristbdteles, Simplicio nos expone el trabajo de
Euloxo: "La tercera esfera, la cual tiene sus polos sobre
el gran circulo de 1la segunda esfera pasando a través del

mo:lio de los signos del zodiaco, y la cual turna de sur a

#uyte y de norte a sur, llevari alrededor con ella la cuarta.
csfera, la cual tiene el planeta asignado, y ser&d mas afin
la causa del movimiento latitudinal del planeta. Pero no 1la
tercera esfera solamente; porque tan lejos como ella fuera
sobre esta esfera solamente, el planeta alcanzaria los polos
del circulo zodiacal y podria tener trazado cerca a los po-
los del universo; pero como la cuestibdn es, la cuarta esferé
la cual gira alrededor de los polos del circulo inclinado
que lleva el planeta y rota en sentido opuesto al tercero,
esto es, de este a oeste, pero en el mismo periodo, preven-
dr4d alguna desviacidn excesiva (del planeta) desde el cir-
culo a través de la mitad de los signos del zodiaco y cons-
trefiird al planeta a describir alrededor del mismo circulo -
zodiacal la curva llamada por Eudoxo "hippopede" ("caballo-

traba™) tal que la anchura de esta curva mide el aparente-—
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movimiento latitudinal del planeta, un punto de vista por
el cual Eudoxo fue atacado"

T.L. Heath, en "Aristarco de Samos expone la siguiente idea

acerca de este trabajo: "Para el.sol y la luna, las hipdte-~
sis de Eudoxo bastan para explicar suficiente y adecuadamen-
te los fendmenos principales, excepto las irregularidades
debidas a las excentricidades, las cuales fueron desconoci-
das o ‘descuidadas por Eudoxo. Para Jlpiter y Saturno, y en
alglin grado para Mercurio, también el sistema era capaz de
dar explicacién satisfactoria de su movimiento.en longitud,
sus puntos eétacionarios.y sus movimientos de retroceso; pa-
ra Venus no.era satisfactorio y fallaba asi mismo en el caso
¢de Marte. Los limites de movimientos en latitud representa-
dos por las varias hippopedes estaban en concordancia tole-
rable con hechos observados, pese a que los periodos de sus
desviaciones y sus lugares en el cielo eran bastante equmvo—
cados. Pero no obstante las imperfecciones del sistema, no
podemos sino reconocer en ella, una actividad especulativa

2 era digna de la gran reputacidn de Euaoxo"

A
el libro de Schiaparelli, "Le sfere ornocentriche di Eudosso
di ‘Callipo e di Aristotele™ (Milén 1875), y los trabajos de
Heath (A history Greek mathematics, Volumen I),

*os lectores interesados en este tema se les recomienda

La curva de Eudoxo utilizada en su hipdtesis tiene la forma
de un ocho acostado. Proclo la 1llamdé "espiral" y tiene va-
‘rias citas interesantes sobre su origen. No es sabido que
Eudoxo le haya dado otro uso que el que le dio en la descrig

cidén de movimientos planetarios.

Amiclas de Heraclea. .
Poco se sabe de Amiclas (62),salvo lo que nos 1nforma el "Su

mario Eudemiano" y 1lo que nos dice de é1 Dlogenes Laerto.

(62) Ivor Thomas, sin referir cu4l es su fuente, dice que el nombre co-
rrecto es Amintas., . )
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En base al "Sumario" tenemos que fue amigo de Platbén y que
junto con Menaechmo y Dinostrato "hicieron a 1la geometria
m&s perfecta". Dibdgenes Laerto, citando a Aristojeno, habla
de un '"Pitagdrico de nombre Amiclas que impididé que Platén
quemara escritos de Dembébcrito aduciendo gue no tenia caso

porque esos escritos andaban ya en manos de muchos". (63)

Tedio de Magnesia y Hermotimo de Colofbn.

No se sabe cosa alguna de ellos, excepto 1o.que dice el "Su-
mario -Eudemiano". (64)

Meusaechmo..

Fu¢ originario-de Suidas y discipulo de Eudoxo, y segin el
gr@mético Sereno fue maestro de Alejandro el Grande. De Me-
naechmo se cuenta una anécdota acerca de qué camino es més
corto en geometria que el de los "Elementos". Menaechmo con-
testa qué no hay camino real. Esta anécdota también es refe-
rida en relacién con Euclides y Ptolomeo I.

Ns su trabajo en geometria, Proclo, en Comentarios al Libro

"

i de los Elementos de_ FEuclides y en ~Comentarios al Timeo

de Platbén , nos. proporciona algunos datos referentes a lo

que hizo. . _

a) En el "Sumario Eudemiano" lo c¢ita, junto con Amiclas j
Dinostrato diciendo que hicieron mis perfecta a la géomeQ
tria. (65)

b) Discutid los dos diferentes significados de 1la palabra
"elemento" . )

c) Discutid la divisidn de las proposiciones matemiticas en

teoremas y problemas.

(63) Laerto , Dibgenes. Bibgrafos Griepos. Vidas, opiniones y sentencias
de los fildsofos més ilustres. Madrid. Editorial Aguilar. 1962.
Pag. 1339.

(64) Ver Capitulo III.
(65) Ver Capitulo III.
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d) Le asigna el descubrimiento de las secciones cbnicas. (66).
e). Proclo dice que lMenaechmo resolvié el problema de 1la du-

plicacidén del cubo. Eutocio en sus Comentarios a la esfe

ra y el cilindro de Arquimides-, respalda la afirmaciédn
de Proclo.

De otras fuentes sabemos que intentdé 1la cuadratura del

circulo por medio de la cuadrdtica de Hippias. (67)

Acerca de c¢). Proclo dice que las deducciones hechas a par-
tir de los primeros principios se dividen en teoremas y en

problemas, y comenta que entre los antiguos no habia un cri-
terio unificado respecto a estos dos términos. Cita dos pun-.
tos. de vista, uno dado por Speussipo y Amfinomo, y el otrec
por Menaechmo vy los matemdticos de su escuela. )

Speussipo y Amfinomo asegurabamn que todas 1las deduccioneé
hechas a partir de los primeros principios debian llamarse
teoremas; en cambio Menaechmo y sus seguidores a todas esas
deducciones les llaman problemas y los clasifican en dos ti-
pos. 1) Los que proveen la cosa buscada y, 2) los que toman
un objeto determinado y ven de qué naturaleza es o qué pro-_
piedades tiene o en qué€ relacibn el objeto épunta a algﬁna,
cosa. ' » '
Proclo no da un nombre a cada uno de estos dos tipos en qﬁe
Menaecﬁmo divide a los problemas, pero a la luz de las brofr
posiciones en los "Elementos" de Euclides, donde un problé-
‘ma se refiere a una construccidn y un teorema a algo que hay
que probar, podemos ver que para Menaechmo 1) es referido

a un problema y 2) a un teorema.

(66) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Eucdlid. Dublin
University Press Series. 1889. Pag. 155.

(67) Tvidem. Pag..157, 158.




Por otro lado Proclo comenta la clasificacidn que da Gémino

de las lineas; estas son divididas en "compuestas" e "incom-

puestas".

Las "compuestas" son las quebradas y las que forman un &n-

gulo; estas. son divididas en las que forman una-figura y las

que son producidas hasta el infinito; entre las Gue forman

una figura estidn el circulo, la elipse y la cisoide, entre

las segundas estdn la seccibébn del cono rectangulo (parébo-

la), la seccidén del cono obtusdngulo (hipérbola), la conchoi

de, la recta, etc.

Las l4ineas "incompuestas"™ son divididas en "simples"™ y "mix-

tas"..

Las “simples" forman una figura, como la circular, y otras

no, son "indefinidas", como la recta. Las "mixtas" se divi-

den en las que estdn en planos y en las que estin en sélidos;
a su vez, de las que estdn en planos, unas se cortan a si

mismas, como la cisoide y otras se producen hasta el infini-

to. Las "mixtas" que estédn en sblidos unas son obtenidas a

partir de secciones de sblidos y las otras son trazadas al-

rededor del sblido; como ejemplo de esta (ltima estid la hé-

lice, mientras que las secciones cbnicas y la espiral se ob-

i:ienen de secciones de cbénicas., Gémino agrega que "las cbni-
:as fueron concebidas por Menaechmo, mientras que las espi-

. rales las concibid Perseo" (68). Gémino termina diciendo que
las tres secciones del cono son 1la parébolé, la hipérbola

y- la 'elipse, mientras que hay tres clases de espirales: una

parecida a la hippopede (69), entrelazada, otra dilatada en

el medio y estrecha en las extremidades y la {iltima estrecha

(68) ‘Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclid. Dublin.
University Press Series. 1889. Pag. 156. '

1(69)_Ver el tema Eudoxo, Pig. 91.
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en el medio y dilatada en los extremos,

Vemos pues, que las cbdnicas fueron inventadas por Menaechmo.
Hay noticias de que Dembécrito cortbd un cono mediante un pla—ﬁ.
»no‘paralelo a la base (70), pero fue Menaechmo el primerd
que tomd las tres clases de conos rectos dados por Gémino
arriba (71) y que los cortd por planos con uno de sus lados.
Los nombres de las secciones cbnicas no fueron inicialmente,
con Menaechmo, parAbola, hipérbola y elipse sino que las de-
nomind seccidén-4ngulo recto, seccibn-adngulo obtuso y seccidn
4ngulo agudo respectivamente. Agquellos nombres fueron dados
por Apolonio de Perga, un siglo més tarde (72). Hay eviden-
cia, sin embargo, de que para considerar esas curvas, noc -
siempre usbd el cono sino que también utilizb aparatos mecé-
nicos para trazarlas, Esto puede ser deducido de lo siguien-
te: En relacibén con el problema de la duplicacibén del cubo,
del cual ya hemos hablado con anterioridad (73), existe una
carta de Eratdstenes dirigida a Ptolomeo III en 1la que 1le
informa que Arquitas de Tarento y Eudoxo resolvieron el pro-
blema dando demostracibén satisfactoria pero que sus métodos
fueron imposibles de aplicar en la prédctica, mientras que
la_sdluciéﬂ de Menaechmo, salvo por algunos detalles y con
dificultad, si era posible aplicar en la practica. ' (74)
Esté es, pues, Menaechmc dio solucibdén al problema de la du-
plicacidén del cubo; de esto también proporciona una nota Prgo

clo en sus Comentarios sobre el Timeo de Platén . (75)

Tenemos noticias de que aparte de la solucidbén sugerida por
Eratbéstenes y Proclo, Menaechmo presenté otra solucidn.. Am-

bas soluciones son atribuidas a éste filtimo por Eutocio (76).

(70) Ailman, George.Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclid. Du-
"~ blin University Press Series. 1889. Pag. 81. »
(71) Arriba hace falta el cono acuténgulo que genera a la elipse.

(72) Gow, James. A short history of Greek Mathematics. New York. Hafner.
1968. Pag. 18G. :

(73) Paginas 61, 62, 63.

(74) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclid. Du-
blin Unlver51ty Press Series. 1889. Pag. 158. :

(75) Ibidem. v ‘
' (76) Thomas, Ivor. Selections ilustrating the history of greek mathema-

. tics. From Thales to Euclld. Volume I. Harvard Unlver51ty Press..
1957 Pag. 279. : . : :
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Pero Plutarco afirma (77 ) que Platdn censurd a Arquitas, Eu-
doxo y a Menaechmo por "intentar reducir la duplicacién del
cubo a dispositivos instrumentales y mecénicos". Y 1la priev
mera . aparicién de las secciones cbnicas y sus propiedade@
estd dada en las soluciones de Menaechmo. Por 1o tahto se
puede concluir que no siempre usbd el cono para el trazado
de las curvas, sino que también utilizd medios mecinicos.

Las soluciones atribuidas por Eutocio a Menaechmo estin asen

.tadas en el 1libro de Eutocio Comentarios sobre la esfera

y el cilindro de Arquimides .

‘Ya habiamos visto que el problema de duplicar el cubo fue
reducido al problema de encontrar dos medias proporcionales:
x, y entre dos segmentos a y b; esto es, encontrar nfimeros
X, ¥, que con réspecto a a y b cumplan (a/x)=(x/y)=(y/b).
Menaechmo supone resuelto el problema,
Solucién I. Sea a= longitud de AO, b= longitud de BO. Sea
AO mayor que BO. Coloquémoslas formando &dngulo recto. Prolon
guemos AO y BO por O. Sean OM, medida a lo largo de BO, y
ON, medida a lo largo de AO, dos medias proporcionales, con
x= longitud de OM, y= longitud de ON, Completemos‘el»rectén—
: L : gulo ONPM. Entonces obte—
‘ nemos que l
. ! (AO/OM)= (OM/ON)= (ON/BO).
‘% implica a 1) BO.OM=ON’=PM’.

Esto es ab=y’. Por 1o tan

a ' to P yace en una parébola
= o E
X o v N - con O como vértice, OM
.b por eje y OB por lado rec
at
to.

y 2)‘AO.BO= OM.ON= PM.PN, esto es, ab=xy. Por lo tantoP yace

sobre una hipérbola con centro en O y asintotas OM y ON. Tal

- (77) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclid.
’ Dublin University Press Series. 1889. Pag. 159.
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hipérbola tiene la ﬁarticularidad de que el rectingulo deter
minado por las rectas PM y ‘PN, trazadas desde cualquiér puﬁé
to P de la curva paralela a una asintota y cortando a la 04 
tra, serd igual a AQ0.0B. Si luego trazamos las dos curvas;r
"de acuerdo con los datos, determinaremos el punto P en 1la
interseccibdn de ellas., Entonces se verid cumplido que
(AO/PN)= (PN/PM)= (PM/OB), esto es, (a/x)= (x/y)= (y/b); por
Alo'que el problema ha sido resuelto. _
Solucidn 2). Tomamos la parlbola de la solucidn anterior,
esto es, la paridbola que tiene vértice en 0, eje OM y BO co-
mo lado recto, - :
Trazamos otra parébola con 0 como vértice, eje ON y A0 conio
- lado recto. Estas dos pardbolas determinan el.punto P como -
.*w:su interseccidn. E1 punto P cumple con: 1) AO.ON= OM?’= PN?
"y 2) OB.OH= ON*= PM?, por estar en las dos pafabolas. Por
lo tanto (AO/OM)= .(OM/ON)= (ON/OB) 1o que quiere decir que
) o OM 'y ON' son’ las medias

- ' ' ’ ; o proporcionales entre AO

M‘ P - y BO que se buscaban.

(@)
=

.Las dos soluciones indican que Menaechmo- tenia en su .poder-
"un conocimiento considerable acerca de las cbnicas; por 1lo:
tanto no es sorprendente que, un poco mas tarde, Aristaeo,

escribiera unos Elementos de las secciones cénicas en cin-

co libros, de los cuales, segin Papo, se sirvié Euclides pa-.

ra escribir un tratado sobre secciones cdnicas. (78)

(78) Segin Papo el tratado fue llamado "Cbnicas", dividido en 4 libros.




Parece ser que la razén por la que los libros de Aristaéo =~ .

y El1 Tratado de Euclides, desaparecieron es la misma por la
que desaparecieron los Elementos anteriores a Los Elementos

de Euclides: fueron réipidamente sustituidos por las "Céni-
cas" de Apolonio.

Dinostrato. '
‘S61o un dato de la vida de Dinostrato ha llegado hasta noso-
tros y es dado por Proclo en el 'Sumario Eudemiano” "Amiclas

de Heraclea, uno de los amigos de-Platén y Menaechmo; disci-

pulo de Eudoxo, quien era asociado de Platdn y su hermano,

Dinostrato hicieron a la geometria més perfecta"

Acerca de su trabajo, Papo, en su Coleccibdn (79 ) nos informa

M"Para cuadrar el circulo Dinostrato, Nicomedes y otros gebmg

tras mAs recientes usaron una cierta linea curva, 1la cual

toma su nombre de su propiedad especial; es llamada por e-’

.1los 1la cuadritica, y es generada en esta forma". Papo pro-
porciona-la manera en que es generada la cuadrAtica, la pro-
pledad de la que recibid su nombre y 1la demostracxon de que

 tiene esa propledad. Sin embargo Papo no menc1ona a Hlpplas

de Ellis, de quien se ha demostrado que fue el 1nventor de

la curva. (80)

. La manera en que es generada la curva es la siguiente: -Se -

" da un cuadrado ABCD. Con centro en a y radio AB describimoé

el arco BED. Se va bajando BC, siempfe paralelo a AD, al mig '

mo tiempo AB va girando, con B sobre el arco BED ;y A fijo,
desde la posicidn AB hasta la posicidn AD. BC y ABicoincidi-
rdn a la vez con la recta AD. E1 punto donde se cortan BC

y~ABliré describiendo una curva BFG; esta curva es la cuadri
tica de Hippias.

- (79) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclld.
Dublin University Press Series. 1889. Pag. 180.
(80) Heath, T.L. A history of Greek Mathematics. Volume I. New York.k
Dover Publications, Inc. 1981. Pag. 225, 226.
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Si trazamos una recta =
cualquiera desde A al ar—:,

co BED, por ejemplo AFE;IV' :

B, S C
¥ E ! encontramos que la razén
; del arco BED al arco ED.
F i serd igual a la razén de
/ la recta BA a la recta
( o FH, esto es, .
‘, (BED/ED)= (BA/FH). .
A = e D}' o - Papo agrega: "Porque esto .

R e es claro desde #la manera
en que la linea fue'gene;

, ) rada". B
ﬁffEsta curva, la cuadritica, tiene la propiedad de que el arco
. );BED es a la recta AB como la recta AB es a la recta AG, esto

es, (BED/AB) ==(AB/AG). ‘

Esta propiedad, asi como su demostracién, estdn dadas por‘”
Papo; 1a pfueba es por reQu;cién al absurdo. Supone gque si

(BﬁD/AB)f(AB/AG) entonces (BEﬁ/AB):(AB/AH) donde AH es mayor -
o.-menor que AG. . ' .

i) Supongamos_que AH es mayor que AG. Con centro en A y.ré;“
‘dio Al trazemos el cuadrante LFH que corte a la cuédréﬁi;ﬂ

‘'ca en F y a AB en L; proionguemos AF por F hasta E,lbunf*

to del arco BED. Ya'@ﬁé?5ﬂ

el cuadrante BED es“aiié'm

B c ned :
L E - ' recta AB, asi lo‘es Aﬁf T
N que es AD, a la recta AH; i
F y como AD es a AH as{ el =
arco BED es al cuadrante
i - LFH, (circunferencias de
. circulos son una a 6tra_ __
x X < H D como sus diémétros)} es

evidente que el‘cuadrante7
LFH es igual a AB, 'y’ des=
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‘de aqui, de acuerdo con la propiedad de la curva, se fiénéﬁ
que (BED/ED) = (AB/FH) y por lo tanto (LFH/FH): (AB/FK). .
Pero ha sido probado que LFH= AB; por lo tanto FH= FK. Pefdi&
esto es una contradiccibn. ’ CeY
2)'Supongamos que AH es menor que AG. Con centro en A y ra-
dio AH trazemos el.cuadrante LMH y sea HF4perpendicu1ar~k
a AD cortando a la cuadritica en F; unamos A con F y pro-- '
prolonguemos AF por F hasta E, punto sobre el arco BED.”
De la misma manera que en 1) se prueba que el cuadrante

LMH es  igual -a- la recta

B C | AB y que (BED/ED)= (AB/FH),
' E- esto es, (BED/ED)= (LMH/MH).
AE ) . De lo cual es evidente que -

MH= FH, lo que constituye-una

- M f contradiccién.
) | Por lo tanto AH no es -mayor
| ) i ni‘menor que AG. Por 16
A H G ' D! tanto es igual que AG. -

"~ Papo agrega: "También es evidente que si tomamos una tercera
V'YbrpporCidnal a las rectas AG y AB, esta tercera proporcional
.serd igual al cuadrante BED; vy cuatro veces esta linea serd
~igual a la circunferencia del circulo entero. Pero de la 1i- -
ﬂea recta que es igual a 1la circunferencia de un circulo;f
siendo encontrada, evidente gue puede ser construido un cua-
 drado igual al circulo; porque el rectingulo bajo el périme—-
tro de un circulo y su radio es doble del circulo, como Ar-
quimides probd". v '
Sporo, que era anterior a Papo, encuentra dos objecipnes-'a‘~
la curva: )
1)"Da por sentado la misma cosa para la cual 1la cuadrétiéa
es empleada; porque no es posible mover un punto desdeE

B hasta A a lo largo de la recta BA al mismo tiempo.que .

otro punto se mueve a lo largo del cuadrante BED, a menos -

"“que la razdn de la recta al cuadrante sea primero conoci-
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da, puesto que es necesario que las razones de los movi-

mientos estén uno a otro en la misma razén" y:

'2) "La extremidad de la curva que es empleada para la cuadggﬂ

. tura del circulo -esto es, el punto en el cual la cuadté+g3
tica corta a la recta AD-~ no es encontrado; porgque cuan-,“
do las rectas AB y BC, siendo movidas, son llevadas éimul
tdneamente al fin de su movimiento ellas coinciden ‘con
"la recta AD y no se cortan una a otra —-porgque el corte
éesa,antes de la coincidencia con la linea AD- intersec-—
cibén que es tomada como extremidad de la curva en la cual
ella corta a la recta AD; a menos, por ejempio, que al-
guien dijera que la curva seria considerada como produci-
da; asi como suponemos que las rectas son prolongadas,
tan lejos como AD; pero esto no significa que se siga de
los principios de abajo: sino que en orden a que este pun
to G seria supuesto, la razdn del cuadrante a la recta
seria supuesta". (81)

En la demostracidén son utilizados los siguientes teoremas:

1).- Las circunferencias de circulos son una a otra como los

cuadrados subtendidos por sus didmetros son uno a otro.’

.2).~ Los arcos de dos circulos concéntricos, subtendidos por
un mismo angulo y con centro comfin, son uno a otro, co=-
mo los cuadrantes de esos circulos.

3).—- En circulos iguales los angulos en el centro tienen la

misma razén uno a otro como los arcos que subtienden.

(Consecuencia inmediata de Euclides VI-33).

4).- Un arco.de circulo menor que un cuadrante es mayor que

la perpendicular trazada desde uno de sus extremos al
radio trazado a través del otro. ‘
5).— Y es menor que la tangente trazada en una extremidad
" del arco para cortar el radio producido a través del

otro.

(81) Sporo. vivid hacia el final del siglo III A.C. compild un trabaJo donde
hay extractos de la cuadritica del circulo y de la duplicacidn: del .cu—
bo. Tannery piensa que fue maestro de Papo y que en la obra habria —— .
también una recopilacidn en relacién a la Aeteorologlca de. Ar1stote1es.
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Ya habiamos hecho notar que la demostracidn de la profd

piedad de la cuadrética, de la cual recibe 1la curva su;f

nombre, es por reduccidn al absurdo. Aunque Eudoxo ese\'

taba familiarizado con este método de demostracidn, es - 3

la primera prueba que se encuentra de esta naturaleza.
Observamos también que el trabajo de Dinostrato es com-—
plementacibén del trabajo de Eudoxo ya que la cuadratura
del circulo surge de una manera natural del teorema de
que "circulos son uno a otro como .los cuadrados determi
nados por sus didmetros", teorema que segln Arquimides
fue demostrado por Eudoxo. Vemos también que la cuadra-
tura del circulo se sigue del problema resuelto.por me-—

dio de 1la cuadrética: la rectificacibén del cuadrante.

Hembs'visto que antes de los Elementos de Euclides existie-~

“.rron otros compiladores de Elementos. En el Sumario Eudemiano

hay tres citados: Hipbecrates, Lebdn y Tedio. A esta lista he

“imgregado nueve nombres en base a lo dicho por Proclo y otros

itomentadores.

Excepto el trabajo de Platén, la obra de los demds estd per-—
dida. A los trabajos de Tales, Pitégoras, Teeteto, Léén, Eu-
doXo, Amiclas, Menaechmo, Dinostrato, Hipbdcrates, etc, ‘no
se tiene acceso salvo por extractos y comentarios de algunqs
"historiadores de 1la matemédtica griega. Generalmente se dice
que las obras de estos hombres pasaron al olvido a causa de
»qﬁe los Elementos de Euclides los sustituyeron por ser mejor
y méas combleta la obra del Alejandrino; sin embargo hay algu
nos datos que permiten opinar de otra manera sin éxcluir par
te de la causa arriba expresada.

Considero que Platdn tuvo mucha culpa en que la obra de algu
nos gebmetras anteriores o contemporidneos a él1 haya sido -
perdida. Daré algunas razones del porqué pienso de esta mang:
ra. . "
Sabemos, por Dibgenes Laerto (82) y otros gue Platdn esth;f

vo en Egipto, lugar que visitd para estudiar el conocimiento

(82) Laerto , Didgenes. Bidgrafos Griegos. Vidas, opiniones y sentencias =~ -

de los filésofos mas ilustres. Hadrid. Editorial Aguilar. 1962, -
. Pag. 1193, 1199. (IR
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de los sacerdotes; entre estos aprendié una divisidn entre
el trabajo manual y el trabajo intelectual con una preponde-
rancia del primero sobre el segundo (83). Platdén 1llegd a es—
tudiar con los escribas y sacerdotes quienes eran los repre¥
sentantes del conocimiento intelectual. Por ofra parte Pla-
tbén era rico y estuvo siempre dei lado de los poderosos aun-
que haya tenido pugnas con aigunos de éllos. Es pues, naﬁpa:‘
;al en &1, el desp?ecio a las artes manuales y el impuléo"
a- la labor intelectual,

Con Platén el mundo de las ideas alcanza un-.alto. desarrollo.
y coloca a 1la matemética en un lugar distintivo. El1 carac-—
ter abstracto que Platdén le atribuye a la matemdtica queda
plasmado en la Repiiblica: "La virtud que posee para llevar -
.al alma, como acabamos de decir, obligAndola a razonar sobre
los nfimeros tales cuales son en si mismos, sin tolerar jamés
que sus cidlculos versen sobre nimeéros visibles y palpables"”(84).
Para Platbén, en la cita anterior, el alma debe llevarse ha-
cia "la pura inteligencia y la contemplacién de lo que es" (85). -
Sin embargo, méas adelante exhibe una contradiccidn al mismo
tieﬁpo que define de parte de quién estd colocado: "no para
 hacer7que esta ciencia sirva, como hacen 1los mercgderes y”
“-~negociantes, sino para aplicarla a las necesidades de la gue
rra". (86)

Proclo, en el Sumario Eudemiano, atribuye a Platdn el incul-

car el amor hacia 1las matemAticas, pero no dice a quién;
en 15 Repliblica, Sbécrates y Glaucbébn dialogan sobre 16 més
conveniente para la formacibén de los que tendrian 1as»fdn¢ig
‘nes méds altas del Estado, claramente, los mercaderes y los

negociantes, no son esos ciudadanos.,

(83) Bernal, John D. La Ciencia en la Historia. UNAM. Editorial Nueva Im4
gen. 1981. Pag. 149, 150.

(84) Platédn. Didlogos. México. Editorial Porrda, S.A. "Sepan Cuintos..."
Nim. 13, 1970, Pag. 559. '

(85) Ibidem. Pag. 557.
(86) Ibidem. PAg. 559.
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La discusibén de Sbcrates y Glaucdn recae sobre el caracter
y la utilidad de la geometria:

"Tiene por objeto el conocimiento de lo que es siempre,.y
no de lo que nace y perece". (87) )
Pero aqui también cae en la misma contradiccién de antes: -
"Dispondrémos, pues, expresamente, que los ciudadanos de -
nuestro Estado no descuiden el estudio de la geometria; tan-
to maAs, cuanto que éparte de esta ventaja principal tiene"
otras que no son de desdefiar -icudles?- ante todo, aquellas
de que hablaste ti, y que ataflen a la guerra"., (88 )

Para Platén, asi como los negoc1antes y 1los mercaderes, hay’
en la geometria algunos que no estidn haciendo geometria de
la manera en que &1 entiende que debe hacerse: ."hablan de
cuadfar, de prolongar, de afiadir, y asi sucesivamente, conmno
si realmente operasen, como si todas sus dehostraciones teﬁ¥
diesen.a la practica, cuando toda esta esencia no tiene otro
obJeto que el conocimiento". (89)

A través de estas citas vemos que en tlenpos de Platon hay’
una dlsputa acerca de cbmo trabajar en matematlca ¥ cuil es
el uso que debe hacerse de_eila. También emerge de forma ni-
tida que Platén es. el instrumento mediante el cual se vier-—
ten ios,conceptos ideolbégicos de una parte de la'sociedéd’
y ‘'que estos elementos chocan con los de otros grupos. Como
miembros de los grupos antagonlcos al de Platédédn .pueden ser:
puestos: Hipdcrates, Eudoxo y Menaechmo. Las razones que sus
" tentan esta'afirmacion son las 51gu1entes:

Seghn Plutarco "Platén censuré a Eudoxo, Arquitas y Menaech-
mo, y Su escuela,‘por intentar reducir 1la duplicacién del
cubo 'a dispositivos instrumentales y meclnicos; porque en

esta forma (dice él) la geometria es destruida y pervertida

(87) Platén. Dlalogos. México. Editorial Porrda, S.A. "Sepan Cuéntos..."
Nbom. 13. 1970, Pag. 560.

. (88) Ibidem. Pag. 560.
~-(89) Ibidem. Pag. 560.
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ya que recae en las cosas de los sentidos y no se remonta
y purifica para alcanzar las imlgenes eternas e incorpo--
reas". (90) .

Esta censura de Platbén pudo haber ayudado a la "muerte fisi-

ca" de la obra de estos hombres, ya que a través de esta ci-:

ta hay una cadena a la validez de su trabajo. La 1abor1@e;'*

los tres censurados, era muy opuesta a los lineamientos déf‘
dos por Platén acerca de cdmo "trabéjar" la geometria,

.En algunas ocasiones Platdén no se queda en la simple censu-
‘ra. Pasa.a. la accibn. Vemqs-que'Demécrito era enemigo, en
alguna forma, de Platén. ‘Este "quiso quemar los escritos de .
pépécrito que habia podido recoger... consta también de que
“haeciendo Platdén memoria de cési todos los antiguos, en nin-
"afin lugar la hace de Demécrito, ni aun en donde contravenia
en alguna cosa". (91)

Por otro lado Hipbcrates era amigo de Dembcrito y es muy pro
bable que haya tenido problemas con Platén ya'que Hipdcrates
recordemos, fue expulsado de la escuela Pitagdrica por co-
hrar al ensefiar geometria, (92 ), y aunque algunos 1lo dudan,
- e¢g factible, ya que antes de dedicarse a la geometria fue
comerciante con problemas econdmicos. Estos hechos, me lle-
Qan a concluir que la obra de llipbcrates también fue censu-
rada por Platdn y por lo tanto condenada al olvido. h

Referenfe a Euclides, no aparece el trabajo de Hipbcrates
sobre 1la utilizacién de las lunas para la cuadratura dél
circulo en los Elementos de Euclides; a pesar de su importag
cia. Independientemente de que tal vez el trabajo de Hipd-
crates no éncajara en la finalidad de la obra de Euclides,
no puede negarse .que el sostén ideolbgico de los Elementos.

de Euclides son 1los Didlogos de Platdn, aunque ya ha sido

(90) Platén. Didlogos. México. Editorial Porrfa, S.A. "Sepan Cuéntos...'
Nim. 13. 1970. Pag. 560.

~(91) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales to Euclid.
: Dublin University Press Series. 1889. Pag. 158, 159. v

(92) Laerto , Dlogenes. Blografos Grlegos. Vidas, opiniones, sentenc1as B
de los fildsofos mAs ilustres. Hadrid. Editorial Agullar. 1962.
_Pag. 1338.
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»demostrado claramente (93 ), que las matemdticas de Euclides
noden,platonistas en cuando menos los fundamentos de la a-
ritmética por tomar sus ideas de Aristdételes. Esta influen-
cia de Platén pudo haber llevado a Euclides a no incluir el
“trabajo de Hipécrates.‘ '

Todas estas consideraciones me llevan a pensar que en la pér
dida de gran parte de la obra de Eudoxo, Hipbcrates y Mena-
"echmo hubo una causa diferente a la de que era mejor la‘de

-Euclides. No estaban en la linea trazada por -Platdn.

(93) Allman, George Johnston. Greek Geometry from Thales tq Euc11d. {~v7
Dublin University Press Series. 1889, Pag- 58. : C
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LISTA DE LOS PRINCIPALES MATEMATICOS GRIEGOS HASTA EUCLIDES

(Fechas aproximadas)

~ Tales =—~—cwm——me——-— 600 A.C.
Anaximandro —--—--—-—- 560 A.C.
Anaximenes ~—————- 530 A.C.
"PitAgoras ~——--=--- 53U A.C.
Anaxagoras ——————- 460 A.C. -
Oenébépides —~=————=- 460 A.C.
Zendn —m—mmmmmeens 450 A.C.

 Antifén ———————mm- 430 A.C.

 Brison —-=——————mm 430 A.C.
Hippias —---—--+~=—- 430 A.C.

' Hipécrates ——————— 430 A.C.
Filolao ————————~- 430 A.C.
Teodoro —————————— 420 A.C.
Dembécrito ——-—=—=- 410 A.C.
Arquitas ~——————~~ 400 A.C.
Platdén —=—m—————een 380 A.C.
Teeteto ~——--——---~ 380 A.C.

- EBudox0o ———--mm—em— 360 A.C.
Aristbételes ———--- 340 A.C.
Autolico ~-—=——wm- 340 A.C.

.Menaechmo -——=—~—-- 340 A.C.
Aristeo ——————m-—u 320 A.C.
Dinostrato —-—————-— 320 A.C.
Eudemo ———=———m——m 320 A.C.
Filipo =————=—we-— 320 A.C.
Tedio ———=————=—=mm 320 A.C.

" Euclides ———————m—n 300 A.C.
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RELACION DE DEFINICIONES, POSTULADOS, NOCIONES COMUNES Y
PROPOSICIONES DE "LOS ELEMENTOS" DL ELEUCLIDES USADAS EN LA
TESIS.

Libro I.
Defidiciones.

1).- Un punto es lo gque no tiene parte.

2).- Una linea es longitud sin anchura.

3).- Los extremos de una linea son puntos.

4).- Una linea recta es una linea la cual yace completamente
con los puntos sobre .ella misma.

5).~ Una superficie es lo que tiene longitud y anchura sola-
mente.

6).- Las extremidades de una superficie son lineas.

7).~ Una superficie plana es una superficie la cual 'yace com
pletamente con las lineas rectas sobre ella misma.

8).- Un é&ngulo plano es la inclinacibén de dos lineas, una
a otra, que se cortan una a otra en un plano y no yacen
en una linea recta. k k

“:)e= Y cuando las lineas conteniendo el &ngulo son.rectas,~

‘ el Angulo es llamado rectilineo..

"i0).~Cuando una linea recta cae sobre una linea recta hacien
do los 5ngulos adyacentes iguales uno a otro, cada uno
de los -4ngulos iguales es recto, y la linea recta que
cae sobre la otra es llamada una perpendicular a esa
sobre la cual cae. ’

11).-Un &ngulo obtuso es un &ngulo mayor que un &ngulo recto.

12).-Un 4ngulo agudo es un angulo menor que un &ngulo recto.
13).-Una frontera es lo que es extremo de alguna cosa. '

14).~Una figura es lo que es contenido por una frontera o
fronteras. : )

15).~Un circulo es una figura plana contenida por una linea

tal que todas las lineas rectas cayendo a ella deSde“
un punto entre aquellos yaciendo dentro de la, figura,

\




110

son iguales una a otraj;

16).-Y el punto es llamado el centro del circulo.

17).-Un didmetro del circulo es una linea recta cualquiera
trazada a través del centro y terminada en ambas direc-
ciones por la circunferencia del circulo, y una 1ineé
recta tal también bisecta al circulo.

18).-Un semicirculo es la figura contenida por el didmetro
y la circunferencia cortada por &€l. Y el centro del se-
micirculo es el mismo que el del circulo.

19).-Figuras rectilineas son aquellas que son contenidas por
lineas rectas; trildteras, las figuras contenidas por
tres, cuadrilidteras las contenidas por cuatro, y multi-

: literas las contenidas por més de cuatro lineas.
“="20) .~De las figuras trildteras, un tridngulo equildtero es
k la que tiene sus tres lados iguales, un tridngulo isés-

celes la que tiene dos lados iguales, y un ttiéngulo
escaleno la gque tiene sus tres lados desiguales.

2i).-Alln mis, de las figuras triléteras; un tridngulo rec-
tdngulo es la que tiene un A&ngulo recto, un tridngulo:
obtusingulo es la que tiene un &ngulo obtuso, y un —--

tridngulo acutingulo la que tiene .sus tres &ngulos agu-

. dos.
22).-De las figuras cuadriliteras, un cuadrado en una figura
que. a la vez es equildtera y recténgula; un oblongo ‘es’
1la gﬁe es recténgula pero nerQuilétera; un rombo aque-
1la que es equilétera pero no recténgula; y un romboide
aquella que tiene sus lados y A&ngulos opuestos iguales
‘uno a otro pero no es equildtero ni recténgula. Y los -
.otros cuadrildteros serén llamados trapecios. )
23).-Lineas rectas paralelas son lineas rectas las cuales
estando en el mismo plano y siendo producidas indefini-
damente en ambas direcciones, no se cortan una a otra

en una u otra direccidn.




Postu
1)0-
2) .-
3‘).-

4) .-
" 5).-
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lados.

Trazar una linea recta desde cualquier punto hasta cual
quier punto.

Producir'un? linea recta finita continuamente en uné
linea recta.

Dqscfibir un circulo con cualquier centro y diétancia.
Todos los &angilos rectos son iguales uno a otro.

Que si una linea recta cayendo sobre dos lineas rectas
hace los 4ngulos interiores sobre el mismo lado menores .
que dos &ngulos rectos, las dos lineas“rectas; si se’
producen indefinidamente, se cortarin sobre el 1ado,en’

el cual los angulos son menores que dos angulos rectos.

nes comunes.

i).- Cosas que son iguales a la misma cosa son también igua-—
les una a otra. V '
2).- Si iguales son sumados a iguales, los enteros serén i-
guales, ' _
~%).- 8i iguales son sustraidos a iguales, los residuos son ..
“ iguales. ) .
4).~- Cosas que coinciden una a otra son iguales una a otra.
5).- E1 todo es mayor que la parte.
Proposiciones..
No. 5 = En los tridngulos isbsceles los &ngulos en la base
B son iguales uno a otro, y, si las lineas rectas i-
guales soﬁ producidas, los &ngulos bajo la base se—
rdn iguales uno a otro. v
No.15 - Si dos lineas rectas se cortan una a otra, harin los
dngulos verticales iguales uno a otro.
No.26 - Si dos tridngulos tienen dos &ngulos iguales ‘a dos

&dngulos respectivamente, y un lado igual a un lado,"
‘a saber, o el lado contiguo a los &ngulos igqalesg
o el que subtiende uno de- los &ngulos iguales,  los

restantes ladgs, también serédn iguales a los restan-
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tes lados y el &4ngulo restante seri igual al Angulo
restante,

No. 32 - En cualquier tridngulo, si uno de los lados es pro-
ducido, el &ngulo exterior es igual a los dos Angu-
los opuestos e interiores, y los tres &ngulos del
triéngulo, su suma, es igual a dos Angulos rectos.

No. 41 ~ Si um paralelogramo tiene la misma base que un -
triéngulo y estén colocados entre las mismas para-
lelas, el paralelogramo es doble del tridngulo.

No. 44 - Aplicar a una linea recta dada, en un angulo recti-
lineo dado, un paralelogramo igual a un triidngulo
dado.

.No. 45 - Construir, en un &ngulo rectilineo dado, un parale-=

. . logramo igual a una figura rectilinea dada}

Hows 47 - En tridngulos rectdngulos el cuadrado sobre el lado
subtendiendo el &ngulo reécto es igual ‘a los cuadra-

dos sobre los lados que contienen el Angulo recto.
T.ibro II.

Proposiciones.

No. 5 - Si una linea recta es cortada en segmentos iguales
' y desiguales, el récténguio contenido por los seg-

mentos desiguales del todo junto con el cuadrado
sobre la linea recta entre los puntos de seccidn
es igual al cuadrado sobre la mitad.

Nb. 6 - 8Si una linea recta es bisectada y una linea recta

. es agregada a ella en una linea recta, el recténgu-
lo contenido por la entera con la linea recta agre-
gada y la linea recta agregada junto con el cuadra-
do sobre la mitad es igual al cuadrado sobre la 1i-
nea recta hecha bajo de la mitad y la linea recta
agregada.

No. 11 - Cortar una linea recta dada de tal manera que el
rectingulo contenido por la entera . y uno de los seg’
mentos sea igual al cuadrado sobre el segmento res-

tante.

v N :
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Libro III.
Definiciones.

6).- Seghento del circulo es la figura limitada por una rec-
ta y la periferia del circulo.
7).- Angulo dei segmento es el limitado por una recta y la
. periferia del circulo. _
_8).; Angulo en el segmento es el limitado por las rectas tra
zadas desde un punto de la periferia del segmeﬁto a los
extremos de la recta que es base del segmento.
11).~-Segmentos circulares semejantes son los que abarcan &n-
gulos iguales o aquellos en que los A&ngulos son igﬁa—

les.

Proposiciones.

No.24 - Los seghentos circulares puestos sobre rectas igua-
les son iguales entre si.
No.31 - En un circulo el 4ngulo puesto en el semicirculo es
' recto, e1>que estd en el segmento mayor es menor que
el recto, el que esti en el segmento menor es mayor =--—-
que el recto, y ademés,_el dngulo del segmento mayor
es mayor que un recto, el del segmento menor, menor que
el recto.
+No.33 - Sobre una recta dada construir .un segmento de . cir-
culo que comprenda un &ngiulo igual a un &ngulo rectili-

neo dado.

Libro V. . ) ,

Definiciones.

3).~ Razébén es cualquier relacidn entre dos magnitudes del
mismo género seglin su cantidad. o '
4) .- Dicese que dos magnitudes tienen razdn entre si, cuandbak
cada una puede ser multiplicada en modo de superar aj

la otra.

.
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5).- Dicese que la razén de una primera magnitud a una se-
gzunda es igual a la de una tercera a una cuarta, cuando
las primeras y las terceras igualmente multiplicadas
o al mismo tiempo superan, o al mismo tiempo son igua-
les o al mismo tiempo son inferiores que las segundas
y cuartas igualmente multiplicadas.

10).~-Si cuatro magnitudes son (continuamente) propdrcionales
se dice que la primera tiene a la cuarta una razdn tri-
plicada de la que tiene a la segunda, y siempre del -

mismo modo en adelante, cualquiera que sea la propor-
cidn.

Proposiciones.

No. 4 - En tridngulos con édngulos iguales respectivamente
equidngulos los lados alrededor de los éngulos iguales
son proporcionales, y los lados correspondientes sub-
tienden &ngulos iguales. ,

No.30 - A una linea recta finita dada, cortarla en razdn ex-
trema y media, : !

No.31 - En triéngulos rectdngulos la figura sobre el lado
subteniendo el &ngulo recto es igual a las figuras simi

lares y similarmente descritas sobre los lados que con-

tienen el &ngulo recto.
No.33 — En circulos iguales los Angulos tienen la misma ra-
zén como las circunferencias sobre las gue estan colo-

cados, siempre que ellos estén ¢olocados en los centros

o en las circunferencias.

Libro VIIT.

Proposiciones.

No.1l — Entre dos niimeros cuadrados hay un ntimero media pro-
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porcional, y el cuadrado tiene al cuadrado la razdn du-
plicada de ese al cual el lade tiene al lado.

No.12 - Entre dos nGmeros ciibicos hay dos nfimeros media prd-
porcional, y el cubo tiene al cubola razdntriplicada de ese

al cual el lado tiene al lado.

Libro.X.

Proposiciones.
No. 1 -4Sean'dadas dos magnitudes desiguales., Si de la mayor
' es sustraida una magnitud mayor que su- - mitad y de 1la
de la izquierda es sustraida una magnitud mayor que su
mitad, y si este proceso es repetido continuamente, ha-
brd a la izquierda alguna magnitud la cual seréd menor.

que la magnitud menor dada.

Libro XII.

Proposiciones,

No. 2 ~ Circulos son uno a otro como los cuadrados sobre éus
‘diémétros. '

No. 7 —'Cualesquiér prisma con base triangular puede ser di-
vidido en tres pirdmides iguales una a otra las cuales

- tienen bases triangulares.

Porismo. Desde esto es manifiesto que cualquier pirémide es
una tercera parte del prisma el cualltiene la misma ba-
se y altura. ’

No.1l0 - Cualquier cono es una tercera parte del cilindro que

tiene la misma base y altura.

Libro XIII.

Proposiciones.

No. 6 - Si una linea recta racional es cortada en razdn ex-
trema y media, cada unoc de los segmentos es 1la 1inea'

recta irracional llamada apotema.
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