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CAPITULO I

TEORIA DE DECISIONES



1.1 INTRODUCCION

Decidir, podria decirse ey jropic del hombre, pues la-
decigidn implica la seleccidédn canciente entre varias solu--
ciones posibles, Cotidianamente las decisiones de la vida--
personal y profesional pueden tomarse sin mayores complica-
ciones, tal vez, porque la mejor alternativa aparece a pri
mera vista lo suficientemente clara, que no requiere de mu-
cho andlisis, o quizi porque la decisién no es suficiente--
mente importante como para justificar la dedicacién de mu--
cha atencién y tiempo, dsto es, muchas decisiones se hardn-
basadas exclusivamente en la experiencia y el sentido comdn,
sin embargo, el creciente auge industrial y econémico del -
Pafs, establece la responsabilidad para quienes estdn invo-
lucrados en la ardua tarea de acelerar el desarrollo econé-
mico de utilizar los conocimientos cienti{ficos que coadyu--
ven a la toma de decisiones para aprovechar, en la mejor for
ma posible, los escasos recursos disponibles y optimizar --

asf! la funcién administrativa.

De vn manera formal la toma de decisiones se puede da
finir comog " La seleccién basada en Criterios Clent{ficos
de conducta alternativa derivada de dos o mds posibilidades"
Los campos ¥y objetivos de esta disciplina cient{fica son -~
muy variadcs y c¢s por ello que resulta atractivo para los -

»
administradcres agricolas, industriales y qubernamentales, -
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gquienes tienen que tomar importantces decisiones que les per
mitan alcanzar objetivos vitales para su empresa y cuyos rg
sultados l6gicamente tendrin que afectar o influenciar la -
vida de los demds ciudadanos, por lo que estas decisiones -

deberdn evaluarse con mds andlisis y criterio cientifico y-

no basarse exclusivamente en supogiciones empiricas.

La toma de decisiones no es una actividad aislada sino -
gque esti relacionada con un problema, dificultad o conflic-
to, y proporciona una respuesta al problema o la =zolucién -
del conflicto, para lo cual es nccesario gue haya un crite-
rio para la eleccién de la solucidén entre varias posibilida
des o alternativas y que dispongamos de informaciédn del ma-
terial predictivo. Al decidirnos por una alternativa en --
particular, dcbemos considerar que ésta tiene sus restric--
ciones inherentes como por ejemplo, el costo de la misma, -
la capacidad de las personas que llevardn a cabo estas ta--
reas, la influencia tecnoldgica, ete. Toda decisidn es to
mada con alqin criterio en mente y por lo tanto la eleccidn
de la mejor alternativa eastard influenciada por el criterio
que ge emplee, pues égte, nos permite formular una compara-
cién de valores y de relaciones entre las alternativas invo
lucradas, A mayor complejidad e incertidumbre, mayor serd-
la necesidad de criterio cient{fico, tal como lo muestra la

fig,1,1del espectro de las decisicones:

~-10-~



Decisiones Decisiones Decisiones

sencillas y un tanto sumamente
rutinarias mecanicas complejas
£
Evaluacién s
de —
alternativas .
Criterlo
//’////

Decisiones

FIG,1.1 ESPECTRO DE LAS DECISIONES

1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA TEORIA DE DECISIONES

Durante las dltimas décadas del siglo actual se ha de-
sarrollado la Teorfa de Decisiones gue permite evaluar la -
eficiencia de unag decisidn, al medir en que grado los resul
tados satisfacen el objetivo u objetivos formulades de ante

mano por la persona o grupo de ellas qgue tomardn la decigidn,

La teorfa de Decisiones se originé de tres corrientesg-

principales que song

1,- Teorfa de lag Preferencias y de la Utilidad
2,~ Teorfa de¢ las Probabilidades

3.=- Teorfa de la Inferencia Estadistica

En el siglo XI1X ge utilizaron los conceptos de Valor, -

Utilidad, Preferencias, Curvas de Indiferencias; ideas atr}

~11 -~



buibles a Adam Smith. Jevon:s: en su libro "rhe Theory of --
Political Economy" (1871) explicdé claramente el uso del con
cepto de las Escalas de Preferencias o Utilidad Cardinales.
Marshall (1901) en su libro titulado "Principles of Econo--
mics", elaboré el concepto de Utilidad Ordinal, cs decir &
denes de preferencias por medio del andlisis de curvas de -

indiferencia.

Posteriormente la Teorfa de las Probabilidades alcanzd
avances notables sin que se integrara con la Teorfa de la -
Utilidad que paralelamente también se desarrollaba. Es has
ta 1944 en gue Von Neumann y Morgenstein, publican "The - -
Theory of Games and Economic Bahaviour", libro, donde se --
combinan los conceptos y las téenicas del cdlculo de las --
probabilidades con la Teorfa Econdémica. El factor de la Ip
certidumbre se incorporé a la Teorfa de la Utilidad a tra--
vés de la identificacidn de la utilidad con la recompensa -
en un jueyo de azar, de ésta forma fué posible un tratamien
to estadistico aceptable de la competencia bajo condiciones

de incertidumbre,

Cembinadas la Teorfn de la Utilidad v la Teorfa de las
probabilidades el paso giquiente fué unir la Teorfa de la -
Utilidad con la Inferencia Estadistica que tiene por objeto
camicar y procesar los datos dispenibles para predecir re-

sultados posteviores, En 19%0, Abrahar Wald, ern su libro -



titulado "Statistical Decition Fuctions", presenté un andali
gis muy bién desarrollado sobre éste tema, con lo que gra--
dualmente volvié a surgir un interés por el enfcque Bayesig

no, que culmind con las obras de Raiffa y Schlaifer.

La posibilidad de que la Teorfa Estadfistica de las De-
cisiones se convierta en unas buenas matemiticas aplicadas-~
o no, depende de su capacidad de scr utilizadas como una co

‘ leccidn de instrumentos que proporcionen una clara percep--
cién para la solucidn de problemas reales. La humanidad --
siempre afronta problemas en condiciones de incertidumbre:
la Teorfa de las Decisiones ya mis refinada y madura ha de-

sempeiiado un papel importante para resolver éste tipo de -~

problemas.

1.3 TIPOS DE PROBLEMAS EN LA TEGRIA DE DECISIONES

L.og problemas que afronta la Teorfa de Decigiones se -

pueden clasificar en tres grandes grupos inicialmente,

1,- EN CONDICIONES DE CERTIDUMBRE, - BEsto  urre si ca-
da ureo de aceién posible (alternat ava) conduce -

invariablanente a upn resuttade especffico,

)

D, EN O CONDICICHLS DI RIES .. - Sucede wande onda al-

ternativa posible copduce hacda una ama conncida-

-13-



de resultados cspecitficos con probabilidades cono-

cidas.,

3,- EN CONDICIONES DE INCERTIDUMBRE, -~ Nos hallamos cn-
este caso cuando las probabilidades de los varios-
resultados especificos son totalmente desconocidos

o carecen de sentido.

En el presente trabajo, para cada uno de log tipos de-
problemas de la Teorfa de Decisiones, se desarrollan las --
Técnicas o Criterios aplicables para seleccionar las mejo--
res alternativas; se analizan los alcances y limitaciones -
de los diferentes criterios, incluyendo también las herra--
mientas necesarias de la Teorfa de Probabilidades y del Anj

lisis Bayesiano, desarrolladas en las paginas siquientes,

Cabe aclarar que la Investigacién de Operaciones y la-
Ingenierfa Econdmica, analizan, evaluan y resuelven una bue
na parte de estos problemas con sus propias técnicas en for
ma muy eficiente, y que en el presente estudio no se abor--
dan, porque resultarfa sumamente extenso,

1,4 ELFEMENTOS DFE UN PROBLEMA DI DECISI (HED

")

En cualquier probluma de decisiones encontraremos los-

siquicntes componentess

-14-



l.-

0O,

Existe una persona o personas encargadas de tomar-
la decisién, con objetivos especificados de antemg

no, a los que se les nombra DECISOR o DECISORES,

Existe un conjunto de ESIADOS DE LA NATURALEZA que
pueden ocurrir y que normalmente se encuentran fuge
ra del control del individuo que decide; sc repre-

sentan por 83, i=1,2,3,...n

Hay un conjunto de diversos cursos de accién facti
bles, de los cuales el decigor escogerd la mds ade
cuada, a éstas se les llama ALTERNATIVAS O ACCIO--
NES y normalmente se les representa como aj, - -

§=1,2,3, ... m

Lag congecuencias (ganancias, pérdidas, utilidades)
que resultan de la combinacién ESTADO DE LA NATURA

LEZA~ALTERNATIVA, ; U (63 aj)

Existe un grado de INCERTIDUMBRE para cada Estado-

de la Naturalegza.

Exigte un conjunto de ESTRATEGIAS derivadas de una
estimacién probabilistica que muestra la dependen-

cia con los Fstados de la Naturaleza anteriores,

Los Resultados o congecuencias de cada estrateqgia-

para cada Estado de la Naturaleza.

~-15-



8.- La preferencia y existencia de un Criterio con el

cual el decisor elige la mejor alternativa, por -

ejamplo el criterio puede ser de mdxima utilidad-

esperada, el Minimax,

ete,

Con los puntos 2, 3, y 4 podemos construir la matriz-

general de decisiones {ver tabla 1.1)

Estados de la Cursosg de accién o alternativas
naturalera aj ap asj
8y u{ey, oy! u(ey, ap) u(ey, aj)
0, U8, ay) | Ulog, ay) | U(8,, ay)
93 U(93, a; U(GB' az) U(93, as)
TARLA 1,1.- MATRIZ DE DECISIONES
Nétese que la utilidad U(6y, ap) corresponde a la combi

nacién del estado de la naturaleza uno (81) con la alterng

tiva dos (“2)'

En los capftulos posteriores s

regolverdn cjemplos com

pletos gue permitan aclarar cualquier duda en el plantea--

miento e jdentificacién de les elementos en les prollemas-

de decigion:

~16-




CAPITULO

TEORIA DE LA UTILIDAD

TEORIA DE LA PROBABILIDAD
INFERENCIA ESTADISTICA



2.1 TEORIA DE LA UTILIDAD
2,1.1 INTRODUCCION

El anfdlisis de la utilidad se remonta a la década de-
1870 cuando el economista britdnico William Stanley Jevons,
entre otros, introdujo esta Teorfa para analizar por que --

los consumidores compran lo que compran,

La utilidad es una expresién de los gustos y preferen
cias de un consumidor, la cual es mensurable y atribuida a-
todas las unidades de bicnes y servicios de que dispone o -
que puede adquirir un individuo. La gente no asigna en la -
practica beneficiog, pero la teorfa predice que las peirso--
nas actian como si hubieran calculado esquemas de benefi---
cios en sus mentes, La utilidad es de naturaleza subjetiva,
El ndmero de beneficios atribuidos a una unidad de un bien-
o servicio por una persona no tiene significacién, lo gue es
significativo es como éste se relacliona con el nimero de --
unidades del mismo hien o servicio, Por cjemple, si una peg
sona asigna des unidades al primer agupcate on su alimenta-
cié6n, vwna uaidad al sceounde v diez unidades a un filete en-
La migma eccmida, podemos determinar que a €1 le qusta el —-
primer ayuacate dos veces mas que el sequndo, v que é1 esti

ma al filete cinco veees mis que ¢l primer aquacate,



2.1.2 ANALISIS DE INDIFERENCIA
El andlisis de indiferencia es una teorfa del compor-
tamiento del consumidor que expresa en curvas sus preferen-

clas entre varias combinaciones de objetives o bienes,

La curva de indiferencia esta formada por un nimero -
infinito de puntos, cada punto representa alquna combing---
cién diferente de biencs que una persona puede descar consu
mir, Incluye todas las combinaciones que satisfacen a la --

persona en la misma medida.

Consideremos a un congumidor que sdlo compra dosg producs
tos, ropa y comida, a precics cotizados y definidosg, El con
sumidor, puede preferir una combinacién de eseos dos produc-
tos 6 si le son indiferentes cualguicra de dos combinacio--
nes de dichos productog., A continuacidn enlistamos las com-
binaciones de esos productos que fqualmente gerdn indiferen

tes a nuestro consumidor:

SITUACION UNIDADES DE COMIDA UNIDADIS DE ROEA
A 1 C
B 2 3
C 3 2
D 4 1,5

-19-



Representemos las combinaciones anteriores en una --

grdfica, obtenemos la siguiente curva de indiferencia:

64 A
S
(@]
&
w4 A
Q
w
3
g B
P
g2 4 c
ped
b D
1
UNIDADES DE
N L COMIDA
1 2 3 4 5 6 -

FIG, 2.1 CURVA DE INDIFERENCIA

Si nuestro consumidor pudiera escoger cualquiera de-
los puntos dibujados sobre dicha curva, no sabria cual es-
coger, porgue le es indiferente cualquiera de las combina

clones obtenidas,

Hotemos que la curva de indiferencia es couvexa des-
dez alajo, a medida gque bajamog hacia la derecha a lo largo
de la curva, la pendiente de la misma se aplana cada vez -
n&s, #stc ilustra la ley de la sustituci€n que afirma que-
cuanto m&e escasea un producto, mis grande serd su valor -~

de sugtitucidn relativa; su utilidad marginal se eleva con

- 20—



relacién a la utilidad marginal del producto que abunda, El
término utilidad marginal es la utilidad derivada de cada -
unidad adicional de un bien o servicio. Por ejemplo, el con
sumidor en la posicién A, puede sacrificar 3 unidades de ro
pa con tal de adquirir una sequnda unidad de comida, sin em
bargo, si baja a la posicién B sélo sacrificari una unidad-
de lo que le queda de sus existencias de ropa con tal de o}

tener una tercera unidad de comida,

La pendiente de la curva de indiferencia es la medida
de los términos con los cuales el consumider aceptard cam--
biar una parte de las existencias de uno de sus productos -

con tal de obtener un poco mds de otro producto.

51 agreqgamos oltras curvas de indiferencia a nuestro -
diagrama anterior; estas nievas curvas muegtran combinacio-
nes de los productos connideradog a niveles mds altos que -
el anterior y ohtenanog un mapa de curvas de indiferencia -

como el sialentoes

~-21-~
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Uy
. U
1
, : COMIDA

FIG, 2.2 MAPA DE CURVAS DE INDIFERENCIAS

Notemos que, si incrementamos ambos productos y nos -
movemos en direccidn noreste dentro de ¢se mapa, varos cru-
zando distintas curvas de indiferencia ;7 alcanzamos niveles

cada vez mas elevados de satisfaccidn. En consecuencia, U2

representa un nivel de satisfaccion mas alto que el de Ul'

iur 1o tanto, mediante las curvas de indiferencia po-
demos expresar la relacion entre dos objetivos cualesquiera
mediante intercambios vy proporciones de cambio entre los o}
jetivos analizados, Cuando existen obijetiveos miltiples espg
cificados para un sistora en particular, es muy frecuente -
que se pueda singularizar el objetivo mAs importante a fin-

de licgar a una s.tuacidén Gptima rediante el establecimjen-



ROPA

— : ' COMIDA

FIG. 2,2 MAPA DFE CURVAS DI INDIFERENCIAS

Notemos gue, si incrementamos ambos productos y nos -
movemos en direccién noreste dentro de ése wapa, varns cru-
zando distintas curvas de indiferencia v alcanzamos niveles

» - . ~ .o ~ v
cada vez mas elevados de satisfaccion. En consecuencia, U2

representa un nivel de satisfaccion mads alto que el de Ul'

Por lo tanto, mediante las curvas de indiferencia po-
demos expresar la relacion entre dos objetivos cualesquiera
mediante intcrcambioyg vy proporciones de cambio entre los ol
jetivos analizados. Cuando existen objetivos miltiples espg
cificados para un sisterna en particular, es muy frecuente -
que ge pueda singularizar el objetivo méds importante a fin-

de llegar a una situacidn Optima rediante el estal lecimien-



to de una escala de érdenes de preferencia que indicard el

comportamiento del decisor.

2.1.3 LA EVALUACION SUBJETIVA DE LAS CONSECUENCIAS MONETA-

RIAS.

Reconocemos que las consecuencias monetariss pueden -
tener una utilidad diferente seqin el decisor y la situa=---

cién concreta de lo que se trate.

Los resultados monetarios obtenidos al escoger una eg
trategia particular, tal vez dependan del prestigio perso--
nal del decisor, cl patrimonio financiero del decisor, de -
la posibilidad de una bancarrota, de la preferencia o aver-
8ién hacia el riesgo, de la contribucién potencial del em--

presario a la comunidad, ctc,

Por consecuencia, necesitames un modelo mds general -
de toma de decigiones, que ademdn de los menetarios, inclu-

yva la influencia de otres factores dmpertantcog en la situa-

cién de decisiones Lajo riesqgo.

La Teorfa moderna de la Utilidad nos proporciona ése

modelo. Esta tecorfa nosg dices

-23-



"Si el decisor actuda con el prepdsito de satisfacer ura
serie de supuestos razonables, que son los axiomas del-
comportamiento racional, existe una funcién de utilidad
del decisor, gue elige como estrategia mas apropiada a-

la que maximice la utilidad esperada’.

La funcién de utilidad toma en cuenta todos los aspectos de
la actitud del decisor con respecto a las consecuencias po-
sibles, monetarias y nho monetarias, .-de determinada situacién
de decisiones, Por lo tanto, la funcién de utilidad tiene-
gue ser algo muy subjetivo y suficientemente flexible para-
adecuarse a las caracteristicas personales de cada decisor.
Se analirard el desarrollo de curvas de utilidad para canti
dades monetarias, el mismo método se puede emplear para cual
quier otro bien, Es posible claborar funciones de utilidad

para grupos de hienes mds que para un sélo bien,

Proporcionaremog la Teoria v la exposicién razonada del
ugo del valer egperado de la utilidad como un criterio gene

ral de 1a geleceidn en 1a towa de decisiones,

De 1o expuesto anteriormente, referente a la utilidad, -
verecinsg o contintacién un ejanplo para mostrar gue alqunas-
vece: el criterio del valor w netario esperado no da una -

solucidn satisfactoria y es entonces cuando hay necesidad -



de utilizar otros criterios mds completos tales como la Tepo

rfa de Utilidad.

Sea el ejemplo siguiente:

ACCIONES N
ESTADOS ay ay P(9) "J
| mss |
91 0 10,000 1/2
92 0 -10, 000 1/2
VME 0 0

TABLA 2.1

Donde el VME es ¢l valor monetario egperado, el cual es
n

p) (gi'“j) P(ei), por lo cual para las-
i=1 '

igual a: VME(a )
.

acciones tenhnemos:
VME(a]) -0 (1/2) 4 06 (1/2) -0

VME(nz) 10,000(1/2) - 10,000(1/2) = Q

Cuando el VML eg usado como un eriteric de decisgidn, la

geleceidn serfa inditerente entre 4y ¥ o1, Yaoque en las dos-

acciones oy curc copr puede observarso en el afltimo renglén,

Nuestro propésitc es mostrar como es posibile deducir --
una funcién que relacione valeores monetarios a otra escala -
gue mida el valor subjetivo, y as{ poder resolver problemas-
como égte y otros mas compleijos.
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2.1.4 OBTENCION DE UNA FUNCION DI UTILIDAD Y SU APLICACION

En esta seccidn se muestra la técnica para obtener una
funcidén de utilidad la cual permitird resolver problemas --
mds complejos vya que con el criterio del VME no ge podria-

resolver eficazmente para grandes cantidades de dinero,

Mediante el siguiente ejemplo se analizard la técnica
a seqguir para obtener la funcidén haciendo uso de los concep

tos de la teoria de utilidad.

Paedro Lépez, ducio de Empacadora al Vacio, S. A, estd-
tratando de tomar una decisidén. llace aflos su compafiia desa-
rrolld un nuevo método para conservar la comida mds fresca-
empaquetandola en nitrdgeno puro en lugar de aire, lo que -
hace que ¢l periodo de conservacidn sea mayor. La compaffa-
ha estado creciendo muy lento debido a que ¢l método repre-
senta un cambio radical en empacar y se han tenido un mini-
mo de companias que hayan estado dispuestas a ubilizar di--

cha innovacion,

Actualmente la idea se cempieza apreciar v Pedro estima
que el futuro de la compania es briilante, In el pasado la-
compafifa ha tratado de desarrvollar contenedores para los pro
ductos empacados en nitrégenc puro y Pedro siente que se de

Lera cfectuar una expansion en ia companfa. Existen dos al-
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ternativas con las cuales puede lograrse. 5S¢ ha comprado a
otras compaiias la produccién del nitrdgeno que se reguiere
el cual es mds puro de lo necesario y pilensa crear un depar
tamento que se ocupe del diseno de plantas de nitrégena don
dequiera que se¢ necesiten, lo cual reducira el coste en 2/3
partes del que se ticne actualmente, con lo cual se podran-
satisfacer las nccesidades de compafifas mds grandes.

La otra opcién que tiene Pedro consiste en disenar las eompa
cadoras para la compaiifa ya que en el pasade se ha tenido -
que ir con cada compania particular que requerfa los servi-
cios de nitrégeno puro y modificar las magquinas empacadoras
normales para que puedan insertar nitrégeno en el taquete,
El estima gue si tuviera un grupo de desarrecllo de maquinas
empacadoras en la compaiiia, ¢sta sceria capas de crecer mu--

cho mas rapido,
Las acciches que tience Pedro disponibles sont

a7) No hacer nada

az) Desarrellar un grupo de nitrégenc selament e

a3) Desarrollar un grupce para efectuar los estudics de
miquinas empacaicras exelusivamente,

34) Tener un grupo de desarrello tanto de nitr&genc cope

de empacadora,



Los pagos que se acumularan de cada accién dependen en-
gran parte de la cconomfa de los 5 préximos afios y de la ta
sa de crecimiento de la idea de usar nitrdgeno puro en la -
industria alimenticia. 8i Pedro invierte en el desarrollo-
de cualquiera de estos grupos y el crecimiento de la compa-
fifa no se materializa, ésta podrd estar en serias dificulta
des financieras. Después de un estudio cree que la combina
cién de las condiciones, crecimiento econdémico y de la com-
pafifa pueden cataloqérse en 3 estados diferentes que sont
Bueno, indiferente y malo, Los pagos resultantes para cada
estado-accién se dan en la Tabla 2.2, en donde las cantida-

des estin en miles de pesos.

a, a, a, a4
64 (Bueno) 300 1000 1500 3000
02 (tndif) 20 200 0 300
(—-)3 {Malo) ~100 - 500 -8300 ~-1500

J.ML1, 52 230 210 570

Tabla 2.2

Pedre determina que las probabilidades de ocurrencia de
los estades Lon P(Gl)ﬂﬁ.B, P(92)~ 0.4 vy P(03) - 0,3, Cono

ce tapb:;ién gue les pagos en la Labla anterior representan -
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cantidades significantes de dinero para su compaiifa y ha de
cidido que un enfoque de valor esperado no es una forma ---
apropiada para resolver su problema, si usara el criterio -
del VME escogerfa la accién ay ya que es la que da el VME -
mdas alto de todas las acclonces como se puede obhservar en la

tabla 2.2,

El problema de Pedrc sc pucde resolver usando la Teo-

rfa de la Utilidad.

A fin de analizar ¢l preblema se debe reemplazar cada
pago por un boleto de loterfa, el bLolete para cada pago se-
seleccionard de tal manera gue su importancia para Pedro se
r4 exactamente igual al valor del pago. Cada beleto de lote
rfa tendrd dos contribucicnoess

B = consecuencias buenas; M - consecuencias malas, --

Una probabilidad 7 de qanar v 1 7 de purder,

Supondga gue estameg cfreciende g Pedr un rango com--
pleto de b icros de Toterfa, cada v de olles con B oiqual-
a § 3000066y Migqual a 21 S0 00 con el propsito de-
utilizar la Teorfa de Utilsdad, Pedro, debe estar dispuesto-
a usayr un beleto de Ioterfa equivalente a cada pago vy asf-
tenamos las Jdos alternativas siguientes:

-~y



probabilidad 7 de ganar --
$3 000 000

Un boleto

de loteria probabilidad l-7 de perder
51 500 000

Alternativa A;

Alternativa B; Una cantidad dada de dinero seguro

Pedro indica su preferencia entre las alternativa A y
B para una serie de valores diferentes de T y niveles de -

dinero seguro,

Este proceso puede ser presentado considerando la ta-
bla 2.3. La alternativa B estd listada en el lado izquierdo
de la tabla (dinero seguro). la alternativa A provee una de
$3 000 000 con una probabilidad 7 de ganar y otra con 1-T
de perder $1 500'000 gque s0 encucentra listada horizontalmen
te en la parte superior de la tabla, ledroe indica en cada -
celda, cual prefiere de A 6 B & es indiferente. Por cijemplo
iniciando en la parte final de la primera columna. Preferi
ria usted "3 250 000 de dinero seguro (B) & un bholeto de 19
teria (A) cquivalente con probabilidad 7 1 de ganar los --
53000 000 v oana probabitidad e coco de perder 51 500 0007,
1 prefiere obvimeente la alterpativa 1, widndonos hacia-

arriba a la siquiente coelda, Vaceros wa Lreoanta gimilar: -

cprefeciria usted o onh de dinerc seguro (B) 6 un bolg
to de ioterfa ‘A equivalente o pooacbab..idad W 1 de ga
nar 130354 i, wrna probabilidad cero de perder %1 500 0007

)
nt



TABLA DE SELECCION PARA LA BUSQUEDA DE
ENTRE DINERO SEGURO Y LOTERIAS

TABLA 2.3

PUNTO DE INDIFERENCIA
EQUIVALENTES

DINERO SEGURO
(ALTERNATIVA B)
EN MILES,

LOTERIA EQUIVALENTE

(ALTERNATIVA A)

CON PROBABILIDAD T

T=1.0 T=0.8

m=0.6 M=04 T =0,2

m=0

- 1 750

~ 1 500

0

1 000

1 500

1 750

2000

2 250

o

500

A

Indif.

A

A

Indif,

I3

A A

A

. Indif.

B

A

IRTR RN AN .

23] -

A

Indif.

A

Indif.
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estas alternativas son obviamente idénticas y escribimos --
indiferente. Moviéndonos hacia arriba a la prdxima celda y-
haciendo upa pregunta similar, hallamos que A es claramente
preferida e igualmente para todas las demds celdas en el --
resto de la primera columna., La tabla es acabada de llenar-

en forma similar.

Los puntos de indiferencia obtenidos en la tabla 2.3-
son ahora colocados en la fig. 2.3 y sc traza una linea que
pase por los seis puntos, desde luego la curva puede ser --
construlda para mds puntos (variando 7 en intervalos de --
0.1 en lugar de intervalos de 0.2) y tener la sequridad de-
que el tomador de decisiones estd satisfecho con los valo--
res mostrados, Esta curva mostrada en la fig. 2.3, es la --
funcidon de utilidad de Pedro y con ella pucden obtenerse --

los valores de T cquivalentes a los pagos,

Por ejempla, el valer 7 que corresponde a un pago de
&

$ 300 000 en 0,55, Utilizando eosta migma téenica para log-

olrcs pagos, sc obtienen los nimercs de la tabla 2.4.
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TABLA 2,4

Probabilidades equivalentes para los pagos del problema de Pedro

PAGOS** -1500 -800 -500 -100 0 20 200 300 1000 1500 3000

PROB.LEQUILV,
T 0 0.26 0.34 0.45 0.48 0.485 0.53 0.555 0.71 0,80 1.00

**en miles

Ya que Pedro tiene seleccionado cada boleto de loterfa-
como equivalente a un pago, deberi ser indiferente entre su-
problema original y un problema similar con boletos de lote-
rfa equivalentes en lugar de los pagos, lo cual se puede di-

bujar mediante un diagrama de Arbeol como se muestra en la --

(]

fig. 2.4, en dende para la accidn Ay el cstado 8, se tien
gue el pago de $300 000 es ecquivalente al boleto de loterfa-
con probakilidad 7 = 0,555 de ganar $3000000 y con probabi-
lidad 1-m de perder $1 500 000, De la misma manera sc proceg

de para las otras acciones.

La meta de cste anilisis es desarrollar un nudo de in--
certidumbre con dos ramas cuyos pagos gean $3 000 000 y  ---
$1 500 000, ademas quc las probabilidades representen las PO
sibilidades de lograr cada uno de estoy resultados si repre-
sentamos a G como el evento de ganar §3 0060 000 v § ¢l per--
der $1 500 060, entonces de acuerds con la férmula de parti-

cién tenemos ques
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FIG. 2.4
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P(G)= P(Gy ¢ + P (Gy©;3) + P (Gy 63) y cada uno de los-
términos del lado derecho de esta ecuacidn puede descompo--~
nerse en ¢l producto de una probabilidad condicional por --

una incondicional por ejemplo:

P (Gy©1) =P (G/61) P (67)

y de igual manera para los otros dos términos que al substi

tuirlos sec tiene.

P(G)=P(G/6,) P(8,) + P(G/6,) p(92)+p(s/@3) P(6,)

y para el casoc de perder tenemog:
P (s) -1 - P(G)

De estas férmulas se pueden encontrar las cantidades del
lado derecho de la expresidédn, Por ejamplo para la accidn a3

se tiene lo siquiente:

P(G) =(0,555) (0,3)+(0,485)(0,4)+(0,45)(0.3) = 0,495
y para P(85)=1-P(G)=1-0,495=0,50%
al cdloulo para las otras !} accioneg puede efectuarse de --

forma similar. Bl &rbol resultante se muestra en la fiq,2,5

Latce &rbol reducido puede ser utilizado por Pedro para-
tomar una decisién, nétese que cada nudo de incertidumbre -
tiene ¢l mismo conjunto de pagos, Por congiguiente la mejor
aceidn es agquella que tenda la mayor probabilidad de ceurren

T
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cia. Pedro escoge la accién a; que es la mejor, le siguen-

aq,d3 Y aj gue es la peor,

Esta reduccién del problema original a un problema equi
valente con dos resultados es siempre posible, haciendo ca-

so omiso del nimero de resultados en el problema original.

Estd claro que la accidén ap es preferida en lugar de la
accién ay que fué la accién escogida cuando el problema fué
analizado mediante el criterio del VME lo cual puede verse-
en la tabla 2.2, Esta inversidn de la accién a4 a la accidédn
ag e¢s el resultado de permitir el tacto subjetivo de Pedro-

acerca de la situacidén de riesqgo,

Existe una simplificacién adicional gue puede ser apro-
vechada en éste andlisis, consiste en reemplazar los pagos-
originales con la probabilidad de ganar la loterfa, por ejem

plo para la aceién ay se tiene,

0.% 0,955

paeh”

Indiferente 0,4
(}/\ . 0,485

~ O, 45

Uy .



De iqual manera se procede para las otras acciones, aho
ra se calculan los valores esperados de cada accién, Para-
la accién aj se tiene 0,3x0.555+0,4:x0,485+0.320.150 - 0.495
De igual manera para las demds acciones como se muestra en-—
el arbol siguiente:

- 0.495

aty /,//’///

Fig, 2.7

Se puede notar a igual que el otro método que a; cg la-
mejor accién.
Esta técnica siempre proporcionard la mejor accidn y el mig
mo ordenamiento de las acciones como la técnica mAs compli-
cada que ge egtudid anteriormente, en lugar de reemplazar -
los pagos de cualquier problema con alguna loterfa solo se-
reemplazan con un valor,  Por lo wmigno es pesible usar el -
criterio del valor egperado excepto por la necesidad de eg-
tablecer la funcién de utilidad y transformar los pagos en-
probabilidadeyg equivalentes, hLote que los valores espoera--
dosg de la fig, 2,7 son log mismos que las posibilidades de-~

ganar las loterfas en la fig, 2.% Por lo cual es siempre -
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més fdcil usar ésta dltima téenica de reemplazar los pagos-
originales con probabilidades equivalentes de ganar una lo-

teria.

2.1,5 LA CURVA DE UTILIDAD DEL DINERO

La curva de la fig. 2,3 puede ser reemplazada por ---
otras curvas equivalentes, cualquiera de estas curvas equi-
valentes es una transformacién lineal de la curva original-
la cual nos darda la curva de utilidad del dinero y es ésta-
la que se utiliza para recmplazar los pagos en cualquier --

problema de Teoria de Decisiones.

Las nuevas curvas equivalentes a la curva de la fig,-
2.3 son derivadas haciendo una transformacién lineal positj
va de dicha curva. El valor esperadce de la loterfa de Pedro
es:

E(loterfa) = 3000 P{(ganar) - 1500 P(perder), dado en-
miles, pero P(perder) = 1 - P(ganar)
Substituyendo quedas

E(loterfa)

B

3000 P(ganar) - 1500 [1 - P(ganar)]

-
H

3000 P(ganar) - 1500 + 1500 P{ganar)

El{loteria)

i

4500 P(ganar) - 1500

...‘“)-



Esta expresién es una transformacién lineal positiva-
de P(ganar). La razdn por lo cual E(loterfa) trabaja bien -
como P(ganar) es que E(loterfa) puede expresarse como una =
funcién lineal positiva de P{ganar), cualquier i:rangforma--
cién lineal positiva de P(ganar) nos darf el mismo resulta-

do en el ordenamiento de las acciones.

Suponga por ejemplo que la variable U sea una trang
formacién lineal positiva de P(ganar). Partimos de la dlti-
ma expresidn en donde para la generacién de los coeficien--
tes de la transformacién lineal asociada con U es que la =-
curva del dinero pasardi por el origen (cero pesos = cero =—-
utilidad) y por lo cual la pendiente de este punto es uno, -

Tendremos la siguiente ecuaciodn:
U = Ky P(ganar) - K,

Sabemos que U(0) = Q

1

U(0) = Ky Plganar) - K,
La probabilidad de ganar cero pesos es 0,48 (ver tabla 2.4)
por lo tanto tenemost O . 0,48 Ky - K2

de donde; Ko 0,48 K1

Para pagos pequeiiog las utilidades van a ger las mis-
mas que los pagos, por lo cual para poder encontrar ¢l va--

lor de los coeficientes ¥y vy Kp tendremos  que calcular la-
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utilidad para otro pago.

Por ejemplo gea:
u(200) = 200
Sustituyendo en nuestra ecuacién original,
200 = K P(ganar) - 0.48 Ky
La probabilidad de ganar 200 es 0,53 (ver tabla 2.4)

200

i

0.53 Ky - 0.48 Ky

200

]

(0.53 - 0.48) K

200 = 0,05 Kl

=
)

1 4000, por lo qgue Ko es iqual a:

>~
[ &)
!

= 0,48 Ky = 0,48 (4000)

= 1920

=
[y
n

Substituyendo el valor de estos coeficientes en la --

ecuacidén original tenemos:
U = 4000 P(ganar) - 1920

La cual utilizaremos para calcular los valoreg de U y
utilirarlos en lugar de los pagos. Ya se calculd anterior--
mente los valores de P(ganar) de cada uno de los pagosg y --
utilizaremus estos valores en la ecuacidén anterior para en-
contrar los valores de U', Con una serie de valores de U cal

culados elaboraremos una nueva griafica que relacione los vy

42~



lores de los pagos con los valores de U, Por lo tanto, para
un pago de 1500, la P(ganar) es 0.80 (ver tabla 2.4) y el -
corresgpondicente valor de U es:

U = 4000(0.8) -~ 1920 = 1280

De la misma manera se pueden calcular los otros valo-
res de U correspondiente a cada uno de los pagos, estos va-
lores se encuentran en la tabla 2.5.

TABLA 2,5

PAGOS Y VALORES DE U EQUIVALENTES PARA EL PROBLEMA DE PEDRO

PAGOS ~1500 ~-800 -500 -100 C 20 200 300 1000 1500 3000

VALORES -1920 -88B0 -560 -120 0 20 200 300 920 1280 2080
u

Ahora podemos dibujar una gréfica relacionando los va

lores U directamente a los pagos como aparece en la fiqura-

2.8,

Con log valores y obtenidog se puede hacer un arbol -
de decisgién del problema original con U reemplazando los pa

gog como ge muestra en la figura 2,9,
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Se calculan los valores esperados en cada nudo de in-
certidumbre (ver fig, 2.,9) y se puede observar que cl orde-
namiento de las acciones es el mismo que los métodos ante--

riores en donde a, cs la mejor accién,

Las ventajas de usar la curva de utilidad del dinero-
cs que todos los pagos negativos tienen utilidades negati--
vas y todos los pagos positivos tienen positivas, la utili-
dad de cero pesos es cero. Ademds permite de que la opcidn-
de no hacer nada permanezca implicitamente en lugar de ex--
plicitamente como ge tendrfa en otros cdlculos, con lo cual

permite clasificar fdcilmente cualquier accién.

Para pagos cuyas consgecuencias no sean grandes es 16-
gico que las utilidades deban ser identicas a los pagos, Es
razonable que sea asl, ya que los payos representan conpe--
cuencias serias y debido a esto fué que se usd el concepto-
de utilidad, en caso de no tener congecuencias serias se hy

bilera preferido usar el VME como criterio de decipién,
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2.,1.6 TIPOS DE FUNCIONES DE UTILIDAD

Existen muchos tipos de funciones de utilidad, ya que

cada persona tiene su funcién de utilidad, las cuales pue--

den tomar a grandes rasqgos alguna de las tres formas que a-

continuacién ge exponen:

Dado un rango de resultados cualquier funcién puede -

tomar cualquiera de las formas mostradas en la fig, 2.10,

Utilidad
100
90

80

70

30

20

10

FIs, 2. 10

U

|
!
|
|
|
t

— |
{
1 T T

1

3000

r

III

[

]
6000

|

—a o m —— ————

—
9000 10000

Ganancias
monetarias

TRES POSTELES FORMAS DE FUNCIONES DE UTILIDAD
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Las tres funciones mostradas en la fig. 2.10 se incrg
mentan mondtonamente por todas partes. Por ejemplo dU/AM DO
mogtrando gue los tres individuog prefieren mis que menos
dinero. Sin embargo la utilidad marginal de un peso adicio-
nal de ganancia varia entre los tres casos, cl término mar-
ginal se refiere a la dltima unidad que ha sido agrecada, -
El individuo I tiene una utilidad marginal constante de di-

2 2 Can <
nero ya que d°U/d"M -~ 0, indicando que €l valda altamente -
una cantidad adicional de ingreso sin importar si es el pri
mexr peso de ganancia o es el 10 000 avo. El individue IT su
‘qs . . . 2 2
utilidad marginal es decreciente, oor ejemplo d°u/d™ o0,
41 valda subjetivamente un peso de ganancia muy poco, Con--
trariamente el individuo 11T wvalia subjetivamente cada peso
) ) e 2 2
de ganancia altamente, por ejemplo d“U/d“MD 0; é1 e¢s una --
;ersona quien algunas veces toma una apuesta injusta en el-
sentido que escogerd una accidn para la cuial el valer mone-

tario esgperado del resultado es negativo,

Para ilustrar mids claramente los efectog de las for--
mas alternntivas de las funcicney de utilidad consideremog-

el problema dade er la sigquiente tal:la 2,6,
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PROBLEMA CON TRES DIFERENTES
TIPOS DE UTILIDAD MARGINAL (UM)

PROBLEMA INICIAL
UM CONSTANTE (UM DECRECIENTE [ UM CRECTENTL

(INDIVIDUO I)|{INDIVIDUO IT) [(INDIVIDUO TI1F)

Esta-
< a &
p(8e) dos . a a, a a ! a, a a,
1/3 el 6000 3000 GO 30 20 45 30 10
1/3 0 6000 6000 60 0 B30 80 30 30
2

1/3 93 6000 9000 6O 90 82 9% 30 70

VME 6000 6000 JUE 60 60 UE 1o 73 UE 30 36

TABIA 2,6 PRESENTACION DE UN PROBLEMA DE DECISION CUN TRES CLASES DI
FUNCIONES DE UTILIDAD MOSTRADAS BN LA FIG. 2,10

En el lado izgquierdo de la tabla, el resultado estd en

términos de dinero, mostrande ambas acciones el mismo valor-

monetario esperado. Cuando ¢l mismo problema es resuelto con

una funcidn de utilidad lineal, individuo T {(fiq, 2.10) en=--

contramos lgual utilidad esperada (UE) para las dos acciones

Asi cuando la funcién de utilidad es lineal, maximizar el va

lor esperado también se aard con la utilidad esperada. Sirg

solvemos ahora el mismo problema de la tabla ?,¢, con una --

funcidn de utilidad ma inal decreciente (individuo II), en-
contramos que la ad 1 vroporcicna alta utilidad esperg

da de acuerdo con nuestra intuicion: 'a cursa 1l (epnreserta-
i

a un individuc ague es consersador en el sentido do que en -
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una situacidn riesgosa prefesird la accion con la mds baja -
variabilidad, ain cuando ambas tengan ¢ misno valor moneta-
rio esperado. lLa curva LIT representa a un individuo aue pre
fiere el riesgo, es un jugador en ¢l sentide que escogera la
accidén con mayor variabilidad ain cuando ambas tengan el mis
mo valor esperado. Bsta funcidon de vtilidad da el valor mong
tario muy alto cuando hay una oportunidad pequena para gran-

des ganancias.

Vemos gque no hay nada de irracional en ¢l comportamien
to de cualquicra de cstos individuos. Por ejemplo si al indd
viduo III le ofrecen dos acciones las cuales tengan el mismo
resultado monetario sceleccionard la que tenga la probabili--
dad mds alta para ¢l resultado mas favorable, por lo gene--
ral este individuo prefierc mehos a mds riesgo ain cuando --

tengan el misme resultado monctario,



2.1.7 PROPIEDADES DE LA FUNCION DE UTILIDAD
Supongamos que arbitrariamente soleccionamos dos nds
meros cualesquiera que nos representen la otilidad de

$10,000 y ~$10,000 en el problema de la sceciton 2.1.3. pPor

cjenplo sean:

u(-s10,000) 0

Ut $10,000) - 100

Por lo tanto, tencmos avhitrariamente seleccionados
un origen y una escala para la medicitn de atilidades. Una
funciétn de utilidad asi deducida es una funcidn cardinasl -

Y-
(mas bien que ordinal) en un sentido muy restrinaido, Fspe
cificamente una transformacidn incal mondtona de la fun--
c16n de utilidad original, cuando es aplicada a proklemas
de seleccidn en particular, resulta la misma decisidn como
la funcién original. No podemos, -in embarao, decir que si

la utilidad de A eos 10 ( U,\ 10 ) v 1a de B ey 60 (U

' ' B
60 ) el tomador Jde decisiones prefiere B oseirs veces mds --

que A. A causa de que la escala e arbitraria, podemos to-

mar otra encala de elo ¢ifhn tal (e ol o emy o \‘,\ 10y
i
UB 600, Sin embayqg , Tas magnitudes relativas de tas di-

ferencias entre los riGmeros de utitrdad son significantes
en que 8stos no carbilaon para unag transtormacidn lineal, --
Por ejemplo sujngame, e U0 -~ U v, - v,

jempiu supend ! AR ( n

una transformaci®n lineagl U dU* 4+ b, a 0. sustitarende

Escojamoas -~

esta transformacifn en la desigualdad arterior tenemos:
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AU* + by Callk Sl 3y - T
(dUA t b (alg b) (dLKj tb) (alh 4 b)

1A L 1t Ao 1t
Up = Up Uo = U

Por lo tante, las diferencias en la utilidad relati-
va son invariantes bLajo una transformacién lineal. A causa
de esta caracteristica, la forma general de la funcién de
utilidad nc es dependiente del origen y de la escala selec
cionada. Es decir, la segunda derivada de la funcidn de u-

tilidad es invariante hajo una transformacidn lincal,

Ahora podamos hacer ol Intento de resurir mis formal
mente las propiedades de la funcién de utilidad., Una fun--
cibn es una reqla que asocia los elementos de un cenjunte
con los elementos de ctro condunto. bEn ¢l caso de una fun-
eién de utilidad, estamces buscando una recla ( funcibn ) -
que asociard o asignarl nfreros, U(M) del conjuntoe de to--
dos los nfrercs, al cenjunto de los resultades monetavios

(MY, o como los llamaremos aguf, narescs esperados,
L H ’

Locada ingresc caper oG, le corre sponde un nlmero
1]
U{M), al cual le Vlamamos la utilidad del inarezo. Ista --

funcibn ticiie las siculentes propredades:
]

1.~ UMy tiM ), » el individue prefiere M, a M,
2.- €1 ¥ es la esperimza cen prokabilicad P, el in-
dividuo elije U] Uity 4+ o b U

U {M) i N2 2 I S U TR A B o1 (R SR Al



ria
3.~ La funcidén de utilidad estd acotada, es decir,

UM) # 4o

La existencia de una funcién de utilidad con las pro
piedades mencionadas implica que el tomador de decisiones
satisface las siguientes cuatro suposiciones concernientes

a sus preferencias:

1.~ { Ordenacibn de alternativas ). En Ludo caso, -
My » M; ( que se lee como: M), es preferida a ---

Mp ), My - My 6 My My,

2.~ ( Transitividad )., Si My > M:; v M2 > My, enton--
ces My ~ My,

3.~ ( Continuidad ). 81 M, M, M3y, entences ahf{ -
existen probabilidades P para las cuales {M),My;
P,(1-p) ) - M, &6 M; - {My MyP, (1-P) 7,

4.~ ( Independencia de alternativas irrelevantes ),
si My M2, v M3 es otro ingreso, entonces { My,

Magb, (1-1") ¢ UMy My, (1-1) 4,

Aunque las reglas mencionadas conttituyen una téong-
ca para asignar nQmercs de utilidaed a resultados monetari-
0os, ellas no prueban la existencia de una furncién de utilj
dad. Sin embargo, asumiremos que dicha funcifn existe y pu

ede ser especitficada para decisicnes individuzles.
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Cemo puede hober malentendidos en el concepto de uti |
lidad, enumeraremos algunas falsedades que frecuentemente

suscitan discusiones sobre la utilidad.

Falsedad I

{M,,My;P,(1-P) )} > M; porque la utilidad de la prime-
ra es m&s grande que la sequnda. Esto es falso porque las
preferencias entre las esperanzas son l6gicamente a priori

a la funcibn de utilidad.

Falsedad I1I

Si My » My > My > M,, vy las utilidades son: U(M;) +
U(My) = UMz) + U(M3), entonces {M; My;1/2,1/2) » (M1, My
1/2,1/2} dado que la variancia del primero es menor que la
del segundo, Esta declaracién es otra ve: falsa porque nie
ga qué preferencia viene primero, esto es, los nGmeros de
utilidad esperada tienen ccnsideradas variancias en las --

preferencias originales.

Falsedad 111

Si My - My - M, > My y la funcifin muestra que —-———
U(M;) - U(M:) es mAs grande que U(M;3) - U(MJ), entonces un
campio de M; a M} es preferido que uno de My a M;, Esto ~-
también es falso, ya que las‘(unciones de utilidad son ---
construidas de prefercencia entre pares,

Un ejerplo simple ayudar8 en la interpretacifn de es
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ta falsedad. Supongamos que un tomador de decrsiones diee
que &l es indiferente entre la Opcidbn 1 Y la Opcidn 2 pa-

ra las siguientes tablas de ganancias:

TABLA 2.7

PROBABILIDAD ESTADO OPCION 1 OPCION 2
(DINERO SEGURO) (LOTERIA UQUIVALENTE)

1/2 0 $ 1,600 $ 0

1/2 02 $ 1,600 $ 3,000

TABLA 2.8

PROBABILIDAD ESTADO OPCION 1 OPCION 2
(DINERO SEGURO) (LOTERIA EQUIVALENTE)

1/2 0y $ 1,400 $ 0

1/2 4, $ 1,400 $ 1,600

Haciendo las asignaciones U($0)=0 y U($3,000) 1, en

tonces del primer conjunto de preferencias tenemoss

U(S1,600) - (1/2) (0) ¢ (1/2) 0(53,000)

1/2

y del secundo cunjunt

U($1,409) (1/2) (0} v (1/2) U(s1,600)



1/4

Como ejemplo de una decisidn que implica un cambic -
en la posicidn contra las anancias actuales, consideremcs
ahora el sicuiente problema de decisibn y las elecciones -
implicadas por los puntos de utilidad deducides anterior--

mente.

TABLA 2.9

PROBARILIDAD an az

1/2 8, no cambia camb:ia de
£1,600 a $3,000

1/2 D, cambia de no cambhia
S0 a ¢£1,400

5i cada accibn fuera evaluada usande los puntos de u

tilidad cdeducidos, unc podria suponer (incorrectarente) --

que:

Ulay) 3 UGS0) + % {U(51,400)-U(50) ) %
Ve 1. ]
U(a,) i {0(S3,000)-0{S),600) 4 = U(50) T

1o cual implica vue 4, serfa eleaida selae a,. fir erkar--
go, en términces de la actual carancia invelucrada, el tera

der de decisiones tiene la siquiente eleceiér:

=50



TABLA 2,10

PROBABILIDAD oy ar
1/2 0, $0 $ 1,400
1/2 0, $ 1,400 $0

Pero claramente, en este caso, el tomador de decisio
nes seria indiferente entre a, y a,. La falscdad estd en a
sumix que la diferencia en la utilidad entre el par de pa-
res ($0 a $1,400) y ($1,600 a $3,000), est§ dada por la --
funcibn de utilidad que fué deducida usando sb6lo preferen-
cias entre dos opciones (un par). Por supuesto, una fun---
cibn de utilidad podria ser deducida utilizando dos opcio-
nes que involucren cambios entre dos posiciones. Peroc una
funci6fn de utilidad obtenida por la teorfa dada en esta ~-
seccibn no es en cierto medo una funcién. Por lo tanto, la
funcibtn de utilidad permite la comparacién entre dos posi-
ciones a lo largo de la curva, pero no permite la compara-

cibn entre las diferencias de dos pares de posiciones,
FALSEDAD TV

Comparaciones interpersonales de utilidad son posi--
Kles, lLa siauiente discusifn ilustra gque esto es otra fal-

sedad.

1 fndice sugerido anteriormente para la redicibn de
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la utilidad no dice nada acerca de la cantidad de "satis--
faccibn" que experimenta un individuo como resultado de ha
ber obtenido dinero. Debemos ser cuidadosos para distin---
guir entre la "actual" medida de utilidad y el "sustituto"
de la medida de utilidad, lo cual sblo implica que unica--
mente cantidades medibles pueden ser asociadas con la uti-
lidad. Sin embargo, esta distincidn parece ser totalmente

innecesaria si uno considera que la mayorfia de las cantida
des medidas que pueden ser concebidas o encontradas en o--
tros trabajos cientfificos o de aplicacién, son medidas ---

"sustitutas".

Consecuentemente, la "utilidad" gque hemos medido re-
presenta un concepto que serd utilizado en la toma de deci

siones individuales.



2.2. TEORIA DE LA PROBABILIDAD

El estudio de la Teorfia de la Probabilidad es una ---
herramienta muy valiosa para analizar problemas de toma de -
decisiones, aunque también resulta muy Util para otres cam--
pos de la ciencia; en este trabajo solo nos dedicaremos a ex

poner los principios y conceptos que mds aplicacidén tengan.

La Teoria de la Frobabilidad ecs esencialmente de natu-
raleza deductiva, es decir, en bhase a hechos conocidos de un
experimento se deducen las probabilidades de que ocurran ---
ciertos eventos de interés particular. En cambio la Estadis-
tica es de naturaleza mas inductiva v también las probabili-
dades se usan para comparar los diferentes métodos de infe--

rencia.

2,2.1 ELEMENTOS DE PROBABILIDAD
A la totalidad de log resultados que se tienen al ha--

cer un experimento recibe el nombre de espacio de muegtras,

S5e llama probabilidad (eldsica) de un sucesce A, la re-~
lacién del rumero de resultados que son faverables a este su
ceso vy el ndmero total de resultados posibles del experimen-
to. Se determina por la fé&rmulas I'(A) - M/, donde M es el-
nimerc de resultados faveraliles al sucesc Ay L oes el mimero-

de eventos favorables al exporiment |

N g



Una variable aleatoria X es discreta si su rango Ry -
es un subconjunto discreto de ndmeros reales y se llama con

tinua si su rango R, es un intervalo o unién de intervalos-

sobre la linea de los reales.

2.2.2 PROBABILIDAD CONDICIONAL

Si A y B son dos sucesos cualesquiera de un espacio -
muestral S, la probabilidad condicional de que ocurra A, da

do que haya ocurrido B, se denota como:

P(a/B) = P(A N B)/P(B) Ll (201)

Los eventos A y B son independientes s y solo si:

P(A/B) = P(A) el (2.2)

lo que significa que el valor de la probabilidad de que ocu
rra A no es influfda por la ocurrencia previa de B. Sustitu

vendo (2,2) en (2,1), se obtiene:

P(A ﬂ “) — ]’(I\) I‘(H) 000(2.3‘

expresién que se conoce como ley de multiplicaci6n de proba

bilidades de eventos independientes,
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2.2.3 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Sea X una variable aleatoria, para evaluar la probabi
lidad relacionada con X, se puede usar la funcién de proba-
bilidad para variables aleatorias discretas 6 la funcién de
densidad de probabilidad (pdf) que determina la distribu---
cién de probabilidad de una variable aleatoria continua; am
bas denotadas por p(X). Para representar la probabilidad de

que la variable aleatoria X tome el valor x puede utili--

il

zarse la notacién p(xi).

Para variables aleatorias discretas se deben cumplir-

lag siquientes condiciones:
0 < plxy) €1 Vi

Z p(x y -1
Vx

Sea X una variable aleatoria continta en el intervalo
a< X <, la funcidn p(x) delie cumplir con las condiciones
niguient e

M) >0

b
[ p{X)dr -1

a
FTarkién ge tiene 1 funcidn de distrilmaeidn, la cual-

tiere 1y ¢ s3a que ye puede oanglear tanto para variables-



aleatorias discretas como para continuas, La funcidn de dig

tribucién para una variable aleatoria X, se define como:

El valor de esta funcién es la probabilidad del evento en -
donde la variable aleatoria toma cualquier valor iqual o me

nor a XL'

Si la variable aleatoria es discreta, la funcién de -

distribucién, definida en el intervalo a < X < b es:

PUX ) = PAX < %) = 3 plxg) s (2,4)

Si la variable aleatoria es continua, definida en el-

intervalo a < X < Db, la funcién P(X;) es:

-
(w2
~—

) = P(X < ;.(t) . p(¥)dx el (2

Sea X una variable aleatoria digereta cuya funcién de-
probabilidad es p(X), vy hi(¥) una funcidn cualquiera de la -
variable aleateria, Ta esperanza matacdtica de h(X) se defi
ne comos

1,{ h(‘m‘ 2 W¥) 1O ... (2,6)
X



La esperanza matemitica de h(X), cuando X es una va--

riable aleatoria continua y su pdf es p(X), se define como:

2.2.4 MEDIA Y VARIANCIA DE UNA FUNCION DE PROBABILIDAD

A continuacidn analizaremos dos de las medidas mds im
portantes que son la media y la variancia, las cuales detex
minan la localizacidén y la variacién de una distribucién de

probabilidad.

Se 1lama momento de orden n con respecto al origen de
la variable aleatoria X, a la esperanza matematica de la --
funcidn hi{X) - ¥ . Sin -1, gse ticene el primer momento con
respecto al origen., Este momento ge llama la media de la --
digtribucidn de probalilidad de la varialle aleatoria Xy -
se representa or gL W Para el cnge divcreto ge tienes

/L l:(“’.) >: b I’(l'-) 300(208)
Vx

voen el cont

H Aoplatody 2. (2.9)

a



Se llama momento de orden n con respecto a la media -

de la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria
oy . n

X, a la esperanza matemdtica de la funcién h{(X) = (X -/L) .

Si n = 2, se tiene el segundo momento con respecto a la me-

dia, a este momento se le conoce por variancia y se identi-

fica como @Z2. Para el caso discreto la variancia es:

02=E[(x —/L)z] = 2 (x-p)" p(X) ...(2.10)
Vx
Y para el continuo
b
o =5 [x-p)?] = | x-p)Ppi0 ax .. (2.11)

La rafz cuadrada de la variancia define el concepto de des-
viacién estdndar de la variable aleatoria X y se representa

por ¢ . Entonces:
ot |
T = ng
la desviacién estdndar explica la dispersién promedio de -~

log valores posibles de la variable aleatoria con respecto-

a su media,

2.2.5 COVARIANZA Y CURRELACION
La esperanza matemdtica de productos de variables ---

aleatorias es de gran interés en la Teorfa Estadfstica. La-
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covarianza mide la relacidn que existe cntre dichas varia--

bles aleatorias.

Sean X y Y variables aleatorias de un espacio muestral

S, con los respectivos conjuntos:

X(8) = Ky oXyoeeoax

Y (8) YV oY reweny
2

formamos el conjunto producto.

X(S) Y(S) = (v Vo Ve woix Ly )

definiendo la probabilidad de (x ,y ) como pl{X=x ,Y=y ) que
escribimos hi{x ,y ), en donde la funcién h se llama distri-

bucidén conjunta o funcién de probabilidad conjunta de (X,Y)

la cual por lo general ge muestra on forma de tabla,

TARIA 2,

X ‘1’] ‘77 ;J '] ‘1 m S‘lMA

X4 lw(x],y]) h(x],y)) v L(KJ’V}J x(x])

X, Infxz,y]) h(xz,y?) . !.(xz,y”l) HXZ)
¥ vy i~ v 11

X, Llrayg) Rix oy, oo 1 /l.”m) fix,

SUMA gly ) gly ) ‘e gly )
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En donde se define a f(xi) como la suma de los elemep

tos de la fila i-ésima y g(yj) la suma de los eclementos de-

la columna j-ésima, que son las distribuciones individuales

de X y Y respectivamente.

La distribucidn conjunta h satisface las condiciones:

hix,,y ) 20
AE yj >

n m
2, 2 hix ,y.)=1
i=l 1 17

5i X y Y tienen la distribucién conjunta anterior (y

las respectivas medias oy v H-y), entonces la covarianza-

de X y Y denotada por Cov(X,Y) se define por:

1,3 1

Covin¥) = T lx )ty p ) ne Ly ) - (%) v-p )]

” +
0 equivalentementa:

Cov (X,Y) > Aoy, hix v ) TR
i,1 1] 1] %

La correlacion se dofine por:

PAXY) - Cov 1EY)/g 0o 1 =
% Yy

la rcovarianza puede ser positiva,

cere, dependiend, del case que se trate,

BXY) - )
Py My

cee(2,12)

- ] -30(2013)

neativa o igual a-



2.2,6 DISTRIBUCION BINOMIAL

Esta distribucidén de probabilidad es aplicable para -
eventos discretos y sucede cuando: hay solamente dos posi--
bles resultados, llamados favorables y desfavorables; exis-
ten n pruebas independientes, siendo n una constante dada;-~
la probabilidad de un caso favorable es constante para to--
das las pruebas y se denota como p, por lo que q = 1 - p es

la probabilidad del caso desfavorable.

Sca X log casos favorables O éxitos, centonces la pro-

babilidad de X casos especificos favorables en n pruehas es

es de interés conocer la probabilidad de que cualguier com-
binacién de casos favorables se presente. Bl nimero total -
de maneras cn gue pueden presontarse log X éxitos es iqual-

al de las combinaciones de 1 objetos, es decir:
nl ol tnow)l

por lo que "a propabilidad de cua uier caso favorable al -

realizar n veces un experirento de Berroolli, esta dado por

plA) - _ n | 4 nex
, donde 01,2, .., 0 be. 2,14)

-/



la funeién de probabilidad definida por esta ecuacidn se --

llama binomial con sus parametros n y p.

La media de la variable aleatoria X con distribueidn-
2
binomial vale: i = np y variancia igual a: ¢ = npq de donde

se obtiene que la desviacidén estdndar vale O = Vnpq .

2,2.7 DISTRIBUCION DE POISSON

Esta distribucién es apliecable para eventos discretos
siendo muy similar a la distribucidén binomial al considerar
que el nimero de veces que se repite el experimento de Ber-
noulli tiende a infinito, mientras gue la probabilidad p de
obtener un éxito tienda a cero. Por lo que su expresidn es-

ta dada por:

, donde A= np ...(2,15)
Impiricamente puede obtenerse que cuando n 2 50

y np < 5, los resultados obtenidos con la distribucién de -

Poisson se aproximan a los dados por la distribucidén bino-~

mial,

lLa media de la variable aleatoria % con distribucién-

. Il . . 2
de Poisson de pardmetro A es: . X, variancia o -\,

wef 1 -



Este tipo de distribucidn se usa en los campos de la -
investigacién de operaciones y en la administracidén clenti-
fica. Se presenta por ejemplo al estudiar las demandas de -
servicios y la rapidez con que sc¢ ofrecen cstos serviclos;-

el uso de las pistas de aterrizaje de un aeropuerto, etc.

2.2.8 DISTRIBUCION UNIPFORME

Esta distribucidn es constante por lo cual es la mids-
sencilla de las distribuciones continuas. Sea ¥ la variable
aleatoria con distribucion uniforme p(X), en el intervalo -
a< X<b, en donde a y b son numercs reales. La funcién de -
densidad de probabilidad esta dada por:

pX) — 1 _ . o (2.10)
h - a
La funcion de distribucidén para una variable aleato--

ria uniforme os:

1
P(Xt) p () AX e t2.17)
10
se Jdeduce que su media eg M- a.t L vy variancia Oéjh*322
? 12
de donde se obtiene la desviacion estdndar o L -~a,
A3

La distribucién uniforme raramente es una descripeion-

Y=



apropiada del comportamiento de fendmenos fisicos, bioldgi-
cos o socliales., Su importancia estriba en que cuvalquier dig
tribucidén de probabilidad continua puede transformarse fa--
cilmente primero en una distribucidén uniforme y luego en --

una distribucién continua dada.

2.2.9 DISTRIBUCION NORMAL

Con toda seguridad la funcidn de densidad de probabi-
lidad normal es la mids usada en la Teoria de la Probabili--
dad, debido a que los problemas practicos suceden con este-
tipo de variables aleatorias continuas distribuidas normal-
mente y su aproximacidn es excelenie para un gran namero de

casns.

La pdf de la variable alcatoria X con distribucibén --

normal de media M y desviacidn estndar 0 es:

- 2o
’)(X) . ()? 'L),,l’s;#i e -..(2.18)
/4.

l.a gr&fica correspondiente para upa varjable aleato--
ria normal es una curva gimétrica en forma Jde campana, tal-
como aparece en la fig., 2,1} , en donde ¢! paramctro g con-~
trola el grado relativo del aplanado de la campara, si O --

dismiruye nace gue ia funcidn tenga un pico mds marcado, lo

=70



que da mayores probabilidades de que X se acerque mas a Moo

/’\

p(X

\ o -1
\\
- AN
T T Y T T T /—L
-5 -4 -3 -2 - 0 l 2 3 4 5

FIG. 2,11 DISTRIBUCION NORMAL

La probabilidad de que X adgquiera valor en el interva
lo de a €< X £ h es:

b
Pla <X <Dh) = — 1. " o ax «eo(2.19)

o2
a

Llamando % a la variable normal eastandarizada, donde-
Z ticne /LEO y =1, Su funcién de densidad de probabilidad
as:

p(Z) . ,_}»‘hw. (ENI/‘ 2 ooa(2020)
Verr!

por 1o gque 7 - A -~ [L ,con funcion de distribuecidn normal -
o

estdndar dada por:

Y]
. e
plz b - 1. ¢ 2

TEh

dz s (2,21)

(D
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teniendo la tabla de distribucidn normal estandar de 7, se-
podrd valuar la funcidén de distribucidén para cualquier me--

dia y variancia.

2.2.10 DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Otra variable aleatoria que se presenta con mucha frg
cuencia es la exponencial, que sirve para procesos estocds-
ticos, los cuales estdn generalmente en funcidn del tiempo.

La pdf esta dada por:

-\t A>0

7
£ 0 o {2.22)

Esta distribucién desempefia un papel importante en la
descripcién de gran variedad de fendmenos, especialmente en
el arca de la confiabilidad; en problemas de lincas de espg
ra, en donde la distribucidn exponencial de pardmetro \ se-
utiligza para determinar el tiempo que transcurre hasta que-
llega a la estacidn de servicio la primera unidad, las cua-

les llegan a la estacidn geqin un proceso de Poisson,

2.2.11 DISTRIBUCION GAMMA

Ta distribuciodn gamma es nuy iwportante no gbHlo en  a



teoria de la probabilidad, sino en muchas arcas de las matg
maticas. Se usa para determinav ¢l tiempo que transcurre --
hasta que llegue a la estacidn de servicio la k Gsima uni--
dad, las cuales llegan a la estacidn segin un proceso de --

Poisson.

Sea la funcidn gamma dada por:

o0
[n) = trl"l b oa .. (2.23)

(¢]

donde la cantidad ¢que puede variar es n; en consecuencia la

funcidon gamma depende de n.

Nétese que si sc reemplaza n con mtl y luego se hace-

la variable t de integracidén igual a 68X se ticne:

[0 8]
.' — ‘e
1 = [ (mt1) - gl R gy .. (2.24)
O

por lo que la funcién de distribucion es:

(6 6]
1 - gt _xmo -8X ... (2.25)

[Mut1)

X os una variable aleatoria gamma con parametrog m, 8

p(X) D gt LI para X»0 ...(2.26)
T(mt1) m> -1
o>}

-7 3~



. . . 2 \ .o
con media M = (m+l)/6 vy variancia o?= (m+1)/6% . Bl maxd
mo valor para la densidad gamma ocurre con X = m/8. Si m =0
la densidad gamma es identica a la de una variable aleato--

ria exponencial con parametro 6.

2.2.12 DISTRIBUCION BETA
La distribucidn heta con parametros a y b es muy fle-

xible para describir datos empiricos. En la programacién de

proyectos (ruta critica con duracionces aleatorias) se utili

za para estimar el tiempo requerido para realizar cada una-

de sus actividades. Su pdf es:

px) = Lasp) 21 (P! 0<x<1

IN'a) T ' a>o0
h>0

een2.27)

al evaluar las integrales incluidas se encuentra que: la mg

2
dia es M = a/(ath) y variancia O = ab/(a*b)z(a*b+1).
E1 valor mdximo de la densidad ocurre en X = {a-1)/(a+ph-2).

51 se cambian los pardmetros a y b en forma apropiada, la -
densidad beta puede tomar una gran cantidad de formas dis--
tintas en el intervale (0,1)., Un caso particular de 1a dis-

tribucion beta es la uniforme que se obtiene haciendo a=h=1,



2.3 INFERENCIA ESTADISTICA

Frecuentemente y de hecho casi gsiempre la Teorfa de -
las decisiones sc enfrenta a situaciones que se refieren al
futuro (que estado de la naturaleza sucederd), en donde las
predicciones son muy importantes para calcular el grado de-
confianza de las alternativas que se estudian, Cowmo una =--
gran mayorfa las situaciones futuras son estocisticas (pro-
babilfisticas) y gque ninqin método o técnica por eficiente ~
que sea, puede garantizar que la alternativa electa sea la-
mas conveniente, por esto, la Inferencia Bstadfstica se le

considera como pilar de la Teorfa de las Decisiones.

En la presente geccidn se desarrollan log principios-~
fundamentnles en log ¢que ge basa la Inferencia Estadistica,
enfocdndose al aspectc ccondmico, ya que las alternativas -
generalmente se cvaldan por su valor econémico, Fmpezaremos
por mencionar brevemente log tipos de inferencia légica de-
los que Arist6teles hace la siguiente olasificaciéng Deduc-

tiva, Inductiva y Reductiva,

La Inferencia beductiva se ol ¢ jene dedueiéndola Jo e
otras declaracicnes llamadas prasisas; si lan pramisas son-
verdaderas, la conclusién debe ser cierta tambiéng sin an--

bargo, esta inferencia, o1 si sola ¢o inadecuada para ser-
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vir como base a la Inferencia Bstadistica, sobre todo por -
que no siempre la regla deductiva conduce a un resultado --

cierto, pues existe la posibilidad de la excepcidén,

Cuando hacemos inferencias de experiencias pasadas, -
para predecir experiencias futuras, logrando una generaliza
cién, hemos llegado a 1lé que se conoce como Inferencia In--

ductiva.

La Inferencia Reductiva, resulta ser mds completa, --
pues en ella se incluye el estudio de hechos o sucesos con-

susg respectivas teorfas que explican su comportamiento.

IEn el lenguaje comin se usa la probabilidad en un sen
tido subjetivo, Por ejemplo tenemos suposiciones tales como
quizi llueva mafiana o mi equipo favorito ticne 3 probabili-
dades en 4 de ganar, ete, En cada uno de estos casos, el in
dividuo que hace la suposicién usa su propia experiencia co
mo base para el enunciado y no se refiere a ningun experi--
mento que pueda repetirse, FBatog son ejemples de losg usog -
de las probabilidades subjetivas, las que basan su validez-
estrictamente en la creencia de log irdividucs que las enupn

crar,

Las técricas bayesianas usan l.s prcbabjlidades subije
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tivas que miden los grados de crmencia con relacidn al va--
lor del parametro desconocido. Estas probabilidades subjeti
vas sc usan para definir lo que se llama la dist: ibucidn a-
priori del pardmetro. En consecuencia cuando se usan los mé
todos bayesianos se actda como si un pardmetro desconocido-
fuera una variable aleatoria y tiene una distribucién 1 ~--—-
priori conocida. Si se tiene una certeza relativa respecto-
al valor del pardmetro, entonces se ¢scoge Una a priori con
variancia pequefia, si se tiene menor certidumbre se escoge -
una a priori con variancia mayor. Con la a priori y los va-
lores de la muestra se usan para calcular lo que se conoce-
como la distribucidén a posteriori del pardmetro. Luego se -
usa la distribucién a posteriori para formar un estimador -

del pardmetro desconocido,

El grado de confianza que tengamos en una propogicidn
dependerd del estado de nuestra informacién iicicial, en mu-
chas situaciones existe informacidn adiciconal con relacién-
al pardmetro 8 desconceido; si ose puede usar esta informa -
cibn adicional para formar wna distribucisn o priori del pg
rametro 6, entonces sc¢ pueden aplicar los métodos bayesia--

nos,

Esquematicamente ¢l proceso de revisién de prokabili-
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dades, dado un conjunto de datos nuevos, se ilustra en la -

figura 2.12.

Informacidn Probabilidad
inicial 47 a priori \\
IO p(G/Io) ' "
(1) (2) 3, L1
Teoreﬂ\a de II, Oba})lll..dad
~®a posteriori
Baves )
yes p(6/Y, Io)
Nuevos Funcidn de (5) {6)
datos probabilidad
Y p(Y/8)
(3) (4)

FIG. 2.12 PROCESO DT REVISION DE PROBABILIDADES, DADO
DATOS NUEVOS,

Los cuadros superiores (1) y (2) indican gque la proba-
bilidad inicial 6 a priori para la proposicién 8, p(G/IO),~
estd bhasada en la informacidén inicial Io (datos, estudios -~
prevics, consideraciones tedricas, observaciones casuales,-
etc.). Lus cuadros de abajo t4) muestran la funcion -
de probabilidad p(Y/#) para la nueva observacion Y, dada la
proposiciin 6, Conbinando la probabilidad a priori p(G/lo),
con la funcién de probab  -dad plY/8), podemos obtener por-
medic del teorema de Bayes la funcion de dernsidad de proba-
bilidadt ‘pdAf) a posteriori p 8-Y,1

), w dependerd tanto -

L]

de 1z inforvac %1 inicial coms de lus nuevos datoe de -




la muestra Y.

E1 proceso de revisidn de probabilidades rep esenta -~
los grados de confianza en proporcidn a Ja nueva informa---
cidén incorporada que debe ser operacional y cuantitativa. -
Las técnicas bavesianas son de mucha aplicacion en diferen-
tes campos de la ciencia, pero solo nos dedicavemos a la --

. ) . . .
aplicacion en Teoria de Decisiones.

2.3.1 TEOREMA DF BAYES
Un elemento esoncial on Teoria de Decisiones es el teg
rema de Bayes, conocido tambidn como el principio de la prgo

bhabilidad inversa que a contimiacidn se describe.
]

Sea p(Y,8) la densidad conjunta para las observaciones
aleatorias del vector V' de n observaciones con distribu- -
cidén de probabilidad p(Y &) la cual depende 1¢ los valores
del pardametro A, bonde # tiene una distribucion de probabi

lidad p(a}, «ntoncon:
plasy) ply) plyY,a) pivaa Ly
dado los datos observados ¥, la distribucion condicional de

g dado Y es:
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plasy) = PpY/8)_ple) S (1)
plY)

j pl{¥/8) p{8) do, 6 continua

donde: plY) - g
S p(Y/6) p(e) 8 discrecta

Asi podemos escribir la ccuacidn (1) como:
ple/Y) = « ply/8) p(8) eoa(2)

la ecuacidn (1) es equivalente a la (2) y es el teorema de-
Bayes. En esta expresidn p{8), es la distribucidn de 8 ---
a priori. Similarmente p(8.Y) es la distribucidn a posterio
ri de 8 dado Y, La cantidad ¢ es tomada como una constante-
necesaria para tener la sequridad de que la integyral 6 la -

sumatoria de la distribucién a posteriori dard uno.

Alora,dados los datos Y on la ecuacidn (2}, la ply/e)-
se puede representar come una funcién nc de Y pero si de 6,
avandoe as) sucede, es llampada ta funcién de probabilidad de
8 cade , 1a cual denotaremos como  R0a,Y), Entonces escrd -
pliem ¢ la famula de Bayes conod

p‘ H, i = fla.Y) i8] (g}
vee (3)

& Eoao ooe pla) plY @)

~#0



1 teorema de Bayes dice que la distribucidon de proba-
bilidad a posteriori para el parametro 8, p(6/Y), dada la -
informacién de la muestra Y es proporcional al producto de-
la distribucién a priori para @, p(a), - la pdr - '¥Y/8) que-
vista como una funcidn de 8 es la funcidén de probabilidad -
para 6 dado Y. La funcién de probabilidad $(6/Y) juega un-
papel importante, ya gue cs la funcion a través de la cual-
los datos Y modifican el conocimiento a priori de 8. lLa pdf
a posteriori es empleada para hacer las inferencias acerca-
del comportamiento del paré@metro 8. En las sccciones poste-
riores se¢ analizaré el tecorema de Bayes para ol caso conti

nuo.

Ejemplo 2.3.1 Supongamos que ! encemos 1o observaciones-
independientes Y' = (y], y?,....ypl obtenidas de una pobla-
2 1)

ciébn normal con media M desconocida y variancia conocida

02 . Deseamos obtener la pdf a posteriori para jl.

Aplicando la ecuvacion (31 tenemoy:

P /'1',02) ar plps , ‘

-o.”’)

. 2 . . .
donde: p(/L/!,O' } es la pdf a pesteriori, para el parme--
tro [T dada la informacidn ruestral 7, vy suponiendo cono-

cido el valor 0'2, plyt) es la pdf a priorvi para . a --
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funcidn de probabilidad, p(Y/u., o). del vardmetico desconoci

,

n .
do M, dada por: [] p(yj//L,Uz) 6
izl

_r/ n
13(\’//.1.,0‘2) - (2ma?)TH/2 exp -1 s (yi - /_L)2
20.2 f=1
(s)... = (27ch"2)~"/2 exp f* 2 y 5% n(,u—,tl)2

donde : VvV = n-1; /fL -

=

2. ¥; es la media muestral; y varian-
1=

I I

. a0 .
cia muestral dada por la expresidon 55 = (yj ~f1)2.
i=l

—

1
v
Como necesitamos una pdf a priori para jt ,supondremos--

que ésta es normal e invariante:

p(,[,L)L ﬁj__ exp{;-mj_z (#_#0)?1 Lol le)
l/'z.’Tj o 200 J

donde [Ly ¥ (1'02 son la media y la variancia a priori, Ahora --
conbinando las ecuvaciones (%) y (6) obtendremos la pdf a pos-

teriori para p. p(p/Y) cc plp) pty/p)

a exp -,l_[(f‘;_:;_&f )2 ono _/AL ) zl
2

. 2 Oy o)
A
1) eu. oc exXp -( (792}9:2/9 ( M &gf*lfuq%u)z
2 O'ad 0'2/11 062 4 (72/11

donde (1 & posteriori esta normalmente distribuida con media

A ) ) A -1 -1
N e SO L NI S RSO T'Y
a2 + oy (oZmt v a2))?
y Var pi - G.0fm o= T Ly (9)
g4 0%/ (02 /ni™ 4+ (g7}



Nétese que la media a posteriori es un promedio ponde-
h . i3 . -2
rado de la media muestral A y la media a priori [, . Si ha-
2 )7t 2y 1
cemos hg r((T /n) v h, - {(0ec) , entonces :
a a
N
+ ¥ g ' ” 8 " - ——
EFL ([h, + Hon)/(hy + hy), donde las h's son considera
das como pardmetros de precigidn, También tenemos que:
Var (y,) - 1/(hO + hj) y asf ¢l pardmetro de precisién aso-
<

cilado es [Var(}Lq RS N

(0] ar*

Para proporcionar resultados numéricos, supongamos gue en

este ejemplo las observaciones yi son:

Observacién # Valor de Y,
1 0,699
2 0.320
3 ~-0.799
4 -0,927
5 0,373
6 -0, 648
7 1,572
8 -0, 319
9 2.049
10 ~3.077
A 10
Media nmuestral:s M -1 Sy v -0.0757
10 izt 7

Donde las Y, soh chaservaciones independientes de una -
poblaciédn normal con media o desconceida y variancia conoci
da of= 1.0, Suponiendo que nucstra informacién a priori es-
td representada por una pdf normal con media Me= -0,02 vy va

riancia of = 2.0y podamos ahora combinar por medio del teore
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ma de Bayes estos datos utilizando las ecuaciones (8) y (9),

donde:
Bpu= -0,0757/0.100 - 0,02/2.0 = -0.073
1/0.1 + 1/2.,0
Var(f)= 1 = 0.0952

1/0.1 + 1/2.0

Craficando la pdf a priori y la a posteriori (ver fig.
2.13 ), podemos apreciar que con la informacién a priori y -
la ayuda de las 10 observaciones independientes, obtenemosg -
por medio del teorema de Bayes una reduccidn considerable en
la incertidumbre del pardmetro [, esto es, la variancia a -
priori es mayor que la a posteriori, La media a pogteriori -
E}L= -0,0730, la cual no es muy diferente de la media mucs--
tral ﬂ.& ~0.0757, no obstante es bastante grande en valor -
abgoluto con respecto a la media a priori [fLg= -0,02, Esto -
confirma que en ocasiones la informacidén a priori es vaga en
relacidn con la informacién de la muestra, La técenica de Ba-
yos generalmente depende de la o pricri especifica que se nu
pone, de manera gque ne se debe hacer la suposiclién a la lige

ra,



1.4
pdf a posteriori
e - / media a posteriori By =-0,0703
variancia a posteriori =0,0952
1.0 ///
&
0.8 {
0.6 -
] .
0.4 —H | pdf a pricri
media a priori (g =-0.02
0.2 . variancia a priori Of =2.0
< A/ /
—— f T T T H
-4 -3 -2 -l 0 i 2 3 4

PTG, 2.13 DISTRIBUCION A PRIORT Y A DPOSTERIORLI DE AW

2.3.2 TEOREMA DE PAYES CON INFORMACION ADICIOHATL
Si nuestra pdf a priori inicial para un pardmetro 8 cs
p(8) v ademds se tiene un vrupo de datos Yl con pdf p(Yl/G),

entonces la pdf a posteriori es:
},)(O/Yl) x ple) p(\']/m ..o (1)

ahora obtenemos un qrupn de datog Y?, renerados independien-
temente del primer arupo, con pdf p(YQ/H), 1 wlemos formar la
pdf a posteriori para 6, usande 1a 1f ¢ prgtericord inicial-
come la pdf a priori para el andlisis de les nueves datos eg

timados YZ' quedando entoncess

p(U/Yl,YZ) e p(Q/Yl) p(Y2/ﬁ) ... 111



donde p(G/Yl,Yz) es la pdf a posteriori basada en la informa
cién p(9) y en las muestras de datos Yl, Y2. Las ecuaciones-

(10) y (11) se pueden escribir como:
p(8/Yy,Y,) o p(8) p(Yy/8) p(¥,/6) .. (12)

En la ecuacién (12) p(Yl/Q) p(Ya/e) es la funcidn de probabi
lidad para 6 basada cn la combinacién de las muestras Yl y -
Yz. Obsérvese que este procedimiento puede aplicarse cuando-

se tengan muestras sucesivas de datos independientes,

2.3.3 FUNRCICNES DE PROBABILIDAD DE DENSIDAD A PRICRI

La funcién de densidad a priori, descrita en la ecua--
cién (3) como p(@), representa la informacié4n a priori del -
pardametro 8, Esto es, en el enfagque bayesiano la informacién
a priori de los pardmetros del modelo, se representan gene--
ralmente por una funcién de densidad seleccionada adecuada--
mente, En el ejemplo 2,3%,1 se representd la informacién a -~
priori para la media 4 mediante una digtribueién normal, Si-
nuestra informacidn a priori relaciconada con log pardmetrog-
de un modele os vaga o Pfusy, emplearoncs una 147 difusa en
el ardlisis de los datey, Para ilustrar el use de la pdf di-

fusg: “onsgideremos el siguiente cjamplo,

Ejempdo 03020 Se t.enen n ohseivacs nes independien-

~H. -



tes Y' = (yl, Yoreesr ¥ ) tomadas de una poblacién normal --
n
con media M desconocida y desviacidn estandar conocida o, -

suponiendo que la informacién a priori de la media es vaga 0

difusa, para determinar el valor de,i consideremos:

p(L) o« consgtante -o< < @ ... (13)
la cual es la pdf a priori, entonces la pdf a posteriori es-

tard dada por:

plp/Y,o) o plp) UpNo) -o<pu<o

2
o exp [— n (4 - ﬂo) ] ... (14)
202

donde (M /Y, T) es la funcién de probabilidad, Vemos que la
pdf a posteriori es normal con media [ y variancia o?/n. Pa
ra incorporar al andlisis del problema informacién no basada
en datos, se tendrd que elegir una pdf a priori que represep
te adecundamente dicha informacién; si deseamns mas preci---
8ién cuidaremos que las operaciones puedan ser conveniente--
mente ejecutadas, tal como sucediéd en el ojemplo 2,3,1 en --
donde la informacién a pricri se representé por una pdf nor-
mal, ecuacién (G), la cual es un ejemplo de una pdf a priori
de una conjugada natural, las cuales son frecuentcemente usa-
dag para represent .r nvestra informacién a riori, Tanto la-

densidad gamma come la beta, sen conjugadas naturales, © sea



las que vienen de la misma familia general que la distribu--
cién muestreada. Por lo general, las conjugadas naturales fa
cilitan el cdlculo de la pdf a posteriori, la cual tiene la-

misma forma funcional que la a priori.

Del ejemplo 2.3.2 se puede obtener una conjugada natu-

ral para la pdf a priori. Supongamos que O = 1, tenemos:

Mo

i}

p(Y/L ,n) (V27T)ﬂ1exp [n;
2

2
(y; - #_) ]

)

- 2 2
Vem) " cxp{—}._ [(n—l)S + xw(p—ﬁ) ]}
2

t
i

egta expresidén también la podemos escribir como:
p(¥/p,n) = plm/p,n) p,(¥), con

2
pl(ﬁ-/}i.n) = exp {—(11/2) (p- Q) ]. y

p,(¥) = VI exp [-(,xl_—_;_) 52]
2

El ugo de esta pdf a priord para un decisor mostrarj -
gque representa adecuadamente gu informacién a priori y ade--

mas le proporcionard valores para el parimetro [,

2.3.4 DISTRIBUCION MARGINAL D LA MUESIRA
bada una pdf a pricri para 6 y la pdf oo dicional —--

plY/0), de Vs elarentos de na muestrs, La densidad argi- -



nal de los valores de la mucstra, gue es independiente de 8,
estd dada por la inteqral de la densidad conijunta p(Y,8) cn-

la regidn de 8, por lo tanto Ltenemos:

ply) =f p(Y,8)de
.RG

J' p(8) p(¥Y/e)de ... {15)
Re

La ecuacidn (15) es la pdf marginal de la muestra, la cual -
es un producto de la pdf a priori p(8) con la pdf condicio--

nal p(Y/6).

Ejemplo 2.3.3.- Sea y una obhservacién de distribucidn
normal con media j1 desconocida y desviacién estandar conoci
da ¢ entonces la pdf condicional para la muestra es:

>(y1/y,,0') 1 exp {— 1 (y1 —;L)2J
2T O 202

y 8 la pdf a priori para [ ecs:
! NN | z . B
p(#) W2 Ty ) cRp L—(~ T, ) (- jy) | - <

La pdf marginal para y] Gerds
an
p(yl) J 1»(y1//1, o) plp) dp
~x)
1 [§ 5] -
(2Toq) f expi{-1|
'i

¢ 9]

2 pal
o))

2
T %

r.,.__.. S
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completando el cuadrado para jL en cl exponento y ejecutando

la integracidn, el resultado cs:

ply ) = 1 exp  -| (yq - Hg)

l/27r(%'2+0'2) 2( g2 + 0?)

De este modo la pdf marginal para yl es normal con me-
dia My Y variancia qf+02. Entonces siendo conocidos fo,---
ch y o?, es pogible usar p(yl) para hacer el resumen pro-
babilfistico acerca de yl antes de que la observacidn y. sca-

observada,

2.3.5 DISTRIBUCICHNES MARGINALES Y CONDICICNALES A POSTERIO-
RI PARA LOS PARAMETROS,
Con las pdf's marginales y condicionales podemos obte-
ner la pdf a posteriori, por ejemplo si tenemog 6 = (91,92)
y descamos obtener una pdf marginal para 9], eata pdf a pos-

teriori merginal p(el/Y), ge obtiene come siques

p(Ql,/‘i') . [ )(()1, ()2/‘1') (,m?
. HU;’
( 1,00 /e)}, V) plo M) s {1y
J“(", 1 " ’ 4
donde 13(91/8,7, . 1 1 , ) 6

dada v, .oy i it



a posteriori condicionales con la funcién esperada dada la -

pdf marginal a posteriori para 0, p(92/Y).

Ejemplo 2,3.4.- Suponga que tenemos n observaciones inde
pendienteg Y' = (yl, yz,...,yn) de una poblacién normal con-
media M desconocida y desviacién estandar O también desco-
nocida. S8i la informacién a priori acerca de los valores de-
la it y de o son vagos o difusos, podemos representar este-
estado de nuestra informacién inicial para tener nuestra pdf

a priori como:

(17)... plp, o) duudo oo ldpdo ~0< L < @
o

00 < m

En la ecuacién (17) asumimos que 4y O tienen una distriby
cién independiente, una apriori, con media (L y log O distri-

buidos uniformemente., Entonces la pdf a posteriori para (1 y

g est

p(p.,(J”/Y) o plpL, o) Q(/L,O‘/‘[) - <fL< O
O« O

- .'1 y y
ar o (n+1) uxp{«w“AM_[Vf£0 n{ fb- ﬁ«)z]}...(lﬁ)
2 0?
. ] \rf 2
dondes Q(p, o) o 7 expl- 1. 0 dyy = 44) ] ) €8 -
2

la fupcién de prehiabilidad,

-] -



Es claro que la pdf a posteriori condicional p(;L/va)
es de la forma normal con media y variancia a posteriori con

dicional,
E(L/o,¥Y) = ﬁ Y Var( fL/0,Y) =—02ﬁ1

La pdf para f dado o y Y depende criticamente de 0o cuyos -
valores son desconocidos, si nos interesamos eon Mooen la -~
ecuacidn (16) proporciona un medio para la eliminacidn de pa
rametros de poco interés, en este caso g. Asi tendremos:

(00}

plp /Y) =J plp,o/yY) do
o)
. . -
mf (o (n41)exp{: 1 [V82+«n(p‘ ﬁ)2]}da
o) — =
(19)... 200

oc [u52 + n(}i—ﬂ )?'] Sz

De la ecuacién (19) vemos que la pdf a posteriori marginal -

: [
para §4 es de la forma t de student con media Moo

A
t ﬁi:lﬁm con VY=n-1 gqgrados de liber--
s//n ! tad

Ahora si el pardmetro ¢ es el que nos interesa, podanos in-
tegrar con respecto a fy obtercer uno pdf marqginal a poste-

riori para o.



(v o]
p(o/Y) =J'.p(/1.,of/Y) d L .o (20)

oy,
(v +1) M
Sollex exp -( VS ) , 0< o<
2 0°

Esta pdf a posteriori para ¢ tiene la forma de una distribu-
cidén gamma invertida y serd convergente para v >¢. Apoyidndo-

se en la ccuacidn {20) tenemos:

\—:V; I‘[(V-l)/i] 5

E(T/Y)= , para Vv >1
['tvys2)
y Var(o /fY) = 1/52 -[1’::(0/:’)]“ , para Vv > 2
Y. .

2,.3,6 ESIIMADORES PARA PARAMETROS

De la seccién 2,.3.3 se vid que el accrcamiento bhayesig
no produce la pdf a posteriori para el parametro 6, Si leo de
seamos podemos caracterizar esta distribucidn en términos de
medidas de tendencia central vy de dispersion, que nos sirven

como puntos de estimacidn para pardmet rog,

La distribucidn a postericr: de un par&retro 8, mide -

el grado de creencia del walor verdadero de 4 ; combina el -

L3



conocimiento a priori de 6 con la informacidn de la muestra-
relacionada con 6 por medio del teorema de Bayes. En consge--
cuencia para poder dar un solo punto como la mejor estima---
cién del valor de 8, se puede escoger légicamente la media -

de la distribucién a posteriori.

Se llama estimada de Bayes para 8, a la media de la =--
distribucién de 6, denotadn por é. Si la pdf a posteriori pa
ra 8 no es simétrica, se puede usar igqualmente otras medidas
para la mitad de la aposteriori como la estimada puntual de-
8. Usando la moda de la aposteriori, el valor que maximiza -
la densidad a posteriori parece bastante 16gico, o bien se -
puede preferir usar la mediana de la a posteriori como la eg
timada puntual de 8. Fl siqguiente ejemplo ilustra el uso de-

una densidad conjugada beta para un pardmetro desconocido,

Ejemplo 2,.3,5.,- En una linea de produccién se fabrican
determinadosg articulos, cada uno de log cuales estd o no de-
fectuogo, Suponga que @ ey la probabilidad de que ocurra un-
defecto y que log defectos ceurren en forma independiente, -
Se puede guponer upi a yiaori uniforme para 6 de (0,1), 8Se-
tiene una muestra de n artfeulos vy se repregenta con ¥ el nd
merc total de detfectos en la muestra, Entonces Y es binomial

con pardmetros n v 4, se tienes
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n
p(¥/0) =(y) of (1-0)"7¥ , Yy =01...n

p(e) =1 0<e <1

la pdf conjunta de ¥ v 6 es:

plY,8) =

n) gy (l*G)n‘y ’ 0<® <1l Yy ~ 011121...11'1
Y

la pdf marginal para Y es:

p(Y) ;) oY (1-0)" Y a8 - "] vi(u=y)l = 1
0 n+l n+l

Por lo tanto, los valores de Y tienen la misma verosimili--
tud al promediar en todong log valores de 6, fntonces la a -

posteriori para 6 es:

p(8/Y) = 1 (n+2) of (1-9)"7Y , o<e<1 ,,.(21)
Ciy+1) Tin-y+1)

Una densidad beta con parfmetros a=y+l y b=n-y+l, La media-
de la a posteriori en la ecuacién (21) es la estimada de Ba
ves de 6, dado gue ocurren Y defectos en 1a ruestra de n se

ré:

IL =y 4 1)/(n+2)



2.3.7 EBSTIMACION DE INTERVALOS BAYESIANOS

Usar los métodos bavesianos es una forma f3cil de obte
ner estimadas en intervalos de pardmetros. 8i se lispone de-
la distribucién del parametro, entonces se puede congtruir -
un intervalo, generalmente centrade en la media a posteriori
que contiene el 100(1 - OC)% de la probabilidad 1 posteriori
Dado que la pdf a posteriori p(6/Y) ha sido obtenida es posi
ble calecular la probabilidad de que ¢l pardametre 8 cste gi--

tuado en una subregidn particular R, entonces tenemos:

Pr(eeﬁ/y) j p(6/Y)ds va(22)
R

La probabkilidad en la eccuacién (22} mide ¢l grado de -~
confianza que 8 € R dada la muestra y la informacién a prio-

ri,

Ejemplo 2.3,6,- Suponga que los pescs de lag truchas -
de un afio de edad cstdn distribuidos normalmente con media L
desconocida y o = 0.2 (libras); sc sabe que la desviaciédn -
estdndar no cambia dependiendo del medio, aunque s{ lo hace-
el peso medic M, bHe pebld bave un afte un Tago artificial -
con truchas recién incubadas y ahora se tiene interéds en la-
estimada en un intervale de Bayes del 907 para p. Con base -
en la experioncia con estos peces, se supone una 3 priori --

normal con media g =7 (1ibras) y 0, =1/3 libra, Se selec--

~0¢ —



ciona al azar una muestra de 30 peces, y luego se calcula la
pdf a posteriori para ) y se usa para obtener su estimada en
el intervalo para Mo En la linea 1 de la tabla 2.8 se ve-
gue la a posteriori para y es normal con media:
v — . . vo
Moo= 750Y + 63 y Variancia g¢= 1/759
759

entonces un intervalo de Bayes del 90% para p varfa desde:

750¥ + 63 - 1,64 hasta 150Y + 63 + 1,64

759 V7591 759 V759!

2.3.8 FUNCIONES DE DENSIDAD PREDICTIVA
Dada nuestra intformacidén muestral Y nos interesamos en
hacer inferencias de otras observaciones Y que aun no han si

do observadas., En el enfogue bayesiano se podra obtener una-

pdf a la gue llamaremos predictiva, seas
P, 6/¥) = p(Y/8,Y) p(B/y) e (23)

donde p(Y/8,Y) es la pdf condicional para Y dado 6 y Y, puesg
to que p(8/Y) es Ya pdf ~-ndicional para 6 dado Y, ésto es, -
la pu! a pogtericri para &, Para chitener la pdf predictiva -

e
pl{Y/Y) inteyramcs la ecuacién (23), con respecto a 89,

p(Y/e) = (Y, 6/¢)d0 - p(Y/6, 71 ple/yide el (24)
Rg Rg
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TABLA 2.1
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BEsta dltima ecuacidn indica que la pdf predictiva es -
un promedio de las pdf's condicionales p(?VO,Y) y con pdf a-

posteriori para 6, p(8/Y).

Ejemplo 2.3.7.- Del cjemplo 2,3.2 tencmos n observario
nes independientes Y' = (yl, Yopr e yn) de una poblacién --
normal con media j desconocida y desviacién estandar conoci-
da 0 . Con informacién a priori difusa para M. La pdf a pos
teriori calculada es normal con media ﬂ. y variancia o?/n, -
Ahora deseamos obtencr la pdf predictiva para una nueva ob--

. i g :
sexrvacién y v que todavia no se realiza, la cual se logra -
n- ;

integrando la ecuacidén (24).
~ - 2
) ( L0, Y) x exp| - 1 ( - )
ply /K } [ Yo TH ]
20

y de la ecuacién (14) tenemos:

A 2
p(/.L/O“, Y) o exp {— n (/.L—/i ) } SN L < on
2
2C

entonces de la ecuaciédn (24),

100
P(Y,H,l /Y) ( P(‘;’ml o, Y)Y oplp /o, ¥) dp

¢

@ 2 2
(25).., ml exp{— 1 L(y - ) 4 n(/x,~[L) ]] djL
0

n4]
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completando los cuadrados en jL, © integrando con respecto a

H . la pdf predictiva para §'41 seri:
n-L

~

ply / Y) o exp [m n (y - ) ...(26)
ntl
2(n+l) g2
Se observa que y . tiene una distribucidén normal con-
n
» A - . > F .
media j4 muestral y variancia igual a o2(n+l)/n. La ecuacién
(26) puede ser empleada para hacer cenunciados de probabili--

dad reforente a §n+1 dado Y,

2.3.9 PUNTCS E INTERVALQS PREDECIDLES

La pdf predictiva, p(?/Y), ruede ser usada para obte--
ner un punto de prediccidn., Por ejempleo, podemos usar una me
dida de tendencia central, valuando la media o la moda como-
punto de prediccidn, En el ejemplo 2,3,7, la media de la pdf
predictiva es la media muestral ﬁ., y ésta es un punto 6pti-

mo de prediccién para ; e
n+l

hado gue tenemos la pdf predictiva, ply/y), podemos -
ahora evaluar para una regiédn o intervalo la ecuacién si----

quientes

vr(Y ¢ Rpy) p(Y/¥) av e (27)
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donde R es un subespacio de Ry. En esta misma ecuacién exis-
~ v
te la probabilidad de que la futura observacién de Y caiga -
en la regién R, La regién puede scr dnica para las pdf's uni
modales si requerimos gue sea una regién de médxima densidad-
predictiva, es decir una regién con su probabilidad dada, --
tal que las pdf's predecibles valuadas sobre la regién R no-
gon menores que aquellas relacionadas con alguna otra regidn

con el mismo contenido de probabilidad,

Ejemplo 2.3.8.- En el cjemple 2,.3.7 la pdf predictiva-
para y, ., ©s normal con media ﬁ, y variancia gé(n+l)/n. En--
. . ~ A - — SRS
tonces si hacemos 2 - (y “ ~p)/a, con O = ol{n+l)/n', -
n+
tendremos una pdf normal estandarizada con media cero y va--
riancia unitaria. Pedemos encontrar la Pria <Z2<bH), donde a
y b son constantes dadas, la expresion a<?%<b es equivalen
A — —~ A — ' .
te a fL-ag< Y 1 < M tbad, entonces la probabilidad para --
n+

~

Y 41 gatigfacerd estas desigualdades, S$i requerimos encon---
trar a vy b tal que Pra< 2 < h) - [3, chnwha[3 es dado, es -
clare que hay muchog valores posibles para a y b tal que  --

Pr{a< %< 1) [3, Para que el intervalo sea el mas alto, -

nes lleva a na sola a y b, donde a

iy ¥ b= donde-
BB
el Aren asobre ¢! intervalc ~Z/?‘a Z/3 eg precisamente /3,
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2.3.10 APLICACION DE LOS PRINCIPIOS AL ANALISIS DE LA DIS--

TRIBUCION DE PARETTO,

Consideremos n observaciones Y' = (y], Yo yn

da una con distribucidén de Paretto dada por:

a
ply./a,C) -~ OC A 0 << w
1 ——————
g ... (28)
CC-+1
# O0<Ay, <m

B

Suponiendo que A es conocida, OC e¢s un pardmetro desco
nocido, para hallar su a posteriori procederemos de la si---

guicnte manera:

n
glec/y,a) - T1 ply;/a,@) &
i1
. 1 n noe
= P An(.L N aa L. (29)
(C+1 n(C+1)
(y v o0y ) "
12 n
1/n
dendo G = (ylyq.,.y ) ey la medin geemétrica de las obser
2 n

vaciones, Suponemog que nuestra informacisn acerea del pard-
metro (12 e¢s vaga o difusa y representa nuestra informacién a
priori, Consi.®rando que log (C estd distribuido uniformemren

te, lo cual implica que:

p(ac) o 1 ' 0 <O < v, 030)
o

combinando esta 1df a priori con la ecuacién (29), la a pos-
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. . - ac
teriori para C es: pl(cC/n,Y) o @’ 1 Al

naC
G

CC11~11—anCC
¢ ... (31)

donde a = Ln G/A. Ahora podemos observar que esta a posterio

ri es de la forma Gamma y en su forma normalizada sera:

n n-1 ~an@
p(cc/a,Y) = (an) oC o 0 < X< ... (32)

r‘ n) nso
Ahora si deseamos calcular esta pdf a posteriori en el inter

valo Cl<(It<1C2 donde Cl y €, son nimeros dados, el momento

a posteriori de C ésta dado por:

Etﬂfr]z (an)‘rIﬂ(n+r)/ ["(n), r- 1,2,... tenemos:
E‘l.oc] =1 = 1 ... (33)
o a n(G/a)

el cual es un punto O6ptimo estimado para (C,

Si tenemos una nueva muestra de g cbgervaciones inde--
pendientes cada una con una pdf de la forma de Paretto, po--
dramos ugar la pdf a postericri de la ecuacién (32) como una
pdf a pricri en el andl.sis de la nmueva muestra, Esto es, la
tuncién de probabilidad para la nueva nuestra denotada por -

Y4 BCras
} &
Yoa/ny,) @ @l ¥
ﬁq((C"'l)

(,’

.o 34)
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donde G4 es la media geométrica de las nuevas observaciones-
de g. Combinando la ecuacidén (31) con (34), la pdf a poste--

teriori hasada en ambas muestras sera:

n 'i‘q—l [\( n +q )CC - n _},q -1 ( n 'Hlj )(Jl.'

p(CC/A,Y,Yx) oo

o /
C+l (n4g )
NG .
((, (),“I ) (’2
+ - “cl + z [
@t 1 . a4 (ntq) T C(3%)

donde G, es la media geométrica de ntg observacicnes de am--
bas muestras y a, = Ln(Gz/h). Adamds se observa que la ecua-
cibn (35) es de la misma forma Gamma qgue (31), por lo que su

andlisis serd el mismo,

Muchas veces en el andlisig de la distribucién de Pare
tto los datosg dtiles no son lasg obgervaciones individuales -

yllyzluooly ; solamente son en la forma de frecuwencias, n , -
n a)

nl,...,nL; donde nf es el mimere de valores individuales de-

Y, es decir en un intervalo particular de ~  a

pi , donde-
e

X =>X, X = X -0, LTS VI (s I ‘ara la -~
g7 R Ko TR Ry T o vt Lo DAL 0 Tara da
pdf de Paretto en la ecuacidn (28) la probab.lidad de que un

evento elegido aleatoriamente tenga o valer ¥, tal que ---

b, Y<X 2
Kt< £41 es
) a: o
PriX, <Y< X4y ) = A S S
[N v - le's) B
% 2 +1 dy xfl :JL
"t Vi t t+]
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pal‘a T = 001’ o-o:T_l

ac

oc
Para el intervalo X<y<m la Pr(X<y<oo)=n /Xy

Entonces dado N eventos seleccionados aleatoriamente la pro-
babilidad que n, eventos tengan ¥ valores en X a X ., para-

t =01,...,7-1; v n tenga ¥ valores en el intervalo X a -
T ]

on €83
@ n, oo n
! A~ T T AT ™ 1.1 t
T ac n, = M (C
T ned x Pr =0 x* x*
=0 T i t+1

T
donde N 120 nt. Esta es una pdf para las nL's aleatorias, --
las cuales son una funcidén del pardmetro desconceido OC y ~--

jpuede ser expresado en forma mas completa come sigue;

. o Ny
f(x/AnN) o p N ﬁ I . t
L ng € :0
T 't ! X
( L >‘t ) t4+1
-a N @ T QU

(36)... e e 1 ‘ 1 -

s
Xt +1

1/H

donde a - I G/AN con 6 = (I’I Xm‘) , Yy - (‘”0’”1’ ""”'I‘)

120 t.

Ahora combinando la pdf @ pricri plc) con la ecuacidén (36) -

obtendremcs la siguiente pdt a posteriori,

e o a i
plOC/By 1) e ploc) e N T (1( Xe | oo (37)
10

i
. X 11
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Si disponemos de una escasa informacion a priori, la -
pdf se obtendrd come se muestra en la ccuncidén (30); por el-
contrario, si existe una mayor informacidn para el parametro
0C, se adoptard una pdf que mejor represcente dicha informa--
¢ién, En ambos casos la pdf a posteriori (37) podrd ser ana-

lizada y normalizada usando técnicas de integracidén numérica

Ejemplo 2.3.9.- Consideremos los datos agrupados de la
siquiente tabla que representa N = 1004 familias con ingre--
s0s A = $10,000 & mAs dolares por ailo,

TABIA 2,13
DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS DE LOS INGRESOS VAMIT.IARES MAYO-

RES A $10,000,00 DOLARES POR ARO,

INTERVALO ER FREC, RELATIVA  FREC, AB- Xy
SOLUTA
DOLARLES ny /N n, t (104
10,000 - 14,999 0.170319 171 0 1
15,000 - 24,999 0,221116 222 1 1.5
25,000 - 49,999  (,159363 160 2 2.5
56,060 99, 999 (,219124 20 ) 5,0
100, GGG - 149,999 ¢, 04" 1088 At 4 10,0
156,000 - 499,999 0.1 17450 138 H 15,0
500, GLO - 0, 0448207 45 G 50,0
Totales 1,000 Ho- 1004 -
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Como la informacidn a priori es poca para (C; dada la-
ecuacidén (37) supondremes qgue l1og (T estd uniformepente dig-
tribuido, lo cual implica que p{cC) 1/(0 ¢con 0< (< m, -
Con esta pdf a priori sustituida en la ecuacidén (37) y usan-

do los procedimientos de integracidn numérica tendremos:

T-1 -
AN ac n
plOC/A,n,N) = K oo | TR |%{1 - x ) ] t
1t

a1

donde K - constante normalizada.

La fiqura 2,14 muestra la distribucién de la pdf a -

posteriori con media y variancia © ©.6218 y Var (C = -
0.00041.
FIG, 2.14 DISTRIBUCICN A POSTERJORI PARA UN PARAMETRO DE
( PARETTQ, ORTENIDA DE UN CRUPC DE DATOS,
'%) T | . 1 N ' T T 1
20
Media y variancia
”" 4 Josteriori
lﬁi Iype 0.6218
14} Jar (10 0,0004)
i
pol
.
,\,:‘ Ay
y\ ol
[ 4,




el punto 6ptimo estimado es la media a posteriori. En el ca-
so en el cual el tamafio de la muestra es alge yrande, la for

ma de la pdf a posteriori se ascemeja o una pdf n ormal,

2.3.11 APLTCACTION DE LCS PRINCLPICS BAYESTIANCS AT ANALISIS
DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL,

Congsideremog los resultades (0 ¢ W) de n cvertos inde-
pendientes y mutuamente excluyentes generadog por el lanza--
miento de una moneda no cargada, con probabilidades de ocu--
rrencia 6 para A {(cara) y 1-6 para ! (cruz). @ Lservamos que-
los éxitos Ny del suceso A 7 o " de B oestan debidamente re-

presentados por una pdf bhincmial discreta, de la inrmas

N

n L n-n

p(n]/G,n) = ( )9 1 (1-8) 1 . LLL 03
1

La ecuacidn (38) viene siends la suncidn de pess del -

pardmetro desconccido 6, Suprngams s oque tenes s aluna infer

macidn a priori de 8 y que la podem s vrepreser ar por, la si

quiente digtribucifn b

R 1]
ple) =¥ o (1-6) . a3 NELE

I
donde ¥ = (a+b)/’F(a)I ‘i es i c.nstante 1 oorralizada, -

ay b son los valores parasetric s que represcntan la infor-

%
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macidén a priori de 8, NAtese gque para la pdf beta, 'O - --
a/lath) v Var 8 - ab/(u+b)2(a+h+l). Asignando valores para a
y b en la ccuacidn (39) obtendremos la pdf a ] 1 ori para 6, -
que combinandola con 1o ecuacidn (38) - btendremes la pdf a -

posteriori para 8 de lu siqgquiente nmaneras

ple/n ,n) o Ha-l (.'l.-@)n—njﬂ”-| ca o)

gque e¢s de la misma forma beta de 1a ecuacion (39), ow pard-
metros a's nl+a v b‘:n~nl+b, v constante rornalizada dada --
por r (o' )/F (a') F(]:- Yo con media a pesterieri ay(a'+h'),
Otras probabilidades a posteriori, por ejerplo Pr{c«< 68 <d),

siendo ¢ y d ndmerns dados, podrdn ser o btenidey por ol méto

do de integracidn numéricn,

Cuando la intformacidn o priovi de 6 es vaga H difusa, -
hay que hacer una seleccion adecuada de la pdf a priori que-
represente ol comportamiento de A8, Representarene s mediante-
una pdf dinpropia el concocimient  vage del val 1 de 6,

pa)y e 1 PR RS | ... (41)
A(1-0)
esle, marca una limitante  en la pr-babilidad o priori de la
ecuacidn (39), con valores para o v L omuy cercand s a cerog

al respectc ge senala que existen punitop exteri res n1=0/(1-8)
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con rangos de O a o, Lo cual implica que la ecuacidn (41) -
es la probabilidad a priori para 6. Combinando lasg ecuacio--
nes (41) y (38) obtendremos la pdf a posteriori dada por:

ny-1 n-nq-1
o 1 1

p(@/nl,n) oo (1-6) , O0<oe<l ...(42)

esta ecuacidén resulta ser de la forma beta, con pardmetros -
n1 Y n—nl. La pdf a posteriori estard condicionada por n1> 0
y n-np 0, tal que, nuestra informacién muestral incluya una-
menor ocurrencia de los eventos A y B, Satisfecha ésta condi
cidén, tenemos que la media a posteriori de 8 cs nl/n & sea -

la proporcidén muestral y —ariancia n

](n~nl)/n2(n+l). Ademas-
se puede calcular la probabilidad a posteriori de que 0 se -

encuentre en un intervale dado,

2,3,12 REPORTE DE LOS RESULTADOS DEL ANALISIS BAYESIANO
Ll reporte de los resultados bayesianos, involucra la-

estimacidn de pavdmetr:s, por le gue serd importante suminig

trar al mencgs

a) betalles de la dicengidn del medele estocastice supuesto-
al gencrar las observacicnes y que servir§ para justifi--

car el model-
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b) Una discusidn de las suposiciones a priori para la valua-

cién de los pardmetros.

c) La informacién de la muestra, describir de donde se obtu-

vo, en donde se aplicari.

d) Informacidn acerca de las pdf's a posteriori para los pa-
rametros de interés, indicando las medidas de tendencia -
central & de digpersién asi como los intervalos & regio--

nes donde se aplicaran.

Por 1o anterior, se puede concluir que no todos los in
vestigadores o decisores llegardn al mismo resultado final, -
pues éste csld influenciade por una serie de suposiciones -
subjetivag que a su vez dependen del conceimiento y experien

cia de cada persona.
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CAPITULO

TIPOS DE PROBLEMAS DE DECISION



3.1 TIPOS DE PROBLEMAS DE DECISION

El objeto fundamental de ¢ste capftulo es ¢l fe anali-
zar los tipos de problemas de Decisiones que con mis fro--
cuencia enfrenta el decisor. Estos se clasifican de acuer
do a la cantidad de informacién de que se digpone en el mo
mento de analizarlos. Veremos cdme la Teorfa Estadfstica-
es de vital importancia para su solucidén, ademis examinare

mos los diferentes métodes existentes para reosolverles.

Biasicamente existen tres grandes tipos v son los gi- -

guientes:

1,- NO HAY DISTRIBUCIGH A PRIORL
2.~ HAY DISTRIBUCION A PRIORI]

3.~ HAY DISIRIBUCION A POSTERIORI

Una vez que se ha dado la clasificacidn, empezaremos a

analizar el primer tipo, mostrande cada une de les cerite--

rios mediante un ¢jemplo,

3,2 HEG HAY DISTRIRBUCLON APRIC K]

Este tipo de problemas también se conocen como de in--

certidumbre completa ya que no hay distribuciédn de probabi
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lidad, es decir, no se conoce p(8) y solamente hay (A,6,U), -
donde:
A.- Representa el conjunto de acciones
8.~ Representa el conjunto de estados de la naturaleza
U.- La utilidad asociada con cualquier combinacién de-
la alternativa A y del estado 6.

Mientras que las situaciones de éste tipo se encuentran
menos frecuentemente en la prdactica, es de interés por las -
técnicas que se usardn y gue son basc para otros tipog de --
problemas. Presentaremos cuatro criterios de decisién, que -

pueden ayudar al decisor a tomar mejores decisiones

3.2.1 CRITERIO MAXIMIN
Este criterio de seleccién se establece muy fdcil: exa-
minese la ganancia minima asociada a cada accién y seleccid-

nese la accién que maximiza la ganancia minima,

Supéngase ¢l siquiente cjemplos Es viernes y Juan estg
tratando Jde decidir como gastar sug fondos para la recreg---
eidén del sdbado, El puede ir al cine, al campo o a navegar,
Cada actividad costarfa lo mismo y utilizarfa todos sus fon-
dos limitados; la cantidad de recreacién que obtendrd de és-

tas actividades dependerd del clima del sdbado préximo, Bi el
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tiempo es soleado y con calma (no hay viento) gozard yendo
al campo, pero si es soleado y con brisa lo mejor seri ir-
a navegar. Juanh siente que ésta distraceién puede medirse
por el nimero de horas gque ¢l pasard en la actividad. El-
cine dura cualrov horas; ir al campe seis, sioestd con sol-

y calma, y cuatro si estd con sol y alre; navegar cinco si
estd soleado y con calma, v trece si estd soleado con bri-
sa, S1 €l selecciona navegar, tendrd que dedicar tres ho-
ras para limpiar su hote y restard ¢se nimero de horas de-
la cantidad de distraccidén que tenga el sdbade. Finalmen-
te, Juan no Liene gecese a log reportes del tiempo para el

sabado v debe tomar su decisidn a fin de poder dedicarse a

plancar la actividad gue decida,

La informacién dada en este preblema de Juan, permite-
establecer una tabla que dard las horas netas de diversidn

para cada accién,

Loy valeres en 1o tabla se obtienen del enunciado del-
problana, por ejenplo, 31 oal cine le properciona cuatro ho
Yas de placer, gin imp ar cuidl sea el Liempo que se ten-
ga . Por otra parte sy oselecci g Iy a navegar vy courre mal
tiewpo, € ne habrd ganade ninguna hora o placer y sf per

dif s tora o en limpiar oo Vote, luess 1a ganqncia neta-
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es ~3. De igual manera se obtienen los demas valores de la
tabla 3.1, Cuando sec aplica este enfogue {(maximin) a la ta
bla de pagos, se encuentra que la mejor decisidt se logra -
si va al cine, La peor consecuencia posible para cada ac-—

cién es el minimo de los valores en oada columna.

Una vez que so encuentran estos minimes, se selecciona

el maximo de ellos,

Estos nimeros para el problema de Juan se ilustran en-

la tabla siguiento:

TABLA 3.1

—— ; - - =
~.. ACCTONES T
\\\“
ESTADOS 4 ) a3
S, - 1 R
9] 10 4 4
b e e — - - - — 4 RO —
89 A 4
—— - — 4
84 -3 0 4
MINIMO ENI LA 0 44
COLUMNA

* ks ol valor Maximin, que corresponde ir al cine,
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Donde:

a1 = navegar 0] - Soleado con brisa
a_ = ir al campo 8, soleado con calma
2 ‘ en ¢l viento,
a, = ir al cine
9 mal tiempo
3

A continuacidn veremos una propiedad del criterio maxi-

min.

Supongamos que se tuve un crror en el cdleculo de las ga
nancias para 6, y corrigiendo el cileulo encontramos una ga-
nancia adicional de 4 unidades de utilidad en cada alternati
va de 84. La tabla 3.1 estard alterada on la forma mostrada-

por la tabla 3.2,

TABLA 3.2

r~— - —— o e ea — g e g e > . e e s o

- ACCIONES
ESTADOS ™ o ! T 3
— e - B L - — .
8 10 4 §
1
“ 0 ( 4
2
0 1 4 ]
3
MINIMO EN LA ) Ars .
COLUMN
| _CSOmUMnA - ; j
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*% Son los valores maximin; de esta simple ilusgtracién
ge dice que el criterio maximin no tiene la propiedad de -
linealidad, ya que €1 estd indiferente entre ir al campo o

ir al cine.

3.2.2 CRITERIO MINIMAX

Existe otro punto de vista para analizar los tipos de-
problemas de decisidn bajo incertidumbre completa. Esto -
involuera la utilizacién de tdéenicas similares para resol-
ver un problema, pero teniendo desarrcllada una matriz de-
pagos diferentes. Suponga que e¢s ¢l domingo siguiente al-
sébado y que Juan estuvo navegando, reflexiona que ese dia
fué soleado y con calma.  Chserva que con el conocimiento
de cual evento ocurrié puede cevaluar las tres acclones resg
pecto a la mejor de ellas. Por consiquiente para un dfa -
con sol y calma (85), la mejor accidn serfn as¢ al selec--
cionar a; en su lugar gacrificé 4 horas de diversién (6-2),

81 hubiicera preferido en gu lugar aq, habrfa sacrificado 2~

-t

horas de diversidn,  Si hubiera elejido ag ne habrfa renup

ciade a ninguna hora (6 - 6},

I3

pucde apiicar la migma téonica o ioy ctros renglo--

nes de la mat: iz de paqgo de 1. Tabla 3.1, yor ejemplo sio-

]
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8, hubiera ocurrido, la mejor accidn seria a,.

'] nimero que resulta de comparar cualquier pago con -
el mejor para ese evento se le nombra perdida de oportuni--
dad y la matriz de todos esos valores so conoce como matriz
de pérdida de oportunidad, como la moustrada en la tabla .3
Aungue la técnica para calcular pérdidas de oportunidad pa-
rece directa, se deben tener presentes agoellas sitvaciones
donde los nimeros on la matriz de pagos representan costos,
consecuentemente el objetivo es minimizar en Ingar de maxi-

mizar.

Una vez que se ha desarrollado la watriz de perdidas -
de oportunidad, se puede hacer un analisis aplicando un en-
foque similar al de maximin, b1 enfogue apropiado para ¢sta
gituvacion es: "seleccionar la aceidn cuyo peor resultado pg

sible es el menog malo',

Lste enfoque se conoce como perdida miniwax, porque sg
leceiona el ndpimo de inoconjunto de pérdidas de oportuni- -
dad maximas, l'ara ol cjemplo de Juan tanto a, v 33 tienen -
pérdidas dc oportunidad maximae de o, y este valor es menor

que la pérdida de oportunidad midxima para ay. A Juan le es-

indiferente entre a, y a, como la vejor accion,
- 4
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TABLA 3.3 MATRIZ DE PERDIDA DE OPORTUNIDAD

[~ i g B
~ o o
~—__ ACCIONES
.\‘\\\‘ a1 a2 a3
ESTADOS ~__
ol N N R R I R
I _.H2 I B 1 | ~(~),n 4 w,z_ S
0, 7 - _4 0
MAXIMO EN LA
7 [}
COLUMHA o

3.2.3 CRITERIO DE HURWICZ

IFl criterio de Hurwicez asigna determinados valores re-
lativos a los resultados maximos y minimos posibles de cada
estrategia factible, Pondera los valores extremos en forma-

tal gque reflejan la importancia gque les concede el decisor.

El criterio de decigidn de Hurwicz se determina calcu-

lando el coeficiente de optimismo € de la siguiente mapera:

¢ T Ipinimo) 1y o) (mgximo)

donde: @ es ¢l indice de pesimisno relative
1-'U es e’ indice de optimism. relativo

Maximo v »inimc son las consecuencias referentes a
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cada curso de accién,
Para determinar el valor de ¢, partimos de 1a sigquiente --
matriz de resultadosg,

"

DE ACCITOR

CURSO &

ESTADNS a 1

el 6]. Sl I .
Ga 1 X
J— i B —_— P -

cQue valor de X hace que el decisor sea indiferonte ealre-
ayp y ap v
Al aplicar el criterio de Hurwica, ~c¢ lleaa o una indiferen

cis representada por: (o)1 (1l-me)] e (XY 1= Y (%)

5 1 -

Mediante la asignacién de cierte valor a ¥, se puede cg
nocer el valny que tendra oo, yo ogque - 1.3
Continunndo con el ¢juomple Lo Juan cupondga e escoge -

un valor de X~ %4, por 1o gue oes 50,

Seleceionamc:. 1o consecnencia aon 1os val res midximo y-
minimo de cal: weidn y hacemos Tos A1 a1l necesaris o,

Pregentanos 1o, vesultades ¢ 1 031 sigquientoes



TABLA 3.4

RESULTADO RESULTADO
ACCION COEFICIENTE DE HURWICZ
MINIMO MAXTMO
ay - 3 10 .50(=3)+.50(10)=3,6
ay 0 6 .50(0)+.50(6)= 3.0
ay 4 4 .50(4)+.50(4)= 4,0

por lo tante, Juan escoge la accidn asg, ya gque le correspon
de el mayor coeficiente de Hurwice,

Bl criterio de Hurwicz demuestra cfmo es posible hacer-
el intento de incluir mds de un resultade sin utilizar todos
los resultados al tratar de evaluar las accienes factibles,
Ademds nos da una alternativa para obtener cuantificaciones

de utilidades y consideraciones subjetivas,

Una cbhservacién a el criteric de Murwicz es de que no -
posee la propledad de linealidad y de convexidad (cuando una
nmreva accién, que es ung combinacidn aleatoria de dos o mds
acciones 6ptimas, s no dptima entonces 1a propicdad de cop

veridad es violada),




3.2.4 EL. CRITERIO DE LAPLACE

Si estamos completamente insequros de cual ¢ el estado
que puede ocurrir, cntonces pracederemos como i los esta-=-
dos fueran de igual ocurrencia, esto es, asignar a cada us-
tado la misma probabilidad, calculando el VME para cada ac-

cidn y escogemos la que tenga el mayor VHE,

El supuesto de probabilidades iguales implica ¢l llama-
do principio de la razén de insuficliencia (sin ninguna cau-
sa especifica, no sucedera ninaqin evento especifico).
Puesto que ne conocemos motive alguno para que se bproduzea-
un estado natural en lugar de otre, Jdamos por gupuesto que~

es probable que ocurra tanto uno come otro,

Ahora aplicamos el criterio de Laplace al preblemn de--
Juan., Asilgnamos una probabilidad Jde 1/3 a cada uno de los-
estados, ‘alculamos el VME de cada accién y obtenemos log-

resultados siguientent

apr 10(1/3)42(1/3)-3(1/3)

ant A4(1/3)46(1/3)40(1/3}

i
W
-
L
[95)

aqs 411/3)+4(1/3)44(1/3)

I
-

Por lo que Juan escogerd la accién a3, Ja cual tiene un



VME mayor. El criterio dec Laplacce posec la propiedad de 1i

nealidad y de convexidad.

Son cuatro criterios de decisién en condiciones de incer
tidumbre completa de alguna distribucidn de probabilidad --
sobre los estados de la naturaleza., Se ha visto que cada -
criterio tiene ciertas caracteristicas, las cuales puecden -
ger una dificultad si se adoptard un criterio y cl uso fue-
ra indistinto. El estudio y la comparacién de varios crite
rios de decisibdn ayudardn a distinguir les rasgos indesea--

bles que contienen cada criterio,

3.3 HAY DISTRIBUCLION A PRIORIX

A egte Cipo de problemas también se leg concce como --
problamas bajo riesqo, ya que existe distribucién de proba-
Hilidad a pricvi p(a)r sc representa per (A, 6, U, p), don-
Jde A, 4, Y, representan 1o migmo en los problemas del pri--

mer tipo y poes la distyibucién de probabilidad mencicrada,

Les problygnas tratados anteriormente bajo el criterio-
de: Hurwicz y el de Laplace tienen upa distribucién do prolig

bilidad, admit tendo ésta come una prebal ilidad rubjetiva,



En este segundo tipo de problemas tratarcmos otras for
mas de la distribucidén de probabilidad. Aungue cl método de
solucidn es el mismo independientemente del tipo de probabi
lidad de que se trate, queremos colocar en perspectiva los-

diferentes tipos de situaciones de toma de decisiones.

Los problemas con distribucidn de probabilidad a prio-
ri son caracterizados por el tomador de decisiones como -~-
aquellos en gque tiene parcial o completo conocimiento de la
distribucién de probabilidad sobre los estados de la naturg
leza. Si el tomador de decigsiones tiene poco conocimien-
to de la distribucidén de preobabilidad, llamaremos a este ca
50 la situacidn de conociniento de riesgo subjetivo, Si el-
tomador de decigiones tiene guficiente conocimiento para de
rivar una digtribucién de froecuencias de probabilidad, dire
mos gue 61 estd en una situacidn con conocimiento de riesqgo,
Poy supucsto cs diffeil decir justamente dende ol caso de -

riesac sibiletive erpiesa o oobode Cerming,

Muchas veres 0 problerns de tomg de ded Dglones eg po-

5ible chtener alguras o} cervacichoes de o cperimento antes

de tomar una decisidn, - tras veces ot e es posilile re-
sult s muy o st ., vioed o Lpfo b 11 e o Tivf Ya teerdfa
de Ta wtalidse oy oA oy o0 oy U I tet gy i osperado,



3.3.1 VALOR MONETARIO ESPERADO

En la mayorfa de los problemas de decigiones el valor -
asignable a un cursgo de accidén determinado puede representar
se adecuadamente en términocs monetarios. Presentaremos una -
situacién de toma de decisiones caracterizada por la existen
cia de varios estados de la naturaleza, donde se asignan pro
babilidades de ocurrencia a cada cstado natural basdndose en

datog disponibles,

La Compaiifa Alfa, S. A., renta autcomoviles a razén de -
$700.00 pesos por dfa, a su vez csta Compaiifa alquila log ==
carros a una empresa mayorista Rentamex. El gerente de Alfa-
debe especificar a Rentamex el mimero de vehfculos que pre--
tende alquilar con una gcemana de anticipacién, pagandole ---
$475.00 pesos por cada automovil alquilado, Si la demanda es
menor que el nimero de velfculos disponibles, Alfa pierde el
alguiler de $475,00 por cada automovil que alquilé y no ren-
té, Si la demanda es mayor que el nimero de vehfculos Jdispo-
nibles, Alfa se privard de una qganancia de $225,00 pesos por

unidad que no tuvo disponilile,

El gerente dispone de datos pasados que refleian la de-
manda aleatoria, tomando como bLase un perfode de obygervacién

de cien dfas. El mimero de solicitudes de vehfculos de parte



del piblico se considera como una variable aleatoria, la cual

toma los valores de la tabla 3.9.

TABLA 3.5 DISTRIBUCION DE PRECURKRCIAS

Ndimero de - Mmoo recuencla
colicitudes de diag relativa

(¥;) Pl

20 o .08
1 10 L
22 12 .12

23 1z .13
24 17 .17
2h 14 14
26 11 .11
27 a LU0
28 s .06

Totales: 100 1.00

Se tiene una distribwueidén de probabilidades para la va-
riable considerada, se estima que no habra cambics futuwros -
en el comportamiente ohgervado de la demanda, Bl jercate de-
Alfa usard ol valor moenctaric esperade (VME), pars masimizar

¢l beneficio nete de acverde o las siguientes re dan:

a).- Caledleoe o) Lereficr  condicicnni de camda ovran e qo-
cidn factible,

i) .- Caledlese ¢l hencficio not osperad de cula ours o de
accidn, tal coms o1 proredie ponderads e oL bepetie- -

ciog netog Jde tedas las casnes o onelderadas tpodére-



se cada beneficio condicional con

lidad de ocurrencia).

Seleccidnese

neficio neto

Porr lo tanto

Algquilensc
Alguilense
Alquilensc
Alquilense
Alquilense
Alquilense
Alquilense
Alguilense
Alquilense

20

22
23
24
25
26
27
28

estas acclones

TABLA 3.

MATRIY

Ju respectiva probabi

el curso de accidn que proporcionard el be

esperado mayor.,

el conjunto de alternativas factibles es:

unidades
unidadcs
unidades
unidades
unidades
unidades
unidades
unidades
unidade s

se obticne

DE CGARNANCIAS CONDICIONALES

28 | 4500

472

5 4‘)’ (, !J]?F)

oo hiacen

Cidadea oy

-1

e Tier tes,

Estados CURYOS DE ACCION

Demanda a4 ay a4 a, g

20 14500 40251 3550 3075 | 700
21 4500 | 4725 1 42501 3775 1400

22 | 45001 4725 4956 | 4475 2100
273 4500 1 47251 49501 5175 2800 |
24 | as00 | 4725 | a9sal w179 3500
AN 500 1 47251 495061 5175 s 14200
o L anoe ] ares | 4one 817y 1750 4900 |
277 FO00 1 A725 | 4yt | 5175 75) 6075

€ 300




beneficio neto condicional serin:

(20 x 700) (22 x 475) = 3550

Nétese que la matriz muestra que los diferentes cursos-
de accién varfan mucho en relacién a los riesgos gque ofrecer,

La accién ap garantizd un beneficio neto de $4 500,00 pesos,

es la estrategia que presenta menos riesqo, pere también mo-
nos ganacia; por ¢l contrario la accién ag oo 1a alternativa
mis arriesgada ya que ¢l beneficio neto puede variar desde -

$700.00 pesos hasta una ganancia neta de $6300.00 pesos

De acuerdo con lo anterior, el beneficie neto csgperado -

viene dado por la férmula siguicnte:

n
E(X) = Y 2 P(xj)
i=1

Por ejemplo para la accidn A, tenemos:

E(X) - 08) 4+ 3775(0.10) + J475(0.12) 4 H175(0.13)

3075(¢
517;(“ 17) + 5175(0,14) 4 5175000 11) + 5179(0,09)
+5175(0,06) - 4782

por lo tantr R(X) 4743 pesos para la aceddn a,. Los bene--
ficios netos em orados asociados con las otras aovioney so -
calculan de la misma mancra y se presentan en la takla 3,7.
De acucrde con el VME el yerento de Alfy deke algquilar 23 --
unidades,

porque es la accifn gue le properciona ¢l henef)--

cio esperade mas alto de $4763, 40 peso



TABIA 3,7 BEREFICIOS ESPERADOS

Beneficios

Acciones asperados
al 4500.00
a2 4669.00
a3 4768.00
a, 4783 .00
ag 4707.00
ac 4512.00
ay 4219.00
ag 3849.,00
ag 3416.00

El VME debe utiligzarse si ol decisor 10 usa como su hor
ma para seleccionar un curso de accidén que proporcione con =
certeza una cantidad determinada de dinero, © para seleccio-
par un curso de accidn con la mejor o la peor de todas las -
consecuencias posibles asociladas con un conjunto de acciones,
Ademads do cualguiera que sca ol criterico de decisidn que se-
utilice también hay que usar ¢l sentido comin y el juicio --

I'd '
critico.

.40 HAT T tnieton A STERTGR]

' i veoY teras eu caracterizade oo o la posibily
fad ¢ e an! sracién adicional o date s antes ie gue la
iecini’ oA represzenta poot 8, U, o, YY), don

=136~



de A, 6, Uy p, tienen ¢l misno significado que los casos an
teriores, y Y nos representa ol oxperimento ¢ alginr disposi-
tivo para obtener evidencia acerca de la probabil dad de los
diversos cstados Jde la naturaleza., Muchas dec.riones on ia -
agricultura, negocios vy en nuestra vida diaria sen hechas ~-
después de que consideramos o investigames alauna informa---
¢idn adicional acerca de la probabilidad de los estados de

la naturaleza. Frecuentemente la informacion obtenida ne es-
vista como perfecta para predecir cuadl estado e la naturalg
za ocurrira, asi la caractoeristica importante de la informa-
cidn, es ver que tanto «o ajustan a una distribucidn e pro-

bhahilidad conccida.

Lag probabilidades condicionales pOYod) on este tipo de
problemas juyaran un papel muy inportante yva ogue mediante ég

tas y ¢l teoroma de Bayes podvencs rovicar Jas probabi hida--

[

des a priori, pla), para cbteper wna di trilks anode probabg

lidad a posceriori, by,

B

.

Lote tiy de v pleras oo enterdora co )1 aeetiant o

caso que se present © ocnon oo apand

Una erpreasa san fact roy g aba 11+ iy nae -
producteo ¢ ¢y rercadio ST, g L 15a ar fa ot orala
ella misma « t prodocte fotara g sag oLar, la o cogrania-



considerd un periodo de cinco afios para la comparacidén de -—-
los beneficios de su producto. PDe acuerdo con un andlisis y
considerando que las ventas son altas, la empresa prevé un -
beneficio de 14 millones de pesos durante los préximos cineo
afios; si las ventas son regulares, espera ganar 3.5 millones
de pescs; y si las wventas son bajas so perderan $900 000 pe-
50s. 91 manda maquilar su producto y las ventas son altas, -
pucde obtonerse un beneficio de 7 millones de pesos: si lag-
ventas son requlares prevé que s61o ganard $1 500 000 pesos:
y si las ventas son bajas, ganara $200 000 pesos. Con basec a
expericncias pasadas con respecto a productos similares y a-
entrevistas con expertos, la compania asigna las siguientes-
probabilidades subjetivas a los eventos de interes:

8y ¢ ventas altas p(8y) - 0,18

8, : vertas medias p(8,) 0,55

8, : ventas bajas play) 0.27
Con la informacidén anterior construinoes la tahla 3.8,

JABLA 3.8 MATRIZ DR DECISIONRS

ToeLDuetones
, Do T ay a,
,‘.‘“Lﬂ .S.LQ.b, - ".“".’.;.4 et Apnie amorin mar e e e ma— —n ..:_._ [
H) 14 000 ooa |7 0G0 ()0
H., T 500 000§ 1 400 (450
! . . b 18] i 160
i - _— e . 4 - -~ . . —




donde: a; i manufacturar olla misma el producto.

a, i randar a magquilar el prodecto,

Las ganancias esperadas se caleculan por medio de las -~
probabilidades a priovri, « partir de informacién adicional;-

dicha informacidn se obtuve mediante un método de muestreo -
estadistico, para lo cual hize gque una organizacidn de inveg
tigacidn de mercados averignard el mimoero de clientes poten-
ciales de su producto. la encuesta ofrecidé tres tipos de re-
sultados mucstrales.

ylz los resultados indican un nivel de ventas alto.

y2¢ los resultados indican un rivel de ventas medio.

y3: los resultados indi:an un nivel doe ventas bajo.

Basndose en encuestas previas similares, la empresa de
investigacidn de mercados determina el grado de confiabili--
dad con los resultados muestrales de la siguiente manera: kn
@) pasado, cuando ¢l nivel de ventas era alto el 157 de las-
encuestas indicaban errdneamente que la Jdemanda futura serja
a un nivel maedidaro: en 1 pasado, cvando ol nivel actual de-
las ventan cra rodio, en ol 837 de la: veces Jos resultadog-
indicabar adecvadanenta ol nivel fut ro de 'a demanda; oy o---
cuande el nive  actual de la ventas ora Bajo, o L2 Jde las
encuestas Jdaban vna indicac’lén o ulti nived moddi L e verntas -

futuras,



Eska informacion, puede rowouaciryao on da

S

Notese que no se proporciona ply

que en la encuesta unicarente so observd el

tral de y,.

TABLA 3.9  PROBABILIDADES COMDEICIUNALES

p(y,)/'@l):O.JS: en donde Oy: nivel 7 oo alto de ventas
/9,))=(ﬁi.83; en donde 921 nivel futuro medio de ventas
p(yz/O,j)::().Z?.; en donde 85: nivel “uturc bajo de ventas

1

g

tabla

S8y oty
i LA

uwltado

.
o

r ), por--

3

naes--

teilivando la tabla 1.9, la capresa procedid a revisar-

sus probabilidades a priori asociadas con los diversos esta-

dos de la naturaleza

teriori. bos resultade

muestra:

v —

Fotado | probabilidad

LRS]

para obtener las probabilidades a pos-

apareceh

probatyi bidad
wuLdiﬂi«ld]

a pri i
te : .
2 Loty
M T 0,148
i .
_— - —
A 1 b
A d!

an

Ia

probabilidad
corjunt a

Pl Gy e

.i ‘

OL027u

0,3
! e i
eodl

tabla 3.10

COro -
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Las probabilidades a posteriori se calculan usando el -

teorema de Bayes, dado por la siguiente expresion:
A 5(0.) nly,/7a;)
P(e;/yo) . Py PrY2TVL
> plagl plys/8;)
i=1

para 91 tenemos:

(0.18) (0.15)

= e - = 0.04()7
(0.18)(0.15)+(0,55) (0.83)+(0,27){0.22)

p(el/yz)

de igual manera so calculan, p(@,/y,), p(83/y7).

El cdleculo del beneficic esperade bajo condiciones de -
incertidumbre parcial sera:

para ajp: 14,000,000(0,0497) + 3,500,000(0,8408)
-~ 900,00000,1094) - 3,540,140

para a,: 7,000,00000,0497) + 1,500,00000,8408)
t200,00000,1004) 1,210,580

De este andlisis a posteriori se observa gque la mejor -

accién os a3, con un beneficio esperado de V3,540,140 pesos,

La ampresa de investigacidn de pervead s ne puede sfre--
cerle a la companfa una informacisn pertecta y por es” lag --
compafifa no tiene min una gufia clara acerca del valer de la-

informacién adicional obtenyds por medic de ese tips de en--



cuesta. El cdlculo del beneficio esperado con ayuda de la in
formacién perfecta se basa en las ganancias csperadas si o.a-
compaiifa tiene acceso a un pronosticadeor perfectoe, el cual -
predice con exactitud que estado natural ocurrird, por lo --
gue la compaiifa seleccionard el cursc de accidn que le prome

te la ganancia O6ptima,

Para determinar el valor esperado de la informacién per
fecta (VEIP), se calcula el beneficio esperado cuando se tie
ne informacién perfecta y luego se sustrae el beneficio espe
rado que se tiene en condiciones de incertidumbre, Entonces,
el beneficio egperado con base en informaci6én perfecta ge -~
calcula ponderando las ganancias 6ptimas con sus respectivas
probabilidades a posteriori de obtenerlas y totalizando es--

tos productos. Ese cdlculo se efectia de la manera siguiente:

EVENTO S GANANCIAS PROBABILIDADES GANANCIAS
PRONOSTICADOS CONDICIONALLS A POSTERIORI ESPERADAS
91 14 000 000 0,0497 695 800

92 3 500 0060 0,B408 2 942 800

93 200 000 0,1094 21 880
TOTALES 0.9999 3 66O 480

ThELE 3011
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La cifra de $ 3 660 480 pesos, son las ganancias espera
das con base en la informacidén perfecta, restamos la canti--
dad de $3 540 140 que son las ganancias esperadas a posterio

ri calculadas en condiciones de incertidumbre.

$3 660 480 - $3 540 140 = $120 340 pesos

Asi pues, la cifra anterior de $120 340 pesos es el va-

lor esperado de la informacién perfecta.

Otro término equivalente que se cemplea con frecuencia -
para designar ¢l VEIP es el costo de la incertidumbre, el --
cual es el costo relacionado con la toma de decisiones en --
condiciones de incertidumbre, Por lo tanto la cantidad de --
$120 340 es la que se le puede pagar a la organizacién de in

vestigacién de mercados por realizar el estudio.
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3.5 INTERPRETACION GEOMETRICA DIN LOS CRITERIOS DE DECISION
En esta scccidn veremos ¢l conceépto de la distribucidn-
a posteriori para la formulacidn de un cficiente procedimien
to de decisidn el cual se basa en graficas. Se analizard un-
problema con datos y mds adelante emplearemos el mismo pro--
blema para los criterios: minimax, maximin, Hurwicz, Laplace

y Bayes.

Considere que tencmos dos cstados de la naturalerza y --
ocho estrategias con utilidades promedio como se muestran en

la tabla 3.12.

TABLA 3,12 UTILIDADES PROMEDIO PARA OCIO ESTRATEGIAS

Estados| °1 ) 53 54 8g S 89 8g
8, 3 4 3 3.4 4.8 1 2 1.4
0, 1 0.6 4 2 2 5 4 3

Notese que 8yr S, Y B, sON dominadas por Byr 8, Y 84 dg
minadas por &4, Denotemos por GltG(G],s) a la utilidad para-

91 y alguna estrategia; la utilidad promedio para 8., y cual-

2

quier estrategia por GZN:(GZ' s). 8e dice que 8 domina a s*-

si u(el,s) 2 G(el,s*) y G(Hz,s) > 0(92,5*). Una estrategia -

eg admisible si no es dominada por otra, de aquli las estratg

gias By, B¢ Y B 80D admisibles. Mostraremos que toda estra-
¢
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tegia admisible es una estrategia bayesiana,

Las utilidades G‘1 y 02 pucden verse como coordenadas de
un punto en una grafica, con G(QJ'S) trazada cn cje horizon-
tal y g(92,s) en cl eje vertical. ¥En la fig. 3.1 cada estra-
tegia es representada por un punto, e¢n donde 83+ Sg Y 8 @s-

tan ubicados a la derecha y arrviba de 'rs otros puntos.

G
2 6 T
5 S()
4 - \ . 84
8
\ 7
3 - A v
°8 8 u
2 S(}’ T Sc,
u.
1 © \g\
Sl I
52
T YT Y I ) R (;1
1 2 3 4 N 6

P1G, 3,1 CONJUNTU S DE ESTRATEGIAL PARN UN
FROBLEMA DE TOMA DE DECISTONES,

Se llama estrateqgia mixdta a los puntas situados sobre -
1a 1inea recta que conecta dos estrateqias adeisibles, diga-

MOB S5 Y S Sea s'
2

473

la estrateqia mixta, donde 1-W) v W gon
1 Y

las probabilidades generadas mediante un métode aleatorio pa
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ra s, y sg respectivamente. Entonces la utilidad esperada pa

Glay,s') = (1—&4)G(el,s3) + WG(QI'SS) - (1-W)(3) t W(4.8)
G(8y,s') = (1-W)G(B,,5,) + WG(8,,5.) - (1-W)(4) + W(2)

5i W= 1/2 entonces G(Gl,s') - 3.9 vy 6(92,5') -~ 3.0, De
hecho para cualquier probabilidad de 0g W <1, la estrategia-

mixta caerd sobre la recta entre Sy Y 8

5

La recta entre dos puntos puede representarse como el -

conjunto: o _ _
(0: 0+ qwi, o« w 0 |

donde Ug, ﬁi, y U representan los puntos [G(81,53),G(92,S3)],

[G(Bl,ss), 0(92,55)] y lQ(Bl,s'), G(82,s')] respectivamente.

Consideremos otros puntos correspondientes para alguna-
otra estrategia mixta. Por ejemplo, 8, ©8 un clemento de un-

conjunto donde ﬁb estd en la recta entre 81 Y 8gf ﬁi estd ep

tre 83 vy By e

Un conjunto es convexo, si cuando W y U1 estdn contend
dos en i, entonces [}l»W)no i W U]} estd contenido en 5 para
toda W, Bl conjunto convexo 5, mostrado en la {figura 3,1 es-

el conjunto convexc mas pequeic que corresponde a los puptos

de las estrategias s 5 5 S0 5

1t By B by claro que es

A T

te conjuinto contiene todas las estrategias del problema,
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La clase de las estrategias admisibles corrvesponden a -
la porcidén de la frontera del conjunto convexo. bEsto es, las
estrategias admisibles son Syv Bp Y S Ademds la- cotrate--
gias mixtas que unen ¢sos puntos constituyven la parte admisi
ble de la frontera, mostrada con la linea gruesa en la figu-
ra 3.1. Us claro que neccesitamos considerar unicamente las -
estrategias de la frontera, de esta manera tendremos reduct-

do el nimero de estrategias consideradas.

3.5.1 CRITERIO MAXIMIN

Bl eriterio maximin especifica que se encuentra Ja mind
ma utilidad para toda estrategia y se deteormina ol maximo de
esos minimos. Del ejemplo anterior, todos los minimos con --

respecto a 8, se representan por una recta vertical y todos-

]
los minimos con respecto a R? por unia recta horizontal, Cuap
do se congideran los dos estados de la natwaleza, las dos-
rectas se l.,l'l('.(}l"S(?Ctal'él'l e1un \'a]or l‘ﬂ.iﬂil”.(i ("'l‘\l’lli. Variaes de-
dichas rectas on travadas en la grafica Jde ta figura 3,0, -
El nivel ¢y representa los winimos valores (C,C) para 4y
G;) . Se puede Imaginar a las rectas gue se o intersectan como-

una curva de indiferencia que forman un angulo recto, es do-

cir alqguna estrateqgia que proporciona una qanancia de ¢ cuap
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do ocurre 6] es indiferente de otra gque proporciona una ga--
nancia de ¢ cuando ocurre 8, . Todos los puntos de ¢, son ==
igualmente deseables y preferidos a los puntos de cy. Para -
localizar el maximo de estos minimos, debemos hallar un pun-
to en el conjunto S que toqgue la curva de indiferencia mds -
alta. Por lo tanto, la estrategia mixta s* es éptima utili--
zando el criterio maximin, porque nos permite llegar a la --

curva de indiferencia mas alta c¢

Q
(32 G —'}
5 56
/
53 ”_.(A.A.ﬂ)...‘..____ c?
4 - /(C,C) ey
/s*(3,47,3.47) .
/ ‘o
3 g S /
Vs
//
2 , 8¢
/
S
7
1 ’, N
/, bl\ \\\
// 32
r 1 1 1 T T Y
1 2 3 4 5 6
Fla, 3,2 INTERPRFTACION GEOMETRICA DEL CRITERIO
MAXIMI!.

Bl conjuanto de puntog (Ul,ﬁ)) para los cuales la menor

de l!a: courdenadas es cuatre, estd designado por:
(G, omin (54,0, 4]

s
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v es el conjunto de puntos en la interseccidn de las dos se-
mirectas. Una es recta horizontal para la cual G,=4 y Gy 24,
La otra es una rccta vertical para la cual G]'4 Yoo
grafica de las dos semirectas se muestra como la curva de in
diferencia c,. Cuando decrace la curva de indiferencia, las-
lineas de interscccidn se mueven hacia abajo vy a la izquier-
da a lo largo de una rccta a 45° que pasa por el origen. El-
punto de interscccion de las rectas que tocan la parte admi-
sible de la frontera 5, es el punto correspondiente a la es-

trategia con miaxima utilidad esperada,

La ecuacion de la recta ontre Gq Y 8r €8 EGl*l.Hqu13.2;

la ecvacidn de la recta al origen es G, Gy. Por 1o tanto,-
resolviendo las ecwaciones simultancas, o] maximo punto on -

la frontera admiszible on (3,47, 3.47). dhora le la ecuacion-

de la utilidad esperada tonemos:

Sla. W) G ( VGl
u(u],.,, ) (1-W) (H],.w) bW (u], I
$.07 303 -W) 0 nW

8 [RIA1

. n

1w 1,4

:

L1 punta corrvesponde a na egt-alegia 1ixta de oo ;Y S

con probvaba lidades de o074 ¢ respect ivanente,

4
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3.5.2 CRITERIO MINIMAX

Veamos como convirtiendo las utilidades a pérdidas cam-
bia la posicidn del conjunto convexo $. Para convertir las -
utilidades a peérdidas restamos de la utilidad mds alta para-
cada estado, todos los valores del mismo rengldén. De la ta--

bla 3.12 sc obticenen las pérdidas cesperadas de la tabla 3.13.

TABLA 3,13 PERDIDAS ESPERADAS DPARA OCHO ESTRATEGIAS

Estados Sq 85 54 S4 Sr S S g
91 1.8 .8 1.8 1.4 f 3.8 2.8 3.4
9? 4 1.4 1 3 3 0 1 2

Se representan estog puntoeos en la figura 3.3.

s
4 \‘*\“1

3 3 [§

' a
9 6
ve,
] ' !)'7 l‘
k)
1 2 3 4

Fit, 3.3 INTERPRETACICL CLOMETRICA DEL
CRITERIO MINIMAZ
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Se puede notar que cl conjunto convexo S es ¢l mismo =--
gue se tuvo en la figura 3.1, excepto gue la parte admisible
de la frontera estd ahora mds cerca del origen y el conjunto
toca los ejes. La minima pérdida esperada aparccerd a lo lar
go de la parte admisible de la frontera (linca mds gruesa)l.
Para hallar el maximo de éstos, se traza una rocta a partir-
del origen a 45° gue localiza a la estrategia minimax. En eg
te caso a la estrategia mixta Jo corresponde el punto (1,42,
1.42). La estrategia mixta s* cs wna mezcla de 5, Y 8¢ con -

probabilidades aproximadasz de 0.82 y 0,18 respectivamente.

3.5.3 CRITERIO DE HURWICZ
El criterio del indice @ de Hurwicz también puede mos-
trarse geométricamente en dos dimensiones. Bgte criterio di-

ce que se tome la estrategia gue maximice OC my ! {1-0c) Mt '

es la utilidad mas pequena v M es la utilidad nds-

donde m (

L.

grande para toda cstrategia s La ecuacion anterior ey una-

-
recta con pendiente de 07/ (1-0C) por arriba de la recta y -
-(1-C) /X bajo la recta, Las estrategias para las cuales 6,

2
es la mas grande y Gy oe: la mas pequeria son agquellas que es-

tdn por encima de una recta a 45, coro se muestra en la fi

qura 3.4,
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FIG. 3.4 INTERPRETACION GEOMETRICA
DEL CRITERIO DE HURWICZ

Podemos trazar una cufia en la grdfica, tal como la rec-
ta c; , que represente el indice OC. la cufa que represcnta-
a C=3/4 estd dibujada arriba del conjunto convexo. Los pun-
tos tales como (X' y OC" en la recta rvepresentan combinacig
nes de Gy y Go , Moviendo la cufla hacia abajo y a la izquiep
da como la recta cg, que toca el conjunto convexo 5 localiza
la estrateqgia admisible s* que maximiza el valor del indice-
OC cuandr. - 3/4, En este caso el indice O es un maximo -
para una cstrategia miwta que es idéntica a la estrategia ng

zimin,
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3.5.4 CRITERIO DE LAPLACE

En este criterio se asignan probabilidades iqguales a ca
da estado y hal.amos la estrategia gue tenga el mdximo valor
esperado. El valor esperado para el caso qua cstamos considg
rando esta dado por:

E(U) = (;]/2 -+ (33,/2

esta es la ecuacidén de una recta con pendiente -1 que puede-
dibujarse en una grafica como la figura 3.5, por encima del-
conjunto convexo 5. Moviendo la recta hacia abajo hasta que-
toque el conjunto convexo 5, localiza la estrategia del va--

lor mdximo esperado de acuerdo al criterio de Laplace.

G2 6
5 56 _ Estrategia de
< lLaplace
rd
53 e
4
3 Z.;H 5
\\ - l;(U)
\
2 - N
\\
\\
1 S 5>\\\
1 e
59
1;1
| | | | 1
! ? 3 4 ) 6

FI1G, 3,5 INTERPRETACION GLEOMLTRICA
DEL CRITERIC DL LAPLACE
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En este caso, 33 es la estrategia que maximiza el valor
esperado. Para cualquier otra recta mas baja y a la izquier-

da proporcionard una utilidad esperada mds pequenia. Por ejem

plo, en s,, E(U)=3/2+4/2=3.5 y en s., E(U)=4.8/242/2 = 3.4,
3 o)

3.5.5 ESTRATEGIA BAYESITANA

Una estrateqgia bayesiana para dos estados de la natura-
leza cs aquella que maximiza G(s) = (1-W)Gy; + WG, | Para lo-
calizar una estrategia bayesiana e¢n una grafica trazamos una
recta con pendiente de -(1-W)/W arriba del conjunto convexo-
5, entonces moviendo la recta paralelamente hasta tocar 5, -
encontraremos la cestrategia bayesiana para cualquler probabi
lidad a priori. Por ejemplo, si W=1,3 y 1-W=2/3, lLa recta --
con pendiente de -2 toca a 5 en B, COmMO se muestra en la fi-
qura 3.¢ la cual da el valor ecgperado maximo para las proba-
Lilidades, a priori de 2/3 para oy Y 1/3 para ()2 . las preba-
hilidades a priori e aldguna manera son conocidas antes de -
la observaciin del resnltade del experimento, NHotese que ol
criterio de laplace es un caso cgpecial de la estrategia ba-
yoesiana con igual probabilidad para cada estade de la naturg
Jeza. lLas estrategias bayesianas coriespondientes a todo cop

junto de prolabilidades a priori ocrcienen todag las aestratg
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gias admisibles. Fste hecho es una ventaija va que se puede -
considerar solamente la estrategia bayesiana para una estra-
tegia éptima. Una seqgunda ventaja es que represcntan unica--
mente a una estrategia (no mixta). Hemos mostrado que toda -
estrategia admisible son estrategias bayesianas para un pro-
blema con dos estados de la naturaleza, el mismo resultado -
puede obtenerse para n estados. Una tercera ventaja de las -

estrategias bayesianas es que sc pueden computar facilmente,

G
2 G -

5-4 (&}

4 5

3 5g

)
D = 'Ar)
1 5% €. 09
By
] o

I T | i | L 1
1 2 3 4 5 6

Plos 3,6 LSTIATEGIA DPAYLETANA PAKA PROBABILI -
DADESG A FRIORI
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CAPITULO I

CASO PRACTICO



4.1 INTRODUCCION

En este capitulo presentarcemos el resultado de un estudio
sohre la rotacidn de cultivos anpleando los principios de toma
de decisiones., lste «studio sirve - aplleacoidn conoreta de-
los concepteos  edvices desarrollados onteriovmen ¢ copes: .-

acciones y estados de la uaturale o, la prooes 414

y el uso de la funcisn de utilidad,

Bl cstudio consto o on ol nar v o teme de cultivog-
y la cantidad que o leben oultive AR T R de ell Seo-

Fs

selecciond una impert o> Grea 1 Ty oveaio 1 anmera, la cual

tiene sucle y condiciones «limdty-o Jdact wlac cun 1plis ran-

qo de cultives con cperacy neg vy e s aoedae s Loy omnyor
parte de La ticrra o:tg cultivieda Al o, ttomat e, Landig,
meldn, vid, maf.s, cte. sty ondd g ' Voo respec
to al ingreso Liruto, ot arl e Tl aracifn Jde
la produceidn del cultive, o ofeats Fat le 1w precios,
EY preblen o de ooy amnd | Cooinac) e
cult ivaos, 1o il cleoressbroa s | J1t RS TR
SO OO e e ctor e oy pere o e b wayer J
peficio posild ! 1,
Lo ray NI 1 ! ! [ [ oo



es que se cnconbrd mayor cantidad de inrformacion disponible pa
ra la realivacion de este ostudio. Las fuentoes de informacidn-
fuerdn: La Secretaria de Recursos Hidrdaulicos, 0 instituto lg
cional Jdeo lpvestigaciones Aaricolaz (INIA) v el Panco de Maxi-
co (BM). Con la informacion oblonids rormaron tablas que ip
volucran los diferentes cultivos, los ovales estdn en términos
de $/ton, ton'hta, y al conbinarse nos proporcionan una tercera

en términos de toha. hata U'Ciza es ampliamente uwtilizada y se

encuetitra representada on la tabla 4.1, la cual properciona el
ingrese o miles de pescs ha, pers Liene ol inconveniente de -

aue lac cntidaden oo son oerrparables entre s1, porgue no di--
conogue cultl o prapnrelena rayor beneficio on ese anc. Para

suprimir cste inconvericnte oo Coad on onenla ol porcentaje de
inflacitn de cada une b ten ans oodnveleradon, se colecciond-

arbitrar amente a 197 cope oV aho basce v oae chluvieron los ny

meros Incdee o da tanta 400 01 al ano 197 0 1o corresponde
1 i S REVEED EETEE A 1. 1t Todiee: cervesp o dionte o a 1971,
Poele ¢ P AT N T HE Y. \:r‘.;; [ LI R

s 1 S TR 1 U SR TR atbs o laguieg-



obteniendose de forma analoga anos

Al aplicar estos numeros a tabla

-~
a

que proporciona cantidades comparables n

plo, al algoddn en el ciclo 1909-1970 )
dad: -
Ingreso por hectdrea en el D 100

- « v 4 ’
numero indice del ano

Realirzande coperaciones sero jantes o

dos los productos on cada ciclo, ge bt

. Q

ta tabla, dosde luego, serda utilicada on

-
e

cuente

Notese qgue ¢l haber escogido come

necesariamente que ol cicl  bauge

R]

ano

antariores.

4.1 s obtliene otra

tro s1. Asl por ejem-

corresponde la canti-

LAY Y1000 60258
(, 7

la anterior, para LgQ

ne ta tabla 3.3, Lg-

los calcoulos subsa--

base 1976, implica-

1070-71 .
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4.2 ORTERCTON DE URA MFRONT LA PV
Lag relacioncs oentre 1a v rilidod csperada For momenton

stribacion pucden nostrarvse o 0 diagrar. hLaiuensiy

Jde una d

nal, 1 cuai Laco iotar rie e Jdiotciooo o ST ddad es
degerita por Jdas voventors, o iw it o vovie waneia, come onola
figura 4.1, ! Lo on by gdasl o o mueastra oon L enova de -
Ca : 7

indizcrons o, la ve tac, one SN RETSR v,

o e doe P T R S ot WINPT RS ST ad st B

yue gy S a T e aceiu vivede ambidn vepro--

sentarne o b w0 HERY : i IRTRRI v, 0 Ta -
wmedlla v oa ATy cra e Y, Ak vaorars ot v a ac-
SPANL T e A 1t ada 1 A B

marcados onoa a a.l cerrecentan el o ricsaeo, don

dev a Lol ia v booe nada Lo . Poodede e LU Lo, A qun-
cotd o Taoeeaea W nditer e s a o an v oiona la ma -
wira ti L w o esttsesadda. ot i vivass o o el a de de-
R R L P T TSR W q4 ! Lot ' ca o1 o b Pty
Papre et 1 ot 4 b ! 1 PR
y ' i R b oLy
. X : s vioa b oot ofy
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del ingreso con menor variano o omayor cespoeranza del ingraeso-
con la nisma variancia 6 mayor cspervansa del ingreso con moe--
nor variancia., Por lo tanbo, la obtencidn te la trontera ofi-
caz simplifics la alternativa final del problems, bpor restrin
gir el rangc de acelones admisibloes Tng oque ostén situadas-
en la frontera. Esta simplificacion supone desde lueqo, que -
la distribucidn de log ingresos para ualguier aceidn puede -

cer descrity por ou omoedia v ovariancia,
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Supongqamos gue hay n alternativas de cultivos, donde qg

representa a Lla proporcidn de tierra dedicada al i-ésimo cul-

n .
Livo } g. - 11, o g la varianeia del dngreso neto del -
AP § i 1
Vi=]
1-8simo cultive y r..oa 1a correlacion enlre los ingresos de-
A

log cultivos i, 3. DLa esperanva de v ingresos para cualquioer

ma de cultivos os entonces el valor promedio de las espe

%)
=
)
tus
&

ranzas de los ingresos de cada cultive incluide en el sistema,

Si se supone una distribucidn normal de les ingresos para ca-

da cultivo, la csperanza de l1os ingroesos (), expresada en mi
leg deo pesos por heo! 3ren cspeciiloada por:
1
1 . a5 ]l cae (401)
1]
v la wariancia por:
. noo. n
) > ) A
Ve vt b0 a. 1.1 ool (1.2
. I] oy s ?] 1 TN | { 2)

donde 1o inccoraceddn entre ol iwonoent o esentad o por la-

covardabtea b log terminog (qu a, o

Sty L e e reior o b atamee 5o b s medige

b b v nes ot by b ) Proge T R NESYIRN RECY A

} da Lo g rear v e, PRI I 3 A (]
pelan Cores ‘ ‘ Cort

bor + YIRS Lo porocie,, ¢ 1t oldern-
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clas sistamdticas, la producciédn tionde n elevarse con ¢l —--
tiempo debido a cambios tecnolégicos, la produccidn v los pre
cios generalmente auvmentan o siguen movipiont. s cfcl o, a4 --
largo plazo. Lag medin:s de los ingresos en 15 tabla 4.9 =1 -
los promedics de los cinco afing nds rociontes Jde 1a sorie de-
tiempo usada, o gue os Laome o e bimae Sno el o 1 wal re
cgperade del ingreso pava oada onltive, 1 fonis roooel mesor

estimador de la variancia futura op la orie ie cdomy o oomg le

Qe

Dadas las estiracicnes 1o by 40y 000, 1 varianein (o

desviacidn votindar) o la o . o lamies combinaed o de

cultivog deseada, 5 ocle o Tt o fire ramer to Jde lag ocun -

cioneg (4.1) « {4.2). En Yaonrderdea r t das Tas o oowmbinaci

nes de culbivos son PacbitTes el dde o oot s g ot

tlenese

inglitucionales o toeeneldeics |, {onin e est 1 restriced nes

Ta wedia o Ta desvie b o 0o e bl s e 0 Clens ser de dy

cddas ugooed L o L L T T T

tabt reypre ont R S WA fer toh '

Loy, o o © S ot e A1
W

polo ) ! 1 ! nod
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= (0.0875)(12.233) + {(0.070)(16.097) 4 (0,6293)(

La media de esta vobacidn Jde culiives en:

LORG) 4

2
(0.0100)(15.791) + (0.14110)(7.772) ¢+ (0,0621)(13.8L3)

= 6,00 {(on milen de pesos oy hectaren)

la
2

variancia oo

(0,087 )7 (348102 4 (00700 a1 1 (0.6203)7(0.758)%
(0. 010602 0E 02007 0 (6141172, 130 4 (0.0021) 7 (4,25 9) % 1
2L 0HT5) (3. 08]) (070X (e 1R 5 T3 4 (0,6293)(0.06234)
(.756) 4 (0.0L)(0,0212)0 04020 ¢ (0,1411) (0.4994) (2.430)
Lo ee21 (0 anly (AL s ) b Se nda) (5,133 )0 (0. 629 3) (0.758)
(o.37¢1) ¢ (ol oL wmo) e, sy (0111 (el onle ) (2,.430)
(G062 (G 2107 0% g e Los s 0L The X oLnl ) (L5814)
ISR TRCTS T T T (AR Y 0 A B (L S ORI S O O S B R N (-ﬁ..’.l)(."36\11'7)(1'1.1’,‘33).]
20O, ul) Ghoe2a) Lo 1A e 21T 0L ) b (0,00 21) (0. 6E32)
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La solucidn procede paramcitricamente {(ver programa en el
apéndicce), con una k inicial igual a cero. Lo este modo la s
lucidn muestra la madxima diferencia entre la esperanza y la -
variancia de los ingresos. Bsto es eguivalente a encontrar la
minima variancia para cada nivel de ingreso csperado, lo cual
es por definicién Ja frontera "=V, La solucién paramétrica pa
50 por paso esta mostrada on la tabla 4.6, con los puntos de-
esta tabla se forma la frontera L-V de la figqura 4.2. Cada -
minto de esta grafica representa una combinacion de las pro--
porciones que se deben  cerbrar e cada sne Jde log cultivos vy

.

50 consideran como una aceion (u_j)

Ubgervando la tabla 4.6, la solucion dptima es la accion
daq, .a vual proporciona la ravyor esperanza con un valor de --
1o.5098 « eonuna variancia Jde ¢ .0470 Ta cantilad gque se debe-
sepmbrar de cada culiyve ear 29,0 de algodon, 7,070 de vid, --
Boa3 de waie, 1.0 de Jitomate, 0.0l de gandia oy 200010 de

malon.,

1¢



TABLA 4.6  SOLUCHN DARAMLTRICA AL PRORI A DU DPRC P AMACTON CUADRATICA

Vatcr o pora Tac activida e o g ot e g
Paso de la Bsperanea . . : ! “r - , 1 ~

: X Varitan g Aleo ién S DS L S s Meldn Lq
golucidn del 1ngrese 1

Miten de poeco/toot are

2 oo LT ] b1 CLoesl 00347

] 2 hat Too12 . v 1 R JSovl L7060
[
[

T 4 S . . oL ! Lhil AT U I

it , ot ] ; e 71,0000
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4.3 SOLUCION DET PROPBLEMA USANDCG UNA PUNTLON D UPELIDADL QUM

DIFATLICA

Veremos a conbinuacion cval es oo wétod: o o oidn a-

ra un probloma cono ento, sande e funcion ae vt it ide bodel

decicor,

En el capitulo THL e core oncontrar calores cspera -
dos cuando hay un imero de ostades 1, cretes e la raturale -
za. Bl criterio de o idn o wocass de probat s bidad a oorig
ri conoeida eonglste onoLazxo o Lan bt oeopeeade Y lans -
acclones disponibles. Fonoasel o e e degs siones,  Loge
cstados discratog v oy o¢crecads Jde onra aceidn Cienen --
que scer enconbtrades para ona varabic condrua o arupo de ovg
riabhles), Asi cuande & - cna carial ie aleatoria o oo ! gna),

una acciom transforma a esta varial Iooen otra cariable aleatg

ria %, la cual reprosenta woregn tados contin L fe laac

cion. PDenotesos a7 cene a0 Hiad de G e aceion

a SOVOAaron o R a coocidas enperadia by .

Pa fvroee TR I S A TUL W T e 1)
Ccidn e op e 0 G Ly e atoar g 1da
coenstante . 1 partae Yy NI S TSI B T s by de
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La ecuacidn para U(a) pro; roiona la vtilidad esperada -
para cualguicr digtribucidn do > oL v rnl, o tdhrmines de -
log momentos (Lo media, 1o varianci oy, sesoo oy onrtar on) o Lae

’

vrimeras cuatroe legic oins dde Vo funcdtn o de ubilidasg

ruimero de Pérmin foe i Lenddens o el cdlenle de La bl
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dende: U, oo Lo utilidad
M, ecs el ingrese on {érminos menoet arios

a v b, son los coeficiente, a determinar

Calculande 1o primera o sogponda devivada de
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Por lo tanto nuostra funcidén e utilidad
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La utilidad esperada de las demds acciones se calculan -
de igual manera vy ¢l resultado do las mismas se muestra en la
tabla 4.7.

TABLA 4.7 UTILIDAD ESPERADA
PARA LAS ACCIONES g

ACCION FSPERANZA DEL ESPERANZA l
: MARGEN BRUTO DEL TNGRE SO |
1
1 : |
1 ‘ 0 ' 0O
i : I
1 :
2 NRNTTIATY 3 (a.042
1
) s NG n.a04
4 6,000 DL
) PR 1, ".1.‘1
1 L 000 hany
I G, 000 7,704
{ 10 1), 26
' ‘ 160, Y 11.¢94
i P Mg b p VoAb oy oy ) 1y ad,
[T ! 1t v Codddad o cnpe s wdy de 11 094a,
TR Froooody Tt adn, unand PYOoogrignay -
vyt . [ Lo i Ttonad, ' o i, e ]‘i ’U'l_:l_
1 doeoaratddsr ooy o I S I C T £ I VRN TR TS I



A.d TUDTERDPRETUACLGH o B BESULTADO CUPENIDO CON REGPREIN A LAS

DECISLIORNES ANTERIORED,

i la fabla d.08 o muestran los porcentate  do tierra --
cultivada de log prodie: Involucyade , on o1 oty desdoe:
el ciclo 1945 4G haot o o 197, 70 Para cada crel Leocalonla

la media v la vary 1o de Toooomn manoy oogque o T seceldn

.2 0 oo resulode:s e encino ry o ey o Lyt o la
J.9. Cala o par a1 o Lo Pa fiamre 13, en
dende e S v ooorviibn de La-
frontoera LoV, 1 : SRR T SR N S A A S N
deciciones T o o b L0 1 1w . AR
nenoun anere o oot by el 1 T ine
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TABLA 4,8
PORCENTAJYE DI SUPKERPICIE CUTTEVADA

REGION TAGUNERA COAHL Y DGO,

ALGODON Vih MATC JITOMATE SANDIA MITON
1945-4¢ L5793 L0234 VALY L0153 L0020 L0010
194647 L8924 L1444 L L0116 L0030 L0038
194748 RN IRANRLY Jloe, L0016y L0027 L0038
1948-149 L4 Lulse 111 NOBE 003D L0029
1949 -5( IESTSITON LUl LOGT Y RGIRIEAR o0y L0013
1950-53 L1221 L1033 L0557 REDIBEER L0018 L0016
1951 -2 LU652 Lolle NANBUE L0070 L0621 L0014

1952 53 L9071 L0120 L0139 ORREN LGl L0017

1953 54 L O5hD L0110 . RRSISIATS! L3R L1034
1954 114 OG0k 054 ) 009 L0011
1955 o0 TR0 Lhoan L o0 L0014
1956 457 LT L0 L0023 LCo1l
195748 LD R . L0 L 37
19585-59 RIS Bt U160 N L] OG0
1459 G0 RS B L 0G50 NEeE Loty REGIRINTE VAN
1960-61 RN EE S3a L] O 7 NINEN L0021
196Y-¢2 LI34C AR Y VYT RERTEN AN LGdy LGND2D
19624 A AT RENR BRI L L0149 RATRIEES
1965 -64 RO RIS B TES LU SIS L0 3 L0006
196465 T6 L0420 TR . IERIRTO N L7
1969 -6 RN Ll .1 | . 1 AN 2 L0nos
1966 7 AR LG e RN RS e L0227
1ue7 o / RN T Ll T L0011
TOCi L RN IEIVEEY . A R R
1aeg {40 Lo, , L i

Yage e Lo ¢ ) L0

19713 ot RENEMEY
17, vt ] s IRINEY
19770 4. i o .
b7 . 1o . o) DR
1

p ! / R 1} .



TARLA 1.9
MEDIA Y VARIARCIA DE LOS INGRESOS

PARA CADA C1CLO

€1cLo HEDIA VARIANCIA
MLLES DE PEGOS/HECTAREA

1945-46 0752 5,322
1946 -47 11,008 10,343
1947 44 11.376 9.747
194849 11,231 9,598
194950 11,653 10,543
1950-51 11,704 10,798
195152 12,174 11.655%
1952-53 12,207 11,662
195354 10, 48 11,472
1954 -4 12.1106 11.655
1955-50 12,211 11,779

1956 -57 12,649 11,609
1997~58 10,903 9.060
1958 54 11,020 a0
19%9-60 12,4246 11,046
1960-01 11,714 10,08
1961 €2 g, - 11,400
1902~ P AR
1761 64 1. 19,94
la9ca-eh V1,77 1,24
16 0 1./ N, n
106 (Y | P, g
1967 -60 P, «d T
Jaeg LY ty ’ Tir o otee
1069 70 [ boL g
Taie ) e Y
19 40 .« W
BV E i 1A
ERED AP ! R R

M R |
yan i b N
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En el caplitulo TIT s¢ presento ona fapologia de las situa
ciones de decisiones, v caracterizamos coda unag de esas situa-
ciones con ejemplos simplificados con el tin de ilastrar, lo -

mejor gque sea posible, logs princining geonerales de interes.

En el capituleo 1V se apticaron los conocimientos anterio-
res o un caso practico, el val maiste n ba optimizacion de
las utilidades lel 1ngresn bsbe en la porcionh de Lirerra dis-

vonible ¢ la rotacion de enlt e ss cn Y orespion Tagunera,

L secicdad lerpa o0 g res ot el crdad en las co-
muiticaciors - vy e e N e s runovimient on-
clent i{icog, oxige tiva « pacion o terdisciplinaria
para plantear © recsclor 0 o0 Vlersa reale s de decysones,
L recenoeido gue D oe pr bl oo Voo e tanes
de sncertidooiae e e T Vst e Yo, Sten
preoyocuand ol i : o oy, coperohn
et e chamer e
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el sistema ygeneral economico

La tavea del contador publico ya ne es 1o ode cgurlibrar -

v llevar libros de cuentas,

dia se hace hincapie en las -~
técnicas de muestreo estadistico, los andlisie de costos segun
los centros de responsabil dad determinada, Ja administracion-
adecuada de los recursos financieros, eto, Psas herramientas -
modernas we ubtllizan parae vresclectar v oorspanizar by informa -~

cion necesaria para cstimar 1o costos o 1os henet dor de los

procedimientos aperacionales de Lo coma de decooones

Muchos psicologoes Yo o rado wnogran interes por la teo

ria de devigsiones a la gre oo dera T Uni Y ae para el e

tudio del comportamicnto homano andyondiadl o oenoqry po, suoesty

dio ¢ interpmetaicn de g tamien e e can teg e so qrato de

individuo s o may tnportante oy g Yo e las trove -

soyg e te do et sianes or i e
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pecto a las cualidades del producto rormuinado,

Por lo general, el privilegio de toma de decisiones en -
las organizaciones comerciales corresponde a los individuos que
se dedican 2 la administracion. Ese privilegio supone la res -
ponsabilidad de cerciorarse de gue se recabe la informacion --

adecuada a partir de todos los componentes importantes de la

organizacion,

El entogque de la teoria ectadistica de lag decigsiones es-
un metodo de lag matemalicas aplicadon, pres emplea un modelo-
matematice bard representar uana situscion real de intereés. El-
decisor delbe percatavse de lo bien fundada gue este cualquier
distribucion de probabilidades a priaori, con el fin de juzgar-
cuan cignitteativo puede cer o e oal cis bavesidaono, para ayu
darle a resclver su preblema de decrsiones. Ademas los deciso-
res tienen gue vtilizar gv opro1ooo 0oy al o interpretar el re

sult ades de o cder v gue, anteds de wetuar, debien poncsar o la-

Fainc it ol et ot g oty e s anmib ey on log pre
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sa que en la Ingenieria vy la direccion industrial, En efecto, -
es dificil sobreestimar las contvilbuciones de la Bstadistica a
los problemas de produccion, al uso cficiente de materiales y-
mano de obra, o la investigacion basica o al desarrollo de nue
vos productos. Lo mismo gque en otras crencias, la Istadigtica-
cryramiceeto vt

se ha copvertide en ana al para el Ingeniero, v

por consigulente, se han he ho ne osarios ooyt TORoeimien -
tos de Dstoadictic s ~itn los gque « 1 Ingeyiero ne podria apreciar,
cintender o aplicar gr n pavte 0 trab desarrol lado en gu

Campo.,

Friste una venta o e 1o T taactones reale - gque ge
tratan e ocra teo e, o ta precc cta e o draryabnegon de -
muestreo de e s nda s T : Tonde oo est L atandoe

de determinar ana ol bl e, o d oty ron e omee fren e,

La o crertay Yy ote o R ETS B N Cante g, baneanal,
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la cantidad desconocida no es alguna probabilidad o la media -
de una distribucidn, sino otra caracteristica, por ejemplo la-
variancia. Ademas de la media y la probabilidad, ninguna otra-
caracteristica tiene una distribucion de muestreo. La sequnda-
dimension para incrementar la dificultad a los problemas de --
teoria de decisiones cos tomar como desconocida mas de una ca

racteristica de 1n distribucion de la poblacion, va que ge des
concecen tanto la media come la variancia. La .ntroduccidn de -
un nueve evento enoun problema loooawce mucho mas diflcil para-

rezolver.,

En tadas Tas problemas tratados en estr tesig se ha hecho

T hipote. 1 gue un sl dindividuo tenia 1 reoponsabilidad to

tal paray la toma de decrsione o v d jruy . tenga la res
pongabiilidad de P g nn decias Ta 51 vovon sera mucho-
mas coniu o, que paede toger oot ubretivos.,
vl ' led el e nesp G, pero mas
atgy 4 , 0t Vg ! toe tral
i 1 , Lo Ty bane o e,y
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do abreviado v cambinnte de los procesos de manufactura),el ygo
bhierno y la sociedad (las restricciones legales v scciales im-
puestas a la empresa gue estan cambiando continuancnte), haran
gque la empresa haga cuidadosaos plancs de corto, mediano vy gran
alcance. Ademas, la llegada de computadoras mas refinadas, ca-
paces de manejar increirbhles cantidades de datos, la tendencia-
hacia el crecimiento mediante fusione:s v adgus siciones, los -
problemas crecieutes con log cindicatos de 'ravajadores, aumen
taran la necesidad de undg planeacion ef icaz. Solo con el em -

pleo de plar optimos gue ~onsideren fos factores pertinentes,

se lograra cualguicor cambiio gue beneticre a la eopresa. Por lo
tanto, 1a funcion de planeacics o5 un candidats Yagico para

Tog estadtios cuantitatyoe, poergue o0 feoria de deciniones em-
plea actanlimente un cosogoe ) cseads , ol nnns de Toe oo ales se

han indicade e ¢t v ooy

Love grande s mobdema o0 b ! y A R A
cesit.a. o Llatea o o st e ety Ylernag
de b teno fe e ‘ Lo h Y ] P (O
by by f [ [ te '
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con los clentificos, sociales v del comper amiento, lLas teoni -

cas futuras de la teoria de decisiones deben extenderse mag -

alla de la empresa misma,

estatal y nacional, por cjenmplo,

para llegar

1 1a planeacidn local, -

en vez de que el gobilerno ma

neje un gran humero de programas para ayudar o an segmento de-

la economia, podria simul

para determinar un programa optino de

arse programay alternativos basicos -

&

Lajo cogto,

En el futuro la dinamica de log negocios produciva am - -

bios a nivel de 1a gerenc
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se analicen con mas profundidad los procedimientos de toma de-
decisiones, con el proposito de mejorar la capacidad de deci -
dir de los administradores. Bs posible gue las futuras computa
doras, ftengan el eguipo necesario para simular las operaciones
de una vasta y complicada cmpresa, asi como los modelos de re-
laciones de proveedores, fabricantes, distribuldores, etc. Los
modelog cuatitativos en gran escala, no se limitan a la empre-
sa, sino que se aplican a todas las tases de las actividades -

cconomicug.,

En Ja mayoria de los cases, el qerente tiene que atender

a tantas cosas que necesita la ayuda de les actodes cuatitati

de que pueda disponer, joad eadreat oo o las o plidida
des de st puesto. Cuando el provlema o1 se o programado, no -

en necesario gue el gerente dedigque aucho ' oempo o Laciocinio-

e lan decisg e e sorrobleray de by oenprec oy, Prover de oon
caraar co e dee Jones oot gna e gt et puede
fede 1l o nte ¢ 0 b e e o v jon dmint g
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administracion, respaldado por la utilizacion de lag comput ado
ras, se acepta actualmente como una me .a decisiva on 1a forma-
tradicional de considerar las funciones administrativas de la-
empresa, Esa revolucion La dado v 11 wviministracion en todos -

sus niveles una intorasacion mejorada para la toma de decisio -

t

nes. Lag respucstas que dan oz metodods, omodelos matematicos,

han avyudado o liberar o 1a adeinigty vcion, de =odo gue pueda
P H

dedicarse o tomar decisiones mpor'antors o hacer planes pava -

i

el crecimiento de o enmpreaa, Han e cho bosible ] control
centralizado mar ey e Jas o0 fen o plea s enpresas,
La informnacicn que propor sonasy Do se' ddos ecant it at ives de -
Ja tema de ooy ono s, b vosbe e 1 o vl L ety acion a basear
el sentide de Lo pneeer bles o0 0 gue curren eon ¢l omando

real v osegurva haciewd b0 A s e, b wlne Listra cion pue-
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to, tendran disponibles estos proyramas on paguetes, Este desa
rrollo colocara a la teoria de decisiones a la vista de los de

cisores y la hard una herramienta ampliamente usada.
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APENDICE DI PROGRAMACION CUADRATICA

1.~ INTRODUCCION

Es importante el papel que desempena la programacidn 14
neal en la toma de decisiones, on donde la funcidn objetivo-
y todas las restricclones siempre son expresadas como funcig
nes algebraicas linecales de las varviables de decisidén, Trata

renos el problema de maximizar o minimizar una funcion obje-

tive cuadrdatica sujeta a restricciones lincales.

Como la programacidon suadrdtica es un caso particular -
de la programacion ne lineal, tocaremos brevemente este pun-

to, asi como la forma de saber cuande una solucidn eos Optima.

Un problema «de programacion cuadrdtica os diferente de-

1

otro de programacion lineal .dlamente en que la funcidon obie
tivo puede incluir productas v oxpresiones caadrdticas de -~

las variable, le decision, «  Jdecir, en la Dnoren cbhijetivo-

s permdten torran , ) TR
Varios ’ i LD o prer ot para ol-
CATG i, ' a0 11 Gl v, ens
Cocal - 1 o, 1 ete
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2.~ PROGRAMACION NO LINEAL

En una forma genceral ¢l problema de programacidén no li-

neal es hallar un vector %= xl,x?,...,xn) a fin de maximizar

£(%), sujeto a: g, (%) <y, para i=1,2,...,n
1
X 20

donde f (%) y q9;(X) son funciones conocidas de las n variables
de decisidn. Ningin algoritmo es oficaz para resolver todo -
tipo de problemas que se adecle a este formato. Se han hecho
progresos sustanciales para algunos casos importantes de es-
te problema y las investigaciones continuan. Bsta ecs una ---
drea muy amplia y no es nuestro caso cxaminarla completamen-
te. Sin embarqo presentaremos algqunos resultados fundamenta-
les en la proxima scecidn y posteriormente desceribiremos un-

¢ . 3 .- 2 .
importante algoritmo para el caso de programacidén cuadrdtica.

3, CORDICIGHEL DE FUHN . TRCYER
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contienc una séla variable, os conocido que ulv-:-:]' puaede maxi
mizar f(Xl) sOlamento si df/dxl 0, un donde tﬁ(:':l) ¢s una -
funcidn cdncava, Similarmente, si la funcidn tiene varias va
riahles, entonces T* -~ (:~:‘]*_,>:§,..,,:-::) puede maximizar £(X) -

si pf/O:x, = 0 en x_=* para ) 1,2,...,n, Estas pacan a -
J 7]
ser condicidn suficiente si £(¥) es una funcidén cébneava. Aho

ra supongamos que sce introducen las regtricelones de ne nega

Lividad x> 0, La dnilea rovinidn gue debe hacerse on ol -—--
plantecamicnto anterior es que -1 0, entonces la condi--

cidén pf/ox - 0 eo reemplarada por la condicidn '(‘)f/'b.»:)~_ )

en oy, - =t

J
s mas ditffcil caracteoric o ra solucian imosl tam-~

bién se introducen las otras restricoiones que invelueran --
las funciones 1 (). Lo ditienltad eo gue b, romentar > pug

de regueriy canbiny tras conab be para o evitar vi lar las -

restricciones. Sin o embar e, oo ey e oo 1o ro--
sult dos ‘ . o Can englo-

Faade



sl existen m mimeros uj,us, ...,uy, tales gqua todas las siqguien

tes condiciones son satisfechas:

: m 9. .
1) et U ——\Q———l— <0 enoR e :-:’j? . para j=1,2,...,n

: m 1.
2) x; of . S _09;

3) g; (X+)- by €0 para i 1.2,
4) uylgg(F*) - by) - 0 para 1 - 1,2,...,m
5) X > 0 ara 1,2

Hyo= 0 par ] 14 ve e gl
6y v, >0 para 1 1,2,...,m

Lag vy son algo andlegas a las variables dvales de la

programacicn lineal. las condiciones (33 + (9] hacen que go-

ascqure la posibilidad de la solucidn, La, dras condiciones

eliminan ¢l ayoer nverc fo solucic . blas candidg

'[J("Jii

tos 1o veddn o otima, ba o satid fae catas cord
ey arant i, S . o i
o g K t a4t
a at .. fga
L s IR ad i
.



Supongamos que f(X) es una funcidn concava v que g (%),

g?(:*?), eoo g () son funciones convexas que satisfacen condi-
) m

ciones de reqularidad. BEntonces ¥* = (x*,x’,...,2*) ci5 una -
1 2 n
s, -~ . . - . . B 13
s0lucidn Optima si y s6lo 51 se satisfacen todas las condi--

ciones del tcorema.

4, PROGRAMACION CUADRATICA

Bl términe programacidon cuadratica gse refiere on la ac-
tualidad al problema de maximizar (o minimizar) una funcidn-
objetivo cuadritica sujeta a reastricciones lineales. Por lo-
tanto, el problema de la programacidn cuadratica difiere de-
la programacidon lineal en que la funcion obietivo incluye --

-

términos x5y ¥ (9#Y.) . En vesumen ¢l problema es hallar-

.):‘:'},‘
X, X, 0eea,x tales quea:
1772 n

Maximizar

=
=
e
=
.
:
==
-

-

o

P
—

TR YIE N 1 S0 b, paran 1,0, 0.,

XK. 2 b, para j1,2, 0.0

donde las q.. sen constardes cone cpdas, tales que o, - .
qu l ‘;k ‘}/.';
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so especial de la programacidn cuadratica donde la funcidn -
objetivo es una funcidn céncava. Describiremos un algoritmo-
gque ha sido bastante aceptado porque sOlamente requiere usar

el método simplex con una ligera modificacidn.

El primer paso de este algoritmo es la formulacidn de -
las condiciones de Kuhn-Tucker para ¢l problema, Una forma -

conveniente de expresarlas para cste caso es la siguiente:

N m
S a x, z a Y -y ¢ ,para j 1,2,.../n
e | Ik k & 17 “ntl )
Il .
}“ a, . x ow 1. para i 1,2,....m
JH T nti i
3=l
:-.jZO n para 3 - 1,2, ..,0 0
y >0 para ) 1,2,...,ntm
1
Xy =0 para 1,2,...,ntm
77
donde las Y, 0D las Uy ta seccion anterier , lay y, --

]
(3=1,2, . 00,n) y lag "y (lntd,rcte, oo, ntn) son variables ar-

tificiales, tor 1o tanto ol it a o1 oy

i teeen y -

U oaxisten valore  de %

TR TR IS VR ST ISt A PR R ta
Toes o Pl e e !

Mpdme 107 e eeaYyy, caticfacen todas las

condiclioles anteriores, 7ol

mal el problema se veduce a-

. i . .
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Con excepcidn de la dltima restriccidn (:-:_jy,i = 0), las-
condiciones de Kuhn-Tucker son nada mis que las restriccio--
nes de la programacidén lincal involuerando 2({n+m) variables.
Por lo tanto el problema se reduce a hallar una sclucidn inji
cial bhdsica factible a un problema de programacién lineal te
niendo estas restricciones, Las variables iniciales hasicas-

para el seqgundo qgrupo de ecuacliones seran las Xk

n
. o . 1 = ol
2: a;. X + R4y }H 1 1,2,...,m
sin ambarge, come normalmente la mayoer parte de las r‘] s0on -

positivas, no es obvio que las variables iniciales basicas -

deben sor para las olras couaciones:

1) m
2. ik N ! ‘;: AR A D A L2, 0.0
¥ 1 1‘] 13 ' ] J

la téenica Jde 1a programacidn lineal cuando ésta noe es una
golucidn inicial bdsioo factible es introdw yr variables ar-

tificiales ue everdualmente son foroadas a igqualarse ( cero,

el g0 2o e, et b des artit b Jdes, cnando 1a

Wnica resty- v caald oebre ellas e 1,70, ...1)
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ble artificial, o seca, :aj -1 {para ) = 1,2,...,n), :“'n+i:bj,

(para 1 = 1,2,...,m), %y = 0 (para 3=1,2,...,n), vy 70 {pa-
raj =1,2,...,n4tm), Sin embargo, una solucidn factible a es

te problema artificial es factible para ¢l problema real si-

n

y sflo si 25 = 0. Por lo tanto Eo] debe decrecer a cero -
s

para obtener la solucidén factible descada. Para hacer esto, -

wl

iniciamos con la solucidn inicial bdsica Tactible artificial
dada anteriommente y aplicar una modificacidén del método sim

plex al siquiente problema:

n
minimizar A
“0)
371

sujeto a:

f { §) 1,2
g.q. ¥ A A -y eooa -0 e R AP
< ik Tk LA n+i ;
K1 q ) ] J 3
1 .
- .~ 3 . . "y
5. aj4 % o by i 1,2, .00m
371
xj > 0 - 1,2,....,nim
y] >0 ] 1,2,...,ntm
’ >0 | 1,7, ...,
Ta medifioackdn s gae o Yo perpite convertirse en
unp variable Lasica siongoe puc sea sy ana variable Ldsi -
J
. Vicevern, Prara | B PR I pie edl' e
P arda cadg ovados I ca e chtsere 1a o0 Tu
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para este problema, (xi,xg,....x*) es la solucidén Sptima de--
n

seada al problema original de programacién cuadritica.

Ejemplo. - Ahora lo ilustraremos, al problema:

-

sujeto a: Xl -+ x? < 2
hl =0, x2 > 0
2

ya que (x] - %y ) - %j2xi—2xlx2 —2x2x1 +2xg), obtencmos que-

q11=2, q12=—?, q21~—2 Y q22=2. De este modo el problema a re-

solver con la modificacidn del métode simplex es:

Minimizar 2y 4 Za }
sujeto a: 2%y = 2%, 4 Yq = ¥y P92y 00

—?.xl 2, Yy o Y, t 2y 1

a“ ~ ‘

1 %, b Xy = 2
x] > 0, YW >0, xi R
la solucién resultant o e "y Vo 1.,y ‘v y las-
demds vaviald o0 1 1ol Tere, o Lo TaciAn Sptd
mia al problems 1 inagd ‘f} | BN
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5.~ PROGRAMA DE COMPUTADORA
A. - OBJETIVO,
Este programa halla el minimo de una funcién objetivo --

cuadrdtica multivariable de la forma:

N N N
Zo= 9 C.Xed4 1l Y Quy Xao3
Minimizar }: g% 4L )_: E: Q4 Xq Ky
J=1 < j=1 k=1
sujeto a lasg restricciones lineales
N
- A, X, = B, i=1,2,...,M
£04 T 7 ' '
X, 20 =~ 1,2,...,N

B.~ METODO

El procedimiento, una modificaciédn del método simplex --
fué desarrollado por Philip Wolfe y programado por H.T. Bates,
El algoritmo procede como sique:
1).- Sc encuentra una soluciédn bdsica factible al conjunto de
restriceiones, de tal manera que log valores que resulten de-

la variable de estado sean todos no negativos,

2. vofuneifn o jetivo og o geparada en o sus Ctémines linealeg
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N x N por inspeccién o por derivadas parciales.

donde Xj y ¥Xj son vectores rengldn v ocolumna de N elementos -

)

respectivamente, vy ij = 130/ (;-:-l
T 2

j
4).~ Un algoritmo simplex es introducido en el programa y en-

cuentra los minimos on 1la tabla aumentada.

C,~ DESCRIDPCION DEL PROGRAMA

1).- Uso: consiste unicamente de un programa principal. Los -
tamaiios de todos los arreglos vy vectores son especificados en
propesiciones DIMERSICH, que pueden cer cambiadas para el pro
blema en particulasay, EY proagramn esta disenado por minimiza--
cién, lLa maximisacisn puede obtcvovse camldmede o1 5ign de -

cada término en b tuner™ obhjotiv o1 vl v e al e la fun

cify, Lot yue des vy o oo Pendrg m b
da, 1o i) ' | 1o
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M Nimero de restricciones

ITMAX Nimero maximo de iteraciones permitidas

MTR Cédigo para el tipo de trazo deseado:
0 solamente imprime el resultado final
1 imprime cada tabla de iteracidn
2 imprime cada tabla de iteracidn y presenta el dato -

pivote

A Arreglo de M = N términos para los coeficientes de las
restricciones

B Vector de tamano M para los limites de las restriccie
nes (todas deben ser no negativag)

C Arreglo de N x N términos para los coeficientes cuadrd
ticos de la funcidn objetivo

p Vector de tamafdo N para log coeficientes de los térmi-
nog lineales de la funcidn cbjetivo

TIT 80 caracteres alfanuméricos para la descripcidn del -~
Programa

T Arreglo simplex de tamatic (M4 1) = (2M 4 3N 4 1)

NIMP Mimero de cddige para la inproesero

NLECT Mirere de obdige para 1 lectora

1 Deegroy e o e DEMERS s e e B MER oy

(RIS EENTEN D PE B O B T 1 Peoen ten L te grarategs
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COST ( 2M+3N+1),

DIFPF(2M+3N+1), T (2M+3N41), RATID(M4N), IB(MHN)

TII(2M+3N), OPP(M+N). PRFIT (aM+3N+1) .

5).- Pormatos de entrada:

Tipo de
tarjeta Formato Contenido
1 (20Aa4) Titule del problema
2 (4110) N, M, TTMAX, MTR
3 (8F10.3) ((A(T,.3), J - 1,N), 1 1,M)
(8i N=8, se requieren tarjetas adiciona
les del tipo 3 para cada restricciédn)
4 (81‘110-3) (B(J)l J o= 1IM)
(51 M> 8, se reguieren tarjetas adiciona
les tipo 4)
5 (8Fr10.3) ((cef1,J), J- 1,N), T = 1,N)
(81 N= 8, se requicren tarjetas adiciona
les tipo 5 en cada conjuntae)
0 (8F10.3) (p(t), 1 1,n)
{81 N> 8, se requicren tarjetas adiciong
les tipo 6)
7

Arvegle del proh

Tarjeta hlanca o 1 Uimdtador del poroaroamna,
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los rétulos adecuados, el valor de la funcidén objetive, los -
valores diferentes de cero de las variables reales y artifi--

ciales.

7). Resumen de requisitos para ¢l usuario:
a) Si el problema es de maximizacién, cambiar todos los sig--

nos de los términos de la funcidn objetivo,

b) Convertir el problema n uno que tenga una solucidn inicial
bdsica factible. Esto requiere que todas las restricciones

sean de la formas

:‘i"‘ }"1:’: Il] ) - 1l?1n--lM
i1

e) Determinar los coeficient s del arreqle ¢ de la parle cua-

dratica de Ta funcisn obyot ive

:”1 Y . '
[ Tx‘ . ](' I
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e¢) Ajustar las proposiciones DIMENSION a la amplitud del pro-

blema. Especificar NLECT y NIMP en el programa principal.

£f) Ajustar las proposiciones FORMAT si sc requiere.

D.~ PROBLEMA DE PRUEBA
Log datos del problema, asi como el listado y salida del

programa se encuentran a continuacidn:
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