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CAPITULO 

TEORIA DE DECISIONES 



1.1 INTRODUCCION 

Decidir, podría decirse es prnpio del hombre, pues la-

decisión implica la selección conciente entre varias solu—

ciones posibles. Cotidianamente las decisiones de la vida--

personal y profesional pueden tomarse sin mayores complica-

ciones, tal vez, porque la mejor alternativa aparece a pri 

mera vista lo suficientemente clara, que no requiere de mu-

cho análisis, o quizá porque la decisión no es suficiente--

mente importante como para justificar la dedicación de mu-

cha atención y tiempo, ésto es, muchas decisiones se harán-

basadas exclusivamente en la experiencia y el sentido comdn, 

sin embargo, el creciente auge industrial y económico del - 

País, establece la responsabilidad para quienes están invo-

lucrados en la ardua tarea de acelerar el desarrollo econó-

mico de utilizar los conocimientos científicos que coadyu-

ven a la toma de decisiones para aprovechar, en la mejor for 

ma posible, los escasos recursos disponibles y optimizar --

así la función administrativa. 

Dt nnn manera formal la toma de decisiones se puede de 

finir c( 11101 " La selección basada en Criterios Científicos 

de conducta alternativa derivada de dos o más posibilidades% 

hos campos y objetivos de esta disciplina científica son --

muy variados y es por ello que resulta atractivo para los - 

administradores agrícolas, industriales y gubernMentales.- 
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quienes tienen que tomar importantes decisiones que les per 

mitan alcanzar objetivos vitales para su empresa y cuyos re 

sultados lógicamente tendrán que afectar o influenciar la - 

vida de los demás ciudadanos, por lo que estas decisiones - 

deberán evaluarse con más análisis y criterio científico y-

no basarse exclusivamente en suposiciones empíricas. 

La toma de decisiones no es una actividad aislada sino - 

que está relacionada con un problema, dificultad o conflic-

to, y proporciona una respuesta al problema o la solución - 

del conflicto, para lo cual es necesario que haya un crite-

rio para la elección de la solución entre varias posibilida 

des o alternativas y que dispongamos de información del ma-

terial predictivo. Al decidirnos por una alternativa en --

particular, debemos considerar que ésta tiene sus restric-

ciones inherentes como por ejemplo, el costo de la misma, - 

la capacidad de las personas que llevarán a cabo estas ta-- 

reas, la influencia tecnológica, etc. 	Toda decisión es to 

macla con alqdn criterio en mente y por lo tanto la elección 

de la mejor alternativa estará influenciada por el criterio 

que se emplee, pues éste, nos permite formular una compara-

ción de valores y de relaciones entre las alternativas invo 

lucradas, A mayor complejidad e incertidumbre, mayor será-

la necesidad de criterio científico, tal como lo muestra la 

fig,ljdel espectro de las decisiones: 
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Decisiones 
sencillas y 
rutinarias  

Decisiones 
un tanto 
mecánicas  

Decisiones 
sumamente 
complells  

Evaluación 
de 

alternativas 

Decisiones 

FIG.1.1 ESPECTRO DE LAS DECISIONES 

1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA TEORIA DE DECISIONES 

Durante las últimas décadas del siglo actual se ha de-

sarrollado la Teoría de Decisiones que permite evaluar la - 

eficiencia de una decisión, al medir en que grado los resol 

tados satisfacen el objetivo u objetivos formulados de ante 

mano por la persona o grupo de ellas que tomarán la decisión. 

La teoría de Decisiones se originó de tres corrientes-

principales que son; 

1.- Teoría de las Preferencias y de la Utilidad 

2.- Teoría de las Probabilidades 

3.- Teoría de la Inferencia Estadística 

En el siglo XIX se utilizaron los conceptos de Valer,-

Utilidad, Preferencias, Curvas de indiferencias; ideas atri 
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buibles a Adam Smith. Jevon en su libro 'rho Theory of --

Political Economy" (1871) explicó claramente el uso del con 

cepto de las Escalas de Preferencias o Utilidad Cardinales. 

Marshall (1901) en su libro titulado "Principies of Econo--

mies", elaboró el concepto de Utilidad Ordinal, es decir ór 

denes de preferencias por medio del análisis de curvas de - 

indiferencia. 

Posteriormente la Teoría de las Probabilidades alcanzó 

avances notables sin que se integrara con la Teoría de la - 

Utilidad que paralelamente también se desarrollaba. Es has 

ta 1944 en que Von Neumann y Morgenstein, publican "The - - 

Theory of Games and Economic Bahaviour", libro, donde se --

combinan los conceptos y las técnicas del cálculo de las --

probabilidades con la Teoría Económica. El factor de la In 

certidumbre se incorporé a la Teoría de la Utilidad a tra--

vés de la identificación de la utilidad con la recompensa - 

en un juego de azar, de ésta forma fué posible un tratamien 

to estadístico aceptable de la competencia bajo condiciones 

de incertidumbre, 

Combinadas la Teoría de la Utilidad y la Teoría de lae 

nr,,baLili(íades el paso siguiente fué unir la Teoría de la - 

d con la 	ferencia Estadistica que tiene por objeto 

eXal ,,ar y procesar l( dat s d i spcnible3 para predecir re-

sultados posteriores. En 1950, Abrabar, riald, en su libro - 
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titulado "Statistical Decition Fuctions", presentó un análi 

sis muy bión desarrollado sobre éste toma, con lo que gra—

dualmente volvió a surgir un interés por el enfoque Bayesia 

no, que culminó con las obras de Raiffa y Schlaifer. 

La posibilidad de que la Teoría Estadística de las De-

cisiones se convierta en unas buenas matemáticas aplicadas- 

no, depende de su capacidad de ser utilizadas como una co 

lección de instrumentos que proporcionen una clara percep—

ción para la solución de problemas reales. La humanidad --

siempre afronta problemas en condiciones de incertidumbre; 

la Teoría de las Decisiones ya mis refinada y madura ha de-

sempeñado un papel importante para resolver éste tipo de --

problemas. 

1.3 TIPOS DE PROBLEMAS EN LA TEGRIA DE DECISIONES 

Los problemas que afronta la Teoría de Decisiones se - 

pueden clasificar en tres grandes grupos inicialmente. 

1.- EN CONDICIONES DE CERTIDUMBRE,- Et¡f(: 	-ore si ca- 

da 	de a(7ei611 j nsiBle (alt crtial iva) conduce - 

invariablonente a tu, 	especIti. 

2,- EN CONDICIONES DE VIES'.( 	Sw7ede k,andc cada al- 

t ernat iva 	c( duce haci a una uta c nr)c 1a- 
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de resultados específicos con probabilidades cono-

cidas. 

3.- EN CONDICIONES DE INCERTIDUMBRE.- Nos hallamos en-

este caso cuando las probabilidades de los varios-

resultados específicos son totalmente desconocidos 

o carecen de sentido. 

En el presente trabajo, para cada uno de los tipos de-

problemas de la Teoría de Decisiones, se desarrollan las --

Técnicas o Criterios aplicables para seleccionar las mojo--

res alternativas; se analizan los alcances y limitaciones - 

de los diferentes criterios, incluyendo también las berra--

mientas necesarias de la Teoría de Probabilidades y del Aná 

lisis Bayesiano, desarrolladas en las páginas siguientes. 

Cabe aclarar que la Investigación de Operaciones y la-

Ingeniería Económica, analizan, evaluen y resuelven una bue 

na parte de estos problemas con sus propias técnicas en for 

ma muy eficiente, y que en el presente estudio no se abor—

dan, porque resultaría sumamente extenso. 

1.4 ELEMENTOS DE UN PROBLEMA DE DECISIMES 

Er, cualquier proLlemii de decisienes encontraremos 108-

siguientes eomponentesc 
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1.- Existe una persona o personas encargadas de tomar-

la decisión, con objetivos especificados de antema 

no, a los que se les nombra DECISOR o DECISORES. 

2.- Existe un conjunto de ESTADOS DE LA NATURALEZA que 

pueden ocurrir y que normalmente se encuentran fue 

ra del control del individuo que decide; se repre-

sentan por Gis  i=1,2,3,...n 

3.- Hay un conjunto de diversos cursos de acción facti 

bles, de los cuales el decisor escogerá la más ade 

cuida, a éstas se les llama ALTERNATIVAS O ACCIO--

NES y normalmente se les representa como aj, - 

j=1,2,3, 	m 

4.- Las consecuencias (ganancias, pérdidas, utilidades) 

que resultan de la combinación ESTADO DE LA NATURA 

LEZA-ALTERNATIVA. ; 	U (01, aj) 

5.- Existe un grado de INCERTIDUMBRE para cada Estado-

de la Naturaleza. 

6,- Existe un conjunto de ESTRATEGIAS derivadas de una 

estimación probabilistica que muestra la dependen-

cia con los Estados de la Naturaleza anteriores. 

7.- Los Resultados o consecuencias de cada estrategia-

para cada Estado de la Naturaleza. 
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8.- La preferencia y existencia de un Criterio con el 

cual el decisor elige la mejor alternativa, por - 

ejanplo el criterio puede ser de máxima utilidad-

esperada, el Minimax, etc. 

Con los puntos 2, 3, y 4 podemos construir la matriz-

general de decisiones (ver tabla 1.1) 

Estados de la 
naturaleza 

Cursos de acci6n o alternativas 
al  a2  a3 

G1 U(91, al) U(01, a2) U(91, a3) 

9
2 

 U(92, al) U(02' a2) U(02,  a3) 

9
3 U(93, a1) 

U(93' a2) U(@3, a3) 

TABLA 1 1.- MATRIZ DE DECISIONES 

N6tese que la utilidad U(91, 02) corresponde a la combi 

nación del estado de la naturaleza uno (91) con la alterna 

tiva dos (02). 

En los capítulos posteriores se resolverán ejemplos com 

pletos que permitan aclarar cualquier duda en el plantea--

miento e identificacián de les elementos en les proLlemas-

de decision 
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CAPITULO lE 

TEORIA DE LA UTILIDAD 
TEORIA DE LA PROBABILIDAD 
INFERENCIA ESTADISTICA 



2.1 TEORIA DE LA UTILIDAD 

2,1.1 INTRODUCCION 

El análisis de la utilidad se remonta a la década de-

1870 cuando el economista británico William Stanley Jevons, 

entre otros, introdujo esta Teoría para analizar por que --

los consumidores compran lo que compran. 

La utilidad es una expresión de los gustos y preferen 

cias de un consumidor, la cual es mensurable y atribuida a-

todas las unidades de bienes y servicios de que dispone o - 

que puede adquirir un individuo. La gente no asigna en la - 

práctica beneficios, pero la teoría predice que las perso--

nas actIlan como si hubieran calculado esquemas de benefi---

cios en sus mentes. La utilidad es de naturaleza subjetiva. 

El número de beneficios atribuidos a una unidad de un bien-

o servicio por una persona no tiene significación, lo que es 

significativo es como éste e relaciona con el numero de --

unidades del mismo bien O servicio, Por ejemplo, ni una per 

nona asigna don unidades al primer aguacate un su alimenta-

ción, una eAdad al se<Tundo y diez unidades a un filete en-

la misma comida, v)(114Tios dett!rmiaar que a 61 le gusta el -- 

primer aguacate dos veces más que el segundo, y que él esti 

ma al filete cinco veces más que el primer aguacate, 

- I E 



2.1.2 ANALISIS DE INDIFERENCIA 

El análisis de indiferencia es una teoría del compor-

tamiento del consumidor que expresa en curvas sus preferen-

cias entre varias combinaciones de objetivos o bienes. 

La curva de indiferencia esta formada por un nt.Imero - 

infinito de puntos, cada punto representa aijuna combina--

ci6n diferente de bienes que una persona puede desear consu 

mir. Incluye todas las combinaciones que satisfacen a la --

persona en la misma medida. 

Consideremos a un consumidor que sólo compra dos produc-

tos, ropa y comida, a precies cotizados y definidos. El con 

sumidor, puede preferir una combinación de esos dos produc-

tos 6 si le son indiferentes cualquiera de do:3  cerril) J. nae io--

nes de dichos productos. A continuación enlistamos las com-

binaciones de esos productos WIC .11Ualmente nermn indiferen 

tes a nuestro consumidor: 

SITUACION Uhll Dm»: S' DE COMIDA UNIDADES DE ROPA 

A 1 C 

2 

C 3 

4 1.5 
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Representemos las combinaciones anteriores en una -- 

gráfica, obtenemos la siguiente curva de indiferencia: 

U
N

ID
A

D
E

S
  

D
E

 R
O

P
A

  

6 

5 

4 

3 

2 

1 

 

   

1 1 1 	1 1 	1 

1 2 3 	4 5 	6 

FIG. 2.1 CURVA DE INDIFERENCIA 

UNIDADES DE 
COMIDA 

Si nuestro consumidor pudiera escoger cualquiera de-

los puntos dibujados sobre dicha curva, no sabría cual es-

coger, porque le es indiferente cualquiera de las combina 

ciones obtenidas, 

NMamlos que la curva de indiferencia es convexa deR- 

de al ajo, a medida que bajarm  u hacia la derecha a lo largo 

de la curva, la pendiente de la misma se aplana cada vez - 

más, ésto ilustra la ley de la susitucitn que afirma que-

cuanto más escasea un producto, más grande será su valor - 

de sustituei3n relativa; su utilidad marginal so eleva con 



relación a la utilidad marginal del producto que abunda. El 

término utilidad marginal es la utilidad derivada de cada - 

unidad adicional de un bien o servicio. Por ejemplo, el con 

sumidor en la posición A, puede sacrificar 3 unidades de ro 

pa con tal de adquirir una segunda unidad de comida, sin cm 

bargo, si baja a la posición /3 sólo sacrificará una unidad-

de lo que le queda de sus existencias de ropa con tal de oh 

tener una tercera unidad de comida. 

La pendiente de la curva de indiferencia es la medida 

de los términos con los cuales el consumidor aceptará cam—

biar una parte de las existencias de uno (le sus productos - 

con tal de obtener un poco más de otro producto. 

Si agregamos otras curvas de indiferencia a nuestro - 

diagrama anterior; estas nuevas curvas muestran combinacio-

nes 1e los productos considerados a niveles más altos que - 

el anterior y ~-1(11V)13 un mapa de curvas de indiferencia - 

como el si,fAient J: 
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ta, o as 

1 	1 	1 COMIDA 

FIG. 2.2 MAPA DE CURVAS DE INDIFERENCIAS 

Notemos que, si incrementamos ambos productos y nos - 

movemos en dirección noreste dentro de ese mapa, val.os cru-

zando distintas curvas de indiferencia y alcanzamos niveles 

cada vez más elevados de satisfacción. En consecuencia, U2 

representa un nivel de satisfacción más alto que el de U1. 

Pur lo tanto, mediante las curvas de indiferencia po-

demos expresar la relación entre dos objetivos cualesquiera 

mediante intercambios y proporciones de cambio entre los oh 

jw.ivos analizados. Cuando existen objetivos múltiples espe 

cificados para un sistema en particular, es muy frecuente 

que se pueda sinqularizar el objelívo más importante a fin-

de llegar a una situtición óptima mediante el establecimlen- 
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o 

COMIDA 

FIG. 2.2 MAPA DE CURVAS DE INDIFERENCIAS 

Notemos que, si. incrementamos ambos productos y nos - 

movemos en dirección noreste dentro de óse mapa, vayos cru-

zando distintas curvas de indiferencia y alcanzamos niveles 

cada vez más elevados de satisfacción. En consecuencia, U2  

representa un nivel de satisfacción más alto que el de Ul. 

Por lo tanto, mediante las curvas de indiferencia po-

demos expresar la relación entre dos objetivos cualesquiera 

mediante intercambios y proporciones de cambio entre los ob 

jet. i vos analizados . Cuando existen objetivos múltiples espu 

cificados para un sistema en particular, es muy frecuente - 

que se pueda singularizar el objelivo más importante a fin-

de llegar a una situación óptima wediante el establecimíen- 

-22- 



to de una escala de órdenes de preferencia que indicará el 

comportamiento del decisor. 

2.1.3 LA EVALUACION SUBJETIVA DE LAS CONSECUENCIAS MONETA-

RIAS. 

Reconocemos que las consecuencias monetarias pueden - 

tener una utilidad diferente seglIn el decisor y la situa—

ción concreta de lo que se trate. 

Los resultados monetarios obtenidos al escoger una es 

trategia particular, tal vez dependan dial prestigio perso--

nal del decisor, el patrimonio financiero del decisor, de - 

la posibilidad de una bancarrota, de la preferencia o aver-

sión hacia el riesgo, de la contribución potencial del em—

presario a la comunidad, etc. 

Por consecuencia, necesitamos un modelo más general - 

de toma de decisiones, que ademán de ]cita mellet,aríos, inclu- 

ya la influencia (i( 	factores importante en la situa- 

ción de decisiones Lajo riesgo. 

La Teoría moderna de la Utilidad nne proporciona ése 

modelo. Esta teoría. nns dice: 
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"Si el decisor actl5a con el propósito de satisfacer una 

serie de supuestos razonables, que son los axiomas del-

comportamiento racional, existe una función de utilidad 

del decisor, que elige como estrategia más apropiada a-

la que maximice la utilidad esperada". 

La función de utilidad toma en cuenta todos los aspectos de 

la actitud del decisor con respecto a las consecuencias po-

sibles, monetarias y no monetarias,.de determinada situación 

de decisiones. Por lo tanto, la función de utilidad tiene-

que ser algo muy subjetivo y suficientemente flexible para-

adecuarse a las características personales de cada decisor. 

Se analizará el desarrollo de curvas de utilidad para cant.i 

dados monetarias, el mismo método se puede emplear para cual 

quier otro bien. Es posible elaborar funciones de utilidad 

para grupos de bienes más que para un sólo bien. 

Proporcionaremos la Teoría y la exposición razonada del 

uso del valor esperado de la utilidad como un criterio gene.  

ral d(• Ja selección en la toma de decisiones. 

De lo exlpuesto anteriormente, referente a la utilidad, - 

veremos a continuación un ejunplo para mostrar que algunas- 

Vaco:; el criterio del valor rr aletalio esperado no da una - 

solución satistactc)ria y es entc,nces cuando hay necesidad - 
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de utilizar otros criterios más completos tales como la Teo 

ría de Utilidad. 

Sea el ejemplo siguiente: 

ACCIONES 
ESTADOS al a2 P(9) 

PESOS 

el  0 10,000 1/2 

92 O -10,000 1/2 

VME O o 

TABLA 2.1 

Donde e]. VME es el valor monetario esperado, el cual es 

igual a: VME(a ) 

acciones tenemos: 

21 

= E (91.,a.) P(9i) , por lo cual para las-
i=1 

VME (a l ) 	0 (1/2) 4  0 ( 1/2 ) = O 

VME (tal ) = 10,000(1/2) --10,000(1/2) = 0 

Cuando el VME es usado como un eraterio de decisic5n, 1a 

selección sería indiferente entre a1  y a9  ya que en las dos - 

acciones eLi C e r CC)P,,  puede o) ervarse en el l.S1t imo rung 16n 

Nuestro propósito es mostrar como es posible deducir --

una función pie relacione valores monetarios a otra escala - 

que mida el valor subjetivo, y así poder resolver problemas-

como éste y otros más complejos. 
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2.1.4 OI3TENCION DE UNA PUNCION DE UTILIDAD Y SU APLICACION 

En esta sección se muestra la técnica para obtener una 

función de utilidad la cual permitirá resolver problemas --

más complejos ya que con el criterio del VME no se podría-

resolver eficazmente para grandes cantidades de dinero. 

Mediante el siguiente ejemplo se analizará la técnica 

a seguir para obtener la función haciendo uso de los cancel 

tos de la teoría de utilidad. 

Pedro López, dueño de Empacadora al Vacío, S. A. está-

tratando de tomar una decisión. nace años su compañía desa-

rrolló un nuevo método para conservar la comida más fresca-

empaquetándola en nitrógeno puro en lugar de aire, lo que - 

hace que el período de conservación sea mayor. La compañía-

ha estado creciendo muy lento debido a que el método repre-

senta un cambio radical en empacar y se han tenido un míni-

mo de compañías que hayan estado dispuestas a utilizar di--

cha innovación. 

Actualmente la idea se empieza apreciar y Pedro estima 

que ( 1 futuro do la compañía eu bri i lante. En el pasado la-

compañía l a tratado de desarrollar contenedores para los prg 

ductol. empacados en nitrógeno 	y Pelro siente que se de 

berá efectuar una expansión en la compañía. Existen dos al- 
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ter nativas con las cuales puede lograrse. Se ha comprado a 

otras compañías la producción del. nitrógeno que se requiere 

el cual es más puro de lo necesario y piensa crear un depar 

tamento que se ocupe del diseño de plantas de nitrógeno don 

doquiera que se necesiten, lo cual reducirá el costo en 2/3 

partes del que se tiene actualmente, con lo cual se podrán-

satisfacer las necesidades de compañías más grandes. 

La otra opción que tiene Pedro consiste en diseñar las empa 

cadoras para la compañía ya que en el pasado se ha tenido - 

que ir con cada compañia particular que requería los servi-

cios de nitrógeno puro y modificar las máquinas empacadoras 

normales para que puedan insertar nitrógeno en el. paquete. 

El estima que si tuviera un grupo de desarrollo de máquinas 

empacadoras en la compañía, esta sería capa de crecer mu—

cho más rápido. 

Las acciones que tiene Pedro disponibles son: 

a]) No bacer nada 

a
2
) Desarrollar 7777 , jr  ;pu) de nitróleno solamente 

3 ) Desarrollar un grupo para efectuar I( s estud1C - dee 

máquinas ernrac a,  ras ext.:. 	sivarnent , 

a
4
) Tener un grupo 

	
desarrollo tanto de nitr jen, 

de empacadora. 



CCIONES a1 	a2 a
3 	

a
4 

Los pagos que se acumularán de cada acción dependen en-

gran parte de la economía de los 5 próximos años y de la ta 

sa de crecimiento de la idea de usar nitrógeno puro en la - 

industria alimenticia. Si Pedro invierte en el desarrollo-

de cualquiera de estos grupos y el crecimiento de la compa-

ñía no se materializa, ésta podrá estar en serias dificulta 

des financieras. Después de un estudio cree que la combina 

ción de las condiciones, crecimiento económico y de la com-

pañia pueden catalogarse en 3 estados diferentes que son: 

Bueno, indiferente y malo. Los pagos resultantes para cada 

estado-acción se dan en la Tabla 2.2, en donde las cantida-

des están en miles de pesos. 

01  (Bueno) 300 1000 1500 3000 

02  ('ndif) 200 O 300 

03 (Malo) -100 -500 -000 -1500 

(a3 230 210 570 

Tabla 2.2 

Pedro determina que las probabilidades de ocurrencia de 

los est 1 s !,en P((;/),(5.3, P((92 ) .,--  0.4 y P(043) - 0,3, 	Cono 

ce tairMén que los pagos en la tabla anterior representan - 
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cantidades significantes de dinero para su compañía y ha de 

cidido que un enfoque de valor esperado no es una forma ---

apropiada para resolver su problema, si usara el criterio - 

del VME escogería la acci6n a4  ya que es la que dá el VME - 

más alto de todas las acciones como se puede observar en la 

tabla 2.2. 

El problema de Pedro se puede resolver usando la Teo-

ría de la Utilidad. 

A fin de analizar el pi blerna :.3e debo reemplazar cada 

pago por un boleto de lotería, el. boleto para cada pago se-

seleccionará de tal manera que su importancia para Pedro se 

rá exactamente igual al. valor del pago. Cada boleto de lote 

ría tendrá dos contribuciones: 

13 = consecuencias buenas; M = consecuencias malas. --

Una probabil idad 71 (le ganar y 1 Ti de perder. 

1;upow la 	(..fit ;un( • 8 	17('(7i.e1:(1( -: a Pedr, 	ratio corn-- 

plet(( de  1 
	

(,:j 	d.ur í 	litif 	(h.,  el 1 c :3 	P, 

a 	3 WO GLG y M igual a 	1  ')(W con el propáslto de- 

utilizar la Teoría de Utilidad Pedro, debe estar dispuesto-

a usar un 1:,leto de 1 t ería equivalente a cada pago y así-

tenemos las los alternativas siguientes: 
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Alternativa 13; 

probabilidad 7T de ganar --
$3 000 000 

probabilidad 1-7r de perder 
$1 500 000 

Alternativa A; 
Un boleto 
de lotería 

  

Una cantidad dada de dinero seguro 

Pedro indica su preferencia entre las alternativa A y 

13 para una serie de valores diferentes de 7T y niveles de - 

dinero seguro. 

Este proceso puede ser presentado considerandd la ta-

bla 2.3. La alternativa ll está listada en el lado izquierdo 

de la tabla (dinero seguro). La alternativa A provee una de 

$3 000 000 con una probabilidad V de ganar y otra con 1-1T 

de perder $1 500 000 que se encuentra listada horizontalmen 

te en la parte superior de la tabla. Pedro indica en cada - 

celda, cual prefiere de A (`) 	('..) es indiferente. Por ejemplo 

iniciando en la parte final de la primera columna. Proferí 

ría usted 	250 (001) de dinero seguro (P) (1) un boleto de IQ 

tenía (A) equivalente con probabilidad rt-1 de ganar los -- 

3 000 000 	una probabilidad do (•ore do 1,order 	500 000?, 

r:f 1 pret i ere (4,xy a inr!rd e !a a 11 ernUt lvil 	 lmdonos bac 

arriba a la Idgelente 	un 1ua pre,lunla 

j.preferiría (,, ?) (.1p 	de di 	15 ( ,, 1  u ro 	(II) 	4"..) lin 1)o 

tí.) de 1 el el- La ri 	equi 	leei e e 	 1 i i dad 1T 	1 de gia 

nar 	00,) ,JoDILa probabilidad (_.eN,  (le perder $1 500 000? 



TABLA 2.3 
TABLA DE SELECCION PARA LA BUSQUEDA DE PUNTO DE INDIFERENCIA 

ENTRE DINERO SEGURO Y LOTERIAS EQUIVALENTES 

DINERO SEGURO 
(ALTERNATIVA B) 
EN MILES, 

LOTERIA EQUIVALENTE CON PROBABILIDAD 
(ALTERNATIVA A) 

7T 

7T=1.0 77- 	0 . 7T =0.6 	7T= 0,4 «Tr = 0 . 2 7T=0 

- 1 750 

- 1 500 

- 	1 250 

- 1 000 

750 

500 

250 

O 

250 

500 

750 

A A A 	A 

• 

• 

A 

Indif.  . 

13 

A 

lndif. 

A 

A 

Indif. 

13 

• 

. 

A 

Indif. 

• 

. 

. 

1 000 

1 	250 A 

1 	500 Indi.E. 

1 	750 

2 	000 

Ii 

2 	25(i 

2 	500 

2 	750 ri 

3 	()(, Indif. 

:1 	751) 11 13 13 
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estas alternativas son obviamente idénticas y escribimos --

indiferente. Moviéndonos hacia arriba a la próxima celda y-

haciendo una pregunta similar, hallamos que A es claramente 

preferida e igualmente para todas las demás celdas en el --

resto de la primera columna. Ea tabla es acabada de llenar-

en forma similar. 

Los puntos de indiferencia obtenidos en la tabla 2.3-

son ahora colocados en la fig. 2.3 y so traza una línea que 

pase por los seis puntos, desde luego la curva puede ser 

construída para más puntos (variando Tr en intervalos de 

0,1 en lugar de intervalos de 0.2) y tener la seguridad de-

que el. tomador de decisiones está satisfecho con los valo--

res mostrados. Esta curva mostrada en la fig. 2.3, es la ~-

función de utilidad de Pedro y con ella pueden obtenerse --

los valores de 77-  equivalentes a los pagos. 

Por ejemp), el. valor 77-  que corresponde a un pago de 

$ 	30() 000 es 0.1-)5. Utilizando esta misma técnica para los - 

pa,v)s, h( obtienen los ni.S.nlen.,s de la t afila 2.4. 



PROBASIL 10A0 
EQU I V ALENTE 

Sr11.. 1.11 9;51A .1:1E: UTILIDAD 



TABLA 2.4 

Probabilidades equivalentes para los pagos del problema de Pedro 

PAGOS** 	-1500 --800 -5(J0 -100 0 20 200 300 1000 1500 3000 

PROLl.LQUIV. 
Tr 	0 0.26 0.34 0.45 0.48 0.485 0.53 0,555 0.71 0.80 1.00 

**en miles 

Ya que Pedro tiene seleccionado cada boleto de lotería-

como equivalente a un pago, deberá ser indiferente entre su-

problema original y un problema similar con boletos de lote-

ría equivalentes en lugar de los pagos, lo cual se puede di-

bujar mediante un diagrama de árbol como se muestra en la --

fig. 2.4, en donde para la acción a
1 

y el estado e1 se tiene 

que el pago de $300 000 es equivalente al boleto de lotería- 

con probabilidad 	= 0.555 de ganar $3p00p00 y con probabi- 

lidad 1- .ir de perder $1 500 000. De la misma manera se proce 

de para las otras acciones. 

La mota de este análisis es desarrollar un nudo de in-- 

cert idumbre Con dos ramas euyod 	sean $3 000 000 y --- 

$1 500 000, además que las probabilidades representen las po 

sibilidades de legrar cada uno de estos resultados si repre-

sentamos a G como el evento de ganar $3 000 000 y S el per—

der $1 500 000, entonces de acuerdl.J er,n la fórmula de parti-

ción tenems que: 
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0.555 	- 3 000 

44 
- 1500 

92 

FIG. 2.4 

ARBOL DE DECISIONES 

AL REEMPLAZAR LOS 

PAGOS CON LOTERI 
EQUIVALENTES. 

3000 
0.3 /3  

0.450 
0,350 

--1500 

3 000 

- 1500 

0.7° 	3000 

el  

02 

02 

290 
-------- -I 500 

0.55°  ____--- 3000 

-1 500 

0.34 	3 000 

- I 500 

0.80° 	3 000 

1500 

3 000 

-1 500 

	

2 	3000 

1500 

	

'" 	3 000 

455- 3 000 

9_448 

loo 

_- i 500 

3 000 

- 500 



P(G)=. P(G y Et) 	P (G y 02) 	P (G y 03) y cada uno de los- 

términos del lado derecho de esta ecuación puede descompo—

nerse en el producto de una probabilidad condicional por --

una incondicional por ejemplo: 

P (G y el) = P (G/01) P (01) 

y de igual manera para los otros dos términos que al substi 

tuirlos se tiene. 

P(G)=P(G/01) P(01) + P(G/Q2) P(02)+P(G/03) P(03) 

y para el caso de perder tenemos: 

P (S) = 1 - P(G) 

De estas fórmulas se pueden encontrar las cantidades del 

lado derecho de la expresión. Por ejetnplo para la acción al 

se tiene lo siguiente: 

P(G) =(0.555) (0.3)+(0.485)(0.4)+(0.45)(0.3) 	0,495 

y para P(S)- --1-P(G)L,1-0.495,-.0,505 

el cálculo para las otras 	acciones puede efectuarse de --

forma similar. El árbol resultante se muestra en la fig,2,5 

Este árbol reducido puede ser utilizado por Pedro para-

tomar una decisión, nótese que cada nudo de incertidumbre - 

tiene el mismo conjunto de pagos. Por consiguiente la mejor 

acción es aquella clue tenga la mayor probabilidad de Gcurrfn 
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A95  3000 

3000 O 523  

-1500 

.505 
-1500 

-1500 

3000 

-15 00 

o 	3000 

0,978  

FIG. 2.5 EL ARBOL DE DECISION 

REDUCIDO. 

-37 - 



cia. Pedro escoge la acción a2  que es la mejor, le siguen-

a4,a3  y al que es la peor. 

Esta reducción del problema original a un problema equi 

valente con dos resultados es siempre posible, haciendo ca-

so omiso del número de resultados en el problema original. 

Está claro que la acción a2  es preferida en lugar de la 

acción a4  que fuó la acción escogida cuando el problema fué 

analizado mediante el criterio del VME lo cual puede verse-

en la tabla 2.2. Esta inversión de la acción a4  a la acción 

a2  es el resultado de permitir el lacto subjetivo de Pedro-

acerca de la situación de riesgo. 

Existe una simplificación adicional que puede ser apro-

vechada en éste análisis, consiste en reemplazar los pagos-

originalen con la probabilidad de ganar la lotería, por ejem 

pió para la acción al se tiene. 

O. 	U,555 

vAlcP°  

	 Indiferente 
 0.4 	

G.4115 

— n 

Viq. 



De igual manera se procede para las otras acciones, aho 

ra se calculan los valores esperados de cada acción. Para-

la acción al se tiene 0.3x0.555.1-0.4›:0.485+0.3x0.150 = 0.495 

De igual manera para las demás acciones como se muestra en-

el árbol siguiente: 

0.495 

().527 

0.510 

0.522 

Fig. 2.7 

Se puede notar a igual que el otro método que a2  es la-

mejor acción. 

Esta técnica siempre proporcionará la mejor acción y el mis 

mo ordenamiento de las acciones como la técnica más compli-

cada que se estudió anteriormente, en lugar de reemplazar - 

los pagos de cualquier problema con alguna lotería solo se- 

reemplazan con Un 	Por lo mitr) es posible usar el - 

criterio del valor esperado excepto por la necesidad de es-

tablecer la función de utilidad y transformar los pagos en-

probabilidades equivalentes. Note que lcs valores eePora--

dos de la fig. 2.7 non los mismos que las pusibilidades de-

ganar las loterías en la fig. 2,5 Por lo cual es siempre - 
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más fácil usar ésta dltima técnica de reemplazar los pagos-

originales con probabilidades equivalentes de ganar una lo-

tería. 

2.1.5 LA CURVA DE UTILIDAD DEL DINERO 

La curva de la fig. 2.3 puede ser reemplazada por ---

otras curvas equivalentes, cualquiera de estas curvas equi-

valentes es una transformación lineal de la curva original-

la cual nos dará la curva de utilidad del dinero y es ésta-

la que se utiliza para reemplazar los pagos en cualquier --

problema de Teoría de Decisiones. 

Las nuevas curvas equivalentes a la curva de la fig.-

2.3 son derivadas haciendo una transformación lineal positj 

va de dicha curva. El valor esperado de la lotería de Pedro 

es: 

E(lotería) 	3000 P(ganar) - 1500 P(perder), dado en- 

miles, pero P(perder) 	1 - P(ganar) 

Substituyendo queda 

E(lotería) .»; 3000 P(ganar) - 	150() [1 - P(ganar)] 

3000 P(ganar) - 1500 4 1500 P(ganar) 

E(loteria) 4500 P(ganar) lsno 
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Esta expresión es una transformación lineal positiva-

de P(ganar). La razón por lo cual E(lotería) trabaja bien 

como P(ganar) es que E(loteria) puede expresarse como una 

función lineal positiva de P(ganar), cualquier transforma—

ción lineal positiva de P(ganar) nos dará el mismo resur:a-

do en el ordenamiento de las acciones. 

Suponga por ejemplo que 	la variable U sea una trans 

formación lineal positiva de P(ganar). Partimos de la Inti-

ma expresión en donde para la generación de los coeficien--

tes de la transformación lineal asociada con U es que la 

curva del dinero pasará por el origen (cero pesos = cero 

utilidad) y por lo cual la pendiente de este punto es uno.-

Tendremos la siguiente ecuación: 

U 	K1  P(ganar) - K2  

Sabemos que U(0) = O 

U(0) r. K1  P(ganar) - K2  

La probabilidad de ganar cern pesos es n.4H (ver tabla 2.4) 

por lo tanto tenemos: 	o 	0,4P Vi - 1K 2  

de donde: 	12 = 0.48 11 

Para pagos pequeños las utilidades van a ser las mis-

mas que los pagos, por lo cual rara poder encontrar el va—

lor de los coeficientes Vi  y K2 tendremos que calcular la- 
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utilidad para otro pago. 

Por ejemplo sea: 

U(200) = 200 

Sustituyendo en nuestra ecuaci6n original. 

200 = K1  P(ganar) - 0.48 K1 

La probabilidad de ganar 200 es 0.53 (ver tabla 2.4) 

200 = 0.53 Ki  - 0.48 K1 

200 r,  (0.53 - 0.48) K1 

200 = 0.05 K1  

K = 4000, por lo que K2 es igual a: 

K2  = 0.48 K1  = 0,48 (4000) 

K2  = 1920 

Substituyendo el valor de estos coeficientes en la 

ecuación original tenemos: 

U = 4000 P(ganar) - 1920 

La cual utilizaremos para calcular los valores de U y 

utilizarlos en lugar de los pagos. Ya se calculó anterior--

mente los valGres de P(ganar) de cada uno de los pagos y --

utilizaremos estos valores en la ecuaci6n anterior para en-

contrar los valores de U, Con una serie de valores de U cal 

culados elaboraremos una nueva gráfira que relacione los va 
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lores de los pagos con los valores de U. Por lo tanto, para 

un pago de 1500, la P(ganar) es 0.80 (ver tabla 2.4) y el - 

correspondiente valor de U es: 

U = 4000(0.8) - 1920 = 1280 

De la misma manera se pueden calcular los otros valo-

res de U correspondiente a cada uno de los pagos, estos va-

lores se encuentran en la tabla 2.5. 

TABLA 2.5 
PAGOS Y VALORES DE U EQUIVALENTES PARA EL PROBLEMA DE PEDRO 

PAGOS 	-1500 -800 -500 -100 C 20 200 300 1000 1500 3000 

VALORES -1920 -880 -560 -120 0 20 200 300 920 1280 2080 
U 

Ahora podemos dibujar una gráfica relacionando los va 

lores U directamente a los pagos como aparece en la figura-

2.8. 

Con los valores u obtenidos se puede hacer un árbol - 

de decisi(5n del problema original con U reemplazando los pa 

(JOS c()mo se muestra en la figura 2.9. 
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188 

120 

2080 

-1920 

INDIF. C).4 300 > 168 

FIG. 2.9 
VALORES 
ESPERADOS. 



Se calculan los valores esperados en cada nudo de in-

certidumbre (ver fig. 2.9) y se puede observar que el orde-

namiento de las acciones es el mismo que los métodos ante--

riores en donde a2  es la mejor acción. 

Las ventajas de usar la curva de utilidad del dinero-

es que todos los pagos negativos tienen utilidades negati--

vas y todos los pagos positivos tienen positivas, la utili-

dad de cero pesos es cero. Además permite de que la opción-

de no hacer nada permanezca implícitamente en lugar de ex—

plícitamente como se tendría en otros cálculos, con lo cual 

permite clasificar fácilmente cualquier acción. 

Para pagos cuyas consecuencias no sean grandes es 16-

gico que las utilidades deban ser identicas a los pagos. Es 

razonable que sea así, ya que los pagos representan cense--

cuencias serias y debido a esto fué que se us(5 el concepto-

de utilidad, en caso de no tener consecuencias serias se hu 

hiera preferido usar el VI« como criterio de decisión, 
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2.1.6 TIPOS DE FUNCIONES DE UTILIDAD 

Existen muchos tipos de funciones de utilidad, ya que 

cada persona tiene su función de utilidad, las cuales pue-

den tomar a grandes rasgos alguna de las tres formas que a- 

continuación se exponen: 

Dado un rango de resultados cualquier función puede - 

tomar cualquiera de las formas mostradas en la fig. 2.10. 

U 

Ganancias 
monetarias 

FIG. 2. 10 PISES IIOSIPLES FORMAS DE FUNCIONES DE UTILIDAD 



Las tres funciones mostradas en la fig. 2.10 se incrc¡ 

mentan monótonamente por todas partes. Por ejemPlo dUA1P-1 >0 

mostrando que los tres individuos prefieren más que menos - 

dinero. Sin embargo la utilidad marginal de un peso adicio-

nal de ganancia varia entre los tres casos, el término mar- 

ginal se refiere a la última unidad que ha sido agregada. - 

El individuo I tiene una utilidad marginal constante de di-

nero ya que d
2
U/d

2
M = 0, indicando que él valúa altamente - 

una cantidad adicional de ingreso sin importar si es el pri 

mer peso de ganancia o es el 10 000 avo. El individuo II su 

utilidad marginal es decreciente, flor ejemplo d
2
U/d

2M <0 

él valúa subjetivamente un peso de ganancia muy poco. Con—

trariamente el individuo III valla subjetivamente cada peso 

de ganancia altamente, por ejemplo d2U/d2M> o; él es una --

:Aersona quien algunas veces toma una apuesta injusta en el-

sentido que escogerá una acci6n para la cuál el valor mone-

tario esperado del resultado es negativo. 

Para ilustrar mis claramente los efectos de las for--

mas alternativas de las funciones de utilidad consjderemos-

el problema dado es. la siguiente tabla 2,6. 
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PROBLEMA CON TNES DIFERENTES 

TIPOS DE UTILIDAD MARGINAL (UM) 
PROBLEMA INICIAL 

UM CONSTANTE UM DECRECIENTE UM CPECIENTE 

(INDIVIDUO I) (INDIVIDUO II) (INDIVIDUO III) 

1)(9) 	Esta- a 	a a 	a a 	a 
dos. 1 	2 1 	2 1 	2 

1/3 	O 6000 	3000 GO 	30 80 	45 30 	10 
1 

1/3 	0 6000 	6000 60 	60 60 	130 30 	30 
2 

1/3 	9
3 

G000 	9000 GO 	90 83 	95 30 	70 

VME 6000 	6000 UE 60 	60 UE 00 	73 UE 30 	36 	1 

TABLA 2.6 PRESENTACION DE UN PROBLEMA DE DECISIOL CON TRES CIASES DE 
FUNCIONES DE UTILIDAD MOSTPADAS EN LA PIG. 2.10 

En el lado izquierdo de la tabla, el resultado está en 

tórminos de dinero, mostrando ambas acciones el mismo valor-

monetario esperado. Cuando el mismo problema es resuelto con 

una función de utilidad lineal, individuo I (fiel. 2.10) en--

contramos igual utilidad esperada (UE) para las dos acciones. 

Así cuando la función de utilidad es lineal, maximizar el va 

lor esperado tambión se •fiará con la utilidad esperada. Si rl 

solvemos ahora el mismo problema do la tabla 2.( , con una -- 

función de uillidad 	 decreciente ( individuo II) , en- 

contramos que la a( 	'1" Txoporciona alta utilidad espera 

da de acuerdo con uuestra intsicííin: la cur7a II (epresenta-

a un individuo oee es ecnsers:ador en el sera: ideo 'le que en -- 

-49- 



una situación riesgosa preferirá la acción con la mas baja - 

variabilidad, aún cuando ambas tengan el mismo valor moneta- 

rio esperado. La curva 	representa a un individuo uue pro. 

fiera el riesgo, es un jugador en el sentido que escogerá la 

acción con mayor variabilidad aún cuando ambas tengan el mizi_ 

mo valor esperado. Esta función de utilidad da el valor mono 

tario muy alto cuando Lay una oportunidad pequena para gran-

des ganancias. 

Vemos que no Lay nada de irracional en el comportamicn 

to de cualquiera de estos individuos. Por ejemplo si al indi 

viduo III le ofrecen dos acciones las cuales tengan el mismo 

resultado monetario seleccionará la que tenga la probabili—

dad más alta para el resultado más favorable, por lo gene--

ral este individuo prefiere menos a más riesgo aun cuando --

tengan el mismo resultado monetario. 



2.1.7 PROPIEDADES DE LA FUNCION 1)1: UTILIDAD 

Supongamos que arbitrariamente seleccionamo dos nl-

meros cualesquiera que nos representen la utilidad de 

$10,000 y -$10,000 en el problema de la sección 2.1.3. Por 

ejemplo sean: 

U(-$10,000) - 0 

U( $10,000) , 100 

Por lo tanto, tenemos arbitrariamente seleccionados 

un origen y una escala pro la medición de utilidades. Una 

función de utilidad asf deducida es una función cardinal - 

(mas bien que ordinal) en un sentido muy restringido. Espe 

cificamente una transformación lineal monótona de la fun—

ción de utilidad original, cuando es aplicada a problemas 

de selección en particular, resulta la misma decisión como 

la función original. No podemos, Sin emharqn, decir que si 

la utilidad de A es 10 ( 'A  U --- 10 ) y la de 15 es 60 ( U
13 

60 ) e] tomador de ducisiones prefiere 15 se is VP(.'eS MIS --

que A. A causa de que la escala es arbitraria, podemos to- 

mar otra escala de el( ciP,n tal pum por ewmplo UA 	10 y 

Un  , 600. Sin embarg,- , las magnitudes relativas de las di-

ferencias entre 105 !:1M(.1.(K; de utilidad S,,I1 significantes 

en que éstos no oarbi:el para una transformación lineal. 

Por ejemplo supenwrmos Tic U - U 	U - U 	Escojamos 
A 	U'  

Unid transformación liheal U 	al;* 	b, a 	U. Sustitlr:endo 

esta transfnrmación eh la desigualdad ll.te'ri4.r tenemcs: 

- Si - 



(ati* + b) - 	+ b) 	(aU* + b) 	(al"! 4 b) 

	

U *  - U* 	U* -• ' 
A 	'B 	C 	E 

Por lo tanto, las diferencias en la utilidad relati-

va son invariantes Eajo una transformación lineal. A causa 

de esta característica, la forma general de la función de 

utilidad no es dependiente del origen y de la escala se lec 

cionada. Es decir, la segunda derivada de la función de u-

tilidad es invariante bajo una transformación lineal. 

Ahora podamos hacer el intento de resurir más formal 

mente las prol.ledades de la función de utilidad. Una fun—

ción es una regla que aseci¿I los elementos de un cenjuntr 

con los elementos de caro con; ;unto. En el caso de una fun-

ción de utilidad, estarlos buscando una regla ( función ) - 

que asociará o asignará nümeros, U(M) del conjunto de te--

dos los nnmeri,s, al conjunto de les resultado:; monetarios 

(M) , o CGMO les llamaremos aquí, ingreses esperados. 

A cada ingreso e velad(,  E, le coi responde un ntlmet- c,  

U(M), al cual le IlarJr,(, s la utilidad del ingrec,. Esta --

función tiene las siguientes )-/iwudadeb: 

1.- U(Mi) 	s: el individui prellele l'1 a M: 

2.- Si E es la esjeranza con viubakilldad E, el in- 

diVid ) C.1 I 	(V) 	 W 	1, 

t! 	 1 	-1 t 



ria 

3.- La función de utilidad está acotada, es decir, 

U(M) / 

La existencia de una función de utilidad con las pro 

piedades mencionadas implica que el tomador de decisiones 

satisface las siguientes cuatro suposiciones concernientes 

a sus preferencias: 

1.- ( Ordenación de alternativas ). En Ludo caso, - 

M I  > M2  ( que se lee como: M I  es preferida a --- 

M2  ) 	.z M2  6 M2  

2,- ( Transitividad ). Si M I 	M y M7  :1 M3, enton- 

ces MI > MI. 

3.- ( Continuidad ). Si M I 	M2 	M 3, entonces ahl - 

existen probabilidades P paro los cuales (M I ,M3; 

P,(1-P)) 	M7  6 m2 • fml,m3;P,(1-P) 

4.- ( Independencia de alternativas irrelevantes ). 

Si M I  , M2 , y M3  es otro ingreso, entonces {M I , 

14 3 0,,(1-P) 

Aunque lab reulas mencionadas conAituyen una tcnj-

ca para asignar nnmeres de utilidd a resultados monetari-

os, ellas no prueban la existencia de una funci6n de utill 

dad. Sin embargo, asumiremos guc dicha funcin existe y pu 

ede ser especificada Laza dcciiones individules. 
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Como puede haber malentendidos en el concepto de ut1,. 

lidad, enumeraremos algunas falsedades que frecuentemente 

suscitan discusiones sobre la utilidad. 

Falsedad I 

{MI,M3;1?,(1-11 ) > M2  porque la utilidad de la prime-

ra es más grande que la segunda. Esto es falso porque las 

preferencias entre las esperanzas son lógicamente a priori 

a la función de utilidad. 

Falsedad II 

Si MI > M2 5 MH > M4, y las utilidades son: U(M 1 ) 

U(%) = 0(M2) 	0(M3), entonces (M2 ,M3 W2,1/2) 

1/2,1/2) dado que la variancia del primero es menor que la 

del segundo. Esta declaración es otra vea falsa porque nie 

ga qué preferencia viene primero, esto es, los números de 

utilidad esperada tienen consideradas variancias en las --

preferencias originales. 

Falsedad III 

Si MI 	M2 > 	My y la función muestra que 

U(Mi) 	U(M2) es más grande que U(M3 ) - U(M4), entonces un 

cambio de M2 a Mi es preferido que uno de 114  a Mi, Foto -- 

también es falso, ya que las funciones de utilidad son 

construidas de preferencia entre pares, 

Un ejemplo simple ayudará en la interpretación de es 
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ta falsedad. Supongamos que un tomador de decisiones di{: 

que 61 es indiferente entre la Opción 1. Y la Opción 
	

pa- 

ra las siguientes tablas de ganancias: 

TABLA 2.7 

PROBABILIDAD ESTADO 	OPCION 1 	OPCION 2 
(DINERO SEGURO) (LOTERIA EQUIVALENTE) 

1/2 	01 	$ 1,600 	$ O 

1/2 	02 	$ 1,600 	$ 3,000 

TABLA 2.8 

PROBABILIDAD ESTADO 	OPCION 1. 	OPCION 2 
(DINERO SEGURO) (LOTERIA EQUIVALENTE) 

1/2 	01 	$ 1,400 	$ O 

1/2 	02 	$ 1,400 	$ 1,600 

Haciendo las asiunaciones U($0)=0 y U($3,000)rl, en 

tonces del primer conjunto de preferencias tenemos: 

U($1,600) 	( 1 /2) (0) t (1/2) U($3,000) 

= 1/2 

y del seeundo c,;njunt 

U($1,400) - (1/2) (0) I (1/2) U($1,600) 
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1/4 

Como ejemplo de una decisi6n que implica un cambio - 

en la posición contra las ganancias actuales, consideremos 

ahora el siguiente problema de decisión y las elecciones - 

implicadas por los puntos de utilidad deducidos anterior--

mente. 

TABLA 2.9 

PROBABILIDAD 
	

a ) 	a2  

1/2 	0 1  no cambia 	cambia de 
$1,600 a $3,000 

1/2 	i:1 2 cambia de 
	

no cambia 
$0 a $1,400 

Si cada acci6n fuera evaluada usando los puntos de u 

tilidad deducidos, uno podría :iuuoner (incorrectamente) --

que: 

1 	 1 
U($0) 4 	(1($1,400)-u(1,4)1 	

1 

	

, 	1 

	

( I (ai) 	7 f P($3,000). tit$1,(()o) 	4 	U(:0) 

lo cual implica oue a 2  teli.a e cuida lobie a ) . Fin erbar--

go, en tbrmines de la actual oarancla ipvelucrada, el tema 

dcr de decisiones tiene la siguiente elecclrr: 
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TABLA 2.10 

PROBABILIDAD a r  a 2  

1/2 

1/2 

0 1  

(3 2  

$ 	O 

$ 	1,400 

$ 	1,400 

$ 	O 

Pero claramente, en este caso, el tomador de decisio 

nes seria indiferente entre a l  y 32. La falsedad está en a 

sumir que la diferencia en la utilidad entre el par de pa-

res ($0 a $1,400) y ($1,600 a $3,000), está dada por la --

función de utilidad que fuf deducida usando sólo preferen-

cias entre dos opciones (un par). Por supuesto, una fun—

ción de utilidad podría ser deducida utilizando dos opcio-

nes que involucren cambios entre dos posiciones. Pero una 

función de utilidad obtenida por la teoría dada en esta --

sección no es en cierto modo una función. Por lo tanto, la 

función de utilidad permite la comparación entre dos posi-

ciones a lo largo de la curva, pero no permite la compara-

ción entre las diferencias de dos pares de posiciones. 

FALSEDAD IV 

Comparaciones inturpersonales de utWdad son posi—

bles. La siguiente discusión ilustra que esto es otra fal-

sedad. 

El índice sugerido anteriormente vara la medición de 
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la utilidad no dice nada acerca de la cantidad de "satis--

facción" que experimenta un individuo como resultado de ha 

ber obtenido dinero. Debemos ser cuidadosos para distin---

guir entre la "actual" medida de utilidad y el "sustituto" 

de la medida de utilidad, lo cual sólo implica que unica--

mente cantidades medibles pueden ser asociadas con la uti-

lidad. Sin embargo, esta distinción parece ser totalmente 

innecesaria si uno considera que la mayoría de las cantida 

des medidas que pueden ser concebidas o encontradas en o--

tros trabajos científicos o de aplicación, son medidas ---

"sustitutas". 

Consecuentemente, la "utilidad" que hemos medido re-

presenta un concepto que será utilizado en la toma de deci 

siones individuales. 



2.2. TEORIA DE LA PROBABILIDAD 

El estudio de la Teoría de la Probabilidad es una 

herramienta muy valiosa para analizar problemas de toma de - 

decisiones, aunque también resulta muy útil para otros cam-

pos de la ciencia; en este trabajo solo nos dedicaremos a ex 

poner los principios y conceptos que más aplicación tengan. 

La Teoría de la Probabilidad es esencialmente de natu-

raleza deductiva, es decir, en base a hechos conocidos de un 

experimento se deducen las probabilidades de que ocurran ---

ciertos eventos de interés particular. En cambio la Estadís-

tica es de naturaleza más inductiva y también las probabili-

dades se usan para comparar los diferentes métodos de infe--

rencia. 

2.2.1 ELEMENTOS DE PROBABILIDAD 

A la totalidad de los resulta( s que se tienen al ha-- 

eer un experimento recibe el nombre de espacio de muestras. 

Se llama probabilidad (clásica) de un laice3c A, la re-

lación del y mero de resultados que G011 favorables a este su 

ceso y el número total de resultados p iLles tel experimen- 

to. Se determina por la fórmula; P(A) 	M/N, donde M es el- 

número de resultados fawiables al su 	A; N es el número- 

de eventos favorables al ; xperiment.:-. 
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Una variable aleatoria X es discreta si su rango Rx  - 

es un subconjunto discreto de números reales y se llama con 

tinua si su rango Rx  es un intervalo o unión de intervalos-

sobre la línea de los reales. 

2.2.2 	PROBABILIDAD CONDICIONAL 

Si A y 13 son dos sucesos cualesquiera de un espacio - 

muestral S, la probabilidad condicional de que ocurra A, da 

do que haya ocurrido 13, se denota como: 

P(A/B) = P(A n 13)/P(13) 	...(2.1) 

Los eventos A y 13 son independientes si y solo si: 

P(A/13) 	P(A) 	...(2.2) 

lo que significa que el valor de la probabilidad de que ocu 

rra A no os influida por la ocurrencia previa de 13. Sustitn 

yendo (2.2) en (2.1), se obtiene: 

n 	- P(A) P(B) 	...(2.3) 

expresión que se conoce como ley de multiplicación de proba 

bilidades de eventos independientes. 



2.2.3 	DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD 

Sea X una variable aleatoria, para evaluar la probabi 

lidad relacionada con X, se puede usar la función de proba-

bilidad para variables aleatorias discretas 6 la función de 

densidad de probabilidad (pdf) que determina la distribu—

ción de probabilidad de una variable aleatoria continua; am 

bas denotadas por p(X). Para representar la probabilidad de 

que la variable aleatoria X tome el valorxl  . , 

zarse la notación p(xi). 

puede utili-- 

Para variables aleatorias discretas se deben cumplir-

las siguientes condiciones: 

O < p(xi ) < 1 	Vi 

p(x ) = 1 

Vx 

Sea X una variable aleatoria continua en el intervalo 

a < X < L, la función p(X) debe cumplir con las condiciones 

!3ilpiient eo 

P(X) 	G 

b 
p( x)Ax - 1 

- a 

'Tare •ién 0e tiene 1I 	de dist/- iLución, la cual- 

tiene 	; j 	 pie :Je puede e7itlear tanto pera variables- 



aleatorias discretas como para continuas. La función de dis 

tribución para una variable aleatoria X, se define como: 

P(Xt) = P(X < Xt 
 ) 

El valor de esta función es la probabilidad del evento en - 

donde la variable aleatoria toma cualquier valor igual o me 

nor a X . 

Si la variable aleatoria es discreta, la función de - 

distribución, definida en el intervalo a < X < b es: 

xt  

P(X t) = P(X 	>1: 	1)( xi) 
xca 

...(2.4) 

Si la variable aleatoria es continua, definida en el-

intervalo a < X < b, la función P(Xi  ) es: 

  

„--xt 

p(Y)dX P(Xt = P(X < 

   

Sea X una variable aleatoria discreta cuya función de- 

probabi~ es p(X), y b(x) una fun(-'i'''" cualquiera (le  hl - 

variable aleat(xia. La wsperanza niatelnatica de b(X) se defi 

ríe como; 

h(X) - 1 h(X) F. (›.) 	—(2,6) 



La esperanza matemática de h(X), cuando X es una va--

riable aleatoria continua y su pdf es p(X), se define como: 

E [11(X), 	= 	b(X) p(X) dX a < X < b 	...(2.7) 

2.2.4 MEDIA Y VARIANCIA DE UNA FUNCION DE PROBABILIDAD 

A continuación analizaremos dos de las medidas más im 

portantes que son la media y la variancia, las cuales deter 

minan la localización y la variación de una distribución de 

probabilidad. 

Se llama momento de orden n con respecto al origen de 

la variable aleatoria X, a la esperanza matemática de la 

Il 
función h(X) 	X . Si n = 1, se tiene el primer momento con 

respecto al origen. Este momento se llama la media de la --

distribución do pr(ffidilidad de la variable aleatoria X y - 

se reprt ir:lit a 	r p. . Para el cas,, 	!-;(ref n Lit tiene: 

- 	x p(x) 	 ...(2.8) 

vx 

7 en el cc:  

X p(X) dX 	...(2.9) 



Se llama momento de orden n con respecto a la media - 

de la distribución de probabilidad de la variable aleatoria 

X, a la esperanza matemática de la función h(X) = (X -/L) . 

Si n = 2, se tiene el segundo momento con respecto a la me-

dia, a este momento sé le conoce por variancia y se identi-

fica como cr2. Para el caso discreto la variancia es: 

02= E [ (X -II)2] = 	(X - µ)2  p(X) 
Vx 

...(2.10) 

y para el continuo 

a2 = E [( - 	)2  

  

(x 	)2p(X) dX 
,a 

...(2.11) 

 

La raíz cuadrada de la variancia define el concepto de des-

viación estándar de la variable aleatoria X y se representa 

por cr. Entonces: 

cr  77.2 

la desviación estándar explica la dispersión promedio de --

los valores posibléa de la variable aleatoria con respecto-

a su media. 

2.2.5 COVARIANZA Y CuP1ELAC1ON 

La esperanza matemática de productos de variables --- 

aleatorias es de gran interés e: i 'Peoría V3tadíntica. La-- 



covarianza mide la relación que existe entre dichas varia--

bles aleatorias. 

Sean X y Y variables aleatorias de un espacio muestral 

S, con los respectivos conjuntos: 

X(S) = 	x ,x 
1 2 

Y(S) 	Y 'Y , 	Y 
1 	2 	111 

formamos el conjunto producto. 

x(s) Y(s) (x 	),(x 	(x 
1 	1 1 	2 	n,y m 

definiendo la probabilidad de (x ,y ) como p(X=x ,Y=y ) que 

escribimos h (x ,y ), en donde la función h se llama distri-

bución conjunta o función de probabilidad conjunta de (X,Y) 

la cual por lo general se muestra en forma de tabla. 

TABLA 2. 

X 	
} 1 
	 SUMA 

xl 	h(xl ,y1 ) 

y 	h(x,,Y ) '2 	.! 	1 

r 	• 

• 0 

),(y1"m ) 	f(x
1 ) .  

h(x2"m) 	f(x2) 

• 

xn 

SUMA 

h(xn ,y i ) 

q`Yi) 

• • • 

• • • 



En donde se define a f(x) como la suma de los ciernen, 

tosdelafilai-ósimayq(yJla suma de los elementos de-

la columna -  j-ósima, que son las distribuciones individuales 

de X y Y respectivamente. 

La distribución conjunta h satisface las condiciones: 

11(x,,y ) > O 
j 

n ni 
)= 1 

1  j 

Si X y Y tienen la distribución conjunta anterior (y 

las respectivas medias FL x  y /1- y ), entonces la covarianza-

de X y Y denotada por Cov(X,Y) se define por: 

Cov(X,Y) = 	(x 	) 	) h(x 	) = E[(X-iix)(Y-11 )1 
1,3 	x 	3 	Y 	i 1j 	Y 

ó equivalentemente: 

Cov(X,Y) h(x 	) 	
X 

	E(XY) - 	Fi.  y 

( 	 y 

.,.(2.12) 
La correlación ,e define por: 

p (X,Y ) - ('(,y ( X,Y)/a .0 
1. 

1 	.,.(2.13) 

La covaríanza puede ser positiva, nelativa o igual a-

cero, depend end, dei caso que se trate. 



2.2.6 DISTRIBUCION I3INOMIAL 

Esta distribución de probabilidad es aplicable para - 

eventos discretos y sucede cuando: hay solamente dos posi-

bles resultados, llamados favorables y desfavorables; exis-

ten n pruebas independientes, siendo n una constante dada;-

la probabilidad de un caso favorable es constante para to--

das las pruebas y se denota como p, por lo que q = 1 p es 

la probabilidad del caso desfavorable. 

Sea X los casos favorables ó óxitos, entonces la pro-

habilidad de X casos específicos favorables en n pruebas es 

p
x (1-p n-x 

es de interés conocer la probabilidad de que cualquier com-

binación de casos favorables se presente. El minero total - 

de maneras en que pueden presentarse los X óxitos es igual-

al de las combinaciones de n objetos, es decir: 

n x 
	n! 	m! (n-x)1 

por lo que 'a, probabilidad de ena , Tlier ea!;(, favorable al - 

realizar 1, veces Un experil!ento de beinoelli, esta dado por 

p(X) 	n 

x I (n-x. ))  
dOhde   i 	„. '2,14) 



la función de probabilidad definida por esta ecuación se -- 

llama binomial con sus parámetros n y p. 

La media de la variable aleatoria X con distribución- 

binomial vale: p, np y variancia igual a: u2= npq de donde 

se obtiene que la desviación estándar. vale 0- = Vnpq . 

2.2.7 DISTRII3UCION DE POISSON 

Esta distribución es aplicable para eventos discretos 

siendo muy similar a la distribución binomial al considerar 

que el número de veces que se repite el experimento de Ber-

noulli tiende a infinito, mientras que la probabilidad p de 

obtener un éxito tienda a cero. Por lo que su expresión es-

ta dada por: 

p(X) 	-X \ 
donde X np 	(2.15) 

x! 

Empíricamente puede obtenerse que cuando 	n > 50 

y np < 5, los resultados obtenidos con la distribución do - 

Poísson se aproximan a los dados por la distribución bino--

míal. 

La media de la variable aleatoria X con distribución- 

2 
de Poisson de parámetro X es: fi. -- X 	y variancia cr 	X , 



Este tipo de distribución se usa en los campos de la - 

investigación de operaciones y en la administración cientí-

fica. Se presenta por ejemplo al estudiar las demandas de - 

servicios y la rapidez con que se ofrecen estos servicios;-

el uso de las pistas de aterrizaje de un aeropuerto, etc. 

2.2.8 DISTRIBUCION UNIFORME 

Esta distribución es constante por lo cual es la más-

sencilla de las distribuciones continuas. Sea X la variable 

aleatoria con distribución uniforme p(X) , en el intervalo - 

X<Zb, en donde a y b son números reales. La función de - 

densidad de probabilidad esta dada por: 

p(X) = 	1 	—(2.16) 
b - a 

La función de distribución para una variable aleato--

ria uniforme es: 

p 

P(Y, 	p(X) dX 	...(217) 

.1"-- 	) 

tse deduce que su nw 	en  ,2 
b y varianciaa-a-di_ 

2 	 12 
de donde se obtiene 14 desviación estándar 
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apropiada del comportamiento de fenómenos físicos, biológi-

cos o sociales. Su importancia estriba en que cualquier diu 

tribución de probabilidad continua puede transformarse fá—

cilmente primero en una distribución uniforme y luego en --

una distribución continua dada. 

2.2.9 DISTRIBUCION NORMAL 

Con toda seguridad la función de densidad de probabi-

lidad normal es la más usada en la Teoría de la Probabili—

dad, debido a que los problemas prácticos suceden con este-

tipo de variables aleatorias continuas distribuidas normal-

mente y su aproximación es excelente para un gran número de 

casos. 

La pdf de la variable aleatoria X con distribución 

normal de media p. y desviación estándar 0-  es: 

r> 
(X 	Y12 a • 

2 

rT 
p ( X ) 	

Vrfil 
	 ..,(2.38) 

La gráfica corresvmdiente para una variable aleato—

ria normal es una curva simétrica en forma de campana, tal- 

cuino aparece en la fig. 2.13 , en donde e parámetro a-  con-

trola el grado relativo del aplanado de la campana, si a-  --

disminuye hace (loe la función tenla un pico más marcado, lo 
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que da mayores probabilidades de que X se acerque más a 11. 

p(X i 

= 1.5 

-5 -4 -3 -2 

FIG. 2.11 

\\, 
1 	"-t 	P- 

0 	1 	2 	3 	4 	5 

DISTRIBUCION NORMAL 

La probabilidad de que X adquiera valor en el intervd 

lo de a< X< b es: 

P(a < X < b) 

-a 

(X-P- 2  

Cr ( Tú)  
dX 	...(2.19) 

Llamando Z a la variable normal estandarizada, donde-

Z tiene FL...0 y cr.,1. Su función de densidad de probabilidad 

es: 

p(Z) - 	. 	_ (!-Z' 2 
	

...(2.20) 
I!2 7 /  

por lo que Z 	,con funcié̂41 de distribución normal -
U 

estándar dada por: 

 

r 

  

p(Zt  

 

dl ..,(2,21) 
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teniendo la tabla de distribución normal estándar de Z, se-

podrá valuar la función de distribución para cualquier me--

dia y variancia. 

2.2.10 DISTRIBUCION EXPONENCIAL 

Otra variable aleatoria que se presenta con mucha frc. 

cuencia es la exponencial, que sirve para procesos estocás-

ticos, los cuales están generalmente en función del tiempo. 

La pdf esta dada por: 

p(t) = X e- Xt. 
X > o 
t> O ...(2.22) 

Esta distribución desempeña un papel importante en la 

descripción de gran variedad de fenómenos, especialmente en 

el área de la confiabilidad; en problemas de líneas de esPe_ 

ra, en donde la distribuc3.ón exponencial de parámetro X se-

utiliza para determinar el tiempo que transcurre hasta que-

llega a la estación de servicio la primera unidad, las cua-

les llegan a la estación seTIn un proceso de Poisson. 

2.2.11 DI ST R I 13 I I01,1 GAMMA 

La distribución 'anula es 113:7 ti,t,rtante no sólo en 

-72- 



teoría de la probabilidad, sino en muchas áreas de las mate_ 

máticas. Se usa para determinar el tiempo que transcurre -- 

hasta que llegue a la estaqión de servicio la 	uni-

dad, las cuales llegan a la estación según un proceso de --

Poisson. 

Sea la función gamma dada por: f oc, 
r(n) 	tfl-1  e-t  dt 

o 
...(2..23) 

donde la cantidad que puede variar es n; en consecuencia la 

función gamma depende de n. 

Nótese que si se reemplaza n con mil y luego se hace-

la variable t de integración igual a QX  se tiene: 

1 = F(m1-1) 
	

fo 

por lo que la función de distribución es: 

101 -OX Xill  e 	dX 	 —(2.24) 

111 4 1Xm 	-OX 

r(i01) 
dX ...(2.25) 

   

o 

X es una variable aleatoria gamma con parámetrou m, t 

si 151.1 pdf es: 

0X 
e 	para X > o 	... (7.2(J 

m> -1 
> 

p (X ) 
-'(ll 4  

Mi] 
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con media p. = (m+1)/9 y variancia 	2 = (m+1)/92  . El máxi 

mo valor para la densidad gamma ocurre con X = m/9. Si ni =0 

la densidad gamma es identica a la de una variable aleato—

ria exponencial con parámetro 9. 

2.2.12 DISTRII3UCION BETA 

La distribución beta con parámetros a y b es muy fle-

xible para describir datos empíricos. En la programación de 

proyectos (ruta crítica con duraciones aleatorias) se utili 

za para estimar el tiempo requerido para realizar cada una-

de sus actividades. Su pdf es: 

p(x) 	L) xa-1 (3 >:)b-l. 

F(a) ni)) 
0<X<1 ...(2.27) 
a > O 
b>0 

al evaluar las integrales incluidas se encuentra que: la >t 

dia es fi = a/ ( a-tb ) y va riancia c7
2 
 := ab/ ( a 4  b )

2 
(a+b 41) 

El valor máximo de la densidad ocurre en X --- (a-1)/(a41-2). 

Si 13e cambian los parámetros a y b en forma apropiada, la - 

densidad beta puede tomzu• una gran cantidad de formas dis--

tintas en el intervalo (0,1). Un caso particular de la dis-

tribu( i( ,n 1 ‹, a es la uniforme que se chi i ene haciendo 4=1)=1, 
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2.3 INFERENCIA ESTADISTICA 

Frecuentemente y de hecho casi siempre la Teoría de - 

las decisiones se enfrenta a situaciones que se refieren al 

futuro (que estado de la naturaleza sucederá), en donde las 

predicciones son muy importantes para calcular el grado de-

confianza de las alternativas que se estudian. Como una ---

gran mayoría las situaciones futuras son estocasticas (pro-

babilísticas) y que ninglIn método o técnica por eficiente 

que sea, puede garantizar que la alternativa electa sea la-

más conveniente, por esto, la Inferencia Estadística se le 

considera como pilar de la Teoría de las Decisiones. 

En la presente sección se desarrollan los principios-

fundamentales en los que se basa la inferencia Estadística, 

enfocándose al aspecto económico, ya que las alternativas - 

generalmente se evaliían por su valor económico. Empezaremos 

por mencionar brevemente los tipos de inferencia lógica de-

les que Aristóteles hace la siguiente clasificación: Deduc-

tiva, Inductiva y Peductiva. 

La inferencia Deductiva se 	 ene deduci4dola de -- 

otras declaraciones llamadas previsas; si la! premisas son-

verdaderas, la conclusión de•ne ser cierta también; sin un--

largo, esta inferencia, 1,0r Lif stda el; inadecuada para ser- 
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vir como base a la Inferencia Estadistica, sobre todo por - 

que no siempre la regla deductiva conduce a un resultado --

cierto, pues existe la posibilidad de la excepción. 

Cuando hacemos inferencias de experiencias pasadas, - 

para predecir experiencias futuras, logrando una generaliza 

ción, hemos llegado a 16 que se conoce como Inferencia In—

ductiva. 

La Inferencia Reductiva, resulta ser más completa, --

pues en ella se incluye el estudio de hechos o sucesos con-

sus respectivas teorías que explican su comportamiento. 

En el lenguaje comtín se usa la probabilidad en un sen 

tido subjetivo. Por ejemplo tenemos suposiciones tales como 

quizá llueva mañana o mi equipo favorito tiene 3 probabili-

dades en 4 de ganar, etc. En cada uno de estos casos, el in 

divi.duo que hace la suposición usa su propia experiencia co 

mo base para el enunciado y no se refiere a ningun experi—

mento que pueda repetirse. Estos son ejemplos de los usos - 

de las probabilidades subjelivas, las que basan su validez-

estlictamente en la oreenu•ia de los individuos que las enun 

elan. 

Las técnica.; bayesianas usan ices pr(babilidadee subje 
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tivas que miden los grados de croencia con relación al va—

lor del parámetro desconocido. Estas probabilidades subjeti, 

vas se usan para definir lo que se llama la dist Lbución a-

priori del parámetro. En consecuencia cuando se uyuln los mé 

todos bayesianos se acttla como si un parámetro desconocido-

fuera una variable aleatoria y tiene una disf7ribuciÓn a ---

priori conocida. Si se tiene una certeza rc.lativa respecto-

al valor del parámetro, entonces se escoge una a priori con 

variancia pequeNa, si se tiene menor certidumbre se escoge - 

una a priori con variancia mayor. Con la a priori y 105 va-

lores de la muestra se usan para calcular lo que se conoce-

como la distribución a posteriori del parámetro. Luego se - 

usa la distribución a posteriori para formar un estimador - 

del parámetro desconocido. 

El grado de confianza que tengamos en una proposición 

dependerá del estado de nuestra información 	en mu- 

chas situaciones existe información adicional con relaci6n-

al parámetro 0 desconocido; si He puede usar esta informa--

ción adiciona! para f(,rmar una di strilmcin a piiori del pa 

rámetro (, entonces se pueden aplicar los m6todos bayesia--

nos. 

Esquemáticamente el preceso de revisión de prchabil 
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Probabilidad 

a posteriori 

p((1/Y,I0)  

Información 

inicial 

Io  

Probabilidad 

a priori 

p(0/I0) 

Nuevos 

datos 

Y 

Función de 

-11° probabilidad 

p(Y/e)  

Jades, dado un conjunto de datos nuevos, se ilustra en la - 

figura 2.12. 

(1) 	 (2) 
Teorema de 

Rayes 

(5) 

(3) 
	

(4) 

FIG. 2.12 PROCESO DE REVISION DE PROBABILIDADES, DADO 
DATOS NUEVOS. 

Los cuadros superiores (I) y (2) indican que la proba-

bilidad inicial ó a priori para la proposición 0, p(e/I
o 

está basada en la información inicial Io  (datos, estudios - 

previos, consideraciones teóricas, observaciones casuales,- 

etc.). Los cuadros de abajo 	4) muestran la función - 

de probabilidad 1 (Y/H) para la nueva observación Y, dada la 

proposiciU O. Combinando la probabilidad a priori p(0/10), 

con la funcii,ri de probab 	dad p(Y/0), pelemos obtener  por.- 

mediodel teorema de Rayes la función de densidad de proba- 

bilidal ,J,.df) a posteriori. HH/Y,101, 	iependerá tanto - 

de 	 intorma 	ir eial 
	

COU:,  de 	h nuevos datos de - 



la muestra Y. 

El proceso de revisión de probabilidades rep esenta --

los grados de confianza en proporción a la nueva informa—

ción incorporada que debe ser operacional y cuantitativa. 

Las t6cnicas bayesianas son de mucha aplicación en diferen-

tes campos de la ciencia, pero solo nos dedicaremos a la --

aplicación en Teoría de Decisiones. 

2.3.1 TEOREMA DE RAYES 

Un elemento esencial en Teoría de Decisiones es el teo 

rema de Bayos, conocido tambien como el principio de la pro 

babilidad inversa que a continuacien se describe. 

Sea p(Y,(4) la densidad conjunta para las observaciones 

aleatorias del vector Y' de n observaciones con distribu—

ción de probabilidad p(Y 41) la cual depende de los valores--

do]  Parámetro H. Donde ü ticn“ una distribuciOn de probabi

lidad p(0), ent 114e1U;',  

p(O/Y) p(Y) 
	p(Y,9) 	p (Y, 

dado los datos observados I, la distribución condicional de 

ü dado Y es: 



p(9/Y) 	p(Y/o) p(0)  

p(Y) 

1

. p(Y/O) p(0) do, O continua 

S p(Y/0) p(9) 	13 discreta 
donde: p(Y) = c-1  

Así podemos escribir la ecuación (1) como: 

	

p(o/Y) = e p(y/11) p(0) 	 ...(2) 

la ecuación (1) es equivalente a la (2) y es el teorema de-

Bayes. En esta expresión p(0), es la distribución de R ---

a priori. Similarmente p(O:Y) es la distribución a posterio_ 

ri de o dado Y. La cantidad e es tomada como una constante-

necesaria para tener la seguridad de que la integral ó la - 

sumatoria de la distribución a posteriori dará uno. 

Ahora,dados los datos Y en la ecuación (2), la p(Y/0)-

se puede representar come, una función no de Y pero si de O, 

cuando así sucede, en llamada la fusei¿n de probabilidad de 

O dhdc, V, la cual dnut¿nmllos como 9( L, Y). Entonces ()seri- 

ernHs la frirmu la de Bayos c.,-.-0110: 

k(WY1 p(0) 

(' 	pHj 71 (X 	p(0) pfy. €4) 



El teorema de hayas dice que la distribución de proba-

bilidad a posteriori para el parámetro O, p(O/Y), dada la - 

información de la muestra Y es proporcional al rroducto de- 

la distribución a priori para O, p(0), 	la pdt.  .,IY/0) que- 

vista como una función de H es la función de probabilidad - 

para O dado Y. La función de probabilidad 1(0/Y) juega un-

papel importante, ya que es la función a través de la cual-

los datos Y modifican el conocimiento a priori de O. La pdf 

a posteriori es empleada para hacer las inferencias acerca-

del comportamiento del parámetro 0. En las secciones poste-

riores se analizará el teorema de Bayes para el caso conti-

nuo. 

Ejemplo 2.3.1 Supongamos que t.enanos o observaciones-

independientes Y' = (y1, y2,...,y1 ) obtenidas de una pobla-

ción normal con media p desconocida y vaiiancia conocida - 

a 2 . Deseamos obtener la pdf a posteriori para fi. 

Aplicando la ecuación (.1) lenenifw: 

p' 	A P-2) 	 ( /1  

donde: p(ii/Y,Cr 2 ) es la pdf a pcsterio)_i, para el paráme—

tro p, , dada la información wuestral Y, y suponiendo cono- 

cido el valor cr 2 	p(14) es 14 pdf 4 priori para 1-4-• 
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p( 11, 	= _ 1____ exp 	 - a  )1 
2 

2 7r cra 	2 (7-a 

ost.t. iori (251a norma lment e distribuida con media a 1  donde 

A 0-2/n) -' 
( 0-2/n)  -1 

/i. ( 2 ) -1 
_ 

4 	0-2 
' 

función de probabilidad, p (Y/Ft cr 2 ) del parámetro clesconoci 

de,  

p(Y/11. 

donde : V = ri-1; Cl. = 1 Z yi  es la media muestral; y varian-_ 
n izl 	 n E 	. - A)  2 . 

17 11 1  
cia muestral dada por la expresión S2 ...-- 1 (y 

 

Como necesitamos una pdf a priori para FL ,supondremos-- 

que ésta es normal e invariante: 

donde /.4,0 	y 0-02  son la media y 

combinando las ecuaciones 	(5) 

teriori para 	p ( 	) 	cc 

cr  

(y), 	 (X 

y 	(6) 

p 

exp 

° x P [ 

la variancia 

obtendremos 

p ( 	/II ) 

( 	/-1.9) 4 

2lL 	a'ar 

Crff- + (r2/n  
1 	2 	, 2 a" 	O 2  a 	/ n 

a priori. Ahora 

la pdf a pos- 

n 	( 	- 11). ) 2  
J.2 

  i " 144--- 	ale 
i k 	a 2 	'4  a 

-- 

/11 

Éi. 
9 

cr 	0-2  

rr2 4  0-2/31  

y Var ,  /1) 	(-1  0 •11' 
CV 4 () ? /31 ( 0 2  ,/r, 	1 

-B2- 

2  

11 
dada por: 	if 	p ( y 

a. ir. I 

2 
CT 	) 
	

( 2 7T cr 2  ) 	2  

, -/2 ( 2 Tr Cr 2  / 

, cy 2 ) 

exp 

exp 

2 Cr 2 

z  

1. -zi 

(y.  

S 2 	4  

t 	2 cr
2 

119.(.-A) 2  



Nótese que la media a posteriori es un promedio ponde-

rado de la media muestral A y la media a priori. /la  . Si ha-

cemos ho  Icr2/n 1 
y ha = (C 2 )

-1
, entonces : 

= (/..Lho  +/Iona  )/(ho  + ha), donde las h's son considera-- 

das como parámetros de precisión. También tenemos que: 

Var (/1) = 1/(ho  + ha) y así el parámetro de precisión aso-

ciado es [Var(11), -1 = ho  + ha. 

Para proporcionar resultados numéricos, supongamos que en 

este ejemplo las observaciones lti 
son: 

Observación # Valor de yi  

1 0.690 
2 0.320 
3 -0.799 
4 -0.927 
5 O. 37 3 
6 -o,648 
7 1. 572 
8 -0. 319 
0 2.049 

10 -3.077 

10 
Media muestral: µ = 	] y y, -0. 07 57 

10 ir-1 

Donde las y i  son observaciones independientes de lana - 

población normal con media 	desconocida y variancia conocí 

da 172 = l„ Suponiendo que nuestra información a priori es-

tá representada por una pd[ normal con media /-4,0= -0,02 y vA 

r  ¡aneja  cr2 	2,0 /  podemos ahora o combinar por medio del teore 



ma de Payes estos datos utilizando las ecuaciones (8) y (9), 

donde: 

Lµ 
	

-0.0757/0.100 - 0.02/2.0  = -0.073 
1/0.1 + 1/2.0 

Var(/1)---, 	1 	= 0.0952 
1/0.1 + 1/2.0 

Graficando la pdf a priori y la a posteriori (ver fig. 

2.13 ), podemos apreciar que con la información a priori y - 

la ayuda de las 10 observaciones independientes, obtenemos 

por medio del teorema de Bayos una reducción considerable en 

la incertidumbre del parámetro /1, esto es, la variancia a - 

priori es mayor, que la a posteriori. La media a posteriori - 

EFt = -0.0730, ].a cual no es muy diferente de la media mues--

tral Ñ.= -0.0757, no obstante es bastante grande en valor 

absoluto con respecto a la media a priori /10= -0.02. Esto 

confirma que en ocasiones la información a priori es vaga en 

relación con la información de la muestra. La t6cnica de Ba-

yos generalmente depende de la a priori. específica que se su 

pone, de manera que no no debe hacer la suposición a la lige 

ra. 



pdf a posteriori 
media a posteriori Ep1=-0.0703 
variancia a posteriori =0.0952 

pdf a priori 
media a priori /.L0  =-0.02 
variancia a priori cr2  =2.0 o 

1.4 - 

1.2 

1.0 - 

0.8 

0.6 - 

0.4 - 

0.2 

•-4 -3 -2 -1 0  
FI  

1 	2 	3 	4 

FIG. 2.13 DISTRIBUCION A PRIORI Y A PCSTFRTORI DE /1. 

2.3.2 TEOREMA DE RAYES CON INFORMACION ADICIONAL 

Si nuestra pdf a priori inicial para un parámetro 9 es 

P(8) y además se tiene un grupo de datos Y1  cnn pdf p(Y1/0), 

entonces la pdf a posteriori es: 

P(O/Y1
) oe p(0) 1/(1) 	...(10) 

ahora obtenemos un grupo de datos Y,, generados independien-

temente del pi itoer gil.po, con pdt p(Y..)/9), p-demns formar la 

pdf a post eriori para 9, unan+ 1  if vsteriori inicial- 

come la pdf a priori para el análisis de lar nuevos datos es 

timados Y
2
, quedando entonces; 

P(0/7  rY,) 	p(G/Y1) p(Y./ ) —(11) 
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donde p(0/Y1,Y2) es la pdf a posteriori basada en la informa 

ción p(0) y en las muestras de datos Yi, Y2. Las ecuaciones-

(10) y (11) se pueden escribir como: 

P(9/Y1/Y2) a: P(9) p(Y1  /e) p(Y2  /9) • ...(12) 

En la ecuación (12) p(Y
1 
 /e) p(Y

2
/0) es la función de probabi 

lidad para 0 basada en la combinación de las muestras Y1 y - 

Y. Obsérvese que este procedimiento puede aplicarse cuando-

se tengan muestras sucesivas de datos independientes. 

2.33 FUNCIONES DE PROBABILIDAD DE DENSIDAD A PRIORI 

La función de densidad a priori, descrita en la ecua-

ción (3) como p(9), representa la información a priori del - 

parámetro 0. Esto es, en el enfoque bayesiano la información 

a priori de los parámetros del modelo, se representan gene-

ralmente por una función de densidad seleccionada adecuada--

mente. En el ejemplo 2.3.1 se representó la información a --

priori para la media 1.1, mediante una distribución normal. Si-

nuestra información a priori relacionada eon los parámetros-

de un modelo es vaga e) ,.F tusa, emplearemos una ! ,(117 difusa en 

el análisis de los datos. Pnra ilustrar el uso de la pdf di-

tus( ':onsideremes el siguiente ejempin, 

Ejemvic ".'.3.2 Se t.;onen n oliseivaeines independien-- 



tes Y' = (y1, y2,..., y
n
) tomadas de una población normal --

con media fi. desconocida y desviación estandar conocida (7,-

suponiendo que la información a priori de la media es vaga o 

difusa, para determinar el valor de du consideremos: 

P(11.) 02 	constante 	--(o< p.< oo 	...(13) 

la cual es la pdf a priori, entonces la pdf a posteriori es-

tará dada por: 

P(/1/Y,cr ) cc p(I.L) 1(11/V,cr 	-0")< /Á. < CO 

2 
cc 	e xp [ -  n 	( 	- 	) 	. . .(14 ) 

2 a.2  

donde Q(i/Y,T) es la función de probabilidad, Vemos que la 

pdf a posteriori es normal con media p. y variancia 0.2,/n. Pa 

ra in'orporar al análisis del problema información no basada 

en datos, se tendrá que elegir una pdf a priori que represen 

te adecuadamente dicha información; si deseamos más preci---

sión cuidaremos que las operaciones puedan ser conveniente--

mente ejecutadas, tal como sucedió en el ejemplo 2,3,1 en --

donde la información a pric::i se representó por una pdf nor-

mal, ecuación (6), la cual es un ejemplo de una pdf a priori 

de una conjugada natural, las cuales son frecuentemente usa-

das para, represeut,Ár nestra informaciU a .rinri,`canto la- 

densidad qamna 	la huta, Enn conjugada n;it- rales, o sea 



las que vienen de la misma familia general que la distribu—

ción muestreada. Por lo general, las conjugadas naturales fa 

cilitan el cálculo de la pdf a posteriori, la cual tiene la-

misma forma funcional que la a priori. 

Del ejemplo 2.3.2 se puede obtener una conjugada natu-

ral para la pdf a priori. Supongamos que er= 1, tenemos: 

)2] 
P (Y4L n ) 	(V2 7T 	( Yi P 

2 

	 -n 	2 
W277-  ) 	exp 	[(11-1)S 	n(/1. -11)11 

2 

esta expresión también la podemos escribir como: 

p(Y/p.,n) 	pi(P./p.,n) p2(Y), con 

 

[-(n/2) 

exp 
[ -"2-1) S

2 

  

(1.1.01,n) = exp 

 

Y 

   

p
2
(Y) = (V17P) n  

  

   

111 uso de esta pdf a priori para un decisor mostrará - 

que representa adecuadamente su información a priori y ade--

Wie le proporcionará valores para el parámetro pL. 

2.3.4 DISTRIBUCI.ON MARGINAL 1)i LA MITITIRA 

Dada una pdf a pri ri para íT# y la pdf 

p(Y/A), de lnIs ele 	; de !. 1 -  wilestui, J.,r de r 

- 



nal de los valores de la muestra, que es independiente de 9, 

está dada por la integral de la densidad conjunta F(Y,9) en-

la región de 9, por lo tanto tenemos: 

p(Y) = f p(Y,9)d@ 
- Re  

p(0) 1.:)(Y/0)d9 	... (15) 

Re 

La ecuación (15) es la pdf marginal de la muestra, la cual 

es un producto de la pdf a priori p(0) con la pdf condicio-

nal p(Y/G). 

Ejemplo 2.3.3.- Sea y
1 	

r una observación de distribución 

normal con media desconocida y desviación estandar conoci 

da a-  entonces la pdf condicional para la muestra es: 

P(Y1//1,0) 	1exp [- 	
(y1 

-p.)2  

	

1/27r i cr 	20.2  

y si la pdf a priori para N. es: 

p (14, ) 	(V27T-1  CTQ  ) 	exp -(2Cr?  )-1  ( 	l.to  ) 2 	- 	«r) 

	

L 	a  

La pdf marginal para Y 'wviS 1  

P ( Y1) 

00 

j 1)( 	/H. I 	p( 	(1 /1. 

 

 

-1 2 	2 
21an) 	J exp -11 	111- ) 

2 	(72 -00 Q 
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completando el cuadrado para p.. en el exponente y ejecutando 

la integración, el resultado es: 

p(Y
1
) = 	1 	exp -[(y1 'Id) 

2( 01-32  + C7 2 ) 

De este modo la pdf marginal para y
1 
 es normal con me- 

dia 	y variancia cra2+a-2 . Entonces siendo conocidos /lo,—

Gro2  y a, es posible usar p(,'1) para hacer el resumen pro-

babilístico acerca de y
1 

antes de que la observación y sea- 
1 

observada. 

2.3.5 DISTRIBUCIONES MARGINALES Y CONDICIONALES A POSTERIO-

RI PARA LOS PARAMETROS. 

Con las pdf's marginales y condicionales podemos obte-

ner la pdf a posteriori, por ejemplo si tenemos O .----, (91,02) 

y deseamos obtener una pdf marginal para 0
1
, esta pdf a pos-

teriori mvrginal n(0 /Y), se obtiene como Gique l  , 

)(°1'14 2") d°2 

o , Y) p(í 	d0 

donde p(0 /0 ,, 
I 	I) 1 

3,,(3 

1/2 7r (a-2 + cor2) 1 a 

p(0 

1 



a posteriori condicionales con la función esperada dada la - 

pdf marginal a posteriori para D2, 1>(9
2
/Y). 

Ejemplo 2.3.4.- Suponga que tenemos n observaciones indo 

pendientes Y' = (y1, y2,...,yn) de una población normal con-

media P. desconocida y desviación estandar 0-  tambión desco-

nocida. Si la información a priori acerca de los valores de-

la p, y de (T son vagos o difusos, podemos representar este-

estado de nuestra información inicial para tener nuestra pdf 

a priori como: 

(17)... 	p( 	, (.3 ) 	der 	(Y 	1 diL d 	-co< p. 
CT 

En la ecuación (17) asumimos que p y (Y tienen una distribu 

ción independiente, una apriori, con media FL, y loga distri- 

buidos uniformemente. Entonces la pdf a posteriori para 	y 

a es: 

p( /1 • 01Y) OU p(/1,, o- ) 	9( p., a/Y) 	_co  
0.< aD 

-(n41ir 	 ) 	r 	2 	
2] (T 	 f3X;)  	11/ S -I 11( 	 (18) 

2 0-2  

   

1 • es - 
j 

donde: 	9 (ji , ) 	cc_ 	e xp 

2 ' 

   

la función de Kr-Labilidad. 



cxf 
o 

 o- -(n+1) 	r 
exp{- 1 LVS + n(FL- 11) 2  da- 2 

2 
(19)— 2 cr 

Es claro que la pdf a posteriori condicional p(p../U,Y) 

es de la forma normal con media y variancia a posteriori con 

dicional. 

E(µ/o- ,y) = A 
	

Y 	var ( / Cr , ) 	0.2/11 

La pdf paraµ dado a y Y depende críticamente de a cuyos - 

valores son desconocidos, si nos interesamos en p. , en la --

ecuación (16) proporciona un medio para la eliminación de pa 

rámetros de poco interés, en este caso (T. Así tendremos: 

00 
p(µ /`Y) 	p(p.,cr/V) do- 

0 

r 	2 	A 2 - ( i +1)/2 
00 lv s 	n(//- 	) j 

De la ecuación (19) vemos que la pdf a posteriori marginal - 

para 	es de la forma t de student: con media A. 

A 

/1-  - con V=n-1 grados de liber-- 
/Vn t 	tad 

Ahora si el parámetrn a es el (ve nos ini cresa, podamos in- 

tegrar con respecto a µ y nLtcner 	pdf marginal a poste- 

riori para or, 

-9"2- 



( a /Y) 	
CC 

 p p. , cr /Y) d 	 • • • 21)) 

-(1) +1) 2 
cc 	cr 	e xp -( V s_ ) 

2U2  

< 	< (1) 

Esta pdf a posteriori para Cr tiene la forma de una distribu- 

ción gamma invertida y será convergente para v 	. Apoyándo- 

se en la ecuación (20) tenemos: 

v' r  
2 	1 

 , 
[( 	- 1)/21 

E(cr/Y)= 	  , para v >1 

  

r'( V/2) 

 

2  y 	Var(CT/Y) = 	VS
2  - E( O-  	, para v>2 

V-2 

2, 3.6 ESTIMADORES PARA PARAMETWIS 

De la sección 2.3.3 se vió que el acercamiento bayesia 

no produce la pdf a posteriori para el. parámetro O, Si lo de 

seamos podemos caracterizar esta distribución en términos de 

medidas de tendencia central y de dispersión, que nos sirven 

como puntos de estimación para parámetrl - s t  

La distriLuciÓn a post eriori de un parf-dret ro O, mide - 

el grado de creencia del valoi verdadero de 6 ; comIdna el - 

93•- 



conocimiento a priori de A con la información de la muestra-

relacionada con O por medio del teorema de Bayos. En conse—

cuencia para poder dar un solo punto como la mejor estima—

ción del valor de 9, se puede escoger lógicamente la media - 

de la distribución a posteriori. 

Se llama estimada de Rayes para O, a la media de la --

distribución de 9, denotada por I. Si la pdf a posteriori pa 

ra 9 no es simétrica, se puede usar igualmente otras medidas 

para la mitad de laaposteriori como la estimada puntual de-

9. Usando la moda de la a posteriori, el valor que maximiza - 

la densidad a posteriori parece bastante lógico, o bien se - 

puede preferir usar la mediana de la a posteriori corno la es 

timada puntual de 9. El siguiente ejemplo ilustra el uso de-

una densidad conjugada beta para un parámetro desconocido. 

Ejemplo 2.3.5.- En una línea de producción se fabrican 

determinados artículos, cada uno de los cuales está o no de-

fectuoso. Suponga que O es La probabilidad de que ocurra un-

defect.o y que los defectos ocurren en forma independiente, - 

Se puede suponer una a Illori unifürme para 9 de (0,1). Se-

tiene una muestra de n artículos y se representa con Y el nd 

mero t.otal de defectos en la muestra. Entfl:,ees Y es Linomial 

con parámetros n y 1.1, se tiene; 



, 
p(y/G) 

_ (
y) ex (1-G)n-Y 	y = E,1,...,n 

p(9) = 1 	0<e <1 

la pdf conjunta de Y y El es: 

p(y,G) 	( n \ AY (1-9)n-y ; 

Y 

la pdf marginal para Y es:  

o<e <1, 	y = 0,1,2,...,n 

p(Y)
n 

(Y) AY (1-9)
n-y 

 de 
O I  

= 
 (

n)vi  (n-yjj  
Y 	n+1 

1 
n+1 

Por lo tanto, los valores de Y tienen la misma verosimili—

tud al promediar en todos los valores de H. Entonces la a - 

posteriori para 0 es: 

P(O/Y) 	r(r14-2)  
r( y+1) r(n-y+1) 

Una densidad beta con parámetros a=y+1 y b=n-y+1. La media-

de la a posteriori en la ecuación (21) es la estimada de 13.1 

yes de O, dado que ocurren Y defectos en la muestra de n se 

17;: 

(y 4  1)/(n42) 

9Y  (1-0)
n-y  , 0 < e< 	...(21) 



2.3.7 ESTIMACION DE INTERVALOS BAYESIANOS 

Usar los métodos bayesianos en una forma fácil de obte 

ner estimadas en intervalos de parámetros. Si se impone de-

la distribución del parámetro, entonces se puede construir - 

un intervalo, generalmente centrado en la media a posteriori 

que contiene el 100(1 - (C)V, de la probabilidad a posteriori. 

Dado que la pdf a posteriori p(O/Y) ha sido obtenida es posi 

ble calcular la probabilidad de que el parámetro 9 este si--

tuado en una subregión particular. R, entonces tenemos: 

_y. 
Pr(9 E R /Y) 

f

p(11/Y)d9 	... (22) 

La probabilidad en la ecuacián (22) mide el grado de 

confianza que 9 E 1 dada la muestra y la información a prio-

ri. 

Ejemplo 2.3.6.- Suponga que los pesos de las truchas - 

de un año de edad están distribuidos normalmente con media p, 

desconocida y cr. 0.2 (libras); se sabe que la desviación - 

estándar no cambia dependiendo del medio, aunque si lo hace-

el Pese medio /u-. He pnbló hace un año un lago artificial --

con truchas recién incubadas y :du ra se tiene interés en la-

estimada en un intervalo de 13x/es del 00'/: para j. Con base 

en la experiencia con estt, peces, se supone una a priori 

normal con media µp  ,==-7 (11bras) y oro  .4/3 libra. Se selec-- 



7507 +  63 	- 1.64  
759 
	

V7591  
hasta 7507  + 63 + 1.64  

759 	V7 59 1  

ciona al azar una muestra do 30 peces, y luego se calcula la 

pdf a posteriori paraFL y se usa para obtener su estimada en 

el intervalo para L. En la línea 1 de la tabla 2.8 se ve-

que la a posteriori para µ, es normal con media: 

= 7507 + 63 	y Variancia CIT2r-: 1/759 
759 

entonces un intervalo de Bayos del 90% para fl. varia desde: 

2.3.8 FUNCIONES DE DENSIDAD PREDICTIVA 

Dada nuestra información muestral Y nos interesamos en 

hacer inferencias de otras observaciones Y que aun no han si 

do observadas. En el enfoque bayesiano se podrá obtener una-

pdf a la que limaremos predictiva, sea: 

p(V,O/Y) = p(Y/O,Y) p(O/Y) ...(23) 

donde p(Y/8,Y) es la pdf condicional para Y dado O y Y, pueff 

t o que p(O/Y) es la pdf ntuli.cional para O dado Y, ésto ea, - 

la pcl-  a post.eri.c.I i para G. Para Ghtener la pdf predictiva 

p(Y/Y) irtegraios la ecuación (23), con respecto a N. 

  

,0/11d0 	P(Y/O,Y) p(O/Y)(19 	.,,(24) 

 

Iz o 
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TABLA 2,12 

A PRIORI Y A POSTERIORI, DADA UNA MUESTRA DE TAMAÑO n 

Densidad de la muestra 
(dado el valor de 	Densidad 

parir:viro desconocido) 	para pm- /metro desconocido 	Den.sidad posterior para parámetro desconocido 
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p(y 	/µ, c•, Y) 
n+1 

o: exu 	- 1 	
( yn41 	) 2 2 Cr 

Esta última ecuación indica que la pdf predictiva es - 

un promedio de las pdf's condicionales p(Y/9,Y) y con pdf a-

posteriori para A, p(O/Y). 

Ejemplo 2.3.7.- Del ejemplo 2.3.2 tenemos u observacio 

nes independientes Y' = (y1, y.,, 	 yn) de una población 

normal con media p, desconocida y desviación estándar conoci-

da cr . Con información a priori difusa para Ft. La pdf a pos 

teriori calculada es normal con mediaµ y variancia0-2/n. - 

Ahora deseamos obtener la pdf predictiva para una nueva oh-- 

servación y 	que todavía no se realiza, la cual se logra - 
n4-1 

integrando la ecuación (24). 

y de la ecuación (14) tenemos: 

p ( 	/cr , Y) 
C. 

cr 	eXI) 	
A 

n 	(p. - 	) 

2 Cr 2 
(,),-).< ti. <-, on 

  

entonces de la ecuación (24). 

p(57- 	/ Y) y) p(p /0- , Y) dp, 

    

- co 

1  	is 	tn2 	4)2 11 (25)— 	a a)  exp - 

2 2 041  
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completando los cuadrados en N. , e integrando con respecto a 

ft , la pdf predictiva para y 	será: 
11-1-1 

2 
P(5 

n 
/ Y) 	cx: 	exp (Y 	- ) 

n+1 
[ 

2(n+1)0.2  

Se observa que y
n+1 

tiene una distribución normal con-

media /1 muestral y variancia igual a cr2(114.1)/n. La ecuación 

(26) puede ser empleada para hacer enunciados de probabili--

dad referente a y
n+1 

dado Y. 

2.3.9 PUNTOS E INTERVALOS PREDECIBLES 

La pdf predictiva, p(Y/Y), puede ser usada para obte--

ner un punto de prediecin. Por ejemplo, podemos usar una me 

dida de tendencia central, valuando la media o la moda como-

punto de predicción. En el ejemplo 2.3,7, la media de la pdf 

predictiva es la media muestral 	y ésta es un punto dpti- 

mo de predicción para y 
n+1.  

Dado que tenemos la pdf predietiva, p(Y/V), podemc, s 

ahora evaluar para una regi?;n o intervalo la ecuación ai----

quientet 

Pr(1 C .,.(27) 
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donde 1 es un subespacio de 125'7'. En esta misma ecuación exis-

te la probabilidad de que la futura observación de Y caiga - 

en la región 1. La región puede ser única para las pdf's uni 

modales si requerimos que sea una región de máxima densidad-

predictiva, es decir una región con su probabilidad dada, --

tal que las pdf's predecibles valuadas sobre la región 17 no-

son menores que aquellas relacionadas con alguna otra región 

con el mismo contenido de probabilidad. 

Ejemplo 2.3.8.- Es el ejemplo 2.3.7 la pdf predictiva-

para ymil  es normal con media µy variancia cr2(11-1)/n. En--

tonces si hacemos 1= (Y114.1  - )/ó , con Q = o T+1)77-11  , - 

tendremos una pdf normal estándarizada con media cero y va--

riancia unitaria. Podemos encontrar la Pr(a<Z<H, donde a 

y b son constantes dadas, la expresión a < Z <b es equivalen 

te a 	- a ¿F y 	< 	41)5, entonces la probabilidad para -- 
n4-1 

Yr14-1 
satiatacerá catas desigualdades. Si requerimos encon—

trar a y b tal que Pr(a < 7 < b) = 3, donde /3 es dado, es 

el.art que hay muchoi3 	res posibles para a y b tal que 

Pr(a <7, < b 	/3, Para que el Intervalo sea el más alto, 

xv..13 11 (Ata a 	1 sola a y h, donde a./.)  y 17, 	Z , donde- 

cal áre:4 solil E u1 int ervalo 	a V3 es precisamente /.3 

-101- 



2.3.10 APLICACION DE LOS PRINCIPIOS AL ANALISIS DE LA DIS--

TRIBUCION DE PARETTO. 

Consideremos n observaciones Y' = (y
1 
 y,..., y ), ca 

da una con distribución de Paretto dada por: 

CC 
p(y./A,02) - ce A c)<cr< (.1) 

—(28) 

 

CC 1.1 

 

 

yi. O <A < y < (1.) 
1. 

 

Suponiendo que A es co:o 	CC es un parámetro deseo 

nocido, para hallar su a posteriori procederemos de la si---

guiente manera: 

I(cC:/Y,A) = 	TT p(y./A,(C) 	( 

(X: Y)  All(X2  
no2 

ce A  

n (CC +1 ) 
...(29) 

 

(c.74-1 
(y y 

 

1/n 
dondo O 	

(y11 
,., 2 „.y 

n
) 	es la media genmétrica de las ohser.  

VaCiOilea, Suponemos que nuestra informaciii,n acerca del pará-

metro CC es vaga 0 difusa y representa nuestra infnrmaci6n a 

priori, Cons1.1,rando que loq (C está distribuido uniformemen 

te, lo cual implica que: 

p (Ce ) 	cr. 	 O <(XZ < (1..) 	 ,.,(30) 
CC 

combinando esta pdf a priori con la ecuaci ,;5n (29), la a pos- 

-102- 



teriori para CC es: 	p(CC/A,Y) 02 
ocn-1 1nCC 

n 
G 

n -1 -anee 
cc CC   e 

donde a Ln G/A. Ahora podemos observar que esta a posterio 

ri es de la forma Gamma y en su forma normalizada será: 

13(0c/A,Y) 	(an)11  CCI1-1e 
-ancle 

p < cc< aD 
(n) 	 n> O 

Ahora si deseamos calcular esta pdf a posteriori en el inter 

val.o el< CC <C2 donde C1 y e, son ndmeros dados, el momento 

a posteriori de CC ésta dado por: 

[ClC n]= 
-r 

(an) 	1 (n+r)/ r(n), 

E r
L
a2 1 = 1 = 	1  

a 	1,n(G/A) 

r = 1,2,... 	tenemos: 

...(33) 

el cual es un punto óptimo estimado para ce. 

Si tenemos una nueva muestra de q observaciones indo--

pendientes cada una con una pdf de 1 1 forma de Paretto, po--

drexos usar la pdf a posteric i de la ecuaci6n (32) como una 

pdf a priori en el anal ni s de la nueva muestra, Esto es, la 

función de probabilidad para la nueva ullestra denotada por - 

7*  será: 

9(a://k,Y„) 	(12 	(E  q A  

q(0C4-1) 
G, 

-103- 
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xtí' 
(r  

fx 

Pr(xt<y< 	 OC A 
coy 

t 

re. 
A 
	

i 
Cr' 

	

z

t 	t+1 

donde G* es la media geométrica de las nuevas observaciones-

de q. Combinando la ecuación (31) con (34), la pdf a poste--

teriori basada en ambas muestras ser: 

ocn+q-1 	(n+o)02 - n+e -1 	( n +ti )Ci:: 
cc Cc 

    

) CC: 1- 1 	
(G,) 

( niq )02 

CC 	e 2 n+q-1 	-a, (n+q)CC 
cc  ...(35) 

donde G2  es la media geométrica de n+q observaciones de am 

bas muestras y a2  = Ln(G2/A). Adciuu se observa que la ecua-

ción (35) es de la mina forma Gama que (31), por lo que su 

análisis será el mismo. 

Muchas veces en el análisis de la distribución de Pare 

tto los datos útiles no son las observaciones individuales - 

y ,y 	; solamente son en la forma de frecuencias, n 
1 2 	n 	 o 

n
1

; donde n es el n'5nicre de valoren i ndividuales de- 

Y, es decir en un intervalo particular de 
::t 

a x1:1 , donde- 

Xt+1 > X 
t 
 , X

o  P
,  A, X

Tll 
 ,., cx', y t ,--- (,, I, ., ., T-1, T, Para la -- 

pdf de Paretto en la ecuación (2n) la proba) i l ídad de que un 

evento elegido aleatoriamente 	valor Y, tal que 

X
t
< Y<X t 

t1 
es; 

-104- 



para T = 0,1,...,T-1 

OC 00 
Para e]. intervalo X< y<co la Pr(X <y< OD ) 1--71 /XT  

Entonces dacio N eventos seleccionados aleatoriamente la pro- 

t 	= 	0,1,...,T-1; 

00 es: 

CC 	n, 
N! 	A 

y n 	tenga 
T 

T-I 
IT 

n 
A 	t 

Y valores en el intervalo 

1 	1 

X 	a 

)"t: 

nti 
t.o 

02 

T 
n'r tz0 xce  

t 
x 
t+1 

T 
donde N 	n 

t
. Esta es una pdf para las n

t
's aleatorias, 

1=0  

las cuales son una función del parámetro desconocido 02 y --

puede ser expresado en forma más completa come sigue; 

ceN 	T-1 
Q (a: /A, n, N) a 	A  

Ce TI - 21-1 
n 	- 	tro 

11 xtt 	 1+1 
po 

  

-a N (C 
e 

 T- 4 

 

cc 

Xt  Y +1. 

t: 

J 

    

(36)... 1. X-2 

 

1 

     

     

1/N 
donde a 	1:nG/A e n G 	, y 

vo 	t. 
(n n 	n ) o' 	T 

Ahora ecmbinando la pdf 	p((c ) co 	ecuación (36)- 

obtendremos la elouiente pdf a posteriori. 

p(0C/A,n,D) 	p((l') -aNGC ljo 
T 	 w 

Xt:  ( 1- 	\ 
1 	Y 't+1 

.,,(37) 

-165- 
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Si disponemos de una escasa información a priori, la - 

pdf se obtendrá como se muestra en la ecuación (30) ; por el-

contrario, si existe una mayor información para el parámetro 

OC, se adoptará una pdf que mejor represente dicha informa—

ción. En ambos casos la pdf a posteriori (37) podrá ser anS-

lizada y normalizada usando técnicas de integración numérica 

Ejemplo 2.3.9.- Consideremos los datos agrupados de la 

siguiente tabla que representa N = 1004 familias con ingre- 

sos A 	$10, 000 6 más dolares por año. 

TAB 1A 2.13 
DISTRIBUCIoN DE FRECUENCIAS DE LOS INGRESOS EAMILIAREs MAYO- 

RES A $10, 000.00 rxn,AREs POR AÑO. 

INTERVALO EN 

DOLARES 

FREC. RELATIVA 

nt /N  

FREC. AB- 
SOLIJTA 

t 

Xt 

(104) 

10,000 	- 14,999 0.170319 171 0 1 

15,000 	- 24,999 0.221116 222 1 1.5 

25,000 - 49,999 (1.159363 ]60 9 , 2,5 

50,000 	- 99,999 0,219124 220 5,0 

100,00ü 	- 149,999 e,04''401.30 lb 4 10.0 

150,000 	- 499,999 0.1 3.7450 130 5 15,0 

500,000 	- 0.0403207 4-.) 6 50.0 

Totales 1.000 N 1004 
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Medio y variancia 
a 1,c)steric,ri 

0. b210 

»10041 

Como la información a priori es poca para m;  dada la- 

ecuación ( 37 ) supnndrems que 1 	ce está un i formement e d is- 

tribu ido, lo cual implica que p(cC) • 1/cc con O< (t < 	, - 

Con esta pdf a priori sustituida en la ecuación (37) y usan- 

do los procedimientos de integración numérica tendremos: 

T-I 
p(W/A, n,N) = 1< 0C-1  e-aN(12  n1 	I xt 1.0 

xt+1 

donde K = constante normal izada. 

La figura 2.14 muestra la distribución de la pdf a --

posteriori con media y variancia
(r  = ('.C218 y Var CC = 

0,0004]. 

FIG. 2.14 DISTRIBUCION A PCSTERIORI PAPA UN PARÁMETRO DE 
PARETTO, OBTENIDA DE UN GP lx ) DE DATOS. 
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el punto óptimo estimado es la media a posteriori. En el ca-

so en el cual el tmnaño de la muestra es alqe grande, la for 

ma de la pdf a posteriori se asemeja a una pdf r• rmal. 

2 . 3.11 	APLICACION DE LOS PRINCIPIOS DAYESTANCS AT ANÁLISIS 

DE LA DISTRIDUCION DINOMIAL. 

Consideremos los resultades (í y D) de n evé..?rios inde-

pendientes y mutuamente excluyentes generados p - r el lanza--

miento de una moneda no cargada, con prebahilidades de ocu—

rrencia 9 para A (cara) y 1-9 para U (crdz). i'bservames que-

los éxitos nl  del suceso A y n-n de D están debidamente re- 

presentados por una pdf 

p(n 	/9,n) 

	

La ecuación 	(38) 

paráMet ro desconocido 

maet(In a priori 	de O 

n  

li 

0. 

y que 

viene 

bin • inial 	discreta, 	de 	la 	terma: 

 1 	(1.41)fl-n1 • ( 30) 

siencl 	la 	iwle.ijn 	de 	pus 

:111) 	nqan 	que 	t ene: 	1, 	ial 	itina 

la 	p, •.1em,, ti 	 'sir  

del 

a 	si- 

(Intente di8t/iLucVn hp4, 

b-1 
p( O) 	91-1 	(1-14) 

(ionde Y 	rI la4h)/17(a) 	(ti) es dna e,nstante 	rral izada, - 

a y L son les valores para etrie-s (pie repzeer,t.iin líe  iefcr- 



mación a priori. de 9. Nótese que para la pd t beta, E 9 

a/(a+b) y Var 9 	ab/(a+10 .' (0+1)+1 ). Asignando va 1.rres para a 

y b en la ecuación (39 ) obtendremos la pdf 	 j 	ri. para O, - 

que combinandria con la ecuación (3H) ,:,bte Iremos la pdf a - 

posteriori para 9 de la siquient( manera: 

P(9/111 ,n) 	(e J1  +a-1 (1_0)n-n111. 

que es de la misma forma beta de l.a ecu aci n ( 39 ), cc,ta pará- 

metros a 	n +a y 1J 3. +1), y constante n -, r-tualizada dada - 

por 	1-1  ( 	+1) ) /F ( a ' ) I"( ' ) ; crn mema a post eri ri 	(a' +b ' ) 4, 

Otras probabi 1 idades a post eri rri, por el emplr Pr( o O <d ) , 

siendo c y d nilmeros dados, podrán ser rEtenidrs por el mito 

do de integración numérica. 

Cuando la in1-.)rmación a pri ri de 	es vaya ) difusa, 

hay que hacer una seleccián adecuada de la pdf a pri 	que- 

represen! O e l. compert„ ami en t t1 de ia , Pep].  OH(); .7} rent, 	mediant e- 

una pd1 impro Ji a el ert 	ent 	v Ir del val-`r de G. 

ptil) 	 H 	, 	( 4 ) 
O(1-0) 

esto, marca una lir t ard e en la pr -  Lati 1 idatl a priori de la 

ecuación ( 39 ), c-n valores para a y 1; wity cerratv's a cci o; 

ial respecto 	 señala que exi st en puntos ext er iores 	1-0 ) 
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con rangos de O a OD. Lo cual implica que la ecuación (41) - 

es la probabilidad a priori para 0. Combinando las ecuacio--

nes (41) y (39) obtendremos la pdf a posteriori dada por: 

n1-1 	n-n -1 
ID(9/111 ,1i) cc 9 	(1-9) 	, 0<0<1 	...(42) 

esta ecuación resulta ser de la forma beta, con parámetros - 

ni  y n-n1. La pdf a posteriori estará condicionada por n1> O 

y n-n? 0, tal que, nuestra información muestral incluya una-

menor ocurrencia de los eventos A y B. Satisfecha ésta condi 

ción, tenemos que la media a posteriori de 9 es n
1/n ó sea - 

la proporción muestral y wiriancia n
1
(n-n

1
)/n

2
(n+1). Además-

se puede calcular la probabilidad a posteriori de que O se 

encuentre en un intervalo dado. 

2 . 3 . 12 REPORTE DE LOS RESULTADOS DEL ANAL1 SI S RAYE SIAN0 

El reporte de los resultados Layesianos, involucra la-

esttmaciÓn de Parámetros, pi)r lo que será importante sumíni.1 

triar-  al mennas 

a) Detallen de la diccusión del modelo estocástico supuesto-

al generar las observaciones y que servirá para justifi—

car el modelo. 
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b) Una discusión de las suposiciones a priori para la valua-

ción de los parámetros. 

c) La información de la muestra, describir de donde se obtu-

vo, en donde se aplicará. 

d) Información acerca de las pdf's a posteriori para los pa-

rámetros de interés, indicando las medidas de tendencia - 

central 6 de dispersión asa como los intervalos 6 regio-

nes donde se aplicarán. 

Por lo anterior, se puede concluir que no todos los in 

vestigadores o decisnres llegarán al mismo resultado final, - 

pues éste cstc", influenciado por una serie de suposiciones 

subjetivas que a su vez dependen del conc,cimiento y experien 

cia de cada persona. 
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CAPITULO 31E 

TIPOS DE PROBLEMAS DE DECISION 



3.1 TIPOS DE PROBLEMAS DE DECISION 

El objeto fundamental de éste capítulo es el Je anali-

zar los tipos de problemas de Decisiones que con más fre--

cuencia enfrenta el decisor, Estos se clasifican de acuer 

do a la cantidad de informaci6n de que se dispone en el mo 

mento de analizarlos. Veremos cámo la Teoría Estadística-

es de vital importancia para su soluci6n, además examinare 

mos los diferente métodos existentes para resolverlos. 

Básicamente existen tres grandes tipos y son les si- - 

guíentes: 

1 - 	NO HAY DI 	BUC 1 ()N A PR 1:0E1 

2 - 	HM' D1 STR1 	ION A PRIOR] 

3.- 	HAY DI STRI 1.31:1C ION A POSTERIORI. 

Una vez que se ha dado la clasificaci6n, empezaremos a 

analizar el primer tipo, mostrando cada uno de los crite—

rios mediante un ejemplo. 

3,2 	NG HAY DISTRIBUCION APRluR1 

Este tipo de problemas también se conocen como de in--

certidumbre completa ya que no hay distribucin de Probabi 
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lidad, es decir, no se conoce p(9) y solamente hay (A,9,1),- 

donde: 

A.- Representa el conjunto de acciones 

9.- Representa el conjunto de estados de la naturaleza 

U,- La utilidad asociada con cualquier combinación de-
la alternativa A y del estado 9. 

Mientras que las situaciones de éste tipo se encuentran 

menos frecuentemente en la práctica, es de interés por las - 

técnicas que se usarán y que son base para otros tipos de --

problemas. Presentaremos cuatro criterios de decisión, que - 

pueden ayudar al decisor a tomar mejores decisiones. 

3.2.1 CRITERIO MAXIMIN 

Este criterio de selección se establece muy fácil: exa-

mínese la ganancia mínima asociada a cada acción y selecció-

nese la acción que maximiza la ganancia mínima. 

Supóngase el siguiente ejemplo: Es viernes y Juan está 

tratando de decidir como gastar sus fondou para la recrea—

ción del sábado. El puede ir al cine, al campo o a navegar. 

Cada actividad costaría lo mismo y utilizaría todos sus fon-

dos limitados; la cantidad de recreación que obtendrá de 68-

tas actividades dependerá del clima del sábado próximo, Si el 
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tiempo es soleado y con calma (no hay viento) gozará yendo 

al campo, pero si es soleado y con brisa lo mejor será ir-

a navegar. Juan siente que ésta distraccián puede medirse 

por el ntImero de horas que él pasará en la actividad. El-

cine dura cuatro horas; ir al campc' :Jeis, si está con sol-

y calma, y cuatro si está con sol y aire; navegar cinco si 

está soleado y con calma, y trece si está soleado con bri-

sa. Si él selecciona navegar, tendrá que dedicar tres ho-

ras para limpiar su bote y restará ése numero de horas de-

la cantidad de distraccién que tenga el. sábado. Finalmen-

te, Juan no tiene acceso a los reportes del tiempo para el 

sábado y debe tomar su decisián a fin de poder dedicarse a 

planear la actividad que decida. 

La informacián dada en este problema de Juan, permite-

establecer una tabla que dará las horas netas de diversián 

para cada acción. 

Los vals res en la tabla se obtienen del enunciado del - 

pr, blema, por ejemplo, 11 al cine le propnrcic,na cuatro 11c2, 

ra3 	at:el' ‘  2.1 	irrp,  , ar cuál sea el tiempo que se t en- 

Por otra parte si seleeci, -I ir a navegar y ocurre mal 

t eiri)( 	no habrá ganado ninluna Lora 	wer y sí per 

131., en limpiar 	1 Je, luea- la garli,cia  neta- 



es -3. De igual manera se obtienen los demás valores de la 

tabla 3.1.. Cuando se aplica este enEoque (maximir.) a la La 

bla de pagos, se encuentra que la mejor decisiót• se logra - 

si va al cine. La peor consecuencia posible para cada ac-

ción es el mínimo de ion valore: en cada columna. 

Una ves que se encuentran esto:s., mínimos, se selecciona 

el máximo de ellos. 

Estos nt5meros para el. problema de juan se ilur...tran en-

la tabla niqui en t e 

'PARLA 3.1 

ACCIONES 

ESTA1)0S a 3  

10 4 4 

92 4 

93  - 	3 I 	I 

MlN1110 EN LA 3 
cOLUMIIA 

* Es el valor Maximin, que eexresponde ir al eine. 



Donde: 

a1 = navegar 	 O
1 

= Soleado con brisa 

a
2 

= ir a1 campo 	 H = Soleado con calma 
en el. viento. 

a
3 

= ir al cine 
9

3 
= mal tiempo 

A continuaci6n veremos una propiedad del criterio maxi-

min. 

Supongamos que se tuvo un error en el cálculo de las ga 

nancias para 03  y corrigiendo el cálculo encontramos una ga-

nancia adicional de 4 unidades de utilidad en cada alternati 

va de 03. La tabla 3.1 estará alterada en la terma mostrada-

por la tabla 3.2. 

TABLA 3.2 

ACCIONES 

ESTADOS 	-- 
	 ;1 2 	a 3  

10 4 

O 4 

0
3 

MIN1M0 EN LA 

COLUMNA 
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** Son los valores maKimin; de esta simple ilustración 

se dice que el criterio maxlmin no tiene la propiedad de - 

linealidad, ya que él está indiferente entre ir al campo o 

ir al cinc. 

3.2.2 CRITERIO MINMAX 

Existe otro punto de vista para analizar los tipos de-

problemas de decisión bajo incertidumbre completa. Esto - 

involucra la utilización de técnicas similares para resol-

ver un problema, pero teniendo desarrollada una matriz de-

pagos diferentes. Suponga que es el domingo siguiente al-

sábado y que Juan estuvo navegando, reflexiona que ese día 

fuó soleado y con calma. 	Observa que con el conocimiento 

de cual evento ocurrió puede evaluar las tres acciones res 

pecto a la mejor de ellas. Por consiguiente para un día - 

con sol y calma ( 92) , 
 la mejor acción serf....1 a2i al solee--

cionar al en su lugar sacrificó 4 horas de diversión (6-2). 

Si hubiera proferido en un lugar a 3, habría 1,acrif loado 2-

horas de diversión„ Si hubiera elegido a2 no habría reman 

ciado a ninguna hora (6 - U). 

puede apl. ,..ar la misma t. óenica a os ctros renglo— 

nes de la Liati5/ de pago de 	Tabla 3.1, por ejelhplo si - 
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A
l 
hubiera ocurrido, la mejor acción sería a

1
. 

El número que resulta de comparar cualquier pago con - 

el mejor para ese evento se le nombra pérdida de oportuni--

dad y la matriz de todos esos valores se conoce como matriz 

de pérdida de opot'tninidad, como la mostrada en la tabla 3.3. 

Aunque la técnica para calcular perdidas de oportunidad pa-

rece directa, se deben tener presentes aqoellas situaciones 

donde los números en la matriz de pagos representan costos, 

consecuentemente el objetivo es minimizar en lugar de maxi-

mizar. 

Una vez que se ha desarrollado la matriz de pérdidas - 

de oportunidad, se puede hacer un análisis aplicando un en-

foque similar al de maximin. El enfoque apropiado para ésta 

situación es: "seleccionar -  la acción cuyo peor resultado pu 

sible es el menos malo". 

Lste enfoque se conoce como perdida minimax, porque su 

lecciona el mínimo de un conjuto de pérdidas de oportuni--

dad máximas. Pala el ciemple de Juan tanto a v a tienen -•
2 y3  

pérdidas de oportunidad raximas de , y este valor es menor 

que la pérdida de oportunidad máxima para al, A :luan le es-

indiferente entre a9  y a, romo la vejor acción. 
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TABLA 3,3 MATRIZ DE PERDIDA DE OPORTUNIDAD 

	

,._. ....„,.... --,,,_ 
	ACCIONES 

,_- -_ -, 

	

ESTADOS 	---__----.. 
a 
1 

a 
2 

a 
3 

e, ..i.. o 6 6 

92 

03 

4 

7 

0 

4 

2 

0 

MAXIM° EN LA 
COLUMNA 7 6 

3.2.3 CRITERIO DE HURW1CZ 

El criterio de Hurwicz asigna determinados valores re-

lativos a los resultados máximos y mínimos posibles de cada 

estrategia factible. Pondera los valores extremos en forma-

tal que reflejan la importancia que les concede el decisor. 

El criterio de decisión de Hurwicz se determina calcu-

lando el coeficiente de optimismo e de la siguiente manera: 

- 	(mínimo? 	fi 	) 	imo) 

donde: CE es el índice de pesimismo relativo 
1-'12 es el índice de optimism relal3vo 

Máximo y rínímo son las consecuencias refereYites a 
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cada curso de acción. 

Para determinar el valor de ce , partimns de la siguiente -- 

matriz de resultados. 

CURSC,S 	1)1: ACCION 
ESTADOS 

Gl O y 

1 X 

¿Que valor de X hace que el decisor sea indiferente entre- 

al Y 

Al aplicar el criterio de Uurwicz, se lleca a una indiferen 

C 	representada por: 	cr (n) ! (1-ne)1 	c7. ( X ) 	)(X)   

1 -cc 

Mediante la asilnación c1c eiertn valor a X, se puede en 

nacer el valor que tendrá n,7, 7,1  (111 	1-X 

Continuando con el. ejempin d 3ua1'; supenca quu escoge - 

un valor de X=..W, pnr lo que (1' 

se1 eeei.enanire- la e; .nneel ene i 1 el n 1 -:; 	I 1 e.' t; 	x 	, 	- 

miiiirrio de ea I,: .4 (:(.1(fq. y 

Presentamos lc 	resuli adr tj e1. 1 	, 11 1 :I 1;1'11.1 e!, e: 
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TABLA 3.4 

ACCION 
RESULTADO 

MlNSMO 

RESULTADO 

MAXIM() 
COEPICIENTE DE HURWICZ 

a - 	3 10 .50(-3)-1.50(10)=.3.5 

a2 0 b .50(0)+.50(6)= 	3.0 

a3 4 4 .50(4)1.50(4)r,-. 	4.0 

por lo tanto, Juan escoge la acción a3, ya que le correspon 

de el mayor coeficiente de Hurwicz. 

El criterio de Hurwicz demuestra cómo es posible hacer-

el intento de incluir más de un resultado sin utilizar todos 

los resultados al tratar de evaluar las acciones factibles. 

Además nos dá una alternativa para obtener cuantificaciones 

de utilidades y consideraciones subjetivas. 

Una observacién a el criterio de Hurwicz es de que no - 

posee la propiedad de linealidad y de convexidad (cuando una 

nueva acción, que es una combini 	aleat(Tia de don o más 

aCCiOnü5 ( IptíMaS, 013 no ,.'",ptima (mItoi et= la )arr,pXealrtd de con 

vexidad es violada). 
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3.2.4 	EL CRITERIO DE LAPLACE 

Si estamos completamente :~ruros de cual es el estado 

que puede ocurrir, entonces procederemos como si los esta--

dos fueran de igual ocurrenci a, esto es, asignar a cada .2S-

tado la misma probabilidad, calculando el \'ME para cada ac-

ción y escogemos la que tenga el mayor VME. 

El supuesto de probabilidades iguales implica el llama-

do principio de la razón de insuficiencia (sin ninguna cau-

sa específica, no sucederá ninglin evento específico). 

Puesto que no conocemos motivo alguno pava que se produzca-

un estado natural en lugar de otro, damos por supuesto que-

es probable que ocurra tanto uno como otro. 

Ahora aplicamos el criterio de Laplace al. problema de-- 

Juan. 	Asignamos una probabilidad de 1/3 a cada uno de los- 

estados. 	Calculamos el. \714E de cada acción y obtenemos los- 

resultados siguientes: 

al: 10(1/3)12(1/3)-3(173) 

agt 4(1/3)46(2/3)40(1/3) = 3.33 

a 3 : 4(1/3 )+4(1/3 )44(1/3 ) ,,, 4 

Por lo que Juan escogerá la acción a3, la cual tiene un 
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VME mayor. El criterio de Laplace posee la propiedad de li 

nealidad y de convexidad. 

Son cuatro criterios de decisión en condiciones de incer 

tidumbre completa de alguna distribución de probabilidad --

sobre los estados de la naturaleza. So ha visto que cada - 

criterio tiene ciertas características, las cuales pueden - 

ser una dificultad si se adoptará un criterio y el uso fue-

ra indistinto. El estudio y la comparación de varios crite 

ríos de decisión ayudarán a distinguir los rasgos indesea—

bles que contienen cada criterio. 

3.3 HAY DISTRIBUClON A PRIORI 

A ente tipo de problemas también se les conoce como --

problemas bajo riesgo, ya que existe distribución de proba-

bilidad a priori p(0); se representa por (A, 0, U, p), don- 

de A, 0, 	representan lo mismo en los problemas del pri—

mer. tipo y p era la distlibución de probabilidad mencionada. 

Los problemas tratados anteriormente bajo el criterio-

de Wilwiez y el de Laplace tienen una distribucióu dc-  proba 

billdad, admi , ii:nAu ésta eomr una prGbalnidad rubjetiva. 



En este segundo tipo de problemas trataremos otras for 

mas de la distribución de probabilidad. Aunque el método de 

solución es el mismo independientemente del tipo de probabi 

lidad de que se trate, queremos colocar en perspectiva los-

diferentes tipos de situaciones de toma de decisiones. 

Los problemas con distribución de probabilidad a prio-

ri son caracterizados por el tomador de decisiones como ---

aquellos en que tiene parcial o completo conocimiento de la 

distribución de probabilidad sobre los estados de la natura 

loza. Si el tomador de decisiones tiene 	poco conocimien- 

to de la distribución (le probabilidad, llamaremos a este ca 

so la situación de conocinientr de riesgo subjetivo. Si el-

tomador de decisiones tiene suficiente conocimiento para de 

rivar una distribución de frocuencias de probabilidad, di re 

mos que él est;1 en una situacin Cflll conocimiento de riesgo. 

Por supuest o es di 1 	 iestament e <1c.n(le el. case de - 

riesec-,  sulttet ivi 	 t .1111 1 na 

Mneha ti ver!‘ :; 	 t 'l'ha (1( 	 (-mes es po 

811;1.e el,t e1)e1 a 	 yac:H ..11es 	í-Xj.erlinent 

	

et31 , ! 	es pGsiLle 	re- 

sol ta tr.ey 
	 la ticerfa - 

!le 	1,3 ntilitl,ri 	1"73 	-/!•!--1 	.. i 	. .1 	3 	I- 	t:et ,,t 3 1, ,  e:ipt:Tadt-..,, 



3.3.1 VALOR MONETARIO ESPERADO 

En la mayoría de los problemas de decisiones el valor - 

asignable a un curso de acción determinado puede representar 

se adecuadamente en términos monetarios. Presentaremos una - 

situación de toma de decisiones caracterizada por la existen 

cia de varios estados de la naturaleza, donde se asignan pro 

babilidades de ocurrencia a cada estado natural basándose en 

datos disponibles. 

La Compañía Alfa, S. A., renta, automoviles a razón de - 

$700.00 pesos por día, a su vez esta Compañía alquila los --

carros a una empresa mayorista Rentamex. El gerente de Alfa-

debe específicar a Rentamex el numero de vehículos que pre-

tende alquilar con una semana de anticipación, pagandele 

$475.00 pesos por cada automovil alquilado. Si la demanda es 

menor que el nñmero de vehículos disponibles, Alfa pierde el 

alquiler de $475.00 por cada automovil que alquiló y no ren-

tó. Si la demanda es mayor que el nñmern de vehículos dispo-

nibles, Alfa se privará de una ganancia de $225,00 pesos por 

unidad que no tuvo disponible, 

El gerente dispone de datos Rasado:, que reflejan la de-

manda aleatoria, tomando come Laso un período de observación 

de a ion días. El rolrnero de sol ialtudes de vehículos de parí 

12( - 



del pdblico se considera como una variable aleatoria, la cual 

toma los valores de la tabla 3.5. 

TABLA 3.5 DISTRIBUCION DE ITECUENClAS 

Nítmero de - 	NtImer-'.J 	1:recuencia 
sol 	irudes 

	
de cI 	relat iva 

(X.) 
	

p(Xi) 

20  
21 	10 	.lo 
22 	12 	.12 
23 	13 	.13 
24 	17 	.17 
15 	11 	.11 
20 	11 	.11 
27 	q 	„o9 
2 

Totales: 	10o 	1.00 

Se tiene una distribuci6n de probabilidades para la va-

riable considerada, se estima que no halara !amLie!; Futuros - 

011 el comportamienlo nbservado de la demanda, El !urente de-

Alfa usará el valor monet ar 1 espera ..k. (VME), para niasinii.7.ar 

benef: icio ilf•tc €14, .a47114.!n1c: a las siquient e:: re d as: 

)enctici, . condicies;,1 de (7ada cut so fb' 

i3n 1 act 

3)) 	Calcillese el Leneticic, Set' esperad,:... de odda etrs 4.1e - 

accifxl, tal '€iu 	l jr-Tedic plidera+ de les heneti--- 

cios set as tic talas 	-t'i'res 	LAére- 



se cada beneficio condteional con su respectiva probabi 

lidad de ocurrencia). 

Selecciónese el curso de accián que proporcionará el be 

neficio neto esperado mayor. 

Por lo 	tanto el conjunto de alternativas factibles es: 

al: Alquílense 20 unidades 

a2I AlquIlense 21 unidades 
a3: Alquílense 22 unidades 
a4: Alquílense 23 unidades 
35: Alquílense 24 unidades 
ate:Alquílense 25 unidades 
37  : Alquilen se 26 unidades 
a,: Alquílense 27 unidades 
a,: Alquílense 20 unidad(=s 

con estas acciones se obtiene la tabla 3.6. 

TABLA 3.6 MATRIZ DE GANANCIAS CPEDICIONALES 

Estados 

Demanda 

CURS0S DE AccInN 

a '1 a 2 a3  ai,1  ar ) a() 3 7 a8 39 

20 4 500 4025 3550 3075 2600 2125 1050 1175 700 
91 4500 4725 4250 3775 3300 2025 2350 1875 1400 

22 4 500 1725 49504475 4000 3525 3050 2575 2100 

234500 4725 4950 5175 4700 4225 3750 32/5 21190_ 
2:1 1500 1725 1950 5175 5400 1925 4450 297 5 350i) 

25 1500 1725 1950 517!) ,.. 5400 5n2 ,) 51 50  •  4(,7 5  4200 
2',  4',60 1725 4'i'5 	5175 5400 562r) 51350 5375 4'n,a 
27 15O0 1725: 4 9 L») 1 	517 1.) 5400 5()2',  5051 )' u015 6(75 

20 i 	,1..,G0 1725 1V)50 517r, 5 D 'a t)250 (075 (, 3G0_ 

: si 	,1(.-- 

.1i)dade 

-126 



beneficio neto condicional. sería: 

	

(20 x 700) - (22 x 475) 	3550 

Nótese que la matriz muestra que los diferentes cursos-

de acción varían mucho en relación a los riesgos que ofrecer. 

La acción al  garantizá un beneficio neto de $4 500.00 pesos, 

es la estrategia que presenta menos riesgo, Per() tambión mo-

nos ganaci.a; por el contrario la acción a9  ef la alternativa 

más arriesgada ya que el beneficio neto puede variar desde - 

$700.00 pesos hasta una ganancia neta de $6300. 00 pesos. 

De acuerdo con lo anterior, el beneficio neto esperado - 

viene dado por la fórmula siguiente: 

n 
E(X) 	x. P(x1  ,) 

Por ejemplo para la acci(Sn il 1  ucuemos: 

E(X) = 3075(0.00) + 3775(0.10) t .1475(0.12) 1  5175(0.13) 
+5175(0.17) + 5175(0.14) 4 5175(6.11) + 5175(0.V)) 
+5375(0.06) = 4703 

por lo tautri E(X) 	4703 pesos para la accin a, Los bene— 

ficios neton (.'.f'!. ('1 	wiociadc)n (.0u 	s otra 	aciones se - 

calculan de la misma manera y 	pros .'hl ni: 	t al:la 3.7. 

De acuerdo COL el ',NE el gerent di. Alta debe algililar 23 --

unidades, porque es la accin que le proporciona el benefi—

cio esperado más altG dc $47f 3. (_i pesos. 
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TABLA 3.2 BENEFICIOS ESPERADOS 

Acciones Beneficios 
esperados 

a
1  

4500.00 

a2  
4669.00 

a
3 

4768.00 
a4 4783.00 
a, 4707.00 

a6 4512.00 

a7  4219.00 

a6 3849.00 

a9  3416.00 

El VME debe utilizarse si el decisor lo usa como su no.Z. 

ma para seleccionar un curso de acción que proporcione con - 

certeza una cantidad determinada de dinero, o para seleccio-

nar un curso de acción con la mejor o la peor de todas las - 

consecuencias posibles asociadas con un conjunto de acciones. 

Además de cualquiera que sea el criterio de decisión que se-

utilice tamblim hay que usar el sentido comíln y el juicio -- 

critico. 

3.4 	Hit': 	' 111 .1(.1; 

1,1. , 11 1 -  mas es cara,- terizad, 	la posibill 

“71óri adici ,na 	antes ie que la 

repr(nt. 	»Hr 	, ty , 6, p, Y), do 
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de 2\, A, U y p, tienen el. mismo significado que los casos aa 

teriores, y Y nos representa el experimento o algíln disposi-

tivo para obtener evidencia acerca de la probabilidad de los 

diversos estadoi, de la naturaleza. Muchas decisiones en la - 

agricultura, negocios y en nuestra vida diaria son hechas --

despuós de que consideramos o investigamos alguna informa—

ción adicional acerca de la probabilidad de los estados de - 

la naturaleza. Frecuentemente la informaciOin obl:enida no es-

vista como perfecta para predecir cuál estado de la naturall 

za ocurrira, así la característica importante de la informa-

ci6n, es ver que tanto se ajustan a una distribuci6n de pro-

babilidad conocida. 

Las probabilidades condicionales p(Y / i-)) en este tipo de 

problemas jugarán un papel muy impertante ya quo mediante 

tas y el teorema de Liayer- pudren'; revisar. las prebabilida--

des a priori, p(c4), para obtener una ditribPeiOh de probabi 

lidad a pou .ceriori, p(0:̂ fl. 

ipo de pi 1,1,pa;.. !,0 entetd(dzí 	liante 

caso que se present 

Una empi-0 -,a pan d act arel a 1 apt.4aPait t a e r 

producto 4.(n 01 r er(.4ado 	,P O 	4-He ] 	 al a 

e lla w i sma o 1 prdu,..tc; 	Luli,ial:a a 	as 	un 	1a coviasía- 



N 

consideró un período de cinco años para la comparación de --

los beneficios de su producto. De acuerdo con un análisis 

considerando que las ventas son altas, la empresa prevó un - 

beneficio de 14 millones de pesos durante los próximos cinco 

años; si las ventas son regulares, esperá ganar 3.5 millones 

de pesos; y si las ventas son bajas se perderán $000 000 pe-

sos. Si manda maquilar su producto y las ventas son altas, 

puede obtenerse un beneficio de 7 millones de pesos; si las-

ventas son regulares prevé que sólo ganará $1 500 000 pesos; 

y si las ventas son bajas, ganará $200 000 pesos. Con base a 

experiencias pasadas con respecto a productos similares y a-

entrevistas con expertos, la compañía asigna las siguientes-

probabilidades subjetivas a los eventos de interés: 

	

N1 1 ventas altas p(01) 	0.10 

02  : ventas medias p(92)-- 0.55 

	

03  : ventas bajas p(433) 	0.27 

Cc.,11 la iniormaci6n anterior construimes la tabla 3.8. 

TABLA 3.13 MATRIZ DE DECIS1ONE:; 

	

a] 	a, 

14 000 000 7 000 000 

	

H, 	3 ',00 	000 	c,00 ntjo 

	

, g in 	000 



donde: a1 ' 	r • manufactura ella mi sma el producto. 

a
2 
; mandar a magullar el prodneUo. 

Las ganancias esperadas se calculan por medio de las --

probabilidades a priori, a partir de información adicional:-

dicha información se obtuvo mediante un método de muestreo - 

estadístico, para lo cual. hizo que una organización de inves, 

Ligación de mercados averiguara el níimere de clientes poten-

ciales de su producto. La encuesta ofreció tres tipos de re-

sultados muestrales. 

yl: los resultados indican un nivel de ventas alto 

y2: los resultados indican un nivel do ventas medio. 

y3: los resultados inji -:an un nivel de venta:-; bajo. 

Basándose en encuestas previas similares, la empresa de 

investigación de mercados determina el grado de confiabili--

dad con los resultado:; muestrales de la siguiente manera: En 

el pasado, cuando el nivel de ventas era alto el 15' de las-

encuestas indicaban erríaleamente que la demanda futura sería 

a Un nivel medial.0; en 	pasado, cualW el nivel actual de- 

las venta:, era 	en el 83: de 	veee5, ]os resultad9s- 

indicaban aderuadaLlente el nivel futd-,; de ta le anda; y --- 

cuandc el uivol actual lo la '.'entas era bajo, e 
	

de la:: 

encuestas daban una ind -l1-.7acikJn d,.! un nivc! r:!(..11i 	le ver:Las - 

futuras. 



Nta información, puede rer,umirile en io tabla 3.0: 

TABLA 3.9 PROBABILIDADES CONDICIW1ALES 

p(y 
9
/9 ),=0.15; en donde 01: nivel fH- c, 	,ji_' ventas 

.^ 	• 

p(y2/92)=0.B3; en donde 97: nivel futuro medio de ventas 

p(y2/93)z=0.22; en donde 93: nivel futuro bajo de ventas 

Nótese que no se proporciona p(yaily y py/9i), por--

que en la encuestajinicamente se observó el resultado mues--

tral de y,. 

Utilizando la tabla 3.'), la empresa procedió a revisar-

sus probabilidades a priori asociadas con los diversos esta-

dos de la naturaleza para obtener las proLabilidades a pos-

teriori. Los resultados aparecen en la tabla 3.10 como se --

muestra: 

TABLA 3.10 CALCULO lO 1i'0 PROBABILIDADHE A POSTERIORI 

sl a lo proLdbilidad 
a 
H) 

probabilidad probabilidad 
conjunta 

L (9j )1 (y»  

probabilidad 
a posteriori 

p(Oi/y2) 

0,0497 

i),I,490  

'4,1 ci4 

.'1/99 



Las probabilidades a posteriori se calculan usando el - 

teorema de Bayos, ciado por la siguiente expresión: 

P(ei/y2 ) 
p(0.1 ) p(y2  i) 

1, p(9i) p(y,i9i) 

para H1 tenemos: 

P (91/Y2 )  

 

(0.18) (0.15) 	r- 0.0497 

 

(0.18)(0.15)4(0.55)(0.83)4 (0.27 ) (0.22) 

de igual manera se calculan, 1J(9,,, 	, p(9./y,). 

El cálculo del beneficio esperado bajo condiciones de - 

incertidumbre parcial será: 

para al: 	14,000,000(0.0497) u 3,500,000(0.0400) 
- 900,000(0.1094) - 3,540,140 

para a2: 	7,000,000(0.0497) 	1,500,00".0408) 

	

200,000(0.]001) 	1,210,5W0 

De este análisis a posteriori se observa que la mejor - 

acción es al, con un beneficio espeiado de ra,510,140 pesos. 

La empresa de invest igación de ni-r,•all 	puede ,ltre-- 

cerio a la compañia una i nl ormaci ,';n perfílela y por esr- l.a --

compañía no 1. iene alln una guía,ira acerca riel val‹•r de  la- 

información adicional obtend:_, 	Io ese tipo de en-- 



cuesta. El cálculo del beneficio esperado con ayuda de la in 

formación perfecta se basa en las ganancias esperad 	sl 

compañia tiene acceso a un pronosticador perfecto, el cual - 

predice con exactitud que estado natural ocurrirá, por lo --

que la compañia seleccionará el curso de acción que le prome 

te la ganancia óptima. 

Para determinar el valor esperado de la información per 

fecta (VEIP), se calcula el beneficio esperado cuando se tie 

ne información perfecta y luego se sustrae el beneficio espe 

rado que se tiene en condiciones de incertidumbre. Entonces, 

el beneficio esperado con base en información perfecta se --

calcula ponderando las ganancias óptimas con sus respectivas 

probabilidades a posteriori de obtenerlas y totalizando es--

tos productos. Ese cálculo se efectúa de la manera siguiente: 

EVENTOS 
PRONOSTICADOS 

GANANCIAS 
CONDICIONALES 

PROBABILIDADES 
A POSTERIORI 

GANANCIAS 
ESPERADAS 

9
1  

14 000 000 0.0497 695 000 

0
2  

3 500 000 0,0408 2 942 000 

0
3 

200 000 0,1094 23 880 

TOTALES 0.9999 3 660 480 

TALLA 3.11 

-136- 



La cifra de $ 3 660 480 pesos, son las ganancias espera 

das con base en la información perfecta, restamos la canti-

dad de $3 540 140 que son las ganancias esperadas a posterio 

ri calculadas en condiciones de incertidumbre. 

$3 660 480 - $3 540 140 .---, $120 340 pesos 

Así pues, la cifra anterior de $120 340 pesos es el va-

lor esperado de la información perfecta. 

Otro término equivalente que se emplea con frecuencia - 

para designar el VEIP es el costo de la incertidumbre, el --

cual es el costo relacionado con la toma de decisiones en --

condiciones de incertidumbre. Por lo tanto la cantidad de --

$120 340 es la que se le puede pagar a la organización de in 

vestigación de mercados por realizar el estudio. 
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3.5 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS CRITERIOS DE DECISION 

En esta sección veremos el concepto de la distribución-

a posteriori para la formulación de un eficiente procedimien 

to de decisión el cual se basa en gráficas. Se analizará un-

problema con datos y más adelante emplearemos el mismo pro--

blema para los criterios: mini=ax, maximin, Hurwicz, Laplace 

y Bayos. 

Considere que tenemos dos estados de la naturaleza y --

ocho estrategias con utilidades promedio como se muestran en 

la tabla 3.12. 

TABLA 3.12 UTILIDADES PROMEDIO PARA OCHO ESTRATEGIAS 

Estados sl s2 33 s4 25 s6 97 s8 

01  3 4 3 3.4 4.0 1 2 1.4 

0
2 1 0.6 4 2 2 5 4 3 

Nótese que si, s2  y s4  son dominadas por ss, s7  y su  da 

minadas por s3. Denotemos por 01=0(01 ,$) a la utilidad para-

91  y alguna estrategia; la utilidad promedio para 02  y cual-

quier estrategia por G2“:“02, s). Se dice que s domina a s*- 

si 0(91,13) 	G(01,s*) y O(92,$) >. O(02,s*). Una estrategia 

es admisible si no es dominada por otra, de aqui las estrata 

gias s3, s y si  son admisibles. Mostraremos que toda estra-i 

e 
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Logia admisible es una estrategia bayesiana. 

Las utilidades G
1 
 y G,

2 
 pueden verse como coordenadas de 

un punto en una gráfica, con G(1)1,$) trazada en eje horizon-

tal y g(92,$) en el eje vertical. En la fig. 3.1 cada estra-

tegia es representada por un punto, en donde 53, s5  y s6  es-

tan ubicados a la derecha y arriba de 1,7m otros puntos. 

G
2 	6 

ss  

5 

4 — 

3 

2 

1 

s2 

V----1-- 
1 	2 	3 	4 	5 	6 

pjG, 3,1 CON3UNTu G DE ESTPATEGIAS PAPA UN 
PPOBLEMA DE TOMA DE DECISIONES, 

Se llama estrategia mixta a los puntos situados sobre - 

la línea recta que conecta dos estrategias adrisibles, diga-

mos s3  y s, , Sea s' la estrategia mixta, (1,41do 1 1-W) y W son 

las probabilidades generadas mediante un métúdo aleatori pa 
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ra s
3  y s5  respectivamente. Entonces la utilidad esperada pá 

ra s' es: 

G(91,si) = (1-11)G(01,s3) 	WG(91,s5) = (1-11)(3) 1  W(4.8) 

GO92,.Sq=(1.-W)G(9r")+W(7,(82"e.5)= (1-W)(4) + W(2) 

Si W = 1/2  entonces 0(91,s') = 3.9 y 0(92,s') = 3.0. De 

hecho para cualquier probabilidad de 051W .51, la estrategia-

mixta caerá sobre la recta entre s3  y ss  . 

La recta entre dos puntos puede representarse como el - 

conjunto: 	

[17  : U = (1-W)Flo  +W Ui,  

donde 170, U1, y U representan los puntos [0(91,s3),0(92,s3)], 

[G(e1,s5), 0(92,55)] y [0(91,31 ), 0(02,5'), respectivamente. 

Consideremos otros puntos correspondientes para alguna-

otra estrategia mixta. Por ejemplo, s4  es un elemento de un-

conjunto donde U0  está en la recta entre si  y s8; U1  está en 

tre 63  y s 

Un conjunto es convexo, si cuando lb y til  están c.!onten,4„, 

dos en S, entonces [(1-W1Lo  4 W 511 está contenido en S para 

toda W, El conjunto convexo S, mostrado en la figura 3.1 es-

el conjunto convexo más pequero que corresponde a los puntos 

de las estrategias si , 	2 s3, ss, fjí 	Lo ,:laro que es- 

te conjunto contiene 1_odas las c!itlateqias 	problema, 
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La clase de las estrategias admisibles corresponden a - 

la porción de la frontera del conjunto convexo. Esto es, las 

estrategias admisibles son s3, sr. y s(). Ademas las, estrato-- 

Bias mixtas que unen esos puntos constituyen la parte admisi 

ble de la frontera, mostrada con la línea gruesa en la figu-

ra 3.1. Es claro que necesitamos considerar únicamente las - 

estrategias de la frontera, de esta manera tendremos reduci-

do el número de estrategias consideradas. 

3.5.1 CRITERIO MAXIMI E 

El criterio maximin especifica que se encuentra la míni 

ma utilidad para toda estrategia y se determina el máximo de 

esos mínimos. Del ejemplo anterior, todos los mínimos con --

respecto a 9 se representan por una recta vertical y todos-

los mínimos con respecto a 9, por una recta horizontal, Cuan 

do se consideran los dos estados de la naturaleza, las dos_. 

rectas se intersectarán en un valor mínimo común. Varias de-

dichas rectas son trazadas en la gráfica do la figura 3,?. - 

El nivel e1 
	- 
representa los mínimos valores (C.,C) para 01  

0 . Se puede imaginar a lao rectas que se iii(&n 	como- 

una curva de indiferencia que forman un ángulo recto, es de-

cir alguna estrategia que proporciona una (anareia de e cuan 
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5(  5 

3 

2 - 

G2 6 - 

/-111.1______ e2 (C,C1_ 	cl 
/s*(3.47,3.47)  co  

ri 

£32 
(1
1  

3 	4 	5 	6 
r 

2 

do ocurre 01 es indiferente de otra que proporciona una ga- 

nancia de c cuando ocurre 9, . Todos los puntos de c
2 
son --

d. 

igualmente deseables y preferidos a los puntos de cl. Para - 

localizar el máximo de estos mínimos, debemos hallar un pun-

to en el conjunto S que toque la curva de indiferencia más 

alta. Por lo tanto, la estrategia mixta s*  es óptima utili--

zando el criterio maximin, porque nos permite llegar a la --

curva de indiferencia más alta c. 

1 1(J. 3.2 1NTERPPETAC1()N CEOMETRACA DEL CRITERIO 
MAX1M11. 

El (onjunto de puntos ((;18(;,) para lou cuales la menor 

de lals coordenadas el; cuatr, 	está dIstonalo por: 

ir n 	- 



y es el conjunto de puntos en la intersección de las dos se-

mirectas. Una es recta horizontal para la cual G2=4 y Ci > 4. 

La otra es una recta vertical para la cual G 	2 =>4 . La 1 	/  

gráfica de las dos smirectas se muestra como la curva de in 

diferencia c,. Cuando decrece la curva de indiferencia, las-

lineas de intersección se mueven hacia abajo y a la izquier-

da a lo Largo de una recta a 45°  que pasa por el origen. El.-

punto de intersección de las rectas que tocan la parte admi-

sible de la frontera S, es el punto correspondiente a la es-

trategia con máxima utilidad esperada. 

La ecuación de la recta entre-3  y s. es 2' 4 1 HG.=13.2; 

	

5 	1 	' 

la ecuación de la recta al origen es G, 	(1. Por lo tanto,- 

resolviendo las ecuaciones simultaneas, el máximo punto en - 

la frontera admisible es (3.47, 3.47). Ahora de la ecuación-

de la utilidad esperada tenemos: 

G(s 	- (1-1N/ ci(H1  	) 1 1 '  

S.47 - 3(1-W) f 1,nW 

S); 	o,». 

y,„74 

	

J.1 1.iILtO cud- z espai , le a Idia (St at...(L1 	IXt a (11) N
3 
 y su  , 

con probabálidades de '.14 y 	respectivamente. 
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3.5.2 CRITERIO MINIMAX 

Veamos como convirtiendo las utilidades a pérdidas cam-

bia la posición del conjunto convexo S. Para convertir las - 

utilidades a pérdidas restamos de la utilidad más alta para-

cada estado, todos los valores del mismo renglón. De la ta--

bla 3.12 se obtienen las pérdidas esperadas de la tabla 3.13. 

TABLA 3.13 PERDIDAS ESPERADAS PARA OCHO ESTRATEGIAS 

Estados si s2 53 54 55 s(, s7 S8 

9
1  

1.8 .8 1.8 1.4 D 3.8 2.8 3.4 

A
l 4 4.4 1 3 3 O 1 2 

Se representan estos puntos en la 	 &p 	3.3. 

R 

 

FI G. 3.3 1NTERPRLTAC1C1: J-(-)METRICA DEL 
CRITERIO MINIMAX. 



Se puede notar que el conjunto convexo S es el mismo --

que se tuvo en la figura 3.1, excepto que la parte admisible 

de la frontera está ahora más cerca del origen y el conjunto 

toca los ejes. La mínima pórdida esperada aparecerá a lo lax. 

go de la parte admisible de la frontera (línea más gruesa). 

Para hallar e] máximo de éstos, se traza una recta a partir-

del origen a 45°  que localiza a la estrategia minimax. En e.S. 

te caso a la estrategia mixta le corresponde el punto (1.42, 

1.42). La estrategia mixta s* es una mezcla de s
3 
y s

5 
con 

probabilidades aproximadas de 0.02 y 0.18 respectivamente. 

3.5.3 CRITERIO DE HURWICZ 

El criterio del índice 02 de Hurwicz tambión puede mos-

trarse geométricamente en (los dimensiones. Este criterio di-

ce que se tome la estrategia que maximice (rn -t (1-(C) Mt  

donde mt  es la utilidad más pequeña y M es la utilidad más-

grande para toda ostral lía s
1 . Ea ecuación anterior en una-

recta con pend  i ente (li, - fi:// (1-te ) por arriba de la recta y - 

)/(r bajo la reeta. Las estrategias para las cuales G2  

es la más grande y Gl 	la más pequeña son aquellas goe es- 

tán por encima de una J.( ta a ar
e
,, orce 34J muestra en la fj. 

gura 3.1. 



G9 	6 

5-- 

4 

  

cl  

co 

134 	S r  

3- 

2 

I 	I 	1 	1 	I 	1 
1 	2 	3 	4 	5 	6 

FIG. 3.4. INTERPRETACION GEOMETRICA 
DEL CRITERIO DE 1IURWICZ 

Podemos trazar una cuña en la gráfica, tal como la rec-

ta el  , que represente el índice 02. La coña que representa-

a 02=3/4 está dibujada arriba del conjunto convexo. Los pun-

tos tales como 00' y OC" en la recta representan combinaciQ. 

nes de Gl y G2 . Moviendo la cuña hacia abajo y a la izquier. 

da como la recta co, que toca el conjunto convexo S localiza 

la estrategia admisible s* que maximiza el valor del índice-

OC cuandr.. OC ,  3/4, En este caso el índice Oe es un máximo - 

para una estrategia mixta que es iMntica a la estrategia mg 

ximin. 
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Estrategia de 
/ Laplace 5 - 

G
2  6- 

4- 

3- 

2- 

2 
1 	1

4 5 
1 
6 

1'1 

3.5.4 CRITERIO DE LAPLACE 

En este criterio se asignan probabilidades iguales a ca 

da estado y hal,wnos la estrategia que tenga el má:d.mo valor 

esperado. El valor esperado para el caso que estamos conside 

rindo está dado por: 

E (U) 	G /2 * G /2 

esta es la ecuación de una recta con pendiente -1 que puede-

dibujarse en una gráfica como la figura 3.5, por encima del-

conjunto convexo S. Moviendo la recta hacia abajo hasta que-

toque el conjunto convexo S, localiza la estrategia del va-

lor máximo esperado de acuerdo al criterio de Laplace. 

FIC. 3.5 1141LRPREIACIOn GEOMIlklcA 
DLL CklTrRlo DL 1APLACE 
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En este caso, 5
3 

es la estrategia que maximiza el valor 

esperado. Para cualquier otra recta más baja y a la izquier-

da proporcionará una utilidad esperada más pequeña. Por ejem 

pio, en 53, E(U)=3/24-4/2=3.5 y en s, E(P)=4.0/21.2/2 	3.4. 

3.5.5 ESTRATEGIA BAYESIANA 

Una estrategia bayesiana para dos estados de la natura- 

leza es aquella quo maximiza G(s) 	(1-W)G1 4-  11(72 . Para lo- 

calizar una estrategia bayesiana en una gráfica trazamos una 

recta con pendiente de -(1-W)/W arriba del conjunto convexo- 

entonces moviendo la recta paralelamente hasta tocar S, - 

encontraremos la estrategia bayesiana para cualquier probabi 

lidad a priori. Por ejemplo, si. W=1/3 y l-W-2/3. La recta --

con pendiente de -2 toca a S en s. como se muestra en la fi-

gura 3.6 la cual da el valor esperado máximo para las proba-

bilidadel; a priori le 2/3 para 91  y 1/3 para Al  . Las proba-

bilidades a idriori le alguna manera son conocidas antes de - 

le obliervaern del resultado del experimento. Witese quo el 

criterio de Laplace es un caso especial de la estrategia ba-

yesiana cpri iqal probabilidad para cada estad( de la natura 

leza. Las esf.raiegias bayesianas corresporlientes a todo con 

junto le pr(1£11,1J dades a priori cciienen lolas ias estrate_ 

-14 
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3-r 
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4 

gias admisibles. Este hecho es una ventaja ya que se puede - 

considerar solamente la estrategia bayesiana para una estra-

tegia óptima. Una segunda ventaja es que representan única--

mente a una estrategia (no mixta), liemos mostrado que toda - 

estrategia admisible son estrategias bayesianas para un pro-

blema con dos estados de la naturaleza, el mismo resultado - 

puede obtenerse para n estados. Una tercera ventaja de las - 

estrategias bayesianas es que se pueden computar facilmente. 

C. 

3.6 ESTRATEGJA PAYLSIANA PAPA PPORABILI-
nNus A PRIORI 
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CAPITULO = 

CASO PRACTICO 



4.1 INTRODUCCION 

En este capítulo presentaremos el tesultado de un estudio 

sobre la rotoci6n (le cultivos empleando loa pr -incipios de lema 

de decisiones. 	Este estudio sirve 	a!'licacTi(';n co.nreLa de- 

los conceptos .1..e.(1r.i.cos desarrel lados ant 	 e 	1i:.  

acciones y estados de la naturalea, la pre , irT.'.- acin cuadraticn 

y el uso de la funcin de utilidad. 

El ostuclic, con!s:H 4, 	 cnut de(.711.11 

y la cant.idad qi 	no dele!, enit 	le cada 	de c, 11e ,.;. 	be - 

scleccion6 una impoltaLe ‘-'1 1- a do ;a ro,!.1n ln , nner .z.;, la cual - 

tie.ne suel.o '' condiciones el i33i-11 	 :tan- 

90 de cultivos C(11 	 al t 	 .4 .11,1; La mayor 

parte de la tierra esLi ('ultivad 	 e, 	111(.1fa r  

mel6n, vid, mzif 	Hst.:o o It 	 ri'SPee 

tau al inijreso Lru1n, 	('st 	ea:1) ie.:. r.,d 	• 	 i 	 4.',11.  1:1`: 1 (11 de 

1.a 1,1-(,(1!re(' i 	, Iel 	(1,11 t','',e 	1 	a 	 1 , 1 ; 

El 	prob 1 en a de lee.i u 'el. 	tu I 	u u 	• 	 .1 n.p• 

1( , ; 	11( . 	1¿ '., 31 1- (.1;f I 1 

jj,•1 !14 t• 	:s 't 	 1 	! 	o I 	net 	4,1 	ma, f•,r 	1 

.1iHk, 	si) ,11 

,• 	1 



es que se enconLró mayor cantidad de inlornación disponible pa 

ra la realización de es Lo estudio. Las fuentes de información-

fuerón: La lecretaría de Recursos Hidráulicos, VI insuiluto 

cional de investiqaciones Agrícolas (INIA) y el Panizo de Móxi- 

co (BM). Con la informaciOn obtenida 	formaron tablas que in 

volucran los diferentes cultivos, los cuales están en términos 

de $/ton, tonfba, y al combinarse nos proporcionan una tercera 

en tórminos de ::,/ha. Esta última es ampliaente utilizada y se 

encuentra representada en la tabla 4.1, la cual proporciona el 

ingreso en ni len de peses'ha, pero tiene el inconveniente de - 

use las cantidades norm cemparables entre si, porque no di--

('en que culUive proporelena mayor beneficio en ene año. Para - 

nuprimii este inconverienle se tomé) en cuenta el porcentaje de 

inflacin de cada uno de los a:"1<<r; involucrados, se neleceioño-

arbitrariaPlenl_e e 1')7- come el año base u se obtnvieron los nu 

meros inHce ‹lt -  la tabla 	al año 1»7 Ii, cerresponde - 

1..1-1'.921 	11. 11" 	1 f 
	

1,<, 	 11.1i 	'1 1 re111 	eld e a 	1971 

• ! eerce!.1„! , le 	 eT• 

",t 	<' 	 SijOS- 

<11 



obteniendose de forma análc.1,1 	ano anteriores. 

Al aplicar estos numero: a la tabla d.1 se obtiene otra - 

que proporciona cantidades comparablen entre si. ClA 	por ejem- 

plo, al algod6n en el ciclo 199-1970 le corresponde la canti-

dad: 

inEseso _por hectárea en el ciclo 	›: 	l O() 	1.255 
número indice del año 	9 7 

Realizando operacioner; nemeanten o la anterior, para tp_ 

dOS los productos en cada ciclo, se í )(iene la tabla 4.3. Es-

ta tabla, desde luego, será utilizada en los cálculos subse--

cunntes. 

N6tese que el haber el.;c( ¡ido como ano base 397o, implica- 

necesariamente (.p.ie 	cic lc Par:e 	a 19./0-71 . 
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Tr›.1.31,z1 .1 .2 Pe P.C. ENTA3LI DE 1 '1,1.".'.: i : '..' : :". -. : . 2.':  

	

.....__________.......... . . ............ . 	. 

PO i:C. I ;:.2.1'/13 F. 	NumERo 
ANO 

	

1)1' 1  N11...LACIY.2.1...,. 	...1.1.11,...I.I..(..J,  

.1.045  

	

1946 	 35.2 	 :DI: 

	

1947 	 1.1) . ,.) 	 44 

	

19411 	 24.1.! 	 51 

	

1049 	 9 ..1 	 (, 3 

	

1950 	 9•3  

	

1951 	 19 . -; 	 75 

	

52 	 ..- 2 .2  

	

195:3 	 -- 1 .0 	 70 

	

1.954 	 0 .4 	 57 

	

1.055 	 q . 	 c)2 
4 .7 	 (4'3 

1`.! 57 	 4 . 	 71. 

1050 	 4 . -I 	 74 

1950 	 1. .2. 	 77 

1.9C0 	 7{1, 

1961. 	 ci .9 	 92 

19G2 	 1 .: 	 3 

1063 	 5-5 
1064 	 4 .2. 	 135 

191....7. 	 1 .'',  
1 .3 	 <i 

	

1067 	 2 . ' .1 	 52 

	

19U4 	 ..3 • `, 	 ‘17 

3 , 17, 	 i. , ? 	 1. rin 

	

1071 	 • 	 1 

	

1972 	 4 • '- 3 	 11'2 

	

19'77, 	 11$:: 

	

1'.174 	 13 . -. 	 1 4' 

l' '7 ., 	 1 	. -1 	 llí 
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.2 OBTENCI 	 1.'1›.1.)fl': pp, 	• 

Lar:: 	 1<-1. 	j, 3 	 ,..., :r i p 1 :y:a4•343 	•••,,< 	3 4  

uri.t 	(3.i,st, u .i.))1.1c 	1-..)4 	 r:,<•,111. 1:a r•<,;(•< 

nal , 	(.711,1 	 31, 	 1 	 4• 44.1)1.4,•• 	 i"..1.;..2 

descri 	V.)r 	I(  415 1;4:)4'.. ':11'1, 	fia 	 i.d1,,•7ja, 	(•1(()  e1,1 la 

<11.: 1 .1 .1 ; 

1 
iru3iI c_I",...3 111 T—: 	i¿i 	' 	 4:3•.• • 

¿i 	1¿145 	 1 	 c.11•4 	 •l 	 [1:1: 

,• 	1, 	». 	 ,. 	:1. f:1! 	4'17 	1. 1.• 	1.11,- 	k"., 	J111).3).i (1.1 

111.111t 	114112 	4':i 	e3 	j 4.4 	 4"1 . '3 I 	131' 	 1. • 	 la 

•.! 	 1•••.<1•• - . 	 :!...4•,•!1..a• • 	••• ,•11.2 < 1.1 ,.. -•':a de- 

c 	4', 	:t':1:1:4  
	 H. 	1, 	••,,,,3 	d 	(.,., 4; 	• 	1 

	

11.1 	 •:, 	1' '.4::.), don 

	

1,1•.1.•1?...t 	 i • •141,1(.id, 	•: 	•••.1 	 ,.• 	 <,- 41 

la ,"41•va 	.H•vi !<:,.< 	d -.471.1; 	.• 	 1a 

4 	44t 	14. 4 	1..<4•1<, .1 	id . 	•.•11 	14 ,- 4 	•1, - .i 	.1. 	, I<-141. 	3 	1,7<  

i 	 , •44 	 •:141!. 	,•: 	• • 	. •• i , 344 	 ,• ' 	a 3 ;4  :1;1 	1.<••••-. 

•1,• 	• 	!. 	 ,1 	• ,4 	: 	 a 	.1,. 	 •• j 44 	 ,1; 

• 34 	 II 

• .4 ; 	 : 	,*, 	I 	 4 , 	• • 	it . 1, 	• 	c 
	

•• 	111. 	1:1 	,< 4 	• 

1,' 	• 	' 	: : ,.: • 	 cf 	4 , 	*4..1 	; cI 

1 I 	• 	 I  : 	; 	 , 	• 	 1 	1 

•f 	 • 	• 	,• 4 	4 !1 47 4-d !,/,-4 	--•-• 



del inojresc.) con menor ve.rieeo 1 i; mayor es.1;eranza del ingreso - 

con la tilir-arta variancia Ó mayor (:-.,;31,(..r/san;:a del. inireso con me-- 

flor variancia. Por le Lanio, 	obten(ri.Ón clo la Lrontera efi- 

caz simplifica le al t.ernat.iva inal del. problemi, Por rest.rin 

oiir ci rangc.: de acciones admi si.D1 es • 	as que est.6n situadas - 

en la .i'rentera. Esta u i.rnp.Ll icacián supone desole l.twcio, que - 

la 	ribuc ión le os in,.;resnn para cualquier acción puede - 

ser descrit a por snulia 	ver i ancla 

• ..1 

•e 



Supongamos que hay n alternativas de cultivos, donde qi  

dedicada al i.-(Ssimo cul- representa a la proporcián de tierra 

1.  „ 	 2 
tivol 2, q. = 1 , 	7 a la variancia del ingreso neto del 

1 
	

1 	
-- 

li=1  
i-ésimo cultive y r.. a la correlacián entre los ingresos de- 

1 

los cultivos i,j. La esperanza de Los ingresos para cualquier 

sistema de cultivos es entonces el valor promedio de las espe 

rahzas de los ingresos de cada cultivo incluido en el sistema. 

Si se supone una distribucián normal de los ingresos para ca-

da cultivo, la esperanza de los ingresos (I), emPrenndn en mi 

les cle 	neet.;re-1, 	 pur: 

g. 1. ... (4.1) 

1  1  

y la variancia por 

1 

 . (1. 2 ) 

	

donde la int ,.racei.'m ent re ....III j'II .:; (.'1;1. 	1'...1.1" ,'54.1111 	1 "t 

	

')'U • 	1 () 	j7l, 	I 	
I 	1 	' 

	

I 	•1 	'1 	pl 	 t 	1 .1"; 	 !II': 	1 -  • 	1:1.1 

I 	 nes ,..;(:-U.1 s: 	t 	I!: 	 1•,1 j. ti 1 

l 	 i • •1. 	I 	 . 	 1 	ti 

it 	li' . 	 ' 	• 

e 

	

/ 	I ,.•:t 	 •i»:  1: 	 le" 	ti 	a 

1 r) 
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cias sistemáticas, la producci6n tiende •- elevarse con el ---

tiempo debido a cambios tecnol6gices, .1 1)roducci6n y los pro 

cios generalmente aumentan o siguen movimientc...1.; clel.íc...,s a -- 

largo plazo. Las medias de 1(...s in9reos en 1:-1 t.alyla 4.1 	- 

los promedios de les cinco aüns más reoio:Aes de la serie de 

tiempo usada, ya que es La 	i1:ae:i6n 	11J 

esperado del ingreso para ';ida 	 pít-jur 

estimador de la var Lancia lutura e:; La ::erie 

Da(.17.1:7,ln(.!!;t.3 Tnac:' 	 1C. 	t.. al. 	.; 	ri 	 (r, 

(112!SV 	i 611 	 ) y la 	i 	c.::111:1 iina.:i..n de 

!'!-! 	 •-•-• 

iones 	:I) 	(4 	) . n 	1. 	!!3'.^:y.' I .iezi 	t 	le; 

nes  de  ,:-:-,111. -jv( 1:3 	! 	 .:1+:1..1(1,.: 	 res! r 

	

(.! 	'Uf !! 	 , 	 74.-;,, t.r.i.1.•!:]. 

la media 	1:i 	 1 	 dell), 

.! 	1 ! 	 1.  • 	 rd. I1 	 4/ 

t.¿Vi 	 1 	 o , 1 
	

, it' 

ni • 

( 	) 
	

í 	.; 	! 	1. 

.•:, 	-! 	!!!• 	1! 3! 	 1! 	:! - ít.›, 	1,11: 

14 	 1 	 ! 	 , I.t• 

1! 1 



La media de esta rotaei.f,n de ci:1t_iv(7-:3 eG: 

	

= (0.0875)(12.233) 	(0.07()(1(..0q7) h (0.h2)3)(2.1W1) 

	

(0.0100)(15.791) 	(0.1.111)(7.772) f (0.0(121)(1 -3.813) 

= 	(en milen de peso::, 	hectírea) 

variancia es: 

,9 
(t..).¡:170)"(',...1'..1‘: 	(0.629:3)2(0.7511)2 

9 	9 
(f.. 1.1411)(2.,H) 	(11 .0(, 21) - ( 1 .253)2  

2(0.01,{75)( 3.181)  

(0.(q)(0.5212)(4.(::29) 1  (0.1,111)(0.4.194)(2.430) 

+ 	(0.0(.21)(0.!,91A)(4.2r)l)Hf 	2(n.f -'7(1(5.133 )( 0 . (,2-13 )( 0.758) 

(0.371.1) 	1. (11. 1.11) (0, (•;. 	 (0.1,111)(0.011.4()) (2.4.30) 

:1.'.,.,... • .)(n.7')1., Y(U.n1)(.581.4) 

(,1 .c2,...0 (* . in] L.,:..1.11 	1 	(1...C:(:2.1)( 	. r-) 1 •10.7 	( 11 • 	2'3 3)1 

4(CI. (in 

.¡ • 2 1-5 V 	1,  ;1 	„ 	1 .1 1 	) 

1 	) 

• .t 

( 1--• 	. 	1.1 	( 	) 	1 	(0, r1í,   

( 	H*".1 	 (,; 	. 

.1.h.• 	1 	i. 11.• 3 1 1 	i 1 • • 
	• 	1 . 	1: 	111.111; 	• !' 	li1jeiente 

11',1.1..t 	f.' 	'1,1  I 	'11.! 	.• 1 !I i:1 	: 	.11. .1 

f 

I ' 	. 	' . 	' 	I 	! 	 .1- 

hl 

, 2 = 



e 

z a 	: 

Isuje! a a : 

0.01 

t ) 

41, 	un 	4,Hr u 	1 un,H„,  

ie r 	c441t 	 c,141,.4 

...v. 
r»;•4 - e4.-sc p:-.41 	 ; 

::,,nrcent.aje de 

k'su 	 u.4141' 	 a'„:7a d4 	a4Tar- 
1:3 va 	 4 • 	1,1 	,111,t 

4•ty),;'. 1 	4 , 	)114 t 	 1"41,1" 4'14 + 	 I" 	• 

1 	 uid 	t. ' 	, t 1 	t1: 

• 'i ,  11 " ',',' 	, ' 	 . 	'":"'. ' , 1" —. 1 	. , '1J: 	hl 

',...4 	' 	' ' i ' .' '. 	1;  

Lit 4  1 , 'r •I'll ' 	 .,' i'', 	', 	 ', 	1 	, ',"1 

h 	 , ,I: 	 . 1. i i  

;I 	1 

' 	 1 ,  
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La solución procede paramaricamente (ver programa en el 

apóndice), con una 1: inicial igual a cero. De este modo la sp. 

lución muestra la máxima diferencia entre la esperanza y la - 

varianci.a de los ingresos. Esto es equivalente a encontrar la 

mínima varianci.a para cada nivel de ingreso esperado, lo cual 

es por definición la frontera I'-V. Ea solución paramótrica pa 

so por paso esta mostrada en la tabla 4.G, con los puntos de-

esta tabla se forma la frontera E-Y (le la figura 4.2. Cada --

punto de esta gráfica representa una combinación de las pro--

porciones que se deben :prda'al' de cada uno de los cultivos y 

se consideran como una acción (a.) 

Observando la tabla 	la uolución óptima es la acción 

a,, la cual proporciona la :.layo]' esperanza con un valor de -- 

10.r)(1P 	con una variancia de •.047. I a cantidad que se debe- 

sembrar (le cada cultio es: '..).9.r; de algodOn, 7.4: de vid, -- 

H.WS de maíz, 1.11 de jiteprAlc, V.',.(/ 	de sandía y 2'1.01 de 

melón. 

-1( 
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4 .3 	SOLUCION 	IMOBLEMA tr;;ANDL, 	1:1:1•;C:1.01; I rc:1.1 	cU 

DI•tAT:ICA 

Veremos a conl....i.nuaci(n1 cua.1 	ii..dH 	iy,a•- 

ra un prol)lerna conio 	 3ande 1ntr.c 	vit 11 

L11  e] car.)i.: 1: 111(.., 1 1.1. 	 ent:4'on1..1..ar 

des cuando h34.4 un 11,..4.1lero (.14.t 	 la 1..atut.- a 

za. El criterio d( 	 t a; 	 1. ilai a ori.9. 

ri conocida c.iiI.: &Jn 	 sperat.1•. , de las - 

acciones disiu.m.l.1.»es. 	 1 

cst.adc,s 	 1.'¿.! 	r e:...5rerad.., 	 ¿lec:16n 4. ienen -- 

que ser (..mIcontradon para una 4.4,:trIal5ie e..,nt'inua 	drupc 	va, 

	

1-1 13í cl.latsidG t•1 	itil 	al lc 	 a 	Ihua, 

una acción transftn-rla a est a var.iall- en tltta ..Lir:11051k., 	leats, 

r. i.a X, la cual reprenenta 	renn!iados t•>11t iti •••5t; de la de -  -- 

ej.611. 	Denut i?.!1".0:i a 1 : ( Zi 	(7, 	. i 	a 	i 1 i • iztel 

"¿I " ./ 	 (Id IIIt 	 i 	i 	 • 

1 a 	tii?3„-i , .!, 	 i 	r'r •::,r • 	.:! 

cias t(.5 	 d ' 	'1! 	alta  
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La utilidad esperada de las demás acciones se calculan - 

de igual manera y el resultado de las mismas se muestra en In 

tabla 4.7. 

TABLA 1 7 UTILIDAD E SP1.!:P. ADA 

PARA LAS ACCIONES a • 

ACCI ON 	E SPERANZA DEL E SPEIM ZA 

MARGEN BRUTO DEr, I N C;RE 

4 

1 	 O 

5. ocio 

no(.• 

5  

1.00t) 

7 	 9.r:00 

1.; 

0.042 

0.094 

2.011h 

11 

r,.1 t;7 

7.70,1 
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, 	 f 	111„ 1 	4•,;It 	 1 	1: 1 	1,1, 

	

-1•1 ! 	• • 1::,1 	1 	il'.•!¡ 	 1.1(1:1 1 	pi I 	dt' 

r."- < 	, 	•¿ ,t 	1.. : 	 .), 

.! 	1 4. 	 S3i• 	 I 1'1, 1 	r 	 f. • 	1 	!P..' 	1 a 	1.1.11', 

;11 , 1 	in.'J :en). 

17,1 



‘1 	 hii. 	 711)0 u'i'1:N1.1)üe7O1;‘i 1<lt:';;Plt:(_!?‹-.) A LAS 

DECI SIONES AN`1,'ERIO NE S. 

	

En la t.a1J17, 	 la 1!! 	eta 1(• 	 a -- 

CIAD: ivada da 	 t 5 	:Luc ae Ic•:; 	•n 	1. e': te 	'1 , 

el 	chel.0 19, 1 re--elt. :Peal e (.1. 1'17 	-7t,. 	'ara nade ci t,„; 

la media 	la va 	i iwet 	Cl(' 	I ,-, 	;''a que' t- t:, 	I a Ce„‘(..*,et i.el'en - 

1.2. y 	lea a re,tvel 1. eeie 	e 	tfttlie 	rate 	re”' crea. 	 1 	1-.¿.11 , 1 a 

	

partHa de , 	 :;y 	 Hat. etle ! 	f' 	•1. , ce- 

	

a 	e 11:t 	ti! 	.! 	1 	 , 	•11 1 	ft:1 	de' 	1,1- 

r(..)U,'!.. e 17 ,•1 	PV, 	1' 	re 	1, ye 	le 	2 - 	 . 1 , 11•• 	eclI 	e • 

:, :icet.t.:ts 	1 • , 	:1; •1 	t,e 	;t. 	. • 	t- 	•• 	 • ttt 	t 	t., . 	 i 

cecee eje JP:1, r("!!!,( ,  ''el 	 red eclt. • 	1 ,t 

()M,-11- 	 P. 	 vier e  

	

Par, e 	 i t, 	 e 	 1,11 ,  , ;te t t.re 

1 1 11 	r 	• ; 	!:-!!! 	ad! • 	1 -i 	• 	t!I 
	

!!,  

, 	! 	 11' 	 . ,e' 

¡e 	e 	 , 	• 	1 	t. 	• 	e 	i 

t 



'.1711q..;\ 

PoReEt1'r.71,71: DF: 	 ciLE cui,TivADA 

EG1 (pl.,: 	Lit( ;1..'I.,;F:P.71 (.:(.)is.i I . Y 	1)O(1.  

'D( , ?•ü1'I'P: sAr.ir:ii A 

01.53 n020 
.(5 0035 

01•15 .0032 
0C/P,.5 . 0025 
(310,1 .001H 

, 0070 .5c)21. 
.0105 

oofyn 

ono9 

19154o 
1946-17 
1917-40 
19413-19 

. 	̀.',703 

.0,J2:1 
,13546 
. t';41 0 5 

VI 1) 

. 023,1 

. 01.14 

.01.)3`.1 

. 0113ii 

. 	137 ,..)i) 

.1:(7 ,ft.: 

. 	10 ...3:,! 

.1.11.5 
1`9.49-5(; . 9053 .1.1117 ,, 0677 
1955-51 .9221 .0103 .1- 5 1.-)7 
1951.-52 .9652 .011(,  . n126 
1.952--5:3 .96n1 .512G . 01 :',9 
1953-51 .955:? ,. (LID) . 	(L..,?(H':, 
1954-5':; .9695 .1M)H4  ,)1L`.) 
1955-5(.. . 9726 . 	(.)09:`. . (t..)71 ,  
1956--57 ., 	'17 	.- 1?; . Gi).10 ,0169 
1957 -5P .,"3'7 . 	c., 1"c- ':), .1., i1i.; 
1951.3-59 . i::',9 -2 .f 	:1(.)(3 , 	1 	...11 
1959-50 . 3̀ 31'., . 	(.1,1'3f 	, „ 	i.(1(,-: 
1`360-(;1. .0£31(, .53,1' .1.1(,'11 
1961 --f e,2 , ni3,1C .1'.15 '  ,(1074, 
1962 -h3 . (5315 .3i.)(J2  1 	1' 1 ,.1. 
1963 -0,4 . •.300 . 	C'.1 .1 .11 - 71. , 

1963 -II, r.) .1376., ,i(431.1  (17,', 	-.), 
1.965--Us . 	''.1 	'II  .1,11.1. .1. .H(1 
1960: -(7 , 	():15i.,  11 	1 
1.967-61' . 	I 	.f. ,(4, . 	1 	, ' I ' i,  

», .14- 	17 

4,1'1 , 	(i' 1 1 	,' 

1:/1 
1 :1. 

-7.,  
197 

.0010 

.00313 

.0035 

.0029 

.001 :3 

. 0016 

.0014 

.0017 
(1031 

.0011 

	

00'2 	5514 
()(;», 

	

5( .172 	.H037 
.C!(i(;11. 

	

CIC15.3 	.13,)21 

	

n047 	.1»,522 

	

.1)1.:49 	H)(1(1 5  

	

11,_136 	5o06 

ntuw. 

;1 9  



TABLA 	4 .9 

MEDIA Y VAR I ANCLA DE LOS INGRE L-1.)S 

PARA CADA (21.(,0 

CICLO 

muu 

1945--46 
1.946-17 
1947-40 
1940-49 
1949-50 

MEDIA 

PE:.;ostucTAREA 

R. 752 
11 . 600 
1.1 . 376 
11. 21-31 
11_ 6 53 

VAR1 AN el A 

5. 322 
10. 34 3 

9.747 
9. 598 

10. 54 3 
1950-51 11.7(1 10.792 
1951-52 12.174 1.1.655 
1952-53 17.207 11.062 
1953-54 12. 0{41 1:..472 
1.954 -5r, 1.2.1 	I ri 11 .655 
3.955-56 12.21.1 11_770 
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En el. c..api. tul o III su Fuesen to una ' 	í a de las s [tila 

ciones cle (le(•H 	()nes , 	car acte i 	ida una fle esas s tua 

c iones con O jempl os s ]m1) i 1 y,idos emr, o 1 :n de 	1 	r ar , lo - 

mejor que sea po:•;ible. , 1'i 	i 1C 	..iener a 1 e:-.5 de i 'iteres 

En el 	p í u lo IV:•. 3o Vi 	Icu 	 n t. ( )11 anterio- 

res 	i un caso pract 	 1 cons s te en LI opt imi ....ación de 

las ut ji idades del i nqr e so h. ud. en la pc.:,rei on do jorra di- 

1)1e y .1,3 r..)! 	 el: 1•I re: 11 on 1 alune"-  a • 

1,a 	 1,1 	3I; ..'rec 	 ##.1311 	1:1S Cr,- 

municacior.e 	ade 1 :1 1:1 	#: 	 ,t; 	 i 	os- 

i 	í1 1 .os , 	ey.11(u 	t 	 1(' (1n 	I:1;'iphllar ia  

para plant ea:- 	 1u 	1,1 	le:,  de lE 	101  

rec,. 	(1( : 	i •u 	1 -1 ii•• 	df,'• 	I 	:••.#•• 	1 	I '14 	• r:11 t t .  1 E .4114,1; 

ile 	i.11,•<•.,1 t. i (1, 	1 e 	...e 	pa•, 	 • 	• 	 siem 

j:,re 	 : 	t:: 	1 	. • -• 	I # !,* 	 111 	,••# #)14•1 (111 

# • • 

I 	:• 	 qi1,1; 
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sistema gel:en-A:1 econOmi4•O. 

de 	ccul 	p: 1 1it't 	:v.', en ji de 4 (III 	1J:1r 	- 

y 	je' di 	 C.1CI extenta 5, 1 
	

(1 a se hace lii nctp i.e en 	13 --- 

técnicas (le :tules tr- ec.: est aci 	i.470, 1(13 i..111;11_ ¡Si •,'• 	c()3t,()5 Sejun 

los 	c:e n 	os cie re s 	i I 	i1 de: t e 1:1:11.1 tacla , 	 i nist r ak:7 i.6n- 

adectiada de :1()s reev - so:3 1 inane i 	, 	E:ias Ile.r: validen t:i.is - 

mo(ler.n¿is se 	JILi 1 in jhIFI re , -11 eq . 1 	,)17 ,1,:tr. izar ! :1 jn1riu- 

ión 	neccar.  i 	 c., ;3 	 '., 	1 '111 VA.? 	 <1 ()I; 

1)37 cyced 1.1111.0 ilt..c) 	(11.;(.,1';•.1;" 	( .11111 	t1(2 	1 a 	; ;pl." 	ole 	(.1o:•»•  

Mochos 1151co I ,..)9():.; 	 f ..q..en por li t eo 

.t .i.ii 	de 	4104....i.1: i.onel: 	a 	1 a 	c44. 4 . , 	c4tn:,• 	 1 	i1l 	111 .14 .1 	p,.1r1 	121 	e 

t.11.1(11(:) de:1 	‹.441:1-.,clut 41:44 i 125t 4 .4 1:uman4 - 4 	lid 	du., 1 	4) (4:1 .¡Epp4), 	SU o St- 11.  

(11.(1 C: 	i It, u 1- 1.n ei;;;: 1i ;ti kle 1 	viI i' de :in 1 4.4(1.:(.., o 411 upo (le 

i. 	i(lurn; 	 :11 ...,ut 	ttt 	051 	 •:, 44 	1.(45 

4:1e 	t 	41( 	51 	:1 	c•:- 	• :: '.•.),••‘• 
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pecto a 1 as ella i. dados del producto ci si. 

Por le) (jora] 	el pr 	in de 1 oma de de c i si cines en -- 

las organizaciones comiere i.a 	cor responde a los indi.viduos que 

se dedican a la 3M:int s tr 	. Ese pr i.vi 1 eg lo supone la res - 

ponsabi  1 i  dad de cerciorarse de que se recabe la in formac ion --

adecuada a par ti r de todos los compone nte u impor I antes de la - 

Organtzaci.6n 

El 	en roque de 11 t. 	í. a r)ct1d 1st 1 	(le 1i5de 	S 0110 S 0 13 -'  

Un re1(?.  t odo de 1 as material cas api ia.i 	pues emplea un ruede lo- 

ma tema 	par a r e pr ese n iar una 	 ion real de i !iteres . El- 

dcci set dele percatarse de lo bien fundada que este cualquier- 

dista r ibuc rii de pri.labi. 1 idades a pr 	i , con el f in de j uzgar - 

cuán 	cjn 	lil IVO pne(1e •er 	Ii 11t 	1 ,ayes rail°, para ayn - 

darle 	r 	 :111 prilema de de(' i 51 OliC . Aderb"19 ion dec so- 

re .3  Llenen 	 i zar lo prp1jiul 	11 int erpretar el re-. 

su 1 ad ,  de un 1::,:1e 1 o 	gu.e , 	Hl ("3 	 11 -11 	 prmtlar cla 

ra;!:eui e el: est a: 	-ira.. 	Ittleí 	e 	1-Ion (mi los pro 

4 	 t-11 1.j 	1H .r !' . 	 11•' 1 U/0 	 ' j,, U 1  •1 	.. k1,11 

4. /:%(. • 	 f:Lt o t 	 de a.:u 

• • 	- 11114. 5 	(lit 

•! 	4 ,  0 	111, 	• 	• 	. 71 
	dt:.= 1 	re 

- 	 - r 	• 
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za que en la nqen ter fa y la dirercion i.ndu 	r i.al . En e feet:o, 

es di. Cíe i. 	sobree s lma r las con'," 1:tu:iones de la Est adí.nti.ca  a 

los problemas de pr 	C bn, a.1 uso el.  1.0.5.0.111:e de p-,:lt.er ¡ales y- 

mano de o br , 	la i m'es i qac on 	 al (losar- rol lo de rifle 

vos productos. 1:0 mismo que en otras cmenci as, la Estadística- 

se ii cc.lver i.(10 011 'una bf.:1•1:•a11'ie,1 
	vital pa`1ri1 Ci Indeni.ero, y 

por cc)nstqu, 	nte, 	1-.ar, 	-1,42 ne , esar 	 cni l oe inlien - 

de Estad 	it 	sin los (5110 rl 1 nt;en 1 e ro 110 podr 	aprec 	, 

entender o ,:-.1p1 	 t. 0 	t 1,  al ) 	 l‘ido en sil - 

campo. 

Ex iste 1111 	ve:11. 	 1.5u: 	 '1,1 	 rea 14:2 	que se 

tratan en esta te 	s, es la pre 	sr'i 	»le ,,,1„1 rlir t r 	ion de - 

muestre0 	 1 	. 	 143rde 	(.511 	 ando - 

de (1(..-- tierry,i nal 	una p1 	1.!i 111 1.i !, 	i 	i 	le mut :;tren es, 

ba 0 c (.1-  1 as 	p.- ) 1 	1JI1 	, 14 	1. 	u 	 n0m 	1 . 

r,dc, se e s. S i 	dit rl 	II 	 I'l 2d 	1 ( 

ia 	tl1 1-',1 	 , •tut 	 1 	, 10 	1 .1 

.54 	111 1  t? 

1 11J 	•I 



Ja cantidad desconocida no es abiuna probabilidad o la media - 

de una distribución, sino otra c.aracter [st ica, por ejemplo la-

varioncia. Además de la media y la probabilidad, ninguna otra-

característica tiene una distribución de muestreo. La segunda-

dimensiOn para incrementar lo dificultad a los problemas de --

teoría de decisiones es tomar como desconocida mas de una co - 

racterlstica de la distribución de la poblaciOn, ya que se des 

conocen tanto la media como la voriancia. ¡a introducción de - 

un nuevo evento en un problema lo hace mucho más difícil para-

resolver. 

	

Lii 	t ',don; 1 uu..; liii 01 	r,tt adot-; e1 . est a t 0111.5 se La heolio 

la 	 que tu, 	1 o 1 t al 1v iduct t en 11 1.i r espcd -isal)i Ii dad t o 

t 	¡ir 	la t. t- tlua de deo t 	 i'mnri 	lil1IIIPI t elitut la res - 

p005ali.l Phd de I141,0 	111101 	Icomnu o l i 11 	t)t1 sera mucht)-- 

m,"11..t, cun I lisa, 	 4.‘11t , r 	o 	 ro 	111) te t. iv os 

ti r. 	u. 	- 1 	! 	 +II , 	!0 	le lOO , PC:Ft 	1140 

	

11.1 1:1 	I 	.1.O4tIl t 11 

!14401 	ni 	 4: • 	 .11,1— 	H, 	 ' 	1 	1 I 411 I. 	1 	1 	:I 

414 	1 	 1 	, 	, 	1 	I 	.1 , 	t' ' 	1 , 	1 e ' I 	' 1 	: r 	.1 1,0, 	 l4.'  

4 	: 	 1 	i 	 r • 	:, 	 1 	1 	 ' ' 	: O 	'  
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do abreviado y cambiante de los pr.'›cesos de mann (Tac tura) , el go 

hierno y la sociedad (las re tr i cc ione s legales y sociales im-

puestas a la empresa que estan cambiando cora-. inuamen te) , haran 

que la empresa haga cu idad•::.. 5053 planes de cor Lo, med i ano y gran 

alcance. Ademas, la llegada de comput adras mas rol inadas, ca- 

paces de manear incre ibleS cr1t i(.1 	 de da os , la tendenci a - 

hacia el crecirttien I: o mea i ante 	.no: y adqui.,-; lesiones, los -- 

problemas croei.entl.: con los si idi ca t os de 	rara ;adcm- e!•;, ¡lumen 

taran la necesidad (le una p I.aneac (=In e f i.caz 	 í1eu r...on e em -- 

pico de planes Opt. i mos qae 	i ,.te r e n OI a,:4. ores per r  

se lograraeua "TI e r 	que lene 	a la empresa . Por lo 

tanto, l a furo.' (')n de pla:leaci 	iiido:,-adt 	ci) para 

los e srudi. os cuant i tat 	purq:le !,1 	col ja de dec i si onc.r.: em- 

plea act , ialment e un rii•. , ',que 	1 sed , •11•nnw):.  de 1:•• 	,.•;e 

hin 	iiicl i cadcl pi t e ti t. • t t 	„ 

' 	t • 	:1 	Ile 
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con los cientificos,sociales y del comportami.ento. Las ecni - 

cas futuras de la teoría de decisiones deben extenderse mas --

allá de la empresa misma, para llegar a la planeacié:di local, - 

estatal y nacional, por ejemplo, en vez de que el gobierno ma-

neje un gran número de progromas para at,'udar. a 1.i segmento de-

la economía, podría simularse pl.ogramas alternativos básicos - 

para determinar un programa oi imo de bajo costo. 

En el futAire la dinámica de los nejocios produci.ra cam 

bios a nivel de la lerenci.ot snperior. 'abra que emplear un nu- 

meroso personal de esp •ial J I,• 	Para ac-onse :lar a la lerenci a- 

soli, r e ¿I 11 	cl o; e ;:q 	:I_ en de 1-ni t t il;.i 1 mayor par - 

Le 	(le e 	, 	Spül: ..I1 ' 	 a o 	..7o di re,  o 7, las c 

doras medidnt. e 	me..(.. dmiwo de entrada, que lel, permita emplear 

ilrlíul rzh. )(3u I (, 	enat gro p,0 a t el;u)ver 	o1,1(adm 1 n st t a 

VOS . 	lit' 	c 	e il l li.'(:);', 	(.1(..' 	niel' kliP1  ' t el'n i it 	lii.it., ,li 	ii 	li el:el - 	lin 	per :i3c.inal --- 

do 	vi,'.1,,it, 	i irr','..17i1:: 	:f.'1 It' I .  i .t , 	Vr',; 	11, 	J(on 	,, 	de!::;arro - 

1 1,1 	,. 1,1- . 	i.,1•1'..,,,I. 	, 	,,11 1. 	ar dr: 	 . 1.l. 	! 'f.' I-  un )11,11 	de- 

le t 	1 lo 	1 	:1'1.! ' 	h'i ,.'.',11, 1: 	dt: 

1 t':: 1:,  le 



se analicen con más profundidad 1.11s procedimientos de toma de-

decisiones, con el propósito de mejorar la capacidad de deci - 

dir de los administradores. Es posible que las tutoras computa 

doras, tengan el equipo necesario para simular las operaciones 

de una vasta y complicada empresa, así como los modelos de re-

laciones do proveedores, fabricante.';, distribuidores, etc. Los 

modelos cuatitativos en gran escala, no se limitan a la empre-

sa, sino que se aplican a todas las fases de las actividades - 

económicas. 

En la mayoría de los casos, el gerente tiene que atender- 

a t.arit. 	cos¿:1:: que nece i.1 a la .171.1da de 1 	 cuat tat: i 

de wai 	 , 	a e 	 t. a 1 :113 • 	 j ida 

des de su puesto. cuando el prol-lema ya se ha piogramado, no - 

es necesario que el qurent.e dedique mucho !jempo 	raciocinio-- 

a 	,s.e!: de 	 w, de 1.1 IT1111. 	 'fez de en- 

111•C 	(""4 	11.• 	1'1+  i r.t.1 	X11 	 X 11.1..:11. 	 , 	pl:ede 

i` 1 !:, 	 -I :11.1 de 

•!1' 	 ft!et!4. 	?e: 	 1.1 	re e.1 	. 

	

ü 	 I..! 1 1 ,.!11", '  

f 	 t 

' 11 c) 
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adminis trae ión, respaldado por .1 221: ¡1 i.zac ion dc: 	comput ado 

ras, se acepta actualmente como una me La dec ir; 	en la forma - 

tradicional de coas iderar 1 as fu ni iones adm inist rdt_ iv as de la- 

empresa. Esa revol 	i (in ha (lado a 1 admini st rae ion en lodos - 

1312.13 nikoi.cS Ulla 	 rile 10 1' ¿Ida para 1a toma (10 decis i.o - 

nes . I,as respuest,Js que dan los me 1 od,:ns, mode los ind ein<AL ¡cosi - 

han ayudado a .1 ilx?rar a 1a ,3,1 	st io • i 	, cie mod,, que pueda - 

dedicarse a t ornar deo.; s i oses i mpo r 2 a ntc:23 7 1.1"t(•c:7' planes para - 

el 	c re cim ent o de 	1 
	

Han 	 (fr -ht) !)C , :; 11)11» ci('•>111.1 (-1 1 

centralizado 	 di.f 1 	p 	 ET.1 e J.; 	r;-,pres as . - 

La 	in 	 pr epr 2. 2 ..• on,22 -. 1 2; :;,e! 	 al i vos de - 

1 a 	t.(.',2?2j:i. 	,:leo 	102;c 	, 	 t.J2( • 	.1 	1 .1 	2 	2 SI. 2 	1)11 	1 ,11:3(dr 

e .1. 	sent 	 2222;-22•/..•2 .211(222 	 ti; 	 t....2 .i 	el 	221‘,221(3,-.) 

re i t 	 .1,.. 	A•••• 	u:o 	, 	1 a 	ill.r222,223+ z 	11210- 

d(:> 	c1 as 2 	; L.11 	' 	q 	;/ .1: 	 lo • 	1 	 .t% 	 py 	- 
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to, tendrán disponibles estos pro(jramas en paquetes. Esto lesa 

rrollo colocará a la teoría de decisiones a la vista de los de 

cisores y la 'hará una herramienta ampliamente usada. 



APENDICE DE PROGRAMACION 

CUADRATICA 



APENDICE DM PROGRAMACION CUADRATICA 

1.- INTRODUCCION 

Es importante el papel que desempeña la programación lY 

neal en la toma de decisiones, en donde La función objetivo-

y teclas las restricciones siempre son expresadas como funcio 

nes algebraicas lineales de las variables de decisión. Trata 

remos el problema de maximizar o minimizar una función obje-

tivo cuadrática sujeta a restricciones lineales. 

Como la programac16n cuadrática es un caso particular - 

de la programación no lineal , 1:Ocaremus brevemente este pun-

to, así como la. forma de saber cuando una s lución es óptima. 

Un problema de programayión cuadrática es diferente de- 

otro de programación I i sea 1 	1 amen t e en que la f • inc ión obja 

tivo puede incluir productos 	cuadráti ca: de -- 

las variables de tRit 	ión, 	de ir, en la rtilv' 	n cbjetivo- 

:.;e 	t1 	t (,) 

 

Va): I La!, 	:,itt 	I 	e. 1 	!,a1 a 

'a, en- 

e 

ca  a 

at 	i 

 

;I 	 dy:,111 ,  
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2.- PROGRAMACION NO LINEAL 

En una forma genera] el problema de programación no li- 

neal es hallar un vector1 
,x2"."'n 

 ) a fin de maximizar 

f(Y), sujeto a: 	g (SE) < bi 	para 

x ? O 

donde f(5Z) y g i(SZ) son funciones conocidas de las n variables 

de decisión. Ningún algoritmo es eficaz para resolver todo - 

tipo de problemas que se adecúe a este formato. Se han hecho 

progresos sustanciales para algunos casos importantes de es-

te problema y las investigaciones continuan. Esta es una ---

área muy amplia y no es nuestro caso examinarla completamen-

te. Sin emb7lrgo presentaremos algunos resultados fundamenta-

les en la próxima secci611 y posteriormente describiremos un-

importante algoritmo para el caso de programaci(1 cuadrática. 

3,- CONDICIONE DE EUIIN - TuCEEP 

1111 1 tli - rar 	 i 	re.C(,11.5.) 

o.!1'; 	1 .1 	 1,pt 1:',.1 	1.!: 	1 . « 1 , 1 (•:: 	Ih• 	prt 	 j()11 	nü 

, 

y la 



contiene una sóla variable, es conocido gue 	puede maxi 

minar f ( xl) sálamen t e si df/dx1 	O, en donde f ( x
1 
 ) es una - 

función cóncava. Similarmente, si la función tiene varias va 

riabl es, entonces l = ( x*, 	. .. ,YAx , 	„) puede maximizar f ( 	- 
1 2 

f/8 	O en 	para j = 1,'2, 	, n. Estas pasan a - 
] 

ser condición su f ie ien t e J 1-(7) es una EunciÓn cóncava. Abo 

ra supongamos que se introducen las restricciones de no nega 

tividad x 	O. La ilnica revisi,ón sus debe hacerse en el 
— 

planteamiento anterior es ese 	- O, entonces la condi-- 

ción 	fax 	O es reem l.)laza t 1X)17 1.%..‘ 

en 	x* . 

Es más dii fc i caract cri 	Gol uc ión 	tima si tam- 

bién se introducen 1 aG 	re:31 r 	!le:.; Ctse 	my' uer. ,-ln -- 

las 	funcione. , La 13 1 i ( .0 1 t ad es (1115 1 	( '.1111":, 1 1 	1 Al e 

de requerir ,..amhi •ir 	2"i-U; val lal lt',' !a 	las - 

reHt r i 	Sin e! i}1 Ti - 	 ,1' ( .1 	le! 

Gu 1 1 ,lov 	 .11) eaul - 

had ,  



si. existen m números ul,un,...,u La le que todas las signien 

tes 

1 

condiciones 

- 

son satisfechas: 

o en x 
bxi J 

xt 	, 	para 

2) x - o en x. 	=x • (bf 
b x bx. 

3 
J • 

2'1  
J 	3 

3) gi ( -:Z*)- bi O para i 	= 	1,2,...,m 

4) ui(gi("SZ:*) bi) = O para .i. 	= 

5)3 — 
> o para j 	= 	1,2,...,m 

(A .) U, 	> para i 

Las uj son algo análogas a lar variables dualer de la - 

programaci(n lineal. Las condiciones LO y 	hacen que 

asegure la posibilidad de la rolucirin. LA.; 'Ira:, condiciones 

ccl i rni na,. e 	.1,a 	1(11 1 .0ro 	e 	1u.:3 	. 	p( 	í 1)1 el. candi (113, 

711. 	 I 	r, 	(•1 	1 

ei•wr 	1,.• •Ia .rani 	 Ho 111 	 t 	 •,•()1, 

*I 

7;a1 io 



x ,x 
2 

talen que: 

:;1!-1 1 t , 	pa Vd 	. . . M 
> 

Supongamos que f(7) es una función cóncava y que y (7), 
1 

g (7),...,g (7) son funciones convexas que satisfacen condi- 
2 	ni 

ciones de regularidad. Entonces 7*  z-,  (x*  x*,...,x*) es una - 
1 2 	n 

solución óptima si y sólo si se satisfacen todas las condi--

ciones del teorema. 

4.- PROGRAMACION CUADRAT1CA 

El termino programacin cuadrática se refiere en la ac-

tualidad al problema de maximizar (o minimizar) una función-

objetivo enadrática sujeta a retriceioe:; lineales. Por to-

tanto, el problema de la nrolranaci(511 cuadrática difiere de-

la programacj6n lineal en gu(': la función objeLivo incluye -- 

2 
terminos xj  y zjx),,(j4í1,.). En resnmen el problema es hallar- 

I ara 

drinde 	
q  iE • 
	 ar.1 	 a 

!ij lit i irt - r !.; a 	 1 1 ad(-:: !..a 	a 	P1 

Ir- 



so especial. de la programación cuadrática donde la función - 

objetivo es una función cóncava- Describiremos un algoritmo-

que ha sido bastante aceptado porque solamente requiere usar 

el método sImplex con una ligera modificación. 

El primer paso de este algoritmo es la formulación de - 

las condiciones de Kuhn-Tucker para el problema. Una forma - 

conveniente de expresarlas para este caso es la siguiente: 

n 
x 

k1 3k k 

Itt 
E a , 

nt 
, 

 

j=1. 

= (.7 ;para j 	1,2,...,n 

/ j 
j -1 

> (1 

> 

x  y 	O 

= b. 
0+i 

para i. 	1,2,...,m 

para 	, 2 , 	, 

para 	1,2,...,n+m 

para 

donde las v 	'“)11 las u n' la seccirin anterior , las y;  -- 

j7.: 1 , 2 	 , 	las 	n 1 , 	, 	".1) s(41 vari 	er; 

t.11 1 c. Lil 	. 	l'()r 1O tanto 

val(4e::, dexn, l ,x 	,,, x nfr '71'72"—' 17nfm 1-1  

/ • • • 

1es que 

 

il -....fac('n tuqlas las 

 

)ndi 	ant rj oreti la 1 u 1 	)1) enfzt 	ve,  h ce a- 

14.1.a!' 	i1i.a 	iIí'1f,17 	lart1 1 	 i ("i 013'S 

-1'f7 



Con excepción de la dllima restricción (x.
3
y
3
. = O), las-

condiciones de Kuhn-Tucker son nada más que las restriccio--

nes de la programación lineal involucrando 2(n4111) variables. 

Por lo tanto el problema se reduce a hallar una solución ini 

cial básica factible a un problema de programación lineal te 

niendo estas restricciones. Las variables iniciales básicas-

para el segundo grupo de ecuaciones serán las 

+ x 	b = 	. n+1 	1 	i = 1,2,...,m 

si.n elilbz:my..), como normalmente la mayor parte de las e. son — 
] 

positivas, no es obvio que las variables iniciales básicas - 

deben ser para las ()Iras (....mtlaci nos 

11 	 fri 

cl 	 " • j Y 
iy1 

c . 	• 	1, 2, 	n 

la t _:mica de la prottramaci.?*in ineal (..manflo óst a no es una - 

sol lie (m i 	 l'aet lid e es int rodue:i r vari ables ar- 

t if ie iales qup eveblualmente :3(1) foti-aalas a igualarse a cero. 

sean 	z2, • • • , 1 	e ,:.; .11 i i 1 

1 ,1 lini<.a 1 est 1 -1 	.• 	• 	. h ) 

• };¡,* 	311.iy1:11 



ble artificial, o sea, 	= 1 (para j = 1, 2, ..., n), xn+i=bi 

(para i = 1,2, ...,m), 	O (para j=1, 2, 	n), Yi 	O (pa- 

ra j = 1, 2,...,n4m). Sin embargo, una solución factible a es 

te problema artificial es factible para el problema real si- 

y sólo siz3  = O. Por lo tanto 	2z.j debe decrecer a cero - 

para obtener la solución factible deseada. Para hacer esto,-

iniciamos con la solución inicial básica factible artificial 

dada anteriormente y aplicar una modificación del método sin] 

plex al siguiente problema: 

n 
minimizar 	zj  

jr-1 
sujeto a: 

>-(i jk 	di' 	'1  + • 
k7-1 

- y. i- <.:. z. 	 2, 
11 

	

5 ri 	xi f 	-11'1 	 2, ...,m 

xi 	> O 	 I 	1,2, 	, n 4in  

o j 	- 1, 2, 	, nfni 

, 2 „ . . , n 

la mt.difir'aHÓ)n 	 per ].1.(' (uhVert irse en- 

una variable 	 11 1 .. 	 ;!n 	 óni-- i 

t 
	 V 	n -7e 	o a 	1, 	, 1.41: 	L:at 	I:jt! ,11.. 71 (pie 

r a 	va 1(.1.  

d 
!1 	 1111 ' 1 



para este problema, (x*,x*
2
,...,x*) es la solución óptima de-- 

1 

seada al problema original de programación cuadrática. 

Ejemplo.- Ahora lo ilustraremos, al problema: 

Maximizar 	.5x1  I- x2  - ( xl  - x2  

sujeto a: 	x 	x 	2 
1 	2 

x
1 	

O 	x9  > O — 

ya que (xl  - x2 	1( 2x21-2x 1 x -2x
2
x
1 

+2x2 ), obtenemos que- 
2 	2  

q
11

=2, q
12

-2, q
21

--2 y q
22

=2. De este modo el problema a re-

solver con la modificación del método simplex es: 

sujeto a: 

Minimizar 

- 2x. 2x1 	2 

-2x1  + 2x • 2 

11 4 72 } 

+ y3  - yl  -4 5z 

•1 y3  - Y) 

x + x2 

x ,. > O, y ,. > O , z > 

].í2 0013.1cirl11 resul 1 <vil 	 1,/  2 	ZIS- 

(1 ern;11; 	1 	 l• 	 ópt 

ma al pr blum;i 



5.- PROGRAMA DE COMPUTADORA 

A.- OBJETIVO. 

Este programa halla el mínimo de una función objetivo -- 

cuadrática multivariable de la forma: 

N 	N N 
MinimizarZ= `2:C. X. 1- 1 2: Z(?..1k  Xi Xk 

3 	2  j=1 k=1 

sujeto a las restricciones lineales 

X. < B.
1 	

i = 1,2,...,M 

X. 	 1,2,...,N 

B.- METODO 

El procedimiento, una modificación del método simplex --

fué desarrollado por. Philip Wolfe y programado por. H.T. Bates. 

El algoritmo procede como sigue: 

1).- Se encuentra una solución básica factible al conjunto de 

restricciones, de tal manera que lns valores que resulten de-

la variabi e de estado sean 1.ody)13 no negat iven, 

i 	ivn es separada en !,UG t brmrnc'14 lineal es 

iraf 	t 	 t 	 p„It ri 	It' 

) 

y 



N x N por inspección o por derivadas parciales. 

Id  X., X.] 	x. Q.. X. a. j 	1 13 1  

donde X. y Xi  son vectores renglón y columna de N elementos 

respectivamente, y Qi. = 1_11/5(Xii) 

4 ) 	Un algoritmo 5110])] ex es int reducido en el programa y en- 

co entra los mm irnos en la t abla aumentada. 

C. 	DESCRI PCION DEL PRoORAM.A 

- Uso: consiste 1.1n:i.cament.. e de un pregrama }irá neipal. Js - 

tamaños de todos los arreglos y 	 son especificados en 

proposiciones DTMENS.Inli, 	pueden sol camlyi,"idas para el pro 

lema en partici.' 1 al 	El programa est 	di 	]o Por minimiza -- 

ci6n 	 cel -, puede op enerse carrldan.U. 	1 :3 igne de - 

cada  1(q, 1015,-, 	L i 	 . El V1 	t 11,51 de l 	fun 

: 	1. - !it 	!ir "I • 	1'1 	!r! 	i!i 	H I lI!! 1 	 trrbi 

II: ' 	I 	I.. 	 $ 	I , 	• l  

1 I 	1 

-  



M 	Número de restricciones 

ITMAX Número máximo de iteraciones permitidas 

MTR 	Código para el tipo de trazo deseado: 

O solamente imprime el resultado final 

1 imprime cada tabla de iteración 

2 imprime cada tabla de iteración y presenta el dato -
pivote 

A 	Arreglo de M x N términos para ion coeficientes de las 
restricciones 

13 	Vector de tamaño M para los límites de las restriccio 
nes (todas deben ser no negativas) 

C 	Arreglo de N x N términos para los coeficientes cuadrá 
ticos de la función objetivo 

Vector de tamaño N para lot; coeficientes de los térmi-
nos lineales de la función objetivo 

TIT 	BO caracteres alfanuméricos para la descripción del --
programa 

T 	Arreglo simplex de tamanc- (M + N) x (2M + 3N + 1) 

N1MP 	Ndmem le (26diqu,  pAI,1 la impres. ra 

NLECT N(Árerf de 	pJ.r 171 loct,)r,t 

P!!•°r!,: ; 11!!-IEN:1u!1 

1 	 1 	I 	!.j,, 	:1 
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COST(2M1-3N1-1), DIFF(2M-1-3N+1), TT(2M-h3N+1), RATID(M+N), Til(M+N) 

III(2M+3N), 0PP(M+N). PRFIT(2M+3N-4.1), 

5).- Formatos de entrada: 

Tipo de 
tarjeta 	Formato Contenido 

1 (20A4) Título del problema 

2 (4110) N, M, ITMAX, MTR 

3 (8F10.3) ((A(I,a), 	3 	= 	1,N), 	1,M) 

(Si N> S, 	se requieren 	tarjetas adiciona 
los del tipo 3 para cada restricción) 

4 (8F10.3) (B(d), 	J 	= 	1,M) 
(Si M> 8, 	se requieren tarjetas adiciona 
les tipo 4) 

5 (81'10.3) ( (C(1 , 	) , 	= 	1, N ) , 	:1 	= 	1,N) 
(Si N -- n, 	se requieren 	tarjeta 15 adiciona 
les tipo 5 en cada 	)tinte)  

6 (8F10.3) (0(1), 	I 	1,N) 
(Si N> 8, 	se requieren 	tarjetas 	adiciona 
les tipo 6) 

.7 
 I ,•( 	) 	1 	.1, 1ril 	(lel 

r ,  (le] 	1,1 I1 (n-r.1 : 

( ; ) 	' 

1311 .1 	; 	 A ( 	, 	) 
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los rótulos adecuados, el valor de la función objetivo, los - 

valores diferentes de cero de las variables reales y artifi—

ciales. 

7).- Resumen de requisitos para el usuario: 

a) Si el problema es de maximizaciÓn, cambiar todos los sig—

nos de los tórminos de la función objetivo. 

b) Convertir el problema a uno que tenga una solución inicial 

básica factible. Esto requiere que todas las restricciones 

sean de la forma: 

> 1. 1'1 	— 
11 	- 

j 1,2,...,M 

11 . 

e) Determinar los eoetieieni (.,n del arreglo- C de.' la parle cua-

drátiea de la funein obletiv-: 

(• 	1,, 	 . 	¡ 
11 

• 

, 



e) Ajustar las proposiciones DIMENSION a la amplitud del pro-

blema. Especificar NLECT y NIMP en el programa principal. 

f) Ajustar las proposiciones FORMAT si se requiere. 

D.- PROBLEMA DE PRUEBA 

Los datos del problema, así como el listado y salida del 

programa se encuentran a continuación: 
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