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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

Todos aquellos ingenieros que por el carécter de su trabajo em-

plean la computadora deben saber. al  menos basicamente. cuales son las 

restricciones de la computadora; su eficiencia en la ejecución de opera 

clones tales como la suma y la multiplicación.; cuantos números pueden 

ser representados en una computadora; como evitar los errores de trunca 

miento en la elaboración de programas. etc. 

El tema de este capitulo gira precisamente alrededor de esto; 

conceptos. El propósito aqui es familiarizar al lector con el ambiente 

de la computadora. 

Húmeros en Punto Flotante. 

Uno de los aspectos más importantes en el ambiente de las COmpU 

tadoras es el de la aproximación de los números reales o los números en 

punto flotante. Tal aproximación puede observarse en el cálculo simple 

de una fracción. Por ejemplo 

igual a 0.333333... 

En el mundo real y finito de las computadoras, este número puede 

ser representado únicamente con cierta precisión 

1 5  aproximadamente igual a 0.333333 



Diversos métodos han sido propuestos para la representación de 

números reales en computadorls. El mis empleado de ellos es el de los 

números en punto flotante. Los números en punto flotante forman un 

conjunto F. el cual esté caracterizado por cuatro perímetros: un núme-

ro base B. un número de precisión t y un rango de exponente (1. U). 

de tal forma que cada número en punto flotante x en F puede represen-

tarse como: 

d d d d 	d. 
xx+ 	+ 	+ 	+ 	+ 	• ee  

e 82  03  e' 	o' 

donde los enteros di. d2. 	dt  satisfacen que: 

0 < d < < 	1 	W i = 1, 	t 

yL<e< U 

En todos aquellos casos donde x sea distinta de cero, x c F y 

d1  # O, se dice que. según la representación anterior, x está normali- 

zada. 

A "e" se le nombra exponente, y al número 

dl 	 2 	. 
f _— 

d
-- ( 	+ 	

d 
+ —1--) se le llama "fracción". 

a 	82 	o 

La tabla que a continuación se muestra presenta algunos ejemplos 

de los parámetros más empleados en la representación en Punto Flotante. 



COMPUTADORA 	O t L U MACHEPS• 

UNIVAC 1108 	2 27 -128 127 1.49x10" 

Honeywell 6000 	2 27 -128 127 1.49x10' 

POP-11 	 2 28 -128 127 7.451(10" 

Control Ota 6600 	2 48 -976 1070 7.11x10-1s  

Cray-1 	 2 48 -16384 8191 7.11x10-13  

Illiac-IV 	2 48 -16384 16383 7.11x10-Is  

Setun (rusa) 	3 18 ? ? 7.74x10-1  

Burroughs 85500 	8 	. 13 -51 77 1.46x10 11  

Hewlett Packard HP-45 	10 10 -98 100 1.0x10-1  

IBM 360 y 370 (short precition) 	16 6 -64 63 9.54x10-7  

IBM 360 y 370 (long precition) 	16 14 -64 63 2.22x10-14  

Maniac II 	65536 2.69 -7 7 7.25x10-1  

*La columna macheps representa un valor aproximado de 5'-t  

El conjunto de números en punto flotante F, no es continuo, ni 

siquiera finito, y contiene exactamente 2(8-1) 5t-1  (U-L+1) + 1 números; 

además, estos números no se encuentran igualmente espaciados a lo largo 

de su rango de valores. Unicamente para potencias sucesivas de 5, el es 

paciamiento es el mismo. 

Según la fórmula anterior 

FIBM contiene 1.7293823 x 10 19  4 1 números 

contiene 3.4359738 x 1Ci° 4  1 números F
univac 

FCDC contiene 5.7617928 x 101' 4 1 números 



Le figure 1 muestre un conjunto hipotético F de 33 puntos pera 

el ceso de un sistema donde O • 2. t 3. L • 	Y U e 2. En le alis-

os figure puede observaras que no todos, los OGIMPOS reales pueden ser 

representados en este sistema hipotético. Por lo tanto, cada número en 

F debe de representar un intervalo completo de números reales. Si x es 

un número real el cual cae dentro de un cierto intervalo de valores en 

F. entonces representaremos con fi(x) al número en F mb cercano a x. 

El error relativo en la aproximación, puede demostrarse, queda 

expresado como una función de los parámetros 0 y t: 

	

f (x) 	x 
	 ' 	1 	i-t 

I 	x 	2 13  

Considérese el ejemplo siguiente. El número decimal 0.1 es selecciona-

do frecuentemente como incremento en ciertos algoritmos iterativos. 

Pregunta:Lsón 10 pares de tamaño 0.1 equivalentes a un pal de umaño 

1.0? y la respuesta es 	no al menos en un sistema de punto flotan, 

te cuya base sea dos (5 = 2),e una potencia de 2 Esto es debido a 

1 que 0.1 no tiene una representación finita en potencias de í, esto es: 

2 	2 	2 	24 	2 	26  + • • • 

(0.1)10 a (0.000110011001100...)2 

(0.121212121212121...)4  

(0.063146314631463...)8  

(0.199999999999999...)16  

donde los subíndices denotan la base g. Las cantidades a la derecha han 



1 

1 e • 	. 	A 

-1 	o 
e e 

-4 	-3 	-2 	-I 1 
r---"----s 

2 	t 1 	3 	4 

O 

x f(x) 

Figura I. Conjunto hipotético de 33 números en punto flotante. Números entre lleven eetée iseebeee 
te espaciados. On valor real x C5 aproximado por el número f(x) els cercano en el eeejueeo. 

— 

. 	, 



sido truncadas después de t dígitos. y cuando 10 de ellas se han suma-

do, el resultado no ha sido 1. 

Otra operación común es le de sumar dos números en punto fijo 

x e y cuyo resultado x e y 4  F es un elemento frecuentemente no en F: 

el valor real de la suma es aproximado en este caso por 'e(x + y). Lo 

ideal seria que si x + y estuviera en el rango le F, se tendría x + y 

x e y = ft(x + y). En la mayoría de las computadoras, este ideal es ob 

tenido o casi obtenido para ciertos valores de x y y. 

La diferencia entrexey y x + y es el error de redondeo in 

troducido por la suma en punto flotante 11 . Propiedades similares pue-

den observarse en la resta, multiplicación y en la división. 

En el ejemplo de los 31 elementos podemos observar que: 

5 	3 F, 	F F 
-e  

5 	3 	13 	5 	3 	3 . 7 
21- 	 4) 	ro l'  

13
1 = error de truncamiento o de redondeo 

8 - 2 

7 
Y 	r 	= 7 no está dentro de F, ya que 7 es mayor que 

el más grande de los números generados (Overflow). 

La operación de la multiplicación (x • y) puede producir "Overflows" 

más frecuentemente,ya que ella abarca 2t o 2t-1 dígitos significativos. 

Por lo tanto la multiplicación produce truncamientos con mis frecuencia 



que la adición. 

NOTA.- En el ambiente de una computadora las operaciones en pun 

to flotante de suma y multiplicación son conmutativas. 

La exactitud de la operación suma en punto flotante puede ser 

caracterizada por el término "Mdchine-epsilonm. o sea el número c máS 

pequeño, tal que: 1 ia c > 1 

Existen diversas formas de computar c (o un valor aproximado de C) 

EPS = 1 

10 EPS 	= 0.5 * EPS 

EPSP1 = EPS + 1. 

IF(EPSP1.GT.1.) GO TO 10 

El siguiente es un ejemplo de error por truncamiento. Sea la 

función e
x
. Deseamos programar un algoritmo que permita efectuar el cál 

culo de ex  para cualquier número x en punto flotante. 

Expandiendo ex  en series se tiene: 

x2 	x3 
e
x 

= I + x + 	+ 
3 
—r + 

Si B = 10 y t ■ 5 caracterizan el sistema, y se desea calcular el valor 

de e-5'5. substituyendo en la serie se tiene 

e
-5.5 = 1.0000 

-5.5000 

15.125 

-27.730 

38.129 



-41.942 

38.446 

-30'.208 

20.768 

-12.692 

6.9803 

-3.4902 

1.5997 

0.0026363 

La suma ha sido calculada empleando únicamente 25 términos ya que 

los términos subsecuentes no la modifican. ¿Es la respuesta satisfacto-

ria? Sabemos que el resultado correcto es 

-5.5 
e 	= 0.00408677 

Nótese, por otro lado, que algunos de lo; términos son mayores, 

por varias veces, a la respuesta final. Por ejemplo el número 38.129 tie-

ne ya,en sf mismo, un error de truncamiento tan grande como el resultado 

final. En efecto, el cuarto dígito decimal se ha perdido 

38.129 ? 

mismo que juega un papel importante en el resultado final. 

Una solución, aunque costosa, seria la de efectuar las operacio-

nes empleando un número mayor de dígitos significativos. Sin embargo, 

.5 
una solución mis prictica seria le de calcular e5  y luego obtener su 



reciproco, 

e-5.5 s  -5.5 	1 	1 	• 0.004006S --571 
e 	1 + 4.4 + 15.12S + 

t is S 

con lo cual el error se reducirla a un 0.007 por ciento. 

Como conclusión podemos observar que el cómputo de ciertas ope-

raciones no tiene que ser necesariamente complicado para incurrir en 

serios errores de truncamiento. 
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Ejercicio 0 1 

Evaluación de la Función,  Error. 

El propósito de este ejercicio es mostrar que algunas funciones 

matemáticas pueden ser, en ocasiones, difíciles de calcular y que di-

versas aproximaciones pueden proporcionar resultados completamente di 

ferentes. 

Un ejemplo de tales funciones es la función error, empleada en 

diversos problemas de Ingeniería Petrolera, Estadística, etc.; la cual 

se define como: 

erf(x) = —1— f e-t2  dt 
/S' O 

Dado que muchos sistemas computacionales tienen esta función im-

plementada, el problema puede darse por resuelto. Pero supongamos que la 

función no está disponible en uno de estos sistemas y que 'ano trata por 

diferentes medios de computarla. 

A continuación se mencionan tres métodos, los cuales varían en 

eficiencia, exactitud y requerimientos de memoria. Escriba un programa 

el cual emplee cada uno de los métodos siguientes en el cálculo de la 

función error. Deberá evaluar erf(x) para argumentos de x en el rango 

O < x < 5, a intervalos de 0.5. En aquellos métodos donde se consideran 

series infinitas, dé el resultado empleando 5 términos y 10 términos. 

Evalúe la función error empleando la función En( ) del sistema y compa 

reta con sus resultados calculados. 



Use simple-precisión en todos sus célculos. Entregue el listado 

del programa con resultados, est como una breve descripción de éstos. 

MET000 1 

La serie de Taylor es frecuentemente empleada en la representa-

ción de muchas funciones. Por ejemplo, empleando tal serie en 14 fun-

ción exponencial, uno puede substitU'ft en la función error 

x 
erf(x) = 2// 	f (1 - t2 	t"/2! + ...) 

e integrar cada término. 

Escriba la serie resultante y úsela en la evaluación de erf (x). 

MET000 2 

Una razón por la cual la serie de Taylor es inexacta para valo-

res grandes de x es que existe un error substancial por cancelación,de-

hido a la naturaleza alternante de la serie. Si se integrara por partes, 

se obtendría la serie 

erf (x) _ 
2x e

-x2 
(1 4.  2x' 4  (2x2  i2 	(2)(2 )3 	...) 

" 1.3 1-3. 	1.3.5.7 

Esta serie no es alternante y por lo tanto no sufre del problema 

de cancelación. Use esta serie en la evaluación de erf (x). ¿Qué opina 

de ella desde el punto de vista de su eficiencia? 



Finalmente, uno puede intentar una función de aproximación. Por 

ejemplo, una función racional en ocasiones es mas exacta cuando el mis 

sao Muro de coeficientes (comparada con la serie) es empleado. 

Tal aproximación podria ser: 

 

erf(x) = 1 - 
1 

donde 

(1 .1» a ix + a 2 	asx' 	a4x1 )4  

a 	0.278393 	a2  = 0.230389 

	

a * 0.000972 	au  = 0.078108 

Evalúe erf (x) y diga si ésta es más exacta o no que la aproxi

mación de los dos casos anteriores. 
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CAPITULO II 

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES Y NO-LINEALES 

En prácticamente todas las ramas de la ingenieria uno de los 

problemas más frecuentemente encontrados es el de la solución de sis-

temas de ecuaciones lineales. Tales sistemas se representan en forma 

matricial como Ax 	b, donde A indica una matriz cuadrada de orden n'O, 

b 	un rector columna de n términos independientes y x un vector co-

lumna de n componentes desconocidos. 

En cursos de Algebra Lineal el lector ha podido aprender dife-

rentes técnicas para la solución de tales sistemas. La regla de Cramer 

y el método de eliminación Gaussiana son dos ejemplos de dichas técni-

cas, las cuales no analizaremos en este curso. La gran mayoría de los 

programas de cómputo diseñados para la solución de sistemas de ecuacio 

nes lineales se basan precisamente en el método de eliminación Gaussia-

na. Un ejemplo de estos programas son los programas DECOMP y SOLVE, en-

listados al final del capítulo. Una ventaja de los programas DECOMP y 

SOLVE sobre otros programas convencionales es la de, aparte de evaluar 

el vector columna x, poder calcular el número de la condición de la ma-

triz A. Este número indica qué tan cercana está la matriz de ser singu-

lar. Un número de condiciones muy "grande" indicarla una matriz suma-

mente inestable, es decir, que cualquier pequeño cambio en alguno de 

sus coeficientes produciría en x un resultado totalmente diferente. Es- 

te número asigna de cierto modo un grado de confiabilidad en la evalua- 

ción del vector x. A una matriz no-singular, el programa DECOMP le aso- 



Cia un número de condición igual a 1. y a una matriz singular un Male-

ro da condición igual a 1032. Cualquier otro Minero entre 1 y 1032  in 

dicarla la posición relativa de la matriz con respecto a la no -singula 

ridad o a la singularidad. 

El número de la condición de la matriz A se define como 

Cond (A) • 
sin  IlAxil 

x 	11)(11 

donde II x U indica la norma del vector x. 

Es importante mencionar que aún cuando «COMO) y SOLVE pueden re 

solver cualquier sistema de 	forma Ax u b. existen otros algoritmos 

que son más eficaces bajo determinadas circunstancias particulares. Por ejem 

plo si la matriz A fuera tridlsgonal. el algoritmo de Thomas proporcio- 

naría la solución del vector x a través de un número de operaciones mu- 

cho menor al requerido por el método de eliminación Gaussiana. 

Algoritmo de Thomas. 

Sea A una matriz tridiagonal de forma 

104X 

X 	11 11 11 



h
1 Cl 

42 b2 c2 

a3 b3  c3  

A a 	 • 	• 

an-1 bn-1 cn'l 

a b n n 

entonces.A puede ser factorizada como el producto de dos matrices, 

A = LU donde 

42 '12 
a3  a3 	 o 

L 

o 

an  

Y 
	

1 B1  
1 B2 
	 o 

U 

• • 
o 

1 0
n-1 

1 



Si esto es cierto cada elemento de la matriz LU seré igual al' elemento 

respectivo en la matriz A. 

al 	1 1 

a2 	a
2 
 +a 
1 2 	

a
22 

a
3 	

a
3
$
2
+a
3 

ci/aI 

* bi-aiB1-1 	. 

= 

i 	= 

1,  

2,  

2, 

3. 

..., 	n-1 

n 

al bl 

Bi 

111 

LU 

an-1 
a
n-1

B
n-2

+a
n-1 

a
n-1

B
n-1 

an 	an0n-1+"n 

es decir, 

al  = b1 

al  Bi  * ci 	, i = 1, 2, 	n-1 

a. Bi-1+ al  * Die 	i = 2. 3, 	n 

despejando al  y Bi  del conjunto de ecuaciones anterior 

thtenemos expresiones para las a's y B'si,  elementos de las 



matrices L y U. 

Un sistema de ecuaciones Ax w f puede expresarse como L Ux • f. 

Haciendo Ux = y se obtendrá el sistema Ly w f. el cual se resuelve en 

forma directa por sustitución hacia adelante 

y1 fi/al 

f-a
i
y
1-1  . i = 2. 3. 	n yi 	ni  

Una vez calculado el vector y se puede evaluar directamente x en el sis 

tema Ux = y, por substitución hacia atrás 

x = y 
n 	n 

x. = y-131 x
i+1 	

i = n-1, n-2, ..., 1 

En el apéndice A se describen algoritmos similares para la solu-

ción de sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices presentan formas 

bi-tridiagonal, 	tri-tridiagonal y penta-diagonal. 

Aplicación de la Solución de Sistemas de Ecuaciones Lineales al Problema 

del Flujo Transitorio Uni-dimensional en Yacimientos Confinados 

La solución de la ecuación uni-dimensional de difusión hidráuli-

ca es requerida en problemas de Mujo lineal transitorio (una fase) a 

través de medios porosos. 

2 	a 1_ 
x 	n lt 

_P. 



es la ecuación de difusión donde 

presión 

coordenada 

t - tiempo 

n - coeficiente de difusión 

Aproximado por diferencias finitas sabemos que 

-4 	
_

pi+tjt  
- 2psul+pi.14  

ax 	ex2  

PitJ*1  
at 	et 

Sustituyendo en la ecuación de difusión podemos resolver explícitamen-

te para piii41.  

Obviamente es necesario conocer las condiciones de frontera para 

que el problema esté bien definido; sean éstas por ejemplo 

p(0,t) = p(1,t) = paY vt > O 

P(x,0) = p0(x) 	, Vx 

Substituyendo en la ecuación de difusión las aproximaciones por (Meren.  

cias finitas, obtendremos en forma explícita 

Pid+1 	 - 2151.J+ 191-1d)  

donde pi j, es el valor de la presión P en el nodo iáp. jet 

La fórmula anterior representa un esquema explfcito de fAcil solución, pero 

el cual no ofrece las mejores características de convergencia y estabi- 



(b) 

t 

(i-1.3) • 

(i.j+1) 

(i,j) (i+1,j) 

*(i,j -1) 
jAt 

(c) 

Figura 2. (a) Sección cilíndrica del material representando condiciu-
nes frontera. (b) pát) ea la función condiciones inicia 
les. (e) Posición 	de los nodos donde una solución — 
aproximada será calculada 



) se obtiene que Convergencia: Si en un punto ( 

Yz? 

lim 	P(x1, ti)12 0 

hx. át + 0 

para un determinado esquema, entonces se dice que el esquema es conver- 

gente. 

Estabilidad: 

Fijos áx y át, y observando el comportamiento del algoritmo a me 

dida que t m, es decir, observando que los errores no se ampli 

fiquen cuando t co, entonces, se dice que el esquema es esta-

ble. 

	

lim 	- P(x i, tj)1 < 1 

t-, 

En el casn particular del 	,I..kplicito anterior, si át/rx' 	1/2, 

entonces habrá cunvergencii j '..s1:abilidad en el algoritmo. 

ExiAen otro, eSqUeMd5 en los cuales los valores de Lt y tx pue-

den ser . !:accinnados independientemente, Aproximando la derivada 

por incremfmtbs 2n el ti£mpo j11., y la -.1crivada -apht por incremento en 

el tiempo j11- 1.eticTios: 

	

> 
	

2.  P).  ) 1 
	

1 

;',1X 
 



, Vi Y Pi,o ' Po iáx 

-c 

Pi.1+1 P,11   , P1.1..1;12/1.1+1 	1-1A+1  
nbt 

Esta ecuación tiene como incógnitas Pi44.1' 1/1-1.,01 Y P141441 

y puede escribirse de la manera siguiente: 

p 	-áx2 p 
1.,j+1 	

nát 	
i.j. para 1 = 1, 2, ..., n-1. 

1 	2 p = 
nAt Axg 

ademas, dadas las condiciones frontera 

PO,j 4 P* 	Prid 	113 

¿1 sistema de ecuaciones anterior puede escribirse en forma ma- 

crzio 

nAt 

P
n-,p1 	p 	T11 p* 

n-1,j 
Ax

2 
1 

P
3,J+1 

Pi-1,3+1 

donde 

Pn-2,j+1 

r  1 , j 	5- 2  
GX - 

2,j 

Pn-2,j 



El resultado es un sistema tridiagonal, cuya, solución es fácil 

de halldr empleando el Algoritmo de Thomas. 

Este esquema, puede demostrarse, es incondicionalmente estable. 

Es posible, más aún, introducir un refinamiento extra (Esquema 

Crank-Nicolson), tomando diferencias centrales en el tiempo 

Pid+1 Piii  

	

at 	tt 

Y promediando la aproximación de alpen  el tiempo  con lo 

411e--se obtendría: 	
a‘x 

Pi,j41 - Pí1  - 	(Pi+1,j4.1 	2P
i,j+1 	Pi-1,j41) 	í 	') 

	

net 	 ex
2 

Puede demostrarse que este sistema, como el anterior, es tridia- 

gonal. 



5 ton 

Un ingeniero petrolero requiere diseñe,- la sección de la torre 

de perforación mostrada en la figura 3 

,14.(nwrin, 

'1*(") t (in 
Fisura 3. 1-d!,,,J top i.: GQ perforwión 

C:Jo parte del diseño resulta necesario conocer la fuerzas que 

actúan en cada pieza a fin de noder determinar el diámetro de la pieza. 

En la parte superior de la estructura una fuerza de 20 tonelada; simula 

el efecto del levantamiento de la tubería de perforación cuando tnta se 

Introduce o extrae. En la parte media de la estructura una fuerza de 5 



teneladás simula elefecte debido si apoyo de las tubertes contra le 

"estraCtUra. Y, eis la arte inferior. una fuerza de 10 toneladas simula 

el Peeo de la eetrecturi. 

Si lidéneta las componentes de les fuerzas horizontales y Fy 

les componentes de las fuerzas verticales. y si se consideren condicio 

nes estéticas de equilibrio. el problema puede plantearse para su solo 

cilio de le manera siguiente: 

Junta 2 ( /FY 0 f4  

N • rfg  • f5  • rf7  e O 
Junta 3 { 

IFy•f6  • rf7  •rfg  0 

IFs•fs  O 
Junta 4 f 

IFy•f8 •f4  O 

2FIc 	1'8  • O 
Junta 5 ( 

py flo  f 6  0 

IFx■fg  * rf7  + rfil  - 5 ■O 
Junta 6 1 

1Fy f12  ♦ rfli  - rf 7 	fe  o 

yfic • f I 	rf11 + rf15 • O 

IFy • f14  • rf15  rf11  - f10  • O 

1Fx • f13  e 0 
Junta O 1 

yFy ■ fu  - f12  • O 

IFx • rf18  rf19  - f17  • O 
Junta 9 ( 

IFy • rfu  • rf18  - fu  • 0 

Junta 7 



it 

Junte 11 1 1Fy 5 10 - 

Escriba un programa que emplee las subrutinas OECOMP y SOLYE en 

la solución del problema planteado. 



dtodes. iterativos pera la Solución de Sistemas de Ecuaciones 

No-Lineales. 

fi(li. 	xn) e O 

f2(xl, 	x0) • O 

fn(xl."" 
x
n
) O 

(1) 

un sistema de n ecuaciones no-lineales, real, con n incógnitas. don-

de la función f1(x) = O es la i-ésime función real no lineal, y sea 

= tul. 	an)t  el vector solución buscado. Si el vector a es la 

solución, entonces se debe satisfacer que fi(o) a O, V i = 1, 	n 

Consideremos ahora las n funciones F1(x) definidas de tal mane-

ra que 

xi  a Fi(x). V i 	1, ..,. n 	(2) 

las cuales implican que 

fi(F1(x). F2(x). 	Fn(x)) • O. V j = 1. 	n 

Lo que se pretende aquí es reordenar el sistema (1) en un nuevo 

sistema mis "conveniente" (2). 

En particular, observando la expresión (2),se tiene que 

al  e Fi(a). Sea el vector xo  • [xlso, 	xn,Oit  una aproximación 

inicial del vector solución a. 



Aproximaciones sucesivas pueden - definirse a partir dé la:función' 

(2), de la manera siguiente: 

Supongamos ahora la existencia de una región R donde 

xj  - 	j = 1, 	n, y que pera toda x c R existe un firme 

ro positivo li< 1, tal que 

n laFi(x)i 

J11 I 
	dx

j 
 I < u* V 1  = 1, 	n. 

'*  

Demostraremos a continuación que si la aproximación inicial del vector 

q (vector x0) esté dentro de la región R, entonces la función (3) con- 

verge a la solución del sistema (1), esto es 

lim xk 
= a 

k 

Empleando el teorema del valor-medio tenemos que: 

xi,k  = Fi(xk_i) 

Fila) 

- al  a Fi(xk..1 ) - Fi(a) 

n 	aFi  r  
xi,k 	al

J 	
(xj,k-1 	caj)  axj  U3 4 	(1k-1 	11)1 (4)  

1 

donde 

` ,i ,k-1 
 < 1 



- 	1- sil  Inj.k-1 	ji 1::j  

Ahora. s1 el punto x',11.1  cae dentro de la región R. se tiene 

it je-  • al 	h 311 aiis 	;ah < 	vi•a..... 
»Fi  

mostréndose con ésto que el punto xk  cae también dentro de la región R. 

Igualmente. de la expresión anterior 

I 	n  I 	I 	] lxi k• mil 1. 1135.k-1 - 91 
In 

 

y procediendo por inducción. tenemos que 

314 h Oil < j,1 mut 	- 91) laki  — 	j  

donde %mut' representa el mayor de todos los valores absolutos 

lxj.k.1  - 9. Efectuando operaciones 

lxi,k  - mil Imax (lx.de  k.1  - mil) I 1 
k j  7 	 J 

que 

n 

J. 



u.< 1 implica que lis Oh. O o lo que es lo mismo 

que lim ix,ek  - mil • O 
jp•us 	' 

Si en particular las funciones fi(*) fuesen lineales; entonces 

una solución mis simple seria emplear el método de Jacobi. 

Ejemplo. 

X , 	x, 
Sean f1 (x

l' 
 x2) • ) 1  sen x

1  x2 	r - 	0 i -  

, 	2x, 
Y 	f2(111. 15) • (1 - 	(e 	- e) + ex2/w - 2ex1  + 0 

Reescribiendo las ecuaciones en la forma del sistema (2) 

xt  • Ft(xt, 	sem xt  x2  - x2/2w 

2x,-1 
w2  • F2(x1, x2) • 2w xt- (w - 1/4) (e 	- 1 

Escogiendo como valores iniciales x1.0  • 0.4 y x2.0  • 3.0 

011.1 • 	312,0) • sin (1.123 •3/2e•.455 

x2.1  • F2(311.0, x2.0) • 2w (.4) - (w - 1/4) (e-.2  - 1) • 3.0 

Iteración 

Jecobi 



x1.1 F1(4150' 2.0) 

x2,1 m F2(x 	xup 

x1,2 Fi(x1.1• x2,1) 

x2.2 	F2(111.2. 12.1) 

Con lo cual la convergencia se acelerarte. 

Método de Newton -Raphson en la Solución de Sistema de Ecuaciones 

No-Lineales. 

Partiendo del sistema de ecuacionesnoAineales (1), podemos de- 

finir la matriz 0(x)cuyos elementos estén dados 	por la expresión 

ai¥(x) 
ax 

El determinante de la matriz 0(x) no es otro que el Jacobiano 

del sistema evaluado en el vector x. 

Definamos la función vectorial f(x) como 

f(x) v (fi(x), 	fn(x))t 

El proceso iterativo de Newton Raphson puede iniciarse comide- 

rindo un vector inicial 

RO w (111.0' 	111,0)
t. 

9F1 (x) 



x 	x + 6 
k+1 	k 	k' 

donde 6k  vendría a ser la solución del sistema de ecuaciones lineales 

flxk) 6k * -f(x  

Aplicación al Diseño de un Sistema de Recolección y Distribución de Gas* 

'El problema del diseño de sistemas de recolección de gas puede 

resolverse por medio del método de Stoner el cual esté basado en la so-

lución de ecuaciones que simulan el flujo de gas en sistemas de recolec 

ción. Este método tiene la ventaja de que incorpora en el sistema ele-

mentos tales como tuberías, compresoras. válvulas y pozos. 

Modelo. 

Considérese el sistema de recolección de gas mostrado en la figu 

ra 4. el cual consiste de una red de tuberías. compresoras. pozos. etc. 

El régimen a considerar es el de flujo permanente. Simplificando 

el sistema. este puede representarse por nodos y conectores. Los nodos 

representan puntos donde los elementos del sistema se inician o termi-

nan. Los conectores son los medios que permiten el intercambio de masa 

de un nodo a otro (figura 5). 

Denominemos con la letra P al conjunto de conectores y con le le-

tra n al número de nodos. 

*TOmás L.J., 1974. Transporte de Gas en Ri;limen Permanente. Prr,yocto 
D-341A. PublicacilSn No. 741111/164. InntItnto mexicano dell PutrUnn. 



%o, 
Escala 

O 	1 	2 	3 kis 
Figure 4. Representación esquelaítice de un eiereea de recolección de eme. 



CONEOR Figurn 5. Representación de un sistema 
de~ecolección d CTe gas de nodos y conectores. 	 por medio  
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En un sistema como el descrito, se debe satisfacer la ley de 

conservación de masa en cada uno de los nodos 

i/(Isi)cP S 
q 

13 
• O = • 	. 	m. 

	(5) 

donde 

Sij 
es una variable que indica el sentido del flujo 

si Sij 	
1 el flujo va del nodo i al nodo J. y 

si Sij g, 
 -1 el flujo va del nodo j al nodo i 

gis  es el gasto de gas que fluye a través del conector de los nodos i y 

3. 

Qi  indica la adición o extracción de masa al sistema a través del nodo i. 

Por ejemplo, en el caso del nodo 1 se tendría como ecuación de conserva-

ción de masa (figura 5) 

F
1 
- 5

12 
g
12 

+ Q
1 

= 1 

Cada gasto gij  puede expresarse en términos de las diferencias de presio 

nes en los extremos del conector como 

gij  = Cu  IP; - 	 (6) 

donde 

Cij es un coeficiente de transmisión de la tuberia, el cual depon 

de de la geometría del tubo, de las condiciones de flujo y de 

la composición del gas. 



Q4  =0 

Q=11x10
6
ft
3
/d 

2km 

(8) 

2 km 

Pn4000 psi 

2 km 

(2)  2 km P-3000 psi  

2 ka 2 ka 

1)  ka 

2 las 

P.4200 psi 

2 km 

es la presión en el nodo i, y 

es un exponente que depende de.la forma de la, ecuación. 

Substituyendo la expresión (6) en (5) se obtiene 

Sij ji 1/1 -P;11 	Qi = O, i en 

j/id)d)  

Considerando el sistema total de nodos y conectores, la suma 

de los "flujos exteriores" (adición o extracción de masa) deberá ser 

igual a cero. 

(7) 

P=4000 psi 

P=3900 psi 

Yiplurs 6. enmpo "Las Margaritas". Estudio de un diseño de recolecciGn de gas. 

O 2 km 
P=4000 psi 



El problema aqui consiste oluestIsier el conjUnto dolettos 31 
presiones. Q. y P. perociebrablib.telAwristos  satisfagan lasexpre.- 

El 'Istmo le scuscioells (7) ,  (la *cocido (1) esté implIcita en 
el *lateas (7)). define un Sistema de n ecuaciones cano iryclignitas. 
Por lo tanto, pera poder resolver el sistema seré necesario asignar n 
valores. obteniéndose con ello un sistema compatible de n ecuaciones 
con e incéenites. 

Sin embargo. aún cuando el sistema es compatible, éste es no-

lineelspor lo que resulta necesario emplear, en su solución. un método 

de solución de sistemas de ecuaciones no-lineales. tal como el de 

Newton-Raphson. 

El procedimiento de solución propuesto es el siguiente: 

(I).- Asignar valores a n variables, presiones y/o gastos. 

C.).- Asignar valores iniciales a las n variables restantes. 

(III).- Substituir los valores de los pasos (I) y (II) en el sis-

tema (7) y obtener el valor correspondiente de 

F 	V i ■ 1. 	n 

(IV).- Probar si mea IFi l es menor o igual a cierta tolerancia 
1 

fijada. Si esto ocurre el problema se da por resuelto. 

siendo los valores del paso (11) la solución. Si esto no 

ocurre, continuar con el paso siguiente. 
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(V).- Calcular el valor de las derivadas parciales 

y resOlver el sistema 

e(lk)  6k ■  -f(211) 

donde representa al vector debas incógnitas. 

(VI).- Calcular el nuevo valor de las incógnitas según el esqui 

ma 

x
k+1 

x
k  bk  

(VII).- Regresar al paso (III) y repetir el procedimiento. 

Observaciones. 

Es conveniente hacer notar que el sistema de ecuaciones del paso 

(V) es lineal y que la matriz resultante contiene una gran cantidad de 

elementos nulos. Puede observarse también que la estructura de la matriz 

no varia a lo largo del proceso iterativo. 



El campo Las Margaritas, situado en el Distrito Frontera Nores-

te. esté produciendo gas a través de 8 pozos y 17 tuberías según el 

arreglo de la figura G. El número entre paréntesis indica 14 longitud 

en kilémetros de cada linea. Todos los diémetros interiores son de 2 

pulgadas. 

La calda de presión en la tubería puede calcularse según la fór- 

mula 

0.5 
1-01/20 (11/91 	d  2.665 

gis  = 842.69 E t 0.6215 1.1,1  

donde 

qii 
= gasto de gas en ft3/d 

E 	■ factor de eficiencia 

Pi 
a presién en el nodo 1 en psi 

21  = factor de desviación del gas a la presión PI  

Lid . longitud de la Ilesa en km. 

dij  • diéestro de la linea en in. 

Usando como base el sistema de recolección de la figura (7). se desea 



Escale 

o 2 	4 km 

Figura 7. Representación esquematice en términos de nodos y conectores del sistema 
de recoleccian en el campo "Las Margaritas". 

Las flechas indican el sentido del flujo a través de los conectores. 



entregar es el punto A un gasto de 11x101 ft3/d de gas. Y en .1  punto 

e de 1%1101  ft3/d. Ademas. se conoce la preside ee la cabeza de S po-

zes ,y el gesto ea 2 pozos eds, tal come se Ilustre en la misma figura. 

(1) A que presido se entregaré el gas en los puntos A y S. 

(fi) Cual sera el gasto Oi  y la presido Pi  en cada nodo 

donde la presión y/o el gasto se desconozcan. 

(111) Cuél seré el gasto qij  a través de las lineas. 

(iv) El «mero de iteraciones necesarias para alcanzar la 

solución. 

El diseño de sistemas de distribución en un carpo 	es un 

problema importante a resolver. ya que permite: (a) analizar el sistema 

dt fistribución de gas. (b) cuattificar el efecto que producirla cual 

quier cambio en el sistema. (c) determinar la capacidad méxiffla del sis 

teme. y (d) estudiar el comportamiento del yacimiento. ecnSiderando la in-

teracción entre los pozos en la superficie. 

El sistema de ecuaciones resultante para este caso particular se 

deriva fécilmente de la ecuación (1) 

F. . 	
Si,) cl

ij  • pi  • 0. i • 1. 	n 
)/(i.J)cP  



Substituyendo la ecuación del gasto se tiene 

a 'I 

' 
Fi  • 	1 	S 842.69 E 	1/21 ",11,11  • 

i/(14 	0.6215)cP 1S 	IP  
1.1 

Asumiendo un factor de eficiencia de 0.80, un factor de compresibili-

dad constante e igual a 1, y observando que en el sistema 

dii  = 2" y Lid o 2 km V i,j, se tiene que la expresión anterior se 

reduce • 

2  

/ 	K Sij (Pi - Pí)1/2 
Q1, 

1 • 1. 	n 
3/(i,i)0

n  
" 

Oi ' O 
i=1 

siendo 

k = 3835 y n = 15. 

En forma explícita el sistema de ecuaciones resultante queda: 

2 2 1/2  
para 	n 	1. 	k(P2- Ple ) 	+ Q1  = FI  

para 	n • 2, 	k(P: - 1,211 )1/2  4» Q2  = F2  

para 	n * 3. 	k(P: - P:1 )1/2  + Q3  • F3  

para n 2 4, 	k(P: - P1 2 )1/2  + Q6  * F6  

para 	n • 5. 	k(P: - p:2)1/2  - 3x106 . F5  

para n ■ 6. 	k(P: - 1/1 1 )1/2  - 1.5x106  • F6  

para 	n ■ 7. 	k(107  - 11214 )1/2  - k(P: 	P:)1/2  + Q7•F7 

para n • 8, 	k(P: - F:)I/2  + Q8 •F8  

para n • 9, 	-k(P: - 91 e )1/2  • 11x101 • F9 



10. 2%1/2  
2/ 	

pla)1 /2.. k(p:e. PD 1/2 
F10 

11. -1(P:a- Pas)1/2 k(Pial- P51/ 2  - 	- P*22/11  "P322- /1223/112F11 

Para n • 12, k(11:2 pa11)1/2 	k(112 «. 11)1/2  • k(1113.  P:2)I /2 	k(P12- 	P9/2"F12 

pera n- • 13. -k(P*15  - P* _ 
15

)//2 	refq Wats- F14)//2 F13 

para n • 14. -k(P2 - 11)1/2  - k(P2  • Paf /1  k(Pa  - p2  )1/2  = F 14 	
122 	14  2 	2 	lb 	15 

pera n s 1S, -k(Pli- 1%)1/2  • 1322106  • Fis  

donde t' Pa. Po Po .• Y 

son presiones conocidas. 

Aplique el método de Newton-Raphson para resolver el sistema ante-

rior considerando los siguientes valores iniciales: 

051  s 411106  ft3/d 

Q1  • 41106  ft3/d 

(1 1  • -4x106 ft3/d 

Q4  w '4X106  ft3/d 

Q, =.4x106  ft3/d 

Qe  = -5.5x106  ft3/d  

Ps = 3000 psi 

P5  •  3100 psi  

P • 100 psi 

Pio  • 1500 psi 

P11  = 3400 psi 

P11 4  3500 psi 

P 1 	• 3600 psi 5 

P• 2000 psi 

P22 • 100 psi 

Stonér ha recomendado, con el propósito de acelerar el proceso de 



substituir en las primeras itieracienet,'Al'vector 

é k 	• 
V - k .1 - 0, 1 é por el vector 6 

Y 

Considere esta recomendación en su programa.. 
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La interpolación es uno de los problemas que con más frecuencia 

Se enfrente el ingeniero petrolero en le préctica. En este capitulo se 

describen algunas técnicas de interpolación. 

Considérese un problema en el cual se tiene un conjunto de puntos 

II definidos por sus coordenadas 

(xl, yi). (x2. y2). 	Yo) 

INTERPOLACION 

y donde 

x
1 
 < x

2 	
x
n 

Los valores yi  pertenecen a observaciones efectuadas de un cier-

to fenómeno a las condiciones xi. 

El problema de la interpolación lineal consiste en construir una 

función f tal que, el valor de f bajo las condiciones x
i 
sea igual a - 

las observaciones yi, 

f(xi) • yi, Vi • 1, 	n. 

Al mismo tiempo, la función f debe tomar 'valores razonables' en 

tre los puntos dato cuando se use con propósitos de interpolación. En 

la práctica, existen tantos criterios para definir "valor reromblee co 

mo problemas distintos. Por ejemplo, si las observaciones yi  provienen 



de una función matemétice "suave", la técnica de los splines tableas 

puede proporcionar-buenos resultados. Para valores y
1 
 experimentales y 

,provenientes de observaciones mis o menos imprecisai, no seré necesa-

rio forzar a que le función ajustada pase por los puntos dato. gastaré, 

en este caso,'con el ajuste de una función global para obtener resulta-

dos aceptables. 

En términos mateméticos, el suavizamiento de una función esté 

relacionado con el valor absoluto de la segunda derivada de la función 

If"(x)I, 

y la simplicidad esté asociada con el grado de la función. 

El problema de la interpolación principia pues con la definición 

de " función razonable". 

La mayoría de las funciones f(x) se construyen a partir de otras 

funciones mis elementales. La combinación lineal de monomios (xk) pro-

duce una función polinómica. En general, la forma de las funciones inter 

poladoras es 

f(x) • 	x1 
fi(X) 

Si les funciones f1  estuvieran definidas como 

f
i 
 •  Sen ix ó f1  • Cos ix, 

la función interpoladora f(x) representarla un pol inomin trigonométrico. 



) 

f(x) representarle une función racional, 

Estas son algunas de las funciones interpoladoras que a continua 

clan se presentan. 

Interpelación Polinemial. 

Histórica y pragaiticamente, las fmcionesPolinhmialitsconstltm-

yen el tipo de funciones mis empleadas en procesos de interpolación. 

Una función polinmaial de grado n, 

pn(X) • 40  + 41X 	aman  

es fácil de derivar e integrar, y sus coeficientes pueden estimarse sin 

dificultad. Ademés, segón el teorema de Weierstran*, cualquier función 

continua h(x) puede ser aproximada dentro de un cierto intervalo cerra-

do por une función polinomial única. 

La existencia de los coeficientes al  esti asegurada ya que hacien 

do 

Yi 
• 
 Pn(li) e  / 011  4  Vhel, 	n 

•Ratáton, A., 1965. A Fiut Coux&t ta Nímotícilt AmaL4a44. MeGkawNitt. 



se ebtiene.un sistema deecueeiones lineales cuya Matriz A seré no 

neal toda ves que:se cumple le condiCión de que 

En, la préctIca, sin embargo, se ha observado que la matriz A es 

sumamente mal condicionada. Un ejemplo cibica es el de valores al  re 

gulermente espaciados en el intervalo (O, 1], los cuales al ser susti- 

tuidos en las funciones 1, x.x2. 	xia, generan elementos positivos 

entre O y I. produciéndose con ello una estrecha dependencia entre las 

columnas o entre los renglones de A. 

Un método de interpolación mis efectivo,que no presenta el pro 

Mema de la dependencia, seré descrito mis adelante (Descomposición del 

Valor Singular). 

Otra alternativa para le construcción de funciones interpolado-

ras es la de los polinomios de Lagrange. 

(x - x0)(x - xj) 	(x - 35.1)(x - xjn) 	(x - xn) 
ti(x) 	(xj _ x¿rots 	xj) 	(xj  - xj.-1)(xj-xj411 	(xj  - xn) 

11 

t (x) 

O si 1 .1 

La función interpoladora de Lagrange de grado n se define a par-

tir de la combinación lineal 



• 

En particular. ratea* que el  polinomio  ys L3(x) adquiere el valor yj 

cuando x se sustituye por xj, y tome el valor cero cuando vi  O xj. 

vi f3. 

Sillines 

Una técnica de interpolacidn mis sofisticada que las anteriores, 

es la de "Splines Ubico:N. 

Las funciones cúbicas "solio," constituyen un desarrollo matemá-

tico reciente. Estas funciones se caracterizan por ser continuas y por 

tener primera y segunda derivadas continuas. 

A diferencia de las técnicas de interpolación que emplean fundo 

mes polinémices en las cuales a un conjunto de N datos se les ajusta 

un polinomio único de grado N - 1. en el método de las funciones cúbi-

cas "spline se ajustan N-1 polinomios de tercer grado. un polinomio 

por cada uno de los N - 1 intervalos definidos. Esta idea se ilustra 

gréficemente en la figura 8. 

Gran parte de la teoría de los "splines• se inició con el teore-

ma de Holladay. 

Sean las abscisase•x
0  <x1 "" 

< 	-yo 

y las ordenadas (yil 	ge 0. 1. 2. 	N) dados. 



(A) 
	 x 

y 

(311.Y1) 	
e2(x) 

	r3) 	
n-1(a)  

(x2,y2) 

a 
(5) 

Visera S. (A) Función polintimice única de arado n-I ajustada a un conjunto de 
n datos. (5) n-1 (unciones cubicas *saíne ajustadas en n-1 interve 
lee. 



letedes las funciones f(e) coa selieillidifivad0 continua  en  el  

44"1"011 111. 13 tilas que 'by • Yi..01.r-1. 	la fue-- 

ethe. selles s(x) coa seguede derivada igual a cero etilos Marean del 

..inter/eleve  1.(e) • 1,(b) • O minimiza la integral 

O e 1 (de(a) 5*(a))2  dx 
a 

b  O < fb  (r(a))2  dx - 2 f (r(x) - s'(x)) s•(x) dx •f (s*(x)) 2  dx 
a 	a 	 a 

n-1 	xit+1 
0<f (r(xy)2  dx - f (sg(x))2  dx + 2 I (1(x)  - s(x)) 5"(a)1 

a 	 a 	 xk  

b 
- 2(f' (x) - s' (x)) s4 	I (x)  

a 

En el miembro del lado derecho, el tercer término desaparece de- 

bido a la condición de que 

f(x1 ) • t(at) ■ yi. (1 * O. 1. 2. 	N): el cuarto término de. 

~Perece también segOn le condición de frontera 

sala) • s•(b) • 0 



Le función cúbica spline con condición s'(a) • s"(b) • O llamada 

también spline natural, es le función que posee la menor curveture de 

todas las funciones que pueden interpolar entre puntos dato y cuya in- 

b 
(fe(x))2  dx < existe. En este sentido, la función cúbica 

a 
spline es la función mis suave que puede ajustarse a un conjunto de da 

tos. 

Con el objeto de entender mejor la construcción de estas funcio-

nes es conveniente contar el número de perímetros que intervienen. En 

los ft 1 intervalos, existen N - 1 secciones separadas de curvas cúbi 

cas, cada una con cuatro parámetros, haciendo un total de 4N - 4 perí-

metros a determinar. El hecho de que la función 5(x) sea continua y 

tenga primera y segunda derivadas continuas en cada uno de los N - 2 

nodos interiores xS'  Introduce 3(N - 2) condiciones en s. Luego, el 

hecho de que s(xi) sea igual a y1  en cada uno de los nodos impone N con 

diciones mis en s(x), haciendo un total de 4N - 6 condiciones. Para ge- 

nerar un sistema compatible es necesario 	contar entonces con dos 

condiciones mas, mismas que pueden ser sugeridas por las condiciones 

frontera, s"(a) • s"(b) • O. 

La construcción de una función spline es un proceso simple y nu- 

méricamente estable. Considérese el subintervalo (x1, x1t1 ) y sea 



YeApie xifluctéa sobre sqte. subintervelti, ismartartde 0 a 1 y M de 

lepresentemes-la 'función spline en este subintervalo por medio 

s(x) s w yin  • re yi  • h21  ((w3 
 w)0

1.1 67.11- 

y otti  son ciertas constantes por determinar. Los dos prime-

ros términos en esta expresión representan una interpolación lineal, 

mientras que los términos entre paréntesis rectangulares representan 

una corrección cibica, la cual proporcionaré le suavidad en la solu-

ción. Métete que el término corrector desaparece en los extremos del 

subintervalo, de tal manera que 

s(xi) • yi  y s(xin) = 

Según ésto, la función s(x) interpola exactamente los datos, cualcsquie 

ra que sean los valores al. 

Diferenciando la función s(x) tres veces y usando la regla de la 

cadena, est como el hecho de que w' • 1/hi  y 	-1/hi, tenemos que 

s'(x) u (y141  - y4)/h1  • h1  1(3w2  - 1) 61.161.1 _. 2 
- 	- 1) eil 

5"(x) u 6w 01,1  .1 6101 	y 

5..(x) • 6(o1.1  - oi)/Ni  

Nótese que s"(x) es una función lineal la cual interpole entre 



los valores 6oi 
 y 6o 

Consecuentemente oi  • s•(x1 )/6. Esto siplica el significado de 

pero no determina su valor.'Nótese también que sale) es constante 

en cada subintervalo que la cuarta derivada de s(s) es igual a cero. 

Esto debe ser cierto, desde luego, ya que s(x) es una función >cúbica. 

Evaluando s'(x) en los puntos extremo del subintervelo tenemos 

si(x  ) me 	h (o  l  *lo ) 

slx 	) we * h (2o 	• a ) ¡*1 	i.1 	1 

donde 

(Y1+1  - Yi)lhi  

En la expresión anterior resulta necesario definir s' y s', ya 

que la fórmula de s(x) se cumple únicamente en el intervalo tx,„ xi411 

de tal forma que las derivadas en los puntos extremo no están bien de-

finidas. Con el objeto de obtener la continuidad deseada en s'(x) se 

imponen las condiciones siguientes en los puntos interiores 

s:(xi) 	i = 2, ..., N - 1. 

Aún cuando el valor de s'(x.) se calcule al considerar el subin- 

tervalo 511.1„z1l su fórmula puede ser obtenida al reemplazar i Obl• 	1 

en s'-(x1+1'  
) lo cual conduce a 

el-1 4 11-1 (2a i 4 °i-1)  "li - hi (01.1 4  2'i) 



1 asta idktteas a, 

Este sistema puede resolverse ficllmeete empleando el algoritmo 

de llames. 

tu easieees, resulta eles ~violente calcular les coeficientes 

actuales del splIme cala► hl, ci, y di. 1 • a 2. 	1. Imre 



(1m.Y1) 	 (Imiym) 

FIGURA 9. Región de aplicación de las funciones cúbicas spline. 

El procedimiento es como sigue: 

a).- Para cada Y
r 

jet, 	N seleccionar las M parejas de pun- 

tos (XI' Zij). tel. 	
M correspondientes y ajustar por el método des 

(k) 
crito en la sección anterior las funciones spiine S (x), 

y jul. 	N generéndose con ello un total de (M-I)x(N) funciones cúbi 

cas. 



(1) 	(2) 5
2 	

S
2 

X
1 	

X
2 

0,  X
3 	

X 
N-1 N 

X 

figura 10. Secuencia de calculo en la utilización de la técnica "cubic 

spline" en 3 dimensiones. 

b).- Una primera aproximación t en el punto (X,". 1") se obtiene 

seleccionando primeramente aquél conjunto de funciones 

(k) 
S 	(x). j * 1. 	N 

que interpolen en el intervalo 1Xk. Xml. y el cual contenga a la absci 

sa X". es decir. X
k 
 < X. < Xk+11 • enseguida. calcular en las funciones 
— —  

seleccionadas 

S(k)(x). j.l. 	N los valores lx../. 20.i a si  (X•) k) 



c).- Considerando la pareja de valores 

(Va. 204). J 	1. ... N, 

ajustar las funciones sollos correspondientes y calcular finalmente en 14 

función apropiada el valor 2. esto es 

A (I) •S 	(1'•) Yt  < t' <Yt•i s le 1 	N.1 

Esta técnica proporcionarte el mismo resultado en 2 si en lugar 

de seleccionar en el punto (a) las parejas (XI. Zip se hubiesen selec 

donado las parejas (Ya. Zip, para cada XI, i • 1. 

Ajuste de Datos por Mínimos Cuadrados y Descomposición del Valor Singula 

La de mínimos cuadrados es una de las técnicas de interpolación 

mis empleada en todas las ramas de la ingeniería. 

Supongamos que cierto conjunto de datos (xt, 	i e le ...e m 

son dados, siendo x la variable independiente y y la variable dependien 

te. Ambas estén relacionadas mediante una función desconocida 

y - y(x) 

Por tal motivo la variable y seré aproximada mediante una combi-

nación lineal de n funciones bésicas 

Y(*) 	ci *I(x) • c2 •2(x) • 	• cn .n(x). 

A esta combinación lineal se le conoce como modelo matemético lineal. 1 



	

problema es seleccionar.los n coeficientes cl, 	ce. de tal forme 

que el modelo se "ajuste" a:los datos de alguna manera preestablecida. 

El modelo es lineal ya que esa es la forma en que los coeficientes epa 

recen. Las funciones %1(X) pueden Serno-lineeies. sin embargo. 

El modelo lineal mis común es el polinomial 

y(x) = el  c2x + c3x
2 
 + 	c xn-1  

donde
ncidn  

cada 	ej(x) es igual e xi-1. 
fu  

si(*) • senjx el modelo lineal correspondiente seria Para 

y(x) = cisenx • c2  sen2x + 	+ c
n 
sen nx 

ax 
y para 
	

1.(x) = e J 	seria  

X1x 	x2x 	 X
n
x 

Y( () a  Cl e 	
+ c

2 
e 	• ... + c

n 
e 

En el último caso, si las al  tuviesen que ser determinadas, entonces el 

modelo seria no-lineal. 

En adelante, únicamente consideraremos el caso donde el número 

de puntos dato es mayor o igual a n. el número de coeficientes, m > n. 

De todos los métodos utilizados en la evaluación de los coeficientes c
J' 

el de mínimos cuadrados es el mis empleado. 

Los coeficientes c
á 
 se determinan de tal forma que el cuadrado 

de las diferencias entre 
1'1 c

i  si(xi).y y1  es minimizado, es decir 



Efectuando las derivadas parciales con respecto a cada coeficiente c . 

e igualando a cero se tiene: 

íi=1 j=1 
. 	( 	cj •j(n 

2 k  (n ) ( 	c 	(k )y1) ■ 
ici 	j.1  j j 	 Y k  

sistema que puede ser expresado también como: 

m 	n 	m 

Sic(Ii) J I 4  ci/i(xi)  * 
11 

111(xi)yi. V k • I. 	n 
.

= 

6 

j ' 	l
cj d Ik(xi) li(xl) ■ 

1
Z ,k(xi) yi. V k • 1. 	n 

ei =1 

y que en forma matricial puede ser escrito simplemente como Pc * q don-

de P es una matriz de orden nxn cuyos elementos son 

(1)101 * 	Ik(xi) Os(xi). q es el vector de n términos independien- 

tes qk 	Sk(xi)yi, y c es el vector de coeficientes. 

En el caso particular donde la función y(x) es aproximada por la 

ecuación de una linea recta y(x) • cl  • c2x, la matriz P y el vector de 

términos independientes resultan iguales a 



En principio. el sistema Pe 	puede resolverse empleando 

las subrutines DECOMP y SOLVE. Sin embargo. dado que P es una matriz 

simétrica. el especie de memoria puede reducirse ala mitad. y también 

dado que P es une matriz positiva definida. no es necesario buscar el 

elemento pivote. ya que los elementos de le diagonal principal serán to 

dos diferentes de cero. 

La préctice be demostrado que le matriz P tiene. en muchas oca-

siones. un número condicional (CONO) sumamente grande. Esto produce que 

cualquier pequeflo error cometido en los datos se traduzca en un error 

amplificado en el calculo de los coeficientes. Igualmente. en el caso 

extremo de funciones base g (x) dependientes. la  matriz P será singular. 

y su número condicional podré considerarse como infinito. 

Consecuentemente. cualquier método que evite la generación de nú 

meros condicionales grandes en la matriz P. puede considerarse como un 

buen detector de dependencia lineal entre las funciones base. El número 

condicional CONO calculado por la subrutina DECOMP es de ayuda. pero él. 

por si' sólo. no proporcionaré une_solución al problema. 

A continuación. describiremos una técnica que permite detectar y 

manejar el problema de la dependencia en las funciones base. 

El método mis confiable que permite calcular los coeficientes del 



Problema de minios cuadrados esté basado en la factorización de una 

matriz. Dicho mitodo es conocido con el nombre de."descomposición del 

valor singular" (DVS) 

El mitodo se inicia con la generación dela "matriz de diseño' 

del anilisis estadfstico de experimentos. o sea con una matriz A de 

orden mxn cuyos elementos vienen definidos per la expresión 

	

aii 	Ibi(xi) 

Si y denota al vector de mrelementos 	y c al vector de coefi-

cientes, entonces la aproximación del modelo matemético lineal 

	

I 	c 	• (x i) 	yi. Vi = 1.m _••• 

puede escribirse en forma matricial como 

Ac y, 

El método DVS descompone la matriz A en tres matrices E. U y V. E es 

una matriz diagonal de orden mxn cuyos elementos no-negativos son los 

valores singulares de la matriz A. Las matrices Umxm  Vnxn  son dos ma-

trices ortogonales unitarias,las cuales son usadas en la transformación 

del sistema Ac y en un sistema equivalente EZ 	. En otras pala-

bras, si la matriz A puede expresarse como U EVt, entonces la aproxima-

ción Ac y puede substituirse por 

UEV
t 

c •-r- y 



mas104 V son dOs matrices ortogonales. tales que UU 
; 	. 

11:eaprealéminterior puede escribirte Como 

Uy y -Ea Ittc 

Ahora bien. ¿colmo se construyen las matrices E. U y Y. tales que E sea 

una matriz diagonalyUyVseen matrices ortogonales? 

Los valores singulares de la matriz A no son otros que las raices cua-

dradas positivas de los eigenvelores de la matriz AAt. que por cierto 

Son iguales a los eigenvelores de la matriz AtA. Los vectores singula-

res izquierdo y derecho son los eigenvectores de les matrices Mt  y AtA 

respectivamente, y ellos constituyen las columnas de las matrices U y V. 

Si las funciones base 41 (x) fueran linealmente independientes en 

los puntos dato. entonces los valores singulares serian diferentes de ce 

ro. 

El uso correcto del método de la descomposición del valor singu-

lar debe de considerar una tolerancia c la cual refleje la precisión de 

los datos originales. Cualquier valor singular os  mayor que c seré acep-

tado y su correspondiente coeficiente C",/  podré ser calculado como 

"iyos. Por otra parte, cualquier valor singular o s  menor que c seré con 

siderado como cero y el correspondiente coeficiente "C7i  se igualaré a ce-

ro. El cociente oweittomin  donde opa*  es el mayor valor singular y omin  

el menor valor singular. puede considerarse como otra forme alternativa 

de definir al número condicional de la matriz A 

COND(A) omax/omin 



VI: 

El métédo, ONS se encuentra totalmente -programado., Le subrutiea 

SVD (listada al final del capltulo) calcule', dada la matriz Amin. 

las matriceell,,; y Y. El siguiente-Pres/regle Ilustra  el  uso de: esta 

subrutiha. 

(I) 	Creación de la matriz de diselo A. 

011 20 1 • 1. M 

T (I) 	• abscisa del punto dato i. 

Y (I) 	• ordenada del punto dato 1. 

DO 10 J 	a 1, N 

A (I, 	J-esima función base evaluada en el valor T(I) 

10 CONTINUE 

20 CONTINUE 

(II) 	llamada a la subrutina 

CALL SVD (MDIM,N,N,A,SIGMA,.TRUE.,11,.TRUE.,V,IERR,WORK) 

IF (IERR.NE.0) WRITE (6,13) 

13 FONNAT (*ERROR ENCONTRADO EN S V 0 ') 

(III) Búsqueda del máximo valor singular y detección de valores singu-

lares despreciables. Inicialización del vector de coeficientes. 

SIGMA' a O. 

0, 30 J= 1,N 
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Se proporciona ukerror de toleranciwrelativo MERO. SI los 

datos tienen una exactitUdAe 3 dIgltos, entonces MERO • 10-3, 

por ejemplo'. Calcula la tolerancia en el error absoluto c 

Calcula el vector de coeficientes C(J) de acuerdo al desarrollo 

en la expresión (1). 

, DO 60 J * 1, N 

1F(SIGMA(J).LE.TAU) GO TO 60 

S 	= O. 

DO 40 I = 1, M 

S 	= S+U(I,J)•Y(I) 	... y = Uty 

40 CONTINUE 

S 	= S/SIGMA(J) 	E-157 

DO 50 1 = 1, N 

C(I) 	= C(I)+S•V(I,J) 	c = Y E 

50 CONTINUE 

60 CONTINUE 

En este programa M representa el nOmero de datos y N el número 

de funciones base. 

Ahora los coeficientes están listos para ser empleados. 
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La raíz cuadrada de la sume del cuadrado de los errores residua 

les puede obtenerse a partir de la expresión (Ac-y)t  (Ac-y) 

RSQ 	=  

DO 90 I 	1, M 

O. 

00 80 J 	1, N 

RI 	= RItC(J)*A(I,J) 

80 CONTINUE 

RSQ 	= RSQ.1(RI-Y(I))"2 

90 CONTINUE 

R 	= SQRT(RSQ) 

Como ilustración del método DVS y del ajuste por mínimos cuadra 

dos veamos el ejemplo siguiente: 

En un yacimiento de petróleo se desea inyectar gas nitrógeno co 

mo técnica de recuperación secundaria. En el cálculo del gasto y de la 

presión de inyección es determinante conocer el valor del factor de 

compresibilidad Z del nitrógeno. La gráfica de la figura 11 proporcio-

na el valor de Z en función de la presión y de la temperatura. Sin em-

bargo, con el objeto de predecir y controlar la operación a través de 

una computadora, resulta necesario contar con una expresi6n analítica 

de Z. 
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4.500 5.000 5.500 4.000 11.500 7,000 

Por tal motivo, se leyeron de la grifice los valores de Z para 

todas las temperaturas indicadas y para las presiones de O psia a 

4000 psia a intervalos' 500 500 pala. COMO expresión analltica se eligió 

la función cúbica 

Zis Ci+ C2 P'  + C3  T' + C4 r'2+ C5  P'T' + C6 	P*3 v• 	P' 2r' 

140 
•0. 
P2 

t35 

130 

• S' 
1,1 
Ir a  
IX 

• 

. — 	— • • 

120 

115 

SCA MIDO 1,500 2.000 2.500  
TI 

3.000 5.500 4000 
Presi6n 

Figura 11. Factor de Compresibilidad vZ" del Nitr6geno. 



donde P' y 1" adoptarán diferentes valores según las alternativas: 

donde P y t son los valores leidos de la gréfice,y las constantes 184 

y 2000 son los valores leidos promedio de la temperatura y de la pre-

sión. respectivamente. Loi divisores son factores de escala. 

Considerando cada una de las tres alternativas, se efectué el 

ajuste según mínimos cuadrados y según la técnica 0 V S. El resumen de 

los resultados obtenidos se muestra en la tabla 1. En la tabla, p es 

el coeficiente de correlación estadístico e indica la bondad en la pre 

dicción. Si p 	1.00 la predicción es "perfecta"; si p = 0.00 no hay 

tal predicción. nr2  es le raíz cuadrada de la suma de los errores 

al cuadrado e indica que tan cerca pasa la función ajustada a los pun-

tos date,. Valores menores de 7E77  . 	denotan mayor cercanía. Como pue- 

de observarse, M-C permanece inalterable en los valores de p y J51 2  

ante las tres alternativas, lo cual es obvio ya que por construcción M-C. 

sólo minimiza las desviaciones y no le afectan los cambios de escala 

en las variables independientes. D V S es, excepto en la alternativa A, 

mejor que M-C. Además, D V S es sensible a los cambios de escala. 

La figura 12 muestra dos gráficas donde el valor real del fac-

tor de compresibilidad Z, en las absisas, ha sido graficado contra el 

valor calculado P, en las ordenadas. La gráfica A corresponde el ajus 



FIGURA 12. (A) Diagrama de correlación entre variable real (abscisa) 
y variable estimada (ordenada) por 'inflaos cuadrados. 
(11) Diagrama de correlación entre variable real (abscisa) 
y variable estimada (ordenada) Por OVS. 



41111 ' 	1111W.l 

, 1. 

/EH' 6.8109 	0.0349 	0.0349 

COND 0.2789x1011  0.8425x10
4 

0.1220x1
02 

te por M-C.(alternativas A. 8 y C) y la gráfica B corresponde al ajus-

te según D V 5 (alternativa C.). En la tabla 1. COLAD representa el nú 

mero de condición de la matriz del sistema. En todas las alternativas 

el método D V 5 produce un número de condición siempre mucho menor al 

calculado por M-C. 

Los valores de los coeficientes C
i de la función ajustada por 

la técnica O V S y bajo la alternativa C fueron: 

C
1  

= 0.10437360 x 101  

C
2 

= 0.35185506 x 10-1 

C
3 

= 0.17852805 x 10-1 

C4 = 0.70853098 x 10
-2 

C
5 

* 0.32667433 x 10-2 



-0.54567901 x 0-2  

■ -0.34567901 x 10-3  

■ -0.28738655 x 10-3  

= -0.79284510 x 10-2  

0.12825284 x.10-2  

La función ajustada proporciona un ajuste, confiable para valo-

res de T y P dentro del rango 32 < T < 400°F y 0 < P < 4000 psia. 

Kriging - Una Nueva Filosofía Dentro de los Procesos de Interpolación. 

En contraste con los métodos bi-dimensionales de interpolación, 

interpolar en tres dimensiones resulta sumamente costoso en tiempo de 

cómputo y los requisitos exigidos a la información pueden, en muchas oca 

siones, no ser satisfechos. Considérese el siguiente problema donde se 

desea obtener un plano configurado de las permeabilidades calculadas a 

través de pruebas de presión efectuadas en un cierto número de pozos (Fi 

gura 13). Como suele ocurrir en estos casos, lo primero que se observa 

es que la información no esta distribuida regularmente en el espacio. Es 

to impediría la aplicación del método de las funciones bi-cúbicas o del 

método de mínimos cuadrados descrito en el Apéndice 8. Otra caracteristi 

ca importante de la información es que ésta se encuentra agrupada en 

ciertas porciones del tres de estudio formando lo que se conoce como "nu 

bes de información". El ajuste de una superficie polinomiel producirla, 

bajo estas circunstancias, resultados incoherentes ya que le información 

mis aislada estarle ejerciendo fuerte influencia sobre los resultados de 



Plum 13. Representación gráfica de un campo petrolífero donde localizaciones 
de pozos perforados han sido indicadas con cruces. A través de prue 
has de presión,permeabilidades han sido calculadas en cada pozo. 



yk. 

Per tales motivos%  se han creado otros métodos de interpolación, 

tales como el de ponderación con respecto al inverso de la distancia. 

ponderación con respecto al inverso del cuadrado de la distancia, etc.. 

los cuales empleados conjuntamente con la técnica de búsqueda octel pue-

den producir resultados "aceptables". Todos estos métodos, sin embargo, 

no pueden evitar el error inherente de todo proceso de interpolación. 

Existe un método que por diseño minimiza precisamente el error 

del proceso de interpolación y el,  cual se conoce como método Kriging de 

estimación. Tratar de explicar este método en toda su extensión tomaría 

per si sdlo un curso completo. Aquí nos limitaremos a resumir los prin-

cipios bésicos. 

La piedra angular del método Kriging es una función denominada se 

mi-variograma la cual expresa el grado de correlación espacial existente 

entre la información. Una vez estimada la función semi -veriograma, es po 

sible expresar el error, o mejor dicho, el valor promedio del error en 

términos del semi-variograma. Lo que resta es simplemente una aplicación 

del método de los multiplicadores de Lagrange sobre la expresión del 

error. 

Si lo que se busca es estimar el valor de la variable desconocida 

Z empleando un estimador Z' definido como 

n 
Z.  ■ 1 X, Zi  

isl 	' 

donde los n' valores Z1 
son datos conocidos, entonces el método Kriging 



proporcionar& los n valores al tales que el valor esperado del cuadre-.  

do de la diferencia entre 	esto es. E[(Z-Z1- )2] es el olido°. 



Escriba un programa para la solución del siguiente problema. Un 

gas natural conteniendo 0.7% de nitrógeno fue sometido a un análisis 

de laboratorio donde el factor de compresibilidad Z fue medido. La ta-

bla siguiente muestra los resultados obtenidos. 

Presión 

(Pie) 32°F 

Temperatura 

100•F 	190°F 280°F 

1.4 0.6885 0.8213 0.9097 0.9557 

1.6 0.6593 0.8044 0.9009 0.9516 

1.8 0.6433 0.7896 0.8943 0.9486 

2.0 0.6369 0.7805 0.8899 0.9472 

3.0 0.6981 0.7901 0.8932 0.9571 

4.0 0.8103 0.8600 0.9356 0.9890 

5.0 0.9333 0.9516 1.005 1.0384 

Empleando el algoritmo de "bicubic-splines" descrito, interpole 

los valores de Z considerando valores de presión de 1.4 psia a 5.0 psia 
e 

a intervalos de 0.1 psia,y considerando valores de temperatura de 32°F 

a 100°F a intervalos de 2°F y de 100°F a 280°F a intervalos de 10°F. 

Comente la exactitud en la interpolación del método. 



En yacimientos productores de- aceite cuando éste fluye por la 

tubería de producción del pozo seliberagas produciendo un flujo en dos 

fases. Poettmann y Carpenter han derivado una expresión analítica que 

permite calcular la calda de presión en tuberías verticales con flujo 

multifésico 

1 
2 

r 	f(q111  
144 1° ' 7.413 x 10110 

donde 

o 	es la densidad de la mezcla gas-aceite, 

qM 	es el gasto de aceite por masa de la mezcla, 

f 	es el factor de pérdidas de energía el cual depende del 

gasto qM, 

d 	es el diámetro interno de la tubería, y 

1K 	es el gradiente de presión. 
á 

Se desea encontrar, dado un cierto diámetro de tubería d, el 

gasto qM que producirá la mínima calda de presión en la tubería. 

Del análisis sabemos que derivando pp/ph con respecto al gasto 

qM e igualando a cero, obtendremos las condiciones buscadas en el gasto 

que producirán la calda mínima de presión. Sin embargo, el factor de 

pérdidas de energía f depende también del gasto qm, por lo que resulta 

necesario generar una función que exprese f en términos de qm. Dicha 
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función deberé ser substitufdavor f antes de proceder a le deriVe-

MéiG. 

La'curve de abajo,obtenide experimentalmente. por Saxendell,ex-

presa el factor de pérdida de energía en ténelnos'del gesto qM/d. Emo 

01semó. la  técnica de mínimos cuadrados o le de descomposición del va 

ler singular. ajuste una función a le. curva mostradas Substituye la 

función ajustada en la ecuación de Poettmann y Carpenter y encuentre 

imPresión del gasto qM en ténainos del diámetro d, para la cual 

la palde de presión en le tubería sea mínima. 
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CM OUTPUT: 

A /5 WiAtIC,C0 (UNLESS OVERWRITItN bY U 01 V): 

1:440019 
1:440040 
1:44C1A1 
1:44042 
3:4z.:441 

4 :TI:TAINS 'HE N tuzn.N:alTI, 	SINCULER VALUZ5 Di A I1HE 3:445044 
nAczNAL ELEMENTS C.7 	E). 	- ,.:J 41£ UNCRSEPt0. 	IF AN 1:441345 
ErRrl Gni :S MACE. INZ ShlUt.AR VALUE2 IHOULD DE CCRUCT 1:440046 
FOR 	:P 	ICES ICX7‹.1./EDR., 	Ni 1:440047 

1:440041 
U c:NTA:N1 THE M:-1>tx L 1:11NZSIN11 CO1Urli VECTORS) OF TSE 1:441049 

;:ccc1:13:arteN IF 	•:.tj HAS C:LN SCT TO .7/L:. 	wpwrwise 314401!2 
U .1:, USED AS A 7.7.., -A1C ArRAT. 	U MIY CC:t.:ICC W/TH A. 1:440151 
IF Al (1101 ENIT I5 nzUE. THE COLUMUS CF U CCZTESPCMCINE. 1:44005r. 
70 1::01:£5 3F CCXPECT SINZULAR VALUES ZhCtiLD gt CCRRECT: 1:44cESs 

3:4Aops4 



c 	uno 	roo M32041. MUTO. 	 12440041 
C 	 .017ERMiNCO AETU 30 /7e04710N1/ 	 12440044 
C 	 14 	 IP 7,01 K-711 SIMULAR VALU! MAS NO7 OSEN 	 12440041 
C 	 . 	 3/440045 C 	RV1 Mi A TOMPORARY 0702441 ARRAY. 	 12440044 C . 	 • 	 12440047 C 	C1117:014 4113 CerMUTS OICLIJI Se O/01CM Ti 5. 111 CAASOM. 	11440040 C 	APPLICO MAINZMATSCS OZUSION. MORO WAT:0Na 1.450017007 	 11440049 C 	 31440070 C ........—............. 	 ....••••12440071 C 	 31+40072 C 	:::::::swel&CNIP MI a %ACHINO DOPONOON7 ~MEM SIDEZIFTOMO 	12440071 C 	 7NO MOTIVO 'MISTO:4 01 SYLOAT/P13 POINT 40127~71.C. 12440574 
C 	 M4CMON • 14.050•111•111 FC0 LONG NOM ARIIMMOTIC 	12440375 C 	 cm 4164 :::::::::: 	 12443074 

C 	 12440474 
eLTA MACHUIZ1410000000300000/ 	 32440377 
IERR • O 	 11440071 

:cfip u uy Ti 	 2:14mt 

32440050 DO 100 	1. M 	 32440081 C 	 12440002 00 103 J • 1. N 	 12440031 utz,J) a AU.J3 	 12444004 100 CM:7:1W 	 32440005 
C   MOUSCHOLOCA RECUCITON 70 III0/400NAL FO2M 	 12443046 2 = 0.000 	 3:440037 SCALE % 3.000 

X • 0.400 

20 123 I t 1. N 
1.=1• 1 
Will!) • SCALE • 
G = 0.030 
5 = 0.030 
SCALE = 0.030 
IF (I .GT. hl 60 YO 210 

DO IZO K 	11 

C 
120 	SALE = SCALE • 011151~.I11 

IF (SCALE .00. 0.0001 GO TO 210 

DO 110 K = I. h 
= UtK.I1 / SCALE 

a 5 • U(K./)».z. 
130 	CONTIHUt 

F g U(I.I) 
G = -05IG)l105010T(5).F1 
H :F•G- 5 
UtI.I1 = F 	G 
IF (I .00. N) GO 11) 193 

00 150 J a 1. H 
5 4  0.000 

—C 
DO 140 K a I. N 

140 	th a  5 • UtK.I1 • UtK..11 
C 

32440003 
1:440:01 
32440090 
3Z940091 
32440002 
12440093 
32440094 
3:440091 
32440094 
32443097 
32443053 
30440059 
32440100 
32440101 
32440102 
32440103 
32440104 
32440105 
32440126 
32440107 
32440106 
32440109 
32440110 
12440111 
52440112 
32440111 
32440114 
,r(“goils 
12440116 
32440117 
12440116 
12440119 
12440120 



F aS/N 	 324,-.0121 

DO 150 K 	
: 3:440122 

I. m 	 324401:3 
utK..11 •taxi» 	* 11(11.1) 	 3:440124 

15 O 	COni2MoC 	 3:4401:3 
: 190 en 1t 	
3440126 

200 M 	
32440127, ' 203 	U.K.Z1 • 5241E • UtK.13 	 3244017.11' 
:, 210 	H(I) 6 5C41t • 11 	 440129 3 

G = 3.0 	
32

0 	
440134.

32440131 '2 = 0.000 	
3:440132 

5:ALE a 0.00 	 .3240133 IF tI 	M .202. I..CO. Nh GO TO 290 	 32440134 
A:440135 DO :26 K • L. N 	 12440136 50.412 = 5CALt • 04551411.K11 	 1:440117 

Ir tr.c;.te .CO. 0.0 :440138
3) coG3 TO al: 	 32440119 

DO 211 K 	 12440140 Le N 	
32440141 OlI4K1 • UI2.K1 	5C4LE 	 1:440142 5 	5 • U11.K3442 	 1:440143 213 ccundve 	
32440144 
32440145 P = 411.11 	
1:440144 5 a -3OOIGNC3S:Pf15).F1 	 12..A147 

=F*G- S 
12414166 U11.0 P G 	
3:440:49 

pa :40 ) = L. N 	 32440150  
324401S1 V43 	avitx? t 'JIM) / 	 1:440192 

:7 :: .20. 111 1:440151  CO TO :70 	 12.440154 
32.440155 2ó0 J r t. M 	
1:2440154 * 9.20 
32440157 
32440150 ro 21.4, 	I. N 	 324'.01.59 251 	'1 	ViJ.K1 	U1144 	 12440160 
32440161 0.1 :60 41 a  1. N 	 32441142 UIJ.K1 s  U( J011 	. 1.'41110 	 30440161 2£0 	CO1. iINU2 
12440144 
32440143 Z7I 	DO 260 K * 	P 	
12440146 721 Vtt.K1 suu u(i0.1 
1244)147 
1:44:14a VIO 	v. a DMIXIU.:4AbIll.,1:1•4242(PV111),/ 	 124.4016, :;'•751:.1: 
124.%01/0 

" " LCWULAVION Cr R12.141•411E0 INANUCWMATIONS   12.40171 11, 	M&IY1 GO '73 410 
t: 41.-" P30 1£4.4 373p .1 
00 401 it a 1.. N 

. N • 1 - II 
!I II .20. N. CO YO 170 
Ir u., .F.O. 0.000, ce,  to 360 

00 :121 J • L. rt 
1' 	*** 3'1 1 0011612 OINWSIGN 41/31ot P05518kr ttour(u. 

UMITI IDO -- 4:1t:11:11 
1244017: 
12440171 
324401"i4 
1:42175 
:443174 
)1440177 
12442178 
12.40179 
.444010 



71341 • Ilitton / 4142411/ S 	 2:440141 
224401112 

o 3S0 ' J • Lo N 	 I1440153 
S a 11.405 	 1:440144 

3:44GUS 
CO 340 K a Lo N 	 3:444154 

340 	S $ 1 • Ut1oK3 e YlKon 	 3E440157 
C 	 3:440154 

CO 350 K a Lo N 	 32440159 
90141 • Mon • S 5  INNoil 	 3:440145 

354 CM:~ 	 . 1:440191 
C 	 3:440192 
345 	00 140 3 s Lo FF 	 3:440/43 

INI,J1 • 0.040 	 3:440194 
NCJoI1•a 0.004 	 32440195 

140 COMTINUE 	 324401/6 
C 	 3:440117 

190 	V(I.I) • 1.000 	 3:444194 
O * 1171121 	 3244019, 
L * 1 	 3:444:00 

404 manca 	 3:440:01 
C 	: 	4:CUMULATI0N OF LEFT-N4:40 TRANSFORMATIOUI ::$:::::*: 	3:440:02 

410 :F (.UOT. NATU) GO TO 510 	 32440203 
C 	 1 	,0, IaNINIMoN1 STEP •1 ~XL 1 DO 	::::“:112 	32440:04 

MN • N 	 3:44D:OS 
I* in .1.I. N1 mit • el 	 32440:54 

C 	 32440:07 
CO 500 II * I. MN 	 :::44o2oa 

1 = mu • 1 - 1: 	 32440:09 
L : I • 1 ' 	 32440:10 
G a NII1 	 3:440211 
IF tí AG. NI GO TO 430 	 32440212 

C 	 3:440213 
00 4:0 J a 1.. N 	 32440:14 

420 	UtIoJ/ a 0.030 	 3:440:15 
C 	 3:4•0210 

430 	:F IG Mi. 0.0001 CO TO 475 	 3:440217 
IF tI .C.Q. mN1 GO ID 440 	 324%3:15 

C 	 32449219 
00 450 J • L. N 	 32440:20 

5 • DADO 	 32440221 
C 	 32440::2 

00 440 K a L. M 	 3:440223 
440 	5 a 5 • U1K.:1 • umj; 	 32440224 C 	:::::::::: 0CU3LE DIVISION ÁVOIDS POSSISLE U(3CWILC14 %   :t. 	32440225 

F • (5 / UtIo1)) / 6 	 324402:6 
C 	 3:440227 

—. 	 DO 450 K * I. M 	 31440:29 
UtK.J1 • utK,J1 • 2 o UtK.I1 	 32440:29 

450 conTIma 	 3:440:30 
C 	 32440231 

460 	CO 470 4 • I. C1 	 32440232 
470 	utJ,/1 * U(J.Ii / G 	 3:44C:33 

C 	 3244::34 
GO TO 490 	 3:440:35 

....0 	 324 ,.rrs 
. 475 	DO 430 J e I. M 	 3r ,.... :'37 

400 	U1J.I1 a 0.000 	 5:.:11 33 
C :•(.. , S 

490 	Ut/.11 u Una) • 1.000 



SO0 CCONvAst 	 14440241 
C 	..::::::1::: DIAGONALUATICN OP INt SIZIASONALIOIDI taassemt 	3:440:41t 
sie trs.a MACHtio * X`: 	: 	 12440241 

C' 	:::::::::: FM KYR STtP 4 WNTIL 1 00 •• tsassatest 	 114601144 r 
'03 700 KK • 1. N 	: 	 1:441t4S 

K1 • N • KK ' 	 1046024A 
K • K/ • 1 ' 	 124401147 
ITS • S 	, 	 3t44014111 
	: TtST POR IPLIITINS. 	 1/4401/411 

POS .1K STIP -1 UMIL 1 00 -• stssmsti 	 11440250 
po su' LL • 1. K 	• 	 12440251 

L1 • K • 11 	 3244025: 
L • L1 • 1 	 31440/S1 
IP tOASStRUILI) .Lt. IPS) GO TO 565 	 11440254 

C 	m:::::1: 51111) IS ALWAYS /120.. SO TWERt IS NO tXIT 	31440255 
C 	TWOCUG11 TI« 1OTTCL1 OP TWIL LOOP :::::::::: 	32440256 

S/ (USW:XLI)I .Lt. tPS1 GO TO 540 	 324402$7 
510 conitna 	 32440:50 

c 	::a 	 CANCULATION OP WilltI // L GRUM 'MAN 1 :::::::::: 12440251 
540 	C la 0.050 	 IC440260 

S * 1.000 	 12440261 
C 	 32440200 

00 S60 I * L. K 	 32440261 
F : 1 * Pv1(I) 	 32440244 
RV1121 a C • OV111) 	 3:640245 
:F tOUSIF) .1.1. EPS) GO TO 565 	 3:44ez44 
O = Wt:1 	 32440Z67 
H = GS:RY(FIBF.G*G1 	 3246024$ 
14(I) 3 H 	 32440244 
CwO./H 	 32660270 
S Y -F / H 	 32440271 
IF 1.14CT. MATU1 Cr0 TO S60 	 12640272 

C 	 32440211 
00 550 .J * 11 11 	 3244C:76 

Y = Ut.J.1.1) 	 3:440275 
Z = t(Jr11 	 32440274 
W.3.1.11 *Y•C•2• S 	 3t.140:77 
UIJ.I) • -Y • 5 • 2 • C 	 1Z64027$ 

550 	C0NT110.12 	 12440219 
C 	 32441:t10 
560 	CC:41MM 	 1:441`:31 

C 	:::    TEST ft54  cmAT;worce    ::::: 	.12;460:1,12 
565 	Z = WIKI 	 1:440Z0.3 

iF (I. .E0. 10 CO 10 6SO 	 32440U4 
C 	:::   SHIFT FRC:1 BOTTOM 2 BY 2 MINOP ;I:t.1:::: 	3:444us 

zr (ITs .CO. 20) GO TO 1000 	 124601'06 
/15 • In * 1 	 12:.Zz../ 

Y • W11:1) 	 221.-“i:47 
G = FtV1W1) 	 1241.1.:90 
31 a PV11K1 	 12.“.62'i1 
F w tlY - 2) • (Y • 2) • (G - H) $ t0 • 3111 / (2.000 0 11 N  Y) 126,,02',2 
G = C5CITT(F•F*1.1301 	 326,0:17.) 
F 3 ((Z - Z.) • (X • :3 • H • tY / (F • OS:r211G.F)) - 31)) / X 	3.7.6,479 

C 	:::::::::» ::CAT G2 7RLH5F21mATIGti .: 	 1Z44()., 
C = 1 COO 	 7r•-'ir:"  
tá • 1.000 

C 	 1:- ,e. 1 
JO 630 11 = L. VI 	 I2'..v.r94 

1 • 11 • 1 	 3;4,.(1- 



• 
= DV1(I) 	 12440311 

T .= WI) 	 '12449302 
H.= S II 	 32443301 

2 
Z * C5-12T(FieF.IDIN) 	 12

449104
440101 

11411111 u Z 	" 	 314401.114 
C 	 ',.2440307 
.5 = N Z 	 32440:18 
F a  X M C • G 4  S 	 52440309 
G c  -X O 5. oi 	C 	 1x1442310'. H • "e * g 

;.':410111
T 4 Y » C 
IF 	likW1 GC 

CO 570 .1 2 1, N 
4 V(.7.711  

Z = Vt.),I1 	 12441317 
Vt),I11•XmetZw5 	 :1r4,41111 
4:.1.11 • -X 1. 	•E042 	 3245114 • 

570 	COUrIWZ 
C 
. 575 	Otr;02:1*F.N*N1 

W11: • z 
C    112NnICN Cz.M EE AZUTRART XF Z 11 UPO 	2.24,-.3324 

IF tZ 	8.030: (4 10 500 
C*FIZ 	 I2440321 
50.N, Z 	 12;40327 

583 	F 	.2)0Y 	 124411LA x 	• 	• e * y 	
2442329 

IF t.N07. 21.A.TU) GO TO 603 	 32,#433I0 
C 
	 32440331 

00 590 J r. 1. M 	 1:440132 
f a U(..1.11) 	 12440331 

2 Uti./) 	 12440134 
UtJ.I17 =ThiC•Z+ S 	 12440335 
U1.1.11 • -Y • 3 • Z • C 	 1:440335 

• 590 	CCM-110E 	 2:443337 
32440318 

600 CONTINUE 	 32440339 C 	 11440140 
71V1(11 = 0.000 	 12440141 
RV1(E) • F 	 32440342 
i:1 X) 	X 	 32440143 
GO TO 520 	 12443344 

	

CCNVERGENCE  	 12440345 
150 	17 (1 	0.050) GO TO 700 	 12440244 

10K) 13 MAOE NON-NEGATIVE 17 T17:7771 	32440147 
WK) • -Z 12440348 
1F 	MATA GO TO 700 	 12440349 

3440350 
00 690 .7 a 1. N 	 1:440351 

693 	VtJ.K1 = -V(J.F.1 	 32440157 
12440351 

700 COI:TIME 	 12440354 
124'.0152 

GO TO 1001 	 32440354 -e 	tti   SET EPOCR 	COMEDGElirE TO A 	 12442357 
52tIGULAA ~JE AfTER 30 ITERATIONS 2::%:ttli: 	12440329 

1055 11172 • K 	 12449159 
1901 PCTUPN 	 22440140 .414. 

LAST CADO OF 3VD :1:tti:sis 	 124411341  

1113 	 12440142 



fi  

:set!te J1 1' . 	cor.plejos. 

que caen dentro de las dos - primeras: `uncir,] 

ExistenAiversos métodos numéricos que permiten efetim" 

graCión 	lá4 diferenciacidn de funciones, El método m*010.000 

ra cada ProbleMa particular dependerá principalmente de la cantad 
. 

información disponible.sóbre la función. Los problemas hifiltdsduePtrel,  

taremos en' este capitulo serán los de las funciones reales de una se'a 

variable x, definida sobre un intervalo 9, b]. Estas funtionel pueden 

..dividi4-sé en 4 categorías: 

La,  funcidn f(x) está bien definida y puede ser evaluada 

cualquier valor real de la variable x sobre el intervalo`. 

Los valores ftx i l están disponibles únicamente en ciertos 

puntw. 	del intervalo 5, b]. 

:1 	e ot,fleicir:n de í9 	puede ser extendida analitica-!: 

r'..,': 11.1.tia C'Ar ;cita 	la función f(x) se ,Incuentra 

r».:filiada; 	une reoreseaci6n apropiada pera su manipUla-

zo 

categor 	 ntit&)e;! es hísirau:ente más dificil que la 

19K 



an" 

es; debidoa quelerdiferenCia0dn tiende a amplificar 

relente` en lainformáciOWI'laintegracién tienda. * 

tal error. Asi  mismoi,;en aquellos casos donde loa 

ión f(x) ion conocidos, o pueden ser calCulados con 

y donde se requieren únicamente las primeras derive-

, entonces los métodos basados en funciones 'tilines o 

ices proporcionan, en general, resultados sat1sfacto-

derivada% de alto orden son deseadas, o si los valores 

entan "ruido", entonces los resultados. pueden ser ine 

la tercera categorla, podemos considerar aquellas fun-

resiones trigonométricas u otras funciones elementales 

las funciones a integrar y/o diferenciar. Finalmente. 

en el dominio delos complejos C es factible de hacerse, 

egración en C puede producir resultados satisfactorios. 

efectuar 

lis apropi 

la cantidli  

bésicos .que 

iles:de une:jol 

runC.ienes pueden 

ser evaluadiven: 

e el intervalo 

lente en ciertos 	 nguaje de los métodos numéricos. el término "regla" o 

empleado en la definición de aquellos algoritmos cuyas 

noid,1 analitica- 

e -Inouentra...dis,. 

• su manipúla- 

• dos primeras 

dificil que la 

lirven para calcular aproximadamente ciertas integrales de-
! 

ite capitulo estudiaremos exclusivamente aquellas reglas o 

blicables al tipo de funciones descritas en las categorías 

thigulo y del :Trapezoide. 

1. b) un intervalo finito para la variable x. el cual se ha 



- xi, el ancho de los péneles. y sea f(x)  una  tumido 

el mismo intervalo (a. 61. 

Una aproximación a la integral-I(f) ■ I f(x) dx es deseada 
a 

Tal aproximación podria derivarse a través de la suma de las integrales 

sobre péneles hi. es  decir: 

n 	 x
1+1 

1(f) *Ii. donde Ti  m 11 (f) la 	f(x) dx. 
1.1 	 x 

f(x) 

1(f) 

a x2 	x3 	xi  



	

uM r•1111Ailváladratilra',Iiiiple-ts  mimfOriule el s Permite apro—

°'ximar las 	
:- 

• 

intégreléMI---H- Iliwreglesdncuidráture Complaste et une fér.: 
• .• 	, 	• 	, 	. 

l(f):Iimélente une tOmede:reilaS 

dreturetimptelildicades s cada integral 

Des,de las reglas de Cuadratura steple mis usadas son le regla:.  

del.:rectéegulo y la del trapepoide.:La regla del'rectinguloutilita en 

su eitimáCién les valores de la función f(x) en los Ountos  medios de los 

péleles, 

X 4' X 

aproximando cada integral li  mediante el crea de un recténgulo de base 

hi  y de altura f(Yi). es decir 

Ii  = hi  f(i) 

Según lo anterior, la regla compuesta del rectángulo resulta 

R(f) * 2 hi f(Y1 ) 
iml 

f(x) 



La ri911:01  lraPozoldelomPlen los valores de l• füncldn'en los eitee 

mas del Oinety aproxime Cada intetral a .trati4sAel irse de un trape-_ 

solde cuya base es ni y cuya altdre uartalineelmente dinidet(il) a 

f(ni I), és decir 

1+1 

La regla compuesta del trapezoide resulta entonces 

T(f) = 	h 	 
f(xi) + f(xiti) 

i
y
1 	

, 
2 

. 	' 

Puede mostrarse que si f(x) es una función continua (o simplemente in- 

tegrable según RiemeW en el intervalo (e, bi, y si h a max 114. enton- 
1 	' 

ces ambas reglas convergen al resultado exacto a medida que el ancho de 



MITIPTIM11111 

Le pregunta eblieedoOlobore.t igué,tekrópide convergen estas 

regles?. La Cella del rOctingulo esté beSade en le epronimeción Od. una 

constante en ce"sObintervalo, mientras que la mil' del trapezoide 

esté besada en une interpolación 1144041. Intuitiveuente,." podría es 

petar mayor exactitud en la regla trapezoldal. Sin embargo, observemos 

que pese en 'el caso de le función 

f(x) - x definida sobre el intervalo to, 1]. 

f(x) 

1 

-Ye 

0 	 1 

La regla trepezoldel obviamente no da error, ye que la interpolación li 

neal concuerda con le función f(x). Sin saberse, le regla rectangular 

da un resultado también sin error a pesar del lodo de que le fullción 

interpoledore en el punto x • 	ne concuerda con le función f(x). El 

error promedio esd en ambos casos, cero. 



44to',1"11.  

Es este ejemplo típico, o simplemente es suerte de la cuadratura 

del rectángulo? ¿Qué regla es en general más exacta? 

11ara'darrespuest14'esies:interroganieS, considere una :.función. 

f(x).31.swexpresión en series' delOylorcon respecto al punto yilOca-
, 

timdaven .el centro del panel 	xi+11, esto es 

f(x) 	(Y ) 	(4-y1) f*(yi) 

( x-Y )4  f'W(Y) 

La primer suposición consiste en considerar que los términos 

" son menos significativos que los términos mostrados explicíta- 

mente. 

Observemos lo siguiente: 

x
i+1 	

x
'1+1 

en la integral f 	f(x) dx = 	[f(y) 	(x-y
i
) f.(yi) 	...] dx 

xi 	xi  

se obtiene que las potencias impares al ser integradas dan cero: 

	

hi  , si 	p O 

	

O , si 	p = 1 

k3  
(x-y

i
)P  dx = ni 

	

, si 	p = 2 

0 , si 	p . 3 

5 
h 

8u 	5 	P 4  4 



dondé,-'yere valéres de ni pequeños, el:error en le aproximación 

por le:Coadratéredel:rectingulo (R) seri ly 113i rs (Y1 ), mds algunos 

timmtnosméflos-siinifiCativos. 

la serie de Taylor y substituyendo en ella el valor 

primeramente, y posteriormente el valor x • xin, tenemos: 

f(x i) • f(yi) - 	hi  f1 (yi) + 	hl f"(Yi) - 	hi f"'( 	TA-hi  fomy ) 	.. 

f(x1+1) = f(yi) + 	hil"(y1 ) + 	hl fw(yi ) + 	h: f"(Yi) + 	h: flv(yi) + 

de donde sumando las dos expresiones anteriores se obtiene que 

f(x{)  + 2 f(xi+1) 	f(
Yi 	8 

) + 	h2 fu
I  

(Y 	
3 I 

h  fiv(v  
i 	'1. + •• • 

	

i 	8 

, 	4 5 
 

Combinando esto con la expresión anterior, 

x
1+1 	3 	5
xi 

 f(x) dx y  h f(y
i  ) + 24 

— h
i 
 f"(y

i 
 ) + --me h. t, 1(yi) + 19-me  

y considerando que 

f(x4 ) + f(xin) 	3 	1 	5 
hi f(Yi) 	( 	2 	) 	hl "(YO - 3,54. 	f'v(Yi) 	"' 



T(f) 

Para valores pequeños de hl, el error en la aproximación de la regla 

trapezoidal (T) en un panel es: 

- II 
13  
hi  f"(yi), 

másotros términos menos significativos. El error total de cada regla 

será la suma de los errores en todos los paneles, es decir, haciendo 

n 3 
E = u y hi  f"(yi) 

isl  

n 5  
F  = 1316.  Y hi fiv(Yi)  

1=1 

el error total resulta: 

1(f) = R(f) + E 4 F + 	(Rectángulo) 

I(f) = 7(f) - 2E - 4F + 	(Trapezoide) 

Para valores de hi  < 1 entonces hi
5 
 « hi

3  
y por lo tanto F « E, provis 

to que PI' no se comporte ruidosamente. 

Conclusiones  

a) R es cerca de 2 veces más exacta que T. 



b) La diferencia:extre los valores de R(f) y T(f).puedeempleer- 

soros le estimación del error. 	le integreciée , 

c) Duplicando el número de lléneles h1  f21-. se  cuadruplica la 

exactitud ya que, por una parte. E se reduce por un factor de 1 y por 

otra. el número de pénelei se incremente ea'2, lo cual, hace que el tEr 

mino total se vea reducido en jr. Esfrictementehablandd.*el factor no 

es 	ya que la función f" no es generalmente constante y los términos 

de mayor orden ejercen alguna influencia. Desde un puntb de vista prác-

tico. en ambos casos. R y T. al doblar el número de péneles, cuadrupli 

can su exactitud. 

Esta técnica de doblar repetidamente el número de péneles y de 

calcular mediante R y T el error, puede programarse para producir un mé 

todo, el cual automáticamente pueda determinar el número de péneles ne-

cesarios, de tal forma que la ihtegral aproximada sea computada dentro 

de cierta tolerancia de error prescrita. Esta técnica será empleada en 

reglas de cuadratura mis sofisticadas. 

Cuadratura de Simpson.  

En la sección anterior hemos definido las cuadraturas R y I 

R(f) 	hl  «YO 
2  X

i  • Xpi yi  

n h. 
T(f) . 

V
2 
l 

-,31- tf(xi+1) + f(xi)] 
a 



,?5 

3 

"Intr / hl t'V(yi)• 
1.1 

Combinando estas dos cuadraturas podemos producir otra cuadratura don-

de el error no contenga los términos E. 

Sea S(f) 	R(f) + 1T(f) 

ó S(f) = 

	

	bi  [f(xi) + 4f(yi) + f(xi,11)1 
i=1 

Esta cuadratura recibe el nombre de Simpson y puede derivarse, como en 

los dos casos anteriores. integrando pieza a pieza una función. parabó-

lica en este caso. la cual interpole los datos. 

El error puede obtenerse directamente de las fórmulas de los 

errores en R y T. 

1(f) - S(f) = 	[1(f) - R(f)] + 	[Uf) - T(f)] 

= -1 (E • F • ...) • 1 (-2E - 4F + ...) 

E  • 4 - F  • 



Lacuadrature S(f) esti besada en una interpolación de segundo grado y 

su error contiene derivadas de cuarto orden, por 10 tanto, S(x) seré 

una cuadratura exacta,  pare funciénes cúbicas.' 

Cuando la longitud del intervalo es dividida, h
I 	

el térmi 

no.h,
S  

decrece por un factor de 	al mismo tiempo el número de'su - 

mandos se duplica siendo la reducción del error total. un factor aproxi 

mudamente igual a 111-. 

Esta técnica de combinar dos aproximaciones con errores simila-

res para obtener una aproximacilin mis exacta puede ser continuada. Por 

ejemplo, los valores de S(f) pueden combinarse con las cuadraturas R o 
7 

T. para obtener errores del orden de hl  y f (y1 ). La regla general que 

describe este procedimiento se conoce con el nombre de cuadratura de  

Romberg. 

Regla de Cuadratura Adaptada. 

Esta regla es un algoritmo numérico el cual. empleando una o dos 

cuadraturas básicas. determina automáticamente el teme% del subinterve 

lo de tal manera que ciertos requisitos de exactitud sean satisfechos. 

El principio básico de esta regla consiste en seleccionar un tamaño re-

lativamente grande de intervalos donde la (uncido a integrar tenga un 
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comportamiento suave, y un intervalo pequeño donde la función cambie abrup.  

tamente. 

Esta regla requiere de la siguiente información: 

(1) 
	

un intervalo finito [a, bl, 

(ii) una función a integrar f(x) definida en el intervalo fa, 

(iii) y un error de tolerancia 1. 

El algoritmo de cuadratura adaptada calcularé una cantidad Q tal 

que 

b 
IQ - í f(x)dxI < c 

a 



- El intervalo de integracióm 'se divide en n subintervalos 

el »amero de S'intervalos dependeréde C y de la funcióǹ `  

lee cuero antes. bi  a141  • mi. (x,• a y mol  • b). 11 esquema o re-

gla de la cuadratura adaptada aplica dos cuadratures diferentes a cada 

subintervalo. Seen los dos resultados de estas cuadraturas P1 
 y Q Por 

ejemplo, un esquema basado en la cuadratura de Simpson emplearte la fdr 

Mula de 2- péneles siguiente: 

h, 	h, 
• (f(x ) + 4f(x +) + f(x1  + hi)1 

	

e 
	

e 
e 

	

e 
	

e 

	

e 
	

e 

	

1 	 

	

xo. 	x
1+1 

	 • 
ni  

y un esquema de Simpson con 4-péneles emplearla 

h 
Qi  • 	[f(xi) 1  + 4-1  ) + 2f(sti  « - 

h 
 -) • 4tht1 4. 3 .4—) + f(xi  • hi)). 

I/1 	QI son dos aproximaciones distintas de la Integral 



El principio de la cuadratura adaptada consiste en comparar es-

tas dos aproximaciones y obtener de la comparación una medida de la 

exactitud de cada aproximación. 

Si el resultado es aceptable una de las dos se toma como el va-

lor de la integral. de lo contrario se subdivide el intervalo en dos o 

mis partes y el proceso se repite en los subintervalos mis aquellos. 

Es importante notar que la evaluación de la función f(x) se sim-

plifica, ya que como puede observarse los términos Pi  y Qi  tienen cier-

tas partes comunes. Qi  contiene únicamente dos términos que no estén en 

Pi. En lo que resta, deberé entenderse que Q1  se obtiene aplicando la 

regla de Pi  dos veces, una vez para cada mitad del intervalo. Esta idea 

facilitaré el análisis de la regla adaptada. 

Consideremos por un momento que la regla de Pi  da la respuesta 

exacta cuando la función integrante es un polinomio de grado p-1, o equivalen_ 

temente, f(p)(x) a O. Expandiendo por seriesde Taylor con respecto al 

punto central de un subintervalo, puede demostrarse que 

h. 
1
i 
 - P

i 
 = chi)" f(P) (x1 	

1
) 
	... 

(ver esta misma expresión en la cuadratura del rectángulo P9. ge). 

Como hemos supuesto que Q
i 
es la suma de dos P's calculados en subinter 

h, 
velos de longitud 	podemos concluir que 



les,det errores estilo releCionados por 

Pi) 	... • ..12  (I - Pi) + • 

Esto indica que al partir el subintervalo, el error decreceré cerca de 

2P veces. 

Rearreglando términos: 

11 	2p (1 - —1 ) = Qi 2p - — 1  P 	+ • • 

- 1) = 2P  Qi  - Pi 

- 1 	2P- 1 1 	2 5----  1  i 	2P- 1 	2P- 1 1  

Qi 	Pi 

21P- 1 	1 	2P- 1 

1  (P - ) Q - • 
21)- 1 " " 

Finalmente. el error en la expresión Ms exacta Qi es cerca de 1 2P- 1 
veces la diferencia entre las dos aproximaciones. 

El objetivo esencial seré pues. dividir cada subintervalo baste qua 

1 	2P Q - Pi 
	1  

Ii  



es le tolerante requerlde. Le expresidn 1 4—ic resultaré 

evtdentii a continuación. SI todo .1 Intervalo Ce. hl fuera cubierto por 

n sehinterveles. entonces el resultado seria: 

Tomando en cuenta lo anterior y despreciando los términos de alto 

orden tenemos: 

b 	n 
IQ 	fa  f(x)dx1 • I Y

1  Qi 1= 

n 

< 1E1  IQI 	fil 

< 	" IP" - (41 2P- 1 iml 

2P- 1 	? 

-2p_ 	b - a s.  41  -I 

lo cual coincide con lo planteado arriba. 

No se debe pasar por alto que en este análisis se requiere de la 

suposición de que f(,)(x) sea una función continua y proporcional a 

hPI' '<PI(x). 

Mesto aqul y per simplicidad henos empleado el criterio de error absoluto. 



Ceocesiones el criterio de error relativo. el cual es independiente de 

la escala de f. es empleado 

IQ - I  fl 
	 <c 

If fl 

Esto complica el análisis ya que el denominador 11 fl puede ser cero. 

Además una buena aproximación del denominador solo se obtendria hasta el 

final del cálculo. 

Otro criterio podría ser 

IQ - 1 fl  

1 ifi 

en cuyo caso el denominador no seria cero. al  menos que la función f(x) 

fuese idéntica a cero yen cuyo caso el análisis seria igualmente compli-

cado. 

De cualquier manera el usuario de la cuadratura adaptada debe es-

tar siempre conciente del tipo de error que se está empleando en la sub-

rutina paquete que utilice para aproximar integrales. 

Al final del capitulo se enlista la subrutina QUANCB la cual apro 

alma integrales por el método de la cuadratura adaptada. 



La tdcnlca de taterpolecide dilas nocl0914,4001444 •491lftes. 

puedó-emplOerse'en la 'obtención de resUltados.interásantes el moblé 4-

mee N finte ación. 

la función spline que interpole f(x) en el intervalo 5i. 1+1 

b 
Si a • xl  y b* xe11. la integral f f(x)dx puede ser aproximada 

b 	 a 

plr la integral I s(x)dx, 
a 

b 
1 	s(x)dx a 1 (h 1f1 	1  h b

1 
,i, 1 ,3  

a 	
3  ni c+whi  di) 

donde hl  = x1+1 	xi 

Los coeficientes b1. cl  y di  pueden obtenerse por medio de la técnica 

cubic-spline ya descrita. (Dado que existen n+1 'iodos. la subrutina 

SPLINE seré llamada con N - n + 1). 

La función s(x) puede representarse también como (ver capitulo 

111): 

S(x) • wfm 	+ hl [(w3  bo) oin  + 	3  - 	01] 



Avdendeles illtégnItabo son:calculadas a partir de un s1steme debelo 

Clenee'trldlagonel.. 

1 
1 	s (w)dra 
o 

1 	1 
Ademes. 

0 
 wdw = Ir. y f 

O
(w-  - id)", • ;1 

.Entonces. substituyendo en la primera integral se obtiene que 

x1+1 	
fin) 

 Ol * din s(x)dx • - el3  

xi 

En otras palabras, la fórmula de la cuadratura spline es la mis- 

mo que la fórmula de la cuadratura trepezoldal, més un °término de co- 

rección", el cual contiene a le variable oi. Una fórmula oís convencen 

te para el calculo en el intervalo total seria 

b 	 n 	fi • ti •1 	3 c • c 
1 e(x)dx 	

h, 
a i•1 ' 

En este caso. dulcemente los datos (x, f) y el  arreglo  de  segundas  deri 

vedes c1'
calculado por MANE, soplen requeridos. 



77777577;  

Por lo tanto e interesantemente, el término de corrección provisto por 

la cuadratura SPLINE aproxima al término error de la cuadratura trape- o  

zoidal. En la literatura no se han reportado resultados précticos don-

de se haya aplicado la cuadratura SPLINE, sin embargo, Por los resulta-

dos mostrados aquí, ésta parece ser de gran utilidad. 

Por 	último, debemosilobservar que la cuadratura spline no pre-

senta la forma convencional de otras cuadraturas, es decir, 

b 	gin 
1 f(x)dx = y 	al  f(xt). 
a 

En la cuadratura spline cada coeficiente al  dependeré de los va-

lores f(xi) en forma mis complicada. 

Aproximación de Integrales por el Método de Monte Carlo. 

Supongleos que se desea integrar la función g(x) en el intervalo 

•< x < O, 

b 
. I g(x)dx . 

a 



La 114°d°1111,  ogehloor ~Sisee es  eelecelemer ves funCión,de densi-

erbitrariary(4 de ves variable aleatoria Y definida un el ínter- 

ulla 	es decir 

Jonster1omente, ademéLde la variable aleatoria y. se requiere definir 

le,sigiiiente función aleatoria 

b 
Ahora bien, la definición de valor esperado Etfy(v)I • J f(v)P (v)dv 

a 
puede aplicarse directamente en la función N. esto es 

b 
Etd1 *

a Vvlitho  Py(v)dv • 1 

En vea de una variable aleatoria H. consideremos ahora n variables 

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 

H1. 142. N3, ..., No  tales que 

E [Ni] • 1, V 1 • 1, ..., n 

Ver (1111 • dar 91, V 1 • 1, .... n 



Si formemos una cueva variable: aleatoria H*. definida ~á 

Según:el.  teorema del Limite Central, la „distribución de la nue-T 

va variable aleatoria H* tenderé a la distribución normal, acerándose 

a H(4,4Y1 	medid* eme e •^,*, es decir, 

- nll < 3/ Var H* 2  0.997 

Prfl 2 Ni  - cli < 3/5171 } 0.997, 
i=1 

Dividiendo entre n 

Pr {11 2 N - I 	
3/  llar N 

} = 0.997, 
iml 

1 11  
lo que también se interpreta como una variable aleatoria -t

1 
 IIi  cerca- 

n 1 

na al valor I con probabilidad 0.997 y con un error menor a 	3i(I171;:l  

A medida que n crece se observa que 

1 	n 	 n 9(v i) 1 
	9  1 

n 	n 	r- rv  —T 2 I • 
Y i 

Ahora bien, según hemos visto en el cálculo aproximado de l,pue- 



nti 

dsálámrsilla-dtÚlthillégids. cbabraile'veriablealiat‘ria11.fitaall 
irease,,1 *lidio/4r deid 

Y.suverienze- Serillerlóp La pregunte que eliOreAe,:presente es. icégn 

'.reducirle-verienze del error?,esto 

h - ) 	(1 	 t 	- 12) 
v 

A continuación mostraremos que Varen' se minimiza si se el$9e 

una función de densidad Py(x) proporcional a Ig(x)t. 

mecisompe—SW-y yo,4715 en la desigualdad de Sonara 

2 

1 141  lu(x) v(x)1 dx1 < 1 u2(x)dx ¡ v2(x)dx 
a 	- e 

	

b 	• b 

se obtiene: 

b 	
2 „ 

11,, 190001 	11: 
Y

1  ex lb  loy(n)dz u ib  114 
- 	a 	a V 

dx 	(1) 

y de acuerdo e le definición de la variante se tiene ',tomes que 

, 	e 
Var 	 . 12 . 



obtemdremes que la expresión (1) se convierte en la identidad," que 

a I 19(41 	b 	
2 

a 	111(andx. a 	Ighlit 	h(x) 	s[l 19(x)idi • a 
a 	

a 

y per consiguiente Ya« se convierte en igualdad. 

En la práctica no se seleccionen funciones Pv(a) complejas ya 

que ello harta sumamente laborioso el método Monte Carlo. Por otro le-

do, la función g(x) puede ser una gula para la selección de la función 

Py(x). 

Ast 	mismo, 	las integrales de forma 

b 
I • f 9(s)da 

a 

no se resuelven por el método Monte Carlo, sino por métodos de cuadratu 

re. En cambio. en el caso de integrales múltiples la situación cambia. 

el método de la cuadratura se vuelve sumamente complejo, mientras que 

Monte Carlo permanece précticamente inalterable. 

Ejemplo de aplicación: 

Sea la Integral l • I
o 
sen a da 



o 
7 

a 

Con propósito de ilustración considérense las dos funciones de 

densidad siguientes: 

(I) Y • ya) • 	Y 	(II) Pv(x). 
8x  
—y 

La función de densidad (I) pertenece e una variable aleatoria 

con distribución uniforme definida en el Intervalo [O. 11 . Intuitiva-

mente se observa que le función de densidad (II) satisface mejor las re 

comendaciones de proporcionalidad, por lo tanto, de elle se esperarén 

los mejores resultados. Para cada caso se tiene: 

(e) Pv(x) • 



.ggfteraildp . 10 valores al atoraos 	0 Producen. según latir 

aula v 	otros 10,v1. 	vio  y el valor de la integral resulta 

1 • 0.952 

(b) Pv(n) ■ 

V 
da •U 

O is" 

v• Tu 

	

w2 	a sen vi  

	

1 2  S 	vi 

para n • 10. 1 -.2 1.016 

La medida del orden del error estarle dada por 3 1171/1. 

un resultado mis préctico serle 	0.675/1/4rn1H1  entonces po 

uno de los casos vistos se tendrte el error siguiente: 

Ver [N)1  • 0.256 
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Integracidn Numdrica a Través de polinomios Ortogoneles.', 

Polinomios Ortogonales. 

Definición: Dos funciones. gm(x) y 9n(e),  obtenidas a partir de una fa-

milia de funciones {Pk(x)}. se dicen ser ortogonales con respecto a la 

fundan w(x) en el intervalo (a, b]. si ellas satisfacen que: 

b 
w(x) 9mn (x) 	dx O. Vn i n y 

a 

b 	2 
I m(x) gm(x) dx • c(m) O O V m. 
a 

Como ejemplo de estas funciones pueden citarse las funciones se-

no y coseno (sen Rx, cos Rx). 

La propiedad de ortogonalidad se interpreta, en términos de espa-

cios vectoriales, come la perpendicularided existente entre dos vectores, 

en un espacio n-dimensional (n muy grande) (Flguray4). Los elementos o 

vectores de este espacio vectorial no son otros que los formados con la 

familia (91(x)1. 

La familia de polinomios (ski. k • 0, 1. 	define un espacio 

vectorial cuyos elementos no son ortogonales. Otras famillasstales como 

las de los polinomios de Legendre, Laguerre. Chebysilev y Nermite, ademis 

de definir un espacio vectorial, sus elementos son ortogonales. 



Figura 14.- Familia de funciones ortogonales representada por medio de 

un espacio vectorial e-dimensional. Cada vector en el espa-

cio representa una función. 



(1) Polissátos de Legeádre (10  ( )1. 

Los. pslinsalos de Leemdre ietisfecoll,  Propiedad dO.orieogenli .'- 

dad so el totmrvelo [-I. 1j. con función peso o(*) a 1, es decir: 

Los tres primeros polinomios de Legendre se definen como: 

P0 (x) • 1 

P
1
(x) • x 

1 
P2(x) • y (3x2  - 1) 

Los polinomios de Legendre subsecuentes pueden obtenerse a partir 

de la fórmula de recurrencia siguiente: 

Pn
(x) * 211-1  x Pn-1(x)  - nn'l P

n-2 
 (x) 

(ii) Polinomios de Laguerre (Ln(x)1 

Los polinomios de Laguerre satisfacen la propiedad de ortogonali 

dad en el intervalo [O, *1 con función peso w(x) * e-*, o sea que: 

0, , mOn 

e'x  L (x) Lit  (x) dx 

c(m). m n 

Los tres primeros polinomios de Laguerre son iguales a: 



(111) Polinomios de Cliehyshev (Tn(x)}. 

Los polinomios de Chehyshev son ortogonales en el intervalo 

1. 11 con función peso mi(x) • (1 - x2).  f. dando 

1 - x2) iTm(x) Tn(x)dx • 

 

c(m), 	$ 

Los tres primeros polinomios de Chebyshev se definen 'si: 

TO(x) • 1 

T
1 
 (x) • x 

T(x) • 2x2 	1 

y la fórmula de recurrencia es: 

Tn(x) • 2xTn.1(x) - Tn.2(x) 

iv) Polinomios de Hermite INn(x)1. 

Los polinomios de Nermite satisfacen la propiedad de ortogonalidad 



2 
01 31  Hm(x) fin(x) dx 

c(m), 	• 

Los tres primeros polinomios de Hermite son: 

H1() 

H
2
(x) 

con fórmula de recurrencia H (x) • 2xN
n-1

(x) 	2(x-1)H (x) 
n-2 

Cada uno de los polinomios definidos arriba es un polinomio con 

coeficientes reales. de grado n en la variable x y con n rafces reales 

distintas, las cuales caen dentro del intervalo de integración de cada 

polinomio. Como ejemplo. todas las rafces del polinomio de Legrendre 

Pn(x) caen dentro del intervalo [-1. 1]. 

Una propiedad importante de los polinomios ortogonele; es la de 

generar el espacio vectorial de todas los otros polinomios. ortogonales 

o no. 

Sea pn(x) un polinomio arbitrario de grado n 

pn(x) • 
1 0 

aix 

El polinomio pn(x) puede representarse como la combinación lineal de 

cualquiera de las familias de polinomios ortogonales mencionadas arriba: 



P4(x) 	si°  csi al puede expresarse de amura única en términos 

de los polinomios de Legendre, es decir: 

4 
Pl(m) = IFO  fil  P1(x) 6 

.4(x) - 00 • oix • 52(1x2  - 1) • 03(1 x' - x) • 0401- x' - T  x2  • 111 

Agrupando términos según el grado de la variable x 

3 	15 	S 	3S 
P4(31) e (80 - 

62  
r * t 041  • (01 - 13 2)x  • (2. 62 T B4)x2  2' • 80

3  r • 	04x4 
 

e igualando con los coeficientes a se deduce que: 

2 f “ 	6 Y 82 " 7 12 • '4'k  



puede ser expresado también 

94") 	
P0(*) • 111- 	- 	P2(31)  * 	P3(*)  • ik vio 

Cuadraturas Gaussianes. 

En general;-el método de las cuadraturas gaussianes propone apro 

'limar la integral 

b 
/ w(x) F(x)dx 
a 

por medio de una sume de n términos 

n 

1
I
4 ' 

li,(T1). 

siendo los Ti  y Wi, ciertos nodos y ponderadores, respectivamente. La fun 

ción w(x), en la integral, no es otra que la función peso asociada a algu 

na familia de polinomios ortogonales. Los nodos Ti  son las raíces del po-

linomio ortogonal de grado n perteneciente a la misma familia anterior y 

el cual es empleado como herramienta de solución del problema. Cada ele-

mento ponderador W1  es la solución de la integral efectuada sobre un po 



• 2 	 1" , 	 rwww: 

1411001911 401 1WrodeAldelkillio, familia anterior). On-•:els. ..,1nteryalO [e. -e 

En otras:; palabras. muchas de' 	técnicas de ielegreciée 

`rice. tales come Sisqlson, Aomberg.• *U. (donde w(x) • 1) emplean s'Untos • 

equidistantes xi. lo.cual puede ser' conveniente pero no necesario. En 

les métodos Gayssienot no se seleccionan puntos- equidistantes. sino mes • 

bien se emplean puntos (nodos)que son las raíces de un polinomio ortogo 

nal de grado n defieido sobre el:intervalo te. hl y con función-Piso 

li^fOncidn w(x). 

La razón de los nodos y ponderadores resultaré mis clara con lo 

que se explique a continuación. 

(1).  Cuadratura Gauss -Legendre. 

En el método de la cuadratura de legendre, la herramienta de so-

lución a la integral 

b 
J f(x)dx, son los polinomios de legerdre. 
a 

El método consiste en aproximar la función f(x) por wedio de un 

polinomio cualquiera de grado n que pase por n puntos x1  y que sea igual 

f(xi)(Wi), mis una cierta función error Rn(x). le cual contenga el 

error en la aproximación 

f(x) 	 ǹ(x) ♦ Rn(x) 	 (1) 

la función pn(x) puede ser expresada en términos de polinomios Langregia 

nos (ver Capitulo III) como: 

eV.I.Erilov. Approaimate Calculation of Integral., Macsillan,new Vorg.1962. 



desde rade %leído 

SS)  (n+11. 	4  < E < b 

Substituyendo les expresiones (2) y (3) en (1) se tiene: 

f 
(n*11

(n+1) 
it)  

f(x)*I Li(x) f(x1 ) 	{ (x • 
1 
) 	I . 	< 	b (4) 

1•0 	11,0  

(»O 
(3) 

Siendo el intervalo de ortogonalided de los polinomios de Legendre 

(-1, 1], es necesario, antes de integrar la función f(x), efectuar un 

cambio de variable a fin de modificar el intervalo de 	integración de 

5. b3 	1-1. 13. 

Naciendo 

a e  pc•jLitlb 
• a 

ción en t, 

la función f(x) se convierte en una nueva fun- 

00 . F(z) f(400  - 	(e • b))  
2 

quedando le expresión (4) definida entonces como: 



Si la función f(e) 	F(z)) fuera un polinomio de grado 2n+1, en 

tomes, el términe
bo 

 (t) F(ti) serie un polinomio de.lo mas. gra 

do n. el término n (s - ) serla un polinomio de grado n+1. y el 
1.0 

r(n+1)((r) 
término(e+1) 

	
serle un polinomio de grado n. 

Considerando éste último término igual a un polinomio de grado n, 

qn(2) e integrando entre -1 y 1. la expresión (5) se convierte en: 

1 	1 	n 
F(z)dz = f 	Y 14(2) F(zi)dz 	I 	n (z - zi) cin(z)dz. 

-1 	-1 	' 	-1 i=0 =0 

1 1 
En conclusión. la  integral 1 F(z)dz puede aproximarse por la 

-1 
expresión 

M, F(zi) 	 (6) 
' 

con un error dado por la expresión 

1 n 
Error • 1 

	

	n (z 	zt ) qn(:)dz. 
-1 1.0 



More bien, expandiendo los polinomios q (z) y n (z - z1 ) en 
ial 

• 

El objetive fundamental seré seleccionar aquellos valores al  que anulen 

(O mieledemm) el error en la aproxiesción. La ortogonal idas de los poli 

mentes de Logendre puede emplearse con este propósito. 

términos de polinomios de Legendre se tiene: 

q 	1 e P (z) Y 
11 	

II  
 j,4 

n+1 
(z - z1) a  / bi P1(z). 

1.0 	1.0 

El producto q_(z) n (z - zo resulta entonces igual a: 
" 	1.0 

0.1 n 
bi  c3  Pi(z)(z)

' 
mismo que al ser integrado entre r.1. 11  se 

1.0 3.0 

reduce a: 

1 	2 
Error 	1? 

. 11
1  ci  f 

-1 
 [Pi(z)] dz 

Para que el error sea igual a cero seré menester igualar los n.1 

coeficientes b1  a cero. Por otro lado, en la exprese18ft (a), si todos 

los b1  (i 	0. ..., n) son iguales a cero, exceptuando el último, se ob 

(8)  

(9)  



EWetta Oltime..expresión.11 polinóMio dela-ilquierde tiene co 

mo Coeficientes del término de mayor, orden,-la unidad. Por lo tanto, 

si la expresión. (10)se cumple, 0101.  deberé ser igual al inyersO.del coe 

.ficienteAel término de mayor orden del polinomio Pn1(z).410s.abn, si 

ambos polinomios son iguales. ellos deberánAener las MisMas‘reices, o 

lo que es 10 mismo,its raíces de P (z) deberán de ser las_ mismas que 
n 	11+1 

las ralees de n (u- zi), que son precisamente, todas las zi. 
i=0 

Habiendo definido los Puntos z1 como las raíces del polinomio de 

Legendre de grado n.1. P11,1(z), los pesos Mi  en la aproximación inte-

gral (expresión (6)) se definen de manera inmediata a través de la ex-

presión (7). 

Todo este desarrollo se be basado en la suposición inicial de una 

función f(x) polinómice de grado menor o igual a 2n+1. Si éste no fuese 

el ceso, se incurriría en un error en la aproximación igual a: 

2n+3 	4 

[In.1)t1 	(2n+2) 
Error o 

2  
(0. -1 < C < 

n 	(2n+3) [(2n+2)1
3 

(ii) Cuadratura Gauss-Laguerre. 

El desarrollo del método de la cuadratura Gauss-Laguerre. es  sima 

lar al anterior. Los nodos zi son. en este caso. las raíces del polino- 



, 
ru--( 

'400 

11:erferen le aOroximación:integraYlie funciones'no.ipolifiómicas esti 

(iii) Cuadratura Gauss -Chebyshev. 

Anélogemente. los nodos zi  son las ratees del polinomio Tn+I(z). 

los pesos Mi  estén dados por la expresión 

1 	
1 	 

•/ 	11(z) dz 
-1 	1 - z2  

y el error para funciones no polindmicas es igual a: 

2w  
E • 	F(2n+2)(C). 	-1 < C < 1 • n 2

2
"
42 

(20•2)! 

(iv) Cuadratura Gauss -Hermite 

En este caso. zi  serón las raíces de 141,01(z). los pesos 1111  esta-

rán definidos por 

32  
• f 	e--  L(z) dz 



(1) Cualquier función f(x) que exista en el intervalo de integración 

puede ser integrada empleando alguna de las cuatro cuadraturas'en 

teriores. 

(II) Si la función peso w(x) no coincide con la función peso de las cua 

draturas Gaussianas, entonces es recomendable usar la siguiente 

transformación: 

fb  f(x)dx fb  w(x) !III dx fb  w(x) 9(x)dx w x 
a 	a • 	a 

donde w(x) sería la función peso apropiada. 

(11I)Si el intervalo de integración no coincide con el intervalo de la 

cuadratura Gaussiana. entonces la siguiente transformación puede 

emplearse: 

Z 

2x - (a+b) 	intervalo (-1, 1). 
b - a 

La subrutina GAUSSQ listada al final del capítulo calcula, según 

sea el tipo de cuadratura a emplear, los valores de los nodos T I  y pon-

deradores M
i 
para diferentes valores de N, el número de términos en la 

aproximación. 



6111 y Schere derivaron una expresión de la distribución de velo 

~dee de un flutdo en une tubería circular modificando 	ecuacidn de 

Prendtl. 

La velocidad adimensional u*  en la dirección x esté dada en fun - 

~o de une distancia adinensional y*, medida a partir de la cara inter 

no de la tuberte. 

r 

u s 

.1 +A7Q 

dP+  • ? 	
2d  

fO 	o • drrua 
dy• 

donde 

) 
c * (0.36)

2 
(
y4

)
2 
(1 - e

-d(Y*/71 
 )

2 

tro interno 

• M.M. Cill and 11.Scher, na Mod1fication al the Mementua Transport 
Wypotheeies, a.I.CW.C. ~nal, 7, 61-63 (1161). 



es'  la distancia adimensional correspondiente al 'Mide la tubería 

es una función ~frica de 7 + 

Li2L-191.  

NRe - número de Reynolds y 

- factor de fricción de Fanning. 

Ambos, NRe y f son perímetros adimensionales que dependen de las 
propiedades físicas del fluido. la  rugosidad de la tubería y la veloci-

dad del fluido, principalmente. 

donde 

NRe esté dado por la fórmula 

11.122. 
-Re 

velocidad media del fluido 

- diámetro interno 

p 	densidad 

viscosidad 

en unidades compatibles 

Para el caso de tuberías circulares no muy rugosas donde NRe  fluctúa en-

tre 2000 y 5000. f puede representarse adecuadamente por la ecuación de 



empleando la cuadratura de Chabyakev y de Legendre con n puntos de ex-

pemilie. Substituya apropiadamente f(x) y los intervalos (a. b) en la 

expresión de la velocidad adimensional u.. 

Compare los resultados obtenidos de la integral por las dos cua-

draturas para valores del número de Reynolds de 

Nwe  a 5000, 10000. 25000 y 50000 

y para distancias adimensionales de 

1. 2. 5. 10. 20,50, 100. 200. 500 y 1000 

empleando 

2, 4, 6. 10 y 15 puntos de expansión. 

• 
Grefique en papel semilogarltmico los resultados de log y .vs.0 

obtenidos cuando el número de partes en la expansión es 15. Comente los 

resultados. 



e).- Evalúese aminticamente. 

b).- Aproxime 1 empleando la core deN paneles  

igualmente espaciados. Dada la singty enilcerca del 

intervalo de integración .01, es Prcencontldes con 

la exactitud del método. Corra un pr con N10.  

c).- Reescribe 1 como: 

LO 
I) dx 4 dx 

0.01 ex., x 

Evalúe la segunda integral ~mente ;usando le  

cuadratura de Simpson„ entonces sumos veltener 1.  

Use, otra vez, N 10, 20 y 40. LObtsultadn que en 

el inciso (b)? ¿Porqué?. 

d).- Repita los incisos (b) yando ihmul en  

lugar de la regla de Sirapson. Use ~and% Ambos, el 

error absoluto y el error'relativo, le el ndanes eva-

luadas requeridas. ¿Es QUANCS más eue la »no 
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SOlUCION otneutacri DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.  

Ecsecienes Diferenciales Ordinarias. 

1.11110..clomeiée difirenCiaíde prtmer orden Y.  • F(Y.R). el'ehje• 

tivs 415  ~atm' !NOWA fuella y(t) que:satisfaga la ecuacidn dtferenciii. 

teme selmcidn'eme familia de curvas -ira y(t). SI la funcidu f(y,t) 

fuere igual oy, la ~Acide diferencial temerla como solucidn la fue- 
' 

cies* y(t) • Ce 

Al elegir un valor inicial y0  • y(0) se seleccionarla une de les 

curvas que Integren la familia de curvas. 

ygiges 1g. Familia de curvas »lucillo e la E00 y' e 
y. 



Ea elde eceecteoes difereecieles ordimartés (IDO) coo'veries 

veriebles'dépeadieites. el , prorisÑ temsisteen reeelverlil s'ateas de 
ASO de-feria 

La »lucida analítica de este sistema involucre dos matute% 

requirléMese para , ello des piezas adicionales de información. Si los va 

lores deyyzfuesem especificados para un cierto valor t0 de la varia-

ble indepeodiente t. ~onces la solución serle Mica. El problema de 

le determineciée de les valores deyyzpere valores det› Ni  es cono-
cido con el eitobredeNwebleas del valer inicial°. 

fiftalmente, toma 1110 de *Me %donde la derivada de mis alto or-

denes despeiable. puede ser escrita también como un sistema de a ecue-

cieees diferenciales de primer orden introduciendo n-1 nuevas variables. 

La acucias diferencial ordinaria 

g(u. ws. t) 

puede escribirse también como: 

t' • I(ue z. t) 

Dado que e* la práctica no todas las ecuaciones diferenciales pub 

den ser resueltas amillticameote, es deseable entonces definir otros sé- 



A 

todos de solución tales comllosmélodos numéricos. Adelés• de la Info!- 
. 

Meción.requeridwen le stmlUción analltica de ecuaciones diferenCiálvs. 

-la 	.Alumdrica requiere de dos piezas adicionales de informa, 

cien: 

(11) Una expresión que indique cuanto se desea pagar por alcanzar 

tal solución. 

Les aproxtmecioees numéricas de interés en este capftulo involucran 

los métodos de paso a paso (o de diferencias o de variables discretas) 

los cuales consisten en la generación de una secuencia de puntos. tov 

t1..... con intervalo variable no  = to41  • ter  En cada punto te, la 

solución y(tn) es aproximada por un número yo  el cual es calculado a par 

tir de ciertos valores anteriormente estimados. 

En general. si  K valores estimados son empleados en el calculo 

del valor ymi. el método se denomine. método de K pesos. Cuando K es 

igual e 1. el método recibe el nombre de método de paso simple. y cuando 

K > 1 el método se nombra método de multipasos. 

Un ejemplo del método de paso-simple es el método de Euler. donde 

el valor yon  es calculado a través de una extrapolación lineal del va-

lor anterior yo. Tal es el caso de la ecuación diferencial ordinaria 

y' • f(y. t) con condición inicial y(t0) a yo, 

donde le pendiente de le solución y(t) es calculada a partir de la condi-

ción Inicial. esto es: 



y donde el valor estimado yiscorresposdieste'M y(tl) es calculado em-

pleando los dos primeros términos de la serio de Taylor 

y en general 

Y(te+1) = Ynti  • ye  ha  f(ta. 

El método de Euler, sin embargo, pueda crear errores considera-

bles en la solución de algunas EDO. En el caso de la ecuación y' • y, 

donde et es la soluci6n.•a medida que t aumenta, el error seré multipli-

cado por un factor et produciendo inestabilidad en la EU (Figura 15), en 

cambio, para y' • -y, donde e't  es la solución, los errores se verla dis-

minuidos a medida que t aumente de valor, produciéndose una solucidn esta 

ble (Figure 16). 

A continuación se presentan los métodos numéricos de aproximación 

mis comúnmente empleados para la solucidn de ecuaciones di!erenciales or-

dinarias. Unicamente se presentarlo los algoritmos de solución sin hacer 

elucido alguna al problema de inestabilidad. 

(1) Método de Taylor 

Sea y(t) la solución de cierta E00, la cual al expresarse en tér- 



Figura 16. Familia de curvas solución a-la  [00 y' ■ 

mhies de seriesdeTaylor quede como: 

h 
y(t•h) • y(t)• hn  y'(t) • 210(t) • ... 

(1 mlitodo de Euler puede ser viste como un caso particular del 

meted, de Teylor. Una aproximación de orden p tendría la forma siguiente: 

012 	hP 

Yn+1 * Yn • In Y: * 11 Y: * •-' •r. /111)1  

donde las derivadas Y'sY".• -,serlan evaluadas en temimos de las deriva-

das parciales de la función f en la ecuación diferencial 

Y' • T(Y. 

Usando la regla de la cadena repetidas veces, pueden demostrarse 

las Igualdades siguientes: 



(II) Método Rung, -Kutta 

Este método tiene la ventaja fundamental sobre el método de Se-

ries de Taylor de que no requiere la evaluación de las derivadas de se 

gundo y mayor órden. La aproximación se obtiene evaluando la función 

f(y.t) varias veces. 

El método de Runge-Kutta de 40  orden, por ejemplo, esté dado por 

la expresión 

1 ynn  yn  • w (k0  + 2k1  + 2k2  • k3) 

donde 

k
0 

oh
n
f(yn tn) 

1 
k1  •finf(yn  + y ko , tn  • f) 

h 

k2n f(yn 	2 + 	k11 tn  +- ) 1 
  

k
3 

.th
n
f(y

n 	k2, tn 	
h
n
) 

Nótese que cuatro evaluaciones de la función f(y,t) son requeridas 



ZI 	...'r77,, 41s) 0711, 3- ., 

E1  aliadode aumpe-Kutte pmedi-ser-uisto.cmme maddatemsiés del 

método de 114:íose.  la »lucid» numérica de ecuaciones diferenciales. 

51 • fuere' lOncidmide t Onicammete. Simpsem y Ilungi,Kutta 'arfen idén-

tiesa' 

h 	 at 
It 	ftt)dt-= -4 1!(tn  ) + 4f(

t  
—11-21) . 	o  

El método de Mune,-lenta es fécil de provenir y en la ~orla 

de los problemas es numéricamente estable. E1 método puede iniciarse 

por si mismo, dado que sólo se requiere de une solución inicial yo. 

Aduléis, el tamaño del intervalo hn  puede hacerse variar en cada evalua 

cien. 

(III) Método de Nultipasos. 

En los dos métodos anteriores los valores de yot  fueron calcu-

lados exclusivamente en base a los valores yn,tn  y lin. Es razonable 

pensar que si se empleare un flamero mayor de Información, se mejorarla 

la exactitud. Por ejemplo, en la aproximación de y(tn) se podrían em-

plear los resultados previos, 

Yn_le Ynjl, ". y fn.i. fy1.2. 

siendo cada fi  igual a l(yí. t1 ). El método de multipasos se basa en 

esta idea y es sumamente efectivo. La fórmula general del método de niel 

tipasos lineal es 



una vez que el método se be inicializado, la evaluación del tér-

mino yol  reqUeriri de los términos 

Es imoortente notar que si 00 • O, el método seré ~Mito, Y que si 

00  O O el método seré implícito. ya que se requeriré el célculo de am-

bos, ten  y yo". en un mismo Peso. 

Por lo general, el método de multipasos se trabaja iterativamen-

te de la manera siguiente: 

i) Un método ~Mito, llamado predictor. es  aplicado primera-

mente. 

ii) Un método implícito, llamado corrector, es aplicado una o va 

ries veces, a continuación. 

Aplicando los dos métodos conjuntamente. el método completo se 

denomina método predictor-corrector. Un ejemplo es el método de Adams 

de cuarto orden. donde el método predictor está dado por la expresión 

Y"' • Yn  • 11 (55 fn  - 59 fn-L  4- 37 fn..2  - 9 fn.3) 



fe males' sea de 4* orden. es decir. requieren 

evaltsacienes de la 'uncido t en cada paso. 

El algoritmo iterativo pera el alado de yn,1  es como sigue: 

(1) Empleando el método predictor calcule y
(0)  
hy.1). odie una 

primen aproximación de yen. 

(11) Evallie le función 

(1)  f(v (1)  
n+1 	.nfl . t n 

(iii) Calcule una mejor aproximación de yn+i  usando el método 

corrector 

(ynn(1)  es la i-éstme aproximación de yol). 

(10 Si el valor absoluto de le diferencia (yl:II)  - nol  o 

resulta mayor que une cierta tolerancia c. entonces incremente i en'une 

unidad y vaya el paso Oil; de otra manera define yool  yo(n 	y el 

problema se da por resuelto. 

Tres son los procesos que tienen bogaren este algoritmo: 

(a) El paso del predIctor (1). el cual denotaremos por le letra 

P. 

(b) El paso de la evaluación (ií). denotado por E;  y 



(t) El IMMO dele ceérección-(11.1):denotado por C. 

11-„paso :(iy) puede ser.reeiplatedo por un *asome:el cual se 

;:mfectéen:eXectimente m iteraciones del:cerrector.: 

El método resultante se expresa Oh folue,compacte como: 

Aoroblemes con Veleras en la Frontera  

Hasta aqui hemos discutido £00 con condiciones iniciales en la 

variable dependiente bien definidas. Ahora deseamos resolver un preble' 

me donde las condiciones de la variable dependiente se especifiquen 

para diveésos valores de le variable independiente. Tal problema se re- 
- 

conoce como problema con valores en leafrontere. 

Los métodos pari le solución de estos problemas son completamen 

te diferentes a los de valor inicial. Aqui daremos un método el.cual pera/ti 

ré reducir un problema con valores en la frontera a una secuencia de 

problemas con valor inicial. 

Sea el siguiente sistema de EDO 

Y' • f(Y, t) donde  Y • ryl. 

Y1(0) • a 

y2(b) • fi. YbOO 

El algoritmo de solución es como sigue: 

(1) Seleccione un valor E que aproxime el valor de y2(0). 



• 

f(y, t). y(0) 	 1uscIM  
di le,fumciday.., 

(t11) Si si.vsler 0041mte 1;t(b) -di es .sor que una tolerancia 

e'. **lomees esgeY(t)e y(t); de otra manera ajuste t y 
regrese al piso (11), 

El valor de C esti estrechamente relaciemadhoon les ~captes 

de regido de convergencia del mdtede.de Newton -Mohoso para la 

seducida de sistemas de *cochinee me-Ilneeles . 
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con 

de la variable dependiente se calculan a partir de 

1LIke2---- 
et 

Lee valores 

ALOORITMO PARA LA SOLUCION DE MATRICES PENTADIAGORALES 

Las ecuaciones son: 

Qi klt-a 	 114 	+ (4( VI:** * 11(14.11). 

	

para 	I S 1 	R 

	

con 	O.t r-  ht 	aakeM a gp,  e 	111 o 

El algoritmo es como sigue: 
Primero calcule 

Y 



es pass va oree de I matan 3d, 
«4•Stuis. 

illt• u -A 4. - 04S.C-& 
&11 	ik U.» 

II" *culi 
(tc-Pint.. -GLINst.. Iba< 

calcule 
Ars •61t-s -at-tA-b 
pa-4  •ce-s -"Sairc&«•11«, 

E4L-s • (44-144,51%),Abs 
Te.• • 4a-s -ii.,:rair41411-s 11"-i 

" • biL -14b.41 
Pik. cw- 	- «alba 

Ve (14 	-aja-S )>44 

	

yP: son usados únicamente en el caculo de 	Xt y V: y no 
an ser almacenados en memoria después de ser usados. Loe SZ • 

deben ser almacenados conforme son usados en la 'elucida 
tríe. ateto es 

lie NAL  
1. 	..&11.4.44, 

4.41. Yt - St411.• 	Mg•Isa 

Para (R -2) 	2p 1 



Yyi ....~.111  151"14 .1"11 .91"71',., 111 
• 

blerAmemeiliiisásslae 

gr. 

eivaais  ktmi) coa p para 1 <Met 4 

41., 	aa „o: 	lsttal 

<su dr3  - (dale; _arty?; 
con or 

y 	 i  .01.  Ir» 

Y 	es°  e 
. " ../"7 

l ha 	á. varh 
yhd ,4 y>t¡ son almacenados en memoria pera facilitar el cálculo 
les siguientes funciones y no amisten ser almacenados después de 
utilización en 



tos valeien'de Al y 7i  ,• done  a ser almacenado. conformo non  • 
 ,nopleados *n' In soluciOn hacia atrae. Seto se 

; 	 1%1 

tin 
It 

para ( 1)2 & 

ALGORITMO PARA LA SOLUCIOM DE MATRICES TRI-TRIDIAGOMALES 

Las CCUllciOIMS son: 

„ 

+gni, +at"uh., 

+arbIU¡_, 

4.1rJur; - - 

+ctiluk•, +trassu. CrUin 

♦ + 	if I 	el  Un 
414 

CrUhiss • C %t'II.. • 41 4.1i • 

kl• 	b?lif¿ 	‘511”  

Ce"U• lb + C;  91.4 + CrMs. 

para 1 < 

con 4, 

‹.k 
clm4. 0  para 1S s9 



1!! 
a" a! _ 	9:1 

ar.., 

- ct:» Xt: 
ar ir2 - al° O. 

041112e 	&IV.) l$W1 

gn 	(41 1 tí 01  
" ••• 	"I. 

ris111  1011 	vi) 	it) 
%."4 	- vh: whe 

- Oled ke» 

arl .1.4  
«ID 

r  tosá 
C011 	01 • 44. 

goa usados en estimación de otras funciones 
almacenados ¿apees del calculo de: i.r.n ser 

para 1 t me% ‹. 3 

y no re- 

cyce.fárwi -.›,b91:41 
en). Jor -pm .ffl," 



)//4, 
ct":4" 	ot*cli* 
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+41.1.15,1 
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a 11t 
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APENDICE.:.B  

PROCEDIMIFMTO PARA E. AJUSTE DE FAMILIAS DE CURVAS • 

Supongamos una %mide de dos variables independientes 

z 4 

Un procedimiento para ajustar un polinomio a esta familia de cur 

vas es la siguiente: 

a) Leer los valores de a vs y, para z • zl  

b) Ajustar un polinomio (por mininos cuadrados) a estos puntos, obtenldn 

dose una ecuación de la forme 

y • di o  • a 
1.1 	

a
1,2 

*2 • 	4. a
1,^ 

xn para z • r
1 

• SegIn motdA de Tomdf4 Lbitht. 



• . . 11110 cm c0,1  II Co,  

51" 

.0 + 03.1 x41  

d)'Este,conjunte de polinomios se reduce e un del 

•b1 	2 z
2 	

+ b 

en donde los coeficientes b's son funciones de z, notando que 

1.0•. 42.0• a3, 0• 	corresponden a 2 • zi, z = 22, z = 23. .. 

etc. Por lo tanto, los coeficientes en (a) están dados por expresiones 

del tipo 

b1 a  0190 + Chi z  + C1,2 s2  • ... 

bn 	Cne0  C 	z • Cn,2 22 * 

Los coeficientes C0,0, C0,1, C0,2, ..., de la ecuación pera 00. 

son el resultado de un ajuste polinomiel donde se Mn considerado los 

puntos (si, 41,0  1. (/2. 42,01. (23. e3,0). 	etc. 

De manera semejante, los coeficientes CIA, Cia, C1,2  son el re- 



y est sucesivamente baste obtenerlos coeficlenleede los polinomios 

de b2. b3. 	bn 

aullado de wwajuste polinomial a los siguientes puntee': 



El siguiente es un listado por nombre de 99 subrutines principa-

les y alrededor de 140 subrutines ausillares.- Estas subrutines pueden 

constituir une berremdenta Gtil pera aquellos lectores que en el futuro 

su trabajo demande la elabereción di'Or911r11Mii di cdolit0  illidds a pro 
blusas reales Os epic!icós.  - 

Las subrutines sehan, clasificado.en cinco grupos de acuerdo al 
, 

Orne/leo* 4me'intentin rillolier. ól margenizquierdo aparece el nombre 

de la 'subrutina principal,:y a continuación, en el marga" derdch°' 4P4  

rece una breve descripción del problema. En algunos casos. generalmente 

donde el problema e resolver es mis complejo, se enlistan inmediatamente 

después de la descripción, un grupo de subrutinas auxiliares las cuales 

deberin empeller e le subrutina principal. 

APEGOICE C 



AUETE:DC 11:ARUTINAS DASICAS 

Veladas conjuntamente permiten resolver el siste 
oo AX-A. 
Donde A •• matriz do coeficiente 

A - vector columna 
X .• vector. solucién 

Usadas conjuntamente permiten interpolar aplican 
do el tiétodo de "splinus" eGbicos. 

Integra la !uncían f(x) entre los ItoiSPs A y a 
usando el método de 8-párteles de Xewton-Eotes. 

Disertada para resolver sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden por el método de 
Aunne-Kutta-Fehlberg de cuarto-quinto arden. 

AXFS 
TEM. 

7.£1101lf 	t:alcula las raíces de la funcién f(x) entre 
intervalos AX y AX. 

TIMM 	localiza el punto X dentro del intervalo AN. DX 
donde la funcicin f(x) adquiere un mínimo. 

PAQUETE DE SUMKUTIUAS NUMERO UN,0 

zaroix Calcula ralees de polinomios con coeficientes 
reales. 

DEXIST 
ZkPQLD 

1LIMQLD 
ZRPQLE 
ZAPQLF 
ZIRMIC 

fltrgLI 

VET 	Aplica trennformnda de Fouricr n varíns varía- 
bleu con,plvji., 



Ajuste por mínimos cuadrados una serle de poli 
sosias de toorunr erndm (nOlinufi) un conjunto 
de puntos fijos en el pleno. 

fonalsin unn-Intnde lwetuacidet tui natal th:»0, 

rinlimptI4Ovsábretines-etipleades en :le salud& 
As elote:lee dmMeusclOnes as simétricas 4111 
de 110 e menor. 

Venida modificada de la eubrutine "MINE" 
(ver $11.111C). 

oareiée.modifIcede'de le eubrutine 01744L" (ver 
SAL):..,  
»suele, el problema ponderado de saetines cua-
drados sisuiente: 

11 I ta I (0(i).(501)-1(x.7(0)**2) 
tal 

Nado i(it.T(1)) es un %Mielo pré-especilicado. 

11=0101  
11OLVE 
RIMO 
COM 

Encueetra el mínimo de le [unción f(lti.....111) 
usando el :ideaba "quesi-neutee'con 
palmeras derivadas parciales. 

urnas 
0171K 
ca-a 
VP12101. 

lf inceentre el mínimo de le [vacié!' t(ti.....%) 
m'aedo el método "quasi-lieutesicoe 
diferencies finitas. 



fS 
-".;lvinvrryis• 

1M '55' 
ski 

NSÓlA 

1.CI,Dtál • 

Resuelve un sistema de ecuaciones'-no-lineales 
de forma f(x)*O. donde f y x, son vectores de 
N componentes. 

INTRT211h 

Intente'definir.el pianto.L.en @Lesna la tun- 
cibo 	vetes deriváble y contU 
'sus. iiikisiars su .inicio,. sujete e H ecuaciones • 
restricción,,pudiendo:ser estas eciiacionenes-, -
tructuradas Ion igualdades o con deeigualdades. 

DOT: 
LSOL 
XLISOL: 
LDLSOL:* 
VQDLSL 
PSMNVC;. 

ERICEN. 
DELCON 
ADDCON 
=HULE 
NEWCOM 
PRJUSS 
UPZTCZ 
_REINEN 
LNSRCN 

DMA 
	

Encuentra el mínimo de la función f(x) de Y va- 
riables independientes sujeta a no restricción. 

usacu 
ouTrt 
FORMCN 
KESS 

ZANLYI 	Define las raíces de una función analftica com- 
pleja usando el método de Mueller. 

units? 

RSTSTM Calcule el vector solución del sistema no lineal 
de N ecuaciones y N incógnitas f(s)-0. 
Donde f y ic son vectores de N componentes. 

UERTST 



lieemelve el eignieete prebleme ds.preeramacidn 
lineal:.  

minimice la fenciénlineal C,X; —.Con  sujeta 
las restriceLmaen lime:alee. a  

r11Y1+...+As 	sa  

'desde cada R(I) pueda aelllefinica 
111 <M M'U é SI M.  

I> 	u» • 

Meeresi6n múltipla no lineal. Dado un conjunto 
de M observaciones, Y(I), 	Y(s) de una va- 
riable dependiente V. donde V(I) corresponde a 
la 1V vatlable(a) independiente T(1.1)....,T(1, 
IV). VARPRO trata de calcular un ajuste pnndera 
de de mínimos cuadrados a la funciSn ETA (el inj 
dele) definida como: 

tTA(alf,beta; Y) • 24 I beta
2 
 «Iphi (alfIT) 

phito(alf;T) 

desde phi son funciones no lineales. En otras 
palabras, determina loe ~Metros lineales 
b.ta(j) y el vector de parámetros no lineales 
altoinisisaade 

1 ODONA(RESIDUAL)2  • iG(t-LTA(alt.betaiT)) !1̀ l 

OPA 
01IPACI 
011141C2 

POST?* 
0011 



'TOL 	.Mealisa la transformada de Tomarles de un ~jun 
to 2*N de dato* reales. 

Ajusta vis polinomio, de Legramos de grado M e  • 
114,1 puntos. 

.110111141L 	Calcula valores de la función Sesel modificada 
de primera clase y orden cero. 

PCEMOU i  
MONERM 
MATSIO 

CalcUla valores de la función Reset modificada 
de primera clase y orden cero multiplicada por 
EXP(-X). 

7401011 
NONERR 
NATSIO 

SES1110 

	

SESEI1 
	

Calculo valores de la función tecel modificada 
• de prinera clase y orden uno multiplicada por 
MCP(-X). 

TOMON 
MOWERX 
KATSII 

ISSII 	Calculo valores de la función Bese' modificada 
de primera clase y orden uno. 

ramom 
MOWERR 
MATSI1 

	

SUJO 	Calcula valores de la función Usel de primera 
clase y orden cero. 

VC101014 
MONEMR 

	

$1531 	Calcula valores de le función Mese' de primera 
clase y orden uno. 

/CONON 
MONERR 



Caletas valores de 11 lufteidiuTeeslaindifirade'. 
Asestando dele y.ordes 
DEP(.4).." 

Aproxima una tumida 2(11) por .1 matado de 
Chabyshev. 

1201117 
MATT 
LOTLWF 
OEXTST 

TAWITIDI SOIMUTIMAS MERO DOS 

%Inri& do stsacienes diferenciales ordinarias 
de ~dee variable. 

lateara va sistema de hasta 20 ecusciones dite-
~rieles ordinarias de primer *Mea de 1a tor-
os 

• f(T,T(1).....T(1041)) 

T(1) dada e1 tieso, T. 

SYR 
•O0t 



AVTEEMIe la katieval , de la,OUltelia:1(1). astve: 
ciergeeAtaitea'detinidoe sl tipo de radas 
más especificada.: 	' 	 • 

Calculada modos yceeticientelaieralleAtpteaiset 
MIGOAA una Incoarml summOth:el *Acede de le cut 
Aritusa. Aplicable ea apéeitioaelesee a lé late, 
mal 

t th)M(M)DM 	i  1I4 VJlnE T 
  

VOLEE 
cuss 
Immq12 

lateara la [uncido TWC por el *Atado de la cua-
Acabara de SIMPWN ("sin ruido"). 

CIAR 
	

Conjunto de subrutinas empleadas para le solu-
ciée de sistemas de ecuaciones diferenciales or 
díaeries. 

INTER! 

COSE? 
PIES 
DEC 
SOL 

SCAME 

	

	 Integra la función f(x) entre los límites A y S 
usando el método de extrapolación de ~erg. 

SUITS? 

Integra un sistema de NEO ecuaciones diferencia 
lee ordinarias de primer orden. 

!atorara usa !uncida "apline" cibica entre loe 
puntos A y A. 

IMICEVU 	 evalGa derivadas parciales mixtas utiliseado 
"eplincs" bicabicoe. 

UESTST 



PAQUETE DE SUIDDITIOAS NIDIEXO TUS 

Calcular valores característicos y motoras Cara;  
terlsticos del sistema AS* m (LAMSDA)X. 

Akmade A.- matriz cola simétrica 
1 - satcis real y simétrica definida Total 

mamaste. 
- vector característico 

LAMIA valor caracteristie• 

wronc2-:. 
TREN 
TQLWAT 
TRED2 

.11112.  
REZAX',  

Calculo valores característicos y vectores taracea,  
rísticor del sistema real y simétrico  
SAX . (LAMCDA)X. 

donde A - matriz real y simétrica 
- matriz real y simétrica definida posi-

tivamente 
X - vector característico 
LAMBDA - valor característico 

SIDUC2 
TRED1 
TQLCAT 
TRED2 
TQL2 
REMES 

RSG Calcula valores característicos y vectores carac- 
terísticos del aistoma real y simétrico 
AX c (LAMMDA)SX 

REDUC 
PREDI 
TQUAT 
TRED2 
TQL2 
IIESAK 

$SITIM 	»ajare el vector solución del sistema lineal AX • 1 
por un método iterativo. 

SOLVI21 



Wee'e4 meted* de leAseemposieién de "Householder" 
.115.111  'misia A • Q * 11-(Q ortogonal, 11 triangular 
superior) para encontrar el vector que ninimiss,la 
sorsa euclidiana de (AX - E. 

Dee transformacidn Nouseholder" ea la decompóli 
tido de una nutria so singular A co A es QU. 

raedera los elementos del sistema lineal AX 
la ~tris diagonal D. tal que D1X u Da. 

Pondera los elementos del sistema lineal AX e A 
siguiendo el método de Cholesky. 

cgLsgy 
CHSLYI 
CMIT1M 

Dada la matriz A, define las matrices triangular 
interior y superior L y U, y una matriz permuta-
cidn P tal que A • PLU o forma canónica de la ra-
tris A. 

Determina la "decomposicién singular" A • tSV de 
una matriz real. 

Encuentra valores y vectores caractwrInticos de 
una matriz real simétrica. 

TREDI 
TQLRAT 
TRED2 
TOLE 

Secuestra valores y vectores earecterfetices de 
una ~tris real general. 

SALAMC 
RIMES 

E▪ LTAAN 

SALZAK 



lieresitra asieres y aceleres earaeserfetiree de 
ame esteta real tr,ldiaimmeel.' 	- 

.fici'. ,  
IIITQL1 no:: 

'....11mémálagra S'eres y ~meras earecterfaticos dé 
esiAmetrle reaY,Nceeleete.  y  

Vecueetre valetes.y vectores característicos -de 
usé matriz real'erv"banda" y eletarlca. 

'MOS 
TQLRAT 
Tt11.2 

Calcula valores y vectores característicos da una 
matriz real. simétrica y tridiesonal. 

DeTQL1 
1NIQ1.2 

incuentra la solución del sistema de ecusciebes 
Al s s. 
O0~ 

n▪ em 

y 11.1OLT 	Ejecuta conjuntameete acumulaciones de productos 
escalares de dos vectores. 

Calcula valores y vectores caracterieticoe de usa 
merla caspleja general. 

Wat 
OOCTM 
001NOL 
CDIWZ 
CRASO 



Ty • yi • 	• 	 /L. , 	y ••••i• 

.1111101reee'lee metete A, pesitivawsatS dletieide„ si- 
•eitriea res baldé, ,esas elpriAseté 4e' usó swtnis 
trieeiiidee teteriet es bode ir es tellillifiNetil • • I. La 

1 	 Aleseelve el eiéteeiellieeal AS • 111 ~As /se use 
nietas real. trieiteulet M'imite, y eftlimáda7. 

CSMais -Per medie'lle re, Procese iterative, el meter solerv 
miro del problemeMeterior, es ~listado. 

Resuelve el sistema lime& Ag 	Asede A es eme 
astris triangular inferior. 

CMITIM 	 Por medio de un'proceso iterativo, si vector sol 
eién del problema anterior, es mejorado. 

01LSKT 	 Particional le matriz A. real, simétrico  y definida 
positivameste, en el producto de una matriz trian-
gular inferior y su transpuesta A • L Le. 

PAQUETE DE SI UTISAS NUMERO CUATRO 

MISTO 

RIMAN 

DISCO 

Calcula la medie aritmética y la desviación stan-
dard ingeniada de los renglones de la ~tris A. 

Calcula los coeficientes de regresión del sistema 
lineal AX • 5. 
MOSTD 
UTVEC 
MARC 
inftint 
VTIOD* 
'MEC* 
ROMO 
MITIN 

Calcula um conjunto de funciones lineales las cua-
les sirven de tedies' es la clasificación de un in 
divide* es distintos grupos (militeis de digerist-
e/cito«). 



Cmlémla medies, desviaciones standard, musas de 
productos cruzados de dItliVieCtOWS,7 coeficien-
te* de corre:Acide* 

~sude, de edeeres aleatorios uniformerente die 
éribmideo f1('.0.3. 0.5). Recomendado sobre KAUU 
(versión de 1114). 

Asaltes un modelo simple de, regresión 

man 
10DIMTI 
IMPRD1 
UERTST 

Analiza un modelo múltiple de regresión lineal. 

1411,13110  
MDIET 
MDbEil 
UERTST 
WOULPS 

IST 

Critica en la impresora hasta 10 funciones. 

UERTST 
USK%411 • 
Imprime histogramas. 

UERTST 

Imprime histogramas. Permite escribir dos frecuen-
cias/barra. 

1121111rf 

%termina un cierto número de regresiones óptimas 
basadas •n subconjuntos de datos pertenecientes a 
aquel conjunte de dates de una regresión total. 

MDFD 
ILLEAP1 
XLZAP2 
ILZAP3 



Cenara paeudo-números aleatorios-coa distribución 
Cama (A.1). también puede Usarse ea la generación 
do Rimeros aleatorio. ceo «acribad& caponeada'. 
chh•cusdrade. chi,  11,144.  y T. 

CCIMOU 
CCUO 
31CaPi 
NONIUS 
murc: 
UtktóT 

Prueba chi-cuadrada da bondad en el ajustaAlaaier, 
tos datos a la distribución Causa/ene.  

NOM': 
UERTST 

Dada una serie de tiempo calcula: 
1. Média y vae¡ancia 
2. Autocovariancias 
3. Autocovariancias y autocorrelaciones 
4. Autocorrelaciones parciales 

CTRAYC 	Analiza tablas de contingencia. 

UERTST 

SEM1R1 	Calcula inedia*. coeficientes de regresión con me-
didas de error y desviaciones standard para arre-
glos que puedan contener valores "perdidos". 

UERTST 

M'EVOS 
	

Estima la densidad de probabilidad y la distribu- 
ción acumulativa de una variable aleatoria con 
distribución Poisson. 

NOTD 	Calcula valores do la distribución de'probebili- 
dad t "student". 

UDDIST 

MDCUyi 	Calcula valores de le distribución de probabili- 
dad chi-cuadrada. 

UZATST 



V( 

Calcalnnalerei de la diattibicidn'd. 
dad bleosiii. 

Calcula valores de le distribución de probabilidad 
1. 

USKIST 

'atina %largueras'', estadísticos en datos denagrupa 
dos. 

YO= 

Cetina parZmatres eatadtiticoa e► datos agrupados. 

UflTST 
VADMX$ • 
TASMXF 

Melisa datos en "Macho cuadrado latino*. 

MYST 



 

.11•17,Tkly 

  

re.  
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