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CAPITULO I
INTRODUCCION

Todos aquellos ingenieros que por el caréicter de su trabajo em-
plean la computadora deben saber, al menos bésicamente, cuales son las
restricciones de 1a computadora; su eficiencia en la ejecucién de opera
ciones tales como 1a suma y Ya multiplicacién; cuantos nimeros pueden

ser representados en una computadora; como evitar Yos errores de trunca

miento en la elaboracisn de programas, etc.

E1 tema de este capftulo gira precisamente alrededor de estas

conceptos. E1 propdsite aqui es familiarizar al lector con el ambiente
de la computadora.

llameros en Punto Flotante.

Unoc de los aspectos m&s importantes en el ambiente de las compy
tadoras es el de la aproximacidn de los nimeros reales o 10s nimeros en

punto flotante. Tal aproximacidn puede observarse en el cdlculo simple

de una fraccién. Por ejemplo

I tgual a 0.333333...

En el mundo real y finito de las computadoras, este nimero puede

ser representado Unficamente con clerta precisién

-

aproximadamente fgual & 0.333333




Diversos métodos han sido propuestos para la representacisn de
nimeros reales en computadorgs. E1 mis empleado de ellos es el de los

nlmeros en punto flotante. Los nimeros en punto flotante forman un

conjunto F, el cual estf caracterizado por cuatro parimetros: un nime-
ro base B, un nimero de precisién t y un rango de exponente (L, U),
de tal forma que cada nimero en punto flotante x en F puede represen-
tarse como:

d d d d t
R G i e IR S -5 -8
8 8> 8 8 B

e

donde los enteros d,, d,, ..., d, satisfacen que:

0<d <B-1 Vi=l, .., t

yL<ec<U
En todos aquellos casos donde x sea distinta de cero, x « F y
d, # 0, se dice que, segin

la representacidn anterior, x estd normali-
zada.

A "e" se le nombra exponente, y al nimero
dl dz t

f=(—+—24+ ...+ —f) se le 1lama “fraccioén”.
g 8? 8

La tabla que a continuacién se muestra presenta algunos ejemplos

de los par§metros mis empleados en 1a representacién en Punto Flotante,




COMPUTADORA 8 t L
UNIVAC 1108 2 27 -128
Honeywell 6000 2 27 -128
POP-11 2 28 -128
Control Dta 6600 2 48 -976
Cray-1 2 48 -16384
I1liac-1V 2 48 -16384
Setun (rusa) k] 18 ?
8urroughs 85500 8 .13 -51
Hewlett Packard HP-45 10 10 -98
IBM 360 y 370 (short precition) 16 6 -64

18M 360 y 370 (lang precition) 16 14

Maniac 1[I 65536 2.69 -7

127
127
127
1070
8191
16381

124
100
63
63

*La columna macheps representa un valor aproximado de B"t

MACHEPS*

1
1

N W

7
7
7.
7
7

.49x10"*
.49x10°°
.45x107°
.11x1071 8
1ix107'*®
ixio™ts
.78x107°
46x107 "1
.0x10~*
.54x107’
.22x107 ¢
.25x107°

£l conjunto de nimeros en punto flotante F, no es continuo, ni

siquiera finito, y contiene exactamente 2(g8-1} Bt" (U-L+1) + ) nGmeros;

ademds, estos nimeros no se encuentran fgualmente espaciados a lo large

de su rango de valores. Unicamente para potencias sucesivas de g, el es

paciamiento es el mismo.
Segan la formula anterior

Figm contiene 1.7293823 x 10" + 1 nomeros

. .
‘univac contiene 3,4359738 x 1(4* + 1 nimeros

FCDC contiene 5.7617928 x 1CY7 + 1 nimeros




u ﬂgun | mutro un coajmto Mpotlﬂeo F de punm para
el uuamsisu—mn-z.t-3.l.--l.yll-2. En 12 mis-
m figura puede observarse que no.todm, los nimeros resles pueden ser
representados en este sisteme hipotético. Por o tanto,cada nimero en
F debe de representar un intervalo completo de nimeros reales. Si x es
un nimero real el cual cae dentro de un cierto‘ intervalo d= valores en

F, entonces representaremcs con fL(x) al nimero en F mis cercano a x

E1 error relativo en la aproximacidén, puede demostrarse, queda

expresado como una funcidn de los pardmetros gy t

<58

-2
Considérese el ejemplo siguicnte

!fl(xi - x&. 1 1t

. E1 nimero decimal G.1 es selecciona-

do frecuentemente como incremento en ciertos algoritmos {terativos

Pregunta: is8n 10 pares de tamano 0.1 equivalentes a

1.0? y 1a respuesta es o', no a1 menos en un sistema de punto flotan

te cuya base sea dos (8 = 2),

un ndr deé Lamaig

o una potencia de ¢ Esto es

debida a
que 0.1 no tiene una reprasentacién finita en potencias de é, esto es

§L6L+ —-69..4,,

1
A S AL

N“IO
NN lo

1 .
10

(0.1)10 = {(0.000110011001100.. .)2

(0.121212121212121...)‘

(0.063146314631463...)8

(0.199999999999999... )¢

donde 1os subindices denotan la base 8. Las cantidades a la derecha han
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Figurs ). Conjunto hipotécico de 33 nlmeros ¢n punto flotante. Nimeros entre llaves estle igvalmen
te espaciados. Un valor real x es aproximado por el nimero f(x) mis cercano es el comjuato.




stdo truncadas despuls de t dfgitos, y cuando 10 de ellas se han suma-
do, @l resultado no ha sido 1.

Otrq operacién cénan es la de sumar dos numeros en puynto fijo
X @y cuyo resultado x @ y ¢ F es un elemento frecuentemente no en F:
e) valor real de 1a suma es aproximado en este caso por ‘z(x +y). Lo
tdeal serfa que sf x 4 y estuviera en el rango de f, se tendrfa x + y =

xXOy = fl(x +y). €n 1a mayorfa de las computadoras, este ideal es ob

tenido o casi obtenido para ciertos valores de x y y.

La diferencia entre x @y ¥y x + y es el error de redondeo in
troducido por la suma en punto flotante @ , Propiedades ¢imilares pue-

den observarse en 13 resta, multiplicacidon y en la divisién.
En el ejemplo de 1os 33 elementos podemos ohservar que:

e F

.

o
'n)
.

ofw

3,13 543 3,7
g g frg 707

+

a4

%1 - 5 7 error de truncamiento o de redondeo

+

«<
ot~

%—a 7 no estd dentro de F, ya que 7 es mayor que

el mis grande de los nimeros generados (Overflow).

La operacifn de 1a multiplicacibn (x « y) puede producir “Overflows®

més frecuentemente,ya que ella abarca 2t o 2t-1 dfgitos significativos.

Por 1o tanto la multiplicaci6n produce truncamientos con mfs frecuenctas




que la adicién.

NOTA.- En @1 ambiente de una computadora las operaciones en pun
to flotante de suma y multiplicaciSn son conmutativas.

ta exactitud de 1a operacidn suma en punto flotante puede ser

caracterizada por el témino "Machine-epsilon”, o sea el niimero ¢ més
pequeiio, tal que: 1 ®@ e > 1

Existen diversas formas de computar ¢ (o un valor aproximado de g)

Eps = 1
10 EPS = 0.5 * EPS
EPSP1 = EPS + 1.

IF(EPSP1.GT.1) GO TO 10

E1 siguiente es un ejemplo de error por truncamiento. Sea la
funcién e*. Deseamos programar un algoritmo que permita efectuar el cdl

culo de e* para cualquier nimero x en punto flotante.

Expandiendo e* en series se tiene:

2 3
X X
e =1+ x + 2-‘-0

»

+ ...

“

Si 8=10y t =05 caracterizan el sistema, y se desea calcular el valor
de e'5‘5. substituyendo en la serie se tiene

55 - 1.0000

-5.5000

15.125
-27.7%0

38.129




-41.942
38.M46
-30.208
20.768
-12.692
6.9803
-3.4902
1.5997

0.0026363

La suma ha sido calculada empleando Gnicamente 25 términos ya que
los términos subsecuentes no l1a modifican., iEs la respuesta satis€acto-

ria? Sabemos que el resultado correcto es

e 2% = 0.00408677

N6tese, por otroc lado, que algunos de loo términos son mayores,
por varias veces, a3 1a respuesta final. Porejemplo el nimero 38.129 tfe-

ne ya,en sf mismo,un error de truncamientoc tan grande como el resultadg

final. En efecto, el cuarto digito decimal se ha perdido
38.129 ?

mismo que juega un papel importante en el resultado final.

Una solucin, aunque costosa, serfa la de efectuar las operacio-
nes empleando un numero mayor de dfgitos significativos. Sin embargo,

una solucidn més prictica serfa la de calcular eS.S y luego cobtener su




L
rec{proco,
-5.% 1 1
e *55°* - s 0.0040865
e’ 1+4.44+15.125+ ... J——

t=S$
con 1o cual el error se reducirfa a un 0,007 por ciento.

Como conclusidn podemos observar que el computo de ciertas ope-
raciones no tiene que ser necesariamente complicado para incurrir en

serins errores de truncamiento.
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Ejercicio # 1

Evaluacién de 1a Funcidm Error.

El propdsito de este ejercicio es mostrar que algunas funciones

matemfticas pueden ser, en ocasiones, diffciles de calcular y que di-

versas aproximaciones pueden proporcionar resultados completamente di
ferentes.

Un ejemplo de tales funciones es la funcidn error, empieada ¢n

diversos problemas de Ingenierfa Petrolera, Estadistica, etc.; 18 cual
se define como:

x 2
erf(x) = -2 / et 4t

n

Dado que muchos sistemas computacionales rienen esta funcidn im-
piementada, el problema puede darse por resuelto. Pero supongamos que la

funcidn no estd disponible en uno de estos sistemas y que vno trata por
diferentes medios de computarla.

A continuacidon se mencionan tres métodos, los cuales varian en
eficiencia, exactitud y requerimientos de memoria. Escriba un programa
el cual emplee cada uno de los métodos siguientes en el c&lculo de 1a

funcién error. Deber§ evaluar erf(x) para argumentos de x en el rango

0 < x <5, a intervalos de 0.5. En aquellos métodos donde se consideran
series infinitas, dé el resultado empleando 5 términos y 10 téminos.

Evalde 1a funcién error empleando la funcin ERF( ) del sistema y compa
rela con sus resultados calculados.




]
W

Use simple-precisién en todos sus cdlculos. Entregue el listado

del programa con resultados, asf como una breve descripcidn de éstos.

MET0D0 1

La serie de Taylor es frecuentemente empleada en la representa-

¢ibfn de muchas funcignes. Por ejemplo, empleando tal serie en la fun-
cién exponencial, uno puede substitiuir en la funcién error

X
erf(x) = 2//7 [ (1 - t2 ¢ w420+ . .))
0

e integrar cada término.

Escriba 1a serie resultante y (sela en la evaluacién de erf {x).

METODO 2

Una razén por la cual la serie de Taylor es inexacta para valo-
res grandes de x es que existe un error substancial por cancelacifn, de-

bido a 1a naturaleza alternante de la serie. Si se integrara por partes,
se obtendrfa la serie

-x 2
erf (x) = g§~g__. (1« %fa
e

(2x2)? (2x2)’
OE T v 11-vs SIMERY)

Esta serie no es alternante y por lo tanto no sufre del problema
de cancelacidn. Use esta serie en la evaluacidn de erf (x). iéQué opina

de ella desde el punto de vista de su eficiencia?




Finalmente, uno puede intentar una funcidn de aproximacién. Por
‘ejemplo, una funcin racional en acasiones es ms exscta cuando el mis

wo nimero de coeficientes (cbmpa_nda con la serie) es empleado

Tal aproximacidn podrfa ser:

erf(x) = 1 - " 1 - e
(1 +ax+ax?+ax’+anxt)
donde
a, = 0.278393 a, = 0.230389
a, = 0.000972 a, = 0.078108

Evalie erf (x) y diga si ésta es mks exacta o no que 1a aproxi-
macifn de los dos casos anteriores.
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CAPITULO 1!
SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES Y NO-LINEALES

En pricticamente todas las ramas de la ingenierfa uno de los
problemas mis frecuentemente encontrados es el de 13 solucién de sis-
temas de ecuaciones lineales. Tgles sistemas se representan en forma
matricial como Ax = b, donde A indica una matriz cuadrada de orden Nxn,

b un vector columa de n términos independientes y x un vector co-

Tumna de n componentes desconocidos.

En cursos de Algebra Lineal el lector ha podido aprender dife-
rentes técnicas para 1a solucién de tales sistemas. La regla de Cramer
y el método de eliminacidn Gaussiana son dos ejemplos de dichas técni-
cas, las cuales no analizaremos en este curso. La gran mayorfa de los
programas de cémputo disefados para la solucién de sistemas de ecuacio
nes lineales se basan precisamente en el método de eliminacidn Gaussia-
na. Un ejemplo de estos programas son los programas DECOMP y SOLVE, en-
listados al final del capitulo. Una ventaja de los programas DECOMP y
SOLVE sobre otros programas convencionates es la de, aparte de evaluar
el vector columna x, poder calcular el nimero de la condicidn de la ma-
triz A. Este nimero indica qué tan cercana est§ la matriz de ser singu-
lar. Un nimero de condiciones muy “grande”" indicarfa una matriz suma-
mente inestable, es decir, que cualquier pequefio cambic en alguno de
sus coeficientes producirfa en x un resultado totalmente diferente. Cs-

te nimero asigna de cierto modo un grado de confiabilidad en 1a evalua-

cidn del vector x. A una matriz no-singular, el programa DECOMP le aso-
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cis un nimero de condicién fgusl a 1, y u"_m matriz singular un nime-
ro de condicién gual a 102, Cualquier otro nimero entre 1y 10% in.

dicarfa Yo mid&i 'nlltiva de 1a matriz con respecto a la no-singula
rided 0 2 a singularidad.

€1 nimero de 1a condicién de la matriz A se define como

FiAx]]
max
x |inl
min 1Al
x |ixi

Cond (A) =

donde || x || indica 1a norma del vector x.

ts importante mencionar que alin cuando DECOMP y SOLVE pueden re

solver cualquier sistema de forma Ax = b, existen otros aigoritmos

que son mis eficaces bajo determinadas circunstancias particulares. Por ejem

plo si la matriz A fuera  tridiagonal, el algoritmo de Thomas proporcio-

narfa la solucidn del vector x a través de un nimero de operaciones mu-
cho menor al requerido por el método de eliminacién Gaussiana.

Algoritmo de Thomas,

Sea A una matriz tridiagonal de forma




5% 4
L b 9
H b o
Al « s .
301 a1 pay
8 b,

entonces;A puede ser factorizada como el producto de dos matrices,

A = LU donde
%
8 %
3 N 0
L=
0
.ﬂ (l“
y
1 81
1 82 0
Us
0
1 Bn-l
1
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Si esto es cierto cada elemento de 1a matriz LU sers {gual a) elemento
respectivo en 1a matriz A,

3 181
2 38140, a8z
33 3382003 0333
Lu_. . . .
an-l an--lsn-ZW‘n-l un--lﬂn-l
3 anan-lmn
es decir,
% * b
ay si-c‘i « T =1,2, ..., n-1
3, 31_10 ag * b‘i. 1=2,3, ..., n

despejando a; ¥y B1 del conjunto de ecuaciones anterior
ay = by
8‘ = cilﬂi 'Y 1 = l. 2’ cawy n'l

a; = by-ag, , 1=2,3, ....n

obtenemos expresiones para las a'sy e's- elementos de las




matrices L y U.

Un sistema de ecuaciones Ax = f puede expresarse como L Ux = f.
Haciendo Ux = y se obten&r& el sistema Ly = £, el cual se resuelve en
forma directa por sustitucidn hacia adelante

"t hie

fi-34¥4

¥ = oy y 1 22,3, ....n

Una vez calculado el vector y se puede evaluar directamente x en el sis
tema Ux =y, por substitucidn hacia atris

= Yn

X; = Y8y Xi4y o i=n-1,n-2, ..., 1

En el apéndice A se describen algoritmos similares para la solu-
cién de sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices presentan formas

bi-tridiagonal, tri-tridiagonal y penta-diagonal.

Aplicacifn de l1a Solucifn de Sistemas de Ecuaciones Lineales al Prcblema

del Flujo Transitorio Uni-dimensional e¢n Yacimientos Confinados

La solucién de la ecuacidn uni-dimensional de difusifin hidrfuli-

ca es requerida en problemas de tlujo lineal transitorio (una fase) a
través de medios porosos.

2

1
e

;cv

A

Y

t
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es 1a ecuacidn de difusidn donde

. presién

©
[]

X - coordenada

t - tiempo

=3
t

coeficiente de difusifn

Aproximado por diferencias finitas sabemos que

a%p _ Pistg = 2Py 1*Pia1g

=

ax amé

ap . Piyier T Pig
at - 3

Sustituyendo en la ecuacién de 4ifusidn podemos resolver explicitamen-
te para pi.j+l.

Obviamente es necesario conocer las condiciores de frontera para
’,

que el problema esté bien definido; sean éstas por ejemplo

p(0,t) = p(1,t) = D'. vt >~ 0
px0) = pglx) 4 Va

Substituyendo en la ecuacidn de difusibén las aproximacicnes por diferen

cias finitas, obtendremos en forma explicita

- _Atn -
Progen " Prg T L2 Pty t gt Pig)

donde p, j» @8 el valor de 1a presion P en el nodo iap, jat
*

La férmula anterior representa un esquema explfcito de f&ci) solucién, pero

el cual no ofrece las mejores caracteristicas de convergencia y estabi-
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s »
1
(a)
po(x) fl
i
i \'\
“ —r———
=
(b)
t
(i,3+1)

-v—-""“""

(i--llj) (ivj) (1‘*1|j)

f l-——-*-—'—>

. *(i,3-1
jor s :

b

L |

- e 4 x

itz
(c)

Figura 2.

(a) Seccidn cilindrica del material representando condiciu-
nes frontera. (b) pé;)es la funcidn condiciones inicia

les. (c¢) Posicidn de los nodos donde una nolucifn
aproximada serd calculada




B

DEFINICION.

Convergencia: Si en un punto (x’. tj) se gbtiene que
Vim [Py g = Plxg, t)[= 0
Ax, At + 0

para un determinado esquema, entonces se dice qQue el esquema es conver-

gente.

Estabilidad:
Fijos ax y at, y observando el comportamiento del algoritmo a me
dida que ¢ ~ =, es decir, observando que 10s errores nc se ampli
fiquen cuando t » ©, entonces, se dice que el esquema es scta-

ble.

Vim \Pi‘j - Plxys tj)\ < 1

tor @

: . ?
En el caso particular del wsqueme 2«plicito anterior, si At/ex” - 172,

entonces habrd convergenci. s wsiabilidad en el algoritmo.

-

Existen olros etquenas en 1oy cuales ios valores de 1t y fx pue-

. " )

den ser - “loacionades independientomentz. Nproximzedo la derivads 4 p/asf
por fncrewnntos en 21 tiempo jHl, y Y2 Jerivada 3p/aet por incremento en

el tiempo jrl. Lanenos:

"
' o . + )
);P/“'é I U5 LSRR PV 5.2 TR L2 TR AR
sz
; 0

M ’ \""1 r11j

wnfat - S

i At




i,j+1 ad

1o131271,441 ¢ Peotg0)
nat )

Esta ecuacién tiene como incégnitas Py, 010 P42

P B [
‘ -

341 Y Pier g0l
y puede escribirse de Va manera siguiente:

..sz
Pic1.5¢1 - P pi.jol * Pi+1.j+1 "

a1 parat=1,2, .., nel

1 2
donde o = =& ¥
nat =, 2

ademis, dadas l2s condiciones frontera
popj = p * pni.j L] vj

YUy o T Rgirx v Vi

£l sistema de ecuaciunes anterior nuede escribirse en forma ma-
triciel corm

i
pe ! ‘ \ PLin Py i+ L pe
'I l ~ sJ Lx-
Pt ! B, .,
N ‘ ' 'LOJA"
- 1 i
" RRESR P2.3
f
..
nat
I -p ] P . p
n-2,j+1 n-2,j
- t
1 (o] Pn"l.J.l pn-l.jf Q[,L_ p.

Ax?
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E1 resultado es un sistems tricﬁamal. ‘cuya solucién es flcil
‘de hallar empleando el Algoritmo de Thomas.

Este esquema, puede demostrarse, es incondicionalmente estable.

Es posible, mis ain, introducir un refinamiento extra (Esquema

Crank-Nicolson), tomando diferencias centrales en el tiempo

i}
ap , Piget " Pigg
3¢ 5%
Yy promediando ‘12 aproximacién de gg_p_ en el tiempo j+ :12—. con 1o
Que-—se obtendria: 3
P - P L(p - 2p - p y+Lp e om0
i,del T T, o Z il 41 LI A0 SR U5 WY 1.0 SANNIY-BniR £ U Ol IS DA 152 19 1
nat sz

Pyede demostrarse que este sistema, como el anterior, es tridia-

gonal.




Un jngeniéro petrolero re«‘;uiere‘ disefar la seqcién,de li torre
de perforacién mostrada en la figura 3

20 ton

1“% 13‘\16
@A 10
187 N9 20
op -t @
A~ <onrh
I 19 ten
Figura 3. Uiseio torce de perforecidn

Como parte del disehy resulta necesaric conocer las fuerzas que
actdan ¢n cada pieza ¢ fin 40 noder determinar ¢l didmetro de la pleza

En la parte superior de 1a estructura una fuerza de 20 toneladas simula
¢l etecto del levantamiento de la tuberfa de perforacién cuando 65ta se

fntroduce o extrae. tn 13 parte media de la estructura una fuerza de 5




,unmu simslae @l cfocu d.bldo .\ spoyo de las tuberfas contn ‘e

estructurs. ¥, en h um tnurior. uns fuoru do 10 toneladas simula
.al peso de a a_tuct.uu.

st_r,mu las componentes de las funqs horizontales y Fy
Tas componentes de las fuerzas verticales, y i se consideran condicio

nes estéticas de equilibrio, e) problems puede plantearse pars su solu
cién de 1a manera siguiente:

Junta 2 {fFy = f e rfy-20e0

IFxerfye tgerf,e0

Junta 3 { :
IFy = fg ¢ rfyorfye0

IFaef. =0
Junts & { 5
Ify = fg-fg0
IFx = £ = 0
Junta 5 { ?
Fy = '10 - '6 «Q

IFx = f9 s, e rfl1 - 50

Junta 6 |
[Fy = ¢

12 -y g0

IFx = Fiqerf,, orf

.o
15
{
Junta 7 TFy

"t s - f0° O
Fr e ¢, .0
Jdunts 8 | L 13
JFy = '16 - '12 0
Fx srf,, -rf.,-f.,°¢0
Junta 9 | Z 18 19 3
IFy = rfig * rfl9 - f“ =0

I “”j



L Fx = f.oovrf .0
Junta 10 {Z s
2" s 'm - "15 - '16 = o

Junta 11 { JFy = 10 - "9~ T20° 0

Escridba un programa que emplee las subrutinas DECOMP y SOLVE en
1a solucidn del problema planteado.




- Wtodos Iterativos pars la Solucifn de Sistemas de Ecuaciones
No-Lineales.

Ses

fl(;l. cece xn) =0

'2('1' ees xn) =0
. (1)

fn(xl. ceed xn) =0

un sistema de n ecvaciones no-lineales, real, con n incégnitas, don-
de la funcién fi(x) = 0 es Vo t-&sima funcibn real no lineal, y sea

w= {91. cees ath el vector solucidn buscado. Si el vector a es 1a
solucifn, entonces se debe satisfacer que f (a) =0, ¥ i =1,

R

Consideremos ashora las n funciones F‘(x) definidas de tal mane-
ra que

xg = Fi(x). Vi=l,.,...n

(2)

las cuales {mplican que

fJ(Fl(‘)' Fz(‘)o caes Fﬂ(‘)) . 0. VJ =1, ..., n

Lo que se pretende aquf es reordenar el sistems (1) en un nuevo
sistema mfs "conveniente" (2).

En particular, observando la expresién (2), se tiene que

ay * Fi(a). Sea el vector g * [‘1.0'

- 'n.d]t une aproximacidn
inicial del vector solucibn a.




Aproximaciones sucesivas pueden definirse a:partir de Ya funcibn

o sistema (2), de la manera siguiente:

xi, ko1 ™ Fylxg)

Supongamos ahora la existencia de una regién R donde
lxj - uJ\ <h ¥3=1,...0n, yquepara toda x c R existe un nime

ro posttivo y < 1, tal que

) \351}:24 vi=1
< U, S 1y ease N
joy oG =0

Demostraremos a continuacidén que st 1a aproximacidn inicial del vector
a (vector xo) est§ dentro de 1a regidn R, entonces la funcién (3) con-

verge a la solucién del sistema (1), esto es

mek=a
kK > o

Empleando el teorema del valor-medio tenemos que:
it Flxy)

ay * F‘(a)

gk "3t Filgy) - Folad

n aF,
et ot L Gy - ey 5 o+t O - @) @

donde

0<g

TR




Tossndo valor sbsolute en wibos Vodos de 1o Q:W1lu» (0)

"1 & ° °1l '»‘Li"."':._u-t - ay) :EH

y considerands 12 destigualded del trifngule

s b

Ahora, si el punto R ko1 Che dentro de la regibn R, se tiene que

‘x' ' o" <h "i"_.‘”i

mostrindose con &sto que el punto x, cae tambidn dentro de la regidn R.

W S uhech, Vie]l, ...on

lgualmente, de 1a expresiSn anterior

n 3F1
o < fy b o

y procediendo por induccifn, tenemos que

\’s.u - «.\ < J (\xM,, . a“) \;:_ﬂ

donde “"max" representa e) mayor de todos los valores absolutos

)
|l".t_l - oj‘ . Efectusndo operaciones

)

e

"‘c.t - °1‘ < g"l.t-l “og)) Ll




)
e

=9 .“ fe - oy Sk N

y yo que si €sto e clerto, tesdidn se ma cumplir que
Joko1 © J‘ £l~‘l '(|!‘.'.,2 - a,‘) .se @tC,
hasta x5, - (x40 = a4} <
sta |'J.l uﬂ < \l;l |'J.°‘ o,l <

Finalmente, - u <} implica qua Vim u"-h' 0, 0 1o que s l_b nismo

kew

que lim "1.& - a“ =0

kow

St en particular las funciomes F'(n) fuesen 1ineales, entonces

una solucidn mfs simple serfa emplear @l método de Jacobdi.
Ejemplo.
X x
Sean 'l('l’ xz) = %— sen xy x, - l% - 2—‘— =qQ
" 2‘1
y f(x10 %) = (1-7) (e ° -e)+exy/n - 2exy =0

Reescribiendo las ecuaciones en la forma del sistema (2)

-1

le
Xy FZ('I' xz) = 2n xy- (» - 1/4) (e -1)
€scogiendo como valores iniciales *0" 04 y 0" 3.0

x s Folny ny %o a) = sen (122) - 3/2n = 4SS
Iteracibn 1.1 1771,0° 72,0

Jacobt x2.1° Falky o0 Xa0) = 2 (.8) = (x - 1/8) (7% - 1) @ 3.0




>

%11 * Fi{%) 00 %2,0)
%2.1 " Falx 1010 X3 0)
1,2 " Filxg e %a0)
x2,2 = Falty, 20 2,1

. .

Con 10 cual la convergencia se acelerarfa.

Nétodo de Newton-Raphson en la Solucidn de

Sistema de Ecuaciones
No-Lineales.

Partiendo del sistema de ecuaciones nodineales (1), podemos de-

finir 12 matriz O(k)cuyos.elementos estén dados por la expresién

aFi(x)

’sj(‘) ax,

El determinante de Ya matriz @(x) no es otro que el Jacobiano
del sistema evaluado en el vector x.

Definamos 18 funci8n vectorial €(x) como

x) = (fy(x), ooy £ 000"

€1 proceso iterativo de Mewton Raphson puede iniciarse conside-
rando un vector inictal

t
g = (Xy g «+v0 %y o)




TS B I
donde ck vendria a ser 12 solucifn del sistema de ecuaciones 1ineales

'('k) 6* = 'f(‘k!;

Aplicacidn al Disefo de un Sistema de Recoleccidn y Distribuctidn de Gas*

£ problema del disefio de sistemas de recoleccién de gas puede
resolverse por medio del método de Stoner e! cual estd basado en la so-
lucidon de ecuaciones que simulan el flujo de gas en sistemas de recolec
cién. Este método tiene la ventaja de que incorpora en el sistema ele-

mentos tales como tuberfas, compresoras, vdlvulas y pozos.
Modelo.

Considérese el sistema de recoleccién de gas mostrado en la figu

ra 4, el cual consiste de una red de tuberfas, compresoras, pozos, etc,

£l régimen a considerar es el de flujo permanente. Simplificando
e! sistema, este puede representarse por nodos y conectores. Los nodos

representan puntos donde 10s elementos del sistema se inician o termi-

nan. Los conectores son 103 medios que permiten el intercambio de masa
de un nodo a otro (figura S).

Denominemos con la letra P al conjunto de conectores y con la le-
tra n al nimero de nodos.

*Tomds L.3., 1974, Transporte de Gas en Rigimen Permanente. Provacto

D-341A. Publicacidn No. 74RH/164. Instituto Mexicano del RotrSleo.
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Yigura 4. RepresentaciSn esquemitica dc un sistema de recolecciln de gas.
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Figura S, Representacifn de un si : cidn de gas por wedio
de nodos y conectores,
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En un vs'_is‘_tm como el descrito, se debe satisfacer 1a ley de
conservacién de masa en cada uno de los nodos

Fy» j/(g.j)cp s‘iqij"'qi" o =1, ., (5)
donde

S"i es una varisdle que indics @) sentido del flujo

st 31.1 =1 el flujo va del nodo { a) nodo §, ¥

si 51.1 = -1 e} flujo va del nodo j al nodo |

q” es ¢l gasto de gas que fluye a través del conector de 10s nodos | y
J.

01 indica 1a adicibn o extraccién de masa al sistema a través del nodo 1.

Por ejemplio, en el caso del nodo 1 se tendrfa como ecuacién de conserva-
cifn de masa (figura 5)

Fl=51292* 9 =1

Cada gasto LT puede expresarse en términos de las diferencias de presio

nes en los extremos del conector como

n
Y5 = Gy 1Py - P (®)

donde

CU es un coeficiente de transmisiSn de 1a tuberfa, el cual depen

de de 1a geometria del tubo, de las condiciones de flujo y de
18 composicidn del gas.




es 1a presidn en el nodo i, y
es un exponente que depende de.la forma de \a(ecuaéién.

Substituyendo 1a expresidn (6} en (5) se obtiene

F

(= D oSigcy e -t v =0, 9¢en (7)

j/i oj)ip
Considerando el sfstema total de nodos y conectores, la suma
de los “flujos extertores" (adicién o extraéciGn de masa) deberé ser

igual a cero.

n
! Q=0 (8)
i=1
q=11x10%¢e3/4
2 km
| — P=4000 psi Qe19:10°% €374
P=300C psi ™
2 km 2 kn 2 i
2
7 km 2 km 2 ka 2 km
P=4000 psi
ke 2@ 2 um 2 i
6 Pe4200 pei
P4000 pai Qe-3x106 ge3/g4 Oe-1.5x10% £e3/4 | .
P«3900 psi

Yipurs 6. Campn "Las Margaritas". Estudio de un disefio de recnleccidn de Bas .,




EV probless aqui consiste ’onjufti_‘ur‘( el conjunto de gastos y
presiones, Q, y P, para cads node tal que dstos satisfagen Yas expre-
siomes (7y.8).

€1 sistems de ecuaciones (7), Oa ecuscibn (8) estd implfcita en
o) sistema (7)), define un sisteme de n ecusciones con2n incBgnitas.
Por Yo ﬁqto. para poder resolver el sistema serf necesario ssignar n

valores, obteniéndose con ello un sistema compatible de n ecuaciones
con n incégnitas.

Sin ewbargo, adn cuando el sistema es compatible, &ste es no-
Vineal, por 10 que resulta necesario emplear, en su solucibn, un método

de solucién de sistemas de ecuaciones no-lineales, tal como el de
Newton-Raphson.

EV procedimiento de solucifn propuesto es =21 ciguiente:

{(1).- Asignar valores a n variables, presiones y/o gastos.
{*7).- Asignar valores iniciales a las n variables restantes.
(I11).- Substituir los valores de 10s pasos (i) y (11) en et sis-
tema (7) y obtener el valor correspondiente de
Fi' ¥i=1, ... n
(1v).-

Probar si max |F1| es menor o igual a cierta tolerancia
fijada. S1 esto ocurre el problems se da por resuelto,
siendo l0s valores del paso (I1) Ya solucién. St esto no

ocurre, continuar con el paso siguiente.
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(V). Calcular @} valor de las derivadas parciales

\ar "

Sx
3

Xx

y resolver el sistema
'("k) Gk - 'f('k)
donde §y representa al vector de. las inclgnitas.

(V1).- Calcular el nusvo valor de las incégnitas segin el esque

(VI1).- Regresar al paso (II1} y repetir e} procedimiento.

Observaciones.

Es conveniente hacer notar que el sistema de ecuaciones del paso
(V) es lineal y que 1a matriz resultante contiene una gran cantidad de
elementos nulos. Puede observarse también que la estructura de la matriz

no varfa a 1o largo del proceso iterativo.




€1 siguiente ejercicio es un ejemplo de aplicactén a un caso

€ campo Las Margaritas, situado en @} Djiitltq Frontera Hores-
te, osté producim' us a travis de 8 pozos y 17 tuberfas segln el
arreglo de la figura 6. E1 nimero entre paréntesis indica la longitud

on kildmetros de cada Vinea. Todos los difmetros interiores son de 2
pulgadas.

La cafda de presién en la tuberfa puede calcularse segin la for-

mia
2, - 2]
. 1147 = V505 2.665
Qyy = B42.69 [—mn;j—“-l Jr
donde
Yy * gasto de gas en ft3/d
€ = factor de eficiencia
P‘ = presifn en el nodo § en psi
2' = factor de desviacion del gas a 13 presidn P,
L'J = longitud de 1a Vinea en km.

a‘j = difmetro de 1a 1{nea en in.

Usando como base el sistema de recoleccién de Va figura (7), se dered



Escalas

Tigurs 7. Representaciln esquesitica en términos de nodos y conectores del sistems
de recoleccidn en el campo "lLas Margaritas”.

Las flechas indican e} sentido del flujo a través de los conectores,




“

entregar en ¢l meo Auw guto de uuo‘ ft’/d de gas, y en el punto
Y xsno‘ n%. Auus. se conocc u msm on 12 cabeza de 5 po-
208y o\ gnto u 2 uzos -ls. ul cuo se mmn on 1a misma figura.

Se deses determinar:
(4) A qué presiSn se entregars el gas en los puntos Ay B.

(#4) Cull serf el casto Q; ¥ 1a presién P, en cada nodo
donde 1a presién y/o ¢) gasto se desconozcan.

(141) Cufl serf o) gasto 9% @ través de las 1fneas.

{iv) E1 nimero de fteraciones necesarias para alcanzar la
solucidn.

E1 diseflo de sistemas de distribucién en un campo es un

problema importante a resolver, ya que permite: (a) analizar el sistema

de 1istribucin de gas, (b) cuartificar el efecto que producirfa cual

quier casbio en el sistema, (c) determinar la capacidad mixima del sis

tema, y (d) estudiar el comportamiento del yacimiento, ccrsiderando la in-
teraccifn entre Yos pozos en la superficie.

El sistema de ecuaciones resultante para este caso particular se
derivs fhcilmente de la ecuacidn (7)

F, = S q +Q, 0, =1, ..., n
i migs)cv 133




Substituyendo 1a ecuacién del gasto se tiene-

10.8
. oz, - P4 z sss
F 842. 59 € 4
| Jl(i).:.ﬂc? K "Tm'ﬁ}"q +Q,

Asuum un factor de eficiencia de 0.80, un factor de compresibili-

dad consunto e igual a 1, y observando Que en @) sistems

42" y Lyy=2km Vi, se tiene que 1a expresin anterior se
reduce a
2 2 2;
Pt iipger S0 P o Pt Qe VAL e

n
iendo =0
sien izl Q

k = 3835 y n = 15.

€n forma explfcita el sistema de ecuaciones resultante queda

1/2
2
para n=1, k(P - P‘.) + Ql . Fl

~

1
para n =2, k(’: - 9:1)1/2 +Qq, = F

N 2 2 4172 -
para n 3, R(P - Pll) + 03 F3

= F

para n =4, k(P - Pf’)l/z + A

para a5, k(P - P )2 30 - F
para n=6, k(P - P2 - 1sa0b . Fg

2 : 172 2 1,172 .
para n =7, k(P - P|.) - k(P7 - P.) + q7 F

2 2,172 -
para n =8, k(P - P,) +Qg = Fg

para ne9. k(] - 8 )20 11aeb




pera ‘n--;lo'.v

(P}, POV L k(pt . r:l)ll? * k(P PV ek
para n = 11, k(P! - ,:)uz - (el - 'r:)" 2. K(p? - 0:3’3 K(p? - 9:0)1 ’.2;11
pore 0 = 12, k(#},- #10V7 - k] PDVR o el VR i e b
pars n = 13, -k(p? - P10 V/2 L kel p:}’.z..(p:‘-‘,:.,uz .

pora n o 14, k(0? - P2 0V2 L g2 L 02} R Kt - 02 V2 L

2 2 ,3/2 6 .
‘para n = 15, -k(Pu- P") ¢+ 13x10 F‘s

14

M“ pln P, P, P, P

2 ] . ge. ¥ [}

son presiones conocidas.

Aplique el mftodo de Newton-Raphson para resolver el sist

ema ante-
rior considerando los siguientes valores inictales:

Q, = -#x105 #e3/4 P, = 3000 psi
Q, = -4x10% re3/q P, = 3100 psi
q, = -4x10° re3/4 P, = 100 psi
q, = -4x10° #e3/4 Pio = 1500 psi
Q, =~4x105 rt3/4 P, = 3400 ps
q, = -5.5x10% red/q P,, = 3500 psi
P, * 3600 psi
P . * 2000 psi
Pn = 100 psi

Stoner ha recomendado, con el propSsito de acelerar el proceso de




convergencia, substituir en las primeras iteraciones, el vector
. S ..
§, por el vector 6%_9 =3 Vk=0,1

Considere esta recomendaciSn en su programa..
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3 90202430
[4 10 PIVOT 0002440
[3 920006 78
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00 18 L s VPN €a06ssag

IF (DABSIAIR.X)) QY. OARStAIN X))V N T Q3000700
18 conuTIt 00¢e09710
IFVTIR) 3 0 onooer2e

IF (1 .NE. X) IPVT(ND & «IPVTIN) 00300730

T = ALN,X) 08003740

AIMLK) ® ALK,K) 30000730

ALY,y s ¢ 0LLOTHY

c 00030770
< KIP STEP IF PIVOT 13 ZENO 80000739
c 000087
IF (T .EQ. 0.C00) GO TO 33 00000239

[ 000233310

c CCRAUTE MULTIPLIERS LT E33A
c I ERENY ]
3 20 L = XPL.N 00050240

A(Z,XK) B <ALT,K)/Y [ LLLIELYY

20 [d45 § <21 000230250

c LIS
¢ INTERCHANSE A'D ELIMINATE BY COLUMNS acosceso
c 093884350
03 32 4 = KPL,N 03000900

T 3 a(M.0) [TTLELIT ]

AIM,J) 2 ALK, J) 000586920

AlK,J) 2 ¥ [-T--F-1 31

IfF (T .EQ. 0.€20) €8 YO 30 [ -LEYY

€3 25 I « XP1.N 0005C950

A(L.d) 8 ACZ,J) o ALL,K)uT 00330950

2% couTIINE 09000970

30 coNTIe 00006930

33 convirag 00000998

(4 €90081000
4 CC¥I ® (1-1CAM OF Ale(aN ESTINATE OF §-MO®H OF A-INVERSE) 00001010
c ESTIMATE CLTAINED 8¢ CNE STEP OF INVERSE LTCIATICN FOR THE goco10se
c SHMALL 3IHIULAR VECTOW. TMIS INVOLVES SOLVING TWD SYSTENS €3¢01030
3 CF EQUATIONS, (A-TRANSPOSZ)INY 8 € AN aAeZ s ¥ aeRe g 00091048
[ 4 35 & VECTOR OF +1 CR ) CHOSEN TO CALSE GRONTH In v, 00001080
[4 ESTINATE & (1-NCRM OF Z)/(3<NORM OF ¥) 80001060
[3 03201078
c SOLVE (A-TRANSPOSE)eY s [ LELHTTY
(3 00001C90
Nse s}, N eJCC1100
T ° g.008 03631110
IF (0 .EQ. 1) GO YO &8 00801129
g s K-} 03801130
00 48 £ s ), uM} 03001148
T o ¥ o ALL,X)ON0NKS L) 00001150
< e CONTENUE 90031160
«$ X = 1.000 80021174
IF (T LT, 0.000) X = -1.000 93301180

IF (A(K,x) .€Q. 5.000) GO TO %¢

00001100
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" 00N

anna o nan 600 nee

nonOn

KCFLIKD 8 =(EX o TI/ALK,K)
$e coTime

CO 40 KD 3 3, X

K s il « kB

T = 0.030

¥Pl 3 Xe)

€3 55 % s KPl, M

T 8 T & ACT,K)ISHORKIK)

38 conrhat

WORKIR) ®» ¥

n s IPVIIK)

IF (N .20. K2 6O 1O &8

T = wCeteind

WIEN(ND) & MORK(K)

KIMIRY) s ¥
69 CONTINR

™I & 0.000
00 ¢3 X =3,
IO & YNORN o DARGIMHIEKIZI )

3 CoNTINE
SHVE AsZ s T
CALL SOLVE(NOIM, M. A, WORK, XPVT)

INAN = 0.000
Wit Ie=l, N

DRty v DNORN ¢ DABSIMORKIT))
70 CONTINLE

LSTIRATE CONDITION

COI0 = AMDINSINCRI/YNCRN

7 1COND LLT. 1.608) CONOD ' 1.00°
PETURN :

1-87-1

o CON = 1.000
P 1AE1,1) .NE. 0.000) RETURN

EXACTY BINGULARITY

9 CxI 5 3.00¢32
RETURN

[ ]
UBAGUTING SOLVEINDEIN, N, A, O, IPVT)

INTEGER QIN, N, IPVTIN)
OCUBLE PRECISION A(NDIN,.NI,.BIN)

SOLUTION OF LINEAR SYSTEN, AOX = § .
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INTERPOLACION

La interpolacidn es uno de los problemas que con mis frecuencia
se enfrenta el ingeniero petrolero en l‘n"‘pv‘-lct'ic'a‘. En este capftulo se
describen algunas técnicas:de interpolacién.

Considérese un problema en el cual se tiene un conjunto de puntos
on nz.»amim por sus coordenadas

(;‘o ")o (lzo ,2)' Y (l"o ’n)

y donde

[1<I2<...< ln

Los valores Y4 pertenecen a observaciones efectuadas de un cier-
to fendmeno a las condiciones L

E! problema de 1a interpolacién 1ineal consiste en construir una

funcidn £ tal que, el valor de f bajo las condiciones X, sea iqual a -
las observaciones Yqo

"'1) 70 Véel, ..., n

Al mismo tiempo, la funcién f debe tomsr "valores razonables” en
tre Yos puntos dato cuando se use con proplsitos de interpolacibn. En
la préctica, existen tantos criterios para definir "valor reromadle” cn

mo problemas distintos. Por ejemplo, si 1as observactonss y, provienen




de una funcifn matemftica "suave”, la técnica de los splines cdbicas
puedg’ﬁibhdrcibnar:byenos resultiﬁos.lPara valores y, exparimentales y
provenientes de observaciones mfs o menos 1n6recisas.»no serf necesa-

rio farzar a que 1a funcién ajustada pase por los puntos dato. Bastard,

en este ciso, con el ajuste de una funcidn global para obtener resulta-
dos aceptables.

€En términos matemfticos, el suavizemiento de una funcifn esté

relacionado con el valor absoluto de la segunda derivada de 1a funcidn
‘f'(:)‘.
y la simplicidad est§ asociada con el grado de la funcidn.

€1 problema de 1a interpolacifn principia pues con 1a definicién
de " funcifn razonable".

La mayorfa de las funciones f(x) se construyen a partir de otras

funciones mis elementales. La combinacién 1ineal de monomios (xk) pro-

duce una funciénpolindmica. En general, la forma de las funciones inter
poladoras es

LJ
f(x) = J ay fi(x)

i=1

St las funciones f‘ estuvieran definidas como

f‘ s Sen ix 4§ f‘ = Cos ix,

1a funcibn interpoladora f(x) representaria unpolinomintrigonométrico.




$1 £, estuviese definida como.

- 1

. ‘ . [ X X ’ a“
'1 * so;i‘x ¥ ... ® Inx" d
- #(n) Wum una funciln racional,

Estas son algunas de las funciones interpoladoras que & continua
cién se presentan.

Interpotacién Polinomial.

Histérica y pragadticamente, 1as funciones polinomiales constitu-

yon @l tipo de funciones mfs empleadas en procesos de interpolacién,
Una funcién polinomial de grado n,

n
pn(x) st ... ran

es fici) de derivar e integrar, y sus coeficientes pueden estimarse sin

dificultad. Ademfs, segin ¢1 teorema de Weierstran®, cualquier funcién

contfnua h(x) puede ser aproximada dentro de un cierto intervalo cerra-
do por una funcidn polinomial dGnica.

La existencia de lo0s coeficientes 8 esté asegurada ya que hacten

b K
T ’n(’i) s ugo o x vi=l, .... n

*Rataton, A., 1965. A Firet Counse im Numendical Analysis. McGraw-WLL.




se obum un sistm dc ocucciom limla cuya matriz A seré no V-
nal todc vu quo so cwla h condicion de tm

En a prlctlu. stn mrp. se ha observado que 1a ntriz Aes

_sumamente mal cumcioudn Un oJ-p\o cusieo es ol de nlons x'

guhmnu csueudos o e 1ntmnlo (9 1] Yos culu al ser susti-
tuidos en Vas funcjom 1, 5,02, ..., ", generan elementos positivos

entre 0 y 1, produciéndose con o110 una estrecha dependencia entre las
columnas o entre los renglones de A.

Un m§todo de interpolacién mis efectivo,que no presenta el pro

blema de Va dependencis, serf descrito mis adelante (hscuﬁosicién del
Valor Singular).

Otra alternativa para la construccifn de funciones interpolado-
ras es la de los polinomios de Lagrange.

() (x - uo)(u - '1) R ¢ 'j-l)(' = Myyy) e e xp)
) =
44 Tx -17(13 - (xJ - ‘J-IW'J"MD (xJ =N)

1 st =
4 -
J(x)
0 st 19

Ls funcién interpoladora de Lagrange de grado n se define a par-
tir de Ya combinacién lineal




fx) = }i ¥y 4lx)

€n unlcu\iﬂ nitese que e! polinomio Yy t’(x) adquiere ¢l valor vy

cuando x se sustituye por x,.'y'm e} valor cero cuando x, ¢ X
Vg,

Splines Clbicos.

Una técnica de interpolaciin mis sofisticada que las anteriores,
es la de "Splines Clbicos™.

Las funciones cdbicas "spline” constituyen un desarrollo matemé-
tico reciente. Estas funciones se caracterizan por ser continuas y por
tener primera y segunda derivadas continuas.

A diferencia de las técnicas de interpolacién que emplean funcio
nes polindmicas en 1as cuales & un conjunto de N datos se les ajusta
un polinomio Gnico de grado N - 1, en el método de las funciones cibi-
cas "spline” se ajustan N-1 polinomios de tercer grado, un polinomio

por cada uno de Jos N - 1 intervalos definidos. Esta tdea se ilustra
gréficomente en la figura 8.

Gran parte de 1a teorfa de Yos "splines” se iniciS con el teore-
=2 de Holladay.

Sean las abscisas a3 = Xg < Ry <o a X @ b

y las ordenadas {y‘) (t=0,1, 2, ..., N) dados.




(xn.yn)

—:’
(A) x
y
sl(x) L
(nn_l-yn_

(Xap¥a)

(xy0y,) ¥l *n-1 (X
'2(‘)
(x,.Y,)
2*72 'u"n)

() *

Pigurs 8. (A) Puncidn polindmica Unica de grado n-l ajustada a un conjunto de
n datos. (B) n-l funciones ciibicas spline ajustadas en n-1 interva

los.




lb todas ln funciom f(x) con nm «rivaa mﬂm en ol
tntervale (s, b] tales que flx) = ¥y, 190, 14 24 1eia W, o funee
cién spl 1n s(n) con. ugm derivada fgual a cero en los ‘extremos de)
mtoﬂolo. s'(a) s s'(b) = 0, minimiza la integral

:;1,(1,-(:))? &

b 2
0 < [ (1(x) - s"(x))€ ax
'y

b b b
0<f (r*(xNZdx -2 [ (F(x) - s*(x)) s"(x) dx of (s°(x))? dx
a a ]

b 2 b 2 n-1 lkﬂ
0<f (FGN dx - [ (s"(x))dx+2 T (f(x) - s{x)) 3" (x)
L ] ?

=]

*x
b
- 210 - 5t 0) 3700 |
3
En o) migmbro de! lado derecho, el tercer término desaparece de-

bido a 1a condiciln de que

f(x,) . s(x,) =Yy (10,1, 2, ..., N); @] cusrto término de-

saparece también segin 12 condicién de frontera

s“(a) = s*(b) = 0




b 2 0.0 2,
] (s"(x)) dlgl. (r(x))¢ ax
‘ .

La funcién cidica spline con condicidn s°(a) = $*(b) = 0 Vlamda
‘tembién spline natural, es Ya funcidn que poses 1a menor curvatura de

t_pdis_ !An funciones que pueden interpolar entre puntos dato y cuya in-

b
! (f"(u))2 dx < » existe. En este sentido, la funcién cObica
a

spline es 1a funcidn mis suave que puede ajustarse a un conjunto de da
tos.

Con ¢) objeto de entender mejor Va construccifn de estas funcio-
nes es conveniente contar el nimero de parimetros que intervienen. En
1os N - 1 intervalos, existen N - 1 secciones separadas de curvas cibi
cas, Cada una con cuatro parémetros, haciendo un total de 4N - 4 par§-
metros a determinar. E1 hecho de que 1a funcidn s(x) sea contfnua y
tenga primeras y segunda derivadas contfnuas en cada uno de los N - 2
nodos interiores x,, introduce 3(N - 2) condiciones en s. Luego, el
hecho de que s(x,) sea igual a y, e cada uno de Yos nodos impone N con
diciones mis en s(x), haciendo un total de &N - 6 condiciones. Para ge-

nerar un sistema compatible es necesario contar entonces con dos

condiciones mis, mismas que pueden ser sugeridas por las condiciones
fronters, s"(a) = s"(b) = 0.

La construccién de una funcidn spline es un proceso simple y nu-

sbricamente estable. Considérese el subintervalo ('1° "101) y ses




{A"'d '.t\ .. 2P ¥ ERE 4 W,,r:{‘ \,{{

T

i

h.‘ﬁ. ."‘ - .‘. '.. (. - ")/h‘.;. ‘ - W,
‘vi:qu.xiﬂocm sobre este iu.inton.\o.’ w variar§ de 0 a ly ido 1

a 0. thh Tuncidn spline on este ‘subintervalo por medio

s(x) swy oWy ¢ h“: [(n3 W) oyt Al w)o,]

donde o, y 0y, 308 clertas constantes por determinar. Los dos prime-
vos térwinos en esta expresi6n rgmsmun une interpolacidn Vineal,
iiontﬂs que los términos entre parlhtnis rectangulares representan
una correccidn cddbics, la cual proporctonarf la suavidad en la solu-

cién. Nitese que e término corrector desaparece en los extremos del
subintervalo, de tal maners que

s(xy) =yy ¥ sxyyy) =y

Segdn &sto, 1a funcién s(x) interpola exactamente los datos, cualcsquie
ra que sean 103 valores 04+

Diferenciando 1a funcién s(x) tres veces y usando la regla de la

cadens, asf como el hecho de que w' = 1/h, y w e -1/h;, tenewos que
S'(ﬂ) b (’1“ - ’i)/h‘ + h‘ [(hz - l) a“l - (gz' 1) U‘]
5“(1) b4 “0‘.‘ ¢ “—.0‘ ] y

NStese que s"(x) es una funcién lineal la cual interpola entre




los valores 6o, y 6o, "

Consecuentemente o, = s“(x')ls Esto explica el significado de
g poro no dotcrnin. su valor. NOtesc talbiln que s'*(x) o constante
en cada sabintorvalo y que la cuarta dcrivada de s(x) es iguol a cero.
Esto debe ser cierto, desde luego, ya que s(x) es una funcidn clbics.

Evaluando s'(x) en 103 puntos extremo del subintervalo tenemos
s;(l‘) '.‘ - h‘ (U"‘_’fEO‘)
S:_(l"l) '.‘ * hi(ZG“‘ + 0‘)

donde

§ = (yi,l - y‘)/h‘

En 1a expresidn anterior resulta necesario definir s; y 513 ye
que la férmula de s(x) se cumple dnicamente en el intervalo [x, x(,,]
de tal forma que las derivadas en 105 puntos extremo no estén bien de-
finidas. Con e) objeto de obtener la continuidad deseada en s'(x) se

imponen las condiciones siguientes en los puntos intertores

sl(xi) = s;(x‘). i=2, ....N=1,

Adn cuando el valor de s'(x1) se calcule a) considerar el subin-
tervalo {x,_,.x] su férmula puede ser cbtenida al reemplazar { por 131

en 5:('i01)' 1o cual conduce a

@y * Moy (204 ¢ 0q ) <€y - by oy ¢ 204)
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Un 110" con"datas comeictones fromters’en 1’1
guiente: '

2hyt hp) o By
hy  2hphy) by

ny vy gt o) a2 | |%n-2
L Pae2 2hn2* My |9y

h

Este sistems pusde resolverse flciimente empleando o) algoritmo
de Themas,

€n ocasiones, results wmis conveniente calcular los ceeficientes
asctuales deol spline fen b,. Cyo ¥ d‘. §o¢1,2, c...N -1, para




——nn
LR (x,0vy)
. R
H-1
"
X (Kgo¥y) Xy ¥y)

FIGURA 9. Regibn de aplicacién de 1as funciones cibicas spline.

EV procedimiento es como sigue:

a).- Para cada Yj. j=1, ..., N seleccionar las M parejas de pun-
tos (x‘. l”). i=l, ..., M correspondientes y ljusu:)por el método des
crito en 1a seccibn anterior las funciones spline SJ (x), k=1,.., W-1
y §*1, .... N generfndose con ello un total de (M-1)x(N) funciones ciGbf

cas.




2
(1 (2)
Sz) S

figura 10. Secuencia de c8lculo en 1a utilizacifn de la técnica "cubic
spline” en 3 dimensiones.

b).- Una primers aproximacién 2 en el punto (X*, Y*) se obtiene
seleccionando primeramente lquél conjunto de funciones

s

j (‘)o =1, .... N

que interpolen en el intervalo llk. xkol]' y el cual contenga a la absci

sa X", es decir, X < X* < *kbl‘ ensequida, calcular en las funciones

seleccionadas

Sgk)(l). j=1, ..., N los valores 2 a Sgk)(l')

x*, 5 2‘.03




c).- Considerando 1a pareja de valores

(Yo 1#.‘). - 1: vee Ny

ajustar las funciones spline correspondientes y calcular finalmente en
funcién apropiada el valor 1, esto s

Tes®on, yevorn it e

Esta técnica proporcionarfa el mismo resultado en 2 si en lugar

e seleccionar en el punto (.).u; parejas (Xg, Z,,) se hudiesen selec

cionado las porcjai ('5' l”). para cada Xy, {i=1, ..., M,

Ajuste de Datos por Minimos Cuadrados y Descomposicién del Valor Sinqula

La de mfnimos cuadrados es una de las técnicas de interpolacidn
mis empleada en todas las ramas d= la ingenierfa.

Supongamos que cierto conjunto de datos (x'. y‘). fal, ceop

son dados, siendo x la variable independiente y y la variadle dependien

te. Ambas estén relacionadas medfante una funcifn desconocida

y = y(x)

Por tal motivo la variable y serd aproximada mediante una combi-
nacién Yineal de n funciones biésicas 01.

y(x) = ¢, ol(l) +c, oz(x) ¢ vc0ix).

A esta combinacién Yineal se le conoce como modelo matemftico Vineal. |




pﬁoblm e 's'clecciomr‘ 108 n coeficientes Cys +oe0 €

de ta) forma
que ¢} node!o se “sjuste” a los datos de alguna nmu pmsublocwa.

3] uodﬂo es linea) ya qu e s 1a fom en quo los cocﬂcienus WA

recen. Las funciones 0‘(11) puedon scr no-linules. sin mm

E1 modelo lineal mis comin es ! polinomial

y(x) = ¢y ¢ cx ¢ c3x2 + ... cnx"°l
donde ca x) es fgual a 71
dondescads  0(x) 9
Para oj(x) = senjx el modelo 1ineal correspondiente serfa
y(x) = csenx ¢ c, sen2x + ... ¢ C, sen nx
Ax
y para Qj(x) =ed serfa
Ayx A K AX
y(x) = c, e v, cy e z, cenbc e n

En el Gltimo caso, si las Ai tuviesen que ser determinadas, entonces el
modelo seria no-lineal,

En adelante, Unicamente consideraremos el caso donde el nimero
de puntos dato es mayor o igual a n, el nimero de coeficientes, m > n

De todos los métodos utilizados en la evaluacifén de los coeficientes cJ
el de minimos cuadrados es el mis empleado.

Los coeficientes <y se determinan de tal forma que el cuadrado
n
de las diferencias entre ]

) OJ(I‘).y y, es minimizado, es decir
i=1



inimiz ! e ) (’g (x) ,2
y ] -y x -
minimfzar & ry N cjoj § Yy

i=
3
Efectusndo las derivadas parciales con respecto a cada coeficiente c,,

‘e igualando a cero se tiene:

. A
k {Zl ( Z ¢y 0y(x,) - 'y")j.»]»-_fo. Vk=l,ieie

[ ] n .
2 ¢, (x;) ( (x,) ~y,)=0, VKk=1,...,n
s L o) (L egnlad =

sistema que puede Ser expresado también como:

n n n
121 ¢, (xy) Jz‘ cjoylxy) = 121 p(xyys V=1, .0im
é
n m m

jzl Cj 121 ¢k(l|) 03(11) = 121 OR(K1) Yy Vk=1, ..., n

y que en forma matricial puede ser escrito simplemente como Pc = q don-

de P es una matriz de orden nxn cuyos elementos son

m
kj} = ‘z‘ ¢y (xy) oj(x‘). q es el vector de n términos independien-
»
tes q, = ) ok(x‘)y‘. y ¢ es el vector de coeficientes.
{s}

7
En el casc particular donde la funcifn y(x) es aproximada por la

ecuacibn de una Vnea recta y(x) = €y ¥ Cox,y 1a matriz P y el vector de

términos independientes resultan {guales s




En principio, el sistems Pc = pusde nso\vcrse empleando

las subrutius o:m Y SOLVE. Sin mrgo. dado que P es una matriz
n-mm. ol aucio dc memoria m reducirse a 1a mitad, y también
' dado que P es UM utru positiva definida, no es necesario buscar el

‘elemento pivou. yo que los elementos de la diagonal principal serén to
dos difmnm do cero,

LN

La préctica ha demostrado que la matriz P tiene, en muchas oca-

sfones, un nimero condicional (COND) sumamente grande. Esto produce que

cuslquier pequefo error cometido en los datos se traduzca en un error

amplificado en ¢) cflculo de los coeficientes. lgualmente, en el caso

extremo de funciones base oJ(x) cependientes, 1a matriz P serf singular,
y su nimero condiciona) podré considerarse como infinito.

Consecuentemente, cualquier método que evite 1a generacidn de ng
meros condicionales grandes en la matriz P, puede considerarse como un
buen detector de dependencia lineal entre las funciones base. €1 nimero
condicional COND calculado por 1a subrutina DECOMP es de ayuda, pero §)

por sf s6lo, no proporcionar§ na_soluciSn al problemes.

A continuacifn, describiremos una técnica que permite detectar y

manejar el problema de la dependencia en las funciones base.

€1 método mis confiable que permite calcular los coeficientes del




s

e Y . i G =
N T R W RS,
¥ = ®

problm de ninimos cuadudos cstl bando en la factoriucian de uma

matriz. Oicho Mtodo e« conocido con el nombre de "dcsconposicidn de)
valor singular® (DVS).

£ método se ﬂﬂch con la qomrncidn de la mtriz da disefio”
del anll*lsis cstadistico de expcrimentos. o sed con una matriz A de

orden mxn cuyos ‘elementos vienen dofinidos por 1a expresidn
3 = 01(“)

S1 y denota a) vector de m elementos {y,}. y c al vector de coefi-

cientes, entonces la aproximacidn del modelo matemftico lineal

n

j§1 cj ‘j("1) = Yy ¥igl, ..., m

puede escribirse en forma matricial como

Ac = y,

E1 método DVS descompone 1a matriz A en tres matrices :, Uy V. [ es
una matriz diagonal de orden mxn cuyos elementos no-negativos son los
valores singulares de 1a matriz A, Las matrices Umm me son dos ma-
trices ortogonales unitarias, las cuales son usadas en la transformacién

del sistema Ac = y en un sistema equivalente 1C =y . En otras pala-

bras, st la matriz A puede expresarse como U };Vt. entonces 1a aproxima-
cién Ac = y puede substituirse por

utvtc =y



0 y v son dos lntric.s ortogona\cs. tales que UUt «1 6 vl et
'Y onprcsiﬂn anterior pucdo escribirse como

oblencom I =y donde yeuly y Tevle
Ahora bien, icémo se construyen las matrices I, Uy V, tales que L sea
una matriz dfagonal y U y V sean matrices ortogonales?

.Los valores singulares de 1a matriz A no son otros que 1as rafces cua-

dradas positivas de 10 eigenvalores de la matriz AA‘. que por cierto

son fguales a 1os eigenvalores de la matriz AtA. Los vectores singula-

res 12quierdo y derecho son los eigenvectores de las matrices AAt y A'A
respectivamente, y el110s constituyen las columnas de las matrices Uy V.

Si las funciones base Qj(x) fueran linealmente independientes en

los puntos dato, entonces los valores singulares serfan diferentes de ce
ro.

€1 uso correcto del método de la descomposicifn del valor singu-
lar debe de considerar una tolerancia Z la cual refleje la precisién de
tos datos originales. Cualquier valor singular o mayor que ; serd acep-

tado y su correspondiente coeficiente E& podré ser calculado como
;3/03. Por otra parte, cualquier valor singular o menor que ¢ seré con
siderado como cero y el correspondiente coeficients E& se igualarf a ce-

ro. E1 cociente °l|x/°n|n donde o x e! mayor valor singular y Opin
el menor valor singular, puede considerarse como otra forma alternativa

de definir al nGmero condicional de la matriz A

COND(A) = 0y /Ogin




T

3 witodo DVS se encuentra totalmente programedo. Ls subrutina
SVD (Vistada a) fina) del capftulo) calculs, dada la matriz A,

las matrices U, L y V. §! ;19p1gpgg‘prpgroq| 1lustra e} uso de esta-

suwbrutina.

Ejomplo del Uso de 1a Subrutina SVD. -

(1) Creacifn de 1a matriz de disefio A.

0 201 =

T (D)

v (1)

09 10 J

A (1, 9)
10 CONTINUE
20 CONT INUE

1, M

abscisa del punto dato §.

ordenada del punto dato 1.
1. N

J-esima funcién base evaluada en el valor T(!)

(I1) Llamada a la subrutina

CALL SVD (MDIM,M N,A,SIGMA, .TRUE.,U,.TRUE.,V,1ERR ,WIRK)
IF (IERR.NE.O) WRITE (6,13)

13 FORMAT ('ERRPR ENCONTRADO EN S V D ')

(111)

8dsqueda del miximo valor singular y detecciSn de valores singu-

lares despreciables. Inicializacién del vector de coeficientes.

SIGMAL -
o0 0 V-

0.
‘. N




lF(Slﬂﬂ(J) .GT Sl“l) SIGMAL
C(J)

30 CONTINGE:

= SIGMA(J)
0.

) - Se proporciom un mor de’ tolermcu relativo RELERR, Si Tos -

datos ticmn una cnctitud de 3 dfgttos, entonces RELERR » 10'3

por ejmlo. Calcuh Ta tolcnm:u en ¢! error absoluto ¢

TAU = 'RELERR*SIGMAL

Calcula @ vector de coeficientes C(J) de acuerdo al desarrollo
en 1a expresidn (1).

D 60 J = 1, N
IF(SIGMA(J) .LE.TAU) GP T@ 60

S = 0.
0 4 I = I, M
S = SeU(1,3)*v(1) vy o= uty
40 CONTINUE
S = S/SIGMA(J) T - tly
0 50 I = 1, N
(1) = C(1)+5*V(1,J) ¢ = V¢
50 CONTINUE
60 CONTINUE

En este programa M representa el ndmero de datos y N el namero
de funciones base.

Ahora los coeficientes estén 1istos para ser empleados
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WRITE(6,_ _ )(C(, 3 = 1, N

La rafz cuadrada de 1a suma de) cuadrado de los errores residua -

les puede obténerse a partir de 1a uxpies‘on (Ac-y)t {Ac-y)

RSQ = 0,

MWl = 1, M

RI = 0.

0080J = I, N

RI = RI+C(J)*A(L,J) -
80 CONTINUE

RsQ = RSQ+(RI-Y(I))*e*2
90 CONTINUE

R = SQRT(RsSQ)

Como ilustracién del método DVS y del ajuste por minimos cuadra
dos veamos el ejemplo siguiente:

En un yacimiento de petrdiec se desna inyectar gas nitrdgenc co
mo técnica de recuperacidn secundaria. En el cdlculo del gasto y de la
presidn de inyeccidn es determinante conocer

el valor del factor de
compresibilidad Z del nitrdgenc.

La grdfica de 1a figura ll proporcio-

na el valor de Z en funcidn de la presién y de 1a temperatura. Sin em-

bargo, con el objeto de predecir y controlar la operacién a través de

una computadora, resulta necesario contar con una expre<ién analftica
de 2.




n

Por: n‘l muvo. se leyeron dc \a grlﬁca los vnores de 7 para
todas Tas. tmntuns !ndicadu y para las prosiones de 0 psh a

4ooo psia a 1ntervﬂos ‘de 500 ps'la. Como expreswn lm"tlca se eHgid
la funci_ﬁn cﬁ_bica

22C Cp P 4 Cy T o,c,.:'zf D RN LR A S A

Factor de Compresibilidad

150 2000 2500 3000 3500 4000 4300 4000 4300 &HO0

Presibn

Figura 1ll. Factor de Compresibilidad "7'" del Nitrégeno

-+



donde P' y T' adoptaran diferentes valores segin las alternativas:

lltornqtivc‘k».t’ s T, p!

T- 84 p! P-2000

Alternativa-C. T* T- 84 P = giﬁus-

donde P y T son los valores lefdos de la srifiqa.,y las constantes 184
y 2000 son los valores lefdos promedio de la temperatura y de la pre-

s16n, respectivamente. Los divisores son factores de escala.

Considerando cada una de las tres alternativas, se efectud el

ajuste segin minimos cuadrados y segln la técnica D V S. E1 resumen de

los resultados obtenidos se muestra en la tabla 1. €n la tabla, p ¢s

el coeficiente de correlacién estadistico e indica la bondad en la pre

diccién. Si p = 1.00 Ya prediccibn es "perfgcta";

st p = 0.00 no hay
tal prediccibn. j;;; es la rafrz cuadrada de la suma de los errores
al cuadrado e indica que tan cerca pasa la funcifn ajustada a los pun-
tos dato. Valores menores de J;:;; denotan mayor cercanfa. Como pue-
de observarse, M-C permanece inalterable en Tos valores de o y Eri?
ante las tres alternativas, 10 cual es obvio ya que por construccibn M-C.

s610 minimiza Yas desviaciones y no le afectan los cambios de escala
en las variables independientes.

DVS es, excepto en 1a alternativa A,
mejor que M-C.

Ademis, D VS es sensible a 1os cambios de escala.

La figura 12 muestra dos gréficas donde el valor real del fac-
tor de compresibilidad 2, en las absisas, ha sido graficado contra el

valor calculado 1*, en las ordenadas. La grifica A corresponde al ajus
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FIGURA 12. (A) ou?nu de correlacidn entre variable real (abscisa)
y variable estimada (ordenada) por minimos cuadrados.
(8) Ofegrama de correlacidn entre vartable rea) (abscisa)
y varigble estimada (ordenada) por DVS.
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Tabla 1. Resumen de resultados del ajuste MC VS DVS'

o 0.48

/iri?  0.4361 '0.4361 0.4361

COND  0.4591x1073  0.7448x108  0.1462x10

o 0.79 1.00 1.00
D.v.S) /ri? | 6.8109 0.0349 0.0349

conp | 0.2789x10''  0.8a25x10*  0.1220x107

te por M-C.(alternativas A, By C) y 1a gr&fica B corresponde al ajus-

te segin D V S (alternativa C.). En la tabla 1, COND representa el ni

mero de condicion de l1a matriz del sistema, En todas las alternativas

el método D V S produce un nimero de condicidn siempre mucho menor al
calculado por M-C.

Los valores de los coeficientes 01 de 1a funcién ajustada por

la técnica D V S y bajo 1a alternativa C fueron:

¢, = D0.10437360 x 10}

¢, = 0.35185506 x 107!
¢, = 0.17852805 x 107!
c, * 0.70853098 x 107

g = 0.32667433 x 1072




Cg = -0.54567901 x 1072
C, = -0.34567901 x 1073
Cg = -0.29738655 x 1073
Cq = -0.79286510 x 1072

. -2
Cjo = 0-12825284 x 10

La funcibn ajustads proporciona un ajuste conffable para valo-
res de T y P dentro del rango 32 < T < 400°F y 0 < P < 4000 psia.

Kriging - Una Nueva Filosoffa Dentro de 1os Procesos de Interpolacifn

En contraste con los métodos bi-dimensionales de interpclacién,
interpolar en tres dimensiones resulta sumamente costoso en tiempo de

computo y los requisitos exigidos a la informaci6n pueden, en muchas oca

sfones, no ser satisfechos. Considérese el siguiente problema donde se

desea obtener un plano configurado de las permeabilidades calculadas a
través de pruebas de presién efectuadas en un cierto nimero de pozos (Fi
gura 13). Como suele ocurrir en estos casos, 1o primero que se observa
es que la informaci6n no estd distribufda regularmente en el espacio. Es
to impedirfa la aplicacidn del método de las funciones bi-cibicas o del
método de minimos cuadrados descrito en el Apéndice 8. Otra caracterfisti
ca importante de la informacién es que #sta se encuentra agrupada en
clertas porciones del frea de estudio formando lo que se conoce como “nu
bes de informacifn". El ajuste de una superficie pol inomial produciria,
bajo estas circunstancias, resultados incoherentes ya que la informacifn

mis aislada estaria ejerciendo fuerte influencia sobre 103 resultados de




3

FIGURA 13. Representacidn grifica de un campo petrolffero donde localizaciones
de pozos perforados han sido indicadas con cruces. A través de prug
bas de presi6n, permeabilidades han sido calculadas en cada pozo.




o8 coaficientes dal polinomto.

Por tales utim,, se Mn cnodo otros mitodos de interpolacién,
tales como el do ponancicn con mpccto al umno de T2 distancia,
'ullncidn con rup.cto al hwmo del cuadrado do la distancia, etc.,
los cuales -plndos oonjuntmntc con la técnica de basqueda octal pue-
den producir muludos acopubhs . Todos estos métodos, sin c_-borgo.
no pueden evitar el error inherente de todo proceso de 1ntcr§ohc16n

Existe un mftodo que por disefo minimiza precisamente el error
del procao de 1nurpollc16n y ‘el cual se conoce como método Kriging de
utillcidn. 'I’ntar de uplicar este método en toda su extensifn tomerfa

por 3§ 3610 un curso compieto. Aquf nos limitaremos a resumir los prin-
cipios bésicos.

La pfedra angular del método Kriging es una funcién denominada se
wmi-varfograma 1a cual expresa el grado de correlacidn espacial existente
entre la informacién. Una vez estimada 1a funcién semi-variograma, es po
sible expresar el error, o mejor dicho, el valor promedio del error en
téminos del semi-variograma. Lo que rests es simplemente una aplicacién

de) método de los multiplicadores de Lagrange sobre la expresién del
error.

Si 10 que se busca es estimar el valor de 1a variable desconocida
1 empleando un estimador Z' definido como

donde los n valores I, son datos conocidos, entonces el método Kriging




proporcionars los n hlores*h tales que el valor esperado del cuadra-

~do de a diferencia entre Zy 2', esto es, E[(2-2'))] es @1 minimo.

-



Etcgiﬁ un programa para 1a solucién del sjguioﬁte problema. Un
gas n‘tural contcnhndo.o.n de nitrSgeno fue sdntido a un anflisis
de laboratorio donde el factor de compresibilided Z fue medido. La ta-
bla siguiente muestra 108 resultados obtenidos.

Presién Temperatura .
(psia) 32°F 100°F 190°F 280°F
1.4 0.6885 0.8213 0.9097 0.9557
1.6 0.6593 0.8044 0.9009 0.9516
1.8 0.6433 0.7896 0.8943 0.9486
2.0 0.6569 0.7805 0.8899 0.9472
3.0 0.6981 0.7901 0.8932 0.9571
4.0 0.8103 0.8600 0.9356 0.9890
5.0 0.9333 0.9516 1.005 1.0384

Empieando el algoritmo de "bicubic-splines" descrito, interpole
los valores de 2 consider:ndo valores de presidén de 1.4 psia a 5.0 psia
a intervalos de 0.1 psia,y considerando valores de temperatura de 32°F

a 100°F a intervalos de 2°F y de 100°F a 280°F a {ntervalos de 10°F.

Comente la exactitud en la interpolacifn del método.
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En yaCtn{chtos productores dq'iccitc cuando $ste fluye por la

tuberfa de produccitn del pozo se libera gas produciendo un flujo en dos

fases. Poettmann y Carpenter han derivado una expresisn analftica que

permite calcular la cafda de presién en tuberias verticales con flujo
mulitifésico

2
1

(g
o " 144 ["" A3 x 1 pd]

donde
o es la densidad de 1a mezcla gas-aceite,
qM  es el gasto de aceite por masa de la mezcla,
f es el factor de pérdidas de energfa el cual depende del
gasto qM,
d

es el didmetro interno de la tuberia, y

%% es el gradiente de presién.

Se desea encontrar, dado un cierto di&metro de tuberfa d, el

gasto qM que producird la minima catda de presi6n en la tuberfa.

Del anflisis sabemos que derivando ap/ah con respecto al gasto
QM e igualando a cero, obtendremos las condiciones buscadas en el gasto
que producirdn la cafda minima de presifén. Sin embargo, el factor de
pérdidas de energfa f depende también del gasto qM, por lo que results

necesario generar una funcién que exprese f en términos de qM. Dicha




foncibn deberd ser suﬁstitu“u por f antes de proceder a la deriva-
‘cién. .

u curva de abljo,obtonidl uporimu\mte por Baxendell, ex-
presa e! hctor do plfdia ‘de mrgu en umm del gasto qi/d. Em-
nm s téenica de ninim cuadndos ola de ducmicidu del va
Tor sinouhr. ajuste une func16n e 1a curva aostnda. Substituya Ta
Midﬂ tjusudl en 1a ecuacién dt Poettmann y Carpenter y encuentre

txpmian del gosto cﬂ en términos del diimetro d, para 1a cual
1s uidl de. preswn en ‘18 tuberfa sea minima.

8.0
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CI0ZASSHALTIZATION AD A VARIANT OF m CR ALSORITMI ANE USED.
o THPUT:
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x
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»
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INTEGRACION NUMERICA

Existen dxversos métodos numérucos que permiten ofoctnarf

"3

gracidn ylo 1¢-diferenciac16n de funciones. €} método m&s .propi

ra. cada problema varticu]ar dependeré princ:palmente de Ia

inforﬂmcion d1sponxblo sobre la funﬂlon Los problemas blsicos qu' !rﬁ-

taremos en esfe capitulo seran los dn las funciones reales. de. una “o\l

variable X, dafinida aobre un 1nterva10 La. b}. Estas funciones puoden

divigirse en 4 ca’agarla

) 2. Tuncisdn f(x) estd bien definida-y puede sér e9a1uaql"enﬁf

cuaiguier valor real de la wariable x sobre e} intervalo
&
= b}.

.01 Los valares ftxj\ astdn disponibles

dnicamente en ciertos
mntoz sy del intervats fa. 5],

o) ¢ aefinmicidn da 2 141 puady

mosle 4 vooar oy cornlejos.

Ura flrwela exe’ ccita de 13 Tuacion f(x) se :ncuentra dis-

©oninle ea und represetracidn zprooiade pera su manipula-

Tenooathdlica

bodae aeuedtas funcioner gue gaen dentrs de Yas dos primeras

cateqgnr 0 Yoo Tevens .o

ey extendida ahalftiﬁhei

acidn nundr es basicamente més dificil que 1a

a———
o

e ——— T



TR

es dcbldo a que u diformucwn tim a amplificar
ruente cn h 1nfomc16n y u mugncidn tienda LI
ir ul orror. Asf um\o. en aquollos um donde Ios
16n f(x) son conocldos. o putdcn ser calculados con

y donde sc nqulenn Unicamente hs prinns deriva-
, entonces los métodos baudos on funciom aHm o
icas proporcionan. len‘gmn\. resul tados satisfacto~
derivadas de alto orden son deseadas, o si os valores

entan “ruido”, entonces los resultados pueden ser ine

unciones pusden

la terccn categor!a. podemos considerar aque!m fun-
resiones trigononltﬂcas u otras funciones- clmntﬂes
) ser]emu.,q.-.,.;: las funciones a integrar y/o diferenciar, Finalmente,
e el intervalo en el dominio de los complejos C es factible de hacerse,

egracidn en C puede producir resultados satisfactorios.

ente en ciertos nquaje de los métodos numéricos, el témmino "regla® o
empleado en la definicién de aquellos algoritmos cuyas
noida analfticas irven para calcular aproximadamente ciertas fintegrales de-

jte capitulo estudiaremos exclusivamente aquellas reglas o

dlicables al tipo de funciones descritas en las categorias
& ?ncuentra‘djs,‘

TSy manipulg-

téngulo y del Trapezoide.

5 dos primeras

) ’, b] un intervaloc finito para la variable x, ¢l cual se ha
a5 dificil que 1a



dividido en n subintervalos o pineles Bys Rgapde $ 200 oees

Sean x, = &, X, = b donde

siendo h‘ - u“,1 - Xgs el ancho de los pineles, y sea f(x) una funcidn
definida en ¢l mismo intervalo [a, b].

Una aproximacién a.1a integral I(f) = [ f(x) dx es deseada.
. L a .

Tal aproximacién podrfa derivarse a través de la suma de las integrales

‘sobre pineles "i". es decir:

n Xia1
1(r) = 21 1;» donde I, = 1.(f) =] f(x) dx.
= “
£(x)
1(f) )




lln mla do cnuum si.lc cs m m-m qu w-m am-
.nlnr las mmnln l'. lhu rqla dn euunm mu o e . e

-na quo amxin la iuu.nl l(f) -mm m n- a mlu de cwa-
dutun sllpln »liudn a cun mnm l‘.

Dos de ins reglas lo ’couritan simple mis usadas son 1a regla -
(1§ ncumlo yh de) tnpuo!« La regla del ncunou\o utilize en

v cstincidn los ulous de la vmicn v(x) en Vos mm medios de los

x, ¢+

".Lr!ﬂ‘. i'l.....ﬁ.

aproximando caca integral 1, mediante ¢l §res de un recténgulo de base
h; ¥ de altura f(y'). es decir

Seglin Yo anterior, la regla compuesta dodl rectingulo resulta

n
R = T by fly,)

t=1

f(x)

we)

X Y Xa




La regla: dol tunzouc -lplu Tos ulorn do la funcion en los extre-
mos de! p&nﬂ y apronin cada 1ntogrn | mm dol lm de un trlpc-

z0ide cuya baso es "i y cuyl ﬂtun varh Hnealmu dudo f(x‘) s
f(x”l). es decir

flxg) * €lxy g}

1) = ny ( )

i i+ X

La regla compuesta del trapezoide resulta entonces

f('i) + fx

)
) = :Z‘ h, i+1

Puede mostrarse que si f(x) es una funcifn continua (o simplemente in-
tegrable segin Riemawn’ en el intervalo (a, b], y si h = max h,. enton-

ces ambas reglas convergen al resultado exacto a medida que el ancho de




los subintervales tiende & cero,

Vim T(f) = I(F).
Lad

L pmu otlunu a ahon' toul un rlpﬂb convergen osns
reglas?. La rqla dﬂ ncumio uu mm cn la apmiucun de una
constante en udl nMnmvolo. -untns -que ll mlo del tnpuo!do
217 ] uua en ume 1nwponcioa Hnul lntuitivmnn. m podrh 3

perar mayor ouct_lt_ud en la mla tnutoidﬂ. Sin embargo, observemos
‘Que pass en @) caso de Va funcidn

-

#(x) = x definida sobre el intervalo 0. 1.

f(x)

La regla trapezoidal obviamente no da error, ya que la interpolacifn V1
neal concuerda con 1a funcién f(x). Sin embarge, la regla rectangular
da un resultado tamdién sin error a pesar del hecho de que 1a funcidn

interpoladora en ¢l punto x = % ne concuerda con 1a funcibn f(x). EV
error promedio es, en ambos C830s, cero,




vl

Ay, M »
Fow Mt

96

£s. este ejaplo tipico. o simplunnte cs suerte de 1a° cuadratura
de1 rect&ngulo’ éQué regla es en generaT més exacta?

?ara dar respuesta a estas interrogantes. considere una’, funci6n
f(x) y-su cxpresi6n en series de Taylor con respecto al ‘punto yy loca-
‘Tizado en el centro del panel in. ¥ +l] esto’ es -

f(X) = f(y‘) + (x-y‘) £ (y‘) # (l-y‘) f”(yi) + sr (x-y )3 f"'(y )

+ %T (x-y1)‘ f"(i;) + ...

La primer suposicidn consiste en considerar que lo0s términos

n

“ son menos significativos que los términos mostrados explicita-

mente.
Observemos lo siguiente:
Xil Xi+1
en la integral | £(x) dx = [Flr) + (x=y) Frly) + ...] d
) 3 X
§

i

se obtiene que las potencias impares al ser integradas dancero:

hi ., st p=20

0 , st p=1
x
i+] 3
h%
[ {x-y P dx ={ i -
‘i i Tz’ ) st p 2
0 , si p=3
5
hy




Por 10 tanto, 1a integral I, puede ser expresada como:
{el:

gé*t“g(iildf;f;b, DR R AR
'nlg(f.)

don‘. para valores de h, pequefios , cl error en la cprnxinncidn
‘aor e euldratnra dol rectlngulo (R) sers !I h‘ e (’i)' m&s clgunos
tlrninos unnos significativos
Vo!viendo a2 la serie de Taylor.y substituyendo en ella el valor

.x-x' prinnranentc. y poster(ormente el valor x = Kiel® tenemos :

2 3 4
t(x,) = #y,) - é-hi.f'(yi) + % hy £(y;) - %g hy £ (y;) + 3%; hy 1'V¥(yy) + .
y

v 3 4
CPRERICARS TRICHEE TR CRIE WLk S I SN OB

de donde sumando las dos expresioncs anteriores se obtiene que

fix,) ¢ f(x,.,) 2 q
i i#17 1 " 1 Wiy o
7 Flyg) o ghy )+ ggg g FVpd + oo
Combinando esto con la expresién anterior,

L3 [

fm ¢ 3 L5y

X, {x) dx = hy f(yi) toghy f (yi) *1o35 M ! ()’1) L
y considerando que

flxg) ¢ £0x,0) 5

hy flyy).=ny o 2 )= B ) gy ) e




Xiel -

f(‘)d h (f(‘ ) + f(x‘Ql)) h .y ) 1 hS f'V( ) .
X TdeE Dy Z 471 it T geg My TN Y
1(f)

Para valores pequefios de h,. el error en 1a aproximacifn de la regla
trapezoidal (T) en un panel es:

1 "
12 f (yi)»

mis otros términos menos significativos. E) error total de cada regls

serd 13 suma de los errores en todos los paneles, es decir, hactendo
1 T3,
€ = 23 izl hi f (yi)

e

5.,
1930 b, My V(v

u~43

1

el error total resulta:

I(f) = R(f) + E+ F + ... (Rectdnquig)

1{f) = T(f) - 26 - 4F + .. {Traperoide)

5 3
Para valores de hi < 1 entonces h’ << h1 y por lo tanto F << €, provis

to que f'Y no se comporte rufdosamente.

Conclusiones

a) R es cerca de 2 veces mis exacta que T,




3

b) La dtfomch ontn Yos u!om de l(f) ¥y (1) m .plur-'
se on la utinﬂﬂn dol crror on 1. inugncwn

R(f) - T(f) © =3 - SF = -3

) Ouplicando €} ndmero de pineles h, - 21.. se cuadrup\ia s

exactitud ya que, por una urtc. E se nducc por un nctnr de % y por

otra, ¢l nimero de plnclu se 1ncr-enu o z. Yo cual hoce que el tér

vm\o toul se ved reducido on ; Esp-ictmu hablmdo. ‘) factor no

e ‘. ya que T2 funcwn f° no es generalmente constante y los términos

de mayor orden ejorccn algum influencia. Dc;de un punto de vista préc-

tico, en ambos casos, R y T, al doblar el nGmero de pineles, cuadrupl{
can su exactitud,

Esta técnica de doblar repetidamente el nimero de péneles y de
calcular mediante R y T el error, puede programarse para producir un mé
todo, el cual automiticamente pueda determinar el nimero de plneles ne-
cesarios, de tal forma que la integral aproximada sea computada dentrn

de cierta tolerancia de error prescrita. Esta técnica serf empleada en
reglas de cuadratura mfs sofisticadas.

Cuadratura de Simpson.

En la seccibn anterior hemos definido las cuadraturas Ry 7

Xt X441

n
R(f) = 121 hofly) s oy s

n h.
U & Lrix o) ¢ fx)]




y adenfs hemos probado que 103 errores: de estas cuadraturas estin dados

CI(f) < R(F) =E+F ...

1(f) = T(F) = <26 - 4F + ...

. on 3
7 A AT r-ﬁbwan,wunx

-
">
)

Combinando estas dos cuadraturas podemos producir otra cuadratura don-
de el error no contenga los términos €.

Sea S(f) = % R(F) + 3 T(H)

n.
8 S(f) = Z o [F(x) ¢ afly,) + fix )]

Esta cuadratura recibe el nombre de Simpson y puede derivarse, como en

los dos casos anteriores, integrando pieza a pieza una funcién, parabd-

1ica en este caso, 1a cual interpole los datos.

El error puede obtenerse directamente de las férmulas de los
erroves en Ry T,

1O -5t = % (1N - rte)) + 4 (10 - T
= §~(E +Fe...)e % (-2E - 4F ¢+ .. .)

cG-Hee G-
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La cuadraturs S(f) estd basads en una inmpolaéion de segundo grado y
Su error contiene derivadas de cuarto orden, por lo tanto, S(x) sers
uns cusdratura exscta para funcidnes cdbicas.

Cuando 12 longitud dol intervalo es amem. h‘ -2-. el térmi

no h‘ docnce por un factor do 3‘{ » a1 mismo timpo el nimero de su-

mandos se duplica siondo 1a nducc16n del error zom un factor aproxi
sadamente igual a ’1'6"

Esta técnica de combinar dos aproximaciones con errores simila-
res para cbtener una aproximaciSn mfs exacta puede ser continuada. Por
ejemplo, los valores de S(f) pueden combinarse con las cuadraturas R o
T, para obtener errores del orden de h: y £ (y;). La regla general que

describe este procedimiento se conoce con el nombre de cuadratura de
Romberg .

Regla de Cusdratura Adaptada.

Esta regla es un algoritmo numérico el cual, empleando una o dos
cuadraturas blsicas, determina automiiticamente ¢! tamafio del subinterva
1o de tal manera que clertos requisitos de exactitud sean satisfechos
EV principio bisico de esta regla consiste en seleccionar un tamafo re-

lativamente grande de intervalos donde la funcifn a integrar tenga un
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comportamiento suave, y un intervalo pequefto donde la funcién cambie abrup
tamente.

Esta regla requiere de la siguiente informacidn:

(i)  un intervalo finito [a, b],

(i) una funcibn a integrar f(x) definida en el intervalo {a, b],

{i11) y un error de tolerancia &.

E! algoritmo de cuadratura adaptada caiculard una cantidad Q| tal
que

b
ia - flxlax] < g
]




(1) intmalo de: inugncwn se divide en n: subintcrnlos ;

g x‘ﬂ]. ol nhro dl swinurvnos doumrl de £ y do Ta funcibn
'(l)

Sea, como-antes, hy = Xy, - Xy (ul *a YRyt b) E1 esquema o re-
gla de 'a eudntun adipudo aplica dos cuadraturas diferantes a cada
subintervalo. Sean 103 dos resultados de estas cuadraturas Py ¥y Q

ejemplo, un esquems basado on 1a cuadratura de Simpson emplearfa la for
mula de 2- péneles siguiente:

" "y
Py [flxy) & 4f(xg + 5 + flx; 4 ny)]

[}
[}
~ l :
: [ [
'
: '; '.
* \ +
: - :
n J_“ I
l‘ Xye _2\ X“l
e h‘ -

y un esquams de Simpson con &-pineles emplearfs

h h, L} n
o * 1 [((u') SAF(xy ¢ ) S 20(xy ¢ ) 4 A+ 3 0) ¢ F(x, 4 "1)]°

P, ¥ Q, son dos aproximaciones distintas de 1a integral




foer
"";f(x) ax = 1.0

EV principio de 1a cuadratura ad.ptcdi"coﬁi!st.'ln eoipcrar s~
tas dos aproximaciones y obtener de la comparacién una medida de la
exactitud de cada aproximacifn.

St o resultado es aceptadle unn de las dos se toma como el va-
Yor de la integral. de 10 contrario sc subdivide el intervalo en dos o

uls partes y el proceso ‘se repite en los subintervalos mis poquonos

Es importante notar que la evaluacién de la funcibn f(x) se sim-

plifica, ya que coms puede observarse los témminos P, y Q, tienen cler-
tas partes comunes.

P,.

Q1 contiene Unicamente dos términos que no estén en
§ En 10 que resta, deberd entenderse que Qi se obtiene aplicando la

regla de Pi dos veces, una vez para cada mitad del intervalo. Esta idea
facilitars el anflisis de la regla adaptada.

Consideremos por un momento que la regla de P, da la respuésta
exacta cuando 1a funcién integrante es un polinomio de grado p-1, 0 equivalen
temente , f(O)(x) » 0. Expandiendo por series de Taylor con respecto al

punto central de un subintervalo, puede demostrarse que

h.
1, - P, = ch“’+1 ¢p) (x, =)+ ..

1 7

(ver esta misma expresién en la cuadratura del recténgulo pg. 98)

Como hemos supuesto que Q‘ es 1a suma de dos Pi's calculados en subinter

valos de longitud 1}. podemos concluir que



el o
-‘f(b);;(i,; ‘:}')»0 #(®) (x, 3 4) = 2¢(P) (x, ¢ )+
los dos errores estarfn relacionados por

. -2%,-[ (I =P s ..o ;‘5 (1, -P) + ...

£sto inﬂica que 81 partir el subintervalo, el error decrecerf cerca de
2® veces.

Rearreglando términos:

ly.gq -1
l‘(! - 2p) Q.i zp P‘ + ...

P P -
11(2 - 1) = 2 Q‘ p‘ + ..

o1 . ® q -
I T S BN

PP SR M
L A T

1
P P h e

finalmente, el error en 1a expresién mfis exacts 01 s cerca de 1

P-1
veces la diferencia entre las dos sproximaciones.

E1 objetivo esencial serf pues, dividir cada subintervalo hasts Que




NS Y N

h .
P M) spTiie se utisten.

€ es 18 tolerencia requerids. La expresién g{—; g resultard’
evidente 3 éontim\.eién.j‘sfi todo el intervalo (s, b] fuera cublerto por
» subintervalos, entonces ¢! resultado serfa:
N

I a

Rl

Tomando en cuenta Yo anterior y despreciando los términos de alto
.orden tenamos:

- 1 4 = -
1q f‘ x)dx| |1§l Q - Iyl

n
< Q, -1
< 1191y

1 n

< P, - Q|
P 1 121 L

1 P

[})
s’zp_l b'lag

h, = ¢
N §

1

10 cual coincide con Yo planteado arriba.

Mo se debe pasar por a1to que en este anflisis se requiere de la

suposicién de que v(')(x) sea una funcidn continua y proporciomal a
‘ .

Hasta aquf y por simplicidad hemos empleado el criterio de error absoluto,




En ocasiones @1 criterio de error relativo, el cual es independiente de
Ya escala de f, es empleado

-1
i

Esto complica el anflisis ya que el denominador | f| puede ser cero.

Ademfs una buena aproximacidn del denominador solo se obtendrfa hasta el
final del célculo.

Otro criterio podria ser

lo-Jf

il

en cuyo caso el denominador no serfa cero, al menos que la funcién f(x)

fuese idéntica a ceroyen cuyo caso el anflisis serfa fguaimente compli-
cado.

Dc cualquier manera alusuario de la cuadratura adaptada debe es-
tar siempre conciente del tipo de error que se esté empleando en l1a subd-

rutina paquete que utilice para aproximar integrales.

Al final del capitulo se enlista 1a subrutina QUANCE Ya cua) apro
xima integrales por el método de la cuadratura adaptada.

WY




l.n tlcniu de Mumhcwn de us funcims mias ullu"

m -phlrso on la obtcncicn de nsu\tados Munuatu cn mbu-
mas de tnmncicn.~ :

Para cl-;mu_mig SRy S XS Regne
x) = ¢, + 0, (x~x,) ¢+ c,{x-x )2 +d,(x-x )1_
It | ) R | 1 4 e I8
1a-funcidn spline que interpola #(x) en @1 intervalo [x,. xy,,]
b
St asx y b=, Vaintegral [ t(x)dx puede ser aproximada
. . . N

b
por 1a integral [ s(x)dx,
|

b n
. 1,2 1,3 1,4
[ stdax= 1 (hFeghibyeghicy+ghyd)

donde h‘ = X4 T Ly

Los coeficientes b,. cy Yy d, pueden obtenerse por medio de la técnica

cubic-spline ya descrita. (Dado que existen n+l nodos, la subrutina
SPLINE serf 1lamada con N = n + 1),

La funcién s(x) puede representarse también como (ver capftulo
I11);

S(x) = wlig* ;f‘ + hi [(\13 - w) a4y * (w 3. w) a4]




y donde las fncignitas o, son calculadas a partir de wn sistems de ecua

‘clones ‘ti-l.d"um_l'..

Para cbtener 1a férmula de 1a cuadratura observemos que:

X401 1
f s(x)dx = hy [o s(w)dw

_ 1 1.4 -1
AdenSs, !ouas%. IRCELLEE
.Entonces, substituyendo en la primera integral se obtiene que

x
i+l J o%0
f s{x)dx = b, ( —7-1-"—1-) - hy (..‘__‘_!_‘.L)
x
1
En otras palabras, Va fOrmula de la cuadraturs spline es la mis-
® que la férmula de 1a cuadratyra trapezoidal, wmis un "témino de co-
reccifn”, el cual contiene a 1a varisble o,. Una frmula afs convenien

te para el cllculo en el intervalo total serfa
L 4

b f, o <
I. s(x)dn = :):‘ h.-—'-—,—'—'l -h:—'—-u&ﬂ-.

En este caso, Gnicemente los datos (x, f) y e! arreglo de segundas der{
vedas c‘.cllculuo por SPLINE, serfan requertidos.




Con respecto a 1a  exactitud Msobumr que

3 s ('i) ’ s’ ("iol)
o

/ X, +x
“TErly,) donse yg s Y
Por Yo tanto e inununtmnu. el: unim de correccibn proviuo por

la cuadutuu SPl.lNE aoroxiu a! umino error de s cuodutuu tuu-

zoidal En u Hteutun no so han rcporudo resul tados précticos don-

de se haya qp)icado la cuadratura SPLINE; sin ewbargo, por los resulta-
dos"nsﬂtu,do.s‘ aquf, ésta parece ser de gran utilidad.

Por ultimo, debemos ;observar que 1a cuadratura spline no pre-

senta la forma convencional de otras cuadraturas, es decir,
b n+l
| f(x)ax = )' ay f(x‘).
a ia}

En la cuadratura spline cada coeficiente ay depender§ de los va-
Yores f(xi) en forma mis complicada.

Aproximacifn de Integrales por el Método de Monte Carlo.

Supongamos que se desea integrar la funcién g(x) en el intervalo
asxg<h,

b
1= [ g(x)ox.
2




""’ > ° ..

,muriomnu. ud-ls de 12 varuble aleatoria ¥, se requiere definir
u siouhnu fnncion aleatoris

L]
u - fiely

b
Anora bien, 1a definicién de valor esperado E[f,(v)] = [ f(v)P (v]av

puade aplicarse directamente en a funcifn H, esto es

E[H] = ]l: % Py(vidy = I
€En vez de una varfable aleatoria H, consideremos ahora n varfables
aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas

Hyo "?' Hyo «coo Hy tales que

EM]et v 1,

var (W] evar [H], ¥ 11, ...,n




S1 formemos una nueva variable alestoria H*, definids como

W = H, 4 ...+ W, entonces .

€fwe] « a1
Var (#9] = avar (W] -

Segin e1 teorems del Limite Central, la distribucidn de a nue-
va '.y"ur'hbl‘e a!'catorii vﬂ" tenders a la distribucién normel, acercéndose
a N(E,9) . a medida que n - =, es dectr,

Pr{|H* - nl| < 3/ Var H* } = 0.997

n .

6 Pri| Zl H; = nl| < 3/ nvar K } = 0.997,
i=

Dividiendo entre n

Var H

"%} = 0.997,

lﬂ
Pr{l; 1 H1-1|<3/

i=]

10 que también se interpreta como una variable aleatoria 'lﬁ 1. H cerca-
i=1

na al valor I con probabilidad 0.997 y con un error menor a 3/ Va; H .

A medida que n crece se observa que

1 ! 1 0 9ly)
2 H, » = -
n 421 t » 121 N

Ahora bien, segin hemos visto en el cliculo aproximado de I pue-




h Qlum u cmmucm dn culquur urum aluuru V. !u cul-»'

for case, o1 au_"l dor

ym urum scrl m[n] La pngunu Que ahors se: prnenu es, icbmo
nlucir 1a nrum de) omr?. nto e,

st vor [] = win(ED] - 1) < min (] i an - 1%
win (185}

A continuacitn mostraremos que Var(H] se minimiza si se elige
una funciGn de densidad P,(x) proporcional a |g(x)].

Haciendo u = —”m& y vs ﬁv(x) en la desigualdad de Schwar:
v x

[ lu(x) v(x)} dn\ <[ u(x)dx [ v(x)ax
a 2 2
se obtiene:

® L PR b 2
{I. Ie(sndn} 5,[. k-H-dx [. fv(x)dn . ;. ];-H.n (1)

y de acuerdo a 12 defintcién de Va varisnza se tiene eantonces que

var [] > {;: |.(-n¢.r ey




Seleccionsnde P (x) proporcionsl a |g(x)[, s dectr.

obtendremss que 1a expresién (1) se convierte ol {demim.y_n e

d x b v . 2
J latdien” f, EGERLE - 1, a1 ‘[I. m-n"‘]*.
e

y por consiguiente ' Var[H] se convierte en fgualdad.

€En la prictica no se seleccionan funciones P'(x) complejas ys
que ello harfa sumemante laborioso el método Monte Carlo. Por otro la-

do, Va funcidn g(x) puede ser una gufe para 1a seleccisn de la funcidn

As! awismo,: las integrales de forma

b
I =f g(x)dx
a

no se resuelven por el mitodo Monte Carlo, sino por métodos de cuadraty
ra. En cambio, en el caso de integrales miltiples la situacién cambia,

e) mitodo de 1a cuadratura se vuelve sumamente complejo, mientras que
fMonte Carlo permanece pricticamente inalterable.

Eiemplo de aplicacida:
-

?
Ses 18 integral | = [o sen x dx



3

S
s

cwyd solucidn sabemos es 1.

a2
»

Con proplsito de ilustracidn considérense las dos funciones de
densidad siguientes:

My=p)=? y e

E ]

La funci6n de densidad (1) pertenace a una variable aleatoria
con distribuciSn uniforme definida en el intervalo [0. ﬂ . Intuitiva-
mente se observa que la funcidn de denstdad (I1) satisface mejor las re
comendaciones de proporcionalidad, por lo tanto, de ella se esperarén

ot mejores resultados. Para cada caso se tiene:

(8) Py(x) = ;":-




2

- v.,,.*“[vm- v

s PR Lt F Y VO

. noelvg)  on
Segdn 10 antertor, 1 = L 1§n W-{; 'z“s‘m'v,.

Gcmm lo valores alamios ul. ....u‘° ‘se producen, segin a3 fir-
-nh ve T s otros 10,vy, ..., Y10 'y el valor de 1a integral resulta
f = 0.952

() Pyln) = &
®

v
8x
g dx = U
fo 32
v} A
l’“2 nosenv,
LT TR

para n =10, 1 = 1.016

La medida de) orden del error estarfa dada por 3/ 'L:"-(!l,
un resultado afs préctico serfa o.srs/@ + entonces p°

uno de 10s casos vistos se tendrfa el error siguiente:

var (W), = 0.2%




Vor W]y, =0.016

Integracién Numérica 8 Través de _Po_linﬁios Ortogonales. .
Polinomios Ortogomi'cs.

Definicién: Dos funcioms. 9‘(1) y ’n(")' obtenidas & partir do e n-
milia de 'unc!ones {“k("”‘ se dicen ser ortogonales con respecto a la
funcién w(x) en e intervalo {a, b], sf elias satisfacen que:

b
[ wix) g (x) g (x) dx=s0, Vmgn y
]

b 2
j‘ w(x) g, (x) dx = c(m) #0 Vm.

Como ejemplo de estas funciones pueden citarse las funciones se-
no y coseno {sen Rx, cos Rx).

La propiedad de ortogonalidad se interpreta, en términos de espa-
cios vectoriales, como 1a perpendicularidad existente entre dos vectores,

en un espacto n-dimensional (n muy grande) (Flguu"m. Los elementos o

vectores de este espacio vectorial no son otros que los formados con 1a
familia {g (x)}.

La familis de polinomios {x"}. k = 0, 1, 2...., define un espacio

vectorial cuyos elementos no son ortogonales. Otras ‘amilias, tales como

las de 1os polinomios de Legendre, Laguerre, Chebyshev y Hermite, ademis

de definir un espacio vectorial, sus elementos son ortogonales




93(‘)

Figura 14.- FamiVia de funciones ortogonales representada por medio de
un espacio vectorial n-dimensions). Cads vector en ol espa-
cio representa uma funcidn.




(1) ‘Polinomios de Legerdre (P (x)}.

Los: unmios ‘. Lm uusum u mimd do om" -
‘¢ad en o ‘nurulo [-l. l] eon funcun m -(x) a1 o docir.v

10, mgn

I Palx) Pplx) dx =

) cm), m=n

Los tres primeros polinomios de Legendre se definen como:
Polx) = 1

Pl(x) = x

P,lx) } (12 - 1)

Los polinomios de Legendre subsecuentes pueden obtenerse a partir
de Va férmula de recurrencia siguiente:

Paix) = 2“'1 x Py (x) - “;l Ppaa(®)

(11) Polinomios de Laguerre {L (x)}

Los ponboaios de Laguerre satisfacen 1a propiedad de ortogonali
dad en €1 intervalo [0, =] con funcibn peso w(x) = ™™,

- 0, ,m¢n
;0 e Ly(x) L (x) dx

c(m), m=n

0 sea que:

Los tres primeros polinomios de Laguerre son iguales a:




(%)

Lyin) =T en e

La formula de recurrencia de los polinomios de Lagueorre es:

Lm) e (2m = x = 1)L 00 - (n - DL (00

(141) Polinomios de Chebyshev (T, (x)}.

Los polinomios de Chebyshev son ortogonales en el intervalo
1, l] m funcibn peso wix) = (i - xz)" *. dando

1 - % 0, m¢n

] Q- x2) € tm(x) Tn(x)dx -{

-1 c(m), man

Los tres primeros polinomios de Chebyshev se definen asf{:
To(x) .}

T‘(l) = X

)« 2 -1
y Va féraula de recurrencia es:
Tolx) = 2T (x) - T (x)
tv) Polinomios de Hermite {Nn(u)}.

Los polinomios de Hermite satisfacen la propledad de ortogons)idad




<l Y

=

<
g-

2 .
en ¢l intervalo (-=, =) con fupﬁh _ﬁuo n(x)-d.'x-; €30 e3:
- 2 0, mén
[ &% H(x) W (x) dx =
c{m), m=n

Los tres primeros polinomios de Hermite son:
No(n) =]
Hy(x) = 20

Nz(x) = 'liz,; 2
con férmula de recurrencia H (x) = 2xH__,(x) - 2(n-1)H__,(x)

Cada uno de los polinomios definidos arriba es un polinomio con
coeficientes reales, de grado n en la varifable x y con n rafces reales
distintas, l1as cuales caen dentro de! intervalo de fntegracin de cada

polinomic. Como ejemplo, todas las rafces del polinomio de Legrendre
Pn(x) caen dentro del intervalo -1, 1].

*

Una propiedad importante de los polinomios ortogonalzs es la de

generar el espacio vectorial de todos los otros pol inomios, ortogonales
o no.

Sea "n(") un polinomio arbitrario de gradp n

v i
Pax) » | aux
n 150 |

El polinomio pn(x) puede representarse como la combinacifn 1ineal de

cualquiera de las familias de polinomios ortogonales mencionadas arriba:



u” l'(n) ol nlimlo ée grado § de uns de los familiss de polino-
dn mta. -

€1 polinomio de cusrto grado

\ m expresarse de manera dnica en términos

4
AU 'Zo ay n
¢e 103 polinomios de Legendre, es decir:
4
- g, P 6
"(.) 'Zo 1 ’(l)

XORE IR RRY N LR RERE FLPE FIRT NG P L

Agrupando témminos segin el grado de 1a veriadle x

.
Pal) = (Bg -2 e d 8 ¢ (8- Fe0x e o, - oo Fapds Poul

e fgualando con los coeficientes o se deduce que:

s
B¢ =TT o4

2
B35 ay
By = §lag e §up

. 3
By =ay ¢+ gay




{Es f6c1) o verificar que e} polinamio
peln) = x ¢ 33 -2 e 2n -

pusde ser -’cip_nndo' tasbién como:
b+~ Bt + By - B+ § 1+ e
Cuadraturass Gaussianas.

En general; el mitodo de las cusdraturas gaussianss propone apro
ximar 13 integral-

b .
[ w(x) F(x)dx
a
por medio de una suma de n términos
n
izl u‘r(T‘).

siendo los T, y W,, ciertos nodos y ponderadores, respectivamente. La fun
cién w(x), en 1a integral, no es otra que 1a funcién peso asociada 8 algu
na familia de polinomios ortogonales. Los nodos Ti son 1as rafces del po-
linomio ortogonal de grado n perteneciente a la misma familia anterior y
el cual es empleado como herramienta de solucidn del problems. Cads ele-

mento ponderador Hi es 1a solucidn de 13 integral efectuada sobre un po




Vinonte de grado 1 (de Va misma familis amrm). ool mumlo [a.
€n otns pllabns. suchas de lu ucnlen do 1m.mm m— :
’ﬂu. nlu cen ﬂnm. Mcn otc (dnnh n(l) =1) emplean Mus
'nuidistmm x'. lo. cual puade ser eomonium pero no necesario. En
los utodos Glusshnos no se solncimn punm nquiduunm. sino mis . -
bien se wlun puntos (nodos) yue son las rﬂcos de un polinuio ortogo.

nal de grado n definido sobre @) intervalo [a, b) y con funcién peso,
1a funcidn wix).

La razén de 105 nodos y ponderadores resultaré nfs clara con to
que s= explique a continuacién.

(4)* Cuadratura Gauss-Legendre.

En el método de la cuadratura 4e Legendre, l1a herramienta de so-
ucidn a 18 integral

b
| fi(x)dx, son los polinomios de Legendre.
a

EV método consiste en aproximar Ya funcidn f(x) por medio de un
polinomio cusliquiera de grado n que pase por n puntos Xy ¥ que sea fguat

e f(‘l)“i)' wmis una cierta funcidn error R _(x), 1a cual contenga el
error en )n aproximacién

flx) = £ (x) + R (x) (1)

La funcibn p“(l) puede ser expresada en términos de polinomios Langragis
nos (ver Capftulo IIl) como:

v.1.xxilov, Approximate Calculation of Integrals, Macaillan,Mew Yorl, 1962




(X R R LTHE
donde aamm L‘(x) 3.0 polinomio de gredo n fgwal &:

| "v‘(‘f" ',?.’o (;';:;‘a‘:;)' y V8 funcidn error, segdn el método de -
. .
Lagronge de interpolactén, es
(w1)

. . n

Substituyendo las expresfones (2) y (3) en (1) se tiene:

(nel)

n n ]
f - s 8 < b (4
fayel L) "‘"'L’lo (x x,)}m,{ﬂ a<g<b (4)

Stendo @) intervalo de ortogonalidad de los polinomios de Legenire
{-1. 1]. es necesario, antes de integrar Va funcibn f(x), efectuar un
-cambio de variable s fin de modificar ¢! intervaio de integraciln de

s, 0] & [-1.1].

Haciendo

2x - (atd

- + la funcifn f(x) se convierte en una nueva fun-

z.
cién en 2,

#(x) = F(z) = s(2i0=8) ¢ (a ¢ b)),

quedando 1a expresidn (4) definida entonces como:




F(l)_'-. s "L"‘(t) -'(t’) .‘~. [: (8 --,‘.8’,]"("."

donde L (2) n (;-:}—%
Nt I

‘Jfl

Si 1a funcidn f_(;) (6 F(z)) fuera un polinomio de grade 26»1.

.n
tonces, ¢! término 120 Ly(2) F(z,) serfa un polinomio de, & o mis, gra

do n, ¢l témino Ilo (z - ‘1) serfa un polinomio de grado n¢l, y el
i= :

gln+l)

término —ros ? serfa un polinomio de grado n.

Considerando &ste Gltimo término igual a un polinomio de grado n,

qﬂ(z). e integrando entre -1 y 1, 1a expresifn (5) se convierte en

1 1 n 1 n
I—l F(z)dz = I-l 'f_-o Ly(2) F(z))dz + I-l 1rlo(z - 20 qq(z)de.

1
En conclusibn, 1a integral |

. F(z)dz puede aproximarse por la
expresidn

n
'Zo uq F(zq) (6)

con un error dado por & expresidn

1 n
Error = [ 1

-1 i=0

(z - z,) q (2)az,




" stendo

-2
.,, L,ma "u-o —.—%m.-

i
& N ‘.“." e ‘ "" seleccionar .m“g' Vl‘_ﬁm l';r“ anuvlen

(o nintmicen) el error en la_dmulmicn. La ortogonalidad de los pold
‘nemies de Legendre puede emplearse con este propsito.

Ahora bien, expandiendo los po\inonios qn(z) y n (z - z‘) en
téruinos de polinomios de Legendre se tiene:

n
. q”(z) . j}-.'o ¢:j Pj(z) y (8)

R e-20="3 b, P l2) )
-2 a 2).
S L PR

n
E' producto q"(z) ‘no (z - z{) resulta entonces fgual a:

nl

)

Lo J§0 by 4 P,(2) P (2), mismo que al ser integrado entre [-1, 1] se

reduce 2:
f b !x (r( )]2
trror = c P.(2 dz2
1=0 LI -1 | .

Pars que el error ses igual a cero serf mensster igualar los ne¢l

coeficientes b‘ 8 cero. Por otro lado, en 12 expresaidn (9), si todos

Yos b, (i « 0, ..., n) son iguales & cero, exceptuando el iltimo, se ob




‘36(?5; 2y) % Bpyy Prey(2).

En: osto Gltia. expresidn tl pollnon!o da Ta i:quiordl tiene co-
mo coef!ciontos del tlruino dc aayor ordtn. 18 unlﬂad Por 1o tlnto.
st la expmwn (10) se cwle. ey dcberl snr igul al lnurso dol coe
ficiente: del téraino de nnyor ordon del polinonio Pn,l(x) Has oﬁn. st
ambos polinomios son iguales. ellos debarln tener las nismasvticos.

Al que ‘es Yo misao. Tas ra{ces de Pn.‘(z) doberln de ser las nlsnos que

\as rafces de ‘no (z:- z'). que son pracisamente, todas las z,.

Habiendo definido los puntos z; como las rafces del polinomio de

Legendre de grado n+l, P .(2), Tos pesos W, en 1a aproximacién inte-

gral (expresidn (6)) se definen de manera tnmediata a través de la ex-
presidn (7).

Todo este desarrollo se ha basado en la suposiciSn inicial de una
funcién f{x) polinémica de grado menor o fgual a 2n+l. Si éste no fuese
el caso, se incurrirfa en un error en la aproximacidén igual

2n+3

4

2 [‘",‘).] (2n+2)
E - - F . -1 .
o (2n+3) [(ZMZ)'.II () <e<t

(i1) Cuadratura Gauss-Laguerre.

El desarrollo del método de la cuadratura Gauss-Laguerre, es simi

lar al anterior. Los nodos z, son, en este caso, las rafces del polino-




ode umn h m Ml. nﬂ“)' y Yos. ms noeiuu a cade no-
nllu m nr a umﬂdu

oz n 3 ‘L
o Ly(a)dz = )‘; 0_ "B (-—--1,' =3
37

€1 error en Va sproximacifn integral de funciones no-polirdmicas ests

(111) Cuadratura Gauss-Chebyshev.

Anflogemente, los nodos 2; son las rafces del polinomio Tnﬂ(z).
los pesos W, estin dados por 1a expresidn
1 1

| L.(2) dz ,
‘ !_1 '/1.12‘ .

y el error para funciones no polindmicas es fgual a:

2x (2ne2)
E » F ( » -1 1.
n o @M ooy € <t

{iv) Cuadratura Gauss-Hermite

En este caso, z, serfn las rafces de H ,,(2), Tos pesos W, este-
rén definidos por

- 2
U'-[ e L'(z)dz




y €1 error en funciones no-polindmicas sers

s /r (2ne2) L
€. = —(-13-’-—-——" F “HE)y, =< -,
"o ™1 (2ne2): € €<

(1) Cualquier funcién f£(x) que exista en el intervalo de integracidn

puede ser integrada empleando alguna de las cuitro cuadraturas ‘an
teriores.

(11) S§ la funcibn peso w(x) no coincide con la funcidn peso de las cua

draturas Gaussianas, entonces es recomendable usar

la siguiente
transformacifn:

J fxdex = [ wix) chydx = [ w(x) g(x)dx
a3 a . a

donde w(x) serfa la funcifn peso apropiada.

(111)S§ el intervalo de integracién no coincide con el intervalo de la
cuadratura Gaussiana, entonces 1a siguiente transformacién puede

emplearse:

z = g5—§—§5§9)u intervalo (-1, 1).

La subrutina GAUSSQ listada al final del capftulo calcula, segin
sea el tipo de cuadratura a emplear, 10s valores de los nodos T1 y pon-

deradores U‘ para diferentes valores de N, el nimero de términos en la
aproximacifn.




Distribucién de Velocidsdes Adimensionsles.

G111 y Scher® derivaron una expresifn de 1a distribucidn de velg
cidades de un f1ufdo en una tuberfs circular modificando 1:. ecuacidn de
Prandt).

La velocidad adimensional u’ en 1a direccitn x esté dada en fun-

ci6n de umne distancia adimiml‘ y'. medida a partir de la cara inter
‘a2 de la tuberfs.

S L 2y
*
0 o 0 1+ 4T+ &cd

donde

-$(y* /5"
cs (0.36)2 (Y“)2 (1 -e v ))2

+
d=1-%-—
-l
y

Y - —— ¢ * D df tro intermo

22X 722 T2 27

* w.N. Gill and M.Scher, A Modification of the Momentum Transport
Bypothesis®, A.1.Ch.E. Journal, 7, 61-63 (1961),




y M es ".'!"a distancia adimensional correspondiente al eje de la tuberfa
'y esté dada por

N S
-+ _ R ;’?
y - 753 z
es una funcidn empirica de y *

-
‘QL%ZEQ
NRC - nimero de Reynolds y

¥ - factor de friccién de Fanning.

Ambos, Npo ¥ ¥ son parimetros adimensionales que dependen de las

propiedades ffsicas del fluido, la rugosidad de 13 tuberfa y la veloci-
dad del fluido, principaimente.

NRe estd dado por la férmula

N = !QE.
Re Y
donde
v -

velocidad media del fluido
0 - di&metro interno

en unidades compatibles
p - densidad

u = viscosidad

Para el caso de tudberfas circulares no muy rugosas donde NRe fluctia en-
tre 2000 y 5000, ¥ puede representarse adecuadamente por la ecuacién de




L =0.28
T-0.0mn,

Escriba un programs genera’ que efectle ¢V cliculo de Va inte-

-plum Ta cudnt\m de Chebynm y de Legendre: €on n puntos de ex-
umicn. Substltun opropud-onu f(n) y los lnzmnos {a, b) en 1a
expresién de la velocidad adimensional o'

Compare los resultados obtenidos de la integral por las dos cua-
draturas para valores del nimero de Reynolds de

Npe = 5000, 10000, 25000 y 50000
y pars distancias adimensionales de
y' = 1. 2, 5, 10, 20,50, 100, 200, 500 y 1000
enpleando
2, 4, 6, 10 y 15 puntos de expansién.

Grafique en papel semitogaritmico los resultados de log y‘ st

obtenidos cuando e) ndmero de partes en 1a expansién es 15. Comente los
resul tados.




Considere 1a siguiente integral:

a).- Evaliese analfticaments.

b).- Aproxime I empleando 18 cyry de N paneles
igualmente espaciados. Dada 1a $1ngud en e'corca del
intervalo de integraci6n .01, es proencontiges con
12 exactitud del método. Corra un pr con Nig.

c).- Reescriba [ como:

1.0
1- (=P anade
0.01 e*-1 X x

Evalie 1a segunda integral animente usando la

cuadratura de Simpson, entonces Sumigs valigner 1

Use, otra vez, N = 10, 20 y 40. lOMsulud,s que en
el inciso (b)? iPorqué?.

d).- Repita Yos incisos (b) y.ando UANCB en
lugar de 1a regla de Simpson. Use utrancia smbos, el
error absoluto y ¢! error’ relativo,ia el nignes eva-

Tuadas requeridas. (Es QUANCB mis ejue 1a pson?
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: 'Ill ll'..f lb'flll' GOH'lfllvfﬂl uwoets 1()! lll Htlc“ll
wea- '.l GAUSSIAN-TIPE QUABRATUAL RULES NITH PRE-ASSIONZD
sules. Iﬂlll ARE uses Ulll .ﬂ! Ulllll f. l?’l.!lﬂl?l

l.fl'llt C'l.ﬂ I o .!

1 son v rr o
e B T TR R
(MOTE HIX) AND WCJ) NAVE XO CONNEGCTION WITR EACH OTHER.)

HERE W(X) 1S ONE OF BIX POSSISLE NON-NESATIVE WEIONT

FURCTIONS (LISTED OELONI. AN P(N) 1S INE ,

FUN_TION TO OC INTEGRATES. GAUSSIAN QUABRATURE 1S PARTICULARLY
USETUL ON THPINITE INTCAVALS (MITR AFPROPEIATC WEIGHT
FUNCTIONS). SINCE TWEW OTHER TECHNIAUES OFIEN FAIL.

ADS0CIATED MITR TACH WEIONT FUNCTION MC(X) 1S A REY OF
OATHOSONAL POLYNOMIALS. THE NODES T(J) ARE JUST VHEZ ZEROIS
Of THE PAOPER N-TH DLGARE POLINOMIAL.

INPUT PASANCYEAS (ALL REAL RUNSERS AREC 1N BOUSLE PRECISION)

Kine AN JUTCEER SETUCEN T AND & GIVING THL TYPK OF
QUADRATURE RWLE:

EINS * 31: LESCHOSRC QUADRATURE, H(Rs »~ 1 OK £-t, 3

RIND & 2

CREBTISHLY QUADRATORE OF THE PIRET KINKD
HIX) = 1/73QBTCY -~ RNOX) oM (-4, oY

RIND = 3: CRESTINEY QUASRATURE OF THE BECOND KIND
e e AR L e JARTL L= ROX) ON MLEA VY §
i LINS » 8: NERNITE QUABRATURE, WIX) * LRP(-XSX' OM ‘z

$=INQINATY., CINOINRTYN.

KIND & §: JACOBY QUABRATURE, W(X) & (1-RIGSALPHA & (Vex)ee
SETA ON (=1, 1), ALPNA. BETA .8T. -1V,

&,

NCTEs KIND=2 ANS 3 ARC A SPECIAL CASE OF TN,
RIND = 6: GENEZRALIZED LAGUERAE QUADRATURE. WIX) = EXPi-X)¢
ROSALPAA ON (8, *INFINITY), ALPNA .6T. -1
]

THE NUNBER OF POINTS UZES POR TNE QUABRATURE PULE

aLPna REAL PARARCTIER USES ONLT FOR SAVSS-JACOBI AND CAUSS-~

LAGUEREE QUASRATURE (OINCRMISE USE §.88).

1121 ) REAL PARARETER USED BULT TOR GAUSS-JACOS! QUADRATURE--
(OTHERUISE UsSE B.99)

cres CINTRGER) MOARALLY S. WNLENS THE LErT OR MIGHTY END-
POINT (OR BOTH) OF TNE INTEAVAL IS REQUIRED T2 6L &
NOSE (TNIS IS CALLED SAUSD-RADAS OR GAUSI-LOBATTIO
QUASRATURE). THEN RPTS 1S THE NERALR oF 'lllﬂ
‘SnaPOluNts (V- O 2).

AL _ARAAY OF L¥NOYN 3, CONTAZNS TNR VvALULE OF
ANY PINES ENGPOINTS. IF EPYS o 1 O 2.

8 SCAL SCRATCN ARRAY OF LENGTA N

SUTPUT PARANETERS (BOYNH BOUBLE PRECISION ARRATS OF LENGTN W)

4 HILL CONTAIN TuC BESIARE NOOES.
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accuracyY

,otvc. LS, Ano ntess su: PRevVINED.
va. 0VT lt‘ll ununscuo 10 THE UNDER

caALL INtY onran

THE ROUTINE WAS TESTED UP TO W o sta’rtuﬂscdsuonl-”
P TO W o 136 PO NEANITE,

Te R = 10.OR 20 1N OTHEA CAURS. I ALL DUT TWE INSTANGES,
CONPARTSON NITH TAGLES IN BEF. 3 SHONED 12 68 MORE: ll.ll'lﬁl"
PIULTS OF ACCURACY. THE TUO ERCEPTIONS NEAE THE WEIQNTS FOR

NEANITE AND LAGUTORE QUADOATUAL, UNEAE UNDCRPLON CAVSED B0ONE -
VERY SitALL UEIANTS TO OC SET TO EERO.

. : T™His
CORPLETELY NARNMLESS.

NETNOD

THE COCPFICICNTS OF THEC THALE-TEAM AECURAENCE RTLATION

FOR THE CORRCEPONDING SET OF ORTNOGONRL POLYNONIALS nEt

USEHD TO FORN A SYNUNETRIC TRIGLAGONAL NRATAIX., uNOOE
CIGENVALUES (PETERNINES BY THE (HPLICIT QL-NETHOG ULITN .
SHIFTE) ARE JVUSY THE SCSIRCO NOPES. TNE PLIAST CONPONENTS ©OF
THE ORTHONOAMALIZED CIGENVECTORS. UNEN PROPERLY SCALRED,

YICLD THC UEIGHTA. THIS TECHNIQUE IS HUCK FASTER THANH IIIIQ a
ROOT-PINDER TO LOCATE TUE TEROLS OF THE ORTNOGONAL POLYNOMIAL.
FOR FURTNER DETALLE. SCC REP. 1.  ACP. 3 CONTALNS BLTALILS OF
GAUSE-RASAU AND BAUSS-LODATTO QUADRATUAE ONLT.

1. GOLUS, O. N., AND MERLSCN, J. H., "CALCULATION OF GAUSSIAN
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OOUSLE PRECISION B(N),
X GAn, sSOLVE.

CALL CLASS (KINB, N,

r

R A L IR B AP Sy

TIN), HIN), CHOPENL(2Y,
SSART. ALPNA., OETA

Tesree v »

AYZILRG, T,

ALPNA, BETR, O, T, MURLRO?

THE RATRIR OF CORFFICIENTS (S ASSUNED Te BT synnEtdatc.

THE ARRAY T COMTAINS THE GIAGONAL CLEMENTS. THE ARRAY
8 THE OFF-OLAGONAL CLENENTS.

IAKE APPROPRIATE CHANGES (N THNC LOUER RIGHNY 2 OV 2
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TV = (LENDPERLN) - lll"l!l))l(l.&'l(l!.!"(3)n " v, 8) - oAn))
0N=1) = BESQAT(TY)

TIN). = BUBPTRI(N) o .ll"'

IO'C TRAY: lll ll.lell or 'll SLENENTS OF 8 BUN rlon ' 20 w-0
AND THUS THE VHLUER OF B(R) I8 ARSITRARY.

NOu CONPOTE YRE CEIGENVALYLS OF THE SYIMIRTRIC 7Ilbllﬂﬁllb
WATRIN, UNICH NAS DEEN HODIFPIECD AN NECESSARY.
TMT NETHOD WSEY 18 3 QL-TYPE METHOD WITH OQIOll INIIYING
wit) = 1.999
20 108 1 ¢ 2, N
Ny = 0.900

CALL INTRL2 (M, T. B, W,

SERAY
20 101+ 1,
(i) = MUEERO ® W(l) @ u(l)
(13411
L L1

SOUBLE PARRCISION FPUNCEION SOLVE(SNIPT,

TNLIS PROCEDUAT PEAFORNS CLININATION TO SOLVE FOR THE
N=TH CONPORENT OF THE SOLUTION OELETA TO THE CTQUATION

(I ~ SNIFPTSIOENTITYY ¢ PELIR

UNESE EM IS TNE VECTOR OF ALL ZEROES EXCEPT FOS | 1IN
THE N-TH POBITION.

THE NATRIX J0 3¢ SYNNETRIC TRIDIAGONAL, WITH DIAGONAL
ELENENTS A(T), OPF-BIAGONAL CTLEMENTS B(L). THIS gQUATION
NUST BC SOLVED TO OBTAIN THE APPROPRIATE CHANGES IN THEZ LOUER
2 BT 2 SUSHRTRIX OF COLPFICLIENTE FOR ORYNOGOMAL POLYNONIALS

POUOLE PRAECISION SRIFT., (M), 6Cn). ALPRA

ALPNA = (1) - gNiPY
"mtem-t
CRINEE .
ALPNA = ACE) - SNIFY - S(1-1)002/0LPN8

20LVE = 1.0008/ALPNA
(131 ) 1]
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or TNE’ .l'll '.l'l’ﬂll&'l Ulll.' rTUNCTION W(X).

SINCE THE
POLYRGNIALS -ARE OATRONGANALIZED, TNE YRIDIAGONAL WMATALX IS
Gﬂlll”flil ?O ll STARETALIC.

we ll'.‘ 'l.lll'!l ‘ALPHA IS USEO ONLT FOR . LAGUEARE AND
JACOSE POLYNONIALS. ANO YHE PARANETER SETA 18 USES GNLY FOR
JACOSE POLYNONIALS. THE CLAGUEASE AND JRCOSI POLYNOMIALS
REQVIAT THE GARNA FUNRCTION.
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S0USLE PRECISION A(N). B¢(N), NEZERO, ALPHA. OFTA
SOUSLE PRECISEION ADEI, A282, 0GANINA., PI. SSQRY, AS
OATA PL ¢ 3:!“'5’20535.'7’)..'

O N RN

c
L LERC I B
GO YO (16, 20, 30, 40, 36, 60), KiND
-
c KIND = 1: LEGENORE POLYNONIALS P(X)
c on (=1, 1), WiX) = OV,
4
\§ NUZERD = 2.008
50 11 t o 1, WM
At1) = §.908
ARt = 1
1" 0CI) © AGLI/DSQRTINPASLI®AST ~ 1.8060)
Aln) » §3.808
ARETNRN

REING = 2¢ CHEBYSHEY POLYNOMIALS OF IHNE FIAST KIND T(X)
on (=1, o), W(X) » 1 7/ SQAT(Y - XOK)

aaao

28 NUZERO = PI
00 2V 1 = §, WY
at() = 9.008
2 (1) = 6.980
311) = PSART(S.598)
aAtN) * 0.000
ACTURN

KING = 3;: CHESYSHEV POLYNOMIALS OF (NE SCCOND RIND ULIR)
ON (-1, ¢4), U(R) + SQRT(Y - %NOX)

nann

39 NU2LPO - PL/2.8D0
90 3¢ I « §, WM
Atl) « 8.908




annnancnanna a0

3 B . 0.808.
atnd.- o @, o0

®"IND » Qn lllﬂl'l 'Ol'ﬂ'ﬂlhtl NN ON- (=INFINITY.
OIIUIIlf'l. Ill. . ll!(-l..al )

. n.lll. ‘- ..llt('ll

o . 8C1) = B8 aRT(1-2.000)
AINY = 0.090

RETORA

NIND = $: JACOSI POLYNORIALS PUALPHA. SETANIX) ON
€=1. 1), WX » CI-RIOBALPNA + (1eX)ORBETA, ALLHA 41D
SETA GREATER THAM -1

98 a8 ® ALPWA o BETA

A0 = 2.000 ¢ a0
¢

NUZCRO & 2 9, 08 (A9 o 1.909) © SEANNACALPNA ¢ 1.808) & SGAHMACL
X BETA ¢ 1.080) 7/ psannalast)

ALI) = (BETA - ALPNA)IZAGE

8C1) © DBOATIN. .I.'(‘.Cl. o ALPRAISCI. 000 & RETAD/((ARE ¢ 1,0D8)»
1 ABLeaB:)Y)

»

4282 = BETASARTA - Ib'll'll'll
20 81 1 = 2, WMl

ABL = 2.0D0% ¢ aB
ALY & A282/7CCADT -~ 2.9008)%A01)
| 3 G(Z) o DSQRT (V. .0D0P16(3 ¢ ALPHAIS(] ¢ BETAI®(T & aB)/
] CCASTART ~ 138028 aR3))
ABE = 2.0808%% ¢+ AB

AlN) = A202/C(CARE - 2.498)0A8D)

RETURN
KIND » 6: LASUCARE POLYNOMIALS LIALPNAICX) ON
(8, SINFINITY), WLX) = EXPL-X) & ROSALPHA,
THAN -1,

ALPWA GREATIR

68 NUZERO ® RAARNAIALPNA + 1.8DD)
00 6V ¢ = 1, UMY

ALE) © 2.800%) - 1.0D3 o aALPNA
9¢E) o DSQRTCISLT & ALPHA))
AtH) = 2.608%0 -~ 1 ¢ ALPNA
KREIURN
cue

SUSROVUTINE InTQAL2(N, B, £, &. 1ERR)

THIS SYCROUTINEG IS A TRARSLATION OF THNE ALEOL PROCEOURE INTAL2.,
NUR. RATH. 12, 377-383C1900) BY MARTIN AND NILLINSON,
AS NODPITIED N NUN. NATH. IS,

N30 1976) BY OUSRYLLE.
NANSOOOK FOR AUTO. CONP., VOL.IL-LINCAR ALGEBR ", 24
TRIS 1S A RODIFICH VERSION OF THE

~208C1971%) .
‘CIsPACK’

RO:TINE IATGLY.

THIS SUSGOUTING FINGS THE CIGENVALULS AND PIRS T COMPONENTN OF THE
CIOENVECYORS OF A BYNNETRIC TRIGIAGONAL MATRIX BY THE INPLECIT OL
NEYNOD.
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niee,

2 CONTAINS TNC CIGENVECTORS ASSCGCIATED UITH THEL 330RE0
.BlGENVALUES:

ICRR 18 3ET TO
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3 SP THE J-IN CIGECNVALOC NAS NOY

sgen
OEYCRNINED AFIER 30 ITERATIONS.
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INTEGER 1. J. K,

L, Mo N, 11, ML, LERR
DOUBLE PRECISION B(N), T(N), 2ZIN), B, C. I, 6, P, R, 8., NACHEP
SOUSLE PRECISION DSQRT,- BAS3. DSigH

st1sisirit WACHEP IS A WACNING DEPENBPEHTY PARANLICR SPECIrviug

THE RCLATIVE PRECISION OF FLOATING POINT ARITHNETIC,
HACKEP = 16.008808¢(-1))

FOR LOKG FOAR ARITHMMETIC
ON S368 113y
BATA MACHEP/23418800008000800/
ICAR = O
17 tn .to.

1) 60 10 188

tiny = 8.4
80 248 L ¢ ., N
J s 8

11111313t LOOK POR SMHALL SUB-OIAGONAL ELENENT 131313113131
109 80 11D L, M

17 (1 .gQ. M) GO YO 120

17 CDABS(E(NN)) .LE. NACHED ©® (DASI(DIN)) ¢ SaAB3LO(N+1))))

¢0 30 128
170 CONTINUE
120 s L)
Ir (0 .CQ. L) GO 7O 28%

i1f (J .tQ. 30) GO 30 10890
E A B |

satsrtrats FORM SHIPT srrr13a3y
8 = (O(Le8) ~ P) / C2.000 ® Q(L))
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OLUCION NUMERICA OF ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS™ :

Ecusciones Diferencisles Ordinartes..

En una ecusciba diferencial de primer orden y' = f(y.t), o obfe-
tive o3 encontrar aquella funcise y(t) que satisfags 1a ecuscitn diferencial.

La. ecuacién diferencisl
£Lorye)eyse?
tiene come u!fn;_ih‘-ui fl_iﬂu de curvas y = y(t). St 12 fuacién f{y.t)

fuers igual 4 y, 18 ecuaciGn diferencia) tendrfa como solucién 1a fun-
Tt
cibn y(t) = Ce -

Al elegir un valor inicia) y, = y(0) se seleccionarfa una de las
curvas qua integran la famtliia de curvas,

yCe

Figura 1S. Familia de curves solucién 2 Vs £op ¥ ey
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En @) caso de acuaciones diferenciales ordimeries (m) m'iiriis

'uﬁai‘ln d..«m. el pnbl-n muu on rmlnr oV suu- ¢
IN de fu-

Ls s0lucibn analftica de este sistems imvolucra dos constantes,
mlrlm pars ello dos plezas adicionales de informacidn. St los va
lores de y y 2 ﬂluu especificados para ua clerto u\or to de Vs veria-

m |mwm t. m h uluelén mu Gniu. El prob\n de

1a htntmlu a lu valores de y y 2 un valores a t> to o8 coOno-
cido con ¢} nembre és "probiems de) valor tafcial®.

Finslmente, una €00 de orden n.donde 13 derivads de mis alto or-
don @3 despejable, puede ser escrita también como un sistems de n ecus-

clones diferenciales de primer orden introduciendo n-1 muevas variables.

La ecuacién diferencial ordinaria
v = glu, u's t)
puede escribirse también como:
2' = glu, 2, t)
"R

Dado que en 1a prictica no todas las ecuaciones diferenciales pue

don ser resuesitas ameliticamente, es deteable entonces definir otros abe
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7

&

todos de solucion ulos co-o los nltodos mmartcos. Mﬂs dc la infor-

SR ¢ e

macion I’OQUQ"MI en la sowcldn analitica de ecuacioncs difcrenchles.
P soluﬂdn

Mﬂu nquiore do aos puns adicionalas de inform,
cién:

(¢) Una 'axprailcﬁ:qn'_o ‘indique e} error a tolerar, y

(44) Una uipruidn"m indique cuanto se desea pagar por alcanzer
.tal solucién.

Las anin’cuiq mi’lﬂcns” de interds en este capftulo involucran
los mitodos de paso & paso (o de diferencias o de variables discretas)

los cuales consisten en la generacifn de una secuencia de puntos, ‘0'

tye -oco CON intervalo urublc h =ty by En uda punto t, ‘a

solucién y(t ) es aproaiua por un nimero y @l cual es calculado a par
tir de ciertos valores anteriormente estimados.

En genersl, si K valores estimados son empleados en ¢! cdlculo
de) valor Yoer* el aitodo se denomina, método da K pasos. Cuando K es

igual a 1, ¢! mitodo recibe ¢! nosbre de wmétodo de paso simple, y cuando
K >1 ¢! método se nombra método de multipasos.

ejomplo del! mitodo de paso-simple es el método de Euler, donde

el valor Ynep calculado a través de una extrapolecién lineal del va-

tor anterfor y . Tal es ¢! caso de 1a ecuacidn diferencial ordinaria

y' * fly. t) con condicidn inicial y(ty) = y,,

donde 18 pendiente de 12 solucibn y(t) es calculads a partir de Ya condi-
ci6n faicial, asto es:




y donde el valor uundo y‘.urmmlm a8 y(t‘) o ulcu‘luo --
pleando los m pﬁm términos dc 1) mio de Taylor

A 972003y g 7.

squlvn.nt.mtc. pars 'z ‘ 4 h‘. y (tz) serd aproximada munto
u uprosidn

y en genera)
W) = Yaug Y ¥, fte y)

€V método de Euler, sin embargo, puede cresr errores constidera-
bles en 1a solucibn de algunas EDO. En el caso de 1a ecuacibn y' » y,
donde e” es la solucibn, s medida que t auments, el error serf multipli-

cado por un factor ot produciendo inestabilidad en 18 ED (Figura 15),

cambio, para y' = -y, donde et es ta solucidn, Yos errores se verén dis-

minutdos a medida que t aumente de valor, produciéndose una solucién esta
ble (Fiqura 16).

A continuacién se presentan los métodos numéricos de aproximacifn
afs cominmente empleados para la solucién de ecuaciones di®erenciales or-

dinarias. Unicamente se presentarfn 10s algoritmos de solucidn sin hacer
aluciln alguna 81 prodblems de inestabilidad,

(1) Método de Taylor

Sea y(t) la solucién de cierta EDO, la cual al expresarse en tér-




Figura 16, Familis de curvas 30lucifn a-la EDD y* = -Y.

ainos de series de Taylor quada como:
2
)
y(ten) = y(t)e n_ y'(t) ¢ 57 yo(t) & ...

€) método de Euler puesde ser viste comd un caso particular de!

mitedo de Taylor. Una aproximecién de orden p tendria la forms siguiente:
t4

v ot " (P)
’Ml"n‘"n’u'ﬁ%"“‘ﬁ Yo *

donde las derivadas y',y",..,serian evaluadas en téminos de las deriva-
das parciales de 13 funcién € en 13 ecuacibn diferencisl

y' = t(y, t).

Usando 1a regla de 1a cadena repetidas veces, pueden demnstrarse
las fgualdades siguiontes:




ne EEVLENE AT Y ‘w'e € . . 2¢ = .y'.
Ty Yot Y e g 2yt Y

. R 2v. | '3
- f” ,2 * f’ i 'x"tu? thy fe 'tt»

(t1) ®étodo Runge-Kutta

Este método tiene la ventaja fundaments) sobre el mftodo de Se-
ries de Taylor de que no requiere 1a evaluscitn de las derivadas de se

gundo y mayor Grden. La aproximaciGn se obtiena evaluando 1a funcién
f(y.t) varias veces.

€1 método de Runge-Kutta de 4° orden, por ejemplo, esté dado por
Ta expresién

Yoot ™ Yn * & Vg ¢ 20 ¢ 2K, ¢ ky)
donde

ko "\“f(yn» tn)
Ky o fly + L.t »h")
1 "MV " 2% Snt 7
h
1 n
k, ="nf(yn skt b T)
kJ "h"f(y” + kz, t“ ¢ h")

NGtese que cuatro evaluaciones de 1a funcién f{y,t) son requeridas



nmuwmummmua-m-mm dal
M a sm a h u!ueua mmirica de ecuacionss dlfmuln.

st ¢ ﬂnu funcua do t dnicmu. Slm y Runge-Kutta m‘ln 1dén-
ticos

tael " t ot
;t” t{t)et « 3 [c(:”) . m—l,-ﬂ») + f(:m)]

£l nln‘o de m-lntu es fici) a mruu yen Ta nyorh
de los pnb!us o mdriannu ntcb!c. ﬂ mitodo puede micuno
por sf mismo, dado que 3610 se requiere de una solucidn inicial '0

Adends, ¢! tamafo del intgrvalo L puedas hacerse variar en cada evalua
cibn.

(111) Método de Multipasos.

En los dos métodos anteriores los valores de Yol fusron calcu-
1ados exclusivamente en base & los valores Ypot, ¥ h_. Es razonable

pensar que si s¢ ampleara un nimero mayor de informacibn, se mejorarfa

la enactitud. Por ejamplo, en la aproximacién de ’("n) se podrian em-

plear o3 resultados previos,

'ﬂ-l' ’nzp veos ’ '“'l. 'n.zg .o e
siendo cada 1' igual a f(y,. t‘). £1 mftodo de myltipasos se basa en

este idea y es sumamente efectivo. La férmula general del mftodo de )
tipasos lineal es




#

Y, H:.;.:.; G’ e *h 8. *. .
nel- JZl, 1 nel-f "izo 1 “nelst
donde & 3 un entero y o, O 8, $on coeficientes diferentes de cero. La-

formula es lineal @n f.

Una vez que ¢! método se ha inicializado, la evaluacidn del tér-
mino y,,, requerird de los términos

Yas Yn-1, 00 Ynews1t ¥ Tae Tacpr oo ook

€s importante notar que si gy ® 6. ¢! método serf explfcito, y ‘que st
8o # 0 e) método serd implicito, ya que se requerir§ el célculo de =

bos, T4 ¥ Ypp» ©N UD WiSRO DASO.

Por lo general, el método de multipasos se trabajs iterativamen-

te de la maners siguiente:

i) Un método explicito, 1lamado predictor, es aplicado primera-

mente.

£i) Un método implfcito, Vlamado corrector, es aplicado una o va

rias veces, a continuacién.

Aplicando los dos métodos conjuntamente, el método completo se
denomina método predictor-corrector. Un ejemplo es el método de Adams

de cuarto ovden, donde el método nredictor estd dado por la expresién

h
Yper " Yn * #(55 fp - 59 fn-l. ME LRI 'n-J)




(9 F *10F -S0 ¢ 5

férmulas son de 4° m. es éecir, nq_lurfn de cuatro
evaluaciones de 1a funcifn f en cada paso.
€Y algoritmo iterativo para el cilculo de Yney 5 COWO Sigue:

: : 0) .
(1) Empleando el método predictor calcule ’:nll)' 0 ses uma
primera sproximacitn de y,,..

(14) Evalde Ta funcibn

(1, (1)
fasl fner » thet)
(111) Calcule una mejor aproximacién de Yoot usando el métade

corrector

(’ml(” es 1a {-ésima aproximacién de y ).

(iv) S eV valor absoluto de 1a diferencis (y'(;;” “))

* Yney
resulta mayor que una clerta tolerancia c, entonces incremente i en'ums
unidad y vaya al paso (11); de otra maners define Iney * yaxu yel

problema se da por resuelto.
Tres son los procesas que tienen lugar en este algoritmo:

(a) €1 paso del predictor (1), o' cual denotaremos por 1a letra
P,

(d) EY paso de 1a evaluacibn (i1}, denotado por E; y




e Bk

(c) €1 paso da a correccién (111) denatado por C.

(1} 9e%0. (1v) m ser nqlauh por un: uso o ‘el cual se
Icfoct.ﬁcn cuctmu " ".cnci«m del. cormur.

€1 nftodo resultante s_cj'_cipmoven forma compacta como:

Problemss ' Valo 1a Fronters

Masta aqut hemos discutido EDO con condiclones inicisles en 1a
variable dependiente bien definidas. Ahora deseamos resolver un proble
ma donde 1as condiciones de la varisble dependiente se espectfiquen

© para diversos velores de 13 variable independiente. Tal problems se re-
conoce como problema con valores en 1a“frontera”

Los mEtodos pars a solucidn de estos problemss son completamen
te diferentes a 108 de valor inicial. Aqut daremos un método el cual permiti

_ré reducir un problema con valores en 1a frontera a una secuencia de
problemas con valor inicial.

Sea ! siguiente sistema de £DO
y' * f(y, t) donde y = c;}.
!1(0) =a

yp(b) =B, ybyoO

£V algoritmo de 30Vuciln es como sique:

(1)

Seleccione un valor £ que aproxime el valor de yz(o)




(11). Resuelve o1 prodlems do valor. tntctal

" . '(’. t). r(O) (;‘ _donde y & . opnuncun
do s ﬂ-cua Y.

'("1) ) o‘ vnlor lhuluu Iyztb)-el s menor qu una tolerencia
€. cum hoga y(t) = y(t). de otra manera ajuste ¢ y
mnu o) paso (10.

£l ulor do nu umu relacionsds con lu conceptos
de m“a de convergencia da) -‘ulo de m-upmn pars la
solucién de sistemes de ecusciones m-linesles .




'ALGORITMO DE THOMAS PARA LA SOLUCION DE MATRICES TRIDIAGONALES

tas magi'oncl' son;

Bl algoritmo es como sigue:

Primezo, estime
R, = b - %%AL_ con @ =b,
‘y‘.' .i‘ -Ml con y.. a

P
Los valores de la variable dependiente se calculan a partir de
Uy = Yo 4 W= % - Lo

3
ALGORITMO PARA LA SOLUCION DE MATRICES PENTADIAGONALES

Las ecuaciones son:
Q; Wiea + biWwi-s + Cu; + diWie, * €U, ';;
para 1€ { <R

con Gt~ b "G, =€, =~deq* Cq =O

Bl algoritmo es como sigue:
Primero calcule




.S un valores de i um 35. ‘ (Q- ), eoxeuu,
-Q&-s
P G - - Qihe-a
8\" * ﬂ(hﬂ ’l}l(
y /L) C&Uu
v‘- (h ﬁt"g.. "‘Y"l Mpme

A.. -Btd -a(q‘bi
P =Canr SrSrcleahes
Sa-s = W B O Vg
‘t' “\-n 'ﬁmTK‘C-‘Tﬂ )U’C-l

Pa=ba -%b0es
PasCa - Bal,.. - 2alea
Yo© (Fa- Ba¥e., -dfaa 'Me

yMN: son usados unicamente en el cflculo de &:,A:yVY: y no
an set almacenados en memoria despuds de ser usados. Los

. s,
; deben ser slimacenados conforme son usados en la solucién
trfs. Bsto es

“‘-*
Ueer o ¥ao, ’8;--“&

calcule

“‘- q‘ - 8{%0! - x‘l‘.‘
pare (R -2) i 1}




TRICES SI-TRIFIAOOHR

oo o

. -’ 13&’ -“'“L‘::'
o oP LaPa Pl
A% WY et Al aa®
A% o™ al™ i - a2y

con fi™. \';“‘" para 1 €ang 4

Soe 9 oyl -adty

6:"- d't“ - ay Jor ;Q;‘.‘ ;‘,‘.‘

con  EUed y guaw
v pi 'ﬁ‘:' A:ﬂ - }‘“).ﬁﬂ

:'" 0 &H Y ﬂ; son alsacenados en asmoria para facilitar el céflcule
1as siguientes funciones y no requieren ser almacenados después de
utilizacién en

We (A -AMet” wm
NN YU oL S/
z‘.'.- (ﬂz‘ c....' - A‘&“ c..‘u ’”‘.




Los valores de - y','c e doboa ser nneoum oon!om son
'_uphudol oa h ool.ucun h-cu aext-. uto cl ’

Pl .“‘ Q\\
‘.

u\
1‘- ‘

parza (R LI »i 21
ALGORITMO PARA LA SOLUCION DE MATRICES TRI-TRIDIAGOMALES

Las ccuucto;ns son:
QN“‘ " *Q‘n .., Q“‘Wp. + bf‘ LV §} 4-5‘,-“ U, oY w;
+CMy,, +C9%., +Cgmw‘,. - :“
d’."u;.. +Q'§ﬂ\‘a.. *Q{“\Di-\ + b‘i‘ui + B‘a“l‘i + bgdlﬂ'«
+C "‘u... + s + €W, -d®
ai;, +aPs. caMw, s8I + BV L v

+c3‘“uics ¢ ci“uioq + C“ Wi, = 1“‘

para 1 £ ( R

con .a:“‘ = C,""- 0o para 1 ‘ -m L9




., luu-u-o es. cqo ot'um _

rl.:o cllulo
e’ - W
“; A
ar- o
| “. : b(‘”

con ﬂ.‘“- W
e Al P
6 "(ﬂ. &“ Nhr(\\
& 4 . Q.“ w0

o L&

G,U“\
4

- "

-a¥ 1"‘
L LI

-a®

- ai“ \~l |

a"™ 1‘“ ,
. a‘«l n.\ ‘
- Qi (d 1“)
_af* At
- Vi 4

Qc“k
-a" 1‘!} - af" ;..

. -Qt‘“ 1.-0‘ : - Q, 10"
) am & _aP 2
.al 1“‘ La® e
- d!“ l(-l - d“ 1“3?‘

a2 a™ 1:?.‘
Vol LA b S
-t e ary

pazra 1 gm <9
aitl - a“‘
cl\yu\ - Q?‘ yc\)
- Qﬂhf. - - Qt“‘f.‘o“

para 1 { w3

(i)

ieren ser almacenados despuls del cllculo de:
o' alis{™ - pU'SM®
. glop B‘Q" A‘“
e J Tor » Yl T
- ’a“‘ * “g‘ﬁ\“‘
©, a8 _ A p®
A MESE - AP @
Q ﬁ( ﬁ [ .» [X A [ ()]
e g st - a0 A

L
son usados en.estimacibn de otras funciones y no re-



0 lﬂ”l“. oahuulnemhmu
‘"o’ mu- ser. m hmu del: umu

‘—:0 . ';Q“Cﬂ 0‘“‘&;“"“
(ch Y o ,\" ‘Cﬂ ’ Q C.
ng ‘ch ) - M““)‘ ’d“ ’Iﬂ‘
l‘:‘ ‘ ch‘p) c‘tﬂc ‘Q’ ‘. c (“ )
R‘. ‘ (t“ Wy e‘tﬂc‘Qn ’ o.” P& w ’ ,

L- (@ve® o e R
‘ﬁ P &m . QNS ei“‘ 6(_\\_ ‘) s
YL (08 +0LEW e @™ &
Y2 (B8 + &8 PN i,

- -
lores de .
va . K‘“ y %

“=V aeben ser almacenados conforme son
leados en 1a solucifn hacia atrids. Bsto o8

u‘ ?“\
v‘.v(n
Ve ’v
wu; -'f‘i“ - pi"“iu - i““au '1“‘“‘60'
Y A s ﬂ“‘uau - 1:9¢0! 1‘ Wie
W, -"(“‘ 1““-.. - 1 “n - 2 ("3 H 1]
_ pars (R -1) 221



. PROCEDIMIENTO PARA EL  AJUSTE DE FAMILIAS DE CURVAS *

Supongamos una funciGn de dos variadles independientes x y z,

. y(lﬁ.':)"
y "
z 421
l'Zz
——— s

Z"l:

-.-.z‘

X

Un procedimiento para sjuster un polinomio a esta familis de cur
ves et 12 siguiente:

a) Leer los velores de x vs y, pava 2z = 2,

b) Ajustar un polinomio (por mfnimos cuadredos) a estos puntos, obtenién
dose una ecuacién de 'a forma

. 2 n L
UK ORI LR A PUPIE I SFRTIR A PO i L O

® Segdn notas de Tomds Limén.




L oo

o
e
. of Lo
At 2

Tea

doal. !n mﬂcim 01 0 01 go oo 8 n 3¢ determinan -umu
ot uuu nllulul. ,

¢) Repetir !u peses (a) y. (6)-para: ln cunm correspendientes o 1 = 1,,
ze "Q XY} m.' M'm

2
[ ] o 4 &
y* 8,0 %,

’..3.0 * .3.1 ’.._- ‘ .3.2 . :.3." u". 2 l;a-- o5 .‘C- A

d) Este conjunto de polinomios se reduce & uno del tipo

2 N
+ x4+ e ... ¢

‘en donde los mficientn_b‘s son funciones de z, notando que
1,0" 82,00 3, g0 ceve COTTESPORden 8 z e 2y, 2 =7y, 2 = 2y,

etc. Por lo tanto, los coeficientes en (a) estén dados por expresiones
del tipo

2
bo'Co'o’CO.leCO.zz s ...

b "G 0G24 ,2. ..

' 2
b” - cmo c”.‘ 2 ¢ c”.z F 2

Los coeficlentes Co.o. Co'l. Co.z. ..o d& 13 ecuacién pare .0'

son el resultado de un ajuste polinomial donde se han considerado los
’““u' (ll. .l'o )' (lz. .2,0). (’3. .3.0). LI ) Q'-C.

De maners semejante, los coeficientes C, ., C, ., C son ¢! re-
1,0° “1,1* 1,2




sultado de un ajuste polinomial & los siguientes puntos
’('1“"'1._1"5‘('2" 8100 (25, 33105 .00y etc.

y ast sutgsivqnﬁgo hasta obtener ;Ioi co’c’ﬂﬁrmu‘s‘_. de los po)iaﬁio; L
d. bz’ ba.l.'r, el 1 B K
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APENDICE €.

EY siuuntc es un listado por rombre de 9 subrutims princuu-
oy alrededor de 140 subrutinas suxiliares. Estas subrutius pu«cn
‘constituir uns herremients Gtil pars mo"os locto quo LL) el futuro
Su trabajo demande 1a elaborscisn de prop ‘

vb\-s mlavds nuciﬂcos.
Las subrutinas se:  n clasificado en cinco grupos de acuerdo al

Al margen i2quierdo aparece el nosbre
é la subnmm prlnciul. Y e continucicn. - el margen derecho. apa-
:rm_;;uu bnn dm:ripcwn de) prob\cn En algum asos. generaimente
d&afc ﬂ pm\- [ rm!nr es nfs co-p\cjo. se enlistan imdhunnt.e

m: de la ducripeian. un grupo de subrutinas auxiliares 1as cuales
deberin acompafiar a 1a subrutim principal.




SPLINE ¥ SLVAL -

ZLERO1N

FPMIN

AQUETE DL SURRLTINAS BASICAS |

Usadas conjnntauontc pcr-iton resolvor cl ltlt.
Ba AX=B.

Dondc A= hLitiz dc eoe!icxente
"B - _vector . ‘columna
) v.ecor solucibn

Usadas - eonjuntarcnte permiten intetpolur aplican
do el nitodo de '’ spllan clbicos,

Intepre. 1a funcidn t(x) entre !os lfnitrs Ay N
wsando el n&todo de B-panelcs de Hevton-Cotcs.

Disenada‘pnxa resolver listemas_de ecunciones

difercenciales de prirner orden por el nitcdo de

Runge~Kutta-Fehlberg de cusrto-quinto orden.

RKFS
FENL

Calcula 1as vafces de 1a funcifn £(x) entre los
intervzlos AX y KXY,

Localira cl punto X dentro del intervalo X, BX
dondc la funcidn f{x) adquierc un winimo.

RroLy

FFT

PAQUETE

DE SUHRUTINAS NUMERO UNO

Calcula rafccs de polinomios con cocficientes
reales.

DERTST
ZRPQLE
ZRPQL.C
ZRPQLD
TRPQLE
IRPQLYF
ZRPQLC
ZRPQLY
ZRPQLL

Aplica traneforumnda de Fouricr a varing varjoa-~
bles complejas,




™
a

Ajusta por. m(nho- ‘cuadrados ‘una serie de poli-

nonics de tercer grado: (-vunes) & un conjunto
d- mtos ‘fijos-en: d plano,

1

aleuls una rafs e 1a scascife »o lineal f(x)+0.

hqutc de subrutinas empleadss en la solucibn

de sistemas ds ecwscionss mo simbicricas del oue-
de 150 0 menor.

LEDOMPS
LES0LY
LSTMPR

. m.“n -uuuu ‘de 1a’ ubntina “SPLINE®

‘(VCI’ mum .

:'m“n" .o“ticm dc 18 Mrutiu SEVAL™- Aver

SEVAL). .

lcsulv. cl prodlema ponderado de- ‘afninos cus~
du‘os cigutmu'

Uin *i‘ M BEI-E (. TUND)

donde £(::,T(i)) es wn "modelo pre-especificado.

nEcoer
WOLVE
RESID
COVAR

Encuantra ¢l afnimo de 1a (unci&n ((:‘.....:')
wsando el witodo "quasi-Newton® con
primeras decivadas parcislea.

Encventrs ol sinimo de 1o luc.i&n l(l‘.....n..)
wsando el afitedo “"quasi-Newtean con
difercncias finitas.

APRORG
LINSCH
oTrY

ClHCR
UPCHOL




NSOlA

ZANLYT

28YST™

psd

169.

:nlmln wn sistema de ecuaciones no- ‘1incales

de forma f(x)=0, donde £ y x :on vcctons de -

N co-poncntes.

LSINVYS .

INVRT2#.

Intenta definir el punto X-en el cual la fun-
ciba eacalar £(x), dos veces derivable y contf’
wus, sdquicrc su mfniso, sujeta a N ecuaciones
restriceifn,. pudicndo scr estaa ecuacionas es-
truetuudu con igualdadu o con’ dui;uldue-.

boT

LSOL
ELTSOL
LDISOL -
WQDLSL
PSMNVC
FUHDBND . "
FRMCHL
DELCON
ADDCON
KTMULT
WEWCON
PRJUSS
uprzICcZ

RPINEX

LNSRCH

Encuentra el mfnimo de la funcifn f(x) de ¥ va-
riables independientes sujeta a no restriccisn.

LNSRCH
ouTr'T
FORMCH
HESS

Define las rafces de una funcifn analftica com-
plcja uaando el mtodo de Mueller.

VERTST

Calcula gl vector solucién del sistema no lineal

de R ecuaciones y N inclgnitas f(x)=0.
Donde £ y x son vactorcs de N componentes.

UERTST




in

,Iu-oln ol luuinu ’num de. nogr-aeicu B

Lineal: -

eoininise 1a funciba. 1ineal C X +:..

‘sujeta
‘s las uouieeioan unnn‘ ' .c'x' ,

A‘!:‘o...+alux.‘ (TN

: ~;:.+..~.¢A,;,xi 200 By

donda cada R(1) puede uc:-i.(étyl_itcc coo

u:-‘-. ..’.”' E%e™,

LOASOL
SQDLSL
PRNNC

DELLO
ADDOO
KIWULT
RPINEX
NEWCON

Regresifn alltiple no linesl. Pade un conjunto
de N observacioncs, Y(1), ..., Y(N) de uvnuy va-
risble dependiento Y, donde Y(1) corresponde a
1a IV variable(s) indepcndiente T(1,1),...,T(1,
IV), VARPRO trata de calcular un ajuste pondera
do de ninimos cuadrados 8 la funciSn ETA (el mo
delo) definids como:

L

EZTACalf bets; T) = § bets Sphi, (alf;T) ¢
3= 3

Ny, (0LE5T)

donde phi son funciones no lineales. En otras
palabras, determina los parfimetvros lineales

beta(j) y el vector de parfmatros no linesles
alf ,mininizando

RORMA (RESTDUAL)? ‘{‘ W O(Y,~ETACale beta;T)))

DPA
ORFACL
ORFAC?
BACSUD
POSTIR
Cov




Y REF

[ 1A ALY

BESEIL

BESIL

9ESIO

sEsJl

- d¢ prirera clasc y

Realiza la transforsada de Yourier de um conjun

co 2°% de utu teales.

Ajusta un poltne-io de Lagrange de ;rldo N, a

W1 puntos, - ¥

Calcula vqlores dc 1a funci&n hesel wodificada
dec primers clasc y orden cervo.

FCRMON
MONERR
RATS1O

Calcula valores dc 1la funciln Besel wodificada
de primcra clane y orden cere multiplicada por
EXP(~-X).

FONMON
NONERR
NATS1O

Calcula valorcs dc 1a funcidn Resel wmodificada

orden uno multiplicada por
EXP(-X).

PCXMON
HORFRR
NATS1E

Calcula valores de

1a funciln Besel wmodificada
de primcra clase y

orden uno.

FOMON
NOLERR
NATSI)

Calcula valorces de

1a funciln Besel dea primera
clase y orden curo.,

FONMON
HONERR

Calcula valores de

1a funcibn Besel de primers
clasc y orden uno.

FOMON
MONERR




5

e.mu veleres de 18 fumcibn’ Bessl: -uusua :
‘lummuyouaun. S

‘Caleuls valores de la funciba loul u‘iﬂeuu

de segunds closs y orden cero ultipueu. .por :
ll!(-!). :

reREOn

BATSKOD

Vh.ouu nmiu-uau do dstos’ L e través de " "spli
. 'e&ten. Co

UERTST

. Aprexine m ‘funcibn £(x) por e} aftodo de
Mom

ieqnyy
LUDAT?
weur
VERTST

PAQUETE DE SUBRUTIRAS NUMERO DOS

Seluciba de ecusciones diforenciales erdinsriass
de order varishle.

Iategrs un sistems de hasts 20 ecuaciones dife-

sencisles orvdinariae de primer ovdea de la for-
"

%9. - 20T,¥(1),...,YCWEQN))
Y(1) dade al tienpe T.




CFAR

BCADRE.

secevy

‘Aprexina la integrel de 1a fisicibn l(:) ontre
.elertos 1fmicen auuuo- m ol up “ cu‘rg e

uu cmciuau

cn«xu. nodos ¥y euuehutu ‘paca la. ‘spronimg
‘ ‘etfn da wna integral vssndo ol mitedo de la ¢

dntun. Apueabu on spronimacionss & l. ut:%"

! tovm Y wra
t =

SoLVE

CLASS

MTQL2

Iategrs 1s funcidn FUX por e} wkeodo d. 1a cua-
dzaturs de SIMPSON - (“nin ruido"). ‘

Conjunto dc subrutinas cmpleadas pars la solu-

eibn de sistcmas do ecuaciones diferancisles or
dinsrias.

nTERP
R 18144
COsSET
PSET
DEC
SOoL

Integra 1a funcidfn f(x) entre los 1fmites A y B
usando ¢l aftodo de oxtrapolacién de Roaberg.

UERTST
Integra un sintema de NEQN scuaciones difexcncia
les ordinarias de primer orden.

|
INTRP
sTer

Integra wna funcilan "spline” cGbica entre los
puntos A ¥ B.
UERTST

EvalGa derivadas parcisles mixtas utilizendo
“aplinea” bicGbices.

VERTST




TSGAD

NSITIM

Q\f " = }

»
-
o

A“‘

0

¥
PM}UITS DE. su:mxus NUMERO ‘rm

cneuur v-lom uucuthueu y voeutn “I’
ur‘ui:os dal lhtm Alx [ u»mmx.

.donde A- ntrit uol y si-‘tric.

‘B ~ watriz recal y wimftrica “!iuua mu_;
vemente. -

X - vector caracterfstico
LAMBA = valor caracterfstice-

REDUC2 it
TRED) ‘
TQLRAT

TRED2 , )
™2

Cslcula valorcs caracter§sticos y vectoras uueu
risticon del sistema real y simétvico
BAX = (LAMBDA)X.

-

donde A - matriz real y sinftries

B - matriz rcal y simftrica definide posi-
tivamente

X -~ vector caracteristico
LAMBDA - valor caracterfstico

‘REDUIC2
TRED)
TQLRAT
TRED2
QL2
REBAKD

Calcula valores caracter{sticos y vectores carac-
terfsticos del sistums real y sim8trico
AX & (LAMNDA)BX

REDUC
TRED)
TQLRAT
TRED2
L2
REBAK

Mejora el vector solucibn del sistema linsal AX = B
por un sfitodo iterativo,

SOLVEM




Pendera 108 elenci s ded sistoms lincal AX = B.

VYea ¢l uftodo de 1s decomposiciba de "Houscholder®
on la matriz A = Q ® U .(Q ortogomal, U triangular

swperior) para encontrar 8] vector que sininmiza )a -
nores euclidiana de (AX - B). '

Use transfornaciSn "Mouseholder” en 1a dccomposi-~
cibn de una motriz mo singular A cn A = QU.

Pondera los elementos del sistema lineal AXeB con
3a metriz diagonal D, tal que DAX = DB,

Pondcra los elementos dcl sistema linesl AX s B
siguicndo el método de Cholesky.

CHLSKY
CusLvl
CHITIM

Dads 1a matriz A, define las matrices triangular
inferior y superior L y U, y una marriz percuta-

cifn P tal que A = PLU o forma canfnics de la ra-
triz A.

Detearmina la "dccooposicidn singular™ A = USV de
una matriz rvcal.

Encuentra valores y vectores caracter§nticos de
ung matriz rcsl simftrica.

TRED]
TQLRAT
TRED2
TOL2

Eacueatras valores y vectores carecteristicos de
wna aatriz vesl genersl.

BALANC
ELMHES

BQR
ELTRAN
noR2
BALBAK




y 1PTOLY

- l.tuutu mou- v veetoves

-".ncx S
 INTQLL .

'Mn valeres y vegtores

caracterSotices da -
m nuh ml tr“h.un.: Sl

rIc1e

uuccerf-ueoo dc
.u utrh :ul u.oeu" y simftrica.

Eacuentra valeres y vectores eaucter!sticon de

was satris resl em "banda” y simitrica.

BAKDR
TQLRAT
™2

Calcwla valores y vectores caracterfsticos deoc una
natriz real, sinftrica y tridiagonal.

INTQL)
INTQL2

Eacuentra 12 solucifn del efstems de ecuaciones
AX = 3,

pEOP2
SOLVE2
neRv2

Tjecuta conjuntamente scumulaciones de productos
cscalares de dos vecteras.

Calculs valorse y vecteres cavrncteristicos de uns
astris compliaja general.

CBAL
CORT!
o
cCOR2
CBABK2




ARTVRRET Dy -
» g
»

. » 7R
N " .;% %, i

k'A é ¢ A, 4§ 3

) e nove -

4 2 Kl

.Iwnu wns matris A, miunu.n «u-u.. i~

-aftrica y en banda, cono ol preducts de uns matris

triengular hutut on banda 'y’ L o tcmu
Aw l. l.‘ S

‘hnn.n el sistena 1ineal AX = B dende .08 wna
‘matris resl, trlmut s-urm y en bands.

ConDIN ‘Por medio ‘de wn process iterative, el vecter soly-
‘ ciba do) pnblm utcrht. es mejorado.

cusLY] Rasuelve el sistema 1inesl AX © B.donde A o3 wns
' matris tﬂunlar htotht.

CNITIN Por medio de un proceso iterativo, cl vcctor ‘soly
‘ eibn ded prob!m ontcriox. .es mejorado.

-CHLSKY !auictonl 1a matriz A real. oi-itﬂca y definfida
positivanente, cn el producto de una matris trian-
gular inferior y su transpussta A = L Le,

PAQUETE DE SUBRUTINAS NUMERQO CUATRO

WSTD Calcula 1a wedia aritaftica y la desviacidn stan-
daxd insczgada de los renglones de la matriz A,

Calcula los coeficientes de regresibn del sistcas
lineal AX = B.

ST
WIVEC
COVARC
WINTX
VIBNDe
UDECe
SOLVEN
RSITIN

pIscR Calculs un confunto de funciones linesles las cus-
les sitven de fndices en 1a clasificacién de un in

dividvo en distintos grupos (anflisis de discrimi-
”C‘sﬂ,o

iy
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‘Caléula medias, desviscionss standard, sunas de

m‘ucu csusados de. uuueious g2 eu!icxcn-
tes de utuhcm.' g

c.leuu la eotnml& eulaiu entre dos conjun~
tes de atou. '

Cenerador de nGmeros aleatorios uniformes=cute dis

tribuidos (U(-0.5, 0.3). Recemendado sobre AnpUT
(versifn do lli).

.

muu un -odclo -t-pu « ngrnis-\ linnl.

. .DII"I'
‘MDBETT

RLPRD1L
UERTST

‘Anslizs un modelo miltiple de rvegresién lincal,
"LUELYP

MDBET

HDBET1
UERTST
VIWLFS

Crafica en la impresora hasta 10 funcioncs.

UERTST
USHNMX ¢

Inpriss histogranas.
UERTST

1sprine histogramas. Peraite escribir dos frecuen-
ciss/barra.

UERTST

Deternina un clerto nimere de regresiones Sptimas
bassdas en subconjuntos ds datos pertenecientes 8
aquel conjunte de dates de una represibn tetal.

WDFD

RLFAP1
RLFAP2
RLEAP)
VERTST




CIRRYC

BEMIRL

nUnCLF1

!'iprip‘c,'(hq regresiones. Spt (-i-f,e',ule‘u"lua'n_, por -

‘Cenara paeudo-nu-eros n!.atorio- -con distribueibn
Cama (A;1). Tambiln puede usarsc on 1s generacibn

do wniaeros aleatorios con distriboei&n cu'ononetol.
chi=cundrada, chi, betase, y V.

CGROR
CCuB
HERTL
MONRIS
MLRFCL -
VEKTST

Prucha chi-cuadrada d¢ Londad en el -ju-to d- ei.t
ton dnton a l. dtutrlbuciGn Causaiana.

HOCDFI
UEIJST

Dada una ‘seria de ticnpo calcula.
1. Media ¥y varjancia
2. Autocovariancias

3. Autocovariancias y autocorrclaciones
&. Autocorrclacioncs parcisles

Qnali:a tabhlas de contingencia.
UERTST
Calcula nedins, cocficientes de regresibn con me-

didas de¢ crror y desviaciones standard para arre-
glos quc pucdan contener valores “perdidos'.

UVERTST

Estims la densidad do probabilidad y la distribu-

¢iOn acunulativa de una variablc aleatoria con
diseribucifn Poisson.

Calcula valores do 1a distribucibn d.'prob.bili-
dad t "atudent”.

UERTST

Calcula valores de 1a distribucibn de probabili-
dad chi-cuadrada.

UBRTST




—calcolc ulorn de la dtur»ut&u da nob»ni-'
-M blauhl. :

‘Calculs nlotn h u ‘httibue“n imua de pro,
b.buld.‘ | O

Dt@ttibécﬁu do probabilidad F..
MDEETA
UERTST

Calcula valores de la dittuwuén de ptobabludad
7.

UEKTST

Zstina parfmctios catadfsticos en datos desapgrupa-
dos.

VERTS?

Estima parimatros estadfsticos en datos agrupsdos.

UERTST

VABMXS #

VARMXF

Anpliza datos en "diseiio cuadrado latino™.
VERTST
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