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l. INTRODUCCION 

Las obras de excedencias de algunas presas de gran altura lo

calizadas en zonas montañosas, son t~neles en los que el agua 

escurre a superficie libre. Estos longitudinalmente están 

formados por dos secciones: una de fuerte pendiente (en oca

siones de haste. 60°) y la otra de pendiente mucho menor que 

la primera. Ambas secciones están ligadas por un codo verti

cal· (fig 1.1). 

En algunas de estas obras ya construidas han ocurrido cavita

ciones sistem~ticas que generalmente dañan la parte del tQnel 

en donde termina el codo y principia la rama de menor pendie~ 

te. 

Se nan diseñado diferentes dispositivos para resolver el pro

bleraa como los aireadores sin embargo no ha quedado claro 
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cual es el origen del fenómeno. (Ref 4) 

En este capítulo se intenta dar una explicación te6rica al fe 

n6meno descrito. 

1.1 Cavitaci6n 

La cavitación es un fenómeno que consiste en la formación de 

una cavidad llena de vapor de agua dentro del seno del flui

do. Esto ocurre si en cualquier punto del flujo hay una pre

si6n negativa igual o menor que la presión de vaporización 

del líquido (Ref 14). 

Cuando la velocidad del flujo es alta y no hay acceso de aire, 

la reducci6n de presi6n provocada por un cambio de dirección 

divergente, un obst~culo y aün la rugosidad de la superficie, 

puede hacer que la presi6n crítica se exceda y que en esa zo

na se torme una cavidad llena de vapor de agua. 

Asociada a esta cavidad aparece un efecto que induce altos e! 

fuerzos en la superficie de la obra de excedencia. El efecto 

se debe al desprendimiento de burbujas de vapor de la cavidad 

que al circular hacia aguas abajo se encuentran en una regi6n 

de mayor presión donde se condensan súbitamente produciéndose 

una implosión, o sea una reducción violenta de volumen del 
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orden de 100 a 1000 veces, en milésimas de segunoo al pasar 

la burbuja del estado gaseoso al l!quido. 

Si esto sucede cerca de una frontera rígida, inducir~ esfuer

zos muy altos, hasta de 104 Kg/cm2 que al repetirse continua-

mente desprenderan material de la superficie de la obra. 

La capa límite y la cavitaci6n. 

u -
a) 

FIG 1.2 

b) 

En 1a fig 1.2a se muestran las líneas de corriente de un flu! 

do ideal que escurre en torno a un cilindro fijo. En la fron 

tera del cilindro la velocidad es mínima en los puntos a y e 
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y maxima en by b';esta circunstancia hace que las presiones 

sean máximas en a y en e y mínimas en b y b' con lo cual el 

gradiente de presiones a lo largo de la frontera es negativo 

de a hacia b y positivo de b hacia c. 

Si en el caso de un liquido real, la capa límite se entiende 

como la zona próxima al cilindro en donde la velocidad pasa 

de ser nula en la frontera rígida hasta un cierto porcentaje 

KU, próximo al valor de la velocidad del liquido, se puede 

ver (Ref 2) que la capa es muy delgada y "pegada" al cilindro 

en la zona donde dp/dx < O y que, en cambio tiende a despren

derse un poco aguas abajo de la zona en donde empieza a ser 

dp/dx > O (ver fig 1.2b). Debe recordarse, por otra parte, 

que las variaciones de presión en la capa son impuestas por 

las condiciones de flujo en la "frontera de ella con el 11qu~ 

do circulante. 

Ahora bien, segan la Ref 14 para velocidades suficientemente 

grandes en la zona de desprendimiento de la capa empiezan a 

formarse pequeñas burbujas de vapor como se muestra en la fig 

l.2d. Por la forma de las líneas de corriente puede suponer

se que una parte de estas burbujas son empujadas hacia la pa~ 

te posterior del cilindro de modo similar al que ocurre de

trás de una cavidad estacionaria como se muestra en la fig 

l,2c. Al producirse este movimiento las burbujas originalme~ 
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te esféricas se van aplastando en sentido transversal al des

plazamiento y de modo más pronunciado en la cara posterior y, 

al mismo tiempo, su volumen se va reduciendo. Por condicio

nes hidrodinámicas (Ref 13) ~sta tendencia sólo puede mante

nerse cuando la burbuja deviene en un pequeño toro, que en 

realidad, constituye un anillo vorticoso con una velocidad 

muy grande en el centro y dirigida en el sentido del desplaz~ 

miento; esto da lugar a que la burbuja convertida en toro lle 

gue a la frontera rígida lanzando un chorro pequefi!simo pero 

de gran poder destructivo y, aparentemente, a esto se debe el 

aspecto que presentan las superficies cavitadas, que dan la 

impresi6n de haber sido "picoteadas". 

Si, por otra parte, se estudian fenómenos similares con agua 

a la cual se le ha extra!do prácticamente el aire disuelto, 

los daños por cavitaci6n se reducen notablemente y ello tal 

vez se deba a que las burbujas solo pueden formarse a partir 

de pequeñ!sirnos nacleos originales. Pero si se hacen los es

tudios con agua a la cual se le ha introducido una considera

ble cantidad de aire, el efecto de cavitaci6n tambi~n se redu 

ce considerablemente, quizás porque el mecanismo de evolu

ci.6n de las burbujas se modifica mucho de chocar y "estorbar

se" unas a otras. 
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El coeficiente de cavitaci6n cr 

El parámetro que se emplea para describir las condiciones del 

escurrimiento relacionadas con el fenómeno, es el nttmero de 

Thoma o indice de cavitaci6n dado por 

cr = 
h - h p V 

v2129 

donde 

hp carga de presi6n en la zona de interés, en m 

hv carga de vaporizaci6n del liquido, en m 

v212g carga de velocidad en la zona de interés, en m 

( 1 • 1 ) 

La carga de vaporizacion, hv, depende del grado de pureza y 

temperatura del liquido. A menor temperatura y mayor pureza, 

se tendrá una hv menor. Para el agua, a temperaturas ambien

tales h tendrá un valor comprendido entre -9.30 y -9.90 m 
V 

(Ref 14), (fig 1.3). 

Los otros dos valores deben ser representativos de las candi-

cienes del flujo directamente relacionadas con el fenomeno. 

Sin embargo, es usual utilizar la velocidad media, la cual 

puede tener poco que ver con el problema debido a que este es 

un problema local. 

Para estimar las posibilidades de que en determinado punto de 



8 

-10.5 
E 
e 
rll 

> -10.0 .e 
¿ 

:2 
u 
o 
N 

·¡: -9.5 
8. 
g 
rll 

"O -9.0 
o 
o> .... 
o 
u 

-8.5'-----''----'----'-----''"-----' 
50° Oº 10° 20" 40° 

Temperatura del oguo,en ºC 

FIG 1.3 



9 

na obra se presenta cavitación, es necesario obtener experi-

nentalmente el indice de cavitación incipiente o. Este pará

n:etro no puede ser negativo y entre más pequeño es, mayor es 

el riezgo de cavitaci6n. 

1.2 Fundamento~ te6Ji..leo~ 

E~ este inciso se desarrollará la teoria para calcular el in-

dice de cavitaciOn en un codo vertical (Ref 13). 

E:1 la fig 1. 4 se muestra un codo vertical de radio R y defle-

xl6n e, en donde fluye una vena de espesor T y velocidad v de 

m1)do que, si la secci6n transversal del tanel es rectangular, 

el gasto unitario es 

q e VT ( 1. 21 

E1 el elemento que aparece sombreado en la figura de longitud 

~!',se indica que actuan la aceleración de la gravedad, g, la 

f erza centrifuga v 2 ¡~ y las presiones que se suponen norma-

l •s a las caras extremas del tramo. 

L" vena se considera que tie1ie ancho unitario b 

Si por simplicidad se supone que la presión crece en el senti 



/¡ 
/ o 

/ 
/ I ti> 

/ / 
/ I R 

// / 
/ 

I 

FIG 1.4 

10 

-v 



11 

do del flujo, utilizando el diagrama de cuerpo libre en cues-

ti6n se tiene por equilibrio que 

-T op AS + yTAS eo4 a 
o A 

r n.s av 
g at 

( 1. 31 

Al disminuir el nivel de la plantilla en el sentido del flujo 

se deberá considerar 

eoA et 

Además se sabe que 

dV av + v av 
d.t a.t as 

-az 
a-0 

( 1. 41 

av De modo que, si se considera flujo permanente: = o. 
a.t 

Al dividir la ec. 1 por yTAS y sustituir las expreRiones para 

cos et y dV , se obtiene 
dt 

11. 5 J 

Este resultado no es más que la ecuación de Bernoulli, sin 

embargo esta expresión no considera las pérdidas por fricciOn 

y por cambio de direcc16n que ocurren en los problemas rea-

les. Estas pérdidas valen respectivamente 



y 

Ka. v2 

2g 

( 1 • 6it) 

( 1 .6b) 

en donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning¡ ~h es 

el radio hidráulico, fip la distancia entre las secciones en 

12 

las que se valua la pérdida, Ka es el coeficiente de pérdida 

por cambio de ~irecci6n. Ambas pérdidas se pueden asimilar 

a la ec. (1.6a) con solo escoger una n adecuada. 

En su forma diferencial, la ecuación de Bernoulli torna la si-

guiente forma 

1 

P V2 
d .,. z .,. 

y 2g 1 = - 1 
n 

;;:m 
h 

12 fipV2 ( 1 • 7) 

El problema inmediato a resolver es la valuación de la carga 

de presi6n p/y que, en el caso del codo se considerará forma-

da por la suma de una carga hidrostática más una carga produ-

cida por el efecto centrífugo. Es decir la presi6n ya no es 

hidrostática. Segan ~how (cap. 3) el primer sumando vale 

T e.o~ 4> 11 • 8) 
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donde T es el espesor de la vena hasta el punto considerado 

(superficie libre); ~es el ~ngulo de inclinación entre la 

tangente al punto considerado y la horizontal (referido a la 

plantilla del tanel) . 

Para valuar el segundo sumando se requiere recurrir a las 

ecuaciones de la hidrodin~mica: 

Suponiendo que la velocidad radial y el efecto de viscosidad 

son despreciables, en sentido radial se puede escribir 

J_ ~ = v2 ( 1. 91 
p íllt lt 

Si se recuerda que p = 1 , al integrar la ecuación anterior 
g 

queda: 

p r. v2 Ln 1t + e 
g 

( 1. 1 o l 

En la superficie libre (con Jt = R-T) la presión vale cero, de 

modo que la constante de integración resulta ser 

e -r v2 Ln (R-TI 
g 

Sustituyendo (1.11) en (l,10): 

( 1.171 
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yV2 1 1 (ln ~) - ln (R-T) 
9 

( 1 .12) 

De aqu1 se concluye que la presión producida por la acelera-

cion centrífuga sobre la plantilla es: 

2 
pF yV 1 ln R - ln (R-T) 1 

c. 9 
( 1 • 1 .3) 

Haciendo K ln R - l11 ( R-T) ( 1. 14) 

Se puede escribir la ec (1.13) corno sigue 

( 1 • 15) 

Si se recuerda la serie de Tay1or (Ref 10), se tiene que 

12 + 
3 

ln X X-1 + X-1 X-1 
1 + ..... + 

X 2 X 3 X 

para X > .!... 
2 

De .manera que al aplicar esto en la ec. (1.14) se puede ver 

que, para valores grandes de R, K ~e aproxima a R/T de modo 

que al reescribir 1a ec. (1.15) queda 

2 
yV T 
gR 

l 1 • 16) 
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A este mismo resultado se puede llegar si se considera que el 

tramo sombreado de la fig 1.4 tiene una masa igual a 

l TliS 
g 

de modo que la aceleraciOn centrifuga lo aplastará contra la 

plantilla con una fuerza de valor 

vZ 
l T!!.S 
g Jr. 

De manera que al dividir entre el área liS para calcular la pr~ 

sión se llega al valor dado por la ec. (1.16). 

Además de la ec. (1.15) se concluye que la carga de presión 

producida sobre la plantilla por la aceleración centrifuga es 

v2 

K ( 1. 17) 
y g 

Por otra parte en la ec. (1.8) se ve que la carga de presión 

hidrostática en la plantilla vale 

( 1. 18) 
y 
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Al sumar ambos efectos, resulta que la carga de presión total 

que actua sobre la plantilla es 

T c.o.t. ip + K. ( 1. 19) 
g 

Con lo cual la energía total referida a la plantilla en cual-

quier punto del codo es 

-
v2 K + v2 Ec. = T c.o.6 <P + 
g 2g 

( 1. 20) 

En estas condiciones la ecuaci6n de Bernoulli referida a la 

plantilla resulta ser 

( 1. 2 7) 

La expresi6n anterior expresada en diferencias finitas entre 

la secci6n (j) aguas arriba y la sección (j+l) aguas abajo to 

ma la forma 

-7-! C.0.6 cpj (Vj+I - Vj) - ;- .6en <Pj (cpj+l - cpj) +; (2Kj+7) vj (Vj+I - Vj) 

J j 

+ z. 1 - z. 
J+ J ( ( /f.h~m)2llp J vi vj+1 

j 

( 1. 2 2) 

Al despejar Vj+l y transformar 1os angules o radianes se ob

t:i.ene 



De la geometr!a del codo se tiene 

z. 
J 

Hit <j> j 
R .6ett <j> j 

l>ell 190 - _i¡ 2 
2 

~P. - R 
J 

.6 e.11 <j> j__+ _1 - C.Oli <j> j + 

.6e11 (90 - <Pj+ll 2 

17 

(1. 24a) 

(7 .24b) 

Para iniciar los cálcuios en el principio del codo, se plan-

tea la ecuación de la energ1a 

2 
~+y+ z =e.te. (1.25a) 
29 

vz 2 
+ ~ i + 1J + z =e.te.= E

0 
(l.25b) 

29 gR V 

Pero q u vT de donde T = i 
V 

v2 + _vz S. + 

29 gR V 

Entonces: 

T c.o.6 e ~ E
0 

( 1. 2 Se.) 



Desarrollando la expresi6n 2Jc se obtiene 

2 2 
VO 

q + 2gq C.06 e - 2g E
0 

v
0 

" 0 
R 
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( 1. 26} 

Por otra parte de q = Vj+l Tj+I se calcula Tj+I y resulta que 

la ec. (1.23) permite calcular rápidamente la evoluci6n de la 

vena a lo largo del codo. (Ver programa en el apéndice), 

Por otro lado, en la secci6n final del codo (c.06 ~ ~ 7) la 

energía de la vena estará dada segan la ec. (1.20) por 

E " T + V 
c. g 

2 v2 
+ 

2g 

De suerte que, de no haber p~rdidas entre la ültima sección 

en el tramo curvo y la primera en el tramo recto (con caracte 

r!sticas v y tJ , deberá tenerse que 

v2 
1 + 

g 

y como q ~ vt, de la ec. (1,27) se obtiene: 

v3 - [2g T + v2 
(1+2K)] V+ 2gq =o 

( 1. 27) 

11. 2 8} 

La solución de l'a ec. (1.28) dar!a la velocidad máxima q'ue p~ 

drá alcanzar la vena en el fondo si dejara de actuar sabita-
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mente la acci6n de la fuerza centr!fuga al abandonar el tramo 

curvo y penetrar a la rama casi horizontal. 

Por otra parte, la fuerza que en la dirección del flujo ejer-

ce la presi6n hidrostática se encuentra a partir de la ec. 

(l. 8) para el caso extremo en donde <P o) haciendo 

ph YI Ydy 
yT2 

( 1. 29) 
2 o 

De la misma manera la fuerza en la direcci6n del flujo causa-

da por la fuerza centr!fuga se puede calcular a partir de la 

ec. (1.12} en la forma 

2 JR p = r.!'._ 
e g R-T 

pe. Y~ 2 
[R(i.n R-7)-(R-T)(ln(R-1)-1) - Tln (R-T)J (7,30) 

Haciendo 

X= R (ln R-IJ-(R-T) (ln (R-T)-1)-Tln (R-Tl 

y al sustituir la ec. (l.30) en la (l.29) queda 

YV 2 
X 

g 

( 1. 31) 

1 1. 3 2' 
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Ahora aplicando la ecuación de momentum entre la secci6n termi 

na! del codo donde actuan las fuerzas Ph y Pe y una sección, 

pr6xima al principio del tramo recto con caracter!sticas W y y 

en donde solo actuara 

se debera cumplir que 

2 
YIJ + li (W - V) 11. 33) 

2 g 

y como q Wy, de la ec. (1,33) se obtiene 

w3 
- [v 11 + ~l + ~J w2 

+ gq 
T 2V 

o ' ( 1. 34) 

La solución de esta ecuación dará la velocidad (ti que adquiere 

la vena hacia el principio del tramo recto en donde la ener-

g!a será 

w2 
y + 

Zg 
(l. 35) 

Esto implica una diferencia de energ!a 6E entre el valor Ec 

dada por la ec. (1.20) y Ew calculada con la ec. 1.35. La 

diterencia 6E corresponde una pérdida causada por la descom-

presi6n que sufre la vena al abandonar el codo. 
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La fig 1.Sa muestra esquem~ticamente la distribucion de cargas 

en la sección A en donde termina el codo y aún actua la acele-

raciOn centrifuga (ec. (1.20) con ~ = O¡ y en la sección B del 

tramo recto en donde se ha establecido el régimen después de 

experimentar la pérdida 6E (ec. (1.20) - ec. 1.35). 

•rambién se indica esa distribución en u.na sección hipotética 

(i) muy próxima a la sección A y en donde se supone que ha de-

jado de actuar la aceleración centrífuga pero aún no se prod~ 

ce la pérdida 6E (ec. 127). 

La distancia 6x entre las secciones A y B puede considerarse 

reducida tomando en cuenta la rapidez con que se produce la 

de compresión cuando cesa la acción de la fuerza centrifuga. 

En la fig l.Sb se indican las fuerzas consideradas en la ec. 

(1.33) con un impulso 

1 q (W - v) 
g 

Hipótesis y procedimientos de cálculo para detectar la cavita 

ci6n en la sección terminal del codo. 

El criterio para detectar la cavitación en la sección critica 

del codo considera ciertas hipótesis simplificatorias que son 
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las siguientes. 

El concepto de vena l!quida con velocidad uniforme no es rig~ 

rosamente cierto; en realidad la turbulencia hace que el agua 

avance formando una serie de chorros ca6ticos cuyas velocida-

des dan en promedio la velocidad que se le atribuye a toda la 

vena. 

Puede pensarse as! que las secciones A y B de la fig 1.Sa no 

están perfectamente acotadas sino que pueden sufrir ciertos 

desplazamientos aleatorios en el sentido del flujo o contra 

~l. Por este motivo, la distancia Ax entre ellas podrá ser 

lo suf icienternente reducida en un instante dado corno para que 

algunos filetes l!quidos del fondo, al cesar srtbitamente la 

velocidad v, penetraran momentáneamente hasta la región Ben 

donde la energía ha aisrninuído en una cantidad AE. Para que 

tal fen6rneno sucediera, necesitar!a producirse bajo los cho-

rros una presión de fondo P6/y tal que 

~ 
v2 w2 

+- y + (1. 36) 
y 2g 2g 

Esto equivaldr!a a afirmar que, impulsados por la decornpre

sión sübita, habría filetes que por un momento no podr!an "p~ 

garse" al fondo y que darían lugar a presiones de fondo que, 

valuadas de acuerdo con la ec. 1.36 valdrían 



Pi 
...JI. " y + 
y 

w2 

2g 

24 

(1.37) 
2g 

En estas condiciones si la carga de velocidad de esos chor:ros 

fuera suficientemente grande, la carga de presión en el fondo 

que resulte de la ec. (1.37) podría llegar a ser negativa, de 

modo que en forma caótica e instantánea se alcanzarían depre-

sienes capaces de inducir la cavitaci6n en el entorno de la 

sección terminal del codo. 

Si se aceptan las hipótesis anteriormente expuestas se puede 

utilizar el siguiente criterio para valuar la cavitacion. 

l. Con las ecs. 1.25c y 1.26 encuéntrese el valor de E
0

, v
0 

y To 

2. con ayuda de las ecs. 1.24a, 1.24b y 1.23 determínense 

las características de V y T en la sección terminal del 

codo 

3. Encuantrese el valor de v con la ec. (1.28) 

4 • · Calctllese w. por medio de la ec. (l. 3 4) 

5, Recordando que y = q/w calctílese P
6
/y mediante la ec. 

(1.37) 
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6. Si P6/y > - 3m puede considerarse que no habr~ cavitaciOn. 

Si -3 > P6/Y > - 4 se supondra cavitación incipiente. 

Si -4 > P6/y se considerará posibilidad de franca cavita

ción. 

1 . 
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1.3 Ejemplo num~~ico 

Con el objeto ae mostrar el alcance de los criterios de cálcu 

lo expuestos, se ha elaborado el siguiente ejemplo que corres 

de al.caso de un codo vertical con secci6n rectangular de lOm 

de ancho de plantilla (ver fig 1.6). Se han definido previa

mente la altura del codo, a; la energ!a de ingreso E
0

, y el 

FIG 1.6 

gasto unitario, q. 

El coeficiente de rugosi

dad considera la p~rdida 

por fricci6n y la p~rdida 

por cambio de direcci6n. 

La rama de menor pendiente 

se ha supuesto horizontal 

y coincidente con el plano 

horizontal cte comparaci6n 

a 20.s m 

n 

85,085 m 

200 m 3 /~/m 

= 0.03 

Además para este caso, se tiene que el radio R vale 70 m y el 

ángulo de inclinaci6n de la rápida es de 45°. 
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SOLUCION 

1. De la ec. 1.25c se obtuvo Ea 85,085 m 

Al sustituir este valor en la ec. 1.26 se calcula Va 

v 3 
+ s.114~ v 2 

+ 2774.687 - 1669.3617 va o a o 

V
0 

37.6457 m/é. 

y como T 
0 

200 
5.3127 

37.6457 

2. con ayuda de lns ecs. l.24a, 1.24b y 1.23 se determinan 

las caracter1sticas V, T, r
6
;y a lo largo del codo. 

Los resultados se muestran en la Tabla I.1 

3. se calcula el valor de v con ia ec. 1,28 

v3 -12(9.8l)(5.3149)+(37.630l
2 l1+2K)lv + 

+ 2(9,81)200" o 

V 40,5863 m/6 



4. 

5. 

Se calcula w con La ec. 1.34 

"'3 - 1 V ( 1 .¡. Z.¡ .,. ar¡ w2 .¡. gq 
T 2V 

w 38. 5048 m/1:. 

Se calcula P 
6
/y mediante la ec. 1.37 

!J 
g_ 20 o 

IJ "' 5.1942 
w 38. 5048 

.~ 
w2 v2 

IJ .¡. - 3.1967 
y 2g 2g 

Comparando este resultado se deduce que hay cavitaci6n 

incipiente. 

28 
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En la fig l. 7 se muestra un registro de la variable X ( .t) que 

será la velocidad en determinado sitio y dirección, medida 

con el veloc1metro láser, o la presión puntual medida con una 

celda. La desv~aci6n respecto a la media X será x(.t) 

X(.t) - X. Se supondrá que el proceso es erg6dico, es decir, 

que sus propiedades estadísticas no cambian si el registro se 

toma en un tiempo T "suficientemente" largo. Para predecir 

los valores extremos (maximos o m1nimos) se podrá proceder c~ 

mo en la estad1stica clásica, lo que significaría seguir un 

camino largo y poco preciso. Una forma mejor de proceder im-

plica establecer las siguientes relaciones: 

l, Se llamará autocorrelaci6n de x(.t) a 

J
T/2 

l x(.t) x(.t+r) d.t 

T -T/2 · 

( 1. 38) 

2. Se designará como densidad de potencia espectral a 

S (W) = !_Ioo Rvx(t) C.06 Wtdt 
XX · 27! "" 

-oo 

( 1 • .39) 

3. Este llamará densidad de potencia espectral unilateral 

(físicamente realizable) a la funci6n definida como 

si O<W<oo ( 1. 40 l 
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y como $xx(wl O en cualquier otro caso. 

4. A la gráfica de los valores de $"" ( w 1 contra w se le lla 

mara el espectro cte X; ver fig 1.B. 

No obstante la aparente complicaci6n, la obtenci6n del espec-

tro es relativamente sencilla si se dispone de un aparato 11~ 

macto "analizador de espectros" alimentado por un .sistema de 

medic16n adecuado. 

Ahora bien, se llama momento de orden o del espectro al área 

bajo éste. Este momento es igual a la variancia de X(t) y 

se escribe 

... r: ~ .. 1.1· [ 1 • 411 

En forma similat· se pueden definir los momentos de orden 2 y 4 

mediante las expresiones 

( 1 • 421 

( 1. 431 

Se llama ancho de banda del espectro a la magnitud definida 

como 
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/ 

( 1. 44) 

Esta magnitud es tal que O < e: < 1 y permite definir la dens! 

dad de probabilidad de los valores extremos de X en términos 

de una complicada expresión que depende también de m
0 

y, natu 

ralmente de X. (Ref 13), Se escribe 

A pesar de la complejidad de esa f6rmula, óx (X, m
0

, e:) se 

puede valuar con relativa faciliaad; en los casos límite re-

sulta ser 

si e: + o ó " X 

-X 2/2m 
e 0 

, distribuci6n Rayleigh 

y si e: + 1 ó " X 

2 -X /2m
0 e , distribuci6n Gauss 

~ 

En la fig 1.9 pueden verse los histogramas correspondientes a 

los maximos para algunos valores de e: (puntos A, B, ••• , F en 

la fig 1.71; se supone que los histogramas para los m!nimos 

(puntos a, b, ••• , f) son simétricos respecto al eje vertical. 

Al observar la fig 1.9, salta a la vista que, en igualdad de 

condiciones (mismo m
0

) la probabilidad de sobrepasar un dete~ 

minado valor de X es mayor entre más angosto sea el ancho de 
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FIG l. 7 

w 

FIG 1.8 

FIG l. 9 



banda· del espectro. 

Por otra parte, puede establecerse (Ref 13) que la re!aci~n 

entre el nQmero de cruces del valor medio \puntos I, !II, 

V, •.• , en !a fig 1.7) y el nrtmero de máximos por unidad de 

I 2 1 
tiempo es proporcional a 1 - e: ; se escribe 

Núm. CJlUc.e4 
----- / wúdad de .tiempo ( 1.45) 

m
0
m4 m

0
m4 Núm. 1r4x,imo1; 

34 

Esto significa que, cuando el ancho de banda es mínimo, (e:+Oj 

se completa "un ciclo" entre dos máximos o, 10 que es lo mis-

rno, que entre menor sea el ancho de banda del espectro, mayor 

nGmero de máximos (o de m!nimos) habrii por unidad de tiempo, 

lo cual, aunado a las observaciones anteriores permite con-

cluir que, si el proceso X(t) ~iene un ancho de banda reduci

do, será más fácil que se alcancen valores grandes de X y que 

ellos se alcanzarán con mayor frecuencia. 



2. ANALISIS DE FOURIER 

Ciertos fenómenos hidráulicos como son, por ejemplo las fluc

tuaciones de presión o velocidad son de carácter aleatorio y 

pueden ser caracterizados al calcular sus parám~tros estadís

ticos. Para este análisis se requiere contar con un registro 

de datos representativos del fenómeno que se esté estudiando. 

El análisis de datos se puede efectuar de diferentes maneras: 

Una de ellas consiste en calcular el espectro de la señal (r~ 

gistro de datos) que permite conocer la frecuencia o frecuen

cias principales de la variable. 

El espectro de un fen6meno se puede definir como la represen

taci6n de la distribución de energía de un fen6meno en el do

minio de la frecuencia. Para establecer el espectro se re

quiere de los siguientes antecedentes. 



2.1.a. Aproximaci6n de una funci6n mediante un conjunto de 

funciones ortogonales entre s!. (Ref 7) 
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Cualquier funci6n peri6dica 6(t) puede expresarse como una su 

ma de cada una de sus componentes a lo largo de un grupo o 

conjunto de funciones ortogonales entre s!, si forman un con-

junto completo. Esto se explica de la manera siguiente: 

Sup6ngase que se desea aproximar una señal 61(t) en t€rminos 

de otra señal 62(t) en un cierto intervalo (t7 < t < t 2J de 

la manera siguiente: 

en ( 2. l) 

Se debe encontrar el valor para c12 tal que el error entre la 

funci6n real y la aproximada sea m!nima en el intervalo 

(t 1 < t < t 2). Def!nase una funci6n de error 62!tl: 

Uno de los criterios para reducir al m!nimo el error 6e(t) en 

el intervalo t
1 

a t 2 es el de reducir el valor promedio de 

6e(t) en este intervalo; es decir, reducir al mínimo la expr~ 

si6n 

( 2. 2) 

Sin embargo el criterio resulta inadecuado, pues pueden exis-
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tir error.es positivos y negativos grandes que se cancelen en

tre sí durante el proceso de promediar de donde se tendrá una 

indicación falsa de que el error es cero. Esta situaci6n se 

puede corregir reduciendo al mínimo el promedio del cuadrado 

del error, en lugar de hacerlo con el error mismo. 

Sea 6/!t) = E 

E = 

Para encontrar 

6 2 
( t) d.t e 

= o 

( 2. 3 J 

( 2. 4 J 

Al integrar y diferenciar la ec. (2.4) y anulando la primera 

integral resultante 

( 2. 5) 

Siguiendo un razonamiento análogo al del espacio vectorial se 

p~ede decir que 6¡ (t) tiene una componente de forma de onda 

6
2
(t) y que la componente tiene una magnitud c72 como quedó es 
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tablecido en la ec. (2.5). Si se anula c12 , entonces la se

ñal 6¡ (t) no contiene componente de la señal 62(t) y se dice 

que las dos funciones son ortogonales en el intervalo lt
1
,t

2
1 

(2. Sal 

Considérese un conjunto den funciones g11t), g2(t), ... ,gn(t) 

ortogonales entre sí en (t1 a t 2J: 

o j I K ( 2. 6) 

y sea 

( 2. 71 

Cons1derese, ahora que la funci6n arbitraria 6(t) se aproxima 

en el intervalo ft1, t 21 mediante una combinaci6n lineal de 

las n funciones mutuamente ortogonales 

( 2. 8) 
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Para obtener la mejor aproximación se deben encontrar los va

lores adecuados de las constantes c1, c2, ••. , Cn tales que e, 

el valor cuadr~tico medio de 6e(.t) sea m!nima. 

Partiendo de la def inici6n de error cuadrático medio y consi

n 
derando que 6e(.t) = 6(.t) - E C~g~(.t) se obtiene la siguiente 

~= 1 
ec. (Ref 1) 

e. " !_Jt2 óftJ g .f.tl dt 
i K. t J 

i 1 

( 2. 9) 

A la representación de una función en un determinado interva

lo mediante una combinación lineal de funciones mutuamente ar 

togonales, se le llama representación de una función en serie 

de Fourier. Como existen muchos grupos de funciones ortogon~ 

les, una función cualquiera se puede representar por medio de 

diferentes conjuntos como la serie trigonométrica de Fourier. 

2.1.b Serie trigonomGtrica de Fourier (Refs. 5 y 6) 

Se puede demostrar que el conjunto de funciones que consta de 

un grupo c.o.6 nW
0
.t y otro .6en nW

0
.t (n = 0,1,2, ... ) forma un 

conjunto ortogonal completo representado por las funciones 1, 

c.o.6 W
0
.t, c.o.6 2 W

0
.t, .... , c.06 nW

0 
(.t) ••• .6en W

0
.t, .6en 2 W

0
.t, ••• , 

.6en nW
0
.t, ••• , etc. Se deduce que cualquier función 6(.t) pue

de representarse en términos de estas funciones en cualquier 
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funci6n 6(t) puede representarse en términos de estas funcio

nes en cualquier intervalo (t
0

, t
0 

+ Zrr/W
0

) 

(2. 10) 

(t < t <t + 2rr/W ) o o o 

Si se denota 2rr/W
0 

por T, la ec. 2.10 queda como 

00 

6 (t) = a.
0 

+ E (a.
11 

co.6 rtW
0
t + b

11 
..se.n nW

0
.t) 

n=I 
(2. 11) 

La ec. (2.11) es la representaci6n de 6(t) por medio de la se 

rie trigonom~trica de Fourier en el intervalo (t
0

, t
0 

+ T). 

Las constantes a.tt y b 
11 

están dadas por: 

Jt0 +T 6 (t) eo.6 nW 
0

.t dt 
to J t 0 +T C0.6 

2 nW
0
t dt 

.to 

( 2. 1 2) 

J.tº+T 6 (t) Hn nW
0
t dt 

.to st,•I .6(>.112 nW
0
t dt 

to 

,( 2. 13) 
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Si 11 .= O, de la ec. (2 .12) se obtiene 

J
:t +T 

!... o 6 ( .t) d:t 

T .t 
o 

( 2. 14) 

Se sabe qlte 

J 
.t +T Jt +T · º c.oi. 2 riW t d,t = º 1>e.ri.2 l'lW .t d,t = I 
.t a .t o 2 
o o 

IL 15) 

por lo que 

J
.t +T 

!.. o 6 lt) 
T .t 

o 

12. 16 J 

J
t +T 

g_ o 61.t) 
T .t 

o 

( 2. l 7 l 

El término constante a
0 

de la serie está dado por la ec. (2.14) 

y representa el valor promedio de 61.tl en el intervalo 

(.to, .to + T) • 

La serie trigonométrica indicada por la ec. 2.11 tiene la si-

guiente representaci6n compacta 

"" 6 ( .t) = E e ri. e.o 1> ( nW 
0 
.t + 4> ri. l 

rL= o 
( 2. 18) 
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donde 

J a.n 2 + bn 2 ( 2. 19) 

y 

<f> = tan - 1 ( b /a l n n n 
( 2. 2 o l 

2.1.c Serie exponencial de Fourier 

Se puede demostrar que las funciones expo~cnciales 

n = O, ~ 1, ~ 2, ... ) es ortogonal en el intervalo 

(t
0

, ~o + 2n/W
0

) para cualquier valor de t
0

• Este es un con

junto de funciones complejas y adem~s esta completo. Por lo 

tanto es posible representar cualquier funci6n 6(t) mediante 

una combinaci6n lineal de funciones exponenciales en el inter 

6(~) = F + o F¡ 
jW t 

e o + F2 e 
j2W

0
t 

+ •••• Ftt e 
jnWºt 

+ .... + 

jW t j2W t jnW t 
+ F_¡ e o + F_2 e o + .... + F e o + 

-n 

(t < t < t + T) o o (2 .21 l 

en donde W
0 

= 2n/T y la sumatoria de la ec. 2.21 es para valo 

res enteros de n sin excluir el cero. 
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A la representaci6n de 6(.t) mediante la serie exponencial co-

mo se muestra en la ec. 2.21 se le conoce como representación 

de 6(.t) mediante la serie exponencial de Fourier en el inter

valo (.t
0

, .t
0 

+ T). Los diferentes coeficientes de la serie 

de Fourier se determinan con 

J
:t +T jnW .t 

o 6 ( .t) ( e o ) .* d.t 
.to 

J .t +T 1 n W :t 1 nw .t 
o e o (e o ) * d.t 

.to 

J
t +T -jnW .t 

o 6(.t) e o d.t 
to 

J
+ +T 

!_ "'o 6 (.t) 

T ta 
dt ( 2. 22) 

2.2 E6peet~o eomplejo de Fou~ie~ 

El desarrollo en serie de Fourier de una funci6n peri6dica 

61.t) equivale a la transformaci6n de la funci6n en t~rminos 

de sus componentes de diferentes frecuencias, en donde 6(.t) 

es la representaci6n de la señal. 

Una función periódica con periodo 1t tiene componentes de fre-
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cuencias angulares W
0

, 2W
0

, 3W
0

, •••• nWb, etc. en donde 

W 
0

· = a. /T. Si se especifica 6 (.ti, se puede encontrar su es

pectro. Inversamente, si se conoce el espectro de la señal 

se puede encontrar la funci6n periódica 6(.t) correspondiente. 

Por lo tanto se tienen dos maneras de especificar la función 

6(.t): la representaci6n en el dominio del tiempo con la cual 

6(.t) se expresa como función del tiempo y la representación 

en el dominio de la frecuencia, con la cual se especifica el 

espectro, es decir, las amplitudes de las diferentes compone~ 

tes de frecuencia. 

El espectro en el dominio de la frecuencia no es una curva 

continua si no que existe solamente en algunos valores discre 

tos de W = W
0

, 2W
0

, -2W
0

, etc. Por consiguiente es un espec

tro discreto también llamado "espectro de líneas" pues se pu~ 

de representar gráf icamen-

te al trazar líneas verti-

cales en W=W
0

, 2W
0

, etc. 

con alturas proporcionales 

a la amplitud de la compo

nente correspondiente de 

frecuencia (fig 2.1). 

A 

FIG 2.1 

Se puede utilizar cualquiera de las dos series, la trigonomé-
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trica o la exponencial, para representar el espectro. Sin em 

bargo en el estudio de señales de las fluctuaciones de pre

sión y velocidad resulta más útil la forma exponencial. 

En esta serie la función peri6dica se expresa como suma de 

funciones exponenciales de frecuencia O,~ W
0

, ~ 2W
0 

•••• etc. 

en donde las frecuencias son resultado de las señales ejWt y 

- 'W.t e J que oscilan a la frecuencia W y que al sumarse producen 

una función real del tiempo. 

As1 

2 c.o.6 W.t 

Por consiguiente la ecuaci6n 2.21 involucra las frecuencias 

O, W
0

, -W
0

, 2W
0

, -2W
0

, •. • , nW
0

, -nW
0

, etc. y las amplitudes 

de las componentes respectivas F
0

, F1, F_ 1, F2, F_ 1, ••• Ftl, 

F_n···· etc. 

Aunque las amplitudes Fn suelen ser complejas, en la mayor!a 

de los casos son reales o imaginarias, y para describirlas 

basta con el espectro de magnitud. 

Recordando la ec. 2.22 
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J
T/2 

.!._ 6 (ti 
T -T/2 

-jnW t 
e 0 dt 

jnW t 
e 0 dt 

Estas ecuaciones indican claramente que los coeficientes F
11 

y 

F_n son complejos conjugados, es decir que 

en con.1 ecuenc..la. 

Se infiere por tanto, que el espectro de magnitud es simétri-

co con respecto al eje vertical que pasa por el origen y por 

consiguiente es funci6n par de W. 

2.3 Rep4eaenta.c.l6n de una. 6unc..l6n cua.Lqu.le4a. en todo el .lnte4 

va.Lo (-00,00) 

2.3.a La transformada de Fourier 

Cualquier funci6n periódica o no, se puede representar en un 

intervalo infinito (- 00 , 00 ) en términos de señales exponencia-

les. Una funci6n ó(t) no periódica se puede representar de 

esta manera en dos formas. 
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Se puede expresar 61t) en términos de funciones expone~ 

ciales en un intervalo finito (-T/2 < t < T/2) y suponer 

que T + ""• 

También se puede construir una funci6n peri6dica con pe

riodo r 7 de modo que 6(t) represente el primer ciclo de 

la onda periódica. Al tender Ta infinito en el límite, 

la función tendrá un ciclo en el intervalo (-co < t < oo) 

representado por 6 (.t). 

La segunda forma es más conveniente ya que permite visualizar 

el proceso de límites sin alterar la forma del espectro de 

frecuencias. 

Sea la funci6n 6(.t) que se ilustra en la fig 2.2 

f (t) 

FIG 2.2 

Se requiere representar a esa función como suma de funciones 

exponenciales en todo el intervalo (- 00 ,oo). Con ese fin, se 

construirá una funci6n periódica 6¡ (ti con periodo T en la 

que la función ó(t) se repite cada T segundos como se indica 

en la fig 2.3. 
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1 1 

A A .. 
1- T -I~ T -' 

FIG 2.3 

El periodo T se hace lo suficientemente grande para que no se 

traslapen los pulsos de la forma de 6(t). La nueva funci6n 

6~(t) es peri6dica y se le puede representar por una serie ex 

ponencial de Fourier. 

En el límite, al suponer que T tiende a infinito, entonces 

los pulsos de la funci6n peri6dica se repiten despu~s de un 

intervalo infinito. Por lo tanto en el límite T-+-oo, 6r(t) y 

6(t) son id~nticas. Es decir 

l.lm 
T-+-oo 6(t) 

Asi, la serie de Fourier que representa a 6r(t) en todo el in 

tervalo, tambi~n representar~ a 6(t) en todo el inter.valo si 

se hace T=oo en la serie. Es posible expresar la serie expo- · 

nencial de Fourier de 6r(t) como 

6~(t) ( 2. 2 3) 
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donde 

W " 2TT 
o ( 2. 24) 

T 

J
T /2 

6
1L (.t) 

T -T/2 

-jnW .t 
e 0 d.t ( 2. 2 5 J 

El término Fn representa la amplitud de la componente de fre

cuencia nW 
0

• 

A continuaci6n se supondrá que T aumenta. A medida que T 

aumenta, W
0 

(la frecuencia fundamental) disminuye y el espec

tro se vuelve más denso como se ve en la ec. 2.25, también se 

reduce la amplitud de cada componente. La forma del espectro 

de frecuencia, sin embargo, no cambia. 

,,.,..-.._ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 

/ ' ' \, 

-1 ¡--wo 
- ..... 

FIG 2.4 

' \ I ', / ..... __ ,,,, 
orea= F ( Wn) e lwn1 w0 

w 

La distancia que separa cada componente de frecuencia es W
0 

y por lo tanto el área del rectángulo sombreado en la fig 2.4 
jnW .t 

es F(Wn) e n W
0

• 
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La ec. (2.30) representa la suma de las áreas bajo todos los 

rectángulos que cot·responden a valores de n desde 11 = -"" has-

ta n = 00 , la suma de las áreas rectangulares representa apro-

ximadamente el área bajo la curva punteada y la aproximaci6n 

se mejora al disminuir el valor de W
0 

En el límite, cuando T+~, W
0 

se vuelve infinitesimalmente pe

queña de modo que se le puede representar por dW. La suma 

discreta de la ec. (2.30) se transforma en la integral o el 

área bajo la curva. La curva es funci6n continua de W y está 

dada por F(W) ejW.t, Además cuando T+ 00 , la función 6~(.t)+6(t) 

y las ecs. (2.28) y (2.29) se transforman en 

6 ( .t) (2.31) 

en donde 

F(W) 1: 61 ti ' - i•< d.t ( 2. 32) 

De esta forma se ha logrado representar una función no peri6-

dica 6(.t) en t~rminos de funciones exponenciales en todo el 

intervalo (-oo < .t < oo), La ec. (2.31) representa 6(.t) como 

suma continua de funciones exponenciales con frecuencias com

prendidas en el intervalo (-ro< w < 00 ). La amplitud de cual

quier componente es proporcional a F(W). Por lo tanto F(W) 
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representa el espectro de frecuencia de ó(t) y se le llama 

función de densidad espectral, pero se debe notar que aqu! el 

espectro de frecuencia es continuo y existe en cualquier va-

lor de W. La ec. (2.32) permite determinar la funci6n de 

densidad espectral F(W). 

En el l!mite cuando T=ro, la m~gnitud de cada componente se 

vuelve infinitesimalmente pequeño, pero tambi~n existe un nrt-

mero infinito de componentes espectrales. El espectro existe 

en cualquier valor de W y ya no es un espectro discreto sino 

funci6n continua de W. 

Para mayor claridad en la comprensión de este aspecto se hará 

un cambio de notación. Sea 

( 2. 26 J 

Entonces Fn es funci6n de W
11 

y se denotará F mediante F {W ) • n n n 
Además sea 

Entonces 

6ylt) = 
T 

00 ·w :t J n 
e 

( 2. 2 7) 

( 2. 2 8) 
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y a partir de las ecs. (2.25) y (2.28) se llega a 

( 2. 29) 

Si se sustituye el valor de T 21T/W0 en la ec. (2.28) se ob-

tendrá 

( 2. 30) 

La ec. (2,30) prueba que se puede expresar 6 .(ti como suma de 
-<. 

señales exponenciales de frecuencias W1, W2, w3, •••. Wn'''•etc¡ 

la amplitud de la componente de frecu~ncia Wn = F(W11 )W0 /2~ 
(esto es igual a F

11
). Obsérvese por tanto, que la amplitud 

de dicha componente no es igual sino proporcional a F(Wn). 

La interpretaci6n gráfica de la ec. (2.30) representa una su-

ma discreta de componentes de frecuencia. En general, la can ·w ,. 
J n"' 

ti dad F ( W n) e es compleja y, por lo tanto en su represen-

taci6n gráfica estricta se necesitarían dos diagramas (uno 

real, el de magnitud y uno imaginario, el de fase). Sin em-

bargo, para el razonamiento que s~ sigue se puede suponer que 
·w .t J n 

la cantidad F(W ) e es real y es funci6n de W. La fun-n 
ci6n existe Qnicamente en valores discretos de W es decir, en 

W = w1, w2, •••. , W
11

, etc., en donde W
11 

= nW
0 

(fig 2.4). 

\ 



En general las ecs. (2.31) y (2.32) se conocen como par de 

transformadas de Fourier. Se dice que la ec. (2.32) es la 

transformada directa de Foruier de 6(t) y la ec. (2.31) la 

transformada inversa de Fourier de F(W). 

En forma simbólica, dichas transformadas se denotan como 

FIW) = tz'(6!tl) y 
¡;:;"- 1 

6(t) =;,e (F!W!J 
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As! F(W) es la transformada directa de Fourier de 6(t) y 61tl 

es la transformada inversa de 6(W), o sea: 

( 2. 33 J 

( 2. 34) 



3. INSTALACION EXPERIMENTAL 

3. 1 Ve~c~lpc~6n del modelo 

Para efectuar las pruebas se diseñ6 y construy6 un modelo hi

dráulico que consta de un tanque de carga, un cimacio, una rá 

pida con ángulo de inclinaci6n de 45°, una curva vertical y 

un aforador. En la fig 3.1 se muestran las dimensiones de di 

cha estructura. 

El tanque de carga tiene salida directa al cimacio de cresta 

1ibre. El codo vertical marca la transición entre la rápida 

y un tramo de pendiente nula que termina en un vertedor de P! 

red delgada para los aforos. Para observar el comportamiento 

de la vena l!quida y medir las velocidades, el codo se cons

truyó de acr1lico transparente (lucita). 



n=l (0,2.554) 

"' 
l.40 

1 

l 
1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

~~I 
1 
1 
1 
1 

1 "' ·' 

R=2.0 

2.193 -1 - 1.414 

FIG 3.1 

= 1.75 

==--+-------l , • &lso terminado ~del canal 

1.0 

Acotaciones, en m 
Aforador 

0 
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Cálculo del cimacio: perfil y punto de tangencia 

La ecuación que define el perfil del cimacio de cresta libre, 

se obtiene a partir de las ecuaciones de tiro parab6lico ho-

rizontal {Ref 2) 

( 3. 1) 

( 3. 2) 

en ellas se supone que la componente horizontal de velocidad 

del flujo es constante y que la única fuerza actuante en la 

vena es la de gravedad (g). En un tiempo t, la part!cula de 

agua viaja una distancia horizontal ~ desde la pared del ver-

tedor y v
0 

es la velocidad de salida en el punto X = O; e es 

el ángulo de inclinaci6n de la velocidad v
0 

con la horizon

tal. En el mismo tiempo t, la part!cula de agua viaja una 

distancia vertical "y" {fig 3.2). 

/ ...--
"\ 

\ y=-vot sene+{-11t
2 

'\ 
b 

FIG 3.2 
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El u.s. Army Corps of Engineers recomienda diferentes ecuacio 

nes que permiten definir varios tipos de perfiles en función 

de la velocidad de llegada, del talud aguas arriba y de la re 

laci6n P/Hd, donde P es el desnivel entre la cresta del cima

cio y el fondo del canal de acceso, en m;Hd es la carga de di 

seño sobre el cimacio en rn. (Ref 3). 

Para el modelo se tienen las siguientes condiciones: veloci-

dad de llegada despreciable, talud vertical y P/Hd ~ 

De acuerdo con lo mencionado, el perfil del cuadrante aguas 

abajo tiene la ecuación siguiente: 

X 1. 85 ZH0.85y 
d 

( 3. 3) 

donde X y Y son las coordenadas de un sistema cartesiano como 

el de la fig 3.3. 

El perfil de la carga aguas arriba del cimacio.se puede dise

ñar con las siguientes relaciones (Ref 2) 

( 3. 4. a.) 

( 3. 4. b) 

X1 ,. 0.115 Hd ( 3. 5. a.) 
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(3,5.bJ 

Hd 

p 

FIG 3.3 

La ecuaci6n que define el punto de tangencia entre el perfil 

del cimacio y la rápida del vertedor se obtiene al derivar la 

ec. 3. 3: 

~., 1.85 x0• 85 

dx. 2H 0.85 

[ 

dy 
(-J 
dx. 

d 

rn/· 85 ]110.85 

1. 85 

X 1. 85 
T 

2H o. 85 
d 

( 3. 6 J 

( 3. 7 J 

( 3. 8 J 

( 3. 9 J 



donde (XT, Yrl son las coordenadas del punto de tangencia 

(Prl referidas al sistema coordenado de la fig 3.3. 

El gasto de diseño Qd se escogió en función de la capacidad 

del equipo con que se cuenta en el laboratorio y es igual a 

130 l/s. 

Las dimensiones finales del cimacio se presentan en la fig 

3.4. 

Xz= 0. 126 

x1= 0.078 

R1=0.223 

R2=0.089 

~ 
1 
1 

FIG 3.4 

De acuerdo con la ec. 3.3 los puntos del perfil del cimacio 

quedan definidos en la siguiente tabla 

59 
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X (m) y (m) " (m) y (m) 

o.os 0.004 0.027 0.088 

0.06 o.oos 0.028 0.094 

0.07 0.007 0.029 0.101 

o.os 0.009 0.300 o .107 

0.09 0.012 0.310 0.114 

0.10 0.014 0.320 0.121 

0.21 0.017 0.330 0.128 

0.12 0.020 0.340 .0.135 

0.13 0.023 0.350 0.142 

0.14 0.026 0.360 0.150 

0.15 0.030 0.370 0.158 

0.16 0.033 0.380 0.166 

0.17 0.037 0.390 0.174 

0.18 0.042 o .400 o .182 

o .19 0.046 0.410 o .191 

0.20 0.051 0.420 0.200 

0.21 0.055 0.430 o .208 

0.22 0.060 0.440 0.217 

0.23 0.065 0.450 0.227 

0.24 0.071 0.460 0.236 

1 

0.25 0.076 0.470 0.246 

0.26 0.082 0.480 0.255 

TABLA 3.1. 
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Perfil de agÜa sobre el cimacio 

De acuerdo con Chow (Ref 2) y tomando en cuenta que no se tie 

nen pilas, la superficie libre del agua sobre el cimacio, se 

obtiene con la siguiente t~bla 

Hd 0.446 m 

X/Hd Y/Hd X. (m) y (m) 

-1.0 -0.933 -0.446 -0.416 

-o.a -o .915 -0.357 -0.408 

-0.6 -0.893 -0.268 -0.399 

-0.4 -0,865 -0.179 -0.386 

-0.2 -0.821 -0.089 -0.366 

o -0.755 o -0.337 CRESTA 

0.2 -o.6al 0,089 -0.304 

0.4 -o.5a6 0.179 -0.262 

0.6 -0.465 0.268 -0.808 

o.a -0.320 0.357 -0.143 

1.0 -0.145 0.446 -0.065 

1.1 -o.102a 0.489 -0.028 PUNTO 
DE 
TANGENCIA 

y' 
"Í~ 
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Cálculo del codo vertical 

Como se mencion6 en la secci6n 3.1, el codo o curva vertical 

es de lucita. La altura de la pared del codo es de 0.25 m. 

Para poder elaborar la curva se tiene que calcular el arco de 

circulo que forma el piso del canal. 

Elementos geométricos 

Se sabe que la ecuación de un circulo con centro en un punto 

cualquiera está dada por 

(X - h) 2 
+ (Y - K) 2 l 3. 1 o l 

donde (h, K) son las coordenadas del centro del circulo y R 

es el radio del mismo. Al despejar "y" se obtiene lo siguie!!_ 

te: 

J 2 2' 1J = K -R - (X - h) ( 3. 11) 

Si de acuerdo con la fig 3.5 se hace coincidir el origen con 

el punto de tangencia entre la rama horizontal del canal y 

el codo, las coordena<las del circulo se vuelven C(O, R) y la 

ec. 3.11 se expresa como 

1J = R - J R2 
- x2 l 3. 12) 



STcos9 
ST 

/ 

¡e<x,,y,) 

i ST 

FIG 3.5 

m 
w 



Por otro lado, de la fig 3.5, se tiene 

ta.n e sr 
2 R. 

donde ST es la subtangente. Entonces 

ST R tatt 8 

2 
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( 3. 1 3) 

( 3. 14) 

Además la longitud de la curva LC se calcula con la siguiente 

ecuaci6n: 

LC = R 1T 
o 

180 
( 3. 1 51 

De la misma fig 3.5 se pueden deducir las siguientes relacio-

nes 

por tanto 

c.06 e 

H.lt 8 

X 

ST 

!L. 
ST 

X = ST c.06 e 

V = ST 6en e 

( 3. 16.a) 

( 3. 16. b 1 

( 3. 17 .a) 

( 3. 17.b1 
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Con estas relaciones y los datos de diseño del modelo, las 

coordenadas de los puntos C, A, B y O quedan definidos de la 

siguiente manera: 

R 2. 00 m e 45° ST = 0.828 m 

C (O, R) e (o, z ¡ 

X¡ ST+ST eo6 e 

Y¡ ST 6 en a A(J .413, 0,585) 

x2 ST 

Y2 o B(0.828, O) 

X3 o 

Y3 o 0(0,0) 

Análogamente las coordenadas de los puntos V, E y F resultan 

ser: 

R25 = 1.15 m e 45° 0.725 

111 l( y ) 
• ···4' 4 X4 = sr25+sr25 eo6 e 

v4 .. sr25 6en.9+0.250 V(l.238, 0.763) 

E( O. 725, 0.250) 



66 

o 
Y6 = 0,250 F(0,0.250) 

Coordenadas de los puntos que conf orrnan a la curva 

Las Tablas 3.S y 3.6 muestran las coordenadas (X,Y) de los 

puntos sobre los arcos de circulo 1 y 2 que se obtuvieron 

al aplicar la ec. 3.12 para los valores R y R25 respectivamen

te. 

Cu.11.va 1 R = 2. 00 

X (m) 

o 
o.os 
0.10 
O.lS 
0.20 
0.2S 
0.30 
O.JS 
0.40 
0.48 
o.so 
O.SS 
0.60 
0.6S 
0.70 
0.7S 
o.ao 
o.as 
0.90 
0.9S 
1.00 
l.OS 
1.10 
l.lS 
1.20 
l.2S 
1.30 
l. 3S 
1.40 
l. 413 

TABLA 3. S 

y (m) 

o 
0.0006 
0.003 
0.006 
0.010 
0.016 
0.023 
0.031 
0.040 
O.OSl 
0.064 
0.077 
0.092 
0.109 
0.127 
0.146 
0.167 
0.190 
0.214 
0.240 
0.268 
0.298 
0.330 
0.364 
0.400 
0.439 

0.480J O.S24 
O.S72 
o.ses 

~---------------

CUILva 2 

X (m) 

o 
o.os 
0.10 
o. lS 
0.20 
0.25 
O.JO 
0.35 
0.04 
0.45 
o.so 
O.SS 
0.60 
0.65 
0.70 
0.7S 
o.so 
o.as 
0.90 
0.45 
1.00 
LOS 
1.10 
1. lS 
1.20 
1.238 

R25 = 1.750 

V (m) 

0.2S 
0.25 
0.2S3 
0.256 
0.261 
0.268 
0.276 
0.28S 
0.296 
0.309 
0.323 
o .339 
0.356 
0.37S 
0.396 
0.419 
0.444 
0.470 
0.499 
O.SJO 
O.S64 
0.600 
0,639 
o,.681 
o. 726 
0.763 

TABLA 3.6 
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Cálculo del canal horizontal. Longitud del canal hori-

zontal 

Para definir la longitud del canal horizontal, la tlnica cond! 

ci6n requerida es la de que no se presente el salto hidráuli-

co a lo largo del mismo. Es decir 

y' < y ,(, c. ( 3. 18) 

donde Y , es el tirante en cualquier secci6n del canal horizon 
,(, 

tal y Ye. es el tirante crítico. 

Por las condiciones aguas arriba del canal horizontal se sabe 

que el flujo es supercr!tico y a la salida del codo se tiene 

un tirante v1 = 0.10 m. Como la pendiente del canal 

S
0 

= O, se tiene un perfil tipo HB. 

Los datos de diseño para el canal son: gasto a 

ancho de plantilla b = 0.2 m, velocidad media v 

3 0.130 m /.6, 

6. 5 m/.t,. 

Para el primer tramo de un met:t·o de largo de lucita, la rugo-

sidad n1 = 0.010 y para el resto del canal de concreto 

n2 = 0.013. 



Cálculo del tirante crítico Ye. 

Para un canal rectangular (Ref 4): 

Ye.= p. ( 3. 19) 

en donde g es la aceleraci6n de la gravedad e igual a 9.81 
2 m/s • Sustituyendo valores en la ec. 3.19 

0.13 2 1' 
----2 -- = 0.351 m 
{o. 2) 9. 81 

Cálculo del tirante Y,¿ al final de una longitud de 5 m 
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Utilizando el m~todo del paso directo (Ref 2) se obtienen los 

incrementos ~x a lo largo del canal. Los valores para los t! 

rantes Y. y la suma acumulada de los incrementos se encuen-
.t 

tran asentados en la Tabla 3.7. El tirante obtenido para una 

longitud de 5 m fue Y. = O. 146 7 m, es decir, que se cumple lo 
.(. 

señalado por la ec. 3.18. 

Cálculo de la distancia a la que se tiene el tirante crí 

tico Ye. 

Si se continua la aplicaci6n del m(itodo del pau" directo se 

obtiene el tirante crítico Y = 0.351 m a una distancia des-. c. 
de el inicio del canal de 14 m. Los cálculos se encuentran 
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en la Tabla 3.8. 

y EL\" y l:Lix. 

lml (m) (m) !mi 

0.1 o. O.l.30 3.465 
0.102 0.3652 0.135 3.937 
0.104 0.7275 0.140 4.398 
0.105 0.9075 0.145 4.849 

n = 0.010 0.1052 0.9435 0.146 4.938 
0.1053 0.9614 n = 0.013 0.1461 4.947 
0.1054 0.9794 0.1462 4.955 
0.1055 0.9973 0.1463 4.964 
0.10551 1.000 0.1465 4.982 
0.110 1.474 0.1466 4.991 

n = 0.013 0.115 1.986 0.14665 4.997 
0.120 2.490 0.14667 4.997 
0.125 2.983 0.1467 5.00 

TABLA 3.7 

y Ltix 

(m) (mJ 

0.15 5.29 
0.20 8.956 
0.22 10.196 
0.24 11. 272 

tt = 0.013 0.26 12.182 
0.29 12.921 
0.30 13.486 
0.32 13.870 
0.34 14.069 
0.351 14.096 

TABLA 3.8 
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3.2 Ve&c~ipci6n del eqaipo 

Para poder estudiar el fen6meno descrito en el cap. 1, es ne

cesario obtener el espectro de presi6n del mismo y medir las 

velo.cidades del escurrimiento en diferentes puntos del codo. 

El espectro de presi6n se puede obtener con dispositivo llam~ 

do analizador de espectros y las velocidades se miden con un 

aparato llamado velocímetro laser. 

3.2.1 Obtenci6n del espectro por medio del analizador de es

pectros 

Para poder utilizar este dispositivo es necesario contar con 

una celda de presi6n que convierte la presi6n en una señal 

eléctrica. La celda se conecta a un amplificador que envíe 

la señal al analizador de espectros para que sea procesada y 

de allí a un graf icador o grabadora anal6gica en donde dicha 

señal queda registrada. 

En la fig 3.6 se muestra la secuencia en que deben ser coloca 

dos los instrumentos. A continuaci6n se describe cada una de 

las componentes de esta secuencia. 



,1 
/ 1 

// 1 
/ 1 

/ 1 
,," 1 

/ 1 
/ 1 

1 
1 
1 

Tranaductor 
de presión 

ºo §º 

-

ºººªº 00 
o 1---------1 g ~º~~ o o 1------l 

o ªªªª 
o 
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Celda de presi6n 

La celda de presi6n consiste en una cámara metálica cilíndri-

ca llena de agua, que transmite la presi6n del medio a trav~s 

de una membrana que presiona un pivote que provoca que se cie 

rre un puente de Wheatstono y con ello se convierte la señal 

de deformaci6n en una señal el~ctrica que puede ser registra-

da. 

Las celdas de presi6n utilizadas son modelo PA 822-15 fabric~ 

das por Gould, Inc; con las siguientes especificaciones 

Rango de presi6n 

Intervalo de temperatura 

compensada 
excitaci6n 
resistencia de entrada 
resistencia de salida 
factor de calibraci6n 

0-1.055 Kg/cm 2 

-54°-121.1 l ºC 
E 1 O vo.f..t¿, 

R¡ 342 ohm4 
R2 = 327 Ohm4 

F = 3217. 64 1.1vol.t6 (cir 

cuito abierto/volt/Kg/an2) 

La celda puede utilizar corriente directa o alterna dependien

do de los requerimientos del instrumento registrados o las con 

diciones del sitio donde se van a realizar las mediciones. 

Amplificador y filtro 

El amplificador se utiliza para ampliar la intensidad de la 
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señal y facilita la medici6n de la misma. A su vez el filtro 

elimina las frecuencias que no interesan en el estudio del fe 

n6meno como las perturbaciones el~ctricas, el ruido y las vi

braciones del modelo. El amplificador y filtro utilizado co

nocido como Acondicionador es del tipo AOF 2 diseñado y cons

truido totalmente en el Instituto de Ingeniería. Se caracte

riza por que puede ser adaptado a diferentes tipos de celdas. 

Sus especificaciones son las siguientes: 

Tensi6n de red Conmutable a 110, 127 VCA 6 Baterias 12 a lB VCO 

Consumo de potencia 46.W aprox 

Fuente+ 12 VCD Rizo S/C 003 MV, Rizo CC 003 MV 

Fuente de voltaje flotante de O VCO a 16 VCO + 10% 

Fuente de corriente flotante de 10 a 100 Ma + 10% 

El sistema de amplificaci6n está provisto de dos amplificado

res operaciondles, de los cuales el primer amplificador tiene 

una ganancia fija de 5 veces. El segundo amplificador tiene 

5 pasos de ganancia que son 10, SO, 100, soo, 1000 veces, de 

la siguiente forma 

FIG 3.7~ 



74 

La entrada es en forma referencial con una impedancia de 50 

Koluns y la salida que trabaja en clase ABl con impedancia de 

50 ohmns sus filtros para proporcionar cortes en paso bajas 

son en forma activa de 12 dh/8ª y tiene cortes de 4, 15, 30, 

60 Hz {fig 3.8). Más una banda libre de la cual su corte de

pende de la ganancia F2 {fig 3.9). Para mayor i.nformaci6n so 

bre este equipo se puede consultar la Ref 17. 

Analizador de espectros 

El analizador de espectros es un dispositivo que procesa aut~ 

máticamente la señal, muestreándola n veces, hasta obtener di 

rectamente en la pantalla el espectro de frecuencias. 

Secuencia del programa del analizador 

El analizador utilizado es un modelo 3582 A Hewlett Packard. 

su principal funci6n es la de transformar una serie de datos 

del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia por medio 

de la siguiente secuencia (Ref 20). 

El convertidor anal6gico muestrea un total de 256 puntos 

a cada 9,766 µ~ 

Multiplica la onda de entrada normalizada por un tren de 

impulsos unitarios 
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El muestreo se limita a un período de tiempo llamado 

"Ventana" definido como un pulso de amplitud unitaria 

que al multiplicarse por la muestra la confina a un in

tervalo de tiempo dado 

Aplica la transformada de Fourier y obtiene la represen

taci6n de la señal en el dominio de frecuencia 

Duplica los valores de la amplitud para que los puntos 

de la transformada aparezcan en la regi6n positiva del 

espectro al ser mostrados en la pantalla. Es decir, se 

obtiene el espectro de un solo lado 

En la pantalla aparecen tanto el espectro como los valo

res de la amplitud dividida por /2 para la frecuencia. 

Es característica del analizador el poder variar el ancho de 

banda y la amplitud as! como poder muestrear la señal en for

ma continua o promediar hasta 32 muestras. 

Procedimiento para obtener el espectro con un analizador 

(Ref 8) 

l. Los aparatos se instalan segdn la secuencia mostrada en 

la fig 3.6 
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2. En el analizador se fija el ancho de banda y la amplitud 

que correspondan a la señal. Si la señal está fuera de 

rango, el aparato lo indica por medio de una alarma lumi 

nosa. 

3. Se elige el tipo de muestreo y se procede a muestrear 

oprimiendo el bot6n correspondiente 

4. En la pantalla aparece la gráfica de la frecuencia con

tra la raíz media cuadrática (rms) para el espectro de 

un solo lado en Hz-volts 

S. Si se desea conocer la señal y no se cuenta con un osci

loscopio, se oprime el bot6n correspondiente para que 

aparezca en la pantalla la señal y el tiempo de muestreo 

en s. 

Consideraciones 

El analizador tiene un "cursor" en forma de punto que 

puede seguir en la pantalla la conf iguraci6n del espec

tro. Además de que va marcando los puntos de interés, 

también aparecen los valores tanto de la frecuencia en 

Hz como de la rms en volts 

En el caso de trabajar con un canal se tendrá 256 puntos 
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de la muestra. En el caso de usar los dos canales le co 

rresponderan 128 puntos de la muestra a cada canal. 

El analizador cuenta con un filtro tipo paso bajas que 

deja pasar las frecuencias bajas y elimina el ruido in

troducido por la instalaci6n misma u otros fen6menos de 

vibraci6n. 

Osciloscopio 

El osciloscopio recibe directamente la señal y la muestra en 

pantalla. En este caso el osciloscopio se utiliza básicamen

te como un monitor que permite seguir el fen6meno durante el 

registro o grabaci6n. 

Graf icador 

Su funci6n es la de dibujar en papel tanto la señal corno 

su espectro 

Grabadora anal6gica 

Su funci6n es la de almacenar las señales en una cinta 

magn€tica para facilitar su análisis posterior. 
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3.3 Vetoclmet~o Lá6e~ Voppte~ 

El velocímetro láser Doppler (VLD) mide la velocidad de un o~ 

jeto en movimiento al detectar el corrimiento Doppler de la 

señal luminosa al reflejarse sobre dicho objeto. 

Para medir la velocidad de un fluido el VLD mide la velocidad 

de las partículas en suspensión dentro del mismo. 

3.3.1 Principios de Funcionamiento del Laser 

Def inici6n de Láser 

Un láser es una fuente de radiaci6n en la parte visible, in

fraroja o ultravioleta del espectro electromagnético y su no~ 

bre es una abreviatura formada con las siglas de "l.i.ght a.mpl{ 

6.lca.t.i.on by -Ot.i.mutated em.l66.i.on 06 ~ad.latan". 

Proceso de emisi6n de la energía fot6nica (Ref 10) 

Todo sistema f!sico sea sólido, líquido o gaseoso está com

puesto de átomos; cada átomo (considerado como un nttcleo ro

deado de una nube electr6nica) posee una cierta cantidad de 

energ1a interna y tiende a ocupar un estado en el que ésta 

energ1a sea mínima. A este estado se le llama estado base. 
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Un átomo puede estar en cualquiera de varias configuraciones 

con energías E¡, Ej, .... En, superiores a las del estado ba

se; a estos estados se les llama estados excitados. 

Einstein estableci6 en 1917, que un átomo puede absorber, si 

se encuentra en su estado base o emitir si se encuentra en 

uno de sus estados excitados, una radiaci6n cuya frecuencia 

es v .. 
.{.j 

v.. (E. - E.)/h 
.{.j J .{. 

donde E.< E. y hes la constante de Planck. A causa de esta .{. J 

cuantizaci6n de la energía de la radiaci6n se dice que un áto 

mo absorbe un fot6n de frecuencia vij y energía Ej - E¡• 

La emisi6n al pasar el átomo del estado Ej al estado E¡, pue

de suceder de dos maneras: espontáneamente o inducida por 

un fot6n. Es espontánea cuando el átomo sin recibir radia

ci6n decae al estado E . después de un período de vida aleato-
.{. 

ria del orden de 10-8 s 

a) Cuando un átomo está en el estado E¡ puede absorber un 

fot6n y elevarse a un nivel de energía más alto Ej. 

b) Este átomo excitado puede radiar energía espontánea emi-

tiendo un fot6n volviendo al estado E • 
.{. 
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c) Un átomo excitado también puede ser inducido a emitir un 

fot6n cuando es alcanzado por otro fot6n, en este caso 

se tendrán <los fotones de la misma frecuencia. 

Si se hace incidir sobre los átomos radiaci6n de frecuencia 

v .. ; los átomos en el estado E: pueden absorber un fot6n que 
-<.j ~ 

los eleva al estado E.. Pero a su vez los átomos en el esta
J 

do E . pueden ser inducidos por un fot6n a otro que es idénti
J 

co en frecuencia, direcci6n y fase al que indujo la emisi6n. 

El fot6n original continua su trayectoria y es exactamente el 

mismo que antes de su interacci6n con el átomo pero ahora es-

tá acompañado de otro fot6n que es idéntico a·él. Estos dos 

fotones pueden a su vez incidir sobre otros átomos e inducir 

los a emitir. Se tiene así una amplificaci6n del número de fo 

tones que viajan en cierta direcci6n. 

Proceso de emisi6n de la luz láser 

Las bases te6ricas y proposici6n de construcci6n del láser fue 

ron establecidas por Schawlow y Townes en 1959. El rayo láser 

se emite gracias a la emisión inducida con la que un fot6n se 

multiplica conservando todas sus características de fase, fre-

cuencia, direcci6n y paralización. Para lograr ésto es necesa 

rio que la emisi6n inducida de fotones sea mayor que la absor

ci6n que tiende a hacerlos desaparecer, y la teoría muestra 

que para ello el número de átomos en el estado superior E • de
j 
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be ser mayor que en el estado inferior E •• Esto requiere de 
.(.. 

un mecanismo de "bombeo" que de a los átomos selectivamente 

la energía necesaria; esto se logra en el tubo de descarga b~ 

jo condiciones especificas de presi6n, voltaje, composici6n 

de la mezcla de gases, etc. 

Si despu~s se coloca al medio convertido un amplificador en 

una cavidad (por ejemplo, entre_ dos espejos) resonante a la 

frecuencia vij' el resultado será la aparici6n de una inten

sa oscilaci6n electromagnética (estacionaria) de la misma fr~ 

cuencia. Las características espaciales y temporales de esta 

oscilaci6n estarán determinadas por la cavidad, que hará que 

todos los fotones sean emitidos en fase, obteniéndose luz, en 

contraste con las fuentes convencionales. La radiaci6n cohe-

rente confinada en la cavidad se puede extraer haciendo que 

uno de sus extremos sea semitransparente a la radiación. 

Asi pues, el láser es un oscilador 6ptico: una fuente de ra

diaci6n constitu!da básicamente por un medio amplificador en 

donde ésta se genera y una cavidad resonante que la contiene. 

Desde su aparición en 1960 (Maiman cre6 el laser de rubí y 

Javan el de He-Ne en el mismo año) , se han producido diversos 

tipos de láseres que emiten desde el lejano infrarojo hasta 

el ultravioleta, pera cualquiera que sea el tipo de laser de-

be reunir das características esenciales que los distinguen 

de otras fuentes de luz convencionales. 
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3.7.ld Concepto de inversi6n de poblaci6n 

a) En el medio amplificador, ya sea s6lido, líquido o gas, 

el nümero de átomos en el estado Ej, debe ser mayor que 

en el estado E., con el fin de obtener emisi6n inducida 
·~ 

y en consecuencia amplificaci6n. Sin embargo, en forma 

natural, los átomos se encuentran en su estado de mas ba 

ja energía, y se necesita un mecanismo artificial que 

provoque que la mayoría de los átomos están en un esta-

do excitado, es dec~r,se debe establecer una INVERSION 

DE PCBLACION. 

b) Si en este medio se estableciera una radiaci6n de fre-

cuencia v . . esta radiaci6n se amplificaría en todas direc 
~j . -

ciones y para tener una amplificaci6n solo en una direc-

ci6n preferencial, se necesita conservar ünicamente la 

radiaci6n que lleve esa direcci6n, es decir, se debe co~ 

finar la radiaci6n dentro de un resonador, que fija la 

frecuencia y fase de los fotones emitidos, de tal forma 

que a la salida de este resonador se tiene una onda co-

herente. 

En la práctica, el resonador está constituido por dos espejos 

que se ponen frente a frente y entre los cuales la luz se re

fleja propagándose a través del medio, los fotones que viajan 

perpendicularmente al eje que une a los espejos, se escapan y 
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s6lo los fotones que viajan a lo largo del eje, se amplifi

can. Cada fot6n al reflejarse en un espejo, induce en su via 

je de regreso a través del medio, la emisión de muchos foto

nes y al reflejarse cada uno de estos a su vez induce la emi

si6n de más fotones. Al poco tiempo de iniciado este proceso 

se tiene en el interior de la cavidad una radiaci6n muy inte~ 

sa. Si la amplificaci6n es lo suficientemente intensa para 

sobrepasar el efecto de la absorci6n y las pérdidas por calor, 

se puede hacer que parte de la radiaci6n confinada escape al 

exterior. Esta radiación que einerge de la cavidad constituye 

la salida del láser. 

Ahora bien, la energía externa necesaria para producir esta 

radiación estableciendo una inversi6n de poblaci6n puede pro

porcionarse para varios métodos, algunos de los más comunes 

son: 

a) Bombeo óptico (excitaci6n con fotones); en este caso, la 

radiación sobre el medio proviene de una fuente intensa 

de luz; este método se usa en laseres sólidos y líquidos 

b) Excitación electr6nica: se logra con una descarga eléc

trica a través de un gas y se usa en algunos láseres 

iónicos como el de Argón 

c) Colisiones inelásticas entre átomos: en este ~ltimo ca-
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so también se emplea una descarga eléctrica pero en una 

mezcla adecuada de gases en la que dos tipos diferentes 

de átomos tienen algunos estados excitados cuyas ener

gías E1, coinciden o casi coinciden. La excitaci6n se 

transfiere de uno al otro y la reacci6n puede represen

tarse as!: A* + B + A + B*, en donde A y B representan 

los dos tipos de átomos y el asterisco denota excitación. 

La descarga eléctrica excita a los átomos del gas A y e~ 

tos por medio de coli.siones excitun a los átomos del gas 

B que decaen emitiendo la radiación; este método se usa 

en el láser de He-Ne. 

El funcionamiento del láser puede ser por pulsos o continuo; 

cuando es por pulsos, la inversión de poblaci6n se establece 

abruptamente y después el conjunto total de átomos en E¡ se 

descarga, vaciándose bruscamente (en aproximadamente 3 min. 

de arco). El funcionamiento continuo se logra si se aporta 

la energía necesaria continuamente y se impiede el calenta

miento excesivo del medio. 

Propiedades del Láser 

Básicamente son cuatro las propiedades que caracterizan a la 

luz del láser y las que determinan su excepcional importancia 

en la 6ptica moderna, y su enorme utilidad en la enseñanza y 
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la investigaci6n 

a) Gran intensidad. La luz del láser puede ser muy intensa 

y se puede concentrar en un objeto, con lentes apropia-

dos, calentándolo a temperaturas altísimas. La luz de 

láseres como los de rubí o co 2 cuya potencla es del or

den de los kilowatts, al concent~arse, puede perforar 

hasta diamantes. El láser de He-Ne tiene una intensidad 

muy baja (~ 1.5 mW) y aún cuando su luz se concentrara 

sobre la mano, ni siquiera se sentirá; sin embargo, es 

potencialmente dañina para los ojos si se mira directa-

mente al haz o a su reflejo; siempre hay que tener pre-

sente esto para nunca hacerlo 

b) Gran monocromaticidad. La luz del láser de casi monocro 

mática o sea que tiene un solo color o longitud de onda, 

esta característica tambi~n se conoce corno coherencia 

temporal, y se refiere a que los fotones emitidos tienen 

la misma frecuencia. La longitud de onda típica del la-
o 

ser He-Ne es de 6328 A, que corresponde a un color ro-

jo 

e) Gran coherencia espacial. Se refiere al hecho de que el. 

haz es menor de 1,5 mm) y la parte más intensa está en 

e¡ centro de este cilindro. Esta propiedad está relaci~ 

nada con la coherencia temporal, y se aprovecha en las 
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experiencias en donde se muestra el carácter ondulatorio 

de la luz (interferencia y difracción) 

c) Gran directividad o colimación. El haz del láser tiene 

una divergencia muy pequeña del orden de 1 miliradián 

(aproximadamente 3 min de arco) o sea que el ancho del 

haz es casi constante a lo largo de distancias grandes, 

lo que permite utilizarlo en experiencias donde se nece

site un rayo intenso y colimado. 

3.3.2 El láser de Helio-Neón (He-Ne) 

Proceso de emisión del láser de Helio-Neón 

El láser de gas Helio-Ne6n opera con una descarga eléctrica 

en un tubo de plasma que contiene una mezcla de gas helio y 

gas neón. La descarga de energía a través de un estado meta

estable del helio, eleva los electrones de los átomos del neón 

a un estado excitado de energía. Cuando más átomos están pre

sentes en un estado excitado que en un estado más abajo, se d! 

ce que existe una condición de energía que se conoce como in

versi6n de población. La radiación óptica durante la energía 

de separaci6n (longitud de onda) de estos estados se acumula, 

estimulando la emisi6n de los átomos de ne6n excitados. Para 

lograr una oscilaci6n continua de la long'itud de onda, se col~ 

ca un reflector en cada extremo del tubo de plasma para formar 
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una cavidad resonante que almacena la mayor parte de la radi~ 

ci6n 6ptica (fotones) , por reflecci6n a todo lo largo del eje 

del tubo. La probabilidad de que un fotón estimule la emi

si6n de otro fot6n en una sola·pasada por el tubo es de 0.1. 

Esto significa que los fotones se deben reflejar a través de 

la cavidad un nfunero de veces para poderse automantener. De 

aquí que solo se permita una pequeña transmisi6n a través de 

uno de los reflectores; esto provee un rayo monocrom~tico y 

coherente característico de la oper.aci6n de un l~ser de gas. 

Cuando son posibles las transiciones a diferentes estados in

feriores a partir del mismo estado excitado, ocurrirá la tra~ 

sici6n más probable primero y por lo tanto reducirá la pobla

ci6n ñel estado excitado. Esto dificulta extremadamente la 

oscilaci6n con otras transiciones o imposible si la diferen

cia de poblaci6n es eliminada entre el estado superior y uno 

de los estados inferiores. Este fen6meno se conoce como domi 

nancia. 

Para lograr obtener una emisión con una longitud de onda par

ticular de un láser de helio-neón la dominancia de transicio

nes del estado orbital 3S 2 juega un importante papel. La 

transici6n más probable de una longitud de onda de 3.39 µm in 

frarojo. Para evitar la oscilación en esta lo~gitud de onda 

los espejos láser han sido diseñados para rechazar la transi

ci6n de 3.39 µm; sin este rechazo, las oscilaciones de 3.39µm 
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se acumularian en detrimento de otras oscilaciones deseadas 

en esta unidad. Con el sistema de selecci6n de longitud de 

onda la operaci6n se hace solo a la longitud de onda deseada; 

la transici6n de interés domina todas las otras posibles tra!!. 

siciones desde el estado 3S 2 hasta varios niveles 2p poco es 

paciados. 

Estructura del resonador 

La alineaci6n de los reflectores en cada extremo del tubo de 

plasma debe ser mantenida exactamente para que pueda ocurrir 

la oscilaci6n láser. Las deflecciones permitidas son de me

nos de 0.005 grados. Existen dos causas básicas para la desa 

lineaci6n angular del reflector: distorsi6n del resonador de 

bida a gradientes de temperaturas dentro del mismo y deforma

ci6n del resonador por fuerzas mecánicas externas. 

Los gradientes de temperatura dentro del resonador no pueden 

ser totalmente eliminados pero se pueden minimizar al cons

truir el resonador de un material de alta conductividad térmi 

ca como el aluminio. 

La posible distorsi6n del resonador que resulta en una desa

lineaci6n angular puede deberse al m~todo usado para montar 

el resonador~ Para posicionar completamente una estructura, 

se deben aplicar dos fuerzas iguales y opuestas en cada una 
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de las 3 direcciones ortogonales. Si se aplican más fuerzas 

de las necesarias, resultan momentos flexionantes. Para mini 

mizar las fuerzas desalineadoras se utilizan tres soportes e~ 

féricos de baja fricci6n para conectar la estructura del reso 

nador a la estructura externa de montaje. Esta estructura ex 

terna puede ser distorsionada ligeramente por factores térmi

cos o mecánicos y el rtnico efecto en el resonador será un li

gero movimiento en los soportes. La fricci6n en los soportes 

es tán pequeña que s6lo ocurren distorsiones angulares despr~ 

ciables en la estructura del resonador cuando se operan los 

soportes. 

Diámetro del rayo y divergencia 

El modelo láser 124B usa un tubo de geometría de alta resolu

ci6n y un espejo de gran radio para obtener un alto TEM 00 de 

salida. 

El interior del tubo es angosto y el rayo 6ptico está diseña

do para llenarlo casi por completo. Como resultado las pequ~ 

ñas irregularidades en el interior del resonador y la apertu

ra de salida, difractan un pequeño porcentaje de la luz fuera 

del principal eje 6ptico. La resoluci6n es suficientemente 

alta para que estas pequeñas pérdidas no afecten apreciable

mente el poder de la emisi6n pero si perturban la distribu

ci6n de intensidad del rayo dentro del campo cercano a la 
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apertura del l~ser. 

Las perturbaciones de la intensidad del orden del 10% al 20% 

son comunes sobre aquellas pequeñas porciones del rayo de sa

lida donde la luz difractada se suma o resta del rayo princi

pal. Al crecer la distancia del láser, la luz difractada se 

esparce lejos del rayo principal. Finalmente en el campo le

jano, el rayo principal sigue una distribuci6n regular y la 

luz dispersa se distribuye irregularmente cerca de ella. 

Un lente u otro sistema 6ptico, cuando se coloca cerca del 

campo cercano al láser, afoca el patrón del láser en el cam

po. La imagen en el plano focal (la transformada de Fourier 

del patr6n del campo cercano) es idéntica al patrón del campo 

lejano. 

Para eliminar la luz dispersa del patr6n del campo lejano, se 

puede colocar una apertura en el punto de tamaño mínimo del 

rayo. Una apertura cuyo diámetro sea 1.5 veces el d!ametro 

del punto transmitirá 99% del poder gaussiano del rayo y los 

efectos de la difracción serán despreciables. Es deseable 

efectuar ésto en el sistema 6ptico tán tarde como sea posible 

pues as! se pueden eliminar al mismo tiempo que la dispersi6n, 

los defecto.a de la superficie y las reflecciones extrañas. 

La naturaleza irregular de la luz dispersa hace difícil defi-
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nir y medir cou precisi6n el diámetro del rayo en el campo ce!_ 

cano. El diámetro del rayo se mide entre los puntos de inte!!_ 

si dad 7/ez de la parte verdadera del TEM00 del rayo en el la-

ser. Este valor es apropiado para predecir el tamaño del rayo 

láser despu!!\s de pasar a través de un sistema 6ptico operando 

cerca del límite de difracci6n. 

Intermodulaci6n de frecuencias ópticas 

Los osciladores láser normalmente operan simultáneamente en va 

rias frecuencias a menos que se usen técnicas especiales para 

una sola frecuencia. El tamaño de la cavidad 6ptica de un lá

ser de un metro es de 1 5000 000 longitudes de onda y resonan

cia cada incremento de la mitad de una longitud de onda. La 

frecuencias resonantes están espaciadas a cada óó = óe/2L. Pa 

ra L = 1 me.tito, 66 = 300 Mllz. La resonancia ampliada por tem 

peratura del ne6n tiene un medio ancho de 1 500 MHz para que 

un láser de un metro y alta ganancia pueda oscilar a 5 frecue!!_ 

cias 6pticas. El espaciamiento entre frecuencias 6pticas ad

yacentes no es exactamente 66 pues la resonancia ampliada del 

ne6n tiene una dispersi6n (fase) característica que se suma o 

resta de la dispersión de la cavidad (fase) para mover la fre

cuencia oscilatoria de la resonancia exacta de la cavidad. 

Estas frecuencias son muy cercanas a C/2L, 2C/2L, 3C/2L, ••• • , 

pero son perturbadas por diferentes cantidades, ~ 61, ~ 62, •• , 
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dependiendo que tan lejana está la cavidad resonante dada del 

centro de la resonancia del ne6n. Esta perturbaci6n cambia 

rápidamente en pequeñas cantidades a todo lo largo de la cavi 

dad. 

Cuando se combinan varias frecuencias 6pticas en un detector 

de ley cuadrática corno un fotodi6do, el rayo de salida contie 

ne todas las diferentes frecuencias posibles entre las fre

cuencias 6pticas. 

En la salida de un detector no lineal, no se presentan sola

mente las diferentes frecuencias diferenciales sino tambi~n 

las diferencias entre las frecuencias principales (~ 61, 

+ ó2, ~ 63, .... ,). Estas son producto de la interrnodulaci6n 

y sus amplitudes no son tan grandes corno las principales fre

cuencias diferenciales pero se detectan fácilmente. General

mente se encuentran en el rango de frecuencia de 1 KHz a 100 

KHz. Debido a que varias de estas frecuencias pueden estar 

presentes simultáneamente, no están relacionadas arm6nicarnen

te y generalmente tienen aparencia de ruido en un osciclosco

piopio de banda ancha con una presentación en base tiempo. 

Esto es particularmente cierto para lásers largos con muchas 

frecuencias 6pticas oscilantes. También, las frecuencias va

rian rápidamente con pequeños cambios en la longitud de la c~ 

vidad lo que contribuye más a su apariencia de ruido. Cuando 

se analizan con un espectr6grafo, las frecuencias individuales 
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se pue.den resolver pero varían rápidamente a todo lo alto del 

espectro. 

En ciertas longitudes críticas de la cavidad, estos productos 

de los modos de la intermodulaci6n pueden desaparecer. Apa

rentemente cuando las resonancias en la cavidad son simétricas 

alrededor de la resonancia de ne6n, ocurre un tipo de fase de 

autocerradura en la que el osciloscopio láser y los términos 

de intermodulaci6n van a la frecuencia cero. 

La intermodulaci6n de las frecuencias 6pticas es una caracte

rística básica de los detectores no lineales y determina el 

nivel mínimo del ruido para muchos sistemas de detecci6n lumi

nosa que operan en el rango de 1 KHz a 100 KHz. Generalmente 

es posible idear sistemas en los que los datos sean llevados 

lejos de este rango o los términos de intermodulaci6n sean mo

ni toreados por separado y retroalimentados para demodular la 

amplitud luminosa o los datos perturbados. 

3.4 Ve4c~ipci6n del 4i4tema del velocime.tJr.o Lá4e~ Vopple~ 

(VLV) utilizado. Componentea (Re6 9) 

a) Láser utilizado 

Láser de He-Ne de 35 mW con longitud de onda de 632.B nm 

b) Divisor del rayo láser 



c) Lente transmisora 

d) Base 6ptica receptora 

e) Montaje receptor 

f) Sistema del fotomultiplicador 

g) Módulo giratorio del divisor del rayo 

h) Soporte del módulo giratorio 

i) Objetivo de microscopio 

j) Alineador visual 

a) Láser utilizado 

Se utiliz6 un láser de He-Ne con una longitud de onda de 

632.8 nm fabricado por Spectra Physics, modelo 124 B. 
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Los componentes de mayor importancia de este láser los consti 

tuyen un tubo con plasma, dos reflectores montados en sopor-

tes con ángulo ajustable, un soporte estructural, un disposi

tivo de alineaci6n del tubo. Todos estos elementos se encuen 

tran dentro de una cubierta metálica, dando as! protección a 

sus componentes y facilitando su instalación. 

El tubo con plasma contiene una mezcla de gas que forma un.me 

dio láser activo. La presi6n, para Helio (90%) y para el 

Neón (10%) mezclados es de 250 a 400 N/m2 (2.55 x 10-3 Kg/cm2 



96 

-3 2 4.08 x 10 Kg/cm ) • El tubo con plasma mide 66 cm, el diám~ 

tro interior es de 2 mm. Los extremos del tubo con plasma 

son terminados con ventanas de cuarzo con una alta calidad 6E 

tica posicionadas con el ángulo de Brewster (para el cuarzo 

este ángulo es de 53°32'). Los componentes eléctricos del tu 

bo con plasma consisten en un ánodo de Tungsteno y un cátodo 

de Aluminio. 

Fig 3.10 

b) Divisor del rayo láser 

-· _____,. ~ 

Fig 3.11 

Este m6dulo contiene dos prismas romboidales que actdan como 

separadores, con igual camino de recorrido para cada rayo sa 
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liente. 

El prisma separa el rayo en dos rayos paralelos, con una in

tensidad de 50% - 50% o bien de 99.5% - 0.5% ajustando un sim 

ple deslizamiento sobre su soporte. 

El m6dulo puede ser girado 360° 

El prisma separa al rayo incidente en dos rayos paralelos, ca 

da uno a 25 mm del rayo incidente. Los dos rayos son de 

igual intensidad si el plano de polarizaci6n del rayo inciden 

te es perpendicular al plano formado por los dos rayos salie~ 

tes, teniendo éstos la misma polarizaci6n que el rayo de en

trada respecto al prisma. 

El m6dulo también tiene una abertura de 5/64" (2rnrn) que ayuda 

para prevenir la entrada de luz extraña al divisor. 

Cuando el divisor del rayo es montado con el medidor de ángu

lo del plano de medici6n, la polaridad del rayo será de acuer 

do a dicho divisor. 

e) Lente transmisor 

Está diseñado para minimizar la aberraci6n esférica y cromát! 

ca, y tiene una distancia focal (frente de la lente al punto 
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focal) de 250 mm. 

La lente es acromática de doblete cementada con un dieléctri 

co, multicapa, y recubrimiento antirreflejante. La abertura 

libre es de 60 mm. 

g) M6dulo giratorio del divisor del rayo 

Este permite girar el divisor del rayo para medir la veloci

dad del flu!do en una dirección perpendicular al eje óptico 

y coplanar a los dos rayos que forman el volumen de medición. 

Cuenta con dos laminillas de un cuarto de longitud de onda 

del láser, para transformar la polarización lineal del láser 

a una circular y luego regresar a la polarización del rayo i~ 

cidente al prisma divisor sea perpendicular al plano de los 

rayos salientes. 

Tiene marcados intervalos de 2° con tornillos para asegurar 

la posici6n. Las placas retardadoras de un cuarto de longi

tud de onda de la luz láser son multicapa, con revestimiento 

antirreflejante, y nos provee de un control de retardo del 

rayo bastante bueno; la transmisión excede del 99%. 
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h) Soporte del rn6dulo giratorio 

Este m6dulo completa al anterior pues provee de un soporte 

mecá'.nico que sostiene el frente del divisor del rayo y es un 

m6dulo no activo 6pticamente. 

i) Objetivo de microscopio 

Este es muy usado como herramienta para alinear los m6dulos 

6pticos. Se incluye en este un visor de eje de polarizaci6n 

para checar la polaridad del rayo. 

j) Alineador visual 

Es usado para alinear el m6dulo del fotodetector. El lente 

tiene una ret!cula con un eje que permite precisar la posi-

ci6n del m6dulo del fotodetector y enfocar el frente de la 

lente del montaje del receptor. Diversos movimientos de esta 

pieza nos permiten enfocar la ret!cula hasta definirla con 

claridad. 

(g) (d) 

Fig 3.12 
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3.4.1 Velocimetría l~ser 

Efecto Doppler 

Se conoce como efecto Doppler el corrimiento de la frecuencia 

de una onda debido al movimiento relativo entre la fuente y 

el receptor. 

La frecuencia de la señal ondulatoria aumenta cuando la fuen

te y el receptor se aproximan y disminuye cuando se alejan. 

Fen6meno de interferencia (Ref 9) 

"Cuando dos ondulaciones de diferentes orígenes coinciden peE 

fectamente en dirección o casi coinciden, su efecto conjunto 

es una combinaci6n de los movimientos que pertenecen a cada 

uno. 

Jean Fresnel sintetizó los conceptos de la Teoría Ondulatoria 

de Huygins y el Principio de Interferencia: 

"Las vibraciones de una onda luminosa en cualquiera de sus 

puntos se pueden considerar como la suma de los movimientos 

elementales que llegan en el mismo instante por la acción se

parada de todas las porciones de la onda no obstruída conside 

rada en una de sus posiciones anteriores". 
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Actualmente se conoce que el Fen6meno de Interferencia se pr~ 

duce por la superposici6n de dos o más ondas coherentes y tem 

poralmente, es. decir, que exista que los movimientos ondulato 

rios coinciden en el espacio y en el tiempo. 

De la soluci6n de la ecuaci6n de onda: 

n 
r c.l ~.l !iL, ti 

,(.= 1 

donde C. son constantes arbitrarias 
.(. 

Este es el principio de superposici6n de ondas que indica que 

la perturbaci6n resultante en cualquier punto de un medio, es 

la suma algebraica de sus ondas consecutivas a este separada-

mente. 

Aplicando este principio al fen6meno de interferencia, dice 

que la inestabilidad del campo eléctrico resultante E es un 

punto en el espacio donde dos o más ondas se superponen es 

igual a la suma vectorial de las perturbaciones constitutivas 

individualmente. Por lo tanto, se puede admitir que la inte~ 

f·arencia 6ptica es una interacci6n de dos o más ondas. de luz 

que producen una irradiancia resultante la cual se deriva de 

la suma de' las irradiaciones componentes. 

El resultado de la interferencia no tiene la apariencia de un 
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movimiento ondulatorio progresivo sino una situaci6n estacio

naria en la cual el movimiento tiene una situaci6n fija en el 

espacio. 

En el fen6meno de interferencia tambi~n se puede observar que 

una vez que las ondas rebasan la zona de interferencia, o sea 

la zona donde se superponen los rayos, estos continuan su tra 

yectoria anterior inalterados por su previo encuentro. 

Aplicaci6n del concepto de interferencia al caso del veloc!me 

tro láser 

Una manera de apreciar el fen6meno de interferencia puede ser 

desde el punto de vista del concepto de onda estacionaria 

FIG 3 .13 
Pensando en el problema se puede plantear la siguiente s'itua

ci6n. Donde se puede interpretar la interferencia como una 

onda estacionaria formada por dos ondas iguales en frecuencia 



103 

pero con trayectorias opuestas. As! observaríamos que la ün! 

ca trayectoria en que sucedería tal consideraci6n sería aque-

lla que es perpendicular a la bisectriz del ángulo y la llama 

remos x as! un observador sería a lo largo de x que la onda 

proveniente de la fuente SI con la siguiente alteración 

>.. 
Sen o.=-,-

A 

FIG 3.14 

Análogamente para la fuente No. 2 

/ 
~\ 

FIG 3.15 
Luego, ya que la trayectoria de x fue elegida de manera tal 

que: 

y dada la inclinaci6n opuesta para ambas fuentes respecto a 
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la bisectriz podemos encontrar que sobre la trayectoria x se 

construye una onda estacionaria de una longitud de onda igual 

a la de las ondas que la conforman por tanto la distancia en

tre puntos de máxima intensidad estarán localizados a una dis 

tancia igual a X~¡ 2 o sea 

X FIG 3.16 
Pensando en que esta distancia es justamente la distancia en-

tre franjas concluimos que: 

X' >.. 

f::.x. 
2 

2 2 .6 e.tt CL 

Así si se realizara el mismo ~azonamiento a lo largo de la bi 

sectriz concluiriamos que en esta dirección no puede haber P2 

sibilidad de enfrentamiento de ondas, sino que se presentará 

la suma de dos ondas mayores en el mismo sentido. 

Con base en los dos razonamientos anteriores nos atravemos a 

afirmar que en el espacio·de intersecci6n de ambos rayos de 

luz tendremos como resultado del fen6meno de interferencia, 

la formaci6n de planos luminosos intercalados entre planos 

oscuros y distanciados uno del otro por una magnitud t::.x. 
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Arreglos 6pticos posibles 

Existen tres tipos de arreglos: 

a) Utilizando un solo rayo incidente en el volumen de con

trol de medici6n, la intensidad de la luz en el volumen 

de control está gobernada por la distribuci6n de la in

tensidad lumínica del rayo incidente y la acci6n de una 

lente de enfoque L, con dos detectores en distinta posi

ci6n 

b) Un arreglo 6ptico en eJ. cual la distribuci6n de la inte!!_ 

sidad de la luz dentro del volumen de control muestra un 

patr6n de interferencia preciso debido a la interacci6n 

de dos rayos de luz coherente y de igual intensidad 

c) Un arreglo en el que los rayos que se interfieren poseen 

diferentes intensidades dando por resultado la debilita

ci6n del patr6n de interferencia del caso. 

De la descripci6n anterior se puede notar que fen6menos dife

rentes pueden ser utilizados para medir las componentes media 

y fluctuantes de velocidad, los corrimientos de frecuencia de 

bido al efecto Doppler sobre dos rayos reflejados por una pa~ 

tícula pueden ser medidos solo si los dos rayos de luz son so 

breirnpuestos para producir una diferencia de frecuencias. 
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En el caso de un patr6n de interferencia de frecuencia definí 

do, la raz6n a la cual las partículas dispersantes cruzan las 

rendijas del patr6n de interferencias respecto al tiempo pue

de ser medido, en tales casos el sistema combinante no es re

querido para aislar la frecuencia de interés. 

Detecci6n 6ptima heterodina. Concepto del método de ren 

dij a 

La técnica de detecci6n 6ptica heterodina (oscilante) es la 

más comün en las mediciones laner-Doppler. En esta técnica 

el corrimiento Doppler se detecta como la diferencia de fre

cuencia entre la luz proveniente de dos fuentes cuando las 

ondas luminosas se superponen en la superficie del fotomulti

plicador. El proceso mezclador dentro del fotodetector dará 

la diferencia de frecuencias ya que todas las otras frecuen

cias son demasiado altas para ser detectadas. 

En el caso de los velocímetros llamados de rendija, la señal 

de frecuencia corresponde a la raz6n con que las rendijas lu

minosas o franjas de interferencia son cruzadas por partícu

las dispersantes en suspensi6n en el fluído. Por lo· tanto es 

tos instrumentos requieren una distribución de la intensidad 

de la luz continua, estQ es, un patr6n de franjas en el punto 

de medici6n. 
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La luz dispersada tambi~n muestra un cambio aparente en la 

frecuencia debido al efecto Doppler, este corrimiento de fre-

cuencia no es detectado si un sistema combinador de la luz no 

es utilizado. 

Utilizando las ecuaciones que gobiernan la interacción de los 

rayos de luz coherente de convergencia finita emitidos por 

dos fuentes a una distancia d entre ellas, se tiene que la 

geometría del patr6n de rendijas puede ser utilizado para la 

medición de velocidades si se registra la forma en que varía 

la intensidad de la luz dispersada por pequeñas partículas 

atravesándolo. 

Tomando Ux como la componente de la velocidad de la partícula 

perpendicular al patrón de rendijas, óv la frecuencia de la 

señal observada se tiene la siguiente ecuaci6n 

en donde a es el ángulo entre el vector velocidad y su compo-

nente en x. 

Entonces el sistema mide la componente U que es perpendicux 
lar a la bisectriz de los dos rayos luminosos en el mismo pl~ 

no. 
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3.4.2 Caracter!sticas de la señal del fotomultiplicador 

Densidad de Fotones 

En el fotomultiplicador, las emisiones de fotones son eventos 

discretos que ocurren con un ritmo proporcional al flujo lumi 

noso incidente en el detector. 

En flujos luminosos bajos y amplitudes de banda altas, estas 

emisiones aparecen como pulsos discretos en la salida del fo

tomultiplicador. 

En flujos luminosos altos y/o amplitud de banda decrecida es

tas emisiones se mezclarán en una señal continua. 

En los flujos luminosos bajos donde los fotones pueden medir

se individualmente, se dice que la señal está resuelta y se 

le conoce como una señal de baja fotodensidad. Una caracte

r!stica importante de esta señal es que la emisión de fotones 

es lo suficientemente baja para que los pulsos sean individua 

les y no se apilen. 

En los flujos luminosos altos, los fotones pierden su identi

dad discreta y la señal se vuelve esencialmente una señal an~ 

16gica que se conoce como de alta densidad. En esta condi

ci6n las fotopulsaciones se traslapan lo suficiente para dar 
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una señal de salida continua proporcional al flujo luminoso 

incidente. La mayor parte de los procesadores para VLD se di 

señan para trabajar con este tipo de señal, 

Una señal de baja fotodensidad se puede convertir en una de 

alta fotodensidad con un filtro para bajas, cuidando que la 

frecuencia del filtro esté sobre el ancho de banda de la se

ñal Doppler. 

Densidad de destello (Burst) 

La densidad de destello se refiere al nfunero de partículas en 

el volumen que se mide. 

Una señal de baja densidad de destello es aquella en donde la 

probabilidad de que más de una partícula se presente en el vo 

lumen de control sea baja, Así, la alta densidad de destello 

se interpreta como una elevada probabilidad de que más de una 

partícula se presente en el volumen de medici6n. 

Para la mayor parte de los procesadores, la máxima exactitud 

se obtiene con señales de baja densidad de destello. 

En la práctica, la exactitud real depende de la relaci6n se

ñal-ruido y de las características del procesador utilizado. 
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Nobs =número de rendijas observados 

W1 "recorrido paralelo de tas franjas 

Uy =componente paralelo de velocidad 

N =número total de rendijas 

L 1 = ancho del volumen de medición 
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Densidad de datos 

La densidad de datos se define como el tiempo transcurrido e~ 

tre dos destellos sucesivos que se puedan medir comparado con 

la escala de fluctuaci6n de velocidad. 

Las mejores mediciones se obtienen con una alta densidad de 

datos, baja densidad de destello y alta fotodensidad. 

3.4.3 Procesador (Ref 19) 

El procesador utilizado es un modelo 19BO (Counter Type) fa

bricado por TSI. Está diseñado espec!ficamente para procesar 

las señales provenientes del fotodetector de un velocímetro 

láser. 

Procesamiento de la señal 

La salida que se obtiene del fotodetector es una frecuencia 

que varía segdn la velocidad de la partícula. Para convertir 

esta señal a un voltaje 6 "ndmero" proporcional a la veloci

dad, se requiere un convertidor de frecuencia de algdn tipo. 

Como además de la frecuencia intervienen otras variables corno 

la intermitencia de la señal, el ruido y la variaci6n de la 

amplitud, &e requieren dispositivos sofisticados para conver-



tir apropiadamente la frecuencia a un voltaje o ntúnero que 

sea más directamente utilizable. 

Principio de operación 
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El procesador mide básicamente el tiempo r. paran, ciclos de 
.(. .{. 

la señal Doppler. La frecuencia se calcula como 

ll ./T . 
.(. .{. 

El valor de ni puede ser fijo o variable 

El procesador cuenta con un juego de filtros que eliminan tan 

to ruido como es posible sin restringir la señal Doppler, as! 

como un condicionador de entrada que amplifica la señal. 

La señal procesada pasa a un m6dulo digital anal6gico del que 

se obtiene una salida Doppler. 

La señal digital as! obtenida pasa a una computadora o cual-

quier otro instrumento para almacenar datos y poder ser anali 

zados (fig 3.19). 

3.4.4 Operaci6n del láser He-Ne. 124 B 

En este inciso se eniistan los pasos necesarios para operar 
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el modelo 1248 del láser He-Ne; sin embargo, por la naturale

za del fen6meno láser es recomendable leer cuidadosamente el 

manual del fabricante (Ref 18) y tomar todas las precauciones 

necesarias durante la puesta en marcha y la operación del mis 

mo. 

Instrucciones de operaci6n 

l. Colocar el interruptor de voltaje que se encuentra en la 

parte de atrás de la fuente de poder en la posici6n co

rrecta segrtn la corriente que se va a utilizar (115 6 

230 Vac) 

2. Seleccionar un flanco adecuado como el que se describe 

en la sección de seguridad en el paso del rayo 

3. Si no se está utilizando un cable de control remoto ase

gurarse de que el cable corto está instalado en el receE 

táculo remoto de la parte de atrás de la fuente de po

der 

4. Conectar el cable principal de energía al conector que 

está en la parte de atrás del láser 

5. Conectar el cable de energía 255 en el receptáculo co

rrecto, según se haya seleccionado la posici6n 115/230 
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d·e1 interruptor 

6. Mover el interruptor ON/OFF a la posición ON. El indica 

dor de emisión se debe iluminar 

7. Mover el atenuador del radio a la posición OPEN 

8. El rayo de salida debe aparecer en unos cuantos segundos. 

En r.aso de no ocurrir esto, se debe consultar la sección 

Trouble Shooting del Manual. 

3.4,5 Operación del Procesador del VLD 

A continuación se presenta un sumario de las instrucciones de 

operaci6n del Procesador 1980 fabricado por TSI. Para mayor 

información sobre cada uno de los incisos se debe uno referir 

a la sección III {Principio de Operación) {Ref 19). 

Conecci6n inicial 

a) Con~ctese la unidad a la l!nea de poder principal y col~ 

car en interruptor POWER que está en el lado izquierdo 

de la unidad a la posición ON 

b) Conectar la salida del fotodetector al receptáculo así 

marcado en el panel frontal del condicionador de entra-
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das 

c) Conectar el recept~culo FILTERED OUTPUT del condiciona

dor de entradas al osciloscopio. 

Preliminares 

a) Filtros: OFF 

b) L!mite de amplitud: FULL 

c) Ganancia: MIN 

d) Ciclos/Burst mínimos: 2-3 

e) Comparaci6n: 7% 

f) Control automático (AUTO) : bot6n verde IU 

. g) Exponente: Todos los botones IN 

Ajustes iniciales en el condicionador de entradas 

a) Aumentese la ganancia hasta que el indicador verde se en 

cienda o empiece a parpadear 
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b) Obs~rvese la señal filtrada de salida en el osciloscopio. 

Aumentar el valor del filtro paso bajas hasta que la se

ñal de frecuencia que interesa del fotodetector este cen 

trada en cero volts 

c) Si es necesario aumentar la ganancia nuevamente para que 

se vuelva a encender la luz verde 

d) Disminuir el valor del filtro paso altas para reducir el 

ruido de alta frecuencia. Llevar la disminuci6n al me

nor valor que permita· la máxima frecuencia Doppler espe

rada 

e) La señal filtrada de salida se debe ver limpia (libre de 

ruido) en el osciloscopio 

Ajustes de optimización 

a) Conectar la salida del monitor del medidor de tiempo al 

osciloscopio 

b) Observar la lectura SAMPLE RATE en el módulo de lecturas 

(si se dispone de uno). Si no, conectar la entrada DATA . 

READY a un contador de frecuencia 

c) Ajustar la ganancia en el condicionador de entradas has-
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ta que se obtenga un ritmo de muestreo (SAMPLE RATE) ra

zonable 

d) Oprimir los botones de exponente iluminados 

e) Poner el bot6n AUTO/MANUAL en MANUAL. La salida en el 

osciloscopio debe aparecer "razonable" para las condicio 

nes de flujo 

f) Ajustar el potenci6metro GAIN y el bot6n COMPARISON % p~ 

ra maximizar el ritmo de muestreo sin adquirir "falsos" 

puntos de datos 

g) Checar el valor promedio de salida (en el osciloscopio) 

para ver si es "razonable" comparado con la condici6n e!!_ 

perada (ver f6rmulas de conversi6n (Ref 18)) 

h) Ajustar el l!mite de amplitud si se requiere eliminar 

las partículas grandes 

i) Seleccionar el valor final de N o de burst totales requ~ 

ridos en el experimento. 



Osciloscopio que sigue la 
la señal de velocidad del 
flut'do contra el tiempo 

Sección de prueba~ Osclloscoplo que sigue lo 
~ señal del fofodetector 

Lo- L"""""m'~" //;'.~ ,"';"'"'." 
D---1 ~i: I>\~""""'"' 

Par1 ículas moviéndose 
con el fluido 

FIG 3.19 

Procesador 
de señal 

Solida de lo 
señal del 
procesador 

COMPUTADORA 
(anÓlls de dotas) 

olmacen de datos 
(disco-cinto) 



119 

3.5 Zona de medicl6n 

La zona de medici6n más "densa" se ubicó en la zona del codo 

en donde, en la práctica, se han detectado problemas de cavi

tación, es decir, a la salida de la curva vertical e inicio 

del canal horizontal como se explicó en el cap. l. Para com

pletar el esquema del fenómeno se hicieron perforaciones adi

cionales en toda la longitud de la estructura de lucita. 

Para instrumentar la zona se perforó una malla con las dimen

siones mostradas en la fig 3.20. 

Las perforaciones son perpendiculares a la superficie horizo~ 

tal y radiales en la superficie curva y tienen un diámetro de 

l. O cm. 

Para adaptar las celdas transductoras a estos orificios se di 

señaron y fabricaron unos conectores de lat6n y cobre que al 

mismo tiempo funcionan como válvulas de cierre. En las figs 

3.21a y b se muestra un conector y las partes que lo compo

nen. 

Las mediciones con el rayo láser se ubicaron en los mismos 

puntos en una secci6n horizontal a 0.5 cm de la superficie de 

lucita. 
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27 perforaciones para piezómetros y /o celdas 

-
• • • • 

Concreto • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • n • • Concreto 
• • • • • 

- 2!! 20 1!! 10 

P.erforaclones (a) 5cm y @ 10 cm 

FIG 3.20 
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Fig 3.21 a ffi 
1 
i 

Fig 3. 21 b 



4. MEDICION Y ANALISIS DE RESULTADOS 

Las mediciones presentadas en este capitulo corresponden a un 

gasto de 59 l/s, que es aproximadamente la mitad del gasto de 

diseño del modelo (130 l/s) • 

Para contar con datos que sirvieran de comparaci6n con los 

que se obtendrían experimentalmente, se aplic6 el m~todo des

crito en el cap. 1 utilizando en los cálculos hidráulicos los 

dos gastos mencionados. 

4.1 C~lculo de la6 ca~acte~16:t.i.ca6 hid~~uliea6 pa~a 

Q = o. 130 l/6 

Se tiene un gasto Q de .130 m3/s disponible en el laborato

,rio y una longitud de cresta, igual al ancho del canal de 

0.2 m. 
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a) Carga sobre el cimacio 

Para el modelo se tiene una relaci6n de p/Hd > 1.33, donde P 

es la altura del respaldo y Hd la carga de diseño; por tanto 

el coeficiente Ces igual a 2.18. De la ecuaci6n para des

carga libre en vertedores 

entonces 

He 

donde He es la 

mo la carga de 

He 

carga 

Q CLH 3/2 
{'. 

('ª'-..) 2/3 
CL 

total sobre 

( o. 1 30 ¡213 0.4463 
2.18 X 0.2 

la cresta del vertedor y' 

velocidad es despreciable, He = H a 

b) Perfil del agua sobre el cimacio 

co 

En la fig 4.1 se observa el perfil de agua que se obtuvo con 

los datos de la Tabla 3.4. Con el perfil del agua as! obte-

nido en forma gráfica, el tirante Y¡ sobre el punto de ta.nge!l 

cia servirá como tirante inicial en el cálculo del perfil del 

agua sobre la rapida y es igual a 0.184 m. 



--------------------------- Hd =0.446 

Flg 4.1 

,_. 
"' ... 
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c) Perfil del agua sobre la rápida 

El perfil del agua sobre la rápida se calcul6 con el m~todo 

del paso directo (Chow) tomando en cuenta los siguientes da

tos: 

Rugosidad del concreto l'I. o. o 1 3 

Pendiente de la plantilla so 1. 00 o 
Angulo de la plantilla 6 45° 

Ancho de plantilla b 0.2 m 

Rugosidad de la lucita 
l'I. 6 o. o 1 o 

Las fórmulas y la secuencia de cálculo del mlitodo se muestran 

en la Tabla 4.1. 

Con los valores finales de la Tabla 4.1 que corresponden al 

tirante y velocidad a la entrada de la curva vertical, Y y v, 

respectivamente, se aplica el m~todo descrito en el cap. l. 

l. Con las ec. 1.25c y 1.26 se encuentran los valores de E
0

, 

V o y To 

Eo 
v2 

+ 
v2 

~ + T c.oi. a L1 • 2,5. c.) 
2g gR V 

Eo 2.2422 + 6.6327 2 
(0.098) + 0.0693 

( 9. 8 I ( 2) 



A = by P = b + Zy 

S1. + S6. ¡ 
$.o- ., 0.(. .(.+ 

6 2 

lj !J C.0-0 /\ p Rlt ,____ 

0.184 0.130 0.0368 0.568 0.0648 

0.170 0.120 0.0340 0.540 0.0630 

0.156 0.110 0.01.'2 0.512 0.0609 

0.141 0.100 0.0282 0.482 o.osas 

0.127 0.096 0.0254 0.4540 O.OSS9 

0.1131 o.oso 0.0226 0.4262 O.OS30 

0.0090 0.070 0.0198 0.3980 0.0497 

0.0980 0.0693 0.0196 0.3960 0.0495 

- F 

V 

3.5326 

3.8235 

4.1667 

4.6099 

5.1181 

s. 7522 

6.5657 

6.6327 

V ._L 
tj )( b 

E ti E 

0.7660 -
0.8651 0.0991 

0.9949 0.1298 

1.1831 0.1882 

1.4251 0.2420 

1.7664 0.3413 

2.267 O.S007 

2.3115 0.0494 

TABLA 4.1 

v2 
E= tJ c.o-0e+ -

2g 

y 
1 

= O. 184 m 

só SI 
0.810 0.405 

0.0985 0.4543 

0.1225 o .1105 

0.1581 0.1405 

0.2071 0.1826 

0.2809 o. 2440 

0.3987 0.3390 

0.4091 0.2045 

V 
S1 = ¡~¡2 

o R Lf 3 
h 

so-s'b tix U1x l ·-
0.595 o o 
0.5457 0.1816 ' 0.1816 

0.8895 0.1459 0.3273 

0.8597 0.2189 0.5464 

0.8174 0.2961 0.8425 

0.7560 0.4515 1.2940 

0.6602 0.7584 2.0524 

0.79551 0.0558 2.1082 
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E
0 

= 2,5312 m 

2v 2 

v0
3 +-¡(- + 2gq c.04 - 2g Eº V o " o ( 1. 26) 

v
0 

= 6,6326 m/4 

2. Con ayuda de las ecs. 1.24.a, 1.24.b y 1.23 se determinan 

las caracter!sticas V y T en la secci6n terminal del co

do. Los resultados se presentan en la Tabla 4.2. 

En la secci6n final se obtuvo una velocidad V de 6.6387 

m/s y un tirante T de 0.095 m. 

3. Se encuentra el valor de v con la ec. 1.28 

v3 - j2g T + v2 11 + 2Kll V+ .2gq a o ( 1. 2 8) 

K ln R - ln (R - T) (1.14) 

V= 7.1697 m/4 

4, Se calcula W por medio de la ec. 1.34 

w3 
- 1 v 11 + ~l + sI.I w2 + gq = o 

. T 2V 
(1.30) 



128 

-
j <l>j <l>j+l zj zj+l V. T. r

6
h/y P{./Y P6/y j j 

o - 45 - 0.5850 6.6326 
1 45 43.54 0.5850 0.5504 6.6715 0.0974 0.0706 ll.2266 0.2972 
2 43.54 42.0968 0.5504 0.5160 6.6992 0.0970 0.0720 0.2275 0.2995 

1 3 42.0968 40.6452 0.5160 0.4825 6. 7253 0.0966 0.0733 0.2284 0.3017 
4 40.6452 39.1935 0.4825 0.4500 6. 7500 0.0963 0.0746 0.2292 0.3838 

2 5 39.1935 37.7419 0.4500 0.4184 6.7732 0.0960 0.0759 0.2300 0.3058 
6 37.7419 36.2903 0.4184 0.3879 6.7948 0.0957 0.0771 0.2307 0.3078 

3 7 36.2903 34.8387 0.3879 0.3585 6.8150 0.0954 0.0783 0.2313 0.3096 
a 34.8387 33.3871 0.3585 0.3301 6.8336 0.0951 0.0794 0.2320 0.3114 

4 9 33.3871 31.9355 0.3301 0.3027 6.8507 0.0949 0.0805 0.2325 0.3130 
10 31.9355 30.4839 0.3027 0.2765 6.8663 0.0947 0.0816 0.2330 0.3146 

5 11 30.4839 29.0323 0.2765 0.2513 6.8803 0.0945 0.0826 0.2335 0.3161 
12 29.0323 27. 5806 0.2513 0,2273 6.8928 0.0943 0.0836 0.2339 0.3175 

6 13 27.5806 26.1290 0.2273 0.2044 6.9039 0.0942 0.0845 0.2343 0.3188 
14 26.1290 24.6774 0.2044 0.1827 6.9133 0.0940 0.0854 0.2346 0.3200 

7 15 24.6774 23.2258 0.1827 0.1621 6.9213 0.0939 0.0863 0.2349 0.3212 
16 23.2258 21.7742 0.1621 0.1427 6.9277 0.0938 0.0871 0.2351 0.3222 

8 17 21.7742 20.3226 0.1427 0.1243 6.9325 0.0938 0.0879 0.2352 0.3232 
18 20.3226 18.8710 0.1245 0.1075 6.9359 0.0937 0.0887 0.2353 0.3240 

9 19 18.8710 17.4194 0.1075 0.0917 6.9377 0.0937 0.0884 0.2354 0.3248 
20 17.4194 15.9677 0.0917 0.0772 6.9379 0.0937 0.0901 0.2354 0.3255 

10 21 15.9677 14.5161 0.0772 0.0638 6.9366 0.0937 0.0907 0.2354 0.3261 
22 14.5161 13.0645 0.0638 0.0518 6.9338 0.0937 0.0913 0.2353 0.3266 

11 23 13.0945 11.6129 0.051.8 0.0409 6.9294 0.0938 0.0919 0.2351 0.3270 
24 11.612') 10.1613 0.0409 0.0314 6.9235 0.0')3') 0.0924 0.2349 0.3273 

12 25 10.1613 0. 1091 0.0314 0.0231 6.9160 0.0940 0.0929 0.2347 0.3276 
13 26 8.7097 7.2581 0.0231 0.0160 6.9070 0.0941 0.0934 0.2344 0.3277 
14 27 7.2581 5.8065 0.0160 0.0103 €.8964 0.0943 0.0938 0.2340 0.3278 
15 28 5.8065 4.3548 0.0103 0.0058 6.8843 0.0944 0.0941 0.2336 0.3278 
16 29 4.3548 2.9032 0.0058 0.0026 6.8707 0.0946 0.0942 0.2332 0.3277 
17 30 2.9032 1.4516 0.0026 0.0006 6.8555 0.0948 0.0948 0.2327 0.3275 
18 31 1.4516 o.oo 0.0006 o 6.8387 0.0950 0.0950 0.2321 0.3272 

TABLA 4.2 

,.,, -~ 



X"' R 1.tn R-11 - (R-Tl (.tn (R-T) · ll - T bt (R-T) (l. 31) 

W = 6.9423 m/.1; 

S. Se calcula P6/y mediante la ec. 1.37 recordando que 

IJ = q /W 

P, 
..J.L,,y+ 
y 

w2 

2g 

- 0.0699 m 

( 1. 3 7) 
2g 

p 
6. Como .:J. > - 3 m se considera que no habrá cavitaci6n 

y 

4.2 Cdlculo de ta.1; ca~acte~1.1;tica.1; hid~dulica.1; pa~a 

Q. = 0.059 m3/.1; 

DATOS 

Q. " 0.059 m3 /.1; 

q 0.295 m
3 

/.b/m 

b 0.2 m 

R " 2 m 

n " e o. o 13 

lt " e o. o 1 o 
6 = 45° 

e = 2. 1 8, Hd • 0.446 

129 



a) Carga sobre el cimacio 

Q " CLH3/2 

H (i._¡2/3 
CL 

{ 0.059 ¡213 

o. 2 X. 2. 18 

b) Perfil de agua sobre el cimacio 

!!._:::05 . 

X/Hd IJ/Hd X 

-1.0 -0.490 -0.446 

-o.a -o.4a4 -o. 357 

-0.6 -0.475 -o. 26a 

-0.4 -0.460 -o .179 

-0.2 -0.425 -o. 089 

o -0.371 o 

0.2 -0.300 o. 089 

0.4 -0.200 o .179 

0.6 -0.075 o. 26a 

o.a o. 075 0.356a 

1.0 0.25a 0.446 

1.1 0.3495 0.489 

TABLA 4.3 

130 

H O. 264 

IJ 

-0.2185 

-o. 2159 

-0.2119 

-0.2052 

-o.la96 

-0.1655 

-0.133a 

-0.0892 

-0.0335 

-0.0335 

0.1151 
0,1559 



c) Tirante de entrada a la rápida, ver fig 4.2 

Y¡ O. 08 m Y¡ C0.6 $ 0.0566 

d) Perfil del agua sobre la rápida (Ver Tabla 4.4), 

lo. Energía a la entrada del codo 

T " 0.0475 o 

T C0.6 0 0.0336 o 

2 2 
E V .,. V !{. .¡. T C0.6 e o 2g gR V 

E " 1.9659 .¡. 
6.2105 2 

0.0475 .,. 0.0336 
o 9. 81 ( 2 l 

Eo 2.0929 

Velocidad a la entrada del codo 

2N 3 .,. _o_.,. 
R 

6.2106 mi.& T o 

o 

0.0475 m 

131 



------~--------------- H= 0.264 

Flg 4.2 .... 
w 
N 



!! !! C.069 /). p Rh V v2
129 

0.0800 0.0566 0.016 0.3600 0.0444 3.6875 0.6931 

0.0700 0.0495 0.0140 0.3400 0.0412 4.21<13 0.9052 

0.0600 0.0424 0.0120 0.3200 0.0375 4.9167 1.2321 

0.0500 0.0354 0.0100 0.3000 0.0333 5.9000 l. 7742 

0.0490 0.0346 0.0098 0.2980 0.0329 6.0204 1.8474 

0.0480 0.0339 0.0096 0.2960 0.0324 6.1458 1.9251 

0.0475 0.0336 0.0095 0.2950 0.0322 6.2105 1.9659 

TABLA 4.4 

E /:;E s6 s6 

0.7497 - 0.1460 0.0730 

0.9547 0.2050 0.2111 0.1785 

1.2745 0.3198 0,3255 0.2683 

1.8096 0.5351 0.5489 0.4372 

1.8820 0.0724 0.5784 0.5637 

1.9590 0.0770 0.6177 0.5981 

1.9926 0.0336 0.6360 0.6269 

so-s6 t;x 

0.9270 o 

0.8215 0.2495 

0.7317 0.4371 

0.5628 0.9508 

0.4364 0.1659 

0.4019 0.1916 

0.3731 0.1000 

l:t;x 

o 

0.2495 

0.6866 

0.6374 

1.8033 

1.9949 

2.0950 

1-" 
w 
w 
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3. v 3 - l 2gT + v2 (H + ZK) 1 V + 2gq = o (l. 2 8) 

K = tn R - tn (R-T) ( 1. 141 

Resolviendo V = 6,3085 m/¡, 

4. w3 lv¡1 + ~I + ~I w2 
+ gq = o ( 1. 341 

Y= R (i.n R-l) - (R-T) (ltt (R-T)-l) - T ln (R-T) 

( 1. 31 ) 

Resolviendo 

w 6. 1969 m/¡, 

!J. = 
w2 v2 

s. y + ( 1. 37) 
y 2g 2g 

Resolviendo !J. = - 0.0235 m 
y 

6. Se considera que no habrá cavitaci6n. 

4.3 Medici6n de vetacidade¡, can el velaclmet~a La1.e~-Vappte~ 

Para ejemplificar el procedimiento de medici6n de las veloci-

dades se escogió la secci6n 15 en el modelo con la 

finalidad de mostrar los resultados q~e se obtienen usando el 
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velocímetro y el analizador mencionado en el cap. 3. 

Las mediciones se hicieron sobre cada secci6n a diferentes al

turas sobre la plantilla con el objeto de obtener el perfil de 

velocidades en la vertical. 

Las lecturas de velocidad se leyeron directamente del procesa

dor del velocímetro laser. Los resultados de estas lecturas 

se presentan en la Tabla 4.6 para la secci6n 15 y están dibuj~ 

das en la fig 4.3. 

Para obtener los espectros de velocidad, el analizador se co

nect6 a la salida del proces~dor del velocímetro. Los espec

tros respectivos para diferentes alturas sobre la plantilla se 

encuentran dibujados en la fig 4.4 para la secci6n 15. Con el 

veloc!metro laser y el analizador de espectros calibrados se 

tiene para este Gltimo que un milivolt corresponde a 0.032 

m/s. Con este dato se hacen las transformaciones de milivolts 

a m/s y con ello se calcula el área del espectro de un lado y 

aplicando la ec. 1.41, obtener la desviaci6n estándar de la ve 

locidad. Estos resultados se encuentran en la Tabla 4.B. 

4.4 Jnte~p~etaci6n de la di&t~ibuci6n de velocidade& medida& 

en una &ecci6n del canal 

La presencia de. la superficie libre y el cambio de direcci6n a 
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2. Cálculo de la velocidad, tirante y presiones en la sec

ci6n terminal del codo 

M. • O.OS m s 31 

j 4>j 4'j+I z. zjrl v. T. Pdh/y P6c/y 
j j j 

o - 45 - 0.581 6.2106 0.0475 
1 45 43.54 0.581 o. 5504 6.2511 0.0472 0.0342 0.0951 
2 43.54 42.0968 0.5504 0.5160 6.2728 0.0470 0.0349 0.0954 
3 42.0968 40.6452 0.5160 0.4825 6.2927 0.0469 0.0356 0.0957 
4 40.6452 39.1935 0.4825 0.4500 6.3109 0.0467 0.0362 0.0960 
5 39.1935 37.7419 0.4500 0.4184 6.3274 0.0466 0.0369 0.0963 
6 37.7419 36.2903 0.4184 0.3879 6.3422 0.0465 0.0375 0.0965 
7 36.2903 34.8387 0.3879 0.3585 6.3552 0.0464 0.0381 0.0967 
8 34.8387 33.3871 0.3585 0.3301 6.3664 0.0463 0.0387 0.0969 
9 33.3871 31.9355 0.3301 0.3027 6.3760 0.0463 0.0399 0.0970 

10 31.9355 30.4839 0.3027 0.2765 6.3839 0.0462 0.0398 0.0971 
11 30.4839 29.0323 0.2765 0.2513 6.3900 0.0462 0.0404 0.0972 
12 29.0323 27.5806 0.2513 0.2273 6.3944 0.0461 0.0409 0.0973 
13 27.5806 26.1290 0.2273 0.2044 6.3972 0.0461 0.0414 0.0973 
14 26.1290 24.6774 0.2044 0.1827 6.3982 0.0461 o .0419 0.0973 
15 24.6774 23.2258 0.1827 0.1621 6.3976 0.0461 0.0424 0.0973 
16 23.2258 21. 7742 0.1621 0.1427 6.3952 0.0461 0.0428 0.0973 
17 21. 7742 20.3226 0.1427 0.1245 6.3912 0.0462 0.0433 0.0978 
18 20.3226 18.8710 0.1245 0.1075 6.3855 0.0462 0.0437 0.0971 
19 18.8710 17.4194 0.1075 0.0917 6.3781 0.0463 0.0441 0.0970 
20 17 .4194 15.9677 0.0917 0.0772 6.3691 0.0463 0.0495 0.0969 
21 15.9677 14.5161 0.0772 0.0638 6.3583 0.0464 0.0449 0.0967 
22 14.5161 13.0645 0.0638 0.0518 6.3459 0.0465 0.0453 0.0965 
23 13.0645 11.6129 0.051B 0.0409 6.3319 0.0466 0.0456 0.0963 
24 11.6129 10.1613 0.0409 0.0314 6.3161 0.0467 0.0460 0.0961 
25 10.1613 8,7097 0.0314 0.0231 6.2987 0.0468 o .0463 0.0958 
26 8.7097 7.2581 0.0231 0.0160 6.2796 0.0470 0.0455 0.0955 
27 7.2581 5,8065 0.0160 0.0103 6.2589 0.0471 0.0469 0.0952 
28 5.8065 4.3548 0.0103 0.0058 6.2365 0.0473 0.0472 0.0949 
29 4.3548 2,9032 0.0058 0.0026 6.2124 0.0475 0.0474 0.0945 
30 2.9032 1.4516 0.0026 0.0006 6.1866 0.0477 0.0477 0.0941 
31 1.4516 o 0.0006 o 6.1592 0.0479 0.0479 0.0937 

TABLA 4.5 

Pf/Y 

0.1293 
0.1303 
0.1313 
0.1322 
0.1331 
0.1340 
0.1348 
0.1355 
0.1363 
0.1369 
0,1376 
0.1382 
0.1382 
0.1387 
O.B92 
0.1401 
0.1405 
0.1409 
0.1412 
0.1414 
0.1416 
0.1418 
0.1420 
0.1421 
0.1421 
0.1421 
0.1421 
0.1421 
0.1420 
0.1418 
0.1416 
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Altura sobre la 
plantilla vmfo vmd~ SECCION 15 

(cm) 
,,_ 

0.35 5.95 6.10 

o.so 5.17 5.31 

-0.60 6.44 6.54 

0.70 6.29 6 .49 

-0.95 6.59 6.68 

1.00 6.37 6.61 

l. 30 6.61 6.68 

-1.50 6.66 6.75 

l. 60 6.53 6.72 

-2.00 6.62 6.72 

2.06 6.53 6.61 

2.35 6.57 6.72 

-2.55 6.62 6.75 

2.65 6.52 6. 72 

-2.90 6.66 6. 75 

3.00 6.56 6. 73 

3.60 6. 64 6.74 

Q. = 0.059 m3 /1. U/111.nte y = 4.3 cm Vmed = 6.86 m/1. 

TABLA 4.6 

VELOCIDADES MEDIDAS CON EL VELOCIMETRO LASER 
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h s2 s 

SECCION ALTURA SOBRE AREA BAJO EL DESVIACION 
LA PLANTILLA ESPECTRO x 2 ES'rANDAR 

m/s 

0.6 0.4938 0.7027 

15 2.0 0.1288 0.3588 

3.6 o .1211 0.3480 

TABLA 4.7 

DESVIACIONES ESTANDAR DE LA VELOCIDAD 
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lo largo del canal, la rugosidad de la superficie y el gasto 

afectan la distribuci6n de velocidades a lo largo del canal. 

En forma general (Chow) puede decirse que la velocidad media 

se localiza a una profundidad aproximada de 0.6 del tirante y 

la velocidad máxima a 0.25 del tirante, medida la profundidad 

de la superficie libre hacia la plantilla del canal. 

De acuerdo con los resultados mostrados en las figs 4.3 y 4.4 

la distribuci6n de velocidades se puede representar con una 

ecuaci6n del siguiente tipo 

V = K y11 (4. 1) 

donde K y n son constantes, cuyo valor se obtiene al hacer el 

ajuste de los datos. Los valores de K j' n calculados para 

los puntos mostrados en la fig 4.3 valen aproximadamente 

ti " 0.06 y K = 6.4. Por otra parte según Chow el coeficiente 

de Coriolis a, que aparecen en la ecuaci6n de la energía y 

que afecta a la carga de velocidad, puede tomar valores mayo

res a 1, ya que generalmente el valor que se le asigna en los 

problemas prácticos es de 1, puede expresarse como 

a = ( 4. 2) 

( 4. 3) 



V " K1/1 K=6. 4 n=0.06 

lj V y V 

0.1 5.5742 1.8 6.6297 

0.2 5.8109 2.0 6. 6718 

0.3 5.954 2.2 6. 7100 

0.4 6. 0576 2.4 6.7452 

0.5 6.1393 2.6 6. 7776 

0.6 6.2068 2.8 6. 8078 

0.7 6.2645 3.0 6.8361 

o.a 6.3149 3.2 6.8626 

0.9 6.3597 3.4 6.8876 

.1. o 6.400 3.6 6.9113 

1.2 6.4704 3.8 6.9337 

1.4 6.5305 4.0 6.9551 

l.6 6.5831 

TABLA 4.9 

PUNTOS PARA LA CURVA TEORICA DE DISTRIBUCION 
DE VELOCIDADES 
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y vml11 vmáx y V I m-<.l'l vmáx 
-

0.60 6.44 6.54 0.70 6.29 6.49 
0.95 6.59 6.68 1.00 6.37 6.61 
1.50 6.66 6. 75 1.30 6.61 6.68 
2.00 6.62 6. 72 1.60 6.53 6. 72 
2.55 6.62 6. 75 2 .oo 6.53 6. 71 
2.90 6.66 6.75 2.35 6.57 6. 72 
3.60 6.64 6.74 2.65 6.62 6. 72 

3.00 6.56 6.73 
0.35 5.95 6.10 
0.15 5.17 5.31 

V = Ky11 

.f.og V = .f.og K .,. 11 .f.og y {Ex) (Ex 2
J - {Ex) (E¡¡) a = 

11 EX 2 (Ex) z -
y = a .,. bx 

11 (EX![) -
(Ex) {E~) Ey = ª11 .,. b Ex b = 

11i::x 2 - (Ex) 
Exy " al:x .,. bl:x 

y V m.<'.11 l'l /(. K = 6. 31 

l. 8422 6.3102 0.0634 0.8625 l'l = 0,06 

y V máx l'l /(. K = 6.45 

l. 8639 6.45 0.0605 0.8614 l'l = 0.06 

Coeficiente promedio: K = 6. 379 

l'l = 0.0619 

TABLA 4.9 

OBTENCION DE LAS CONSTANTES 11 Y K POR MEDIO DE UNA REGRESION 
LINEAL 
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Sánchez Bribiesca (1986) de acuerdo con sus estudios ha encon 

trado que E = n y cuyo valor cambia de secci6n a secci6n a lo 

largo de la curva vertical, por tanto de acuerdo con lo men

cionado a debe tomarse igual a 1.01. Como se observa en la 

Tabla 4,8 la velocidad media en la secci6n 15 es 6.70 m/s y 

su correspondiente carga de velocidad es igual a 2.288 m y si 

se toma en cuenta el valor de a calculado vale 2.11 m. 

SEXX:IOO lj 0.6 y o. 25 lj V v,11,fa E a v2129 aV2 /2g 

15 0.0430 0.0172 0.0323 6.70 6.75 0.06 1.01 2.288 2.311 

TABLA 4.8 

Lo anterior no parece importante, sin embargo, al trabajar 

con velocidades del orden, por ejemple:> de 3& m/s se tiene que 

la carga de velocidad sin corregir es 73.6 m y corregida es 

igual a 74.3 m, lo cual ya da una diferencia que puede llegar 

a ser importante en el cálculo, principalmente en la zona don 

de se ubica la curva vertical. 

Para comparar las cargas de presi6n calculadas con la ec. 1.19, 

en la instalaci6n experimental se colocaron 18 piez6metros a 

lo largo de la curva. En la Tabla 4.10 y en la fig 4.5 se pr~ 
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sentan tanto los resultados experimentales como los calcula

dos. Como se observa en las secciones 12 y 18 es donde se 

tiene mayor semejanza entre los valores, ya que en el resto 

de los puntos generalmente la carga de presión medida es ma

yor que la hidrostática, ello indica que la fuerza centrifuga 

producida por la curvatura es importante en el diseño hidráu

lico del codo. 
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LECIURAS EN LOS PIE~ 

SECX:ION TIRANI'E MEDIO MAX MlN MEDIA CARGA. DE PRESION 
cru:.an:.ADA 

(m) (m) (m) (m) (m) 

1 0.0450 0.2170 0.1800 0.2025 0.1313 
2 0.0450 0.2030 0.1820 0.1925 0.1331 
3 0.0470 0.1580 0.1440 0.1510 0.1348 
4 0.0470 0.1520 0.1470 0.1495 0.1363 
5 0.0480 0.1940 0.1830 0.1885 0.1376 
6 0.0475 0.1870 0.1770 0.1820 0.1382 
7 0.0470 0.2380 0.2230 0.2305 0.1392 
8 0.0048 0.1900 0.1870 0.1885 0.1405 
9 0.0480 0.1820 0.1780 0.1800 0.1412 

10 0.0440 0.2640 0.2450 0.2545 0.1416 
11 0.0430 0.1670 0.1640 0.1655 0.142 
12 0.0430 0.1460 0.1420 0.1440 0.1421 
13 0.0450 0.2540 0.2340 0.2440 0.1421 
14 0.0430 0.1730 0.1680 0.1705 0.1421 
15 0.0430 0.2070 0.2040 0.2055 0.1421 
16 0.0400 0.1890 0.1840 0.1865 0.1420 
17 0.0400 0.1050 0.0960 0.1005 0.1418 
18 0.0400 0.1480 0.1410 0.1445 0.1416 
19 0.0390 0.1130 0.1100 0.1115 
20 0.0390 0.0870 0.083 0.0850 
21 0.0380 0.0870 0.0770 0.0850 
22 0.0380 0.0800 0.0730 0.0765 
23 0.0375 0.0880 0.0840 0.0860 
24 0.0375 0.1750 0.1620 0.1685 
25 0.0370 0.1670 0.1320 0.1495 
26 0.0365 0.1830 0.1780 0.1805 
27 0.0365 0.0570 0.0540 0.0555 

TABLA 4.10 

PRESIONES DE FONDO MEDIDAS Y CALCULADAS 



o.a 

0.6 

0.4 

0.2 

o 

- Lectura superior 
----- Lectura Inferior 
-·-·- Presión calculado 

C~rvo ! Recto 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

o 0.1 0.2 
t , 1mdmd 
metros 

---==-=·---

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 

Fig 4.5 Lecturas registradas en los piezómetros 



5. CONCLUSIONES 

De las observaciones realizadas en el modelo hidráulico desta 

ca lo siguiente: 

El tirante se mantiene casi constante a lo largo de la 

curva, sin ~.mbargo existen pequeñas fluctuaciones en el 

mismo que son despreciables 

Las presiones registradas en cada uno de los piezom~tros 

oscilan hasta 2 cm. alrededor de la altura media (ver T~ 

bla 4.10). En la fig 4.5 se puede ver que las alturas 

registradas en los piezom~tros fluctaan a lo largo del 

codo siguiendo una curva de tipo senoidal. Este efecto 

no cesa al final del codo sino que en buena parte del 

tramo horizontal la presi6n no es exactamente igual a la 

hidrostática, es decir, la fuerza centrífuga deja sentir 
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su efecto aunque ya no exista la curva vertical 

-. La ec. 1.23 da resultados razonablemente aproximados en 

la secci6n terminal del codo pero no describe las fluc

tuaciones de la presi6n a lo largo del mismo pues, según 

dicha ecuaci6n, la presi6n va siempre en aumento (ver T~ 

bla 4.5) y, de las pruebas realizadas en el laboratorio, 

se observa que no se tiene este comportamiento (ver Ta

bla 4.10). Sin embargo, en lo que sí existe concordan

cia es en el hecho de que la zona crítica es la terrnina

ci6n del codo ya que hay un descenso brusco en el valor 

de la presi6n lo cual, para condiciones reales, debe ser 

tomado en cuenta en el diseño 

La ley de veloc.idades propuesta en la ec. 4 .1 puede mej~ 

rarse al ajustar los parámetros K y n si se cuenta con 

un mayor número de puntos y mediciones en otras seccio

nes. Tambi€n debe considerarse el efecto de las paredes 

en la distribuci6n de velocidades 

La velocidad calculada con la expresi6n 1.23 es menor 

que la obtenida experimentalmente aunque con esta ecua

ci6n s! se obtienen fluctuaciones en la velocidad alrede 

dor de los valores medidos 

La velocidad de salida calculada (ver Tabla 4.5) es ma-
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yor que la que se tiene a la entrada, sin embargo la ve

locidad máxima se presenta en el piezométro 14 y no a la 

salida del codo donde cesa la acci6n de la fuerza centr! 

fuga 

Para efectuar las mediciones es necesario que el agua 

salga tranquila (V entrada ~ O) del tanque de carga y di 

rigirla a la entrada del cimacio, de lo contrario se for 

man corrientes de flujo que se reflejan a todo lo largo 

del canal, lo que puede afectar el comportamiento de las 

fluctuaciones de presi6n. También es importante tomar 

en cuenta el hecho de si sobre el cimacio se pone una p_! 

la o no 

Las lecturas registradas con la celda no se ven afecta

das por la vibración en el modelo, pero si influye la 

distancia a la que esté conectada con respecto a la pla!!_ 

tilla del canal 

Las mediciones de velocidad, se ven afectadas cuando la 

superficie no es perfectamente transparente ya que esto 

impide el paso libre del rayo 

Actualmente se trabaja en la construcción de otros dos 

modelos con diferente ángulo de inclinaci6n en la rápi

da y diferente radio d.e curvatura para comprobar si los 
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resultados obtenidos con el modelo actual son semejantes 

o cambian y con ello poder hacer las rnodif icaciones per

tienentes a la teoría propuesta en el cap. l. 
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PROGRAMA QUE CALCULA TODAS LAS VARIABLES QUE INTERVIENEN EN 

LA ECUACION 1.22 Y LA PRESION DE FONDO DADA POR LAS ECUACIO

NES 1.29 Y 1.32 (ff.P 41CV) 

LBLTPRES 23 PROMPT 

CF 02 24 STO 11 

SF 01 25 RCL 01 

CLRG 26 RCL 04 

SF 06 27 

T Q. = ? ga.ó.f:JJ unltaJúo 28 PI 

PROM PI 29 * 
STO 00 30 180 

TR ª ? /fJJ.dio dd codo 31 / 

PROMPT 32 X.<> !l 

STO 01 33 / 

T b = ? ancho de pto.ntlU.a. 34 WT 

PROMPT 35 STO 05 

STO 02 36 TS = da. eJ. númeJI.() 
de .i.n,tC!/l.va.t.Ol> 

TN • ? JW.gO&.i.da.d 
37 AR.CL x. 

PROMPT 
38 AVIEW 

STO 03 

TTETA? 
39 PSE 

ifnguf.o de e.nbuuia. 
40 LASTX 

PROMPT 
41 

STO 04 
42 CHS 

STO 20 

TVL " ? 
43 RCL 11 

.lnrYtemen.to de Clll.C.o 
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44 * 68 I 
45 STO 22 69 

46 TVLI " va.i.011. del. p!LÚneJt. 70 SIN 
!> egme.nto de Me.o 

71 I 
47 ARCL x 

72 RCL 04 
48 AVIEW 

73 2 
49 PSE 

74 I 
50 RCL 05 

75 SJN 
51 ENTERt 

76 * 
52 1000 

77 STO 08 
53 I 

Tz <O> = 78 
54 1. 00001 

79 ARCL X 
55 .¡. 

80 AVIEW 
56 STO 17 

TV <O> 
81 TONE 1 

57 .. ? pJr.eg1.mta. vel.oWlad 
.ltthúa.f. 82 PSE 

58 PROMPT 83 RCL 04 

59 STO 06 84 TF1 <0> = 

60 LVL TzJI c.a.f.cufa. .e.a. aU.wr.a. del 85 ARCL X 
e.o do y da. el. CVLc.o pM 
c..la.i. .lrúcJ..a.i." TETA - 86 AVIEW 

61 RCL 04 87 TONE 2 

62 SIN 88 PSE 

63 RCL 01 89 RCL 05 

64 * 90 

65 90 91 + 

66 ~CL 04 92 1000 

67 2 93 I 

"' 



158 

94 1. 00001 120 RCL 04 

95 + 121 

96 STO 18 c.onta.doJr. 122 • 01745 

97 LBL 01 Ec.. 1. 22 123 * 
98 XEQ. T Fl 124 RCL 04 

99 XWQ. TZJ 12.S TA~ 

100 RCL 00 126 * 
101 RCL 06 127 CllS 

102 / 128 

103 STO 13 129 + 

104 RCL 01 130 RCL 04 

105 RCL 13 131 cos 

106 132 * 
107 LN 133 RCL 06 

108 CHS 134 / 

109 RCL 01 135 RCL 00 

110 LN 136 ~ 

111 + 137 STO 15 

112 2 138 RCL 14 

113 * 139 RCL 06 

114 140 Xt2 

115 + 141 * 

116 9.81 142 CllS 

117 I 143 RCL 10 

118 STO 14 144 + 

119 RCL 07 14!i RCL 08 
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146 172 * 
147 STO 16 173 CHS 

148 RCL 13 174 RCL 04 

149 RCL 02 175 cos 
150 * 176 RCL 00 

151 RCL 13 177 * 
152 2 178 RCL 06 

153 * 179 Xt2 

154 RCL 02 180 I 

155 + 181 + 

156 I 182 RCL 15 

157 1. 3333 183 RCL 16 

158 YtX 184 + 

159 RCL 03 186 X <> y 

160 Xt2 187 / 

161 X <> y 188 STO 06 

162 I 189 SF 02 

163 FS?01 190 TVJ+1= da. la 
veJ.oc..lda.d 

164 RCL 22 
191 ARCL X 

165 CF 01 
192 AVZEW 

166 FS?02 
193 PSE 

167 RCL 11 
194 RCL 00 

168 
195 X <> y 

169 RCL 14 
196 I 

7 70 + 
TTJ+1= 197 da. eJ. 

171 RCL 06 t.Ur.a.tite 
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198 ARCL X 223 "" 

799 AVIEW 
T 224 PFe/90= 

200 PSE 225 ARCL X 

201 PSE 226 AV1EW 

202 STO 21 e.ale.uf.a fu.& 
p!l.ú.lo l'IU 

227 PSE 

228 PSE 

203 RCL 07 229 + 

204 cos 230 TPF/%= 

205 * 231 ARCL X 

206 T PFfl/%= 232 AV1EW 

207 ARCL X 233 PSE 

208 AV1EW 234 PSE 

209 PSE 235 RCL 07 

210 PSE 236 STO 04 

211 RCL 01 237 RCL 10 

212 RCL 27 238 STO 08 

213 239 ISG 17 

'l14 LN 240 STO 01 

215 CllS 

216 RCL 01 

241 LBLTF1 e.ale.uta el 
ángulo 

217 LN 242 RCL 20 pM4 e.a.da. 
.úite1t.valo 

218 + 243 RCL 05 

219 9.81 244 I 
220 I 245 RCL 18 

221 RCL 06 246 INT 

222 Xt2 247 * 
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248 CHS 274 S1N 

249 RCL 20 275 * 
250 + 276 STO 10 

251 TFIJ+J= 277 TZJ+l= 

252 ARCL X 278 ARCL X 

253 AVZEW 279 AVZEW 

254 PSE 280 PSE 

255 STO 07 281 RTN 

256 .ISG 18 282 LBLTdL c.al.Cu.tct l.o. 

257 RTN 283 Fc.7C .OO 
p11.oyec.cl6n 
(opclonat'.) 

258 LBL~ZJ calc.u.l.o. l.o. aU.uM. 284 STO 04 

259 RCL 07 
del. pu.n;to . en ca.da. 
-lnt.eltvalc 285 RCL 04 

260 S/N 286 SIN 

261 RCL 01 287 RCL 01 

262 • 288 ' 
263 90 289 90 

264 RCL 07 290 RCL 04 

265 2 291 2 

266 / 292 / 

267 293 

268 SlN 294 StN 

269 / 295 / 

270 STO 09 296 RCL 04 

271 RCL 07 297 

272 2 298 / 

273 / 299 cos 
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300 * 
301 STO 12 

302 LBL 04 

303 RCL 09 

304 RCL 07 

305 2 

306 / 

307 cos 
308 ' 
309 STO 19 

310 RCL 12 

311 

312 CHS 

313 STO 11 

314 TdL= 

315 ARCL X 

316 AVIEW 

317 RCL 19 

318 STO 12 

319 PSE 

320 RTN 

321 EWV 
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PROGRAMA QUE CALCULA LAS ECUACIONES 1.28 Y .1.34 (v y w) 

01 LBLTVW 25 49 * 
02 TQ" ? 26 + 50 

03 PROMPT 27 TV " 51 RCL 11 

04 19.62 28 PROMPT 52 RCL 09 

05 * 29 STO 12 53 * 
06 STO 08 30 Xt2 54 

07 LBLTyy 31 * 55 STO 15 

08 TT" ? 32 RCL 09 56 RCL 09 

09 PROMPT 33 19.62 57 / 
10 STO 09 34 * 58 

11 TR " ? 35 + 59 + 

12 PROMPT 36 STO 13 60 RCL 12 

13 STO 10 37 RCL 10 61 * 
14 LN 38 ENTER+ 62 RCL 04 

15 RCL 10 39 LN 63 9.81 

16 RCL 09 40 64 * 
17 41 65 RCL 12 

18 LN 42 * 66 2 

19 STO 11 43 RCL 11 67 * 
20 44 / 68 / 

21 FS?02 45 69 + 

22 RTN 46 RCL 10 70 STO 14 

23 2 41 RCL 09 71 XE<lROOT 

24 * 48 72 LBLTV 
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73 RCL 04 

74 3 

75 Y+X 

76 RCL 04 

77 ~CL 13 

78 * 
79 

80 RCL 08 

81 + 

82 ENV. 
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01 LBL W 11 TGUESS2=? 36 • 
02 RCL 04 12 PROMPT 37 

03 3 13 STO 02 38 STO 04 

04 V+X 14 RCL 01 39 XEQ. 1NV 03 

05 RCL 04 15 STO 04 40 STO 07 

06 X+2 16 XEQ 1WV 03 41 XiiO? 

07 RCL 14 11 STO 05 42 GTO 04 

08 • 18 RCL 02 43 ABS 

09 19 STO 04 44 1 E-5 

10 RCL 08 20 XEQ 1WV 03 45 X>Yf 

11 2 21 STO 06 46 GTO 04 

12 / 22 RCL 05 47 RCL 07 

13 + 23 • 48 RCL 06 

14 EWV 24 X>O? 49 * 
25 GTO 05 so X>O? 

01 LBL ROOT 26 LBL 00 51 GTO 01 

02 TNOMBREt 27 RCL 02 52 RCL 02 

03 AOM 28 R.CL 02 53 STO 01 

04 PROMPT 29 RCL 01 54 RCL 06 

05 AOFF 30 55 STO 05 

06 ASTO 03 31 RCL 06 56 LBL 02 

01 LBL A 32 RCL 05 57 RCL 04 

08 TGUESSZ"? 33 58 STO 22 

09 PROMPT 34 I 59 RCL 07 

10 STO 01 35 RCL 06 60 STO 06 
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61 GTO 00 

62 LBL 01 

63 2 

64 ST/05 

65 GTO 02 

66 LBL 04 

67 CLA 

68 ARCL 03 

69 T-1-= 

70 ARCL 04 

71 PROMPT 

72 FS701 

73 RTN 

74 CF 01 

75 XEQ.TROOT 

76 LBL 05 

77 TFJ*F2>0 

78 AVIEW 

79 PSE 

80 GTO A 

81 ENV 
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