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INTRODUCCION

METODO DE LAS RIGIDECES.

Este método de analjzar estructuras se utiliza mds extensamente para
estructuras grandes y complejas, tales estructuras requieren el em-
pleo de computadoras digitales para efectuar los extensos cdlculos -
numéricos, y este mdtodo es el mds apropiado. para la p;ogramacidn -
de computadoras. La razdn es que el método de las rigideces, puede
ponerse en la forma de un procedimiento estandarizado, que no requie
re ninguna decisidn de. ingenierfa durante el proceso de cdlculo de-

bida a condiciones de hiperestaticidad de la estructura.

En este método se considera a los desplazamientos como las incégnitas

de 1a formulacién.

Heinrich Manderla fue el primero en utilizar los dasplazamientos de -
1os ‘nudos como incignitas en el andlisisde estructuras indeterminadas
estdticamente, en 1880 analizé uma armadura con nudos rfgidos toman-
do en consideracidn las deformaciones producidas en los elementos de
1a estructura, por la acc16n'§e Tos momentos de flexién y fuerzas -
axiales, esta técnica no resultd apropiada para la época por la com-

plejidad del sistema resultante de ecuasiones, expresado en términos



de 1a traslacidn y rotacidn desconocidas de los nudos y pretende des-
cribir el efecto de Ta flexidn y fuerza axial sobre cada elemento. -
Posteriormente en 1892 Otto Mhor quien habfa contribuido al desarrollo
del método de flexibilidad para el andlisis de estructuras indetermi-
nadas estdticamente, propuso un método aproximado para el cdlculo de
los esfuerzos producidos por la flexidn en una armadura de nudos ri-
gidos. La técnica de Mhor requeria la sofucién de un sistema de ecua
ciones expresado lnicamente en términos de la rotacidn de los nudos,
su traslacion se determinaba suponiendo que las conexiones correspon-

dian a articulaciones.

En 1914 Alex Bendixen propuse el método pendiente-deflexibn para el -
andlisis de estructuras que requiere la solucién de un sistema de ecua
sjones expresado en términc del desplazamiento de los nudos. En 1915
el Profr. G.A. Maney de la Universidad de Minnesota di6 a conocer el
desarrollo de este método; el método pendiente-deflexién, propuesto -

por Bendixen y Maney, es semejante al método propuesto anteriormente

por Mhor para el c&lculo de los esfuerzos secundarios en armaduras

con nudos rigidos. En 1930, el Profr. Hardy Cross en ese entonces -

en 1a Universidad de I11inois difundif el método de distribuci6n de

los momentos, que aproxima progresivamente el valor de Tos momentos

1

no equilibrados en los nudos permitiendo en esta forma analizar las



estructuras. Esta técnica tuvo gran aceptacidén en la prdctica por guante
eliminé 1a necesidad de resolver el sistema numeroso de ecuasiones Simul-
tdneas requerido por el método pendiente-deflexidn, Casi contempordnea--
mente con la presentacifén por parte del profr. Cross del método de distri
bucién de los momentos, el Profr. R.C. Southwell de 1a Universidad de Ox-
ford propusc el método de relajacion de aproximaciones suscesivas su tra~-

bajo fue presentado en 1935.

E1 método pendiente deflexidon para el andlisis de estructuras indetermi-
nadas estdticamente es el predecesor del método mas generalizado de and-
1isis que se utiliza actvalmente. E} advenimiento del computador digi--
tal para realizar operaciones matemdticas elimind la solucidn de ecuacio
.nes simulténeas como una restriccidn para el andlisis estructural, esto

ha permitido la utilizacién de un método muy general, para el andlisis -
de estructuras, las Incognitas de su formulacién son los desplazamientos
de los nudos. Este método de andlisis se denomina método de las rigide-

ces.

Cuando se analiza una estructura por el m&todo de las rigideces se emplea
el concepto de indeterminacidn cinematica, el cual explicaremos a conti=--

nuacién.



CAPITULO I

PROGRAMA PARA ARMADURAS



1., .INDETERMINACION CINEMATICA.

Si pretende analizar una estructura utilizando el método de las rigi-
deces, es necesario definir el grado de indeterminacién cinemdtica del
sistema estructural. Este a su vez define el nimero existente de com-
ponentes no restringidas del desplazamiento de los nudos de la estruc-

tura, 1las que deben calcularse durante el andlisis.

En una estructura plana, la traslacién de un nudo no restringido se des
cribe en término de dos componentes ortogonales. Ademds, un nudo rfgi-
do puede girar. El grado de indeterminacifn cinemética de un sistema -
es fgual al nimero total de componentes independientes del desplazamien
to de los nudos no restringidos de la estructura. Se dice que una es--
tructura es determinada cinemiticamente cuando se restringe completa--

mente el desplazamiento de sus nudos. Para el caso de una armadura, no
se considera la rotacidn de los nudos, por cuanto se supone que estas -
son articulaciones. Por tanto, al definir el grado de fndeterminacidn

cinemdtica de una armadura se considera Gnicamente la traslacién de los

nudos. Ejemplos: a), b) ¥ c).



ESTRUCTURA

a)
b) ¥ b
c)

COMPONENTES INDEPENDIENTES GRADO DE INDE-
DEL DESPLAZAMIENTQ DE LOS TERMINACION
NUDGS. CINEMATICA.
o 45t és
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—

—
i Sy

Todas las componentes del 0
desplazamiento de los nu-

dos estan restringidos -~

por 1o tanto es una estruc

tura determinada cinemdti-

camente.
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2, Colceptos BAsicos

" 072,31 PRINCIPIO.DE CONTINUIDAD,
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Ejemplo 1

Baséndonos en el ejemplo 1, se obtendrd la matriz de continuidad, em-

pezaremos por definir &lgunos t&rminos.

{F}=Vector de fuerzas

F1x
Fiy
(Fi= | Fay L
2 . Fay
( X nN!-l)
L J




{d}‘= Vector de ydésplazami.e_nto de:los. nudos

o -

d1x
dyy
: {d‘};ﬁ':zz)
(2.x nys 1) .
L J

{e}= Vector de alargamiento de las barras

e1|"
ez
. ) 83
{e}= T ea-->
("B’ 1) :




2.2 PRINCIPIO Dt CONTINUIDAD.

Los desplazamientos que experimentan los nudos de una armadura al ser

solicitada por fuerzas exteriores deben ser compatibles con las defor

maciones que experimentan las barras de esta, esto es:

fal (d) {Esta ecuacién se cumple s6lo para

{el}=
desplazamientos pequefos).

Debido a que sélo se cumple para desplazamientos pequefios, no es apli-

cable para materiales muy deformables.

Por otro lado tomamos un elemento barra y provocamos una deformacidn
e = dl esta deformacién se puede proyectar en dos deformaciones or-
togonales, § en la direccidn "X", y -A en la dfrecci6n "Y", demostra-

remos que el desplazamiento trahsv::A se desprecia.

dl
L ke Coew
k.- e
- ,_.—"’ ‘t,/ | ! A
B Pt P
~== Looemedd b — X
- b4
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e= f(L+s)om -1
N |

e =y P82+ 218+ A??l -L
e =_| L* (14 (8/L)2 +26/L + (8/L)%) - L
N : - "
o= LL141/2 (/)2 + (6/L) + 172 (a/L)?] - L
0 o
e = 172 8§ sg;i) + 1724 sgaL) +6 AL << 1ys/l <<1

Linealidad Geométrica.

e = & desplazamiento longitud.:; por lo tanto se desprecia el des-

plazamiento transv:’ por ser muy pequefio.

Una vez demostrado ésto obtendremos la relacién entre las deformacio-

nes de las barras y los desplazamientos de los nudos.
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Para la barra 1.

| ey = -dyy
diy | /e,
R
= R > X
@ ! dax ]
Para la barra 2 T Y
I
dly €2
@ dax
i)t
 §
diy 2 }_’
®/‘ dix
Para la barra. 3
g T | |
| ey ~ djy

A % R b x

© du @ S




@ dig

Para la barra 5
41

dly s

o \F

&l
Resumiendo:
BARRA / NUDO

O e
ez
k] 23
@ ey
€5

&

&g

= -0,7071 dlx - 07071 d

ly

= =(0!7071 dyy 0.7071 d2y

X | y X y
- " wd2x -
- -diy n @y
~dix - n -
-0.7071.d4x 07071 dyy -

=0.7071d;x  0.7071 day
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En forma matricial

(e, | Mo o -1 0] [dw
e, 0 -1 0 1 | duy

<eyp = |- -1 0 0 0 dax °
ey -0.7071 -0.7071 0 0 day

| es 0 o -0.701 0.7071]

{el = [a]{d} donde [ a] matriz de continuidad

(N barras x 1) = (N barras x (N nud x 2))((N nud x2) x 1)orden de cada matriz

Algoritmo para obtener la matriz[ a]por rengiones:

Para obtener el rengldn "i" por ejemplo:

[a] Yl}
2 "
:
i a“ a,[z ces a” d m
ui \ @ .
5 4 X
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Dada una bara "i" como se muestra en el esquema. Le asignaremos un
sentido arbitrario a la barra y un vector con el mismo sentido la -
misma direccidn pero de magnttud unitaria, cuyo vector de sus proyec

ciones respecto a un eje coordenado es el siguiente:
cos @ ~ U,
u )= { {y} - { ix }
sen ”iy

S1 al punto de inicio de 1a barra le asignamos A y al punto de ter-
minacidn B, y a los desplazamientos que sufren estos puntos debidas a
solicitaciones externas les asignamos dK Y dg' respectivamente, ~
como se muestra en la figura, obtendremos la siguiente ecuacidn, para

el desplazamiento total de la barra i:

ei = dg. - . Us d
1 B Uy dA uj é

€y = gy KUyt dgy K Uyy - (dpy X dygy * dpy X dygy)

En términos de u
e, = oy )idgd -t (dy)
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Aplicando esta ecuacién tenemos:

{al =

Nudo A
x y
ra1xA A1yA
3xA By
“UixA “Yiya

Nudo B
X y
a1x8 a8
32x8 38
Yixp YiyB

S1 el nudo tiene todos sus desplazamientos restringidos

a%xah

2 03 a, . =0

‘2.3 LEY DE HOOKE

Si definimos el vector de fuerzas axiales en cada elemento de la es-

tructura como:

Py
P,
Py

{py = <P

b Fuerzas axiales en las barras
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La convencidn de signos serd ]a siguiente:

P p

Tensién (+)

Compresidn (-)
Esfuerzo-Deformacion:

Una barra prismatica de seccidn recta en toda su longitud, de eje rec-
to, y cargada axialmente, experimentard un alargamiento 6 acortamiento
por traccibn (tensién) o por compresién respectivamente. Esta fuerza
generard esfuerzos que no son otra tosa que una distribucidn continua
de la fuerza en el drea de la seccibn recta, la intensidad de esta fuer
za por unidad de drea es 1a que se designa como esfuerzo y generalmente

se designa con la letra o, y que algebraicamente se designa como:

Tal ecuacifn muestra que el esfuerzo se mide en unidades de fuerza por

unidad da &rea.

Una condicibn necesaria para que sea v&lida 1a ecuacitn es que el esfuer
20 0 tiene que ser uniforme en la seccifn recta de la barra tal condi--

cibn se cumple si la fuerza axial "P" pasa por el centroide de la seccién
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recta. Si la carga "P" no actua en el centroide, resultard flexidn de
la barra, y serd necesario entonces un anilisis mas complicado, por -

otro lado se desprecia el peso propic de la barra.

£l alargamiento total de la barra, que soporta una fuerza axial, se -
representa por "e, y el alargamiento por unidad de longitud; 1lamado
deformacion unitaria o simplemente deformacién, se determina entonces

por la ecuacidn:

Donde | es la Tlongitud total de la barra, obs&rvese que ¢ es adimensio
nal, solo es vilida si la deformacidn es uniforme en toda la longitud

de la bafra.

La mayor parte de los materiales estructurales tienen una regifn inicial
en la grdfica deformacién -esfuerzo en la que el material se comporta -
tanto eldstica como linealmente. La regi6n desde 0 hasta A en el dia--
grama esfuerzo ~deformacibn; cuando un material se comporta eldsticamen
te y ademis presenta una relacién lineal entre esfuerzo y deformacidn,

se dice que es Tinealmente eldstico.
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La relacitn 1ineal entre esfuerzo y deformaci6n para una barra en ten-

s16n o compresién puede expresarse por la simple ecuacién.
g = Ee

En 1a que "E" es una constante de proporcionalidad conocida por médu-
1o de elasticidad del material, se ve que este médulo es la pendiente
de 1a grifica ‘deformacidn-esfuerzo en 1a regibn linealmente eldstica,
para la mayor parte de los materiales el midulo de elasticidad a la -
compresién es el mismo que a 1a tensidn la ecuacifn anterior se Ylama

generalmente Ley de Hooke.
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Como vemos cuando una barra se carga el esfuerzo axial es ¢ = P/A y
la deformacion axial es ¢ = e/L combinado estas dos ecuaciones con
la Ley de Hooke se obtiene la siguiente ecuacidn para el alargamien-

to total de la barra.

P, [ & ;

e E i despejando e
PL . _EA

L e

Esta ecuacifn muestra que el alargamiento total de la barra lineal-
mente eldstica es directamente proporcional a su carga y a su longi-
tud, e inversamente proporcional al moduloe de elasticidad y a su -
irea transversal, e) producto EA se conoce como rigidez axial de la

barra.

La flexibilidad de la barra se define por la defornmcidn total por

unidad de carga de manera que la ecuaci6n es L/EA. De manera and-
loga, la rigidez de la barra se define por la fuerza requerida para
producir una deformacidn total unitaria asi pues la rigidez es ijgual

a EA/L el reciproco de la flexibilidad.
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Si ésignamos k a EA/L la ecuacidﬁ aﬁterior nos queda:
P=() e - peke

Para cada barra nos queda:

Pi = ki ei donde i = 1,2, 3, ... n

Ademds

Para un sistema de barras

Py = k1 ey
Po = k; ez
P3s = k;e;
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Matricialmente
Py = [kl{e} 6
r Pl. i k1 0 0 o s e 0 T 'e;‘
Pz 0 kz 0 L 0 e2
P, 0 0 ky «+ - 0 ey

Pn 00 0 0 v knB s

2.4 EauILIBRIO

Ecvacfones de la Estdtica.

Cuando se somete un cuerpo rfgido en reposo a la accifn de un sistema
fuerzas y momentos, las acciones deben estar en equilibrio estatico,

si el cuerpo ha de permanecer en reposo; si no es as{, el cuerpo se -
pondrd en movimiento, 1a mayor parte de las estructuras estdn restrin
gidas en tal forma que no pueden desplazarse libremente en el espacio;
por tanto 1a acci6n restrictiva de los apoyos de la estructura produ-

cen el equilibrio de cualquier sistema de cargas que actue sobre ella.
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Las condiciones que aseguran el equilibrio de un sistema de acciones
coplanares son: (1} la suma algebrafca de todas las componentes de -
fuerza en cualquier direccion debe ser nula y (2) la suma algebraica
de Yos momentos de todas las fuerzas respecto a un punto especifico

pertenaciente al plano determinado por ellas debe ser nula.

El requisito de anularse la suma de fuerzas en cualquier direccibn -
se satisface si lassumas algebraicas de las componentes de fuerza -

en dos direcciones perpendiculares, es decir, independientes, se anu
lan. Luege, las condiciones que definen el estado de equilibrio es-

titico se expresan mediante el siguiente sistema de ecuaciones.

LFx = 0 tfy = 0 iMji=0

Estas tres ecuaciones de la estdtica deben ser satisfechas por cual-

quier sistema coplanar de acciones que actuen sobre un cuerpo libre.

Aplicando lo anterior al ejemplo 1 obtenemos el siguiente sistema -

de ecuaciones:



]
ra
[#5)

¥

Tomando nudo por nudo y’ap1icandbv1as ecuaciones de equilibrio:

Come g
| ! |
411 21
!
i : Fix
'?_ D4 @ R
F,Y
Nudo 1 { L L
] J
£, '
£ Fx=0
Qr Fyx = =Py - 0.7071 P,
L Fy=0
, Fiy = =Py = 0.7071 P,
1,
R - Py IM =0
O 1} Fry 0
Nudo 2 \
£Fx =0
o} ™ ::xx=-P - 0.7071 P
r;—+\ f 2 1 G 5
* Lfy=0
Fzy = P2 + 0.7071 PS
2 LM =0
] 0

Fa
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EN FORMA MATRICIAL

{F1 = @) (p)

Py P2 Pa Py Py .
le 0 0 -1 -0.7071 0 Pa
F{y 0 -1 0 ~0.7071 0 P,
e [ |1 0 0 .0 -0.7071 & Py
Fzy 0 1 0 0 0.7071 Py
Ps
\ F
Donde :

[a] T . Matriz de equilibrio.

Si comparamos la matriz de equilibrio con la matriz de continuidad,

nos damos cuenta de que es su traspuesta por 1o tanto:

Matriz de equilibrio = [a]’

(matriz de continuidad)trésqyesta

Resumiendo:

Ecuacidn de compatibilidad

{e} = [al{d} ...... = (1)
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Ley de Hooke
{P} = [K] {e} +.... (2)
Ecuaciones de Equilibrio
T .
{Fho= [l (P} ... L 0 {3)

2.5 “Sotucidn

Sustituyendo {2)en (3)

Fy = [ [KD ted.. ... . 4)
Sustituyendo{ilen(4)

(F} = [} [k [a) {4}
Asignando

[kl = [al' [K] Ca)
QObtenemos

{F} = [K] (d}

[ K] = Matriz de rigidez de la estructura.
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Pasos que se deben seguir para 1legar a 1a solucién:

Obtener la matriz [a]; matriz de continuidad

- Obtener su traspuesta [a] T; matriz de egquilibrio.

- Qbtener la matriz de Rigidez para todas y cada una de las barras [k]
- Obtener la matriz de Rigidez de la estructura [K] =[.a]T [k [a]

~ Obtener el vector de fuerzas {F}

- Obtener ta soluci6n del sistema de ecuaciones {F} = [K] {d}

~ Obtener el vector de deformaciérll de las barras {e} =fa] {d}

- Obtener el vector de fuerzas internas { P} = [ k] {e}

- Comprobar la soluci6n {F}= [’ ()
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El orden de las matrices y vectores es el siguief:te:
a] = (ng, 2xny)
{d} = (2 Ny 1)

fe} = (nB, 1)

{F} = (2 x n'N, 1)

[kl = (2x nN' 2 -'gginN)
{p} = {ng, 1)

Donde: ' ,
n‘B = nimero de barras

niimero de nudos
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3. NMaNuAL DE Uso DEL PROGRAMA

E1 programa funciona para armaduras bidimensionales, 1as cuales pueden
ser jsostdticas o hiperestdticas tanto interior como exterjormente o -

ambos casos. Ademds este programa tiene las siguientes restricciones:

12 Las cargas deben actuar en el mismo plano que la estructura.

2= Todas las cargas deben ser puntuales y aplicadas en los nudos de

1a estructura.

3- Todas y cada una de las barras deberdn ser de seccidn constante

a lo largo de su longitud, pudiendo variar entre barra y barra.

E1 procedimiento para la utilizaci6n de este programa consta de los

siguientes pasos:

12 Referenciar la estructura a un sistema de ejes cartesianos, de
preferencia haciendo coincidir un nudo de la armadura con el -
origen del sistema de ejes coordenados, para facilitar en lo -

posible 1a obtencién de las coordenadas de cada nudo.



20

30

4°

50

60

70
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Numerar todas y cada una de las barras de la armadura de preferen-

cta encerrando el nimero en un cuadro [] para evitar confusiones.

Numerar todos y cada uno de los nudos de 1a armadura de preferen-

cia en un circulo 0.

Dar un sentido a todas y cada una de las barras asignando de pre-

ferencia:

{A) Al iniclo de la flecha, y
{8) A la terminacién.

Obtener las coordenadas de todos y cada uno de Jos nudos de la ar-
madura, de acuerdo al sistema de ejes coordenados que se haya ele-

gido.
Encontrar la rigidez de todas y cada una de las barras (EA/L)
Definir el vector de fuerzas externas o actuantes. Todas las fuer

zas deberdn estar proyectadas en dos direcciones perpendiculares -

de acuerdo al sistema de ejes coordenados elegido en un principio.



- 30 -

82 Por G1timo codificar los datos para alimentar el programa de acuer-

do al formato que se indica a continuacidn:

ler. rengidn:

2°. renglén:
hasta
NB Renglones

(Ng = nimero
de barras)

4 espacios para poner el nimero de barras de la

estructura:

4 espacios para poner el nimero de nudos de la

estructura.

4 espacios para poner el niimero de barra: del Q000

al 9999. P

4 espacios para poner el valor.del-nudo "A"; del

0000 al 9999

4 espacios para poner el valor del nudo "B", del

0000 al 9999.

8 espacios para poner el valor de la coordenada
"x" del nudo "A" debiendo poner siempre dos de-

cimales. [I1IIl.dd

8 espacios para poner el valor de 1a coordenada
"y" del nudo "A" debiendo poner siempre dos de-

cimales. IIIII.dd
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8 espacios para poner el valor de la coordenada
“x" del nudo "B" debiendo poner siempre dos de-

cimales. I1111l.dd

8 aspacios para poner el valor de 1a coordenada
"y del nudo "B" debiendo poner siempre dos de-

cimales. I1I1I.dd

Después de que se hayan metido todas las coordenadas de los nudos de

cada una de las barras, el siguiente rengifn es:

Siguiente ‘ 5 espacfos de 16 campos cada uno por cada rengldn
renglfn: o g
para darle el valor de la rigidez de cada barra,

y deberd ser en forma exponencial esto es:

IIIIIIIT.ddd B ¥

', 8 campos para el nimero entero (I)
Un campo para el punto decimal (.) '
3 campos para los decimales {d)
Un campo para la letra E
Un. campo para el signo del exponente {+ & -)

Dos campos para el exponente (n)
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Ejemplo:

6666.666 x 10° = 00006666 .666E+06
100 x 10? 00000100.000E 03

Daspués de que se hayan metido los valores de la rigidez de todas y

cada una de las barras (5 por rengldn) el siguiente renglén serd:

Siguiente 10 espacios de 8 campos cada uno por renglén,
rengién;
para darie el valor de las cargas en cada nu-
do, primero la fuerza en la direccifn "x" y -
luego en la direccidn "y", el valor debe 1le-

var dos decimales.

11111.dd
5 campos para los enteros (I)
1 campo para el punto decimal {.)

2 campos para decimales (d)

Para su mejor comprensiGn damos el siguiente ejemplo:

/f/m, 20 hn h
e
DATOS
£ =2.1 x 10° Kg./em.? .
A,=25 cm.z o

3.0

10 fon N \h
X
{
J

- ——-
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Dada 1a armadura anterior encontraremos las fuerzas axiajes en todas y

cada una de Jas barras, asi como los desplazamientos de todos y cada -~
uno de Tos nudos.,

En primer lugar se enumeran todos y cada uno de los nudos de &sta ence
rrando el nimero en un circulo, se enumeran también todas y cada una ~
de 1a barras encerrando el nimero en un cuadro, y se elige el origen -
del sistema coordenado en un nudo de 1a armadura de modo que se puedan
encontrar las coordenadas de todos y cada uno de los nudos de una mane
ra facil y répida, y por Gltimo se Te asigna un sentido a todas y cada
una de las barras como se muestra en la figura que a continuaci6n se -
esquematiza: Y

@ o

Como se puede cbservar, tenemos un total de cinco barras y dos nudes -
que no tienen restringido su desplazamiento, se observaademis que se -
eligi6 como origen del sistema coordenado al nudo nimero 1.

E1 siguiente punto es encontrar las coordenadas de todos y cada uno de,
los nudos de la armadura, para nuestro caso tenemos:

NUDC A NUDO B
BARRA  NUDOA NUDOB  CORXA  CORYA CORXB  CORYB

oS WM e
N s o N
o oc o nNnNO
oo o0 oo
w O oo w
W oW w o w
O WO W w
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E} siguiente punto es obtener la rigidez de todas

rras (EA/L) para e} ejemplo tenemos:

RIGIDEZ (1)
RIGIDEZ ( 2 )
RIGIDEZ ( 3 )
RIGIDEZ ( 4 )
RIGIDEZ ( 5 )

n

i

21 X 10°
21 x 108
21 x 108
21 x 10°
21 x 10°

{25 x 107* ) /3
(25 x 107 ) /3
{25 x 107 )} /3

Y

(26 x 107 ) /18
(25 x 107% ) / 18

El siguiente paso es encontrar el vector de fuerzas
sobre 1a armadura, para nuestro ejemplo tenemos:

F

1X

Fiy = 0

1Y

Fax

F

10 TON.

TON

-10 TON

oy * 20 TON

cada una de las ba-

17,500 Ton/m
17,500 Ton/m
17,500 Ton/m
12,374 Ton/m
12,374 Ton/m

i

externas que actia

De modo que 1a codificacidn de los datos es la siguiente:
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4. PROGRAMA PARA LA SoLUCION EN EL PLANO
DE_ARMADURAS.
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4,2 EJEMPLO A,

2m m Sm
\ \

10¢ lZO(on
) __Jao(m}:sfon l onl

/0ten 10 ton

1 2.5m ; 25m . 2.5m,

A_;'r__j_mﬁh r——ﬁ"—~+-

Dada 1a armadura que se muestra en la figura anterior, encontrar e) desplaza
miento que sufren los nudos “de &sta, al ser solicitada-por las fuerzas exte-

riores que se muestran, asi como encontrar e} valor de las fuerzas internas

en todas y cada una de las barras,

4
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Los nudos y las coordenadas de los extremos de la barra son las siguien

tes
NUDO A NUDO B

BARRA NUDO A NUDO B CORXA CORYA CORXB CORYB
1 0 1 0.00 0.00 0.83 2.50
2 0 2 0.00 0.00 4.00 2.50
3 0 2 8.00 0.00 4.00 2.50
4 0 3 8.00 0.00 7.16 2.50
5 1 2 0.83 2.50 4.00 2.50
6 2 3 4.00 2.50 7.16 2.50
7 1 4 0.83 2.50 1.66 5.00
8 1 5 0.83 2.50 6.33 5.00
9 3 4 7.16 2.50 1.66 5.00
10 3 5 7.16 2.50 6.33 5.00
11 4 5 1.66 5.00 6.53 5.00
12 4 6 1.66 5.00 ~0.50 7.50
13 4 7 1.66 5.00 2.50 7.50
14 4 8 1.66 5.00 5.50 7.50
15 5 7 6.33 5.00 2.50 7.50
16 5 8 6.33 5.00 5.50 7.50
17 5 9 6.33 5.00 8.50 7.50
18 6 ? -0.50 7.50 2.50 7.50
19 7 8 2.50 7.50 5.50 7.50
20 8 9 5.50 7.50 8.50 7.50

La rigidez de todas y cada una de las barras es la siguiente:

n

21 x 10% (25 x 107*) /2,6352
21 x 106 (25 k 107%) /4.7169
21 x 10° (25 x 107%) /3.%667
21 x 10° (25 x 107) /6.0415

19,922 Ton/m
11,130 !
16,570 "
8,690 !

n



21 x 10° (25 x
21 x 106 (25 %
21 x 106 (25 x
21 % 108 (25 x
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u

107") 74,6666

107%) /3,3082 = 15,870
107%) 74,5765 = 11,472
107%) 73,0000 = 17,500
RIGIDEZ ( 1 ) = 19,922

RIGIDEZ ( 2 ) = 11,130
RIGIDEZ ( 3 ) = 11,130
RIGIDEZ ( 4 ) = 19,922
RIGIDEZ ( 5 ) = 16,539
RIGIDEZ { 6 ) = 16,579
RIGIDEZ ( 7 ) = 15,922
RIGIDEZ ( 8 ) = 8,690
RIGIDEZ ( 9 } = 8,690
RIGIDEZ (10} = 19,922
RIGIDEZ (11) = 11,250
RIGIDEZ (12} = 15,870
RIGIDEZ ( 13) = 19,922
RIGIDEZ { 14) = 11,472
RIGIDEZ ( 15) = 11,472
RIGIDEZ (16) = 19,922
RIGIDEZ (17) = 15,870
RIGIDEZ ( 18) = 17,500
RIGIDEZ ( 19) = 17,500
RIGIDEZ { 20) = 17,500

11,250 Ton/m,

[}
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E1 vector de fuerzas es el siguiente:

Fix = 0 TON,

Fiy =

Pe modo que Ya codificaciﬁn de datos es 1a siguiente:
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4.3 EJEMPLO B

i_5mi5mL

Dada Ta armadura ‘que se muestra-en Ja figura anterior,-encontrar el
desplazamiento ‘que sufren Jos nudos de éste a] ser solicitada por -
Jas fuerzas exteriores que se muestran, asi como encontrar el valor

de las fuerzas internas en todas y cada una de las barras,
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Los nudos y las cordenadas de los extremos de la barra son las siguien-

tes:
NUDO A NUDO B

BARRA NUDO A NUDO B CORXA CORYA CORXB CORYB
1 0 7 0.00 0.00 4.00 6.00
2 0 2 0.00 0.060 4.00 3.00
3 0 1 0.00 0.00 8.00 0.00
4 1 2 8.00 0.00 4,00 3.00
5 2 3 4,00 3,00 8.00 3.00
6 1 4 8.00. 0,00 12,00 3.00
7 3 4 8,00 3,00 12,00 3.00
8 5 4 16,00 0,00 12,00 3.00
9 5 6 16,00 0,00 12,00 6,00
10 1 5 8,00 0,00 16,00 0.00
11 3 7 8,00 3,00 - 4,00 6,00
12 3 6 8,00 3,00 12,00 6.00
13 7 6 4,00 6.00 12,00 6,00
14 0 5 16,00 ~1,00 16,00 0,00

La rigidez de todas y cada una de 1as barras es la siguiente:

21 x 105 (25 x 107%) /7.2111 = 7,280 Ton/m
21 x 106 {25 x 10°%) /5.0000 =10,500 "
21 x 105 (25 x 10°*) /8,0000 = 6,562 "
21 x 10° (25 x 107%) /4.0000 =13,125  “
21 x 105 (25 x 107%) /1,0000 =52,500 " Pero por ser apoye 1 x 10°
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RIGIDEZ ( 1)
RIGIDEZ ( 2 ) = 10,500 "
RIGIDEZ ( 3) = 6,562 "
RIGIDEZ ( 4 } = 10,500 “
RIGIDEZ (5 ) = 13,125 "
RIGIDEZ ( 6 ) = 10,500 "
RIGIDEZ { 7 ) = 13,125 "
RIGIDEZ ( 8 ) = 10,500 *
RIGIDEZ ( 9) = 7,280 *
RIGIDEZ ( 10) = 6,562 "
RIGIDEZ { 11) = 10,500 "
RIGIDEZ { 12) = 10,500 "
RIGIDEZ (13) = 6,562 *
RIGIDEZ { 14) =1 x 10 *

7,280 Ton/m

n - n

h

E1 vector de fuerzas es el siguiente:

Fip = 0 Ton,

Fpy= 0 ©

FZY = "20 "

= ~30 "



De modo: que 1a codificacitn de datos es la siguiente:
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RESULTADOS :
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CAPITULO II

PROGRAMA PARA MARCOS
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1, METODO DE LAS RIGIDECES PARA LA $OLUCION DE MARCOS.

E1 método es en ecencia similar al utilizado para armaduras, ya que en
los dos métodos las incdgnitas son los desplazamientos en los nudos; --
aunque en marcos ademds hay giro. E&En los dos métodos su primera etapa
consiste en obtener la matriz de rigidez y después solucionar 12 ecua-

cibn caracter{stica del método.

{F} = [K] {d} donde.:

{F} = Vector de fuarzas externas
[K] = Matriz de rigidez de Ta estructura
{d} « Vector de desp1azamientos'(incdgn1tas)

Este método a grandes razgos consiste en una vez dadas las caracteris-
ticas fisicas y geométricas de cada barra obtener para ésta en primer
lugar la matriz de rigidez acoplada, de acuerdo con un sistema de - -
ejes coordenados local, cuyo eje "X" coincide con el eje del elemento
Y después mediante una formulaci§n que explicaremos mds adelante la -
transforma a otro sistema coordenado general o global, que abarca to-

da la estructura,

A continuacidn y mediante el ensamble de matrices que también se desa-
rrolla adelante se relacionan entre st todos y cada uno de los elemen-

tos para dar origen a 1a matriz de rigidez de 1a estructura.
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Es pues, necesario para entender el método de las rigideces explicar los

siguientes puntos:

a) Matriz de rigidez acoplada del elemento

b) Ensamble de matrices

c) Transformacion de las acciones y desplazamientos del elemento {del sis
tema coordenado jocal al sistema coordenado global)

d)} Cargas equivalentes aplicadas en los nudos,

e) Metodologia
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3,MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO: (Matriz Acoplada)

El desplazamiento generalizado de un nudo rigido de uma estructura
plana se describe en términos de una rotacidn y dos componentes -
ortogonales de la traslacién. E£1 andlisis de una estructura por -
el método de rigidez, requiere que se estudie el comportamiento de
Ja estructura restringida al aplicar individualmente una unidad de
cada una de las componentes posibleg. del desplazamiento de cada -
nudo no restringide de la estructura original. Por tanto, es im--
portante conocer como responden Tos elementos estructurales a la -
aplicacidon individual, en los extremos del miembro de cada una de

estas componentes posibles del desplazamiento. Es evidente la uti
Hdad de este desarrollo en el andlisis de la estructura restringi
da. La relacidn entre las componentes generalizadas del desplaza-
miento de los extremos y las acciones que se desarrollan en ellos

se puede definir facilmente en términos de las acciones y despla-

zamientos bdsicos de los extremos.

Las acciones que se desarroilan en los extremos de un elemento es
tructural tipico puede expresarse mediante la satisfaccidn de las
condiciones de equilibric en términos ‘de las tres acciones bisi

cas (M, P, 5), (momento, fuerza axial, fuerza cortante).
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Aplicando lo anterior a un elemento de una estryctura restringida

obtendriamos la Matriz de Rigidez del Elemento:

+
3 £ A= Cte.
‘ L I = Cte, +

12 Columna; aplicamos un desplazamiento unitario d"A =1

dxa= !
EA/\ +—t | EA/ X
o o '4—.—-~ — s
@._'L L } A

22 Columna; aplicamos un desplazamiento unitarjo dy'A =‘1

GC‘%Q

.:LyA-.i

el -

;zzr/LJ ee:/t?
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(2]
(1~

Columna; aplicamos un giro unitario $A=1

>
(1~

Columna; aplicamos un desplazamiento unitario de =1

EA, _ EAJL

i $ o = ——

®

L “daer d
" L A

n
[3-Y

Columna; aplicamos un desplazamiento unitario d,yB' =}




- 69 -

62 Columna; ap1i¢amos un giro unitario VB =1

2E1), 1 GEI /)
-~

- oy —— ——

=~ Y i

6El/ 2 1 GEI/ |
Matricialmente nos queda:
dxA=1 dyA=1 VA=1 dxB=l  dyB=1 ¥B=1

dxA —EA/L 0 | 0 } ~EA/L 0 0 ]
dyA | 0  12EI/L®  GEI/L? E 0 -12EI/LY BEI/L?
VA 0 6EI/L®  4EI/L ¢ 0 ~BEI/L® 2E1/L
a8 -4 o o et o 0
dy8 | 0 -12E1/L®  -GEI/L2 : 0 12E1/LS  -6EI/LZ
Ve 3 0 6EI/L?  2EI/L : 0 ~BEI/L? 4EI/L-

Como se puede observar esta matriz se puede dividir en cuatro subma-
) >
trices las cuales son: [KAA], [KAB], [KBA] y [KBB], por 1o tanto nos

queda:
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siendo:
EA/L 0 0
[kaAl 0 12E1/L8 6EI/L2
0 6EI/L2 4E1/L
-EA/L 0 0
[kaB] 0 <12E1/LY  GEI/L?
, S 0 ~6EI/L2 2EI/L
& i~ - ~ped
-EA/L 0 0
[kl 0 -l2EI/L°  -6EI/L?
0 6EI/L? 2EI/L
. . .y
r-d . —
EA/L 0 0
kgl . 0 12E1/L3 -6EI/L.2
- 2
0 6EI/L L]

Lo cual significa que cada matriz [Kij] contiene el valor de las ac-
- § clones que se generan en el nudo 1 al aplicar un desplazamiento o ~

girb unitario en el nudo j.
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3. ENSAMBLE DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

E1 algoritmo que veremos a continuacidn se 1lama ensamble de la matriz
de rigidez o aplicacidn de 1a regla de Ja suma. La obtencidn de la -
matriz [K], matriz de rigidez de la estructura es para el sistema glo

bal de ejes coordenados.
Ejemplo Topolégico,-

% @ g

{(F} = [K] {d}

{d2)
4 F.} d
{ {d,}
1 1
tFy) o) )
| (:) {Fy} = [K] {d,}
{d,} :
1 Bl )
y 4 _ {Fy) {d,}
(ds}
it &
(F,) = Vector de fuerzas exter
1’ 7 nas en e} nudo (i) sist.
iy - global.
(de} = Vector de desplazamien-
] tos en el nudo (1) sist.

-~ '}: ‘ global,

[ K] = Matriz de rigidez de la
estructura de acuerdo a
S.6.

S. 6.
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"Para la barra "1" Para la barra "3" Para 1; parra "2"
)
® —Bl 5 0
\ @ A
®
fkand 11
- [Kppl i
11 el 1,3 (gpl3,3
[kaad 3,1 !
i [Xggl 3, C
0 | 88 3,3 _ ®
Para la barra "4" para la barra "5"
) N N

'
@‘\?
(Kand1 1

O® Ml

(Kgalz,1
(%gpJz,

Keglo 2
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Y ensamblando o sumando cada matriz de acuerdo a sus subindices nos

queda el siguiente arreglo.
[KAA] i, j, @ Se sumaal renglén@% columna Q)

PARA NUESTRO EJEMPLO.

@ ® ©)

[k + IK 7
@ | Kagdy * Tl (Kpgd 4 [Kyg 5
* Kl 4
@ | Ik,  Dkgpd 4 * Tggd 0
® ] [Xgal 3 0 Lgpd o + [Kgpl:g

Como cada matriz [Ki,j] kes de 3 x 3 nos queda un arreglo de 3n x 3n,
siendo "n" el nimero de nudos. Cabe recalcar que todas y cada una de

las matri_ces [Ki .J]m. se obtiene respecto al sistema global de ejes
coordenados, y como en un principio estas matrices se obtienen de =~

acuerdo a un sistema de .ejes coordenades locales donde el eje "x" . «
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coincide con el eje de 1a barra en estudio, daremos a continuacifn
una metodologfa para transformar los terminos de esta matriz obte-
nidos para un sistem de ejes locales, a un sistema deejes coordes

nados globales.



4.
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TRANSFORMACION DE LAS ACCIONES Y DESPLAZAMIENTOS DE LOS EXTREMOS.

Durante el anilisis de una estructura es necesario definir las accio-
nes y desplazamientos de los extremos de sus elementos en términos -
de sus componentes segiin un sistema ortogonal de coordenadas mis ge-
ﬁera], que se denomina 'sistema de referencia”; y estas componentes -

deben relacionarse con las definidas de acuerdo con los ejes locales.
0,8 Y
] +* Ejes locales (Xe, Ye)

Ejes de referencia (X, Y)

Para 1a discucién considerese los dos sistemas de ejes representados
en la figura de arriba. Los ejes Xe y Ye constituyen el sistema lo-
cal para un elemento tipico y los ejes X-Y son el sistema general de
ejes ortogonales, e’s/decir. el sistema de referencia. Se supone gque
el eje local Xe forma el dngulo ¥ con el eje de referencia X; el &n-

gulo ¥ se mide en el sentido antihorario a partir del eje X.

En Ja figura (a), hoja 76 -, se muestra referido al sistema de ejes -
Tocales Xe-, Ye un sistema tfpico de acciones, es decir, un momento

M, una fuerza axial Py una fuerza cortante S, que pueden desarrollarse
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en el extremo de un elemento. Las dos fuerzas pueden componerse en un
sdlo ;/eétor V como se indica en la figura, este vector a su vez, puede
descomponerse segidin un segundo sistema de coordenadas, éste puede ser
el sistema de referencia X.-¥. Las componentes de la fuerza V respec
to a Tos ejes del sistema de referencia se identifican como P y Sen -
“la figura. Es obvio que el momento M 'es independiente del sistema de
coordenadas. La fuerza axia} P, en la direccidn Xe, puede descompo---
nerse respeéto a los ejes X - :Y en 1a forma 1lustrada en la figura -
- (b), ta fuerza cortante S, que actua en la direccién Ye, también pue-
de descomponerse respecto & los ejes de referencia X - Y en la forma
en que se indica en la figura (c). Sumando 1as coniponentes correspon
dientes es posible expresar las acciones definidas respecto a los ejes

de referencia, X - Y, en términos de las componentes de 1a acci6n en -

el sistema lTocal del elemento:

€

¢
_;; P (cos )
1

(b) (c)

; 5$s¢nl’) i
\ " -.* .

s (cog d')

R
.
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F = P (cosy) - S (seny)
T = P (seny) + S {cosy)

y como se definid anteriormente

M o= M

Matricialmente las ecuasiones se expresan como:

T cosS Y =-seny 0 P
T = sen Y cos Y 0 S (1)
i) 0 0 1 N

(F} = [ Te]' (fe)

En forma semejante, las acciones definidas respecto a los -
ejes locales Xe - Ye, pueden calcularse en término de las -
acciones definidas reaspecto a los ejes del sistema de refe
rencia X - Y, mediante la relacién:

P cos Y sen Y O P
St= |-sen Y cos Y O s (2)
M 0 0 1 ]

"~ {fe} = [Te ] ({F}
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Observe que la matriz que cambia el sistema de coordenadas en las
ecuaciones anteriores es simplemente la traspuesta de la matriz -

correspondiente a 1a ecuacidn (1).

Las componentes generalizadas del desplazamiento de los extremos

del elemento también pueden describirse respecto a los ejes de -
referencia tanto como a los ejes del sistema local en la figura -
de abajo se' identifican las componentes del desplazamiento de los
extremos respecto a los ejes del sistema local y del sistema de -

referencia.

Y
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Esta transformacidn puede parecer més obvia cuando los desplazamientos

se expresan vectorialmente como se hace en las figuras de abajo.

Y

[ 2

e 2,y'*

v

SISTEMA LOCAL

SISTEMA GLOBAL
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dc cos -sen 0 de
db = | sen cos 0 db
fa 0 0 1 fa
. iy : o T » . ‘g
] (de}1 : [Te]1 ; (de}i b

La relaci6n entre estas componentes del desplazamiento también puede

- expresarse como

“ e}y = [Tl 1 @),
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5. CARGAS EQUIVALENTES APLICADAS EN LOS NUDOS,

Debido a que las cargas se aplican generalmente en la zona jntermedia
de los miembros y no pueden satisfacer directamente el requisito, de
ser cargas aplicadas en los nudos, para que el m&todo matricial fun-
cione, existe un método que permite resolver el problema que origina
una carga distribuida, asf como el correspondiente a una carga concen
trada intermedia, que consiste en reemplazarla carga por un sistema -
estdticamente equivalente, de cargas aplicados en los nudos. Estas -
cargas equivalentes estdticamente deben seleccionarse en tal forma que
el desplazamiento resultante en los nudos de la estructura sea igual -
al desplazamiento que experimentan bajo 1a accibn de la carga real. El
desplazamiento que otros puntos de l1a estructura.experimentan al ac-- '
tud¥'el sistema equivalente de cargas aplicadas en Jos nudos, no debe
ser necesariamente iqual al desplazamiento producido por la carga --

real distribuida,

En términos de las acciones de empotramiento asociadas con una carga
intermedia especffica, puede definirse un sistema de cargas aplicadas

en los nudos, que es equivalente estiticamente a la carga mencionada.
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Este andlisis puede ser considerado como )a superposicidn de:

(1) el anflisis de la estructura suponiendo que todos sus nudos estén
restringido: festa se denomima la estructura restringida) y que la so
licitan Tas cagas aplicadaz y (2) el anflisis de la estructura ori
ginal bajo Ta accidon del sistema equivalente de cargas aplicadas en =~
Tos nudos. Si todos los nudos de la estructura estén restringidos, -
es decir, fijos o empotrados, las acf:iones restrictivas que se desa--
rrollan en los extremos de los elementos por la accidén de la carga -
aplicada se denominan acciones de empotramiento. Estas acciones man-
tienen en los extremos la condicibn de desplazamiento nulo y con 1a -
carga apHcada definen el equilibrio estdtico del elemento Conocidas
las acciones de empotramiento para los diversos elementos que componen
1a estructura, las reacciones de los apoyos, de la estructura restrin-
gida, se calculan superponiendo las acciones que corresponden a cada -
nudo intermedio. Esto constituye el andlisis de Ja estructura restrin

gida.

Si se invierte 1a direccidn de las reacciones de los apoyos de la es--
tructura restringida, se define un sistema de acciones que es equiva--
Jente est&ticamente a las cargas aplicadas a los miembros, Si se rem-
plazan 1as cargas originales por este sistema equivalente de cargas -
aplicadas en los nudos, se puede uti)izar el método de rigideces que -

considera & los elementos en el andlisis de la estructura original.
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La solucién final, es la suma de las dos soluciones descritas anterior-
mente, 1a que corresponde a los elementos calculados al analizar la es-
tructura original sometida a 1a accién de las cargas equivalentes apli-

cadas en los nudos, y las acciones de empotramiento.

Frecuentemente se requiere analizar una estructura bajo 1a influencia
de una perturbacidn distinta a las fuerzas aplicadas, por ejemplo, -
temperatura, pretensado o errores de fabricacién. Si la perturbacidn
actua sobre todo un elemento o en algin punto intermedio, esta puede
escribirse en términos de un sistema equivalente de cargas aplicadas
en los nudos 1o que facilita la utilizacion del método de Rigideces -
que considera a los elementos. Como en el caso anterior el sistema -
equivalente de-carga; aplicadas -en los nudos.serd igual a las acciones
de empotramiento, con sentido invertido, correspondientes a la pertur-

bacibn aplicada al elemento.

Por tanto cualquier perturbacién cuyo punto de aplicaci6n sea distinto
de los extremos de un elemento, puede remplézarse mediante un sistema
equivalente de cargas aplicadas en los nudos, que es fgual a las ac--

ciones de empotramiento correspondientes pero con sentido invertido.
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Ejemplo ilustrativo:

{7 R
Fljg & ; é:b — _,zwﬁﬁ\;f:W”'
’ ~—
-

Wiy - Fhg wkirz
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Metodologia: e
D ———— v -

L o © El = cte
\ e

X
S.G.
Dadas las caracteristicas fisicas y geométricas de la barra 1 que se

cte

muestra en la figura de arriba, el primer punto del metodo consisteen
obtener la matriz acoplada de esta como se explicd anteriormente, de
acuerdo al sistema local de ejes coordenados cuyo eje xe coincide -

con el eje de la barra,de modo que tenemos.

ey = | Cole 1 Twede
[KBA]e : '[KBB] e

Por otro lado también se explicd en transformacifn de las acciones y

desplazamientos de los extremos las siguientes relaciones.

[Ted’ (fed. .. . (1)
(s.6.) (S.L5.)
e’ (ded. ... (2)

-~

-

LS
L

e~

o

L
n

(Fe} = [Te] (F}.... (3
(s.L.) _ {s.G.)
{de} [Tel (d). ... (&)
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Ademds por ley de Hooke, tenemos:

{fe} = [Kel ({de) {5.L.)
{(F} = [K] {d} {(5.G)

Multiplicamos la primera ecuacién por [Te] T

el Ter = [1e] 7 kel (der ... (5)
sustitufmos (2) y (3) en (5)

F o= [Tel" [Ke] [Te]l {d}
Donde asignaremos:

K] = [Tel " [Ke] [Te]
(s.6) {s.L.)

Esta ecuacién es valida para cualquier pareja de fndices, por lo

tanto:
[kl = [Tl T [k, 1, (Te]
[kl = [Ted 7 [kl [Te]
[kgpl = [Tel T, kgl e [Tel
[yl = [Te] T [Kgel , [Tel
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Dasarroyando 1o anterior tenemos:

Y

cose - sene
sene  Cos®
0 0
EA 12E1

%A sene co

2EI

—

cose

g

- g%; sen e

—

Para

e

cose - sene

sene

L‘o 0

cose

6 -

sene

(Te] T

0
0

+
-[—COSO —-—s—sene

[Kyg] GLOBAL

0

0

[Kyle [Te]

EA/L 0 0
0 1261/L%  6EI/L?
0 BEI/L2  4EI/L
EA 12€]

EA sene + & IZEI cos®e
Q%% cose
" 0 0
-12E1 E
—

cose
«5ens

0

coso Sens - -3—-sene cose

cose

-sene

sene
cose

0

a—

%51 sen o

[=2]
m
—

cos o

g

-
™
—

sene

€0se

(=]




e

~EA

12 El

I cos®e - —Ew‘— sen?e

Iﬁ sene cose +
1‘2:5{ cose sene
,G_E.; sen o
Para [KBA] GLOBAL

-.J« _hj,

cose - sens 0
sene cose 0

0 0 1

. - ya—
—

'%A cos?e - lE—E-I— sen’
_§l_\ sene cose +
l%gl c0Se sens
'-s—%;lr sene

.
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-EA
L
1

n

El

T sene cose

m

A

=Lha 2
L sen‘e

T— CO0s6 sens +

o
e id]
g

cose

n
™
—

|

cose sene

~sene cose

+
l%El cos?s.
'%EL cos 8
%‘l 0 0
0 -12E1 . 6El
X A ¥ 3
6EL 2E]
0 ™ T:_J
-ﬂ,\_ son 8 cose +
_ —I-Z—E—I- sens cose
EA senZg - 12“ =+ cos’e
§-E;Ir c0se

I cose

~N
m
—

r{
L

0

0




Para [KBB] GLOBAL
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€056 - sene 0 T 0 0
sens  cose 0 0 12EI - 6EI
™ 17
0 0 1 0 -6E1 4E1
L1 G L
(_—5% cos?e + E% €ose sene -
1%51 sen®e 5%51 sens cose
»%A sens cose - %A sen’s +
l%gl cose sene 1%51 cos?e
+ EEI sene 7§%} c0s6
et

Ccoso

~sene

(o]
&
t

(2]
&
—

41
L

sene

Cc0s6

sens

Cos &

A continuacién y mediante el ensamble de matrices, se suman las matri-

ces acopladas que se obtuvieron de acuerdo at sistema global de ejes -

coordenados, para todas y cada-una de las barras y asi obtener la ma--

triz de rigidez de la estructura para con ella resolver la ecuacidn

caracterfstica del método.
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{Fr = [K] {d}
(s.G.) (s.6.)  (8.6.)

'

Luego para obtener el vector de desplazamientos para cada barra de
acuerdo al sistema Tocal de ejes coordenados utilizamos la siguien

te ecuacién:

{de} = [Tel ({d}

Una vez obtenido el vector de desplazamientos encontramos el vector
de fuerzas para cada barra de acuerdo al mismo sistema local de ejes

coordenados de acuerdo a la sigufente ecuacibn:

(fe} = [Ke] {de}
Para comprobar la solucifn, la suma de fuerzas en cada uno de los
nudos {fuerza axial, cortante y momento flexionante) de acuerdo al
sistema global de ejes coordenados deberd ser igual a cero enton-

ces primero obtenemos el vector de fuerzas, para el sistema global
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tFy = [Tel’ (fe

Y Tuego sumamos en cada nudo las fuerzas correspondientes.

[
o

I{Fx}

(5.G.) r{Fy) = 0 parael nudo 1

[
o

s{M}

Lo anterjor sélo es vdlido para cuando las fuerzas exteriores estdn
aplicadas en los nudos. pero cuande se tienen cargas intermedias, -
se deberd transformar estas cargas por cargas equivalentes aplica--
das en los nudos se Tes cambia desentido y se resuelve Ta estructu-
ra. A la solucidn, se deben sumar las cargas equivalentes aplica~~

das en Tos nudos con sus sentidos originales.

Para entender mejor lo anterior desarrollaremos un ejemplo completo

y luego 1o solucionaremos por medio del programa.



- 02 -

Ejemplo ilustrativo:

30
L= 3m
5 s E =cte
3 10 I =cte
A=501
5, G. T X ™y

En primer lugar se numeran todas y cada una de las barras al igual
que todos y cada uno de los nudos encerrando estos en un cuadro o
circulo respectivamente, asi como se les asfgna un sentido a todas
y cada una de las barras por 1o tanto nos queda de la siguiente -~

manera.
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Ademds le asignamos la letra A al inicio de la barra y la letra B
al final. Luego entonces por ensamble de matrices, sumaremos las -
matrices acopladas de cada barra de acuerdo a la interrelacién que

hay entre nudos y barras.

_ Nudos /Nudo

u © | @ -
+ Kyl
@ L [KEA] 3 [KBB]S + [KAA]"

Todo lo anterior para el S.G., por To tanto las matrices acopladas

que corresponden a este sistema son las siguientes.

16.67 0 0
[k = 0 0.444 -0.667
o 0 -0.667 1.333



[yl

[KBB]s

[Kaa?,

[KBA]’

. 0.444

0.667

8.556
8.111
-0.471

8.556
8.111
0.471

8.556
-8.8111
0.471

8.556
-8.111
-0.471
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16.67

8.111
- 8,556
0.471

8.111
8.556
-0.471

-8.111
-8.556
-0.471

-8.111
-8.556
. 0.471

0.667

1.333

-0.471
0.471
1.333

0.471
"00471
1.333

0.471
-0.471
0.667

-0.471
0.471
0.667




Y haciendo la correspondiente suma tenemos:

1.667 0.000  0.000
0.444  0.000 0.667
8.556 8.111  -0.471

25.667  8.111 0.19
0.000 0.444  -0.667
0.000 16.667 0.000
8,111 8,556 _0.471
8.111 25.667 -0.196
0.000 -0.667 1.333
0.667 0,000 1.333,

-0.471  0.471 13933
0.19 -0.196  4.000

-8.556 -8.111 0.471

-8.111 -8.556  -0.471

-0.471  0.471 0.667

- 95 -

SEl WD W M Se TER Ve MEe T R TR e s S S

-8.556 -8.111 -0.471.
-8.111 -8.556 0.471
0.471 -0.471 0.667
16.670 0.000 0.000
8.556 8.111 0.471
25,222 8.111 0.471
0.000 0.444 0.667
8.111 8.556 -0.4711
8.111 9.000 0.19%
0.000 ..0.667 1.333
0.471 ~0.471 1.333
0.471 0.196 2.667
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De modo que el sistema de ecuaciones para el (S.6.) es el siguiente:

{F} = [K] {d}

R -
‘10| |25.667 8.111 0.196 -8.556 -8.111 -0.471 ( dix
~5| ['8.111 25.666 -0.196 -8.111 -8.586  0.471 diy

0.196 -0.196 4.000 0.471 -0.471  0.667 4 M
0 [ 8.556 -8.111 -0.471 25.222 8.111 0.471 d2x
0} {-8.111 -B.556 =0.471 8.111 9.006 0.19% d2y
L-30_J :0.471' 0.471 0.667 0.471 0.19% 2.667J e

-
»n
(=]

1

Cuya solucién para (S.G.) es la siguiente.

dix = 0.4072
diy = 0.4629 {d}1 Nudo 1
M: = 7.4066

d2x = 0.1144
dZy = 1.5924 {d}e Nudo 2
M2 =13.2088

Luego entonces los elementos mecdnicos para cada barra de acuerdo

al (S.L.) son los siguientes:
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Para la barra de transformacidn de desplazamientos tenemos:

{de} = [Te] ({(d}

1 d
i -
® o
[Te] {d} o
1 0 O 0 0
0 1 0 0 = 0
o0 0o 1 0 0
.l {d} 1
1 0 ¢ 0.4072 0.4072
0 1 0 0.4629 2 0.4629
0 0 1 7.4066 7.4066

Luego entonces los elementos mecdnicos serdn:

c{fely = [Kel ., (de} .
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- 7 ~ Vd \
16.670 0 0 -16.670 0 0 0 -6.8
0 0.444 0.667 0 ~0.444  0.667 0 4.7
0 0.667 1.333 0 -0.667  0.667 0 < 4.6
. " =
-16.670 0 0 16.670 0 0 0.4072 f 6.8
0 ~0.444 -0.667 0 0.444  -0.667 0.4629 -4.7
0 0.667 0.667 = 0 -0.667  1.333 7.4066 L9.s
. L J /
9'6 ,‘
g ¢.a Y ;| s
~— — X
|/ \
7.7 77
9.6
(4)
t=)
%6
Para 14 barra m haciendo lo mismo
1
O, . |
{de}, = [Te] (d}
il 0o 1 0}, 8
[Tel -1 0 O0f{de)p4 O
0.4699
D) 0o o0 1 -0.4072

7.4060
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1.8
- ’-5,1 104
s [—
SN~ 0 de:{fe} = ([Kel (de}
(47.8)
5.1
B (fe) =g 40
W 51 2\ . 7.
. . i5-2. '5-1
.8  10.1 )

Para la barra E]

2
® {de}y= [Te]l {d}
. 0.7071 0.7071
{Te] =|-0.7071 0.7071
: 0
1® 0
0.4072 0.6602
i i
(d=1 oi1iaa ¢ tded = ¢ 1l0s1
1.5924 1.2069

~13.2088 ~13.2088

de: (fe}= (Ke] {de}

(-7.0630
P

fe 7.0630
4.3863
-13.4426

0

ol

1
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W2
2o -
DY 0 \
S
\%\a
4’
A A
q%
o
Qa
2 ~x
'\9;/\‘«;: oF
’ )
A.
/
pPara la barram
{d}2 {d)o {de} = [T) < {d}
® [ 0.1144 )
1.5924
010 oo 1=13,2088
de)s
(Ted{1 0 0 {ded=y 0 '
001 0
\ 0 J
{fe} = [Ke]l {de}
(-1.9 ]
-8.1
-16'6
= ]
{fe)=1) ;g
8.1
‘L '7075J
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- 1.6 - 235

- 4907 \ £ 907

§.103 8,105
%57 (+)
SNIAL
Comprobacidn.
I Fx =20
{(S.6G.) £ Fy=20 Para cada nudo

I M

[}
(=]

Para la barra tenemos el siguiente vector de fuerzas.

{F} = ([Tel {fe)

1 p.o 6.8 6.8
{Te)}= 0 1.0 ~4.7 1 = 44,7
0 0°1 9.6 9.6

Para la barra E]

[Te]l (fe} = {F},



0 -1 0 7.8 5.1
1 00 -5, = 7.8
6 0 1 10.1 10.1

Para la barra

[Tel {fe} = {F}1

0.7071 -0.7071 O -6.4146 -1.4342

+0.7071 6.7071 0 ‘4 -4.3863 ¢ = -7.6373

0 0 1 0.2873 0.2873
3 L. - 1

[Tel (fe} = (F}
2 2

0.7071 -0.7071 O 7.1 1.9070

+0.7071 0.7071 0 4.4 = 8.1000

0 0 1 -13.4485 -13.4485

Para la barra E]
[Tel {fe}, = (F},

1.9070 -1.9070

1 00
010 -8.10 = -8.1000
0 01 -16.55 =16.5515

Sumando vectores para el nudo @

6.8) [ 5.1 (-1.4342 10.4658 10
4.7%+2 7.8 + 1 -7.63713}={ - 4.5373 ) = -5
9.6 10.1 0.2873 19.9873 20
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Sumando vectores para el nudo (:)

1.9070 -1.9070 0
8.1000 + -8.1000 = 0
-13.4484 -16.5515 ~30

Manual de uso.

Aspectos generales:

E1 programa trabaja para marcos en el plano cuyas caracteris~:
ticas deben ser las siguientes:

- Sus apoyos deben de ser completos, es decir, todos sus des-
plazamientos estan restringidos.

- La estructura en general debe carecer de uniones o articula
ciones a lo largo de sus elementos o en las uniones entre -
estos, es decir, en los nudos.

- Eldrea, el momento de inercia, y el médulo de elasticidad -
deben ser constantes .a 1o largo del elemento, pudiendo va- -
riar entre los diferentes miembros de 1a estructura.

- La carga puede estar aplicada en los nudos de la estructura
oa lo largo del elemento, a este (G1timo se transforman me-
diante el procedimiento que se exp11c6 anteriormente, por -
cargas equivalentes aplicadas en los nudos de la estructura.

Codificacion de datos:
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Para Ya utilizacibn del programa se utilizan los siguientes -
formatos de lectura:

ler. Rengldn

20. Renglén.,

|

hasta
NB= ntimero -de
barras.

Siguiente Renglén

hasta

Nn- nimero de nu-
+ dos.

Dos campos de cuatro digitos cada uno, para
la lectura del ndmero de elementos y del ni
mero de nudos de la estructura 0000,0000.

Dos campos de tres digitos cada uno para la
lectura del valor del nudo "A" y del nudo -
"B" respectivamente, un campo real de seis
digitos para la lectura del &ngulo de la ba
rra con la horizontal debiendo 1levar dos -
decimales: 11.dd. Dos campos exponencia--
les de once dfgitos cada uno para la lectu-
ra del médulo de elasticidad y ¢l momento -
de 1nercia. de 1os cuales dos digitos son -
para el entero, uno para el punto decimal,-
cuatro para dos decimales, uno para la le--
tra E, uno para el signo del exponente y --
dos- para el exponente, estos €§: ~ewmmmme-.
I1.dddd EZee. Y por dltimo dos campos de -
diez digitos para la lectura del &rea y de
Ta 1ongitud, debiendo Ylevar cuatro decima-
Tes. Como aclaracifn importante el punto -
decimal ocupa el lugar de un digito, esto -
es: IIIII.dddd.

Ocho campos de diez digitos para la lectura
de las fuerzas aplicadas en los nudos, de--
biendo 1levar cuatro decimales: IIIII.dddd,
Estos deben 1levar el sigui;pte orden.
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1°. Se debe empezar por el nudo de menor
denominacidn, y seguir en orden as--
cendente.

1°= n, 2°= n+l, 3°= n+2, etc.

2°. Sedebe poner en primer lugar el valor
correspondiente a Ya fuerza "x", Fx,-
Tuego a la fuerza "y" Fy, y Tuego el
valor del momento M del primer nido -
y asi consecutivamente para el si- -~
guiente nudo.

Generacidn de datos:
.Para la generacibn de datos se requiere lo siguiente:

- Nimero de todos y cada uno de los elementos de las estructu
-ras asi como los nudos de £€sta;a los apoyos de 1a estructu-
ra se les asigna el nﬁmero cero.

- Se les asigna una direccidn arbitraria a la barra designan-
do como "Af el inicio de 1a barra y como foyel final.

De ésta se obtienen los datos necesarios para la codificacibn
valor del nudo "A", nudo "B", angulo de inclinacidén con la hg
rizontal @, M6dulo de Elasticidad E, momento de inercia I, «-
drea de la seccibn transversal de la barra, y su longitud, y
por d1timo, las fuerzas aplicadas en los nudos de Ta estructy
ra, deben estar proyectadas en dos direcciones ortogonales y
un momento.
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WS IDE
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Para su mejor entendimiento utilizaremos el ejemplo anterior:

3.1 EsemPlo A

L =3 mt.
E = cte.
I = cte.
A=501

Como se puede observar se tiene cuatro barras y dos nudos y =
se les designd la direccidon que se muestra para cada barra, -
-de ‘modo -que la generacidn de los datos es 12 siguiente:

Barra Nudo A Nudo B Ang.de Modulo Mement. ... . nq¢,

Incl, Elast. Inercia
1 0 1 ] cte. cte. 50.00 -3.00
2 0 1 90 cte. cte. 50.00 3.00
3 1 2 45 . cte, cte. 50.00 3.00
4 2 0 0 cte. cte. 50.00 3.00

Las fuerzas son las siguientes:

Fx = 10.0 ton, Fx = 0.0
Nude 1 Fy =-75.0 ton. Nudo 2 Fy = 0.00
M =.20.0 ton-m M =.30.00 ton-m

De ‘manera que l1a codificacidn de los datos es la siguiente:
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8.2 EJEMPLOB

Dada la estructura que se muestra en Ta figura, encontrar la
fuerza normal, fuerza cortante y momento flexionante, para -
cada elemento de &sta, asi como los desplazamientos que su«-
fre 1a estructura en sus nudos.

ﬁﬂ
20 don
|
plbn/m /0 7”7 3"7 L = 4.0-"‘
E=1.4 x 10% ton/m?
b_4 30°
"
‘ao Ianydﬁ?
| b
0.30m

Como primer paso numeramos todos y cada uno de los elementos
de 1a estructura, asfi como los nudos de &sta, y ademds le -~
asignamos un sentido a cada barra como se muestra en la si--
guiente figura.

@
g ® 3 I®
! 7
@
&
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Como se tiene cargas aplicadas a 1o largo de los elementos -
se transformard primero a cargas aplicadas en los nudos,se
resolverd 1a estructura, y al resultado se le sumard las - -
fuerzas de emprotamiento de la estructura restringida para -
asi obtener el resultado final. '

Transformacidén de cargas intermedias a cargas aplicadas en ~
los nudos. Los momentos y fuerzas de empotramiento se obten
dran de las tablas que se anexan:

Para la Barra 1

™ 2
2 n/m ){l\,‘ My= M,= wi? = M = 2,67 ton-m
g::‘aaéammcg 12 12

}‘ <2 m _{ ) F1= F2= .V_‘l_. 3.2_(ﬂ_= 4 ton.
2 2
tF/ IF: .

Para la barra 3

My= 22T . 10 (1) (3)% . 5.63 tonem

b 10 (1)
[0 for o wme= Bt 0B O) . 168 ton-m

s TLAJM_,L .3.0 N 4 Fa= P(%‘)I(HZ?—% 10(%)2(“2%}8.44 ton

! F= o2 v2b)= 10} (142F1.56 ton



Para la barra 4 - 128 -

=~
PR
-
20(0” N Mg = Mg = E]—=g_0_8J_4_).= 10 ton-m
g
b F5=F6=B=g_g.=10ton_
0N 2 2
n -
<~

Las fuerzas de empotramiento serdn las que resulten de sumar -
vectorialmente las fuerzas en cada nudo.

Para el nudo (:)

N Mi.f -2.67 + 5.63 = 2,96 ton-m

Fiy = 4 +8.44 = 12.44 ton.

Fuerzas de empotramiento

Ml )
{ 5 . F, = 0.00 ton.
/vt Fy = 12.44 ton.
4

M = 2096 ton"m
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Para el nudo (:)

M, = 10-1.88 = 8.12 ton-m
Fox=s 10 ton.

Fay= 1.56 ton.

My Fuerzas de empotramiento.
®_: Fix
\ 1 fx-= -10 ton.
Fy = 1.56 ton.
Fyr y
M = 8.12 ton-m

De tal manera que la estructura quedard sujeta a las siguidéntes
fuerzas de empotramiento,

8.12

2.9¢
a ®\ 4—-—10A

1ol
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Por 1o que la estructura deberd resolverse con estas fuerzas pe
ro con sentido contrario.

Fxy = 0,00 ton.

X4 Fy; =-12.44 ton.
j 3"; M, = -2.96 ton-m
4 T~ Fx, = 10.00 ton.
~2.% i\\\\\\\\‘jg Fy, = -1.56 ton.
' 4.856 T My = -8,12 ton-m

Y 1a generacidn de datos es la sigujente:

.

Barra Nudo A Nudo B Ang.de Modulo Moment

Incl. Elast. Inercia Area Longt.

1 0.00 1.00 0,00 1.4x10%'16 x 107%0.12 4.0
2 0.00 1.00 60.00 1.4x10%-16 x 107%0.12 4.0
3 1.00 2.00 0.00 1.4x10°-16 x 10°%0.12 4.0
4 2.00 0.00 90.00 1.4x10°°16 x 10-*0.12 4.0
5 2.00 0.00 -30.00 1.4x10%-16 x 10-%0.12 4.0

Y 1a codificacidn de los datos es la siguiénte:
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De los datos de la corrida del programa, tenemos, para la primera barra

los siguientes elementos mecdnicos.

Barra 1
o_o°y¢ - 0.0258‘
:8.66 \ f 8.9»‘
K N
-0.058 0.9558
+
, -2.67
2."( i )
410 %0
=
-a.6é @,‘z.u'/ - ani, @ g.ec

1’ '

3,992 20585

Resultados de la corrida

'Resultados de empotramiento '



- 135 -

Para. 1d. barra 2

b
Ay
Ny @
\oﬁ" ‘ Resultado de la corrida.
°l
006‘
()
®
)
Y \ &
o
/
Para 1a Barra 3
~2.557 ~%.20
:2"5 A} 4 278 Resultado de la corrida
. V , \T
1.38¢ 1.38Y
+
5.63 ~1.88
( ) Fuerzas de empotramiento

8.9/ 156

n



@ s208 - 5,23
~2./5 At ) I 4 2./8
D el -

. t / N t@

2.05¢ 2.974

Para la Barra 4

-~ 1.0/ D @\*- 11,016

K/.fza \“/-10 /-//.vz?
+ -

~2,638 ‘2.362
N 10 AT ,
— 0/ ~— (D @i~ 8.98%
T L.969 ' 1.967

Resul tados de Fuerzas de
. 1a corrida empotramiento

Para 1a barra §

&
J)‘

. \@‘*’.e‘,

N4

'G_’)

Resultados. de la corrida
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Sumando fuerzas en el nudo @

LFx = 8.66 ~12.88 cos 60° - 0,083 cos 30° -2.15
a 0.00188

gFy = 4.0585 ~12.88 sen 60° + Q0.083 sen 30° + 7.056
= 0.00159

_ IM =-2.959 - 0.384 + 3.296 = 0.003

Sumando fuerzas en el nudo@

- IFx = 2.15 - 8.984 + 8.376 cos 30° - 0.837 cos 60°
= 0.0013

- ZFy = 2.944 + 1.969 - B8.376 sen 30° - 0.837 sen 60°
= 0.00013 .

IM =7.362 - 5.08 - 2,28
= 0.002



"APENDICE



- 139 -

NOMENCLATURA
abe,m,n, Distancias parciaks dentro de la longitud de una viga o marco,
da, db, de, dx I flexidn total de un.: viga 0 marco en ¢l fugar donde indica ef sublndice.
E Médulo de clasiicidad. 2,038,990 K /cm® paia ¢l acero,
f . Peralic de una armadura o marco.
h Altura de columnas para armaduras o marcos.
Ha-Hb, ete. Reaccidn horizontal en apoyos de maccos.

. Iab, Ibe, Ied Momento de increia de la picza indicada por ¢l subindice.

L Longitud de una viga o armadura entre apoyos.

Ma-Mb-Mc Momento fexionante actuando en ¢! lugar indicado por ¢! subindice.
h{ Cantidad de fuerzas aplicadas 2 una viga.

P Carga concentrads, o

Ra, Rb,Re Reaccién en vigas segin ¢l apoyo indicado por el subindice.

Vs, Vv, Ve Rcaui&; vertial en apoyos de marcos,

w Carga, iotal, distribuida unifotmt;nev;u.

w Carga unitaria dimibuid; unifurmemente.

&, . Angulo gue forma la cubicrta de un u'cbo con 13 horizontal,

A}B,D,F,G, . Constantes para cikulo de marcos :igcdm. Definidas en uth caso y undu para
K.N, 5,7, umpllbcar fas formulas.
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6.1, FORMULAS Y DIAGRAMAS PARA VIGAS

i VIGA EMPOTRADA  EN UN EXTREMO, LIBRE EN EL OTRO

T

F
] Y .,
5 LA g ‘
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