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I N T R o D u e e I o N 

METODO DE LAS RIGIDECES, 

Este método de analizar estructuras se utiliza más extensamente para 

estructuras grandes y complejas, tales estructuras requieren el em­

pleo de computadoras digitales para efectuar los extensos cálculos -

numéricos, y este método es el más apropiado. para la programaci6n -

de computadoras. La razón es que el método de las rigideces, puede 

ponerse en la forma de un procedimiento estandarizado, que no requi~ 

re ninguna decisión de-ingeniería durante el proceso de cálculo de­

bida a condiciones de hiperestaticidad de la estructura. 

En este método se considera a los desplazamientos como las inc6gnitas 

de la fonnulaci6n. 

Heinrich Manderla fue el primero en utilizar los desplazamientos de -

los ·nudos como incógnitas en el análisisde estructuras indeterminadas 

estáticamente, en 1880 analizó una armadura con nudos rfgidos toman­

do en consideración las defonnaciones producidas en los elementos de ,, 
la estructura, por la accf6n de los momentos de flexi6n y fuerzas -

axiales, esta técnica no resultó apropiada para la época por la com­

plejidad del sistema resultante de ecuasiones, expresado en términos 
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de la traslación y rotación desconocidas de los nudos y pretende des­

cribir el efecto de la flexión y fuerza axial sobre cada elemento. 

Posteriormente en 1892 Otto Mhor quien había contribuido al desarrollo 

del método de flexibilidad para el análisis de estructuras indetermi­

nadas estáticamente, propuso un rrétodo aproximado para el cálculo de 

los esfuerzos producidos por la flexión en una armadura de nudos rí­

gidos. La técnica de Mhor requería la solución de un sistema de ecu! 

ciones expresado únicamente en términos de la rotación de los nudos, 

su traslación se determinaba suponiendo que las conexiones correspon­

dían a articulaciones. 

En 1914 Alex Bendixen propuso el método pendiente-deflexión para el -

análisis de estructuras que requiere la solución de un sistema de ecu! 

siones expresado en término del desplazamiento de los nudos. En 1915 

el Profr. G.A. Maney de la Universidad de Minnesota dió a conocer el 

desarrollo de este método; el método pendiente-deflexión, propuesto -

por Bendixen y Maney, es senejante al método propuesto anteriormente 

por Mhor para el cálculo de los esfuerzos secundarios en armaduras -

con nudos rígidos. En 1930, el Profr. Harqy Cross en ese entonces 

en la Universidad de Illinois difundió el método de distribución de -

los momentos, que aproxima progresivamente el valor de los morrontos -

no equilibrados en los nudos permitiendo en esta forma analizur las ~ 
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estructuras. Esta técnica tuvo gran aceptación en la práctica por cuanto 

eliminó la necesidad de resolver el sistema numeroso de ecuasiones simul­

táneas requerido por el método pendiente-deflexi6n •. Casi contemporánea-­

mente con la presentación por parte del profr. Cross del método de distri 

bución de los momentos, el Profr. R.C. Southwell de la Universidad de Ox­

ford propuso el método de relajación de aproximaciones suscesivas su tra­

bajo fue presentado en 1935. 

El método pendiente deflexión para el análisis de estructuras indetermi­

nadas estáticamente es el predecesor del método mas generalizado de aná­

lisis que se utiliza actualmente. El advenimiento del computador digi-­

tal para realizar operaciones matemáticas eliminó la solución de ecuaei.Q. 

.nes simultáneas conX> una restricción para el análisis estructural, esto 

ha permitido la utilización de un método muy general, para el análisis -

de estructuras, las incognitas de su formulación son los desplazamientos 

de los nudos. Este método de análisis se denomina método de las rigide­

ces. 

Cuando se analiza una estructura por el método de las rigideces se emplea 

el concepto de indeterminación cinemática, el cual explicaremos a conti-­

nuaci6n. 
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CAPITULO 

PROGP.Aft1A PARA ARr11\DURAS 
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l, . INDETERMINACIÓN CINEMÁTICA, 

Si pretende analizar una estructura utilizando el método de 1 as rigi­

deces, es necesario definir el grado de indeterminaci6n cinemática del 

sistema estructural. Este a su vez define el número existente de com-

ponentes no restringidas del desplazamiento de los nudos de la estruc­

tura, las que deben calcularse durante el análisis. 

En una estructura plana, la traslaci6n de un nudo no restringido se de!_ 

crfbe en término de dos componentes ortogonales. Adem~s. un nudo rfgi­

do puede girar. El grado de indetei:-minaci6n cinem.itica de un sistema -

es igual al número total de componentes independientes del desplazamie!!_ 

to de los nudos no restringidos de la estructura. Se dice que una es--
,. 

tructura es determinada cinem.iticamente cuando se restringe co~leta--

mente el desplazamiento de sus nudos. Para el caso de una anttadura, no 

se considera la rotación de los nudos, por cuanto se supone que estas -

son articulaciones. Por tanto, al definir el grado de indetermfnaci6n 

cinemática de una armadura se considera únicamente la traslaci6n de los 

nudos. Ejemplos: a), b) y c). 



ESTRUCTURA 

b) 

e) 
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COMPONENTES INDEPENDIENTES 
DEL DESPLAZAMIENTO DE LOS 
NUDOS. 

& Si. r,, 

"l r.~: 

Todas las componentes del 
desplazamiento de los nu­
dos estan restringidos -
por lo tanto es una estruc 
tura determinada cinemáti:­
camente. 

GRADO DE INDE­
TERMINAC!ON 
CINEMATICA. 

7 

o 

8 
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2, tói~c~PTOS BÁsicós 

.. ·: . 2,1· PRJ°NCIP.10 ·DE CONTINUIDAD, 

[ID 

0 t.1 . ~ ~ r 

:Ejemplo 

Bas6ndonos en el ejemplo 1, se obtendrá la matriz de continuidad, em­

pezaremos por definir Lflgunos t~rminos. 

{ F} =Vector de fuerzas 

{ F }= 

(2 ?< hN~·l) 
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{d}= Vector d7 desplazamiento de los nudos 

{ d } = 
(2 x nN, 1) 

{e}= Vector de alargamiento de las barras 

{ e }= 

(n
8

, 1) 
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2.2 PRINCIPIO De CONTINUIDAD, 

Los desplazamientos que experimentan los nudos de una annadura al ser 

sollcltada por fuerzas exteriores deben ser compatibles con las defor. 

maclones que experimentan las b~rras de esta, esto es: 

{ e }= [ a ] { d } (Esta ecuaci6n se cumple s61o para 
desplazamientos pequenos). 

Debido a que s6lo se cumple para desplazamientos pequenos, no es apli­

cable para materiales muy deformables. 

Por otro lado tomamos un elemento barra y provocamos una deformac16n 

e = dl esta defonnaci6n se puede proyectar en dos defomaciones or­

togonales, o en la dlrecci6n "X", y ./:J. en la direcci6n "Y", demostra­

remos que el desplazamiento tra11sv~, /:J. se desprecia. 

d' ..\'-
. -·-··· -.-.\o··-~·~--,,'f + 
~- -·· _... ;' 1 ' 

---- 11/ 1 i A 
-~..... ---- .#~ 1 1 

--- , l ---------'·------.J "'f" - X 
·+. t. 

~ 
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e = -J L 2 + o 2 + 2 Lo + t. 2 
- L 

-1 
e = L2 

( l + ( ó/L)2 + 2ó/L + (li/L) 2 ) - L 

e = L [ 1 + 1/2 (ó/L) 2 + (ó/L) + 1/2 (6/L) 2] - L 

e = 

o o 

1/2 ó ~L) + l/2fi f L) + o ..A/L << l y o/L « 1 

Linealidad Geomitrica. 

e = cS desplazamiento longitud.·;; por lo tanto se desprecia el des­

plazamiento transv~· por ser muy pequeño. 

Una vez demostrado ésto obtendremos la relaci6n entre las deformacio-

nes de las barras y los desplazamientos de los nudos. 



Para la barra l. 

Para la barra 2 t ;1 

d,,y 

@ d~x 

Para la barra 3 

- 11 -



- 12 -

Para 1 a barra 4 

Para)! lt barra 5 

diy e5 • -0!7071 d2x + 0.7071 d2Y 

Resumiendo: 

BARRA / NUDO 
@ ® 

X y X Y. 
{l] ei = "Q2X .. 
121 e2 = -d;y ~.Y ~ 

llJ e3 " •d!X ... ,. 
¡gj e~ = -o. 7071 d~,l( -0.7071 diY ": 

lSl es " •0.707ld:iX 0.7071 dq,y 
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En fonna matricial 

ei o o -1 o d1X 

e2 o -1 o 1 di.Y 
6 

- e3 - " - -1 o o o d2X 

e4 -0.7071 -0.7071 o o d2Y 

es o o -O. 7071 0.7071 

{e} = [a ] { d} donde [a] matriz de continuidad 

(N barras x 1) = (N barras x (N nud x 2))((1l nud ~2) x !)orden de cada matriz 

Algoritmo para obtener la matriz [.aJ por renglones: 

Para obtener el rengl6n ºi" por ejemplo: 

1 
2 

[ a J y 
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Dada una bara "i" como se muestra en el esquema. Le asignaremos un 

sentido arbitrario a la barra y un vector con el mismo sentido la -

misma dirección pero de magnitud unitaria, cuyo vector de sus proye_¡:_ 

ciones respecto a un eje coordenado es el siguiente: 

J cos -{}-} 
{ U; } = ¡sen '6" {::; l 

Si al punto de inicio de la barra le asignamos A y al punto de ter­

minación B, y a los desplazamientos que sufren estos puntos debidas a 

solicitaciones externas les asignamos dA .Y dB respectivamente, -

como se muestra en la figura, obtendremos la siguiente ecuación, para 

el desplazamiento total de la barra i: 

ei = dn. u. - dA. u. ó 
l 1 

En términos de u1 

ei = {ui } T {de} -{ui }T {dA} 
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Aplicando esta ecuación tenemos: 

Nudo A Nudo B 

X 

'l 

2 

[ a ] = 

Si el nudo tiene todos sus desplazamientos restringidos 

ª.· " o·, 
ixJ_ = o 

:2,l LEY DE HOOKE 

Si definimos el vector de fuerzas axiales en cada elemento.de la es­

tructura como: 

{ p} = Fuerzas axiales en las barras 



La convención de signos será la siguiente: 

p -

Esfuerzo-Defonnaci6n: 

f------------1 

Tensión (+) 

Compresión (-) 

p -

Una barra prismática de sección recta en toda su longitud, de eje rec­

to, y cargada axialmente, experimentará un alargamiento 6 acortamiento 

por tracción (tensión) o por compresión respectivamente. Esta fuerza 

generará esfuerzos que no son otra ·'Cosa que una distribución continua 

de la fuerza en el área de la sección recta, la intensidad de esta fuer. 

za por unidad de área es la que se designa como esfuerzo y generalmente 

se designa con la letra a, y que algebraicamente se designa coroo: 

a = p 
-A-

Tal ecuación muestra que el esfuerzo se mide en unidades de fuerza por 

unidad el.~ área. 

Una condición necesaria para que sea válida la ecuación es que el esfue.r 

zo a tiene que ser uniforme en la sección recta de. la barra ta 1 condi-­

ción se cumple si la fuerza axial "P" pasa por el centrolde de la secC'f6n 
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recta. Si la carga "P" no actua en el centroide, resultará flexión de 

la barra, y será necesario entonces un análisis más complicado, por -

otro lado se desprecia el peso propio de la barra. 

El alargamiento total de la barra, que soporta una fuerza axial, se -

representa por "e". y el alargamiento por unidad de longitud; llamado 

deformaci6n unitaria o simplemente deformación, se determina entonces 

por la ecuación: 

e: i;; _e_ 
L 

Donde L es la longitud total de la barra, obsérvese que e: es adimensi.Q. 

na1, solo es válida si la deformación es uniforme en toda la longitud 

de la barra. 

La mayor parte de los materiales estructurales tienen una reg16n inicial 

en la gráfica deformaci6n -esfuerzo en la que el material se comporta -

tanto elástica como linealmente. La región desde O hasta A en el dia-· 

grama esfuerzo -deformaci6n; cuando un material se comporta elást1camen. 

te y además presenta una relación lineal entre esfuerzo y defonnaci6n, 

se dice que es linealmente elástico. 
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o e. 

La relaci6n lineal entre esfuerzo y deformaci6n para una barra en ten­

si6n o compresión puede expresarse por la simple ecuación. 

a = Ee: 

En la que 11 E" es una constante de proporcionalidad conocida por m6du­

lo de elasticidad del material, se ve que este m6dulo es la pendiente 

de la gráfica defonnaci6n-esfuerzo en la regi6n linealmente elástica, 

para la mayor parte de los materiales el módulo d~ elasticidad a la -

compresión es el mismo que a la tensi6n la ecuación anterior se llama 

generalmente Ley de Hooke. 
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Como vemos cuando una barra se carga el esfuerzo axial es cr = P/A y 

la deformación axial es e: = e/L combinado estas dos ecuaciones con 

la Ley de Hooke se obtiene la siguiente ecuación para el alargamien-' 

to total de la barra. 

+ = E -~-

e = PL 
El\ 6 

despejando e 

P= ~e 
L 

Esta ecuación muestra que el alargamiento total de la barra lineal­

mente elástica es directamente proporcional a su carga y a su longi­

tud, e inversamente proporcional al modulo de elasticidad y a su -

área transversal, el producto EA se conoce como rigidez axial de la 

barra. 

La flexibilidad de la barra se define por la deformación total por 

unidad de carga de manera que la ecuación es L/EA. De manera aná-

1 oga, la rigidez de la barra se define por la fuerza requerida para 

producir una defonnación total unitaria asf pues la rigidez es igual 

a EA/L el reciproco de la flexibilidad. 
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Si asignamos k a EA/L la ecuación anterior nos queda: 

P = ( f A ) e = p = ke 

Para cada barra nos queda: 

Además 

Pi = ki ei 

Ei Ai 
ki = ---rr-

Para un sistema de barras 

Pa = k3 e a 

donde i = 1, 2, 3 , • • • n
13 
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Matricfalmente 

{P} = (k]{e} 6 

P1 k1 o o o e1 

P2 o k2 o o ez 

P, o o k, o e1 

• 

Pn o. o o 

2.4 EaurLIBRio 

Ecuaciones de la Estática. 

Cuando se somete un cuerpo rfgfdo en reposo a la accf6n de un sistema 

fuerzas y momentos, las acciones deben estar en equilibrio estático, 

si el cuerpo ha de pennanecer en reposo¡ si no es asf, el cuerpo se -

pondrá en movimiento, la mayor parte de las estructuras están restri!!. 

gidas en tal fonria que no pueden desplazarse libremente en el espacio¡ 

por tanto la accf6n restrictiva de los apoyos de la estructura produ­

cen el equilibrio de cualquier sistema de cargas que actue sobre ella. 
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Las condiciones que aseguran el equilibrio de un sistema de acciones 

coplanares son: (1) la suma algebraica de todas las componentes de -

fuerza en cualquier dirección debe ser nula y (2) la suma algebraica 

de los momentos de todas las fuerzas respecto a un punto específico 

perteneciente al plano determinado por ellas debe ser nula. 

El requisito de anularse la suma de fuerzas en cualquier dirección -

se satisface si las sumas algebraicas de las componentes de fuerza -

en dos direcciones perpendiculares, es decir, independientes, seªº!:!. 

lan. Luego, las condiciones que definen el estado de equilibrio es­

tático se expresan mediante el siguiente sistema de ecuaciones. 

l:Fx = O I:Fy = O l:Mj =o 

Estas tres ecuaciones de la estática deben ser satisfechas por cual­

quier sistema coplanar de acciones que actuen sobre un cuerpo libre. 

Aplicando lo anterior al ejemplo l obtenemos el siguiente sistema -

de ecuaciones: 
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Tomando nudo por nudo y aplicando las ecuaciones de equilibrio: 

,,;;..tfay ·.· •. 
. fu\~' 

r·--~ 

1 

..) 
! 
1 

Nudo 1 

-+. ~'-------'H 
©f ,.·r ~ , 
-r-J.-·---+-

• 1 

¡; Fx = O 
F1x = .p3 - 0.7071 P4 

¡; Fy = O 

F1y = ·P2 • 0.7071 P4 
l: Mi = O 

o 

Nudo 2 

l: Fx =O 
@ f1-y 

~·'k------ P. 
f1.)I 

Fzx = -P¡ • 0.7071 P5 

¡; Fy =O 

FzY = P2 + 0.7071 P5 
¡; Mi = O 

o 
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EN FORMA MATRICIAL 

{ F } = (a] T { p .} 

P1 P2 Pi p~ Ps 

F1X o o -1 -0.7071 o P1 

F1y o -1 o -0.7071 o P2 
-- . -·· 

F2x -1 o o .O -o. 7071 Ps 

F2y o 1 o o 0.7071 p~ 

Ps 

Donde: 

[a]T = Matrizdeequ11ibrio. 

Si comparamos la matriz de equilibrio con la matriz de continuidad, 

nos damos cuenta de que es su traspuesta por lo tanto: 

Matriz de equilibrio = ['a] T 
( . ) traspuesta matriz de contrnuidad . .. . .. 

Resumiendo: 

Ecuación de compatibilidad 

{e} a [.aJ { d} . .• . ( 1 ) 
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Ley de Hooke 

{P} = [k] {e} ( 2) 

Ecuaciones de equtlibrio 

T 
fF} J " [a] { P } ( 3) 

Sustituyendo (2)en (3) 

{F} a [a) T [k] {e} • • • • • (4) 

Sustituyendo(l)en(4) 

{ F} = (a}T [k] [a) {d} 

Asignando 

[ K] = [a)T (k) CaJ 

Obtenemos 

{ F} • ( K] {d} 

( K] " Matriz de rfgtdez de la estructura~ 
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Pasos que se deben seguir para llegar a la solución: 

- Obtener la matriz ~a]; matriz de continuidad 

- Obtener su traspuesta [a] T; matriz de equilibrio. 

- Obtener la matriz de Rigidez para todas y cada una de las barras [k] 

- Obtener la matriz de Rigidez de la estructura [KJ =[.a] T [k] [a] 

- Obtener el vector de fuerzas U.} 

- Obtener la solución del sistema de ecuaciones {F} = [K] {d} 

- Obtener el vector de deformación de las b~rras {el = ,L.a J { d} 

- Obtener el vector de fuerzas internas { P} = [ k] {e} 

- Comprobar la solución {F}= (a]T {P} 
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El orden de las matrices y vectores es el siguiente: 

[a] = (nB' 2 X· tiN) 

{d} = (2:x ~N' . 1) 
.. 

fe} = (n6, 1) 

{f} = (2 X n· , 1) 
N 

[k] = (2 x n··, ;2.-x:nN) 
.N " 

{p.} = .(n13, 1) 

Donde: 

n8 = número de barras 

número de nudos 
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3. MANUAL DE Uso DEL PROGRAMA 

El programa funciona para armaduras bidimensionales, las cuales pueden 

ser isostáticas o hiperestáticas tanto interior como exteriormente o -

ambos casos. Además este programa tiene las siguientes restricciones: 

1~ Las cargas deben actuar en el mismo plano que la estructura. 

2~ Todas las cargas deben ser puntuales y aplicadas en los nudos de 

la estructura. 

3~ Todas y cada una de las barras deberán ser de secci6n constante 

a lo largo de su longitud, pudiendo variar entre barra y barra. 

El procedimiento para la utilizaci6n de este programa consta de los 

siguientes pasos: 

12 Referenciar la estructura a un sistema de ejes cartesianos, de 

preferencia haciendo coincidir un nudo de la armadura con el -

origen del sistema de ejes coordenados, para facilitar en lo -

posible la obtenci6n de las coordenadas de cada nudo. 
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2° Numerar todas y cada una de las barras de la armadura de preferen­

cia encerrando el mlmero en un cuadro O para evitar confusiones. 

3º Numerar todos y cada uno de los nudos de la annadura de preferen­

cf a en un circulo O. 

4° Dar un sentido a todas y cada una de las barras asignando de pre­

ferencfa: 

(A) Al fntcfo de la .f.lecha, y 

(B) A la term1nac16n . 

5º Obtener las coordenadas de todos y cada uno de los nudos de la ar­

madura, de acuerdo al sistema de ejes coordenados que se haya ele­

gido. 

6° Encontrar la rigidez de todas y cada una de las barras (EA/L) 

7° Definir el vector de fuerzas externas o actuantes. Todas las fuer 

zas deberán estar proyectadas en dos direcciones perpendiculares -

de acuerdo al sistema de ejes coordenados elegido en un principio. 
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32 Por último codificar los datos para alimentar el programa de acuer­

do al formato que se indica ;i continuación: 

ler. renglón: 4 espacios para poner el número de barras de la 

estructura: 

4 espacios para poner el número de nudos de la 

estructura. 

2°. renglón: 4 espacios para poner el número de barra· del 0000 

hasta al 9999. 

' N8 Renglones 
4.espac.ios para .poner el valor.del ·n{ldo "A"; del 

(Ns = número 
de barras) 0000 al 9999 

4 espacios para poner el valor del nudo "B", del 

0000 al 9999. 

8 espacios para poner el valor de la coordenada 

".>.<" del nudo "A" debiendo poner siempre dos de-

cfmales. IIIII.dd 

8 espacios para poner el valor de la coordenada 

"y" del nudo "A" debiendo poner siempre dos de-

cfmales. IIIII.dd 
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8 espacios para poner el valor de la coordenada 

"x" del nudo 11811 debiendo poner siempre dos de-

cimales. 11111.dd 

8 espacios para poner el valor de la coordenada 

"y" del nudo 118 11 debiendo poner siempre dos de-

cimales. IIIII.dd 

Después de que se hayan metido todas ·las coordenadas de los nudos de 

cada una de las barras, el siguiente reng16n es: 

Siguiente 
reng16n: 

5 espacios de 16 campos cada uno por cada renglón 

para darle el valor de la rigidez de cada barra, 

y deberá ser en fonna exponencial esto es: 

+ IIIIIIII .ddd E· - nn 

. 8 campos para el número entero (I) 

Un campo para el punto decimal (.) 

3 campos para los decimales (d) 

Un campo para la letra E 

Un campo para el signo del exponente (+ ó -) 

Dos campos para el exponente (n) 



Ejemplo: 

6666, 666 X 106 

100 X 10 3 
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00006666 • 666E +06 

00000100. OOOE 03 

Después de que se hayan metido los valores de la rigidez de todas y 

cada una de las barras (5 por renglón) el siguiente reng16n será: 

Siguiente 
renglón: 

10 espacios de 8 campos cada uno por renglón, 

para darle el valor de las cargas en cada nu­

do, primero la fuerza en la dirección "x" y -

luego en la direcci6n "y", el valor debe lle­

var dos decimales. 

II II I.dd 

!i campos para 1 os enteros (I) 

1 campo para el punto decimal (.) 

2 campos para decimales (d) 

Para su mejor comprensión damos el siguiente ejemplo: 

DATOS 
E =2.1 X 106 Kg./cm. 2 

A,= 25 cm. 2 

/O¡,,,, 
·-'-------'ll 

+--i_.o __ +-1 . 
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Dada la armadura anterior encontNremos 1as fuerzas axiales en todas y 

cada una de las barras, as1 como los desplazamientos de todos y cada -
uno de los nudos~ 

En primer lugar se enumeran todos y cada uno de los nudos de ésta ene~ 
rrando el número en un circulo, se enumeran también todas y cada una -
de la barras encerrando el número en un cuadro, y se elige el origen -
del sistema coordenado en un nudo de la annadura de modo que se puedan 
encontrar las coordenadas de todos y cada uno de los nudos de una man-ª. 
ra fácil y rápida, y por último se le asigna un sentido a todas y cada 
una de las barras 
esquematiza: 

la figura que a continuación se -

Como se puede observar, tenemos un total de cinco barras y dos nudos -
que no tienen restringido su desplazamiento, se observa además que se -
eligió como origen del sistema coordenado al nudo número l. 

El siguiente punto es encontrar las coordenadas de todos y cada uno de. 
los nudos de la annadura, para nuestro caso tenemos: 

NUDO A NUDO B 
BARRA NUDO A NIDO B CORXA CORVA CORXB CORYB 

1 2 o o 3 3 3 

2 1 2 o o o 3 

3 1 o o o 3 o 
4 1 o o o 3 3 

5 2 o o 3 3 o 



- 34 -

El siguiente punto es obtener la rigidez de todas y cada una de las ba­
rras {EA/L) para el ejemplo tenemos: 

RIGIDEZ { 1 ) .= 21 X 10 6 (25 x 10-4 ) /3 = 17 ,500 Ton/m 
RIGIDEZ ( 2 ) = 21 x 106 (25 x 10·4 ) /3 = 17,500 Ton/m 
RIGIDEZ ( 3 ~ = 21 x 10 6 {25 x 10- 4 ) /3 = 17,500 Ton/m 
RIGIDEZ { 4 ) = 21 x 10 6 (25 x 10-4 ) / 18 = 12,374 Ton/m 
RIGIDEZ ( 5 ) = 21 x 10 6 (25 x 10- 4 ) / 18 = 12,374 Ton/m 

El siguiente paso es encontrar el vector de fuerzas externas que actúa 
sobre la annadura, para nuestro ejemplo tenemos: 

FlX = 10 TON. 

F1y = O TON 

Fzx = -10 TON 

Fzy = 20 TON 

De modo que la codificación de los datos.es la siguiente: 
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4. PROGRAMA PARA LA SOLUCIÓN.EN EL PbANO 

PE ARMADURAS, 
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lJ.2 EJEMPLO A. 

'3m 3n1 '3rn _,, __ "r-----·""----"~ 

Dada la armadura que se muestra en la figura anterior, encontrar el desplaz'ª­

miento que sufren los nudos-lle ésta, al -ser soli-citada--por las fuerzas exte~ 

rieres que se muestran, asf como encontrar el valor de las fuerzas internas 

en todas y cada una de las barras. 

y 
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Los nudos y las coordenadas de los extremos de. la barra son las siguie!l 
tes 

NUDO A NUDO B 
BARRA NUDO A NUDO B CORXA CORVA CORXB 

l o 1 o.oo 0.00 0.83 
2 o 2 0.00 0.00 4.00 
3 o 2 8.00 0.00 4.00 
4 o 3 8.00 o.oo 7.16 
5 1 z 0.83 Z.50 4.00 
6 2 3 4.00 Z.50 7.16 

7 1 4 0.83 2.50 1.66 
8 1 5 0.83 Z.50 6.33 

9 3 4 7.16 2.50 1.66 

10 3 5 7.16 Z.50 6.33 
11 4 5 1.66 5.00 6.53 

12 4 6 1.66 5.00 -0.50 
13 4 7 1.66 5.00 2.50 
14 4 8 1.66 5.00 5.50 

15 5 7 6.33 5.00 2.50 
16 5 8 6.33 5.00 5.50 

17 5 9 6.33 5.00 8.50 

18 6 7 -0.50 7.50 2.50 
19 7 8 2.50 7.50 5.50 

20 8 9 5.50 7.50 8.50 

La rigidez de todas y cada una de las barras es la siguiente: 

21 X 106 .(25 X 10~") /2,6352 = 19,922 Ton/111 

21 x 106 c25 x lo""r 14.7169 = a ,130 

21 X 106 (25 X 10•1t) /3, l66~ = 16 ,570 " 

21 X 106 (25 X 10•")' /6,0415 e 8,690 

CORYB 
2.50 
2.50 
2.50 
2.50 
2.50 
2.50 
5.00 
5.00 
5.00 
5.00 
5.00 
7.50 
7.50 
7.50 
7.50 
7.50 
7.50 
7.50 
7.50 
7.50 
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21 x 106 (25 x 10-4
) /4,6666 = 11,250 Ton/m, 

21 X 106 (25 X 10-4 ) /3,3082 = 15,870 

. 21 X 106 (25 X 10•4 ) /4,5765 = 11,472 

21X106 (25 X 10- 4) /3,0000 = 17,500 

11 

11 

RIGIDEZ ( 1 ) = 19,922 Ton/m 

RIGIDEZ ( 2 ) = 11,130 

RIGIDEZ ( 3) = 11,130 

RIGIDEZ ( 4 ) = 19,922 

RIGIDEZ ( 5 ) = 16,539 

RIGIDEZ ( 6 ) = 16,579 

RIGIDEZ ( 7 ) = 19,922 

RIGIDEZ ( 8 ) = 8,690 

RIGIDEZ ( 9 ) = 8,690 

RIGIDEZ ( 10 ) = 19 ,922 

RIGIDEZ ( 11 } = 11,250 

RIGIDEZ ( 12 } = 15 ,870 

RIGIDEZ ( 13) = 19,922 

RIGIDEZ ( 14) = 11,472 

RIGIDEZ ( 15 ) = 11,472 

RIGIDEZ ( 16) = 19 ,922 

RIGIDEZ ( 17 ) = 15 ,870 

RIGIDEZ ( 18) = 17 ,500 

RIGIDEZ ( 19) = 17 ,500 

RIGIDEZ ( 20 ) e 17 ,500 

11 

11 

11 

11 

u 

u 

.. 
11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 
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El vector de fuerzas es el siguiente: 

FlX = o TON. 

FlY = o 11 

F2x = o 11 

F2y = o 11 

F3x " o 11 

F3y = o 

F4x = o 

F4y = o 11 

F5,( = o 11 

F5y = o 11 

F6x = 10 11 

11 

F¡y • .. 15 u 

Fax ª o " 

Fav• .. 10 .. 

11 

Fgy = .. 20 " 

lle lllQ~O que h co~ifi.~ci~n de da.tos es 111 siguieote: 
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4·,3 . EJEMPLO B 

Dada 1a armadura que se ·muestra en la figura anterior, encontrar el 

desplazamiento ·que sufren los nudos de éste al ser solicitada por -. 

las fuerzas exteriores ·que se ·muestran, así como encontrar el valor 

de las fuerzas internas en todas y cada una de las barras, 
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Los nudos y las cordenadas de los extremos de la barra son las siguien-

tes: 

NUDO A NUDO B 

BARRA NUDO A NUDO B CORXA CORVA CORXB CORYB 

1 o 7 º·ºº 0.00 4.00 6.00 

2 o 2 0.00 0.00 4.00 3.00 

3 o 1 0.00 O.DO 8.00 o.oc 

4 2 8.00 º·ºº 4.00 3.00 

5 2 3 4.00 3,00 8.00 3.00 

6 1 4 8.00 º·ºº 12.00 3,00 

7 3 4 ª·ºº 3,00 12.00 3.00 

8 5 4 16,00 0,00 12.00 3,00 

9 5 6 16,00 º·ºº 12.00 6,00 

10 1 5 8,00 0,00 16,00 0.00 

11 3 7 8.00 3,00 . 4,00 6,00 

12 3 6 8,00 3,00 12.00 6.00 

13 7 6 4,00 6,00 12.00 6,00 

14 o 5 16.00 ~i.oo 16,00 º·ºº 

La rigidez de todas y cada una de 1as barras es la siguiente: 

21 X 106 (25 x 10-'•) /7 ,2111 = 7 ,280 Ton/m 

21 X 106 (25 X 10.4) /5,0000 =10,500 

21 X 106 (25 X 10.4) /8,0000 = 6,562 

21 X 106 (25 X 10.4) /4,0000 =13,125 

21 X 106 (25 X 10.4) /l,0000 =52,500 Pero por ser <1po,vo l x 106 
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RIGIDEZ ( l ) = '7, ,280 Ton/m 

RIGIDEZ ( 2 ) = 10,500 

RIGIDEZ ( 3 ) = 6,562 

RIGIDEZ ( 4 ) = 10 ,500 

RIGIDEZ (7 5 ) = 1~ 1125 

RIGIDEZ ( 6 ) = 10,500 

RIGIDEZ ( 7 ) = 13,125 

RIGIDEZ ( 8 ) = 10,500 

RIGIDEZ ( 9 ) = 7 ,280 

RIGIDEZ ( 10 ) " 6 ,562 

RIGIDEZ ( 11) = 10,500 

RIGIDEZ ( 12) = 10,500 

RIGIDEZ (' 13) = 6,562 

RIGIDEZ ( 14) = 1 X 106 

El vector de fuerzas es el siguiente: 

F¡x = o Ton, 

FlY = o u 

F2x "' o 11 

f2y = .. 20 u 

F3x = o 11 

F3y = o 11 

F' 4X "' o 11 

F4y = .. 30 11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 

11 
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Fsx .. o Ton. 

F5y = o 11 

F6X = o 

Fsv = -20 u 

F¡x = o 

F7y = o 11 

De modo.que la codificac16n de datos es la siguiente: 
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CA P l T U LO 11 

PROGRAMA PARA MARCOS 
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l. METODO DE LAS_RIGIDECES PARA LA SOLUCION DE MARCOS. 

El método es en ecencia similar al utilizado para armaduras, ya que en 

los dos métodos las incógnitas son los desplazamientos en los nudos; -­

aunque en marcos además hay giro. En los dos métodos su primera etapa 

consiste en obtener la matriz de rigidez y después solucionar la ecua­

ción caracterfstica del método. 

{F}·= [K] {d} donde.: 

{F} = Vector de 'fuerzas externas 

[K]. a Matriz de rigidez de la estructura 

{d} ~ Vector de desplazamientos (incógnitas) 

Este método a grandes razgos consiste en una vez dadas las caracterfs­

ticas ffsicas y geométricas de cada barra obtener para ésta en primer 

lugar la matriz de rigidez acoplada, de acuerdo con un sistema de - -

ejes coordenados local, cuyo eje "X" coincide con el eje del elemento 

y después mediante una formulación que explicaremos m6s adelante la -

transforma a otro sistema coordenado general o global, que abarca to­

da la estructura. 

A continuación y mediante el ensamble de matrices que también se desa­

rrolla adelante se relacionan entre sf todos y cada uno de los elemen­

tos para dar origen a la matriz de rigidez de la estructura. 
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Es pues, necesario para entender el método de las rigideces explicar los 

siguientes puntos: 

a) Matriz de rigidez acoplada del elemento 

b) Ensamble de matrices 

c} Transforrnacion de las acciones y desplazamientos del elemento (del si~ 

tema coordenado local al sistema coordenado global) 

d} Cargas equivalentes aplicadas en los nudos. 

e) Metodología 
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3,MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO: (Matriz Acoplada) 

EÍ desplazamiento generalizado de un nudo rfgido de una estructura 

plana se describe en términos de una rotación y dos componentes -

ortogonales de la traslación. El análisis de una estructura por -

el método de rigidez, requiere que se estudie el comportamiento de 

la estructura restringida al aplicar individualmente una unidad de 

cada una de las componentes posibles, del desplazamiento de cada -

nudo no restringido de la estructura original. Por tanto, es im-­

portante conocer como responden los elementos estructurales a la -

aplicación individual, en los extremos del miembro de cada una de 

estas componentes posibles del desplazamiento. Es evidente la ut.! 

lidad de este desarrollo en el análisis de la estructura restring.:!_ 

da. La relación entre las componentes generalizadas del desplaza­

miento de los extremos y las acciones que se desarrollan en ellos 

se puede definir fácilmente en términos de las acciones y despla­

zamientos básicos de los extremos. 

Las acciones que se desarrollan en los extremos de un elemento e~ 

tructural típico puede expresarse mediante la satisfacción de las 

condiciones de equilibrio en términos de las tres acciones básJ. 

cas {M, P, S)? (momento, fuerza axial, fuerza cortante). 
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Aplicando lo anterior a un elemento de una estructura restringida 

obtendríamos la Matriz de Rigidez del Elemento: 

J'J @ 
~'t---------~ A= Cte. 

I = Cte. 
L. ' -";----------· -·----··· t·· 

l~ Columna; aplicamos un desplazamiento unitario dxA = 1 

dxA:. l 
El/~ t----t EA/L 

.... -1----------------i--
@ L. @ 

___ x. 

2~ Columna; aplicamos un desplazamiento unitar.io dyA ., 1 

dy1'~-1+ . . ~+. 1-

12 E.r/¡.s i 

+ -



- 68 • 

3~ Columna: aplicamos un giro unitario 

61!.I 
¡-r qq¡,_ 

4~ Columna: aplicamos un desplazamiento unitario dx8 = 1 

liA/~ !A/L _....,.._ ----------...¡----¡--
@ @ 
JL.-----'L"------~dxv l.." .. 

5~ Columna: aplicamos un desplazamiento unita~io el.ye ª 1 

1 

·1· ~vio•l 
-~ .. 

@ i /2.El/J..~ 
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6~ Columna; aplicamos un giro unitario 

Matricialmente nos queda: 

dxA=l dyA=l M=l dxB=l dyB=l 1PB=l 

dxA EA/L o o -EA/L o o 
dyA o 12EI/L3 6EI/L2 o -12EI/l3 6El/L2 

i:iA o 6EI/L2 4EI/L o ··6El/L 3 2EI/L ------------------- ---------
dxB -EA/L o o 1 EA/L o o 1 
dyB o ·12EI/L 3 ·6EI/L2 1 o 12EI/L9 -6El/L2 

1 
V'B o 6EI/L2 2E1/L 1 o -6El/l2 4El/L 

1 

Como se puede observar esta matriz se puede d1v1dir en cuatro subma-
. ' 

trices las cuales son: [KAA], [KAB], [KBA] y [KBB], por lo tanto nos 

queda: 



siendo: 

[KM] r·:l 

[KBA] [:l 
[WL 

[Kesl . o 
o 
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o 
12EI/L 3 

6EI/L2 

o 

·12EI/L 3 

·-6EI/L 2 

o 
-12EI/L 3 

6EI/L2 

o 
12EI/L 3 

-6EI/L2 

6EI:lj 
4EI/L 

6EI~L2J 
2EI/L 

-6EI:L '] 
·2EI/L 

-m:L'] 
4El/L 

lo cual sign~fica que cada matriz [KiJ] contiene el valor de las ac­

~ cfones que se generan en el nudo 1 al aplicar un desplazamiento o -
' giro unitario en el nudo j. 



y 
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3. ENSAMBLE DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ 

El algoritmo que veremos a continuación se llama ensamble de la matriz 

de rigidez o aplicación de la regla de la suma. La obtención de la -

matriz [K], matriz de rigidez de la estructura es para el sistema gl.Q_ 

bal de ejes coordenados. 

Ejemplo Topológico .. 

S. G. 

{F} .. [K] {d} 

ff 1} {dl} 

u=21 = [K] {d2} 

ff3} {d3l 

{F } .. Vector de fuerzas exter 
i nas en e1 nudo (f) sist. 

g10ba1. 

{d } = Vector de desplazamien­
i tos en el nudo (i) sist. 

global. 

[ K] .. Matriz de rigidez de la 
estructura de acuerdo a 
S.G. 



Para la barra "1" 

<D@ 

© 

Para la barra "4" 

@ 

[KMJl,1 

[KABJl ,2 

[KBAJ2,1 r§J 

[K¡¡BJ2,2 
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Para la barra "3" 

<D 
@~@ 

@ 
[KM] 1,1 

[KAB] 1,J CD 

[KBA] 3,1 

[KeeJ 3;3 

Para la barra "2" 

@@ 

@ 

Para la barra "5" 



- 73 -

Y ensamblando o sumando cada matriz de acuerdo a sus sub1ndices nos 

queda el siguiente arreglo. 
•:. 

[KAA] i, j, liiD Se suma al rengl6n(J); columna Q) 

PARA NUESTRO. EJEMPLO. 

@ 

Como cada matriz [Ki ,j) kes de 3 x 3 nos queda un arreglo de 3n x 3n, 

siendo ºn" el número de nudos. Cabe recalcar que todas y cada una de 

las matrices [Ki ,j]m se obtiene respecto al sistema global de ejes 
coordenados, y como en un principio estas matrices se obtienen de ~-

acuerdo a un sistema de .ejes coordenados locales donde el eje ºx" .· ... : 
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coincide con el eje de la barra en estudfo, daremos a contfnuacf6n 

una metodologfa para transformar los termfnos de esta matriz obte­

nidos para un sistema de ejes loca 1 es, a un sistema de ejes coorde!" · 

nados globales. 
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4. TRANSFORMACION DE LAS ACCIONES Y DESPLAZAMIENTOS DE LOS EXTREMOS. 

Durante er·anál is is de una estructura es necesario definir las accio­

nes y desplazamientos de los extremos de sus elementos en términos -

de sus componentes según un sistema ortogonal de coordenadas más ge­

neral, que se denomina '~istema de referencia"; y estas componentes -

deben relacionarse con las definidas de acuerdo con los ejes locales. 

Ejes locales ~Xe, Ye) 

Ejes de referencia (X, Y) 

Para la discuc16n considerese los dos sistemas de ejes representados 

en la figura de arriba. Los ejes Xe y Ye constituyen el sistema lo­

cal para un elemento tipico y los ejes X-Y son el sistema general de 

ejes ortogonales, e(decir, el sistema de referencia. Se supone que 

el eje local Xe fonna el ángulo Y con el eje de referencia X; el án­

gulo Y se mide en el sentido antihorario a partir del eje X. 

En la figura (a), ho_ja 76 ·, se muestra referido 111 sistema de ejes -

locales Xe-, Ye un sistema tfpico de acciones, es decir, un momento 

~. una fuerza axial p y una fuerza cortante S, que pueden desarrollarse 
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en el extremo de un elemento. Las dos fuerzas pueden componerse en un 

sólo vector V como se indica en la figura, este vector a su vez, puede 

descomponerse según un segundo sistema de coordenadas, éste puede ser 

el sistema de referencia X.-~. Las componentes de la fuerza V respef. 

to a los ejes del sistema de referencia se identifican como P y Sen -

la figura. Es obvio que el momento M .·es independiente del sistema de 

coordenadas. La fuerza axial P, en la dirección Xe, puede descompo--­

nerse respecto a los ejes x - :v en la fonna ilustrada en la figura -

(b), la fuerza cortante S, que actua en la dirección Je, también pue­

de descomponerse respecto a los ejes de referencia X - J en la fonna 

en que se indica en la figura (c). Sumando las componentes correspon_ 

dientes es posible expresar las acciones definidas respecto a los ejes 

de referencia, X - Y, en términos de las componentes de la acción en -

el sistema local del elemento: 

y s(senl) 

(b) (c) 
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ll' = P ( c os y ) - S ( se ny ) 
S = P ( seny) + S ( cosy) 

y como se definió anteriormente 

M = M 

Matricial mente las ecuasiones se expresan como: 

rn [ "" 
-sen Y 

~] UJ "" sen Y cos y ( l) 

o o 
' 

{ F} = [ Te ]T {fe) 

En forma semejante, las acciones definidas respecto a los -
ejes locales Xe - Ye, pueden calcularse en término de las -
acciones definidas reaspecto a los ejes del sistema de ref~ 
rencia X - Y, mediante la relación: 

sen Y 

cos y 

o :1 Hl (2) 

{fe} • [Te ) {f} 
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Observe que la matriz que cambia el sistema de coordenadas en las 

ecuaciones anteriores es simpleroonte la traspuesta de la matriz -

correspondiente a la ecuación (1). 

Las componentes generalizadas del desplazamiento de los extremos 

del.elemento también pueden describirse respecto a los ejes de ~ 

referencia tanto como a los ejes del sistema local en la figura -

de abajo se· identifican las componentes del desplazamiento de los 

extremos respecto a los ejes del sistema local y del sistema de -

referencia. 

X 
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Esta transfonnaci6n puede parecer más obvia cuando los desplazamientos 

se expresan vectorialmente como se hace en las figuras de abajo. 

e~ 6y ---¡..a. 

y ~~I 

SISTEWI LOCAL 

y 

SISTEWI. GLOBAL 
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cos n f :1 
-sen 

o 

La relac16n entre estas componentes del desplazamiento tamb1án puede 

expre~arse como 
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5. CARGAS EQUIVALENTES APLICADAS EN LOS NUDOS. 

Debido a que las cargas se aplican generalmente en la zona intennedia 

de los miembros y no pueden satisfacer directarrente el requisito, de 

ser cargas aplicadas en los nudos, para que el método matricial fun­

cione, existe un método que permite resolver el problema que origina 

una carga distribuida, asf como el correspondiente a una carga caneen 

trada intennedia, que consiste en r.eerWil.a:zarla carga por un sistema -

estáticamente equivalente, de cargas aplicados en los nudos. Estas -

cargas equivalentes estáticamente deben seleccionarse en tal fonna que 

el desplazamiento resultante en los nudos de la estructura sea igual -

al desplazamiento que experimentan bajo la acci6n de la carga real. El 

despla~amiento que otros puntos de la estructura experimentan al ac-- · 

tulii''·él. sistema equivalente de cargas aplicadas en los nudos, no debe 

ser necesariamente igual al desplazamiento producido por la carga -­

real distribuida. 

En ténninos de las acciones de empotramiento asociadas con una carga 

intermedia especffica, puede definirse un sistema de cargas aplicadas 

en los nudos, que es equivalente estáticamente a la carga mencionada. 
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Este análisis puede ser considerado como la superposición de: 

(1) el análisis de la estructura suponiendo que todos sus nudos están 

restringidoc festa se denomina la estructura restringida) y que la sQ_ 

licitan las i:a:gas aplicadc.:: y (2) el anSlisis de la estructura or! 

ginal bajo la acción del sistema equivalente de cargas aplicadas en -

los nudos. Si todos los nudos de la estructura están restringidos, -

es decir, fijos o empotrados, las acciones restrictivas que se desa-­

rrollan en los extremos de los elementos por la acción de la carga -

aplicada se denominan acciones de empotramiento. Estas acciones man­

tienen en los extremos la condición de desplazamiento nulo y con ·1a -

carga aplicada definen el equilibrio estático del elemento. Conocidas 

las acciones de empotramiento para los diversos elementos que componen 

la estructura, las reacciones de los apoyos, de la estructura restrin­

gida, se calculan superponiendo las acciones que corresponden a cada -

nudo intennedio. Esto.constituye el análisis de la estructura restrf.!!. 

gida. 

Si se invierte la dfrecci6n de las reacciones de los apoyos de la es-­

tructura restringida, se define un sistema de acciones que es equiva-­

lente est4tfcamente a las cargas aplicadas a los miembros, Si se rem­

plazan las cargas originales por este sistema equivalente de cargas - · 

aplicadas en los nudos, se puede utilizar el método de rigideces que -

considera a los elementos en el análisis de la estructura original. 
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La soluci6n final. es la suma de las dos soluciones descritas anterior­

mente, la que corresponde a los elementos calculados al analizar la es­

tructura original sometida a la acci6n de las cargas equivalentes apli­

cadas en los nudos. y las acciones de empotramiento. 

Frecuentemente se requiere anal izar una estructura bajo la influencia 

de una perturbación distinta a las fuerzas aplicadas. por ejemplo, -

temperatura. pretensado o errores de. fabricaci6n. Si la perturbaci6n 

actua sobre todo un elemento o en algún punto intermedio, esta puede 

escribirse en ténni1nos de un sistema equivalente de cargas aplicadas 

en los nudos lo que facilita la utilizaci6n del método de Rigideces -

que considera a los elementos.· Como en el caso anterior el sistema -

equivalente de cargas aplicadas -en los nudos .será i.gual a las acciones 

de empotramiento. con sentido invertido, correspondientes a la pertur­

bación aplicada al elemento. 

Por tanto cualquier perturbación cuyo punto de ap11caci6n sea distinto 

de los extremos de un elemento, puede remplazarse mediante un sistema 

equivalente de cargas aplicadas en los nudos, que es igual a las ac-­

ciones de empotramiento correspondientes pero con se~tfdo invertido. 
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Ejemplo ilustrativo: 

a 

, 
' 

L Lh ' L 

' 1 
L 

( 
.~ l"/z. 

F.l/a .A 
J Wl./;t. +Fl;z. 

~-- .. ·· 
- . .. . .... 
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6. Metodología: 

~~' <1\/® ~·¿ ~ 
@ 

5.G. X 

EI = cte 

EA = cte 

Dadas las caracterfsticas físicas y geométricas de la barra i que se 

muestra en la figura de arriba, el primer punto del metodo consiste en 

obtener la matriz acoplada de esta como se explic6 anterionnente, de 

acuerdo al sistema local de ejes coordenados cuyo eje xe coincide -

con el eje de la barra,de modo que tenemos. 

Por otro lado también se explic6 en transfonnaci6n de las acciones y 

desplazamientos de los extremos las siguientes relaciones. 

{ lF ) • [Te]T {fe}. (1) 

} (S .G.) ( s .i::.) 
(d } = [Te]T {de}. (2) 

t") • [Te] { F.}. (3) 

1 (S.L.) (S.G.) 

{de} • [Te] { d}. (4) 
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Adem~s por ley de Hooke. tenemos: 

{fe} = [Ke] {del (S.L.) 

{f} = [K] {d} (S.G) 

Multi~licamos la primera ecuación por [Te] T 

[Te] T {fe) = [Te] T [Ke] {~el (5) 

Sustituimos (2) y (3) en (5) 

F = [Te] T [Ke] [Te] {d} 

Donde asignaremos: 

[KJ = [Te] T [Ke] [Te] 

(S.G) (S.L.) 

Esta ecuaci6n es valida para cualquier pareja de fndices, por lo 

tanto: 

[KM] ~ [Te] T [KAA] e (Te] 

[KAB] = [Te] T [KAB] e [Te] 

[KBA] .. [Te] T: ["sA] e [Te] 

CKael .. (Te] T C"se] e [Te] 
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Desarroyando lo anterior tenemos: 

[Te] T [KAA]e [Te] 

[cose - sene 

:] [t 
o 

&:/LJ 
[cose sene 

:1 sene cose 12EI/l"3 
-s:ne cose 

o o 6EI/L2 4EI/L o 

~ cos 2e + 1~P sen2e 
EA 12EI 
1~ cose sene - -¡:r- sene cose -~sen e 

EA sene 
L cose - EA sen2e + _!g_El cos 2e 

L L3 
~cose 

12EI cose L, sene 

- ~sen e 6EI 4EI 
L L2" cose T 

Para [KAB] GLOBAL 

cose - sene o -EA o o COSfl sene o r 
sene cose o o :-l2p 

L 
6EI -sene cose o L2" 

o o 1 o -6EI 2EI o o 1 LT T 



- 88 -

-EA cos 2 e - 1 ~sEI sen 2 e -EA cose sene + -6EI sene L L p-
12EI sene cose L' . 

-EA cose + -EA sen 2e + · 6EI cose r sene L L2" 

12EI cose sene 12EI cos 2é· --p- L' 

6EI sen e -6EI cos e 2EI 
-p- p- T 

Para [KBA] GLOBAL 

cose - sene o -EA o o cose sene o L 

sene cose o o -12EI - 6EI 
LB Lf -sene cose o 

o o 1 o .6EI ZEI o o 1 -p -L-

-EA cos 2e -~ sen 2e -{4 son e cose + 6EI L L 17 sene 

. 
1~P sene cose 

-~A sene cose + -EA sen2e - 1~P cos 2 e -6EI cose L -rr 
~cose séné 

-6EI sene 6EI cose 2EI 
·~ l2" T 



Para [K88 ] GLOBAL 

roS• -seno 

sene cose 

Lº o 

EA cos2e + L 

~ sen2e 

~A sene cose 

1f P cose seno 

+ GEI sene rr 

o 

o 

-
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EA o o r 

o 12EI - 6EI 
-rr L7" 

o -6EI 4EI 
LT T 

EA 
L cose sene 

12EI sene cose -rr 

EA sen2e r 
12EI 
-V- cos2e 

-5Er cose L7" 

+ 

coso 

-sene 

o 

6EI 
-V 

_ 6EI 
17 

4EI 
-L-

sene o 

cose o 

o 1 

sene 

cos .e 

A continuaci6n y mediante el ensamble de matrices, se suman las matri­

ces acopladas que se obtuvieron de acuerdo al sistema global de ejes -

coordenados, para todas y cada-una de las barras_y asf obtener lama-­

triz de rigidez de la estructura para con ella resolver la ecuación -

caracterfstica del método. 
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{FJ = [K] 

(S.G.) (S.G.) 

{d} 

(S.G.) 

Luego para obtener el vector de desplazamientos para cada barra de 

acuerdo al sistema local de ejes coordenados utilizamos la siguien 

te ecuaci6n: 

{~e} = [Te] {d} 

Una vez obtenido el vector de desplazamientos encontrarnos el vector 

de fuerzas para cada barra de acuerdo al mismo sistema local de ejes 

coordenados de acuerdo a la siguiente ecuaci6n: 

{fe} = [Ke] {de} 

Para comprobar la soluci6n, la suma de fuerzas en cada uno de los 

nudos (fuerza axial, cortante y momento flexionante) de acuerdo al 

sistema global de ejes coordenados deberá ser igual a cero enton­

ces prfmero obtenemos el vector de fuerzas, para el sfstema global 
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{F} = (Te) T {fe} 

Y luego sumamos en cada nudo las fuerzas correspondientes. 

l:{Fx} = O 

(S.G.) i;{Fy} = O para el nudo i 

¡;{ MJ = O 

Lo anterior sólo es válido para cuando las fuerzas exteriores están 

aplicadas en los nudos, pero cuando se tienen cargas intennedias, -

se deberá transformar estas cargas por cargas equivalentes aplica-­

das en los nudos se les cambia desentido y se resuelve la estructu­

ra. A la soluci6n, se deben sumar las cargas equivalentes aplica-­

das en los nudos con sus sentidos originales. 

Para entender mejor lo anterior desarrollaremos un ejemplo completo 

y luego lo solucionaremos por medio del programa. 
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Ejemplo ilustrativo: 
.!50 

ó.G. 

L= 3 m 

E = cte 

I = cte 

A = 50 I 

En primer lugar se n1.m1eran todas y cada una de las barras al igual 

que todos y cada uno de los nudos encerrando es.tos en un cuadro o 

cfrculo respectivamente, asf como se les asigna un sentido a todas 

y cada una de las barras por lo tanto nos queda de la siguiente -

manera. 

ID 



© 

® 
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Además le asignamos la letra A al inicio de la barra y la letra B 

al final. Luego entonces por ensamble de matrices, sumaremos las· 

matrices acopladas de cada barra de acuerdo a la interrelación que 

hay entre nudos y barras. 

Nudos /Nudo 

Todo lo anterior para el S.G., por lo tanto las matrices acopladas 

que corresponden a este sistema son las siguientes. 

o 
0.444 

-0.667 

-0.:67 J' 
1.333 
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[ ··:44 o 0.667 

J [KssJ2 16.67 o 

0.667 o 1.333 

8.556 8.111 -0.471 ] [KAA]3 [ 8.111 . 8.556 0.471 

-0.471 0.471 1.333 

8.556 8.111 0.471 ] [KBB]3 .. [ 8.lll 8.556 -0.471 

o.471 -0.471 1.333 

[ 8.556 
-8.111 0.471 

[KAB], = -8.8111 -8.556 -0.471 

0.471 -0.471 0.667 

[ 8.556 
-8.111 -0.471 ] [l<sA]3 -8.111 -8.556 0.471 

-0.471 . 0.471 0.667 
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Y haciendo la correspondiente suma tenemos: 

1.667 o.ooo o.ooo -8.556 -8.lll -0.471. 

0.444 0.000 0.667 

8.556 --ª.:111 -0.471 

25.667 8.111 0.196 

0.000 0.444 -0.667 -8 .111 -8.556 0.471 

0.000 16.667 o.ooo 
-ª-=lli 8.556 0.471 

8.111 25.667 -0.196 

o.ooo -0.667 1.333 0.471 -O. 471 0.667 

0.667 ... ~,:000 1'.~· 
-0.471 0.471 .J.L.l. 
0.196 -0.196 4.000 

--- --- ------------ -- ---------- ----
-8.556 -8.111 0.471 16. 670 0.000 o.ooo 

8.556 8.111 0.471 

25.222 8.111 ,0.471 

-8.111 -8.556 -0.471 0.000 0.444 0.667 

8.111 8.556 -0.471 

8.111 9.000 0.196 

-0.471 0.471 0.667 º·ººº 0.667 1.333 

0.471 -0.471 1. 333 

0.471 0.196 2.667 
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De modo que el sistema de ecuaciones para el (S.G.) es el siguiente: 

{F} = [K] {d} 

'10 25.667 8.111 0.196 -8.556 -8.111 -0.471 di X 

·-5 \ 8.111 25.666 -0.196 -8.111 -8.556 0.471 diy 
20 = 0.196 -0.196 4.000 0.471 -0.471 0.667 M1 
o 8.556 -8.111 -0.471 25.222 8.111 0.471 d2x 
o -8.111 -8.556 -0.471 8.111 9.000 0.196 d2y 

-30 -0.471 0.471 0.667 0.471 0.196 2.667 Hz 

Cuya soluci6n para (S.G .. ) es la siguiente. 

d;ix = 0.4072 

1 
d:y = 0.4629 {d}i Nudo , 1 

M1 ª 7.4066 

d2x = 0.1144 

d~y a 1.5924 {dh Nudo 2 

M:a =13.2088 

Luego entonces los elementos mec4n1cos para cada barra de acuerdo 

al (S.L.) son los siguientes: 
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Para la barra[!)v de transformación de desplazamientos tenemos: 

{de ) = (Te] { d l 

l ... 
© II1 @ 

[Te] fd) o 

[: : :J u J . {: l 
i [T] {d} 1 

{

0.4072] 
0.4629 

7.4066 f 
0.407ZJ 

= 0.4629 

7.4066 

Luego entonces los elementos mecánicos serán: 

. {feh "' [Ke~ 1 {de} 1 
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16.670 o o -16.670 o o o 
o 0.444 0.667 o ·-0.444 0.667 o 
o 0.667 1.333 o -0.667 0.667 o 

: 

-16.670 o o 16.670 o o 0.4072 

o -0.444 -0.667 o 0.444 -0.667 0.4629 

o 0.667 0.667 o -0.667 1.333 7.4066 

..y •• 
'·~ ¡i>·. 

'·ª ) \ 
~.& 

¡-· - )( -1 
f'.~ .Y,f' 

~q,, 
!+) 

'f" 

Para la barra []]· haciendo lo mismo 

r • 

1 
@ 

@ 

{deh ~· [Te] {d} 

[Te] r~: 
1 

o 
o 

~1 ~de}2"'[ g l 0.4699 
1 -0.4072 

7.4060 

-6.8 

4.7 

4.6 

6.8 

-4. 7 

9.6 



<) 
t 

7.8 

-5.l - 10.1 

.... 

.....!·l 

Para la barra LlJ 
2@ 

/ 
1@ 

0.4629 0.4072} 
'<d'>=. 7.4066. 

0.1144 
1.5924 

-13.2088 
·- . ' 
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de:{fe} = [Ke] {de} 

-'7.8 

5.1 

{fe} = 5.2 

7.8 
-5.1 

10.1 

{de},= [Te] fd} 

t
0.7071 0.7071 

[Te] = -0.7071 0.7071 

' o o 

f de} .. 

[ 

0.6602] 0.0443 
7.4066 
1.0451 
1.2069 

-13.2088 
• . 1 

de : { fe } • [Ke] { de } 

fe {:t~:;~ z..o6go 
4.3863 

13.4426 
l 



Para la barraGJ 

@ © 
{d} {d} 

2 o 
(';\------.. W:<~ 
0:J 

[
o 1 o~ 

{Te)•lOO 

o o 1 
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{de} • [T) · {d} 

0.1144 
1.5924 

t'de·)~ -13. 2088 

' o 
o 
o 

{fe} • [Ke] {de} 

{fe} = 

-1.9 
-8.1 

-16:6 
1.9 
8.1 

-7.75 
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-/~., -?.i1.S 

-/.~ ~-)+-------i(f--t ~; 
8.103 8. 10 ~ 

Comprobaci6n. 

¡; Fx = O 1 
(S.G.) tFy=O 

¡; M = O 

Para cada nudo 

Para la barra [!] tenemos el siguiente vector de fuerzas. 

{F} = (Te] {fe} 

{Te). [: 
o o~ f 6.8} [ 6.8} l :·o -4.7 a -4.7 
o 'l 9.6 9.6 

1 j 

Para la barra [!] 

[Te] {fe} • {F}
1 
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[
o -1 º] { 7.8} { 5.1} 1 o o -5.1 = 7.8 

' o o 1 . 10 .1 1 o .1 

Para la barra II1 
[Te] {fe} = {F} 

1 l 

~0.7071 -0.7071 
o J f'.41461 rl.43421 0.7~71 0.7071 o . -4.3863 = -7.6373 

o 1 0;2873 0.2873 
- . - . 

1 1 

[Te] {fe} = { f} 
2 2 

[ 0.7071 -0.7071 º H 7 .1 } { l. 9070 J 
~o. 1~11 0.7071 o 4.4 = 8.1000 

o 1 . -13.4485 -13.4485 . 

Para 1 a barra (i] 

[Te] {fe} • {f} 
2 2 

1.9070 -1.9070 

{ 

1 

_;:::~ } = L:::~~i} 
Sumando vectores para e1 nudo ~ 
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Sumando vectores para el nudo 0 

{ 
1.9070} 
8. l ººº 

-13.4484 
+ { ~!:~~~~ 7 

-16. 5515 J 

7. Manual de uso. 

Aspectos generales: 

El programa trabaja para marcos en el plano cuyas caracterh- :· 
ticas deben ser las siguientes: 

- Sus apoyos deben de ser completos, es decir, todos sus des­
plazamientos estan restringidos. 

- La estructura en general debe carecer de uniones o articul! 
ciones a lo largo de sus elementos o en las uniones entre -
estos, es decir, en los nudos. 

- 84rea, el momento de inercia, y el m6dulo de el~sticidad -
deben ser constantes .a lo largo del elemento, pudiendo va- -
riar entre los diferentes miembros de la estructura. 

- La carga puede estar aplicada en los nudos de la estructura 
o a lo largo del elemento, a este Oltimo se transforman me­
diante el procedimiento que se explic6 anteriormente, por -
cargas equivalentes aplicadas en los nudos de la estructura. 

Codificaci6n de datos: 
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Para la utilización del programa se utilizan los siguientes -
formatos de lectura: 

ler. Rengl 6n 

20. Rengl6n. 

i 
hasta 

NBa número de 
barras. 

Siguiente Renglón 

i 
hasta 

N a número de nu­
n dos. 
a 

Dos campos de cuatro d1g1tos cada uno, para 
la lectura del número de elementos y del n~ 

mero de nudos de la estructura 0000,0000. 

Dos campos de tres dfgitos cada uno para la 
lectura del valor del nudo "A" y del nudo -
"B" respectivamente, un campo real de seis 
d1gitos para la lectura del ángulo de la b! 
rra con la horizontal debiendo llevar dos -
decimales: !11.dd. Dos campos exponencia-­
les de once d1gitos cada uno para la lectu­
ra del m6dulo de elasticidad y el momento -
de inercia, de los cuales dos dfgitos son -
para el entero, uno para el punto decimal,­
cuatro para dos decimales, uno para la le-­
tra E, uno para el signo del exponente y -­

dos· para el exponente, estos es: ---·------ · 
II.dddd E!ee. Y por último dos campos de -
diez dfgitos para la lectura del área y de 
la longitud, debiendo llevar cuatro decima­
les. Como aclaración importante el punto -
decimal ocupa el lugar de un dlgfto, esto -
es: IIIII.dddd. 

Ocho campos de diez dfgitos para la lectura 
de las fuerzas aplicadas en los nudos, de-­
hiendo llevar cuatro decimales: IIIII.dddd, 
Estos deben llevar el sfgu1?nte orden. 
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1°. Se debe empezar por el nudo de menor 
denominación, y seguir en orden as-­
cendente. 

1°= n, 2°= n+l, 3°= n+2, etc. 

2º. Se debe poner en primer lugar el valor 
correspondiente a la fuerza "x", Fx,-· 
luego a la fuerza "y" Fy, y luego el 
valor del momento M del primer nudo -
y asf consecutivamente para el si- -­
guiente nudo. 

Generación de datos: 

·· .. Para la generación de datos se requiere lo siguiente: 

- Número de todos y cada uno de los elementos de las estruct~ 
ras as1 como los nudos de ésta;a los apoyos de la estructu­
ra se les asigna el número cero. 

- S~ 1es asigna una dirección arbitraria a la barra designan-· 
do como "A" el inicio de la barra y como "B" el final. 

De ésta se obtienen los datos necesarios para la codificación 
valor del nudo "A", nudo "B", angulo de inclinación con la h2 
rizontal 9, Módulo de Elasticidad E, momento de inercia I, -­
área de la sección transversal de la barra, y su longitud, y 

por último, las fuerzas aplicadas en los nudos de la estruct~ 
ra, d~ben estar proyectadas en dos direcciones ortogonales y 

un momento. 
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Para su mejor entendimiento utilizaremos el ejemplo anterior: 

8.1 EJEMPLO. A 

L 3 mt. 
E cte. 
I = cte. 
A = 50 l 

Como se puede observar se tiene cuatro barras y dos nudos y -
se les design6 la dirección que se muestra para cada barra, -

·de modo ·que 1 a generación de los datos -es 1-u siguiente: 

Barra Nudo A Nudo B Ang.de 
1ne1. 

1 o 1 o 
2 o 1 90 
3 1 2 45 
4 2 o o 

Las fuerzas son las siguientes: 

Nudo 1 
Fx 11 10.0 ton. 
Fy =- ·5.0 ton. 
M " 20.0 ton-m 

Modulo Moment. A rea Long t. 
Elast~ Inercia 

cte. cte. 50.00 ·3 .oo 
cte. cte. 50.00 3.00 
cte. cte. 50.00 3.00 
cte. cte. 50.00 3.00 

Fx "' O. O 

Nudo 2 Fy = 0.00 
M =-30.00 ton-m 

De ·manera que la codificación de los datos es la siguiente: 
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8.2 EJElfLO B 

Dada la estructura que se muestra en la figura, encontrar la 
fuerza normal, fuerza cortante y momento flex1onante, para -
cada elemento de ésta, así como los desplazamientos que su-­
fre la estructura en sus nudos. 

L .. 4.0.m 
E ~ 1.4 x 10 6 ton/m 2 

O.!JOm 

Como primer paso numeramos todos y cada uno de los elementos 
de la estructura, asf como los nudos de ésta, y además le -­
asignamos un sentido a cada barra como se muestra en la s1-­
gu1ente figura. 
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Como se tiene cargas aplicadas a lo largo de los elementos -
se transformará primero a cargas aplicadas en los nudos,se 
resolverá la estructura, y al resultado se le sumará las - -
fuerzas de emprotamiento de la estructura restringida para -
as'i obtener el resultado final. 

Transformación de cargas intermedias a cargas aplicadas en -
los nudos. Los momentos y fuerzas de empotramiento se obten 
dran de las tablas que se anexan: 

Para la Barra 1 

~ "'t. M1= M2" ~ llil:. 2:67 ton-m 
) 

.. = 
12 12 

t-- -g_(J !!2. .¡ Fi = F.i = .\!}__ = 'lliL = 4 .t.on. 

t ,:, t F~ 2 2 

Para la barra 3 

M = ·pa b2 10 3 __ ., '(1) (3)2 = 5;63 ton .. m 
l2 

"'" 
f 4 )1 l 10 lo.,. M ,.·Pa2 b .,·10 " 1.88 ton-m 

f.) 
.. .,-r- ir (3) 

( ~ 4 2 

,_, t -'"m L 3.0 !!Z f 3 ª pa>ti+2f)= 1o(!)2(1+2i}s.44 ton 
1 i 1 

P( tY(1+2~)= io(tY( 1~~i. s6 F ª ton. 
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~-' -~ E 

"" 
20 ton "' Ms = M6 = fl = 2º (4) = 10 ton-m 8 8 

... 
~- ~ 

Ps = F& = ~ = ~O = 10 ton . -n ..,.. ..__., 
Las fuerzas de empotramiento ser~n las que resulten de sumar -
vectorialmente las fuerzas en cada nudo. 

Para el nudo (!) 

>\ 1 . 

~ 
. F,y 

Mi = -2.67 + 5.63 ª 2.96 ton-m 

FiY ª 4 + 8.44 a 12.44 ton. 

Fuerzas de empotramiento 

Fx " 0.00 ton. 

F ª 12.44 ton. y 

M a 2.96 ton-m 
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Para el nudo ® 

M2 = 10-1.88 = a.12 ton-m 

F2x= 10 ton. 

Fuerzas de empotramiento. 

fx -= 10 ton. 

Fy = 1.56 ton. 

M = 8 .12 ton-m 

De tal manera que la estructura quedar& sujeta a las siguientes 
fuerzas de empotramiento. 
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Por lo que la estructura deberá resolverse con estas fuerzas p~ 

ro con sentido contrario. 

Y 1 a generación 

Barra Nudo A 

1 o.oo 
2 o.oo 
3 1.00 
4 2 .1>0 
5 2.00 

Fx 1 = 0.00 ton. 
Fyi =-12.44 ton. 
M1 = -2.96 ton-m 
Fx 2 = 10.00 ton. 
Fy2 = -1. 56 ton. 
Mz = -8 .12 ton-m 

de datos es la siguiente: 

Nudo B Ang.de Modulo Moment A rea Long t. I ncl • Elast. Inercia 

1.00 o.oo 1.4xlO" 16 X 10-~0.12 4.0 
1.00 60.00 1.4xl06 ·16 X 10·~0.12 4.0 
2.00 o.oo l.4xlO'·l6 X 10-"o.12 4.0 
0.00 90.00 1.4xlü':l6 X 10-~o.12 4.0 

º·ºº -30.00 1.4xlO•· 16 X io-~0.12 4.0 

. 
Y la codificación de los datos es la siguiente: 

1 
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De los datos de la corrida del programa, tenemos, para la primera barra 
los siguientes elementos mecánicos. 

Barra 1 

o.o:>'l-1 - o.oztsB' 

::-~ -)-1---------t(- -ª·'-' 
J t 

Resultados de la corrida 

-o.osa o.osss 

+ 

Resultados de empotramiento 

= 
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Para·. 1 a:~ barra 2 

Resultado de la corrida. 

Para 1 a Barra 3 

.., /:S - '¿.,5"/ 

;:.:_ i) . 
l.~8'1 

-3.2(t!:!! 
l.~81 

Resultado de la corrida 

+ 

Fuerzas de empotramiento 

--



Para 1 a Barra 4 

i-/.111 
-- J,D//, 

-1.-1~¡ 

Resultados de 
la corrida 

Para la barra 5 

+ 
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-+-10 
-.to 

10 
-10 

Fuerzas de 
empotramiento 

... 

1 - J. 96 'J 
@t __ 11.tJll. 

-11. 'líl, 

·7. &'.Z 

@t·--- 8.'JBY 

1. 9, 1 . 

Resultados.de la corrida 
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Sumando fuerzas en el nudo (!) 

EFx = 8.66 -12.88 cos 60° • ·0.083 cos 30° -2.15 
.. 0.00188 

EFy = 4.0585 -12.88 sen 60° + 0.083 sen 30° + 7.056 
D 0,00159 

EM =·2.959 • 0.34 + 3.296 = 0.003 

Sumando fuerzas en el nud~ 

· EFX = 2.15 • 8.984 + 8.376 cos 30° • 0.837 cos 60° 
= O.U013 

· EFy • 2.944 + 1.969 - B.376 sen 30° - 0.837 sen 60° 
.. 0.00013 

EM • 7.362 • 5.08 • 2.28 
.. 0.002 



APENDI.CE 

~\.' 



a, b,c, m, n, 

d:a,db,~c,dx 

E 

E 

h 

Ha-Hb,ett. 

. Jab, Jbc, lcd 

L 

Ma·Mb-Mc 

H 

p 

R1,Rb,Rc 

Va, V•, Ve 

w 

" 
"'··· 
A:B,D,11,9,J, 
K. N, S/J'.<p, 'if 
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NOMENCLA 1'URA 

Distincias p.ircialc• dcntrlJ de la longitud de una viga o marco. 

l);!lexi:'.:n totil de tma \iga o marco en el lugar donclc indica el aubfndice. 

M6dulo de ebsticidad 2,038,990 K/cm• ~ra el acero, 

Peralte de una 1rmadura o marco. 

Altura de columnas para armaduras o martW. 

Rcacci6n hori&ontal en apoyos de marmt. 

Momento de inercia de la pieza indicacb por el aublndicc. 

Lon¡itud de um Yi¡a o armadura cnuc IJI070I. 

Momento ~ntc actu.ando en d lu¡ar indicado por el 1ubíndicc. 

Cantidad de fucnu apliadu a una YÍJ•· 

Carp con..-cntrada. 

Rucci6n en Yip según el apoyo indicado por el 1ubtndicc. 

Reacción \cnial m •poyot de m11a11. 

Carga, toul.~nuibuida uniformemente. 

Car¡a unitaria distribuida unifon~mcnte. 

An¡:ulu quc forma b cubierta clc un techo con b hc.ri~ntal. 

CoRJtanlt' r:ara dkuko ele marc0$ rl~ih DcfiniJa1 en cada AIO 1 uiadai para 
Ñmplific;ar bs fúnnubs. · 
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6. l. FORMUU.S Y DIAGRAMAS PARA VlC'J.S 

i VIGA. EMr01ºRADA· f.N vs t;.~'fKhMo: l.1URJ~ EN EL OlºllO 

I . 

~:· e; b~ 
1 . 1.--:· --i. 

.J:' 

~·· 
~ox.~~(a+J) ; 

... ·. 

L_:_ ¿.!...., 
~--~b.!!¡ 
r---1.---1 

~~ lIIIIIIl!li !1111 ¡¡ !11 ill filtJCh.. 

i"' 

-~--,Iti 
~. ·~ 'bl 

~ _ W(t1tJ+1t1tlb-1-11ob'.fJb1) 

· "'º.r HE/ 



i 
::r 
i 

E 
8 

1 

;,r. 
2 .. .. .. ... .. 
a 
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Vf(lAS E~rroTllADAS EN UN EX'fREMO, UDRE E.~ EL OTRO 

"A•W 

l= •--c"f'f_,Áf 
---L . 

"" lnlllllUWllllllll 

l: ~ • ' '==I 1 L 

"" 1!111111111 IIIlIIInnnnr... 

NO HAY ~n 

' ,.,. .................... ..... M'C' .. .111 

.. ,.i.¡, .. .,., ,;¡. • •.n· ""''· 

. -·---·--.-- ·--.. ·-----·-··· ... ·---·---- ·-·--··-····- -·- ---·· ... ··- .......... •"····-~···-~ .. ··-···---·-....... --.-·-.--·-···-· ....................... -··· -··· ·-· 
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VIGAS CON Al'OYOS SIMPLES 

, 

~~~ 
114-R.s. f 

~l 
1 4'.a:-~{Jt1-lo1 · 

' ldCI 

J--~-----------------------------+----------------------------+---------------------------........J 

i 

~ 
~m=. -.¡¡/f¡~f!tlttf.. 4.'L-44') 
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VIGAS CON APOYOS SIMPLES 

' -
2 ' 

~ g;1·'· ~ fg r1wfo ,. ~ 

tAL!t '40-i--,,-f-0 8 ·o-t--6~ 
R,c IJ --L···-- --L--

RA . 'lJ AA Ra 

~ ~ í r~\ r----__ 
{J lx') -~ 1-.i:rl ~"h i ·Alz • Wz - - Jrl" Atmcr.r. ~oz:-~-~ M..,cu:,•WLµ 

Sl Zf" .¡ 1-':r 
RA~ RAt>.,, 

"1 Par E ~RIJ 
~ ['\. 8 w n,.•Ra•W¡:.0 

I RIJ R,c•R4 •2 ' 
_J_,L ... o.r. J,/""".r. RA• W~-f;J 

' 
~ ·~ n.,-~ 

1 WL1 

fl'mo.r':';.¡/f!,foo'+ lOoH s¡,') tlMz. • -;o¡¡ -
~ 

~.>;r ¡gr•fi ~ g!;Ylw/o 
"· a •-+-b---;;! a-+-:-t-o-J 

~ L 1 
' 'Je. R_, AA ~ R_, 

~ ~ 1 6~ L F~º "'\ 
i.1~1J'f-m.,.1J' /ji} Mz•w:ir{l-f +M') .Mmor.• !J'.R 

~ "'••z.-Wl/e 
".i:,-•(í-ff) " 

RA~ 
~. ~ f'....._ 

"J~ E "<::::::::J ,,, 
RA "'-8 ~.c-,.,-1 R.c- Ra•wp ="• ,, 

RA • w_(1-f) ~ J .... u ...V,"mar. ~ 

~. ~t ,,.,-~'!! ' ~ 7. 

' § ~l' "'~(. . ') 1 lfm1.r,• J· t'i tl~':'t.>ói:J Ido 'i'lOol>.,.Sl> -i ~ .. 
~ Q , 
~· •. 

; 



~ 

~ 
i 

. r· Fth--l 8J --L--Rll 

~ 
"-c.- 'i 

R.c .... 1 ---r---., 
.__ _ _.In" 

!1fl' nkr no IÍfltf lt1fl'IU'I 41 
t1.J:4 ....... ..i.i.. .. 
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VICiA!t CON APO\'O~ SIMPLE$ 

D o 

'"' a, ••"''"" cr•rut, tlillMll ltt •11 .. "' ..... "'"''""" ,,,. , ... , .. 
r11til•l•I, 1;ll11W lt MfJ"411t M , .. ..... .......... .. 

p p 



1 

1 
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VJCAS CON APOYOS Sl~IPLES 

p p p p 

A CDCI" /J 
:s+~-+~+l/s+L~i 

~ 
't'•"" -lp ""o•"'c·~ 
..... 

,,, 

CUGA TOTAL • W 

&; •~••, -""'"' S. urp ••'"'-- 6lriklM. 

Le....,.....,"' .. ,....= w¡z r lo._..• - _,._ oa¡m • h 

--... •lt• = "''j_-1> = "" 
a ..a-.,._ .. • llWM -.i... = CWL. 

u.o1w•r.•nu1'9 .. d ............ = .. ~ 
~.-. d111 ..e e 

2 0•2SOO O·l.lSO 
.1 o ·.1.1.IJ o ·1111 
4 Oo.J1SO 0·12SO 
s 0·4000 0·1200 
' 0·41d1 O•l.ISO 
1 0-42'10 O·l.124 
1 0'4.JJS O•USO 
I 0•4#44 0•12JI 
/O O..UOO O·IZSO 

lt 
O·OIOS 
0·01111 
0•0124 
0·012d 
O·OIZ1 
O·o12a 
0•012ll 
0·0121 
O·Olll 



~ a 

~ 
i 

i 
,, 

1 ,, 
p 

l. 
i 
4 

1 

1 
t ... 
1: 

1 \ 
' 
" ,. 
¡,, 
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VIGAS CON .\rO\'OS SIMPLES 

i 

~r:-, 
~c--fii! (f- l) .. __ _.. ............. .., ..,, ...... .__...._ 

• l _ .......... 

r=-=-~ 
......... M1lf., . . 

e •. 
' 

',, 

"f, 

'' 
. ,., '· 
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VIGAS OON APOYOS SIMPLES 
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VICAS EMPO'J'Ml>AS EH .UllOS EXTRl!lllOS 
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VIGAS EM~Tl<ADAS EN UN EXTICEMO Y Al'OYO SIMl'LE EN El. 011l0 
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\'IGAS EM .. OTRADAS EN UN EXTREMO Y Al'OYO SIMrLE EN l:L OTRO 
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