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1. INTRODUCCION

£l objetivo de 2s5te trabajo =25 ilustrar la aplicacidn del modelo de
=~adenas de Markov (Hoel, Port, Stone 1972, ecap. I y I3, ideado por -
Juan Carlos Lerda (1947), 2n la proyeceidn de2 la mortalidad mexicana,
para los seis quinguenics del perfiodo 1280-2010, por grupos de adad ¥

SeXD.

Come o5 sabideo, 2xists una amplia gama de mdtodos d2 proysocidn d2 —
la mortalidad . Seleccionamos 21 modeln d2 cadenas markovianas, por -
considerar qiue pusde arrogar resultados ochetreantes, las facilidadas -~

que ofrece y por Gdltimo, sds escasas aplicaciones.

Por otra parte, cabe destacar gue uno de2 los atractivos, gue prasen-—
ta 21 modelo, 25 que requiere de informacison de facil disponibilidads

las defunciones de 1la tabla de mortalidad =n dos momentos diferentes.

En a2l capitulo 2 se presenta la metodologia; en el tercero, la apli-
cacién al caso de México, donde se utilizan comoe valores iniciales, -
lacs tablas de mortalidad para 1os quinauenios 1270~197S y 1775-1%32Q, -
2laboradas por SPP, CONAPD Y CELADE (1933); eon este capitulo tambidn -
s@ hace un breve andlisis de la congruencia dz los resultados; y por -
dltimo, enm el capitulo 4, se plantean las conclusjiones de la aplicaciém

dal modeloc de cade2nas markovianas.



2. METODOLOGIA.

Dentroc de los modelos de procesos 2stocdsticos, destaca la llamada —

cadena de Markov que consiste en lo siguiente :

sea L un sistema que contiens un conjunto finitos o infinito numerable

de estados, tambi¢n llamado esracio de estados del sistema y que cum—-

Ple con las siguizntes condisiones @

iy

"
e
-

Se puede observar a través de una unidad de tiempo; sea t el ————
tiempo, donde t=1,2,...,m.

t

X representard el estado del sistema al tiempo t, vy como traba-—
t

jaremos con casos no deterministicos, pensaremos en X con t ma——

yor © igual a c=2ro, ¢omo una variable aleatoria definida =sn un ——

espacin de probabilidad comdan.

La suma de los n =stados del vector X =s igual a uno, para toda

t=1,2,...,m.

_t t t %
donde X = (X , X ..., X )
1 2 n
t
con 0 X X £ 1 para i = 1,2,...,n ¥y t = 1,2;,0ua,m
i
n t
% T X =1 para toda t = 1,2,...,m.
i=1 i
t

FPor lo anterior, =1 vector X es un vector de probabilidad t(dis——

tribucidén relatival.

X
El estado futuro X , sélo depende del estado presente y no de los

anteriores; ¢sta es la llamada propiedad markoviana.



Entonecee aquellos sist2mas que cumpla2n con las condiciones anterio--
res, reciben el nombre de cadenas markovianas. De lo antevior, dicha -

propisdad puede expresarse de la siguisnte manara @

PiX = % /X =% , X =3 .00, X=x3 =

es decir, qua la probabilidad de pasar del estado x al tiempo t+1, add
56lo depende del estado al tiempo t. A la probabilidad condicional (a),

se 12 denomina probabilidad de transicidn de la cadena.

2.1 Definiciones

— Tabla de mortalidad =s un modelo probabilf{stico, que considera una -
nsohorte nacida en el mismo momenton, cerrada a la migracisdn y seguida

a tvravée de las esdades sucgsivas hasta su total extinecién.

- Se di =1 nomhre de cohorte a un grupo de poblacidn donde todos sus —
mizmbros comparten un mismd 2vanto origen, =2n comdn. E1 svento mids -
utilizado para clasificar cohortes =s 21 ano de nacimisnto, y =nton-—

ces se habla de generaciones.

— Se denomina edad exacta, al tiempo de vida trawmscurrido desde e1 na-

cimiento hasta =21 preciso instant2 en 21 que s2 hace la observacidn.

- La edad cumplida 2s aquella en la que se hace referencia dnicamente

al dltimo aniversario alcanzado.




2.2 Funciones Biométricas de la Tabla de Mortalidad.

2 (x) Representa los sobrevivientes a la edad exacta %, de un efectivo
inicial o rddix representado por glo).
Esta funcién es mon6tona decreciente dada la ausencia de migra--—

cién y el efecio excluyente de la mortalidad.

d Son las defunciones ocurridas =ntre las edades exactas X ¥y xX+n;
obtenidas de la siguiente manera :

d = £2{x) — g{x+n)d
n X

dado el supuesto de cerradura de la migracidn.

qQ Es la probabilidad de fallecer entre las edades x y x+n dado que

se sobrevivid a la edad x. De la definicidn cldsica de probabili~-

dad tenemos :

n ox n x
2] Es la probabilidad de que una persona de edad x liegue con vida
n X ’
a la edad x+n; y se calcula como
P = 2x+n) / LIlx)
n x
sabemos que Q = d /LI{x) =10 2(x) — 24{x+n) 1 / £ {x)
n x n x :
=L 2{x) / £(x) 3 — L pglx+tn) /7 pEx) 1
de donde : =1 - P
n x
entonces : p + g =1
n x n x
L Son leos anes—-persona vividos por la cohorte entre las edades ~
n x

exactas x y x+n.




Para obtlener la férmula, supongamos gue g{a) no
queno intervalo de tiempo "da“, con “da® medida
ces £lar-dta) son los anos—persona vividos por

las edades exactas a y a+da, de donds :

cambia en un pe—
en anos. Enton—~

1a cohorte entre

x+n
L o= £¢a) da
n % X

por otro lade d / n, es el promedio anual de defunciones en——

n x
tre x y x+n.
d = lim d/ n=~ £'Ux} o sea el promedio de defunciones a —
X n—>0 n x
la edad exacta x.
x+n R+

d(a) da = — ; £'Ca) da = £(x) — L{u+n) = d

x x n ox

gsea A el numero de anos—persona vividos a partir de la edad x

por las defunciones d .
n X

u+n n
A = {a-xYe«dtla) da = ; a.dix+a) da
n X ¥ o]
n
== a.pix+a) da
0

integrando por partes tenemas @

sea I = a du = da
dv = — pt (x+a) da v = —~ plx+a)
n n
A = — aspgx+al 1 + ; p(x+a) da
n x o (o]
x+n
= = e 2lx+n) + [ £2€a) da = ~ negix+n) + L
x n x



entonces L = ne+fix+n) + A
n x n x

sea a = A / d , es decir, el numero de anos—persona vivi-—
nox n x n x

dos en promedio, a partiv de la edad x, por cada una de las d .

n x
L = neftxtn)? + a « d = negix+tn) + a L £I(x) — £(x+n) 1
n x . nx §ox n x
= @aeflx) + L n— a3 Z2I{x+nd
n n %

ipero cuanto vale a 7
n X

Supongamos distribucidn uniforme de las defunciones entre x y

x+n, es decir :

+ .
dtay =d x € a £ x+n
n + n 4 2
A = f aedintalda =de+; ada=d [n/ 22
n x [ o .
n + n +
d = f di(x+a) da=d e/ da=d-n
n x o Q -
2 +
CLn/7 214d n
a = A / d = —mm———— 2 ———
n x n x n x + 2
ne.d
n
de donde L =fn/ 2 3 x) + L n—~ —= 1 pix+nd
n x 2

=LCn 721 € 2(x) + plx+n’ 1
El supugsto s6lo es bueno cuando n <5 y x 2 5.

Se acostumbra tomar la mortalidad entre O y 1 anos y entre 1 r 4.



elx)

Para ambos intervalos s2 pueden usar las scuaciones empiricas d=2
Coale y Demeny (192464}, modelo “"oceste"

si q < 0.1

i O
a = 0.0425 + 2.875 +« q hombres a = 1.653 - 3.013« g
1 0 1 0 q 1 1 0
a = 0.05 + 3-q mujeres a = 1.924 — 1.627« q
1 O 10 4 1 1 0

si Q > 0.t

1 O
a = 0.33 hombres a = 1.352
10 4 1
a = 0.35 mujeres - a = 1.362
10 4 1

genevalmente se tiene umn grupo abierto. Coale y Demeny (1966) —
encontraron gque :

el{B0) = 3.725 + 0.0000625 « p(80) con plo) = 100 COO

TI(80) = e(30) « £(80)

Sz 2l ndmero de anss-perscona vividus por ia cohorie desde ia -

edad exacta x hasta su total extincién.

TLx) = fw 2€a)y da = L. + Ken
*x k=0 n x
Es la esperanza de vida a la edad x, o ndmero de anos que se =s—
pera viva un individuo de la cochorte de la tabla en promedio, a
partir de la edad exacta x.
A continuacién realizaremos el desarrollo necesario para la ob——

tencidn de la férmula.



w w
d =7 d(a) da = ~ [ gtar da = plx) — 2lw) = £ (x)
WX N ® ®
w—x
A s Aa.dtx+al) da
wW—X X
2 | eemue—— e ———————
WK X d WK
WX K I di{x+a) da
[¢]

2s deciv, es 1la m2dia o =speranza mats=matica de la edad al fa--—

llecer. Se le acostumbra llamar esperanza de vida a la edad x.

w3 w3
s a-d(x+a) da =-f G«gt {xta) da
(o]
a = =

WK R 2(x) 2ILx)

Wt W w3
- asgtux+ad) 1 + 7 2Cx+a) da s £{x+a) da
] O G
2050 JAL'S}

® Tix)

£ () £Lx)

Es la tasa de mortalidad. Una tasa se define como el cociente que
resulta de dividir los eventos ocurridos en un intervalo de tiem-
po entre los anos—perssna vividos por la poblacifa durante el ——
mismo intervalo.

antonces m = d / L
n x n ox n x

por =21 primer teorema de=1 valor m=2dic para las intzgrales
H+n

L = s £¢a) da = n- L£(2) coen *x <z £ x+n
n X R



por lo oual
d / n
nou
m = d / nedlz) -
nox n x - £z}

as decir, represznta un promsdio anual peyvcipita. Be donde

lim d /s n
n->C n x R AR $'51
Mixy = lim m = ————= —— = ———— = — Dx & In £ £Lx)3
n~->0 n x lim £Lz=) £ tw)
n=>0

2.3 Modelo Estocastico Markoviano de Proyeccidn.

El modelo consiste en tomar m vectorss dz probabilidad, los cuales de-
ben ~umplir con las condiciones senaladas en la primera parte de este -~
capituln; donde, cadz vector X estard formado por n estados.

Con e2stos vactores se provaeds a contruir la matriz d2 transicidn, oon
la gque se podran realizar las proyecciones deseadas.

Para la obtencidn de la matriz de transicidon, partimos de la firmula -

genaeral :
t t+1

R S i+l
donde P reprasentard la matriz de transicidn sntre las vaectores X v X o

Por lo anterior, nuestvo trabago sg reducs a encontrar dicha matriz de -
proyeccidn. A <ontinuacidn s2 describ2 la simbeolongia utilizada.

t
1) X representara la probabilidad de estar en el estado i al tiempo t.
i

t

2y X representara la probabilidad de estar en el estado i, en un mo—
manto t futuro; su forma general =25 @

_t t t t
X = X .0 X eee., XD t = 1,2,...,m



3} P (t,t+1) 2s 1la matriz de tranmsicidn inferior refsrida al periodo
I

t,t+1 vy representada por :

P
11
P P
12 22
P (t,t+1) = P P « « « P
I i 23 it
P = « - . P « = . P
in 2n in nn
L -3
n
con r F =1 b o> i y 0O <P <1
=1 iJ ij

4) P (t,t+1) sera la matriz de transicion superior referida al perfiodo

t,t+1 vy representada por :
- —

P P « - . P - = . P
11 21 it ni
P - - - P . - - P
22 i2 n2
P oLt t+1) = P .. .P
s ii . ni
P
L nn
n
con r P = 1 i>dJ Y 0O <P <1
J=1 ij ij

S) P (t,t+1) serd la matriz de transicién definitiva, obtenida a través

de las matrices superior & inferior: representada por :z

~ 70—~




&)

N
e

P F . . . P « v . P
i1 21 it ni
£ o T . . . F
12 22 iz n2
P (t,t+1) = |4 P . - . P - . . P
-~ 1i i ii ni
P d I L. . P
in 2n in nn
n
con I P = 1 para toda i = 1,2, ,..50
§=1 ij
P es la probabilidad de que estando en el estado i en el -
i

momento t, se pase al estado §j al tiempo t+i; que no co-
nocemos y dessamos 2stimar.
Hagamos P = aasb i=1,2,.0.,n ¥ 4 = 1,2,.0.v0

id i g

es el vector upitaric 1 = (1,1, ...,1)

=)

vt
=1 - X

4]

+ _t
donde Y es gl vector complementario de X respecto al vactor uni-—

tario, que utilizar=mos para =21 célculo de la matriz de transi—- -

cién triangular superior.

2.4 Supuestos del Métedo

1)

t
El vector de probabilidad X , debe tener su producto interno respecto

al wvector unitario igual a uno, es decir =

~t
X ¢ 1 =1

-7 1-



2 X > X para la matriz inferior
1 1
t+1 ot

X < X para la matriz superior
n n

2.5 Construccién de la Matriz de Transicidn.

Para obtener la matriz de transicién, recordemos la forma general del
modelo =

_t e
X oP =X

Esta forma describe ventoress rengldn, por facilidad en la aplicacidn -
d=21 modelo, trabajaremos con vector=2s <columna, pPor 1o que nuestra for——
mala gzneral a2starid dada por @

_t+1 _t
X = P X

Al desarrollar el sistema de ecuacionaes, este se convierte en n ecua-—

Va s sabe guse —
no hay solucidn dGnica. Por lo anterior, serd necesario partir a la ma——
triz P, en dos matrices tinferior y superior), determinando aquella --

come una combinacicdn de su particidn.

2.%5.1 Construccién de la Matriz Triangular Inferior referida al periodo

(t,t+1).
_t+i 1
Partimos de la forma gen=ral X =P =X
t+1 n t
X = y P =X
i i=1 ij 3

—-12~—



n
sujeto a 1 b P = 1 para toda J = 1,2,...,0

sea P = a.b
ij i

considérese la matriz triangular inferior, entonces P =

ij
n i—-1 n n
por lo tanto b3} P = s P + r P = 5y P = 1
i=1  ij i=1 iy i=g ij i=g iy .
n n
D bien I asb =h .3y a =1
i=j i Jd 1=y i
n
entonces b= 1/ 7 a
Jd i=y i
n
s@a b = 1 2ntonees r a =1
1 i=1 i
§i—1i n n 41
de donde : r a + L a =1 v r a =1- L a
i=t i i=y i i=j i i=1 i

y substituyendo =2n ¢ 2 ) tenemos :

. -1
b=1/7L1 - g al

d i=1 i
la matriz triangular inferior ( 1 ), se convierte en =

1 i t i t i t
X = § P » X = § as*bsX =as« 3z baX
i =1 i § i=1 i § J iod=1 0§ 13
con i = 1,2,.acrn
t+1 1 t t t
sea i=g X = a s« pgbheX =ash X =asX
1 SRS S 1 1 1 I §
t+1 t
por lo tanto = a =X /X
1 1 b3

—-13—
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1
Yy por ( 3 ) b =1 /701~ 7 al

2 i=1 i i
aplicando en ¢ 4 ) i-—1
t+1 il t
X = a - I baX con 1 = 2,3,....,n
i-1 i-1 d§=1 4 J
t+1 i-1 t t
y 2 = ==z [ ¢ X v b oe¥X 3
i i a=1 J J J i
t+1 t
=a X / a + b eX ]
i i-1 i—g j i
t+t t
X X
t+1 i~1 i
pero por ( 3 ) XK =a C + 1
i i a i-1
i—t -z a
k=1 k
t+1 i-1 t
X €1 T a 1+ Xea
i—1 k=1 k i ~1
=a €
i i-1
a C - LT a 1
i—1 k=1 k
desprjando a tenemos @
i
o t+l i-1
X - a c1-~- r a 1
i i-1 k=1 k
a =
i t+t i—t t
X L1 - 3 a } + X .a
i-1 k=1 k i i-1
para toda i = 2,3,...,n

— 14—
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X ~a [1-a1

2 1 1
a =
2 t+1
X L1t -a 2+ Xaea
1 1
t+1
X »#a ©t1-a-a 13
3 2 1 2
a =
e t+1 t
X £ 1 —a -2 1+ X2
2 1 2 3 2
t+1 n—1
X s+ a L1 - £ a 1
n n—1 =1 J
a =
n t+1 n—4i t
X Lt - T a 1+ X-ea
n—1 =1 g n n-1
sontando con los valores a fon i = 1,2,,..,n y la sacuacidn ¢ 3 ) se -
i
obtienen los el=smentos P de la matriz de transicidn inferior.
ij

2.5.2 Construccidn de la Matriz Triangular Superior referida al periodo

(t,t+1).
t+1 t
Debido a que 21 supuesto X < X no se cumple, consideraremos =1 -~
) n n .
_t
vector complementario del vector X para calcular la matriz de transi-—-—
cidn.
. 4 — _t
s2a Y =1 ~—-X
_trt _t
Y =P (t,t+1) Y
S
t+1 n t n t n t
Y = Z P Y = § asbe+sY =a .« ba.y ¢ 7))
i di=i ij J =i i Jj J idg=iJ i

~15—



J J
suj=2zto a L P = % a.b =bs. 5% a

1
i=1 i) i=1 1 9 J oi=t1 i
3
entonces b = 1/ 1 a
J i=1 i
n
sea b =1 2zntonces ra =1
n i=1 i
n
de donde b=1/01~ I ai
J i=j+1 i
t+1 n t t
y por 7 ) ¥ = 3 « T be¥Y = asba¥ = ad¥
n n Ji=n Jj J n n n
t+1 t
entonces a =Y /Y
n n n
t+t t t+1 t+1
y como> X < X Y =1 - >t -
n n n
considerese i+l en la ecuacidén ( 7 )
t+1 n t
Y = a . z b .Y
i+l i+1 j=i+t § J
tel n t t
pero Y =a € I be¥Y +#beY 1]
i i i=i+l Jd J i
t+1 t
Y h 4
i+l i
de donde = a +
i a n
i+l £ a
i=i+l

-16—



Y 1 - $ al+Yea
i+1 J=i+l | i i+l
= a-[ h
i n
a £ 1 - L a 1
i+l J=i+l J
t+1 n
Y . A £ 1 - b a 1
i i+f J=i+1l j
de donde a = ¢ 10 )
i t+1 n t
Y c 1 - z a 1+ Y «a
i+l =i+t i i+1
para i = 1,2,
t+1
Y ra 01 ~a 13
n-1 n n
a =
n—1 141 t
Y L1 —-—al+y ~ a
n n n-1 n
t+1 n
Y <«a {31 - £al
1 2 3=2
1 t+1 n t
Y €1 - £ al+ Y -.a
2 =2 J 1 2

contando con los valores de a y la ecuacidn ( 8 ) s2 obtienen las P
i ij

de la matriz de transicidn superior.

2.5.3 Construccidén de la Matriz de Transicidén Definitiva referida al
periodo (t,t+1),

De la matriz inferior tenemos :

_t+1 _t
X =P (t,t+1)+X €11 )
I

—-17—



y de la

_t
1 - X
_t+]
X p—
X
con ; =

sumando mi

2 X

con P =

que 285 un

matriz superior :

+1
= P

3

t
P tt,t+1) « X -
S

ajf

i

t+5 _t —
=P Ct,t+1) « X - g
S

1-49

embro a miembro ¢ 11 )

1
—— CP + P 1 que =s
S
1 _ 1 — —-
——— e f === [1-g21
2 2
1

tt,t+1> ¢ 1 - X

t - R 4
g — P {t,t+1) .« X
S

_t —
+ 1 = P (t,t+1) X + f
S

<« 12 )

), v dividiendo entre 2 tenemos

———F

1la matriz de transicién definitiva

C1-Pe11
s

vector de error en la estimacidn.

Ahora nuestro objetive es minimizar dicho error, para lo cual, utili-

zaramos 21 procedimisnto sugerido por Naivr (1985). M

De la f&6rmula general tenemos @

i+ _t
X =P X ¢ A

— 18-



sea una matriz cuadrada de orden n con =lementos caracteristicos X

iJ.
n t
2ntonces ZX =X =X
i=1 i ~J J
C R
n t+1
4 X =X =X
=1 i ie i
n n
de dondsz b L X = 100 000, que =s =21 rdadix de la tabla d=2 mortali-
i=1 j=1 iy
dad gqu2 estamos utilizando.
Entonces conocidas las marginales X y X , hay que determinar los -
.3 ie
valores X , para toda i = §j = 1,2,..4,n
iJ
n
por 1o que P = X 7/ X para i = 1,2,...,n ¥y L P =1 gatisface (A)
ij iy L] i=1 i}
. »
econocido 21 arrveglos X ., sea X = r eSS «X
ij iJ4 i § ig

ahora nua2stro objetivo 2s sncontrar las r ¥y S , de tal manera que las

i J
X , satisfagan (B).
i
n n o n o
entontas 3 X = X = T r +eS X =3 g r =X
i=1 iy - i=1 i §  id 4 i=1 i ij
n o
de donde S = X / L r «X ¢« cCc
J <3 i=1t i iy
n o
y r =X / L3 X (D
i i. j=1 4 ij
Entonces el primsr paso a seguir es hacer r = 1 para i = 1,2,-...0n
i
y se encuentran los valorses de S , con g = 1,2,...,n. El segundo -
: J
paso es 2ncontrar 1los valores v con i = {,2,...,n, dados los va—-—
i
lores de S , y asi{ sucesivamente hasta que el proceso converga.
4
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k+1 k

El criterio de paro fué |4 / r -1 £ 0.0001 i = 1,2,cea:M
i i

Pero si esta condicién no se cumple en la iteracidén k = S00, enton-—

ces se detiene el proceso.



3. APLICACION DEL PROCESO DE CADENAS DE MARKOV PARA EL CASO MEXICANO.

3.1 Informacidén Utilizada.

Se decidid aplicar el modelo de cadenas de Markov, para proyectar la
movrtalidad mexicana por edad y sexo. Para deducir la matriz estocisti-
ca, se utilizaron las tablas de mortalidad para los quingquenios 1970~
1975 ¥y 1975-1980, que son las tablas mds recientes de que se dispone,—
1as cuales fueron eiaboradas por SPFP, CONAFO v CELADE (1983), mismas —
que se2 reproducan en el cuadro 1.

Como se pudc observar en el apartado 2.2

Z d = 240
* nx

con lo cual los cocientes d /7 2(o) son un vactor de distribucidn re-—
nox

lativa, es decir, los vectores X necesarios para aplicar el modelo ——
descrito, Consideramos 18 =stados, es decir, los 18 grupos de edad -——

convencionales al construir tablas abreviadas de mortalidad.

1 R, X+n

1 O - 1
2 1 - 4
be] S- 2
4 10 - 14
S 15 - 19
6 20 —- 24
7 25 - 29
3 30 ~ 34
? 35 - 39
10 40 — 44
11 45 —- 49
12 50 — 54
13 55 - 59
14 50 ~ 54
15 435 — 69
16 70 — 74
17 75 - 79
138 80 v +
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Para la proyeccidn se tiene qua :
_t+ _t
X =P -X

donde P es la matriz obtenida a través de las matrices de transicidén -

triangular inferior vy superior.

Para fines de la proveccién se comienza con t=1 para el quinquenio -
1770-1%70 y t+1=2 para el quinguenio 1975~-1980, asi hasta 21 Quinque——

nio 2005-2010.

Las defunciones de la tabla para cada quinquenio se obtienen multi--—
plicando =21 elsmento correspondiznts al vector columna X por el radix
2¢0), que en las tablas presentadas en €1 cuadro 1 para este caso se

tomaron igual a 100,000.

3.2 Aplicacion del Método de Cadenas Markovianas.

3.2.1 Obtencién de la matriz de trapsicién tringular inferior.

Como el proceso de aplicacién es igual para el caso de tmujeres y —
hombres, haremos referencia al procedimiento utilizado ejemplificdndolo
con uno de ellios solamente.

_t _t+1
En el cuadro 1 se muestran los vector=zs X y X (las defunciones —

entre el ridix) para ambos sexos, estos vectores son los que empleare-—

mos para la construccion de la matriz de transicidén inferior.
Los elementos de la matriz se muestran por grupos de edad y sexo 2n

bt _tet
el cuadro 2. En este suadro s2 incluyeron los vectores X ¥ X , asi -~—
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como los valorss (a ) =2ncontrados: cabe aclarar gue los wvalores (b ) -
i J
no son mostrados debido a gue son cantidades muy grandes para ser im——

Presas en el cuadro.

3.2.2 Obtencidn de la Matriz de Transicién Trianoular Superior.

De igual forma que para =21 caso anterior, trabajaremos d2 mansra ge—
neral para la ocbtencion de 1a matriz superior para ambos sexos, ejem——

plificando uno de ellos.

2 1
Recordemos que uno de los supuestos para osta matriz es que X < X
13 13

1o cual no se cumple; por 1o que trabajaremos con los vectores comple—
mentarios y qgue obtendremos d2 la siguiente manera :

_t - _t
¥ =1 - X , con lo cual la forma general del modelo estari dada por:

t+1 t

=P ey
=]

<i

_t
Pero como se podrd observar la suma por columna del vector ¥V es -

igual a 17 ¥y no a 1, gque es =21 supuesto fundamental del modelo. Para
cumplir con este supuesto y debido a que no afecta a la aslicacidn -
del modelo, por la construccidén del mismo, se relativizaron los vec——

torss, de tal forma que la suma fuera igual a uno.

Para calcular la matriz partimos de 1a forma general del modelo:
1 2
X P =X
I
Como se podra observar trabajaremos con vectores columna, donde X

representard el vector de distribucién relativa, para el quingquenio —
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2
1970-1975 y X para el quinquenio 1975-1980.

Calculo de los coeficientes P de la matriz inferior.
ij

Por lo ques se& pudo ver en la parta de matodologfa, obtener la ma—-—

triz de transicidén se reduce a encontrar los valores P y que se -~
ij
calculan a traves de los productces a-b , también descritos en el ca-
- i J
pitule 2.

De acuerdo a lo anterior tenemos :

t+t i-1
£ X - a 1 L1 - 3z a 1
i i-1 k=1 k
a = - para i = 2,3,...,18
i 1+1 i-1 t
X Ct- Za 1 + %X «a
i—-1 k=1 k 3 i-1
J—1
yb=1/71§{1 - T al para J = 2,3,....,18
3 i=1 i
2 1
para i=}, a =X / X b b =1
1 1 1 1

Eiemplificacién para el caso de hombres

2 1 0.08585
a =X/ X = —emcemee——— = 0.87671 r b =1
1 1 1 0.07511 1
2 1
S X « a 3 tt—- ga 1
2 1 k=1 k
a =
2 2 1 1
X £t~ £ a 1I+0X+»al
1 k=1 k 2 1

(0.027354) (0.374871) (0.1232%)
- = 0.08525
(0. 04555) (0. 12329) + (0.03057)L0.B7471)
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1
14 b=1/701- 5% als=-—-——w——-—0 = 3.110957
2 =1 i 0.12329

de donde P = a3 .b = (0.87471) (1) = 0.2747¢
Yy P = a-b = (0.08523) (8.11095) = 0.6%7144

1/

bajo =21 mismo esquema, s2 obti=2nen los resul tados Para a y b  con
i 3

i = 2,32, ...,18 v j = 2,3,...,12. Asimismd $2 obtienen los wvalores de

P a través de los productos de a.b con i = § =2,3,...,18, que son

ig i ¥
los =2lementos de la matriz de transicidn inferior.

Calculo de 1los coeficientes P de la matriz triangular superior.
iy

Para encontrar los valores P , tenemos gque obtener los productos —
1y
a-b , para 1o cual contamos con las férmulas descritas 2n 21 capftu-—
i J

1o 2.
t+1 18
€Y =+« a 3 €1 - I a1
i i+1 ' J=i+1 |
a = i=1,2,,..,17
b} 1+e ic i
Y c1- =z a 1 + €Y «a 3
i+1 J=i+1 i i+l
18
¥ b=1s7101- ¢ all J = 1,2,.4e4s17
J i=j+1 i
2 1
con a =Y /Y ¥y b =1
i8 13 18 i8

1/ Los resultados fueron obtenidos mediante =1 diseno de un Programa

de computadora en lenguaje FORTRAN IV.
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Ejemplificacién para el caso de mujeres.

2 1 0.46374%8
a =Y /Y = e e—— = 0.950117 Y b =1
13 12 13 0.5870942 13
2 ig
Y - a L1 - r a 1
17 i8 =18 J
a =
17 2 18 1
Y C1~ L a 1+CY »+» a 1
12 Ji=18 17 18
(0.874692) (0.95012) (0.04933)
= = 0.047924
CO0.837493) (0.049383) + (0.879055) (0.95012)
con lo que P =a b = (0.95012) (1) = 0.95012
18138 13 13
: i8 1
b =1 /0%t - L oa 1 = ———————— = 20.043115
17 i=18 J 0.04988
P =a « b = (0.047924) (20.048115) = 0.%46071
1717 17 17
siguizndo el mismo procedimiento se obtienen los valores de'a vy b -~
s Jd
Para i = 1,2,...,16 ¥ y = 1,2r2..,16. Contando con 2s5tos valores se= -

calculan las P , a través de los productos a-b , con i =j =4,2,...,18.
iJj i J

Como s¢ comentd anteriormente, los resultados fueron obtenidos a ira-

vés de un programa de computadora y presentados en el cuadrvo 3.

B.2.3 Construccién de la Matriz Definitiva.

Teniendo vya las matrices superior e inferior, podemos encontrar la

matriz de transicidn definitiva para efectuar la proyesccién deseada.
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En el capftulo 2 llegamos a la siguiente t&rmula :

_t+1 _t —
X =P+ X + =

donde P =2s la matriz de transicidén obtenida a través de las matrices
superior e inferior, obtenida inicialmente como =
1
P=— TCP +P 1]
~ 2 1 3
ahora el problema radica en minimizar el errer (), para lo cual se -
utilizé el proceso de Nair (1985), descrito en la parte de metodolo—

gfa, los resultados son mostrados en el cuadro 4.
3.3 Proyeccion

Una vez efectuado =21 procesc de ajuste para minizar el error en ia

obtencidn de la matriz definitiva, contamos ya con los valores de P
ij
de la matriz, con la cual efectuaramos la proyeccisn de la mortalidad.

_t+1 _t
Sabzmos que X =P-X
) 42
entonces para proyectar el vector estimado X aplicaremos =
s+ _t+1
X =P+ X
_t+h+1 t+n
Yy en general por X = pPe«X con h=1,2,3,4.5.

Como t+2 ssta referida. al perfodo 1980-19395, al aplicar la férmula,
obtendremos el vector de mortalidad para este quinquenio. La construc;
cién de 1a tabla de mortalidad del quinquenio, se realizé mediante el

. paquete CPDA, Yy los resultados se ﬁuestran en 21 cuadro S. El procedi-
miento se repite hasta el quinquenio 2005-2010, con 1o cual tendremos

las proyecciones deseadas.
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13.471
10.033
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3.4 Andalisis de Resultados.

En el cuadro & se muestran las esperanzas de vida por sexo vy edad, -
para los och? quingquenios del pericdo 1980 ~- 2010. Se podran observar
los increm2ntos por edad, mizmos que fu2ron comparades quinquenio a -

Quinquenio para 2nriquecer e} andlisis d=1 modelo.

Fara 21 caso masculino, como se observa en la figura 1, la esperan—
za de vida al nacimiento auments 2n poco m&s de un ano de un lustro -
al siguiznte, sin embargo, en las rcctantes edades, 1os incrementos =
son inferiores a up anm, y en general, para todas las edadas, se tiene

una tendencia gsonotona creciente con el paso del tiempo (cuadro 6).

Para 21 case fe2menino se presenta un aumsnto de pood més de un and ~
en la zsperanza de vida al nacimiento y, al igual gue el caso masculi-
no, se2 observa tambisgn una tendencia mondtona creciente, para todas -

las edades, con =21 paso dal tiempo.

En el cuadirc 7 =

¢ presaeptan las diferencias en las esperanzas de vi-
da al nacimiznto entre muieres y hombres, los cuales s2 pres=ntan tam-—
bién en la figura 2. Como se puede ver esta diferencia s= hace cada -—
vez mayor, con £1 paso del tiempo, un hecho gus 25 consistente con =1

comportaniento observado para la humanidad, resultando entonces una -—

Proyeccidn congruente.

En la figura 3 se presenta la tendencia =2sperada =n las probabilida-
des de fallecer antre O y 1 anos, qu= com2 s podri observar, adn y -

cuand> s2 tendrian notables descensos, s valor 2n el 4dltimo quinque-—-

;7



nio, superaria adn los niveles actualmente registrados en los pafses —

desarrollados. Este descenso en la mortalidad infantil, llavaria im—

plicita una mejora =2n las condiciones de bignestar de la poblacién me-
*/

xicana » cuuya factibilidad no la analizamos aquf; pu=2s no es =21 ob-

detivo de este trabagm, aunque crea2mos es convenient2 hacer alusidén a

ello.

Las tasas de morilalidad por edad para los gquinquenios 1980-1985, -
1990-1995 y 2005-2010, s=2 ilustran 2n la figura 4, observandose el -~
perfil universalmente observado. Para reforzar la prueba de la con——
grusncia en nuestras proyesacisnes, en 21 cuadro 3 y en 1la figura 5, -
se presentan las diferencias absolutas en las tasas de mortalidad. -
con respectio a las observadas #n 21 quingQuenio 1975-1920, vy las pro——
nosticadas para los lustros 19680-19835, 1990-1995 y 2005-2010 como ve—
presantativos de la tendencia futura. Las curvas mostradas en la fi——

gura 5 son consistentes con el patrédn universalment2 obsarvado =2n =21

dascenso de los niveles de mortalidad, 2 incluso

con la svolucidn im—

o

plicita en el modelo “oeste* de ias tablas d= Cozle y Damaeny (Coale,

1972, p. 35

De =siz2 breve andlisis, podemos concluir que la aplicaciédn del mo-
delo de cadenas de Markov para la proyeccién de la mortalidad mexi-—
cana ha sido exitoso, vaprosentando una hevramienta sumamente gtil -

para futuros irabajos sobre el tema.

%/ Un hecho bien conocido es la relacidén inversa entre el nivel de

bienestar de una poblacién y su nivel de mortalidad infantil.
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e

L]

70
79
{x)
59.888
&3.734
561,340
S7.419
S2.741
43.221
4z.871
22,646
35.505
31.447
27.508
22,720
20.133
1&£.7358
13.5383
10.&65
7,290
S.337

CUADRO &

COMPARATIVO DE ESPERANZAS DRE VIDA

i
1
L8

~ 04
O~

elx
51.873
64,597
H2.3295
58.312
55.593
49.029
44.512
40.314
36.092
31.766
27.9523
28,108
20. 445
17.001
12.772
10.822
8. 122
5. 447

4
[¢]

P
o

o
57.113
65.324
©66.082
£1.521
56.560
S51.834
47 .20
42.670
38,199
32.803
29.529
25.410
21. 485
17.797
14,426
11.30%
e.552
5.342

HI3MBRE S

[

A

.028
012
- 016
.01
L0146
017
.017
.017
.017
017
.014é
L6
L0115
.015
w014
. 015
.017
.021

S
<

-019
Q013
.011
.011
-012
L0012
.01
L0113
.013
.012
.012
.012
-011
-010
-010
<007
<11
014

1
1
elx
53,129
&65.93
63.723
S7-182
54.405
a42.791
45.313
40.948
36.6561
32.4592
28.376
24.45%
20.73%
17.224
13.959
10.962
3.243
5.55&

20
20
eln)
88.242
&2.647
66.772
62.033
S7.198
S2.442
a47.776
43,170
38.667
34.22t
29.883
25.701
21.712
17.9465
14.564
11.4095
8.630
S.92%

B0
¥+ 8°S
)

]
o]

.01¢&
.014
.01¢
.016
.01S
.015
.015
-014
.014
.013
. Q13
=015
- 020

[}
S
%
. 017
«012
. 010
.010
.0t
011
012
-012
.012
-012
012
.011
-010
. 009
. 009
« 003
.010
. 015

-48-

1 8
1 4
¢

S A

elx
54,565
LS. 997
64.561
9. 241
355.167
=0.511
45, 779
41.550
37.197
32.929
23.777
24.790
20.998
17.429
14,125
11,090
38.354
S.657

o
1

~ N

[]
o}
2(x)
69.283
70.81%
67.419
H2.654
57.799
53.014
43,315
a3, 534
39.115
34.613
30.224
25.982
21.932
18.125
14,687
11.472
B.722
4.011

S
o
%

.022
-015
013
.012
.014
-014
013
015
.0LS
014
.014
.04
013
.012
-012
012
-013
.01ig

S
o]
%4

-013
.011
. 009
-0D0%
-010
010
-011
.011
.011
.011
.011
.010
010
. 002
. 003
Q07
. 009
. 014

-012,
013
.013
014
-014
014
.013
.013
.O1=
=012
-011
011
.010
-012
-017



000

70
75
<x)
63.896
£7.196
S55.379
S0.917
S&£.188
51.501
346.991L
42.530
38.238
33.980
29.739
25.487
21.727
17.926
14.5246
11.424
S.557
S.724

COMPARATIVO DE ESPERANZAS

“90
(U]

1
1

el
65.844
53.4654
26,575
62.054
57.294
S2.621
48,0%8
432.525
39.177
24,242
30.534
24.310
22.384
18.552
15.002
11.77%2
B8.838
S.771

&. 578

41

018
.019

.021
021
. 021
. 020
. 024

UADRKID &
(CONCLUYE)

JUJERE S

1980

19885
2 () %
. 027

oo

73.4802
74.426
71.43%
&é., 6BE
41.814
57.043
52.302
a7.612
829567
38.364
33. 315
29.83z9
24.924
206.795
16.372
13.242
F.875
&.847

—d9-

DE VIDA
1 935
1990
alx) A
£9.2589 ,024
71.241 .013
£2.733 015
54,101 016
S9.289 .017
S54.572 .01
49,945 (019
45.375 017
40,355 020
25.402 .01
322.010 .022
27.703 .023
232.534 .074
12.550 .05
15.828 .024
12.442 ,024
P.311 .025
S.BE7 029
20085
2010
aluy %
74.553 .015
7S.32% 012
72.215 .011
4£7.434 .0\1
62.5485 .0L2
S97.751 012
52.982 013
48.260 .014
43,574 .014
35.936 .015
34.3432 .015
22.819 .016
25.403 .017
21.158 .017
17.172 .013
13.471 .017
10.033 .OLs
6.988 .021

~p
~ 00

20xn
70.770
72.238
52,700
65.023
60.189
55. 4469
50.790
46.174
81.607
37.101
32.652
23. 234
24,050
19,274
16. 202
12.735
?.517
5.9533

9
?

o]
S
kA

. 022
.015
.04
014
-01S
“015
. 017
013
.o1e
<012
. 020
021
-0o=2
023
.023
023
=022
.027



EDAD

CuUADKDO

7

TABLLA DE DIFERENCIAS EN ESPERANIAS DE VIDA AL NACIMIENTOD

FERIOGCD®O

1970-1975

1975-1980

1980-1223%

1985-1290

19901395

19952000

2000-2005

2005-2010

T
2

53.8986
£5.844
47.631
69. 269
70.770
72.144
73. 402

74.552

CBBADRO

m
2
=]

59.8238

61.573

43,127

64.585

65.390

&7.112

53.242

2

0]

4.00%3

4.271%

4,502

4,764

4.380

S5.021

5.140

S.270

CUADRO COMPARATIVO DE TASAS DE MORTALIDAD PROVECTADAS
HOMEBERESTS

1975
12380

™

t1 )

0.05936
G. 00751
0,00161
0.00102
0.00168
0. 00249
0.003321
0.004210
0.00511
C.0055%
0.005386
0.01202
0.018662
0.02310
0.03323
0.04857
0.0635%
0.18351

1980
1985

™
S x
« 20}

0.06050
0.00667
0.00140
0.Q00%C
0.00143
0.00220C
C.00294
0.00347
0. 00462
0. 00503
0.00819
0.01126
0.90157S
0.02225
0.032156
C. 04749
0.06704
Q. 17997

19?0
1995

™M
S x

L33

0.045607
0.00524
0.Q0107
0.00049
0.00115
0.00171
D.00232
0.00292
0.00376
0.00501
Q.00697
0.00934
G.01412
0.02034
0.0301%
0.04582
0.06462
0. 17384

2005
2010

M
S x
tan

0.03071
0.00362
0.00073
0.00047
0.00079
0.00113
0.00161
0.00202
0.00273
0.,00374
0.0053%
0.00733
0.01191
0.01905
0.02757
0.04414
0.06212
0.16635

-50—~

DI FERENTC

C1Y—-L23

0. 00886
0. 00084
0.00021
0.00012
0.00020
0. 00029
0.00037
0.00043
0.00049
0. 00056
0. 00067
0.00077
0. 00087
0. 00085
0.00107
0.00108
0.00155
Q.003952

(1)-(3)

0.02329
0.00227
0.0Q0054
Q.00033
G.000S3
0.00072
0.00099
0.00117
0.00135
0.00158
0.00189
0.00212
0.00250
0.00226
0.00304
0.0027S
0.00397
0.00967

1 A3
(1)—¢€4)

0.03865
0.00337
0.06088
0. 00053
0. 00082
0.00131
0.00170
0. 00202
0.0023e
Q. 002385
0. 00347
0.00410
0.00471
0.00405
0.00546&
0.00443
0.00647
0.01715



E£DAD

25
30
a5
40
L3S)

S0

]
(i)

&0
&5

70

80

CUADRO COMPARATIVO DE

1975
1280

™M
S x
< 1))
0.05733
0.0070%
0.00142
0.0003%
0.0011%
0.00174
©. 00230
G.00286
0.00363
©.00450
Q.00380
0.00793
0.01142
0.01728
0.02631
0.03943
0.0S814

0.16623

1980
19995

0.04%45
0.00413
0.00122
0.00070
2.0011%
0.00153
C.00202
0.00252
0.00320
0.00400
0. 0051Le
0.00720
C.01037
0.0158%
0.02467
0. 03669
0. 05499

Q. 16163

[yl

YA DRO R

(CONCLUYE)

MU JERES
1990 2005
1995 2010

M ™

S = S x
[ ¢ 4 )
G.03886 0 GLO2ITR
0.0045% 0. 00297
0.0Q0%6 0.00063
0. 00055 0.000625
0, 00027 0Q.0Q04%
G.00121  0,00083
Q.001E® C.0011G
0.071P7 0.00137
D.00281 0.00175
7.003146 0.00222
0.0041S5 0.00297
0.00535 0.00427
0.008352 0.00644
05.01341 0.010S3
0.02110 O.0159¢&
0.03204 G.02653
0.05035 0.04592
©0,152%4 0,14311

-51—

DIFERENCTC

C1)r-¢22
Q. 00727
0.00025
0.00020
0.00011
0.00004
0.00021
0.00028
0. 00034
0.000432
©0.00050
V.00051
0.00073
0.00105
0.0014%
0.00214
<., 00277
0. 00315

Q.005295

1))
0.02047
0.00250
0.00Q52
0.000z3
0.00022
0.00053
0.00071
0.900087
0.00LL2

0.00134

0.00571
0.00744
0.00779

0,01397

TASAS DE MORTALIDAD PROYECTADAS

1 AS

(1)=-(42
0.03254
0.00410
0.00085
0.00045
0.00051
0.000%91
0.00120
0.0014%
0.00188

0.00228

¢.00985
0.012%90
0.01222

0.02382



F1 GURA 1 F1 GUR A 2

Comparativo de esperanzas de vida al nacimiento Diferencia en esperanzas de vida al nacimiento
entre hombres y mujeres
afos anos

60
o] Jd %~ %
45
401
35
304
25 2+
20
154
104
5
. — . . - - .

o 1970 1975 1980 1985 1930 1995 2000 2005 c 1870 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 1975 1880 1985 1990 1985 2000 2005 2010

F 1 GURA 3

Probabilidades de fallecer entre o y 1 afios ( {lo)

1.0t Hombres 1.0b Mujeres
23 .9t
s} e st
7t 71
St K
57 5
a4t 41
3t 3+
m
1% Al ¢
.24 -2 1%
23 Nis
— . . N . R " . - + . : N -
o 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 O 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 1975 1980 1985 1990 1895 2000 2005 2010

52—



F I GURA 4

Tasas de Mortalidad (hombres)

108
1980 - 1985
1990 - 1995
2005 - 2010
gt
01
o014
Olr 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
edad

—-53-



F 1 GUR A 4  (concluye)

Tasas de Mortalidad (mujeres)

1o
1980 1985
1990 - 1995
2005-2010
.1
011
.oor¢
et et 1 — + fmmant +
1 § 10 15-20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
edad

—54



F1 GUR A 5

Diferencias Absolutas de Tasas de Mortalidad (hombres)

e

.00900%
.007204%3
005404
.003604
.oosot
o —t + + + + >
Ol 5 0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
@ 1975 — 1980 Mzaas—zam edad
. 5Mx 5 X
1975 ~1980 1990 - 1995 - y—
@ M - M @ M1975 '980_ M1980 1985
5% 5 X - 5Vx 5%

~55—



FI GUR A 5 {conciuye)

Diferencias Absclutas de Tasas de Martalidad (mujeres)

P

01300

01040

00780

005204

A e e i
—~0

00260
- T —
r 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
19751980 20052010
@ Mx ~ sMx
1975 1980 7990 ~ 1995 1975 — 1980
@ M, = sMx @ M, A

-56 -

1980 —1985



4. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos mostrado una aplicanidn del proceso de cadenas
de Markov, para la proyeccisdn de tablas de mortalidad para México, -——

pPara los seis gquinquenios del periodo 1930-2010.

Una vez determinada la informacién necesaria, cuidando quz presenta-—
ra las caracteristicas iddnesas para la aplicacion, se =legieron como -
datos iniciales las dezfunciones de las tablas de mortalidad para los -
quinquenios 1270-1975 y 1975-1280, d=bido a gque son las mds confiables

y recientes de aque se dispone.

Los resultados fueron congruentes con las tendencias observadas para
la especie humana, y sobre todo, de la expezriencia de palses que han -

desarrollado gran cantidad de estudios relativos al tema.

Conviene destacar que =21 modelo no es necesariamente €1 mejor, vya -
que existe una gran cantidad de métodos para proyectar la mortalidad,
Sin embargo, ofrece la ventajia que reproduce las tendencias recientes
an los cambios del fenbmeno, sin necesidad de recurriv a tablas modelo

o hipotéticas de mortalidad.

El método para deducir la matriz de probabilidades de transicidn, -
ofrece una atractiva posibilidad para su aplicacidén a otros fendmenos,

como por ejemplo la nupcialidad, la migracidn, 1a participaciém en 1la

actividad econdmica, etc. Aunque no se debe olvidar el supuesto marko—
viano: la propensiébn a moverse entre estados sélo depende del Gltimo

.y no de los anteriores, es decir, que la poblacidén “olvida su pasado®.
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