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1 Introducción 

Con frecuencia, el ingeniero tiene que analizar procesos.fí­

sicos que resultan difíciles de resolver con-métodos analíti­

cos. Esto lo ha conducido a buscar métodos que puedan dar 

soluci6n a los problemas de manera que resulte más fácil. 

Es el caso de los métodos de soluci6n numérica. 

Evidentemente, estos métodos habrán de sacrificar un poco la 

exactitud, pero para los fines para los que han sido utiliza­

dos, y que en ocasiones no justifican el empleo de un método 

analítico riguroso por lo impráctico que pudiera resultar, 

han dado buenos resultados. 

•. Un proceso que acompaña a los métodos de soluci6n numérica es 

el de discretizaci6n, entendiéndose corno aquél con que se pue­

de expresar una ley general, escrita para un medio continu6, 
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2 1ntlr.oduccl6n 

en t~rminos de valores discretos en un ntlmero finito de puntos. 

En el presente trabajo se plantea un método para transitar 

avenidas en redes hidráulicas a superficie libre, basado en 

uno de los tipos de métodos de soluci6n numérica que existen, 

y que es el de diferencias finitas. Este consiste en reempla­

zar (aproximar} las funciones continuas que describen el esta­

do de flujo, por funciones definidas en un conjunto finito de 

puntos (malla), dentro del dominio considerado. Las derivadas 

son, entonces, sustituidas por cocientes de diferencias. 

Las diferentes formas como las derivadas e integrales son ex­

presadas por funciones discretas, son llamadas esquemas en di­

ferencias fin±tas. El esquema que se utiliza en este trabajo 

(desarro11lado por Cruickshank ;- Berezowsky), ·permite pasar 

de las ecuaciones diferenciales parciales_que describen el 

comportamiento hidr~ulico de la red (ecuaci6n de continuidad 

y de cantidad de movimiento), a un sistema de ecuaciones alge­

braicas lineales. 

S6lo bastaría utilizar un m~todo rápido para resolver el sis­

tema de ecuaciones lineales, lo cual es importante. Mucho 

del tiempo que se emplear!a en resolver la ecuaci6n en diferen­

cias que resulta de haber aproximado y simplificado la ecuaci6n 

origin~1, podría corresponder al utilizado en la soluci6n del 

sistema de ecuaciones lineales. Es por eso que, en el presen­

te trabajo, dentro de todo el algoritmo de so1uci6n del proble­

ma de tránsito de avenidas en redes hidráulicas a superficie 

libre, se introduce un m~todo para resolver e1 sistema de ecua-
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In.t.Jr.odu.cc.lón 3 

ciones lineales que, considerando las caracter!sticas de la 

matriz de coeficientes, ahorre memoria y tiempo de máquina. 

Se elabor6 un programa de computadora para resolver algunos 

problemas, y poder med.ir la efectividad del .algoritmo. Tal 

programa, que ha sido de gran ayuda, no se presenta en este 

trabajo, porque en realidad no es el objetivo, en s!, del mis-

mo. No hay que olvidar que se trata de resolver un problema 

f1sico, y que lo importante es presentar el método de solu-
. 

ci6n. En todo caso, el lector podría elaborar. un programa de 

computadora mucho más eficiente que el que se ha empleado. 

El trabajo se ha presentado de la siguiente manera: 

En el capitulo 2 se plantea el problema por resolver y se es-

tablecen las considerac~ones y las ecuaciones diferenciales 

de las que parte el método de soluci6n. 

Antes de presentar el algoritmo para una red (capítulo 4), en 

el capitulo 3 se desarrolla un método para el caso de un sis-

tema simple, es decir, para el de un s6lo conducto, con el ob-

j~to de seguir una secuencia en la explicaci6n de la soluci6n 

del problema. 

En el capitulo 4 se explica el método para una red partiendo 

de la diferencia que existe entre la matriz de coeficientes 

del sistema de ecuaciones lineales que resulta de un sistema 

simple, y la de una red, y que lleva a la necesidad de plan­

tear un m@todo diferente al del capítulo 3. 

¡. 



4 1n:ttoducc...l6n 

Se resuelve un ejemplo en el capitulo 5 y por dltimo se d~ 

conclusiones en el cap!tulo 6. 

J 
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2 Planteamiento del problema 

,•. 

Sea una red hidráulica como la mostrada en la figura 2.1, en 

la cual el escurrim±ento es a superficie libre. En los extre­

mos de algunos de sus conductos, se encuentra alimentada por 

gastos que var1ari en el ~iempo (hidrograrnas de entrada), y en 

_los extremos de otros, se conocen los tirantes a la salida. 

En algunas partes la red puede estar alimentada por gastos la­

terales. 

Se requiere determinar las condiciones del flujo de agua (ti­

rantes, velocidades, gastos), en diferentes puntos de la red 

y en diferentes instantes. 

Este problema se presenta en la pr·áctica, por ejemplo en la 

revisión de una red de colectores en un sistema de alcantari­

llado, o en la determinación del comportamiento de una red 



6 Plante.ami.ente del. p1toblema. · 

áe canales o de r!os. 

Se trata del estudio de un flujo no permanente, es decir, cu­

yas caracter!sticas var!an con el tiempo.· Su tratamiento ma­

temático en conductos a superficie libre es un problema impor­

tante, pero relativamente dif'!cil. Básicamente, la dificul­

tad estriba en que existen muchas variables· que lo definen, 

y porque no es fácil la integraci6n analítica de las ecuacio-

nes diferenciales que lo explican, a11n y cuando estas, son 

modelos simples de un fenOmeno bastante complejo. 

Para resolver el problema, hay que partir de dichas ecuacio-

nes, conocidas como ecuaciones básicas~ Estas son las de con­

tinuidad o conservac16n de masa y la de cantidad de movimiento. 

Su formulaci6n para flujo no permanente, fue el producto del 

trabajo realizado por St. Venant·y Boussines~ en el siglo pa­

sado. Ya en 1889, Massau public6 algunas ideas para resolver­

las. En la primera mitad· del presente siglo se establecieron 

conceptos te6ricos importantes, pero las primer~s aplicaciones 

ingenieriles de estos principios esperaron el desarrollo de 

las computadoras electr6nicas. 

Antes de pasar a formular lo que se conoce como la forma dife­

rencial de las ecuaciones de St. Venant (quien las obtuvo me­

diante relaciones integrales), es importante enunciar laship6-

tesis en que se bas6, para que ayude a medir los alcances de 

aplicaciOn del m~todo que se presenta en este trabajo: 

a) El flujo es unidimensional, esto es, la velocidad es uni-

... 
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Planteamle.nto del. p1t.oblema. 7 

forme en toda una secci6n, y el nivel de la superficie 

del agua en la misma, es horizontal. 

b) La curvatura de las lineas de corriente es pequeña y la 

componente vertical de la aceleración es despreciable, por 

lo tanto la presi6n es hidrostática. 

e) Los efectos de fricciOn y turbulencia pueden ser calcula­

dos con las f6rmulas de resistencia al flujo para r~gimen 

permanente. 

d) La pendiente media de la plantilla del conducto es pequeña. 

Ec.u.a.c.i6 n de. Co n:t.lnu.lda.d 

. .M. + ...aQ. = o at ax (2 .1) 

donde Q = VA gasto 

A ~rea de la sección transversal 
·. 

V velocidad media en la secci6n transversal 

x coordenada en el sentido principal del flujo 

t tiempo 

Ec.ua.c..ifin de. Ca.n:tú::.la.d. de. Mov.bnlen:to 

(2.2) 

donde y tirante o profundidad del agua 

Sf Pendiente de fricci6n 



8 Planteami..e.U:o del p1r.obtema 

S
0 

Pendiente de la plantilla del conducto 

g aceleraci6n de la gravedad 

Si se considera que entra o sale del· conducto un gasto lateral 

por unidad de longitud q, las ecuaciones anteriores se trans-

forman en las siguientes respectivamente: 

(2. 3) 

(2. 4) 

,. 
donde V velocidad en la direcci6n x del gqsto lateral q 

q 

La ecuación de continuidad (2.3) se deduce a partir del prin-

cipio de conservaci6n de la masa aplicada a un volumen de con-

trol centrado en el tirante: si se multiplica esa ecuaci6n por 

dx, el primer t~rmino ~~ dx representa el cambio de volumen y 

el segundo, ~~ dx el flujo neto de masa en el tiempo a trav~s 

de las paredes del volumen de control. 

La ecuaci6n (2.4) se obtiene del principio de la conservaci6n 

de la cantidad de movimiento aplicado a un volwnen de control 

centrado en la velocidad; los t~rminos de dicha ecuaci6n, con-

siderados por unidad de masa, representan respectivamente: la 

aceleración local y la aceleraci6n convectiva, los dos prime-

ros; y los restantes, el cambio en la cantidad de movimiento 
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Plante.amiento dd p!Loblema 9 

debido a las fuerzas de presión, de resistencia al flujo, de 

peso y a la entrada de un gasto lateral. 

Generalmente la contribuci6n del gasto lateral a la cantidad 

de movimiento es despreciable, excepto cuando se trata de gran­

des cantidades de agua. Además la velocidad del fluj·o lateral 

y el ángulo que forma con la direcci6n del flujo principal 

del canal son dif !ciles de estimar y varían con el estado del 

agua. Se pueden introducir mayores errores por estas incerti-:· 

dumbres, que si se desprecia la contribuci6n del gasto lateral 

a la cantidad de movimiento. Ental sentido, se usará en· este 

trabajo la~ecuaci6n (2.2). 



,. 

3 Esquema de diferencias finitas 
' . . , 

y solución para un sistema simple 

Este· capitulo tiene el objetivo ~e plantear un esquema de di­

ferencias finitas general"para un sistema simple, del cual par-
. . 

tirá el m~todo para una red. Un sistema simple se refiere a 

un s6lo conducto, .que se considerará.alimentado en su extremo 

aguas arriba por un hidrograma, y conocido el tirante en el 

extremo aguas abajo, características que constituirán las con-

diciones de frontera del modelo matemático y del problema f~-

sico. 

Es posible transformar las ecuaciones (2.2) y (2.3) de tal 

forma que queden en funci6n de variables dependientes con las 

que se pueda trabajar mejor. 

10 
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E4quema de <Li6e1ten<U..a.J ~ ll 

La variable A= A(y) en la ecuaci6n de continuidad (2.3) se 

puede eliminar haciendo 

'C~A (y) 
at = 

siendo B el ancho de la superifcie libre 

El gasto Q se puede remplazar por el producto VA 

Si llamamos h a ·1a cota de la superficie libre, es decir, 

h = y + z donde z es la cota de la plantilla del conducto, 

entonces 

y 

2z az 
ax + ax 

~~ = ~{ , dado que z no varia en el tiempo 

Con todos los cambios anteriores, las ecuaciones de continui-

dad (2.3) y de cantidad de movimiento (2.2), resultan 

·ah + a (VA) 
B at ax = q (3.1) 

(3.2) 

Se usará como ecuaci6n de resistencia al flujo o fricci6n, la 

f6rmula de Mannfng, en la que 

,· 



donde 

S = VI l}n2 
f R 3 

n coeficiente de rugosidad de Manning 

R radio hidr4ulico 

( 3. 3) 

·El valor absoluto en la ecuaci6n (3.3) se introduce para tomar 

en cuenta 1a posibilidad de que el flujo cambie de direcci6n. 

E~quema de V~6etr.enCA'..a...6 f .ln,lt.a..6 

Para obtener el esquema de diferencias finitas se usarán las 

siguientes relaciones (ver figura 3.1) 

i) 
h1?'+1 h n 

J - j 
L'.lt 

"n" y "n+l" son super!ndices que indican los niveles en 

la escala del tiempo, es decir, tn = nt\ t y tn+l = (n+l) L'.l.t 

ii) a(VA) _ 
ax 

v.n+l 
J 

n 
A.+1 -

J J 

La var±able A no tiene los mismos super!ndices que V para que 

eL esquema resulte lineal. los subíndices "j + 1/2 y "J·-1/2" significan 

que para el primer caso, A~+l se calcula interpolando el área 
J - . 

n 2 
obtenida con Yj+l y la obtenida con Yj, y el segundo caso, 

, ±nterpolando las 4rea$ correspondientes a Y~ e Y~ 1 • 
J J-

1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

1 



iii) 

1v> 

v) 

donde hn+l/2 = 
j+l 

n+l/2 
h. 

J 

,,,hn+l 
'f' j+l 

n 
+ (1-1")hj+l 

O < ljJ .::¡ 1 es un factor de peso que se introduce para 

tomar en cuenta la variable h en dos niveles 

de tiempo (n y n+l) 

por lo tanto 

v>. é)h -
ax - 2

"" 

Las ecu~ci·anes (3 .1) y· (3. 2) quedan expresadas en diferencias 

finitas ~e la sigu~ente manera: 

_.n+l - _.n 
vj vj 

lít 

hn+l hn · ~+1 An ~+1 
Bn i , - j +· j j+l/2· .- . j-1 

j · .. At Axj 

_.n+l .v;+l .,.. l-v;-1 . . hn+l - hn+l 
+ V• . - - .¡. 2 g\1' j+l j + 

J axj + ~xj+l tiXj + tJCj+l 

, . 
• 



2 g (1 - 1") 
+ 6Xj+l 

2 + g nj 

Despejando n+1 
vj 'de la ecuacic5n 3.5, se obtiene 

~+1 = J 

donde 

[ 1/J Chj°+l _ hn+l) + (1-"1) (h~ - h~+1J ~ 2g a. j+l J J +_J_ 
J a. ª· .. J J 

aj 
t.t = ~X. + ó.Xj+l J 

a .=1 + 
J 

gn~ 1 V~ 1 

__ Jn--_J-- + aj cv;+1 - ~-1> 
(R.+1)4/3 
' J ~ 

De las ecuaciones (3.6a), (3.6b) y {3.6c) es fácil obtener 

~+1 
j-1 

(3. 5) 

(3.6a) 

(3. 6b) 

(3. 6c) 

N6tese que las variables auxiliares como· aj y aj' no tienen 

indice de tiempo ya que dependen siempre de variables en el 

instante n, y por ello, son siempre conocidas 

Si se sustituyen los valores de v~+l y de vn+l en la ecuaci6n 
J j-1 

(3.4), se obtiene la siguiente expresic5n 

1 
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~] .·: 
+ ªj ~j+l/2.-

+ vj_l J n = Aj l} 
ªj-1 -2 

que agrupando t~rminos, resulta 

<-

n 
n+l 29 f3J •. l/J .. A:J.~ ~n+l 

h + (- 2 ) u 
j . ªj j+l 

[ 
n n n ] 2g ¡3 • l (1-ip) (h . l - h .) + V . l 

J- J- J J-
(3. 7) 

La ecuaci6n (3.7) puede expresarse de la sigu~ente forma 

. (3. 8) 

si.ende: 

2g n 2g aj 
n 

13j-l lPAj-~ tlJA.+1 
J 2 

aj = - i C.= -a .. 1 J a . J- J 

Bn 
flX. 

b. = __J_ - a. - e 
J j fjt J j 

1 n 

[29 llxj n 
A.+1 

+ v;J n+2 n J 2 n n 
tjj = qj llXj + Bj llt hj -- f3. (1-1/J) (h.- hj+i) + 

°j J J 

¡. \ : 



h~) 
J 

Puede obtenerse una ecuaci6n como la (3.8) para todos los tra-

mas,. esto es, para toda j, teniendo ·como resultado un sistema 

de N ecuaciones lineales (N es el namero total de tramos). 

Concllc.lanu de 61Lonte.1ta. 

a) Frontera aguas arriba (figura 3.2) 

Si en dicha frontera se conoce un hidrograma 
n+l +1 

Q (t), entonces o 

· av 
V ax 

+1 ~ 

ó(VA) rx = 

= vn 
1 ~Xl + "/J.X . 2 

V Anl Qn2 1 1+- - o 
2 

:) a.1 = 1 + 

y la ecuaci6n (3.8) para el tramo 1 resulta as1: 

donde: 

n+1 
h h-

1 1 
(3.9) 

1 

1 

1 

1 
1 
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1 
1 
1 
1 

' 
1 

1 tixl n Al+l [2g n n vl dl 
n+-

.6Xl + Bn 2 a <1-•> Ch .- h ·> + = q1 2 At hl 1 ª1 1,. 1 2 

1 
+ 0°+2 

o 

b) Frontera aguas abajo {figura 3.81 

-
Si se tiene una ~area o el nivel de un lago conocido, esto es 

hf(t), entonces 

n _ vn 

V 
av = vn+l vjj ,: . jj-1 ::.... rxx • • AV 7 )J u.o.j j ª·. J) 

2 n 
g n .. lv .. ¡ n h 

1 JJ ~J ª (V V ) = + --(R.__)....,4..-/,.,....__ + µ • • • • .- • • 1 JJ JJ JJ-
f 

y f3jj 

n+l n+l n 
ah hf - h... hf - hj j 
"'x = 2 tP --..,...Ax __ J __ J_ + 2 (1-lJI) AX 
a u jj u jj 

Por tanto la ecuaci6n (3.8) para el tramo jj adopta la siguiente 

forma 

n+l n+l 
ajj hjj-l + bjjhjj = Bjj (3.10) 

donde: 

~ d e hn+l 
yjj = jj - jj f 



2g n 2g n 
S. . l 1JJ Aj j 1 Sj j lli Af JJ- -2 

ªjj = - . c .. = , a .. ªjj-1 JJ JJ 

n .6X .. 
bjj = Bjj Y- a .. - c .. 

JJ JJ 

1 n L\X. n An [2g ~jj n+- n n 
djj 

2 
AXjj + Bjj =z?t:1 hjj 

f 
(1-1") (hjj-hf) + = qjj - ajj 

v~j J 
A .. 1 

[29 n n 
+ + 

JJ-2 
sjj-1 (1-1") (h .. 1-h .. ) + V~. 1] a .. 1 JJ- JJ JJ-JJ-

Las ecuaciones (3.8), · (3.9) y (3.10) pueden expresarse .en for-

ma matricial como se muestra a continuaci6n: 

........ 

La matriz de coeficientes tiene la caracter!stica de ~~r simé-

trica, en banda y tridiagonal. Los sistemas de ecuaciones li­

neales con esta pecul.iaridad son f.§.ciles .. de resolver con méto­

dos de "doble barrido", con los c~ales se obtiene la soluci6n 

con un ntlmero de operaciones proporcional a N. 

A continuaci6n se p5esenta una forma que adoptan este tipo de 
¡· 

m~todos 

1 
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MUcdo de. .6o.t.uc...i4n 

F1sicamente, este m~todo es un procedimiento en el cual un pri­
mer barrido (barrido hacia adelante), transfiere la informaci6n 
dada en una frontera del dominio, a la otra frontera, donde se 
combina con la condici6n impuesta ah!. Con esta informaci6n, 
la soluci6n queda definida en un segundo barrido (barrido hacia 
atrás), realizado en direcci6n contraria al primero. 

Si se introduce la siguiente relaci6n auxiliar 

n+l 
h. 1 J-

y se. sus ti tu ye en la ecuac i6n ( 3 • 8) , · se obtiene 

dj 

(3 .11) 

n+l 
Despejando h. 

J 
hn+l 

n+l 
, resulta una expresi6n que relaciona a hj y 

a j+l 

= 
n+l d.-a.f. 

h + J J s 
J·+1 + ajej j 

Por analog!a con la ecuaci6n (3.11), se obtienen las siguien-

tes relaciones de recurrenc±a. 

c.. 
; 

d. - a.f. = J J J 
a.e. + b. (3.12) 

J J J 

Para i'llicializar el ".barrido hacia adelante", los valores de e
2 

y f 2 se pueden calcular a partir de la equivalencia de la ecua­

.ci6n (3.11) con la ecuaci6n (3.9) 

Por un lado se tiene que 



y por otro 

o 
c

1 
n+l 

= - - h + 
º1 2 

Se concluye de las ecuaciones (3.13)' y (3.14) que 

e 1 = - E:" 
1 

. , 

(3 .13) 

(3 .14) 

A partir de estos valores, es posible obtener las parejas de 

coeficientes (e 3 , f 3), Ce 4 , f 4 ), •.• ,(ejj' fjj) con las relacio­

nes de recurrencia (3.12) 

n+l 
Para el tramo j·= jj, se puede calcular el valor de h .. 

JJ 
Expresando para este tramo las ecuaciones (3.11) y (3.10), se 

tiene que 

n+l n+l 

hjj-1 
¡::::¡ 

ejj hjj + fjj .(3.lSa) 

n+l ~ .n+l 
~ h = - h .. + 

jj -1 ªjj JJ ªjj 
(3.lSb) 

Igualando las ecuaciones (3.lSa) y (3.15b) 

1 

I·· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
.1 
1 

·. ' .1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



1 

·n+l 
ejj hjj + fjj = 

n+1 
y despejando hjj , se 1lega a que 

= (3.16) 

Teniendo este ·valor, se xealiza el. "barrido hacia atrás", es 
n+l n+l n+l n+l 

decir, se calculan sucesjvamente hj. 1 , h .. 2 , ••• , h 2· , h 1 , 
. J- JJ-

con la ecuaci6n (3.11), y se obtiene as!, la soluci6n del sis-

tema. 

Una vez obtenidos los va1ores de las cotas del nivel del agua 
n±l n+l n+l 

Ch1 , h 2 , ••• ,h . ), se calculan las velocidades a la salida 
jJ 

de los tramos con la ecuaci6n ( 3. 6) , que multiplicadas por·· las 

áreas correspondientes, darán los gastos. Con ello queda resuel~ 

to el problema para el instante de tiempo ~n+l = (n+l)At 

f .. 
• 



4 Algoritmo para una red 

Considérese .una red como un sistema de conductos intercomunica­

dos, formando o no, circuitos. Por ejemplo la de la figura 4.1 

(vista en planta). 

Lo primero que ha~ria que preguntarse es c6mo queda expresado 

el esquema de diferencias en los tramos que conectan a los con-

duetos, y así poder establecer el sistema de ecuaciones para 

la red. 

Uno de los objetivos de este capitulo es tratar de r~sponder a 

· tal pregunta. 

Sea un tramo conector c que une a k conductos. El gasto de k 1 

,. .. 
, .... ,"',; .. :·,.~ .. ,-:,·,~;.:'::••.:.,.(éi·.·•., 

·.~ ... ' 

'" 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 ., 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

... 1 



¡ 

1 

1 
1 
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de los conductos (conductos 1) sale del conector y .el gasto de 

k 2 de los conductos (conductos m), entra al mismo. Entonces, 

k = k 1 + k 2, y la ecuaci6n de continuidad para un conector, ex­

presada en diferencias finitas, puede escribirse como 

siendo 

~+1 n 
i o ' .Al l 

l. - 2 

~:t-1 
rn JJ , 

n 
A .. +l m JJ -2 

1 n+-
qc 2 

k n+l n 
1A 1_ 1 )- ( E mVJ.J. 

2 rn=k-fil 

(4 .1) 

1a velocidad y el área a la entrada 

del primer tramo del conducto i 

la velocidad y el área a la salida 

del ~lti.lno tramo del conducto m 

Los valores de 1vn+l y vi+l quedan determinados al analizar lo o m 
que sucede en los tramos adyacentes al conector. 

Condu.c;to can un .tltamo conec;toJt agua.6 abajo (conduc.:to m) {~ 4.2) 

para j = jj 

V 
av _ . .n+l mvjj - mvjj-1* 
ax - mvjj mtiXjj 

* Para todas las danás voriables los subíndices i ym tienen el misoo signi-
. · v°+l...n ~+1 n 

ficado que el que se estableci6 ~a :i. o't°6J.-l/2 ,_, m jj y mAjj+l/2. F.stos 
sub~ces 1lni.canelte se usarc5n en esta parte del capitulo. Su anioo fin es 
poder expresar de manera general la ecuación de continuidad en lós tranos 
conectores. 
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n+l 
h hn - h1:. ah rx = 2iJJ 

e 
lix .. 

m JJ 

hn+l 
rn j j 

+ áx e 
+ 2 ( 1 -·tP) e rn J~ 

liX .. +X 
rn JJ e 

Por lo tanto 

siendo 

mª .. = 1 + g 
¡ ·, JJ 

v~:i = 
rn JJ 

ljJ .. (mh .. . ]J 

[ 

n+l - hn+l)+ (1-ljl} ( h1:. - hn )j '11:. 
e rn JJ e + rn JJ 

a. . . a. .. 
m JJ rn JJ 

(4. 2} 

La ecuaci6n (3.8) para este caso queda 

a. . hn+l + . bj . mh1::1 + f. . hn+l = 
m JJ rn .. 1 m J JJ m JJ e JJ"" 

(4. 3) 

donde 

a .. = 
m JJ 

n 
2g rnBjj-1 l/J mAjj-lz 

mªjj-1 

n 
2g Bj .ljJ rnA. ·+1 m J JJ. 2 

= -
Cl •• 

rn J J 



( hn - hn) + • .n l 
m jj e mvjjj 

+ mv;j-1] 

A .j 1 m J --+ ' 2 
ntªjj 
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Conduc..to e.en un :tJtamo c.onectoJr. a.gua..h aJIJLlba. ( c.onducto .l) ( 6.lgWta. 4. 3) 

.Para el caso de V
0 

Por lo tanto 

Vn+l 
i o 

donde 

i.ao 

(4.4) 

,,..'., ·,.--_. > ... ' 
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La ecuación de diferencias finitas resulta para este caso, all:· 

siendo 

e- -i 1· -

(1-1") ( .hnl - .~~ ... : 
l. 1--z'' 

Ahora bien, si se sustituyen las ecuaciones (4.2) y (4.4) cen 

la ecuaci6n (4.1), se obtendrá el esquema de diferencias fli.ni-

tas para el tramo conector. 

Primeramente se tiene que 

k 

E - s· 
m=k

1
+1< 2g m j j 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
·1 

1 
I' 



y segundo, 

kl 
I: 

n+! 
= q 2 

c 

desarrollando 

i=l 
iªl hn+1 

i 1 + b e 
hn+l 

e 

donde 

d 

+ 

= e 

k 
¡ 

~X 
be = Bn __s -c 4'.lt 

n+l 
~X Bn qc 2 + c e 

~A~j+~ [29 
m=k1+1 a .. 

m JJ 

tix e 
tit -

mf3jj 
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y agrupando t~rminos, 

k 
h~:1 + E mcjj de = 

m=k1+1 m JJ (4. 6). 

kl 
n .A1 1 

[29 ]. --
I: 2 

i 6o ( 1-t/J) (h~ n n] - ihl)+ivo + 
i=l iªl 

(1-1") ( h~. - h~) 
m JJ + ~.J m JJ 

1 Con l.as ecuaciones (3.8), (3.9), (3.10), (4.3), (4.5) y (4.6) 

se abarca y se puede resolver el caso de una red. 

Mltodo de i,of.u.<U6tt 

Se puede observar que estas ecuaciones forman un sistema de 

ecuaciones lineales que, a diferencia del caso simple, .no tie-

ne la caract~!stica de ser tridiagonal. Esto se debe a la 

presencia de los tramos conectores ya que los sub1ndices de 



las variable desconocida h, tanto de un conector como de sus 

tramos adyacentes no siempre con consecutivos, o bien si as! 

lo fuera, en los tramos intermedios de algunos conductos, eso 

no se cumplir:ta. 

Se puede ver, por ejemplo, dos casos de la red mostrada en la 

fig 4.4 

En el primero ·de ellos los conectores y sus tramos adyacentes 

tienen numeraci6n consecutiva,. sin embargo para el tramo 15, 
-~ 

por tomar un ejemplo, la ecuaci6n en diferencias finitas ser!a: 

y se puede observar que el coeficiente c15 no pertenece a la 

aiagonal superior, sino que es el elemento del d~cimo quinto 

rengl6n y segunda columna de la matriz de coeficientes. 

Del mismo modo para el caso (ii), la numeración de los conecto-

res y sus tramos adyacentes, no permite que la matriz sea tri-

diagonal. 

Más aan, simplemente por el hecho de que cualquier conector tie­

ne más de dos tramos adyacentes, la matriz de coef icie.1').tes yá 

no es tridiagonal, y eso sucede en cualquiera de los dos casos. 
' 

'.;-

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

_I 

1 

___ ,. .,. 

1 
1 
1 
1 



AlgoJLUmo paJUt una. JU.d 29 

Por todo esto se puede concluir que no es aplicable para el 

caso de una red, el método de"doble barrido" usado en el cap!-

tulo anterior para resolver un sistema/simple. 

El sistema de ecuaciones se podr!a resolver con algdn método 

tradicional, pero para redes con una gran cantidad de tramos 

se emplearfa mucho tiempo, y además para el caso de usar una 

máquina computadora, demasiado espacio de memoria, mucho del 

cual ocupado por ceros, pues la matriz de coeficientes es muy 

"porosa" 

Entonces·, se puede pensar, por ejemplo, en el siguiente m~todo: 

Si la matriz de coeficientes A se construye de tal forma que los 

dltimos renglones correspondan a los tramos conectores, y los 

renglones de los tramos de un conducto sean consecutivos, esta 

puede subdividirse en las siguientes matrices: 

A = 

1 

AA 1 AC 
1 
1 
1 - - -- ..., ___ _ 

CA 1 ce 

o bien expresando todo el sistema de ecuaciones 



30 Af.goJU;tmo palla. WUt 1r.ed 

n+l 

hi dl 

h2 d2 

h3 d3 
1 
1 
1 
1 

AA 1 'AC = C4. 7) 
1 

hkk dkk 1 
1 

hkk+l ---- - --+- --- dkk+l 1 
1 

CA 1 ce 
1 

hNN-1 dNN-1 

~ dNN 

donde kk es el n11mero de tramos que no son conectores y NNl es 

el ntíinero total de tramos (incluyendo los conectores) • 

La matriz AA es una matriz tridiagonal y simétrica. En lms 

renglones correspondientes a los tramos adyacentes a los oonec-

tores, existe un cero en la diagcinal superior o en .la inferior, de~dieaii:> de 

si se encuentran aguas arriba o aguas abajo, respectivamernte, 

de los conectores. 

La matriz ce es diagonal. Sus· elementos son los coeficientes 

de las variables h en los conectores. 

La matriz CA, que es la transpues.ta de AC, contiene a los coe-

ficientes de los tramos adyacentes a los conectores, en los 

'•.' 

l. 
i 

l. 
li 

1: 
1-·· 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

-1 

1 
1 
1 
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renglones de los tramos conectores. 

Para ilustrar lo anterior se verá el caso de la red de la figura 

4.2 pero numerado como se muestra en la figura 4.5 

La matriz A quedará construida como se muestra en la figura 4.6 

Ahora bien, continuando con la explicaci6n del m~todo, la ecua-

ci6n (4.7) puede expresarse as!. 

1 
AA 1 AC HA 

1 
1 
1 - --;---
1 

CA 1 ce H. 
1 e 

y obtenerse por un lado que 

y por otro 

ºA. 

= 
---

= D e 

D 
C: 

H ce -l (D - ·CA H ) e = e A: 

' .. . ' 

(4. 8) 

(4. 9) 

,"' 
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Si se le asigna un valor inicial al vector H y se le llama H l c c 
(valor de H

0 
en la iteración l), las ecuaciones (4.8) y (4.9) 

pueden escribirse de la siguiente manera: 

AA = D -
A 

AC (4 .10) 

(4 .11)1 

La ecuaci6n (4.lO)puede resolverse con el método de doble barri-

do explicado en el cap!tulo anterior, dado que la matriz. AA es 

tridiagonal. 

Obtenido t+l l+l el vector.HA , se calcularía H
0 

con la ecuaci6n 

(4.11). cuando H~+l,; sea aproximadamente igual a H~ se interrum-

pe el proceso iterativo, y el vector solución seria 

H:t+l 
A 

Note que no es necesario el uso de matrices para resolver el 

proplema con este método. Se puede h~cer utilizando sólo vec­

tores·. Por ejemplo, para obtener ce· -l, basta formar un vec­

tor con los elementos de la diagonal principal de la matriz :ce 

dado que esta es diagonal. 

F1sicamente lo que hace este método, es fijar en· -.un principio 

• 

" 
... ,•,' ,, .. _•-, 

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

.1 

1 

l 



'.:J .'; 

Atgo4ibno · paJr.a. una. Jte.d 33 

los valores del nivel del agua en los conectores, y a partir 

de eso obtenerlos en los demas tramos. Como no necesariamen-

te los valores iniciales corresponden a la soluci6n, se van 

corrigiendo en cada iteración. 

El nmnero de iteraciónes disminuir4 cuanto más se aproximen 

los valores iniciales a la sol:uci6n. 

En general los valores· iniciales pueden ser los valores del 

nivel de agua h en el instante inin~diato anterior (n) al que 

se desea calcular (n+l) y el n11mero de iteraciones ser4 pe­

queño dado que no existe gran diferencia entre hn y hn+l. 

Sin embargo, pensande que se necesitara simular el flujo de 

agua durante muchos instantes de tiempo, quizá este m~todo 

de soluci6n puede resultar largo, ya que para cada instante 

se realizan algunas iteraciones, lo cual implica hacer el mis­

mo nOmero de veces el "doble barrido". 

En tal sentido, puede pensarse en desarrollar un m~todo en el 

cual s6lo una vez, para cada instante de tiempo, se resuelva 

el sistema de ecuaciones, y al mismo tiempo, no emplee toda la 

matriz de coeficientes. Esto implica, siguiendo. ·el mismo razo-

namiento que en el m~todo anterior, que los valores ___ gel nivel 

de·agua en los conectores, de los cuales ~.f' parte para obtener los ,. 

Qe l~s demás tramos, est~n definidos desde un principio. 

1 .. 



34 AlfjoJr..l;t;mo pa.IUl u.na Jr.e.d 

Para esto, primeramente habr1a que transferir, por decirlo die 

alguna manera, toda la informaci6n a los conectores. Para h1a­

cerlo, el m~todo que se presenta a continuaci6n se basa en um 

algoritmo de "doble barrido" expuesto en la referencia 4 

Considérese un conducto dela red en el cual cada uno de sus 

extremos se une a un tramo conector (figura 4.7). 

La ecuaci6n en diferencias finitas para el ·primer tramo es, (e~ 

molo expresa la ecuaci6n(4.S), 

(4 •. 12). 

o bien 

(4 .13) 

Para un tramo intermedio (ecuaci6n 3.8) 

h n+l b hn+l e hn+l = d 
ªj j-1 + j j + j j+l j 

y para el dltimo tramo (ec 4.3) 

(4 .14) 

Ahora bien, definase la siguiente relaci6n 

1 

1 

1 

1 
1 

···· 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
.1 
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1 
1 
1 

' 
1 
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hn+l = e~ hn.+1 + e' hn+l + g' 
j-1 j-1 J j-1 1 j-1 (4 .15) 

Para calcular los coeficientes Cj_1 , ej_1 Y gj_1 se sustitu­

ye esta Qltirna ecuaci6n en la (4.13), obteni~ndose 

factorizando y despejando h~+l, resulta 
J 

= - cj hn+l - _ª_j_e_j __ -_1 ___ hn+l + ___ ,,....____ j+l 1 . 

aj cj-l + bj aj Cj_1 + bj 

+ 
d. - a.g'. 1 J J J-

a .e•. 1 + b. 
J J- J 

Escribienµo la ec. (4.15) para j = j+l, se tiene que 

= C! hn+l + e' hn+l + g~ 
J j+l j 1 J 

(4.16) 

(4 .17) 

y si se compara con la ec. (4.16), por analogía se obtienen 

las siguientes relaciones de recurrencia 

C' = 
j. 

c. a. ' dj -·a g' e. 1 . e! = - J J- .. g~ = - j- j-1 , , 
aj C! 1 +b. J a. C'. l +b. J a. C! 1 +b. J- . J J J- J J J- J 

( 4 .18) 

Para inicializar este primer barrido, los valores de Ci, ei 
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y gi se pueden calcular si en la ec. (4.17), j es igual a 1. 

Esto es 

hn+l =e• hn+l +e' hn+l + 91' 
1 1 2 1 1 

y puede deducirse que 

C' 1 e' = 1 1 (4 .·19) 

A partir de estos valores, se puede calcular el valor de to-

dos los coeficientes e~, e~, g~ hasta el filtimo tramo del con-
J J J 

dueto (j = jj) mediante las relaciones de recurrencia de la 

ecuaci6n (4.18) 

Por ejemplo, para cuando j = 2, se tiene que 

C' 
c2 

e' ª2 g' ª2 = 
b2 

; = o; . = 
b2 2 2 ' 2 

(4.20) 

En·e1 segundo barrido (barrido hacia atras) se puede ahora ex-

presar la siguiente relaci6n: 

hn+1 ·= e hn+l + f J. h~:l + g 
j j 1 JJ j 

( 4. 21) 

Sustituyendo la ecuaci6n (4.21) en (4.lSt se obtiene 

•,·,.,' 
' ;,.·; ... ·-- ,.:_-_ :. .. >.•» ,;:: _:··~ .. :.'.'¡,',:'.~-. 

.1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

·._.l'-1 
''l 

•' ·.J 

. :'. :-·i· ::J~: .. :·~, 
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o bien 

h' = (C' + • ) hn+l e• f hn+l e• g' 
j-1 j-1 ej . 9 j-l 1 + j-1 j jj + j-1 gj + j 

Escribiendo 1a ecuaci6n (4.21) para j=j-1 se tiene 

hn+l 
j-1 

= hn+l + f hn+l 
ej-1 1 j-1 jj + 9 j-l 

y comparlindo1a con la ecuaci6n (4.22), se deduce que 

=e~ 1 e. +e~ 1 ; 
J- J . J-

g - C' g + ·g'. j-1 - j-1 j J 

= C' · · f • j-1 j , 

sustituyendo j=jj en la ecuaci6n (4.21) 

hn+l + f hn.+_1 + 
ejj 1 jj JJ gjj 

se obtiene lo siguiente 

e .. =g .. =O; 
JJ JJ 

(4.22) 

(4 .23) 

( 4·. 24) 

(4. 25) 

que son los valores· con los que se inicializa el segundo ba-

rrido. 
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Es posible entonces obtener el valor de e·;, fj y g. con la e-
:J J 

cuaci6n (4.24) para toda j = jj-1, ••• , 3,2 

Para los tramos extremos del conducto, de acuerdo con las ecua-

ciones (4.12) y (4.14) se tiene 

bl 
hn+l + el 

hn+l = ª1 .... 
ª1 

hn+l 
1 2 C¡· 

ªj:i 
hn+l 

+ bjj 
hn+1 = d .. - e .. hn+l 

jj-1 jj JJ JJ ·C2 

y por.otro lado utilizando la ecuaci6n (4.21) 

. " 

hn+l 
jj-1 

__ hn+l + f hn.+_1 + 
ejj-1 1 jj-1 JJ gjj~l 

(4,; 26) 

(4.27) 

Sustituyendo (4.27) en (4.26) se obtiene el siguiente sistema 

de ecuaciones 

.. 

hn+l 
jj 

= 

d -a hn+l.:.. Clg2 
1 1 cl 

d .-c.-.hn+l -a .. 
jJ JJ c 2 JJ gjj-1 

Antes de continuar es necesario precisar el por qué se ha usa-
I 

do como base el anterior algoritmo. Si uno se da cuenta, lo 

,· 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.. I 
!;,,,'_, 

·,.,\i:x,I~ 
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que se ha hecho es transferir toda la inf ormac16n a los ex­

tremos de los conductos, cosa que es de gran utilidad para 

el objetivo que se persigue, que es el de expresar el proble-

ma, en un principio, en función de las variables en los conec-

tores. 

A continuaci6n se presenta la manera en que esto 'Ciltimo.se 

hará. 

De la ecuaci6x:t (4.28) se puede obtener que, por una parte 

- ' 
d - hn+l - el 92 - el :f 2 

h~:1 
hn"f:"l 1 ª1 el 11 ( 4. 29) = 1 

bl + el e2 

y por otra -

_ e hn+l _ n+l d.. J.J. 02 a .. g .. 1 -(b .. +a .. f .. 1 )h .. 
JJ JJ JJ- JJ JJ JJ- JJ 

= 

igualando (4.29) y (4.30) y despejando h~:1 
J) 

donde 

B -

(4.30) 

(4. 31a) 



40 Atgo!Lltmo palLd u.na lled 

D = -
(b

1
+c

1
e

2
) (b .. +a .jf-;. 1 >-a .. e .. 1 c 1 f 2 JJ J JJ- JJ JJ-

E = ajjejj-1 (Clg2 -dl)+ (bl+Cle2) (djj-ajjgjj-1) 

(b1+c1 e 2 ) (bjj+ajjfjj-l) - ajjejj-l c1 f 2 

haciendo un desarrollo semejante, se obtiene que 

donde 

i3' = 
(b .. + a .. f .. 1 > a 1 ]] JJ JJ-

(b
1
+c1 e 2 ) (b .. +a .. f .. -1 )-a .. e .. 1 c 1 f 2 JJ JJ JJ- JJ JJ-

D' = 
(b

1
+c

1
e

2
)(b .. +a .. f .. 

1
)-a .. e .. 1 c 1 f 2 JJ JJ JJ~ JJ JJ-

E' = 
c1 t 2 Cdj.-a .. g .. 1 >+(b .. +a .. f .. 1 ><c1 g 2-d1 ) 

] ]J JJ- ]) ]] JJ-

(4. 31b} 

n+l 
El valor de h.• dado por>:1a·i.ecuaci.6n (4.31a) en funci.6n de 

)) .. 
las h en los conectores, se susti.tuye en la ecuación de con-

tinuidad (4.6) pero expresada para el conector c 2 • De la mis­

ma manera el valor de h~+l (ecuaci6n (4.3)), en la ecuaci6n 

(4.6) pero referida al conector c1 • 

Lo que se quiere expresar con esto, es qu~ en el caso de un 

l 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 •. -.·.· 
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cond'uc~o en cuyos extremos se unen tramos conectores, este es 

para el conector c2 un conducto m, y para el conector c1 , un 

conducto i. Por eso la necesidad de sustituir h~;l y h~+l en 

diferentes ecuaciones de continuidad, o mejor dicho, en la e­

cuaci6n de continuidad ~(4.6) pero expresada para diferentes 

conectores. 

Si esto se hace para todos los conectores y todos los conduc-
.. 

tos de una red, se puede observar que se formaría un sistema 

de ecuaciones cuyas dnicas inc6gnitas serian las cotas de la 

superficie libre del agua en los tramos conectores. 

Es importante .. ver como se expresan los valores de h~+l y h~;l 

en los conductos que, unidos a un conector por uno de sus ex-

tremos, no lo hacen con otro conector por medio de su extremo 

restante. Es fácil obtenerlos partiendo de las relaciones ge­

nerales anteriores • 

• 

PaJta un c.ond.ucto e.n c.uyo e.xt:ltemo agu.a..6 aJcJL.i.ba e.ntJta. un lúdJr.ogJtama y en el. 

ex.t.ltemo agULl.4 a.bajo -4 e u.ne a un c.one.c.tolL. 

En este caso el conector c 1 no existe y por ende hn+l no apa­
c1 

rece en las ecuaciones, es decir a 1=0. 

Si esto se aplica en la ecuación (4.31a), se obtiene que 

hn+1 
jj 

1-·· 

(4.32a) 

. ·:·,· . 
• e .• • ~,,:,.; • ..; ; ·, ,; ·,: ".' • "' '· ,., 

.. 
- -~_"1'., :~::· 
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y de la ecuaci6n (4.29) 

d -1 (4.32b) 

Recu~rdese que en este caso los valores de los coeficientes 

b 1 , c1 , e 2 , ejj--l' g 2 , gjj-l' etc., no son los 

mismos que los usados en las expresiones (4.31a) y (4.29). Es 

necesario calcularlos para cada tipo de conducto de acuerdo a 

sus condiciones de frontera. 

PaJLa. un c.anducto c.uyo ex.tltemo agua.6 aJVúba .6e une a. u.n c.onec.:tolt. y en el 

e.x.tltemo agu.a.ti a.bajo .6 e c.onac.e. el n.<..vel del agu.a. a la. .óaLlda ( h
6
) • 

Para este conducto, se puede sustituir hn+i por hnf+l en la 
c2 

ecuaci6n (4.31b), bajo la salvedad nuevamente de que los coe-

ficientes a .. , b .. , e .. , d .. , var!an conforme a las condicio­
J J JJ JJ JJ 

ciones de frontera. En este caso es necesario utilizar la 

ecuaci6n (3.10). 

Resulta entonces que 

n+l 
= B' h 

cl 

n+l 
+ D' h f + E' 

n+l 
De la ecuaci6n (4.28) se puede obtener el valor de hjj 

e h
n+l _ hn+l 

J.J. f ª·J·9· · 1 - a. ' 9 j · 1 1 -- J JJ- ]] _J-
bjj + ªjj fjj-1 

(4. 33a) 

(4. 33b) 

1 

1 
1 
1 
1 
·1 
1 
1 
1 
1· 
1 
1\ 

1 
1 
l ..... · .. . . . 
. ... 
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N6tese que las Onicas ecuaciones que hay que sustituir en las 

ecuaciones de continuidad de los respectivos conectores, son 

la (4.32a) y la (4.~3a). 

Una vez planteado el sistema de M ecuaciones lineales, siendo 

M el ndtnero de conectores de la red, este se resuelve con 

cualquier m€todo convencional,-obteniéndose as! los valores 

de la cota de la superficie del agua en los tramos conecto-

res, que sustitu!dos en las ecuaciones (4.31), (4.32) y (4.33), 

~an como resultado el nivel del agua en los tramos extremos 

de los conductos (hn
1

+1 , h~~1 ). 
JJ 

Para los demás tramos de la red, se emplea la relaci6n de re­

currencia de la ecuaci6n (4.23), y finalmente se calculan las 

velocidades y los gastos partiendo de las ecuaciones (3.6), 

(4.2) y (4.4). 

Obsérvese, qu~ sucede con la red de la figura 4.4 (ii), si se 

aplica este método. 

El sistema de ecuaciones lineales inicial queda corno se mues-

tra en la figura 4.8. Para el conducto 1 se puede obtener, de 

acuerdo a la ecuaci6n (4.32a), que 

( 4. 34) 
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donde 

ª4e3<C1g2-d1)+(b¡+C1e2> Cd4-ª493> 

(b1+c1e 2 ) Cb4+a4 f 3 )-a4e 3c 1 f 2 
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Por Oltimo para los conductos 5 y 6, se utiliza la ecuaci6n 

(4.33a) 

hn+l = B' hn+l + E' 
19 5 9 5 (4.36a) 

hn+l = B' hn+l + Es' _· 
22 6 14 {4.36b) 

Por otro lado, ;as ecuaciones en diferencias finitas para los 

conectores son, de acuerdo a la ec. (4. 6) •. 

Tramo 5 

hn+l + hn+l + b hn+l +-e hn+l = d 
ª6 6 ' ª10 10 5 5 4 4 5 (4 .37a) 

Tramo 9 

(4.37b) 

Tramo 14 

(4.37c) 

Sustituyendo las ecs (4.34), (4.35), y (4.36) en (4.37), se ob-

tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 

( D B' B' b ) h n.J .... 1 D' hn+l D 'hn+l 
C4 1 + ª6 2 + ª10 3 + 5 5.,... + ª6 2 9 + ª10 3 14 = d -5 

. ' 
" 

'',-¡' 
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= 

cuyas anicas variables son los niveles del agua en los tramos 

conectores. 

Después de haber obtenido este sistema de ecuaciones reducido, 

se resuelve y se conti:n11a como se indi'c6 anteriormente, lo cual 

ya no se detallará. Solo se pretendía ejemplificar hasta la 

obtenci6n del anterior sistema de ecuaciones lineales. 

Lo qúe sí es importante observar, es c6mo en este m~todo no 

hay necesidad de utilizar la matriz de coeficientes del sis-

tema inicial, sino s6lo vectores. Las expresiones que se 

utilizan son todas lineales y por tanto las operaciones son 

f~ciles de realizar, cuyo n1imero es mdltiplo del total de 

tramos. 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

·1 
1 
1 

.~ .¡,;u.·;,.,,I 



1 
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·s Aplicaciones 

Para ilustrar el m~todo expuesto en el capitulo anterior, . . . 
se presentan a continuaci6n dos pruebas. 

Se desean transitar dos avenidas en una red corno la mostrada 

en la figura 5.1. Los conductos son de secci6n circular y 

los datos de la red se presentan en .la tabla 5.2. En la des-

carga se considera el tirant& constante, algo así corno si la 

descarga se realizara en un lago en donde el nivel del agua 

casi no varía. 

Para la primera prueba se utiliz6 el hidrograrna de entrada 

mostrado en la figura 5.3 con un gasto base de 20 rn3/s. La 

red trabaj6 siempre a superficie libre. En la misma figura 

5.3 se presentan los hidrograrnas de salida en cuatro tramos 

diferentes. 

47 
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En la figura 5.4 se muestra la curva Q(y) para el primer 

tramo conector aguas arriba (tramo 36). 

En la segunda prueba, la red estuvo trabajando a presi6n 

durante la mayor parte del tiempo. Los resultados se mues-

tran en las figuras 5.5 y 5.6. 

Para este caso se empleó una secci6n como la de la figura 

5.7, en la que se agrega una ranura ficticia a la secci6n 

de los conductos para poder segu±r usando las ecuaciones 

de Saint - Venant, y no cambiar a las ecuaciones de golpe de 

ariete que en el sentido estricto deberían de ser utilizadas, 

ya que para flujo no permanente a presión deben considerarse 

las propiedades elásticas de la tuber1a y la compresibilidad 

agua. 

En la ranura, que es bastante angosta, el volumen de agua es 

despreciable comparado con el de la tubería, por lo que se 

sigue satisfaciendo la ecuaci6n de continuidad. 

Despu~s de probar varios anchos de ranura, se escogi6 0.020 

· {:D es el diámetro del conducto ), como un ancho suficientemen-

te pequeño para el.cual no se tuvieran problemas de que, al 

pasar el flujo de presi6n a superficie libre, se dieran .ti-

rantes negativos. 

· .. t 

1 

1 
1 
1 

.. .. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Se consideró que los conductos se llenaban a partir del valor 

del tirante correspondiente a 0.94 D. Este valor es usado en 

la práctica' generalmente. 

Si se observan las curvas que muestran los resultados de las 

dos pruebas se puede decir lo siguiente: 

Para cuando la red trabaj6 a superficie libre, los hidrogramas 

de salida son más "tendidos" y el tiempo de atraso es mayor 

que para el caso en que la ~ed trabaj6 a presi6n. En este dl-

timo se puede observar el cambio que presentan los hidrogra­

mas en el momento en que la tubería pasa de trabajar a superfi­

cie libre a funcionar a presi6n. Este resultado es satisfacto-

rio ya que en la realidad una red funcionando a presi6n tie-

ne una más rápida respuesta. Esto se debe a que en este tipo 

de flujo, la celeridad tiene un valor muy grande (que depende 

de las propiedades elásticas del material del dueto y del m6du-

lo de compresibilidad del agua), comparada con la del escurrí-

miento a superficie libre • 

. En las dos pruebas que se presentan se observa en los hidrogra-

mas la conservaci6n de la masa. Por ejemplo, la suma de las 

áreas bajo los hidrogramas de los tramos 13 y 20 (en este caso 
, 

son los v6lurnenes que circularon), da como resultado el volu-

men total que entr6 a la· red en el tiempo que dur6 la avenida. 

Para.las curvas Q(y), en la del caso de flujo a presi6n (fig 
~) 

5.6), el gasto para el cual se obtiene el tirante máximo, 

está muy cercano al gasto máximo, cosa que no sucede, en la 
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misma proporción, en la curva Q (y) de la prueba en que sólo 

ocurre escurrimiento a superficie libre (fig. 5.4). En ge-

neral, ambas curvas difieren en su forma. Se debe no sólo 

al tipo de flujo, sino tambi~n a la rapidez de variaci6n 

~ de los hidrogramas de entrada. Esta rapidez de variación 
~t 

en el gasto respecto al tiempo es mayor en la segunda prue-

ba (~ = 0.078 m3/s/s). Para la primera prueba, su valor 
~t 

es de 0.022 m3/s/s 

Por dltimo, puede observarse c6mo en la primera prueba, el 

flujo tarda más en estabilizarse despu~s de la avenida, que 

en la segunda prueba. 

\ 

1 

· I 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

r• 
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6 Conclusiones 

t En este trabajo se ha presentado un método para el tránsito de 

avenidas en redes hidráulicas a superficie libre, basándose en 

el método numérico de diferencias finitas. Se desarroll6 un 

procedimiento para la solución del sistemare ecuaciones que 

resulta de aplicar el esquema de Cruickshank Berezowsky a 

una red, y que a diferencia· de la del caso de un sólo conduc-

to, su matriz de coeficientes no es tridiagonal. El ahorro 

en tiempo y memoria de máquina obtenido al aplicar este pro­

cedimiento es bastante satisfactorio. Haber usado un método 

convencional de solución de sistema de ecuaciones lineales, 

hubiera significado realizar operaciones innecesarias. Lo 

anterior no implica que se pueda desarrollar un mejor método 

que el que se ha empleado en el presente trabajo, más adn, no 
• 

se descarta la posibilidad de usar un método que transforme 

. 
51 
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la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales 

en una matriz en banda, no tridiagonal, reduciendo al máximo 

el ancho de la banda. 

Sin embargo, una de las ventajas que habr!a que recalcar del 

procedimiento usado,· es el hecho de que s6lo emplea tres vecto­

res y no toda la matriz. En el caso de que pudiera reducirse 

la matriz de coeficientes a una en banda, adn as1 habr1a que 

utilizar más.de tres vectores; se utilizar!a un ntlrnero de vec­

tores igual al ancho de banda. 

Respecto a las pruebas que se realizaron al m~todo, es importan-

te señalar lo siguiente basado en las experiencias que se tu-

vieron. 

En primer lugar en cuanto a los casos en que se 

presente flujo a presi6n es necesario poder adecuar este méto­

do que está basado en las ecuaciones básicas del flujo no per­

manente a superficie libre. Como se hab!a dicho, lo mejor pa­

ra este caso es usar las ecuaciones correspondientes al flujo 

de presi6n. Sin embargo en el tránsito de una avenida no se 

sabe a priori, en quE! instante de tiempo y en qué tran'Ds de la red 

pudiera ocurrir'flujo a presi6n. Por eso es dificil que en 

una sirnulaci6n se est~ cambiando el esquema cada que cambie el 

flujo. Lo que se hizo en este trabajo es lo explicado en el ca-

p!tulo 5: emplear una secci6n con una ranura, como la mostrada 

1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 :1 
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en la figura 5.7. 

• 

En ese sent'ido, cuando se dice que es necesario adecuar el mé­

todo presentado en este trabajo al flujo a presi6n,·concreta-

mente se refiere a poder obtener un ancho de la ranura y la 

transici6n gradual hacia ella a partir de la secci6n real del 

conducto, que sean convenientes.· 

Lo mejor seria, con el objeto que sea poca la masa de agua con­

tenida en la ranura, que el ancho de ~sta fuera muy pequeña. 

Efectivamente se probaron anchos demasiado pequeños, pero cuan-

do ocurr!a el cambio de flujo de presi6n al flujo a superficie 

libre, se obtenian, para algunos de ellos, niveles de agua en 

algunas secciones menores a la cota de la plantilla, o dicho 

de otra forma, tirantes negativos. 

Analícese el término en diferencias finitas que representa el 

cambio de volumen llámese ~V 

Si ~V es negativo y ocurre cuando sucede un· decremento en el 

gasto, y el nivel del agua está en~la ranura, entonces Bn será 

igual al ancho de la ranura e y 
'\ 

'-h~ - h~1 

IAVI= E J J ~ 
~t 

• 1 
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El decremento de volumen por unidad de tiempo estará repre­

sentado por un paralelep!pedo de dimensiones e; , (h~ - h~+l) 
J J 

y ··b.X (ver figura 6.1) 

Si la variaci6n del gasto es grande, el valor de l~VI tambi~n 

n+l lo será, de ah! que resulten cantidades de hj menores a la 

cota de la plantilla del conducto. Y será más probable que 

esto suceda cuando e:: .... o. 

. Lo que se puede proponer para solucionar este problema es es-

coger un valor del·~ncho de la superficie libre del agua que 

resulte de la 1nterpolaci6n de su valor en el nivel de tiempo 
n+ 1 

n y de su valor en el nivel de tiempo n+l, y llamarlo B. 2. 
J 

n+l El inconveniente ahora es el hecho de que B. no se conoce 
J 

y el esquema se complicaría. Sin embargo es importante que 

en una etapa posterior de este estudo se considerara. 

.· 
Se puede sustituir lo anterior estableciendo una transici6n 

que permita llegar ~radualmente al ancho de la ranua, como se 

muestra en la figura 6.2 

En resumen, es necesario obtener un valor de e; suficientemen-

te pequeño para seguir satisfaciendo la ecuaci6n de continui-
~) 

dad pero al mismo tiempo que sea tal, que no resulten tiran-

tes negativos cuando haya cambio de ·flujo a presi6n a flujo a 

superficie libre. Despu~s de haber probado varios anchos de 

1 

1 

1 
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la ranura se escogió en este trabajo el valor de 0.02 D. 

Respecto al valor del factor de peso w incluido en el es-

quema de diferencias finitas y que se encuentra comprendido 

en el ·intervalo O ~ w ~ 1, se ha recomendado en anteriores 

trabajos que sea de 0.6. En esta ocasi6n se us6 ese mismo 

valor y los resultado fueron bastante buenos. Por lo tanto 

la recomendación se mantiene, excepto en el caso de que ocu­

rra un flujo a presión. Se tuvo la experiencia de haber ob-

tenido tirantes negativos cuando ocurr1'..a el cambio 

d«? funcionamiento a presi6n a supef icie libre si se usa-

ba w = 0.6. Lo más conveniente para este caso es que sea 

igual a la unidad, lo cual implica considerar que s6lo con­

tribuiría el t~rmino en el nivel de tiempo n+l en el momen­

twn lineal de las fuerzas de presi6n •. 

Las situacio~e~ que se han explicado arriba tienen una re-

laci6n importante con las caracter1sticas de los hidrogramas 

de entrada. En una de las pruebas que se realizaron a la 

red mostrada en la fig. 5.1 se utiliza un hidrograma, que 

si bien es difícil se presente en ·1a realidad, si permiti6 

observar algunos aspectos importantes. :Tal hid.rograma tenía 

una .pendiente muy pronunciada, lo que implicaba que el pico 

(bastante grande tambián) se alcanzaba en poco tiempo. Este 

hidrograma provoc.6 un funcionamiento de la red de tal forma 

que los· tramos más cercanos a la entrada del caudal inmedia­

tamente trabajaron a presi6n, mientras;.los más lejanos 

'. 



prácticamente no estaban afectados por la perturbaci6n que cau­

saba el cambio tan fuerte del. gasto, Entonces, el hidrograma 

a la salida de la red ten!a un tiempo de atraso considerable y el 

gasto m4ximo era pequeño, adem4s que después de ocurrida la 

avenida, pas6 un tiempo grande antes de estabilizarse el flujo. 

Un factor importante de esos resultados fue el que lo en~rgi­

co de la avenida provoc6 que los errores por interpolaci6n, 

redondeo, etc., predominaran respecto· a los errores que consi­

go trae el esquema de diferencias finitas por el simple hecho 

de ser una aproximaci~n de las ecuaciones diferenciales bási-

cas. Debido a esto, en algunos tramos no eran aceptables los 

resultados,sobre todo respecto a la conservaci6n de la masa. 

Para estos casos es necesario buscar los valores de ~x y ~t 

con los que se puedan obtener mejores resultados. 

Aunque las pruebas al modelo han arrojado resultados muy sa­

tisfactorios es importante que se siga mejorando el rn~todo 

expuesto. Se propone que se compare con pruebas en modelos 

físicos y mediciones en prototipo. Un estudio más completo 

debiera considerar otras condiciones de frontera, corno pueden 

ser vertedores, caídas (muy frecuentes .en redes de alcantari­

llado), estaciones de bombeo, etc. 

Con las pruebas f!sicas se podr!a ver taritbién,hasta qu~·grado 

en los tramos conectores fue correcto seguir usando la ecua-

' ci6n de cantidad de movimiento para flujo unidimensional, cuan-

do estrictamente en ellos sucede un flujo en dos dimensiones 

por lo menos. 
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