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1 Introd uccién‘

+

Coh frecuencia, el ingeniero tiene que analizar procesos.fi-
sicos que resultan diffciles de resolver con -métodos analfiti-
cos. Esto lo ha conducido a buscar mé&todos que puedan dar
solucibén a los problemas de manera que resulte m8s f&icil.

Es el caso de los métodos de solucibén numérica.

Evidentemente, estos métodos habré&n de sacrificar un poco la
exactitud, pero para los fines para los que han sido utiliza-
dos, y que en ocasiones no justifican el empleo de un mé&todo
analitico rigufoso por lo impr&ctico que pudiera resultar,

han dado buenos resultados.

Un proceso que acompafia a los métodos de solucibn numérica es

el de discretizacibén, entendiéndose como aquél con gue se pue-

de expresar una ley general, escrita para un medio continuo,




2 Inthoduceldn

en términos de valores discretos en un nGmero finito de puntos.

En el presente trabajo se plantea un método para transitar
avenidas en redes hidr8ulicas a superficie libre, basado en
uno de los tipos de métodos de solucifn numérica que existen,
Yy que es el de diferencias finitas. Este consiste en reempla-
zar (aproximar) las funciones continuas que describen el esta-
do de flujo, por funciones definidaé en un conjunto finito de
‘puntos (malla), déntro del dominio considerado. Las derivadas

son, entonces, sustitufdas por cocientes de diferencias.

Las diferentes formas como las derivadas e integrales son ex-
presadas por funciones discretas, son llamadas esquemas en di-
ferencias finitas. El esquema que se utiliza en este trabajo
(desarrolllado por Cruickshank - Berezowsky) , 'permité pasar
de las ecuaciones diferenciales parciales que describen el
comportamiento hidrfulico de la red (ecuécién de continuidad
y de cantidad de movimiento), a un sistema de ecuaciohes alge-

braicas lineales.

S6lo bastarfa utilizar un m&todo rapido para resolver el'sis—
tema de ecuéciones lineales, lo cual es importante. Mucho

del tiempo que se emplearia en resolver la ecuacifn en diferen;
cias que resulta de haber aproximado y simplificado la ecuacibn
original, podria corresponder al utilizado en la soluci6n del
sistema de ecuaciones lineales. Es por eso gue, en el presen-
te trabajo, denﬁro de todo ei algoritmo de solucib6n del proble-

ma de tr8nsito de avenidas en redes hidrAulicas a superficie

| libre, se introduce un método para resolver el sistema de ecua-

.
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ciones lineales que, considerando las caracteristicas de la

matriz de coeficientes, ahorre memoria y tiempo de m&quina.

Se elabor8 un programa de cémputadora para resolver algunos
problemas,}y poder medir la efectividad del algoritmo. Tal
programa, que ha sido de gran ayuda, no se presenta en este
trabajo, ﬁorque en realidad no es el objetivo, en si, del mis-
mo. No hay que olvidar que se trata de resolver un problema
fisico, y que lo importante es presentar el método de solu-
cién. En todo caso, el lector podria elaborar un programa de

computadora mucho mis eficiente que el que se ha empleado.

El trabajo se ha presentado de la siguiente manera:
En el capitulo 2 se plantea el problema por resolver y se es-
~ tablecen las consideraciones y las ecuaciones diferenciales

de las que parte el m&todo de solucidn.

Antes de presentar el algoritmo para una red (capitulo 4), en
el capitulo 3 se desarrolla un mé&todo péra el caso de un sis-
tema simple, es decir, para el de un s8lo conducto, con el ob-
jeto de seguir una secuencia en la explicaci6n de la solucibn

del problema.

En el capitulo 4 se explica el método para una red partiendo
de la diferencia que existe entre la matriz de coeficientes
del sistema de ecuaciones lineales que resulta de un sistema

simple, y la de una red, y que lleva a la necesidad de plan-

tear un método diferente al del capitulo 3.
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o

Se resuelve un ejemplo en el capitulo 5 y por filtimo se daan

conclusiones en el capitulo 6.




2 Planteamiento. del‘ problema

+

Sea‘una red hid?éulica como la mostrada en ié figura 2.1, en
la cual el escurrimiento es a superficie libre. En los extre-
-mos  de algunos.de sus conductos, se encuentra alimentada por
gastos que varfan en el tiempo (hidrogramas de entrada), y en
_ios extremos de otros, se conocen los tirantes a la salida.

En algunas partes la rgd puede estar alimentada por gastos la-

terales.

Se requiere determinar las condiciones del flujo de agua (ti-
rantes, velocidades, gastos), en diferentes puntos de la red

.y en diferentes instantes.

;Esﬁé problema se presenta en la préctiéa, por ejemplo en la

revisiétn de una red de colectores en un sistema de alcantari-

llado, o en la determinacibn del comportamiento de una red
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dé eanales o de rfos.

Se trata del estudio de un flujo no permanente, es decir, cu-
yas caracteristicas varian con el tiempo. Su tratamiento ma-
temético en conductos a superficie libre es un problema impor-
tante, pero relativamente dificil. Bé&sicamente, la dificul-
tad estriba en que existen muchas variables que lo definen,

y porque no es fécil la integracidn analftica de las ecuacio-
nes diferenciales que lo explican, atn y cuando estas, son

modelos simples de un fenSmeno bastante complejo.

Para resolver el problema, hay que partir de dichas ecuacio-
nes, conocidas como ecuaciones bisicas. Estas son las de con-
tinuidad o conservacién de masa y la de cantidad de movimiento.
Su formulacibn para flujo noApermanente, fue el producté del
trabajo realizado por St. Venant-y Boussinesq en el siglo pa-
sado. Ya en 1889, Massau public6 algunas ideas para resolvef—
las. En la primera mitad del presente siglo se establecieron
donceptos tefricos importantes, pero las primeras aplicacibnes
ingenieriles de estos principios esperaron el desarrollo de

las computadoras electrbfnicas.

Antes de pasar a formular lo que se conoce como la forma dife-
rencial de las ecuaciones de St. Venant (quien las obtuvo me-
diahte relaciones integrales), es importante enunciar las hipé-
tesis en que se basf, para que ayude a medir los alcaﬁces de
aplicacifn del método que se presenta en este trabajo: |

a) El flujo es unidimensional, esto es, la velocidad es uni-
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forme en toda una seccifn, y el nivel de ia superficie
del agua en la misma, es horizontal.

b) La curvatura de las lineas de corriente es pequeﬁé y la
componente verticél de la aceleraci6tn es despreciable, por
16 tanto la presifn es hidrosté&tica.

c) Los efectos de fricci8n y turbulencia pueden ser calcula-
dos con las f8rmulas de resistenéia al flujo para'régimen
perﬁanente.

d) La pendiente media de la plantilla dei conducto es pequefia.
Ecuacidn de Coniinuidad

A 4 99 _
“g‘{-. + 0 (2.1)

¥

donde © Q = VA gasto
8rea de la seccibn transversal
'V velocidad media en la seccién transversal
X coordenada en el senﬁido principal del flujo

t tiempo

Ecuacibn de Cantidad de Movimiento

Vv oV 8y . - = - '

donde vy tirante o profundidad del agua

Sg

Pendiente de fricciln
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So Pendiente de la plantilla del conducto

g aceleracidn de la gravedad

Si se considera que entra o sale del conducto un gasto lateral
por unidad de longitud g, las ecuaciones anteriores se trans-

forman en las siguientes respectivamente:

- OA °0Q _
3V | ., 3V 3 - - -
STt Vi to —Xax + g(sg = S,) = % Wy = V) (2.4)

: i 1‘2'
- donde Vq velocidad en la direccidn x del gasto lateral g

-~

La ecuacifn de continuidad (2.3) se deduce a pértir del prin-
cipio de conservacifn de la masa aplicada a un volumen de con-

trol centrado en el tirante; si se multiplica esa ecuacién por

dx, el primer té&rmino %% dx representa el cambio de volumen y
el segundo, %% dx el flujo neto de masa en el tiempo a través

de las paredes del volumen de control.

La eéuacién (2.4) se obtiene del‘principio de la conservacibn
&e la cantidad de movimiento aplicado a un volumen de control
centrado en la velocidad; los términos de dicha ecuaci6én, con-
- siderados por unidad de masa, representan respectivamente: la
aceleracién local y la aceleracibn convectiva, los dos prime-

ros; y los réstantes, el cambio en la cantidad de movimiento
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debido a las fuerzas de presifin, de resistencia al flujo, de

peso y a la entrada de un gasto lateral.

Generalmente la contribucibn del gasto lateral a la cantidad

de movimiento es despreciable, excepto cuando sé trata de gran-
des cantidades de aqua. Ademds la velocidad del flujo lateral
y el angulo gue forma con la direccién del flujo principal

del canal son diffciles de estimar y varian con el estado del
agua. Se pueden introducir mayores errores por estas incerti-..
dumbres, qﬁe sl se desprecia la contribucién del gasto lateral’

a la cantidad de movimiento. Ental sentido, se usaré en-este

trabajo la ‘ecuacifn (2.2).




'3 Esquema de ,dviferenc‘ias"finitasA
vy solucion para un sistema simple

'
'Este'capitulo tiene el objetivo de pléntear un esguema de‘diéi
ferencias finitas general-para un sistema simple, del cual par-
tir8 el m&todo para una red. Un sistema simple se refiere a
un sélo cohducto, que se considerars alimentado en su extremo
aguas arriba por un hidrograma, y cohocido el tirante en el
extremo aguas abajo, ca¥acteristiqas gue constituirin las con-
diciones de frontera del modelo matemdtico y del problema fi-

sico.

Es posible transformar las ecuaciones (2.2) y (2.3) de tal
forma qﬁe queden en funcién de variables dependientes con las

que se pueda trabajar mejor.

10
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La variable A = A{y) en la ecuacifn de continuidad (2.3) se

puede eliminar haciendo

A (y) _ 3A By _ gz ¢
ot T 3y at

siendo B el ancho de la superifcie libre
'El gasto Q se puede remplazar por el producto VA

Si llamamos I a 'la cota de la superficie libre, es decir,

h =y + z donde z es la cota de la plantilla del conducto,

entonces
oh _ 9y , 9z _ 9y _
% = 3%t 3% 5% So
y | %% = %% , dado que z no varia en el tiempo

Con todos los cambios anteriores, las ecuaciones de continui-

dad f2.3) y de cantidad de movimiento (2.2), resultan

g obh 3 (va)

Tt =a (3.1)
4 Vv 2h - '
E+Vat+gax+gsf~0 . (3.2)

Se usari como ecuacibn de resistencia al flujo o friccién, la

f6xrmula de Manning, en la que
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S, = ' (3.3)

donde n coeficiente de rugosidad de Manning

R radio hidriulico

'El valor absoluto en la ecuacifin (3.3) se introduce paraitomar

en cuenta la posibilidad de que el flujo cambie de direccién.

Esquema de Diferencias Finitas

Para obtener el esquema de diferencias finitas se usardn las

siguientes relaciones (ver figura 3.1)

+1 n
W't - h
. oh _ 7 i
i) = At

"n" y "n+l" son superindices que indican los niveles en

la escala del tiempo, es decir, t, = nAt y tpe1 = (n%l)At

n+l .n +1 .n
14) 2VA) Yy By+d Vrjl-l Bi-y
. ox Ax

J

"

La variable A no tiene los mismos superfndices gue V para que
el esquema resulte lineal. Ios subindices "j + 1/2 y "J=1/2" significan

que para el primer caso, A?+l se calcula interpolando el &rea
2
obtenida con Y?+1 y la obtenida con Y?, y el segundo caso,

AT 1 ’ interpolando las dreas correspondientes a Y? e Yg_l.

-
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oy VLD
1) =1 1
N A o ‘V;+1 " Vg—l
vl Tax Ty AR ARGy,
n+1/2 _ . n+l/2 n1/2 _  ntl/2 ‘
| h - h - 1"
3
A X +Ax " 5 §+1
2 —=
' n+l1/2 _ ,.n+l .
donde hj+l = whj+l + (1- ¢)hj+l
n+l1l/2
h, = v 4+ (1-p) B°
5 1 j (1-y) i

0 £ Y <1 es un factor de peso que se introduce para
tomar en cuenta la variable h en dos niveles

de tiempo (n y n+l)

por lo tanto

..

n+1 n+l n n
°oh _ hj+1 - hj hj+1 - EJ
). x - 2V ax v oAxg,, t 20w
3 j41 R, + DXy,

Las ecuaciones (3.1) y (3.2) quedan expresadas en diferencias

finitas de la siguiente manera:

n+l n +1 n +l
e V’} Aivi/a Vn RS 1/2 _ n+1/2
By =3¢ 5% = 9y (3.4)
+1 _ s Wl nHl :
an an 4yl V§'+1 Vg = J.[.l - hy A
t J AX, + OX. +2g)p *
: j 3+1 ’AXJ + ij+1




14 Esquema de diferencias f4{nitas

n n n+l .
h' . -n v Nl
+1 | 2 - : -
2g (1 -y +gn AL——%7 = 0 (3.5)
AX. + AX, I /R 1)43
n+l ‘ i
Despejando Vj . de la ecuaci6n 3.5, se obtiene
+1 n+1 n
¥ (hh ) + (1= w)(h - n? oyl VP
vt _ oy gl ] 7y .3 (3.6a)
j 3 o o,
= J _ J
At (3. 6b)
donde B, = ,
j AXJ + ij+1 , ,
2 n
gn’ |v. | _ ‘ . :
o=l + —d 3 + B, (VR -VE )y - (3.6C)

De las ecuaciones (3.6a), (3.6b) y (3.6c) es facil obtener
+1 '

j-1
Nétese que las variables auxiliareS'comO'dj Yy B , ho tienen
indice de tiempo ya que dependen siempre de varlables en el

instante n, y por ello, son siempre conocidas

Si se sustituyen los valores de V§+l y de V? i en la ecuacibn

(3.4), se obtiene la siguiente expresibn

o ptl o ogn 1 p it - n*i)+(1 w)(h
‘B, - I+ 1% 1 2gB; — 2

n
ng, )

<+

3 *3

.
. . . - . N Y R
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v | T SRS PP IR WS )
: St - ]
+ Ei_ 'Aj+4/27- 29 Bj—1~ - : a . +
J . j=-1
Vo n 1
=1 = g0t
+ oy Aj-%} qy 3

gque agrupando términos, resulta

‘. A, 1.
29 -Bj-l V3T ne1 n ij 293j ‘PA 1 29 B 1111 3 ')
- 5 ) hj"l + (Bj X + 3 5 4 )
-1 j %51
29 BV a1 1 A1
n+l +— n+l n-!~— n =
n .
[ T W R il .-]_2 2g B, _4 (1-¢) (hn‘ - hn) + Vn . (3.7)
i B 3 %51 j-1 i o S j-1 .

La ecuacibn (3.7) puede expresarse de la siquiente forma

n+l n+1 n+l _ - _
a, hJ 1+ bj h *+ Cj hj+1 = dj ‘ (3.8)
"siendo:
2 al 1 " 2g B, pal 1
29 Bya ¥ i=3 g By¥ i+3
a4 = = o i Cj=- )
j-1 J
o A%,
b, = BT —1 - -C
3 L R
~ n
n+% n Ax., Aj+% n
4y = a; ° AX, + By g hy- = 2g 85 (1-y) (h3- 3+1’ + v? +
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n n n
. 2g By, (=¥) (], - BD) + Vi,

Puede obtenerse una ecuacién como la (3.8) para todos los tra-
mos, esto es, para toda j, teniendo como resultado un sistema

de N ecuaciones lineales (N es el nimero total de tramos).

Condiciones de frontera

a) Frontera aguas arriba (figura 3.2)

Si en dicha frontera se conoce un hidrograma Qo(t), entonces

n+1l 21
Vi ﬁ1+l - Qg+2
3 (VA) _ 2
0 x
Axl n
vn v - 89 2 P
v 3V _ gntl 72 Vo _ ot 2 B = ol =1+ My 2,
X 1 AX., + AX 1 AX., + AX, T° - n z
17 A% 1 2 (Ry 13
2

Qn

n O
Bl (V2 - A—n)
1

Yy la ecuacifn (3.8) para el tramo 1 resulta asi:
donde:

n
_ 29 By VA1
%1

‘Cl =
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1 1+= n n n
_ n+s n 1.,n _ 2 . - o
d; =qy 2 A%y + By & by o |29 By (1=¥) (hy = hy) + Vi +

b) Frontera aguas abajo (figura 3,8)

Si se tiene una marea o el nivel de un lago conocido, esto es

hf(t), entonces

n_Vn } 2 n
av n+l Voo CLsi g g ny, |ij| ( n h )
\'% = V.. d3. J33-1 o a.. =1 + + B (V.. ~V.._
9% 33 BX i (Rp) B3 V33 V551
At
Y 855 =
33 33
n+l n+l n
h, - h._ h_ - h
sh _ £ i - £
5%~ 2V iX + 2(1-y) L3

Por tanto la ecuacidn (3.8) para el tramo jj adopta la siguiente

forma
n+l n+l
2y hjj-l + bjjhjj = Sjj (?.;0)
donde:
& = d C hn+1 i -

33 i3 T i3 f
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2 . A 1 2 al
9 Byy-y VAY,L g By VAY
%33 T 7 a %3 T T T
J - %331 33
n X,
b, = B, —id - -c
37 i3 TA&t T %53 33
n+% n AX, n A? n n
.. = pg. .+ B —dd n - = |2g 8., (1-y) (b, ~h) +
35 = 937 55 ¥ By At P45 T 537 |29 By3 17V (Byymhe)
n Ajj--% n n n
+v.. | + 2 1-y) (h.. .=h..) + V..
33 ai3-1 | % Paima (1=9) (51 By) * Vi3m0

‘Las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10) pueden expresarse en for-

- ma matricial como se muestra a continuacién:

- - — ot
b, G T h, d, T
az b2 C2 - { ha d.
as bas Cj o hi ds
a, b. C. h. - é.
J .J .J . . .J T _J
q3ligpii | | pidm| (G
i3 P33 j i3

,,,,,,

trica, en banda y tridiagonal. Los sistemas de ecuaciones li-

neales con esta peculiaridad son f&ciles de resolver con m&to-

dos de "doble barrido", con los cuales'se obtiene la solucibn

con un nGmero de operaciones proporcional a N.

A continuacibn se pgesenta'una forma que adoptan este tipo de

métodos
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Método de solucibn
Fisicamente, este método es un procedimiento en el cual un pri-
mer barrido (barrido hacia adelante), transfiere la informacién
dada en una frontera del dominio, a la otra frontera, donde se
combina con la condicifén impuesta ahfi. Con esta informacibn,

la solucidn queda definida en un segundo barrido (barrido hacia
atras), realizado en direccibn contraria al primero.

Si se introduce la siguiente relacifn auxiliar
5 - _ : (3.11)

‘ y se sustituye en la ecuacién (3.8), se obtiene

n+1 _ n+l n+l
a. (e h. + £ + b. h .+ C, h, = dj
5 (&5 50 * by By j g+ T
n+1 | | 1 ‘n+l -
Despejando hj , resulta una expresién que relaciona a hj' Y
n+1 -
a hjy
n+1l Ej n+1l d.-a_f_
h = - h +
a, e, + b, j+1 a.e. +b,
S s j s B

Por analogia con la ecuacién (3.11), se obtienen las siguien-

tes relaciones de recurrencia.

| . - a, - a.f, |
€441 5 T 3de. + b, | fj+1 = ajej.+ ; 1 _(3-12)

-

2
y £, se pueden calcular a partir de la equivalencia de la ecua~

Para Inicializa: el "barrido hacia adelante", los valores de é

ci6n (3.11l) con la ecuacidn (3.9)

Por un lado se tiene que
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+ f | o e ©(3.13)

n+l n+l
blhl + Clh2 dl
o
n+l ¢, ntl 4 ; S Y
hl = SI h2‘ + SI‘ . | . . | , 1  ‘ ,(3f14)

A partir de estos valores, es posible obtener las parejas de

coeficientes (e3, f3), (e4, f4)""'(ejj' fjf) con las relacio-

nes de recurrencia (3.12)

n+l

Para el tramo j = jj, se puede calcular el valor de hjj’ .

Expresando para este tramo las ecuaciones (3.11) y (3.10), se

tiene que

n+l n+1l . o .
h. ., h, + £, : A (3.15
j3-1 = ©33 P59 33 | ST (3.15a)
n+1 . b .n+1 843

At A s | ' . (3.15b)
331 345 33 34y §

Igualando las ecuaciones (3.15a) y (3.15b)

v

coL L .
RS :
. . ) R . ; IR :
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'n+1 b n+l ‘o
®53 Py * 53T T ET My ta
33 i3
y despejando hjj , se llega a que
+1 8.. =a. .. £._._
w2 £33 +“Jj i R o (3.16)
33 "33 T 233 %53 R A

Teniendo este valor, se realiza el "barrido hacia atrds", es
: n+1l n+1l  n+l n+l
decir, se calculan sucesivamente hjj-l' hjj~2 ARy h2 ,‘h1 ’

con la ecuacién (3.11), v se obtiene asi, la solucidn del sis-~

tema.

Una vez obtenidos los valores de las cotas del‘niVel del agua
n+l n+1 n+l . o v
(hl- , h2 ,...,hjj ), se calculan las velocidades a la salida
de los tramos con la ecuacibn (3.6), que multiplicadas por: las
4reas corfespondientes, dar&n los gastos. Con ello queda resuelé“,

to el problema para el instante de tiempo £n¥1 = (n+l)At




4 Algoritmo para una red

Consid8rese una red como un sistema de conductos intercomunica-
dos, formando o no, circuitos. Por ejemplo la de la figura 4.1

_(Vista en planta).

Lo primero gue habria que preguntarse es cbmo queda expresado

‘el esquema de diferencias en los tramos que conectan a los con-
ductos, y asi poder establecer el sistema de ecuaciones para

la red.

- Uno de los objetivos de este capitulo es tratar de responder a’
- tal pfeguntaQ

Eeuacibn de continuidad para un tramo conecton

Sea un tramo conector ¢ que une a k conductos. El gasto de kl

Y
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de los conductos (conductos i) sale del conector y el gasto de
k, de los conductos (conductos m), entra al mismo. Entonces,
k = kl + kz, Yy la ecuacifn de continuidad para un conector, ex-~

presada en diferencias finitas, puede escribirse como

pi*tl R ki ne1 k R
n 'c c 1 n
Bc- + AX ( Z 1Vo iAl— 1)-(12 m
At c =1 1 2 mek4r ™ I3
1 '
n _ n+= .
- jj+§ )| = d. 2 o (4.1)
siendo
Vn+1, Al 1 la velocidad y el &rea a la entrada
i o J.l'-i
del primer tramo del conducto i
+1 n

la velocidad y el 4rea a la salida

del dltimo tramo del conducto m

Los valores de iVn+1 Y myn+l quedan determinados al analizar lo

que sucede en los tramos adyacentes al conectar.

Conducto con un thamo conecton dguaA abafo (conducto m) {440 4.2)

para j = jj

*
v v o 0t mvgj - mvgj—l
' - 5 AX . .
9x  m jj .
*Panito&ﬂ;lasckmﬂsxmrﬂﬂﬂes]ps:miﬁndnxs 1ynlt%?mneﬂ.mumm>su;ur
+ +. n
ficado que el que se establecis para Vn iAI —172. ﬁygj y mAjj+1/2 Estos

mﬂﬁmmsesﬁnﬂxmenuasetmzn&xauesﬁapmﬂe«kﬂ.auﬁﬁﬂo Su tnico fin es
pa&n:emxn&m:dezmmenagemual]acanmcﬂ&xdecxmtﬁnudmienikx;tmmns
conectores.
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n+l

h. - nttl h? - n?
oh _ c m jJ - c_m jj
7% = ¥ Ex T FIX *2(1-9) xx—5 8%
m 3j c m 33 c

Por lo tanto

2 vP
n’ . .
=14 g Bdilmigyl AAt (Vo = Vi 1)
m 33 n 2 pf%yy ™3 moj3-d
( RD..1)3 J
m Jj""z-
: +1 n+1 S o n
| YL BTt - B2 4 (a-9) ( hD - BD) v,
- n+l 29 8. “m "5 c - m i c |, deJ
JJ JJ m 55 m j3j
(4.2)
siendo
By = 5y
m- jj mijj+AXc
La ecuacibdn (3.8) para este caso queda
n+1l - n+1l n+l
- b;. h..7+ f._h =  d.. 4.3
m3 oy m3j iy T miij e m®33 (4-3)
~donde
' n
2 - A
a =< 29 nPy5-1 Yulys-b
mJ3 m*jj-1
2g _B..¢v A0 1
. 9 m"33¥ 345
m.jj -

a. .
m 33
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Ax
= n m -
aP45 = mB39 FeL - majy - nCyy

n
l AX n mA' '+1 . :
n ij. - 13 -
‘mdjj qjjz AX 33 + mBjJ X3 mhjj m“jj 2qg msjj (1 y)
(W, - n™ + v | + Eﬁil:%. B (1-y) (_h? - h% )+
mij c m 55 T %44 mfyi-1 TV Ie35-1 T mtyy
n
T mY33-1

Conducto con un trhamo conector aguas aviiba (conducto £) (figura 4.3)

. Para el caso de Vo

n
v AV o+l Vi = 3V
X i o Axl
n+l n+1l n n
3h _ i h i1~ B
% - Y TR T AR + 2(1-¥)
; c 1771 : : Axc -l-J._L\Xl
Por lo tanto
9 i05l4 l At
a =1+ (V3 = VD)
i“o (R 1)‘4/3 iAxl i'l i'o |
p 02 - n3*hea-y) 13- nD] VD
Vn+1 = 2 B i 1 + io (4.4)
i‘o = 49 iPo o o *

i“o i’o
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La ecuacibn de diferencias finitas resulta para este caso, adf:

hn+l + b hn+1 + C hn+l = .4

i%1 Ve iP1 i it1 1% T 1% C(4.3F
siendo
- n
29 18 ¥ gR11
ial = 3
i7o
-2g ;B, V,A7,1
Cy, = 2
i’y o
i1
n .AX
= i1 _ -
iP1 = iB1 T& i?1 ~ &
A, .1
1 . AX . i1+ =
- n+3 . n i 1 n _ 2 L n_
391 = 3% 2 Mgt 5By e aP1 T o |29 iF (W Ghy - )
n
+ vy +iAl—% 2 B (1-w)(hn- h?y + vD
i1 iao g i“o c il i'o

Ahora bien, si se sustituyen las ecuaciones (4.2) y (4.4) en
la ecuacibn (4.1), se obtendra el esquema de diferencias fini-

tas para el tramo conector.

Primeramente se tiene que

nh pite hrcr - kq w(hn”' - 314—1) + (1- w)(hm __h )]
B, ¢ +ax- 1L (29 48, - m |
c i=1 io
n k '
.V n+l n
+ 1 o)iAgl - 5 i B .tp(mh:ij ) + (1- W)( h hc)

io 2 mdajﬁzq m jj majj

S et A . R . ) . " i
‘/HlE B &Il BN = IS B B BN AR B Il S aaE mE S s e o
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1
+ Q\Zjn.i) An- 1 = n+§
majj m jj+'2' qc

y segundo, desarrollando y agrupando té&rminos,

k

1 k
L a n+l n+l1 n+l
i1 _h + b_h + z Cc.. hi,." =ada
i=1 - i1 c ¢ m=k,+1 m-j3 m jj c
donde
n A%, ky k
b =B —-——- I _a, - )
c c At j=1 1 1 m=kl+1 m jj
: n
avd S S M L o
d =q, 20X + B ——=- L 2g .B_ (1-y) (h
c C c c At i=1 i%1 i’o c
Al 1

k m jj+§
+ b) —— | 2g

=k, +1 m"3jj

NEERNM ES S B4

33 e * 'y

(4.6)

4 n n
- BV,

Con las ecuaciones (3.8), (3.9), (3.10), (4.3), (4.5) y (4.6)

se abarca y se puede resolver el caso de una red.

Método de solucibn

Se. puede observar que estas ecuaciones forman un sistema de

ecuaciones lineales que, a diferencia del caso simple, no tie-

ﬁella caractexistica de ser tridiagonal. Esto se debe a la

presencia de los tramos conectores ya gue los subindices de

+
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las variable desconocida h, tanto de un conector como de sus
tramos adyacentes no sgsiempre con consecutivos, o bien si ast
lo fuera, en los tramos intermedios de algunos conductos, eso

no se cumpliria.

Se puede ver, por ejemplo, dos casos de la red mostrada en la

fig 4.4

En el primero ‘de ellos los conectores y sus tramos adyacentes
tienen numeracién consecutiva, sin embargo para el tramo 15,

por tomar un ejemplo, la ecuacién en diferencias finitas seria:

hn+1 - n+l | n+l
14 M1 15

415 5 Bis~ + C
y se puede observar que el coeficiente C15 no perﬁenece a la
diagonal superior, sino que es el elemento del décimo quinto

renglén y segunda columna de la matriz de coeficientes.

Del mismo modo para el caso (ii), la numeracifn de los conecto-
res y sus tramos adyacentes, no permite que la matriz sea tri-

diagonal.

Mds aln, simplemente por el hecho de que cualquier conector tie-

ne mis de dos tramos adyacentes, la matriz de coeficientes ya

no es tridiagonal, y eso sucede en cualquiera de los dos casos.




Algoritmo para una red 29
Por todo esto se puede concluir que no es aplicable para el
éaso de una red, el método de "doble barrido"”" usado en el capi-

tulo anterior para resolver un sistema-simple.

Ei sistema de ecuaciones se podrifa resolver con algin mé&todo
tradicional, pero para redes con una gran cantidad de tramos
se enplearfa mucho tiempo, y ademds para el caso de usar una
miquina computadora, demasiado espacio de memoria, mucho del
cual ocupado por ceros, pues la matriz de coeficientes es muy

"porosa"
Entonces, se puede pensar, por ejemplo, en el siguiente mé&todo:

Si la matriz de coeficientes A se construye de tal forma que los
Gltimos renglones correspondan a los tramos conectores, y los
renglones de los tramos de un conducto sean consecutivos, esta

puede subdividirse en las siguientes matrices:

o bien expresando todo el sistema de ecuaciones
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n+l
i - ) }
hl dl
h, d,
i ! S|P3 43
l - -
| . -
|
AA } AC : = : (14.7)
| hyx ek
| | )
——————— H———— Kk+1 a i
ca | cc . .
hyN-1 dyN-1
Lh'NN i dNN

donde kk es el nGmero de tramos que no son conectores y NN es

el nGmero total de tramos (incluyendo los conectores).

La matriz AA es una matriz tridiagonal y simétrica. En los
renglones correspondientes a los tramos adyacentes a los conec—
tores, existe un cero en la diagonal superior o en.la inferior, dependiendo de
si se encuentran aguas arriba o aguas abajo, respectivamente,

de los conectores.

La matriz CC es diagonal. Sus elementos son los coeficientes

de las wvariables h en los conectores.

La matrii CA, que es la transpuesta de AC, contiene a los coe-

ficientes de los tramos adyacentes a los conectores, en los
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renglones de los tramos conectores.

Para ilustrar lo anterior se verd el caso de la red de la figura

4.2 pero numerado como se muestra en la figura 4.5
La matriz A quedard construfda como se muestra en la figura 4.6

Ahora bien, continuando con la explicacibn del mé&todo, la ecua-

cién (4.7) puede expresarse asi.

-— ey - -

t o]
AA : AC HA DA
I =
{
~——¢——T—-——— javs  p—— — m—— S —
CA 1 CC H. D
l c c:
L. 4k J L oo

'y obtenerse por un lado que

AAH, =D, - A, H | R T (4.8)

Yy por otro

(4.9)
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Si se le asigna un valor inicial al vector H_ y se le llama Hcl
(valor de H, en la iteracibn £), las ecuaciones (4.8) y (4.9)

pueden escribirse de la siguiente manera:

2+1 g

= - £
AR H, Dy AC H{ (4.10)
£+1 -1 _ £+1
H' "= CC (b, - CA Hy ™) : (4.11)

La ecuacibén (4.10)puede resolverse con el método de doble barri-
do explicadd en el capftulo anterior, dado que la matriz AA es
tridiagonal.

Obtenido el vector,H§+1, se calcularia’H£+l con la ecuacibn

(4.11). Cuandokﬂﬁ*ly sea aproximadamente igual a Hf’se interrum-

pe el proceso iterativo, y el vector solucibn seria

+
A

Note que no es necesario el uso de matrices para resolver el

problema con este método. Se puede hacer utilizando s6lo vec-

1 .
, basta formar un vec-

tores. Por ejemplo, para obtener CC ~
tor con los elementos de la diagonal principal de la matriz CC
dado que esta es diagonal.

B

Fisicamente lo que hace este métbdo, es fijar enun principid

L J
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los valores del nivel del agua en los conectores, y a partir
de eso obtenerlos en los demds tramos. Como no necesariamen-
te los valores iniciales corresponden a la solucifn, se van

corrigiendo en cada iteracién.

El nmero de iteraciones disminuird cuanto mds se aproximen

los valofes iniciales a la solucibn.

}E@igeneral”los valores iniciales pueden ser los valores del
‘nivel de agua h en el instante inmediato anterior (n) al que
‘se desea calcular (n+l) y el nfimero de iteracidhes sers pe-

quefio dado gue no existe gran diferencia entre h® Yy

Sin‘embargo,‘pensando que}se necesitara‘simulaf-ei fluj6 de'
aQua durante muchos instanﬁes de tiempo, quizi este método

de solucifn puede resultar largo, va que para cada instante

. se realizan algunas iteraciaones, lo cual implica hacer el mis-

mo nfimero de veces el "doble barrido".

En tal sentido, puede pensarse en desarrollar un métocdo eh el
cua1 s6lo una vez, para cada instante de ﬁiempo, se resuelva

el sistema de ecuaciones, y al mismo tiempo, no emplee tdda la
- matriz de coeficientes. Esto implica, siguiendo el mismolrézo-
khamienﬁo que eh el método anterior, que los valores_del nivél‘4

de agua en los conectores, de los cuales sg parte para obtener los
™ ; . .

de los dem&s tramos, estén definidos desde un principio.
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Para esto, primeramente habria que transferir, por decirlo die

alguna manera, toda la informaci6n a los conectores. Para ha-

cerlo, el método que se presenta a continuacifn se basa en wun

algoritmo de "doble barrido" expuesto en la referencia 4

Considérese un conducto de la red en el cual cada uno de sus

extremos se une a un tramo conector (figura 4.7).

La ecuacibn en.diferencias‘finitas para'eljprimer tramo.eéi Cd?i

‘:'mp lo expresa la ecuaciénf4;5)4 f

Tn+l

o n+1l ‘ ' o+l _  o ) ',, - | ;
,al hc17}+‘b1_h17 + Cy hz o= a, R (S (4.12)
o bieh
n+l n+l n+l L e
b, hl_ + C; h, = d; a, hcl (4.13)
Para un tramo intermedio (ecuacifn 3.8)
n+1l n+1 L n+1
a. h. + b, h} + C. h. =4,
j 31 J 7 Jj i+l 3
y para el fltimo tramo (ec 4.3)
n+1 n+l Comel o e
. h_. + b.. h;.” =d,. - C,. h '~ o (4014)
33 “33-1 ° 733 33 33 Ji ey SR Bt ( ) =

+

Ahora bien, definase la siguiente relacién




n+l '
j-1 hj + €j-1 h,
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‘Para calcular los coeficientes C3_1. e;-l y gé_l se sustitu-

ye esta Gltima ecuacibn en la (4.13), obtenié&ndose

1 n+1l
(c' . h™tt 4 e . p”
j i-1 73 j=1 73

factorizando y despejandoc h?+1

a, C. . + b,
j "3-1 J
d. - a_g!
[ B i L3
ajCl + b,

+ gé_l) + b

» Tresulta

j+1, se tiene que

Escribiendo la ec. (4.15) para j

n+l _ n+1 n+l
_hj = C5 hj+1 + ei h1

por analogia se obtienen

y si se compara con la ec. (4.16),

las siguientes relaciones de recurrencia

Paré'inicializar éste primer barrido, los valores de CJ, ei
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Yy gi se pueden calcular si en la ec. (4.17), j es igual a 1.

Esto es
R+l _ n+l n+l
1 Cphy " tep by g
y puede deducirse que
ci=g3=0; ej=1 TR | (4.19)

A partir de estos valores, se puede calcular el valor de to-
dos los coeficientes Cé, eé, g3 hasta el Gltimo tramo del con-
ducto (j = jj) mediante las relaciones de recurrencia de la

ecuacioétn (4.18)

Por ejemplo, para cuando j = 2, se tiene que

d

C a
2 2 2 :
Cl = - = ; el = - : g' = £ . (4.20)
2 b2 2 52 i 2 b2

En el segundo barrido (barrido hacia atras) se puede ahora ex-
presar la siguiente relacibn:
hr}+1.= e hn+1 n+1l

3 5 by + fj hjj + 95 ' ‘(4.21)

Sustituyendo la ecuacién (4.21) en (4.15) se obtiene

n+1 n+l ;
= C* . h + £. h.,.” + ) + e
1 (&5 1, i 33 95)

n+l .n+l o,
I

h 1 a]

j-1 % %5~
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o bien
h! . = (! ,e. . +e' H)h v g ™l g +gr
j-1 j-1 7.7 "ij-1" 1 -1 73 33 =1 73 J.
(4.22)
Escribiendo'la ecuaci6n (4.21) para j=j—-1 se tiene f'
Wt o e ™ e om0 oo g 4.23
31 T ®5-1 M7 5o Myt 95 (4-23)
y comparindola con la ecuaci6n (4.22), se deduce que
e. ., =C! . e.+e' . ;3 £f. .= C"7 f'v;
j=1 7 T3-1 %5 7 %=1 7 F5-1 T Fi-1 By
. =7C[ . + gl ' : T ' = | 4;24
95-1 = Cj_1 95 + g} A (4.24)
Sustituyendo j=3jj en la ecuacién (4.21)
nP*l oo Pt o g Wl o, g
i jj 1 ji 33 ji
' se obtiene lo siguiente
ei=g..=0;  f£..=1 . . (4.25)

que son los valores con los que se inicializa el segundo ba-

rrido.
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Es posible entonces obtener el valor de es,

cuacibn (4.24) para toda j = jj-1, ..., 3,2

f ., con la e¥
j ¥ 95

Para los tramos extremos del conducto, de acuerdo con las ecua-

ciones (4.12) y (4.14) se tiene

oy N+l n+l _ . Gntl
-,bl hy + Cy h, =d; = a, hci' - |
| o (4.26)
o .n+1 n+1 N+l g
2 h. T, 4+ b, h, .- =d,. -C,. h
ijj 3i-1 ji 33 33 33 ey
y;por,otro'lado utilizando la ecuacifn (4.21)
n+l _ on+l . n+l
h2 = e2,_h1 + f2 hjj + g, - |
(4.27)
- 1 : n+1 n+l .
Wt - L R™ e L nH S g
ji-1 ji-1 1 33— 737 Iy3-1

:;SuStituyendo (4.27) en (4.26) se obtiene el siguiente sistema

~de ecuaciones

,b + C, e C - h 5 d,-a,h C192

]

o - n+1 | n+1 ‘ :
a.. e.. b_..+a_ no* da..-C..h -a.. 9.
| 793 Smr P33T Fi3-1 || P33 BEERREEICP R IR E

(4,28)

Antes de continuar es necesario precisar el por qué se ha usa-

do como base el anterior algoritmo. Si uno se da cuenta, 1lo

n+1] [ 5+1; b

:

.
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que se ha hecho es transferir toda la informacién a los ex-
tremos de los conductos, cosa que es de gran utilidad para
el objetivo que se persigue, que es el de expresar el proble~
ma, en un principio, en funcibén de las variables en los conec-

tores.

A continuacifn se presenta la manera en que esto Gltimo. se

hars.

De la ecuacibn (4.28) se puede obtener que, por una parte

-

C n+l n+l
4, = a,h - C g, - cC, £, h,
i B 1 92 = G £y By (4.29)
: b1 + C1 e,
y por otra .
' | +1 ‘ n+l
d,. - Cc..h" - a_  g.. . =(b,, ta__f h.
nel jj T Tije2 33933-1 T P33 *255%55-20055
Dt o
245 ©45-1 (4.30)
igualando (4.29) y (4.30) y despejando h??l
R = g™ 4 p n®* 4 E \ (4.31a)
33l 1 =)
donde

33 %33-1 %1
(b1 )(b +a

w
il

e . cC.f
i JJ‘l) jj ji-1 172
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+ C..
D= - (b Cl e, ) 4

(b +C )(b +a

-1 C.£f
Jj 53- -1)-8 ji~ji-1 "172

-d;)+(b,;+C,e 2)( IIH jjgjj_l)

(by+Cyep) (byy*agyfyy_3) = 344845-1 €1t

ajjejj-l(clgz

haciendo un desarrollo semejante, se obtiene que

™+t = e p2*1 4 pr P L R 5 (4.31b)
1 c o)
. . 1 2 -
'donde : .
L.+
Bl = - (byy + a55F55-0) ay »
+ ..4a..f...)=a..e.. . C.f
(by clez)(bjj 33 33-1) 255%55~1 “1%2
c, £, C..
Dl = l 2 jJ
+ +a..f. e.. . C. f
(by#Ciep) (Byy+ay555.177355%55-1 C1%2
. .g.. +a..f C.g.~d
E' = Fa(d437235953-10 % P55¥355%55-1) (€1979y)
b.+C b..+a..F.. ~a..e.. , C,f
(by+Cyey) (bjy+ayy 33-1) 855%55-1 ~1

2

n+1l . ,
El valor de hjf dado por ‘la ‘ecuacitn (4.3la) en funcién de

las h en los conectores, se susiituye en la ecuacién de con-
tinuidad (4.6) pero expresada para el conector cé. De la mis-

(ecuacién (4.3)), en la ecuacifn

ma manera el valor de h2+1

(4.6) pero referida al conector ¢, .

Lo que se quiere expresar con esto, es que en el caso de un




Algonitmo para una red 41

conducto en cuyos extremos se unen tramos conectores, este es

para el conector C.,, un conducto m, y para el conector C,, un
2 1

?;1 h'g h?+l en

diferentes ecuaciones de continuidad, o mejor dicho, en la e-

conducto i. Por eso la necesidad de sustituir h

cuacifén de continuidad '(4.6) pero expresada para diferentes

conectores.

Si esto se hace para todos los conectores y todos los conduc-
tos de una réa, se puede observar que se formaria un sistema
de ecuaciones cuyas Gnicas incégnitas serian las cotas de la

superficie libre del agua en los tramos conectores.

n+1l hn+1’
1 ¥ M4y

en los conductos que, unidos a un conector por uno de sus ex-

Es importante ver como se expresan los valores de h

tremos, no lo hacen con otro conector por medio de su extremo

restante. Es ficil obtenerlos partiendo de las relaciones ge-
nerales anteriores.

Para un conducto en cuye extremo aguas awriba entrna un hidrograma y en el

extremo aguad abajo 4e une a un conecton.

En este caso el conector Cl no existe y por ende hgil no apa-

rece en las ecuaciones, es decir a1=0.

Si esto.se aplica en la ecuaci6n (4.31la), se obtiene que
0 .

Wl - p a4 g (4.32a)

33 c,
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y de la ecuacifn (4.29)

d n+1l

h111+1 17 Cp 93 = Cpf, by

= , (4.32b)

b1 + C1 e2

Recuérdese que en este caso los valores de los coeficientes

bl’ Cl’ e, ejj—l' 9o gjj-l’ etc., no son los

mismos que los usados en las expresiones (4.31la) y (4.29). Es
necesario calcularlos para cada tipo de conducto de acuerdo a

sus condiciones de frontera.

Para un conducto cuyo extremo aguas avuiba se une a un conector y en el

extremo aguas abajo se conoce el nivel del agua a La salida (hé)'

n+l

Para este conducto, se puede sustituir hg+1 por hf en la
: ' 2

ecuacibtn (4.31b), bajo la salvedad nuevamente de que los coe-

ficientes ajj’ b d.., varfan conforme a las condicio-

..r C..
i3’ 33" "33
ciones de frontera. En este caso es necesario utilizar la

ecuacidn (3.10).

Resulta entonces qgue

n+1l n+l . n+l ‘ o '

= ' ] ' :
h, B hcl + D' he +E' 7 N ~ (4.33a)
, ' n+l
" De la ecuacibn (4.28) se puede obtener el valor de hy4

o 1 n+l
+1 d,.-c,..h®™™ - a .g.. . - a..e..
hn = a1 137 f aJJgJJ_l 33 44-1 1 (4.33b)

i b.. + a.. .
43 - i3 33 Tii-1

i S . - . .
AT X . . - . - . T s - .
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N6tese que las finicas ecuaciones que hay que sustituir en las
ecuaciones de continuidad de los respectivos conectores, son

la (4.32a) y la (4.33a).

Una vez planteado el sistema de M ecuaciones lineales, siendo
M el nfimero de conectores de la red, este se resuelve con
cualquier método convencional, -obteniéndose asi los valores

de la cota de 1a superficie del agua en los tramos conecto-
res, que sustitufdos en las ecuaciones (4.31), (4.32) y (4.33);
'éan como resultado el nivel del agua en los tramos extremos

- de los conductos (h?+1, n?tl) |

33
Para los dem&s tramos de la red, se emplea la relacién de re-
currencia de la ecuacién (4.23), y finalmente se calculan las
velocidades y los gastos partiendo de las ecuaciones (3.6),

(4.2) y (4.4).

Obsérvese, qué& sucede con la red de lé,figura 4.4 (ii), si se

aplica este método.

El sistema de ecuaciones lineales inicial queda como se mues-—
tra en la figura 4.8. Para el conducto 1 se puede obtener, de

acuerdo a la ecuacibén (4.32a), que

-hn+l n+l

g =Dy hg™ +E - (4.34)
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donde
b = - (b1+cle2)c4
1
(b1+C1e2)(b4+a4f3)—a4e3clf2
g o 24%3(C19,7d; )+ (by#Cre,) (447a,95)
1

(bl+C1e2)(b4+a4f3)-a4e3clf2

Para los conductos 2, '3 y 4, de las ecuaciones (4.31la) y

(4.31b),,5e tiene que | ' o v-' . .

ng*t =B, hg*l + D, hg*t + E, (4;35a{
ng*t = By nY*t 4 by 3t 4 By  (4.35b)
niit = B, hg*l + D, Wil 4+ B, (4;35c{‘
h?gl ~= B} h@*l + D} hgzl + E} - e . (4.35d?
nist =B, b3t + D, nit 4+ E, : | | (4.35e)
n2tt = By 05Tt + by 0 4+ By g (4.35f)

,BZ’ B3, B4, Bé, Bé, Ba, D2, D3, D4,..., se obtienen de acuerdo

a las ecuaciones (4.31a5 y (4.31b). Por ejemplo

3g g 36 _ |
2 - - .’
(b6+C6e7)(b8+a8f7) a8e7c6f7
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Por Gltimo para los conductos 5 y 6, se

utiliza la ecuacidén
(4.33a)

hi3l = B n)*1 + g

5 (4.36a)
n+l _ _, .n+1

‘Por otro lado, las ecuaciones en diferencias finitas para los

conectores son, de acuexrdo a la ec. (4.6)..

- Tramo 5
n+1 n+l | n+1l n+1 )
ag hg + a9 hyg” + b5 hg +C, h4 = dg (4.37a)
Tramo 9
n+l ' n+l ~n+1 n+l _
8,9 hyjg™ + ajg hyg” + by g ™ + Cg hg'™ = d4 (4.37b)
Tramo 14
n+1l n+l n+l n+l _
a2 P27 * P34 Byy” + Cp3 Rygo + Cyg Mg =45y (4.370)

Sustituyendo las ecs (4.34), (4.35), y (4.36) en (4.37), se ob-'

tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

n+l n+l _

(C4D1.+ aGBé + alOBé + bs)h5 + agb) hy alobéh

. - ' - [ ]
C4Ep -~ agly = a;F3
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n+l n+1l

Cq B, h‘_,}*l» + (ajg By + ajg By + Cg D, + by)hg™™ + a,. Dy hi7 =
= 4, - a19>Eé - 815 By - Cg Ey

Ci3 By HET 4 cg By 03T 4 (ay, By 4 Cy3D3+CygDy +by )y

dig = 333 Eg - c1$ Ey - C1g By

cuyas fGnicas variables son los niveles del agua en los tramos

conectores.

Después de haber obtenido este sistema de ecuaciones feducidb,
se resuelve y se continda como se indic6é anteriormente, lo cual
ya no se detallari. Solo se pretendia ejemplificar hasta la

obtencifn del anterior sistema de ecuacionesvlineales.

Lo que si es importante observar, es c6mo en este m&todo no
hay necesidad de utilizar la matriz de coeficientes del sis-
tema inicial, sino s6lo vectores. Las expresiones gque se
utilizan son todas lineales y por tanto las operaciones sbn

faciles de realizar, cuyo nﬁmero es mGltiplo del total de

tramos.




5 Aplicaciones

Para ilus;;ar el mé&todo expuesto en el capitulo anterior,

se presentan a continuacidn dos pruebas.

Se desean transitar dos avenidas en una red como la mostrada
en la figura 5.1. Los conductos son de seccibn circular b

los datos de la red se presentan en la tabla‘5.2. En la des-
carga se considera el tirante constante, algo asi como si la

descarga se realizara en un lago en donde el nivel del agua

casi no varia.

Para la primera prueba se utilizé el hidrograma de entrada
‘ﬁostrado en la figufa 5.3 con un gasto base de 20 m3/s. La
red trabajdé siempre a superficie libre. En la misma figura
5.3 se presentan los hidrogramas de salida en cuatro tramos
‘diferentes.

47 .
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En la figura 5.4 se muestra la curva Q(y) para el primer

tramo conector éguas arriba (tramo 36).

En la segunda prueba, la red estuvo trabajando a presién
durante la mayor parte del tiempo. Los resultados se mues-

tran en las figuras 5.5 y 5.6.

Para este caso se emple§ una seccidn como la de la figura
5.7, en la gque se agrega una ranura ficticia a la seccibn
de los conductos para poder seguir usando las ecuaciones
de Saint - Venant, y no cambiar a las ecuaciones dé golpe de
ariete que en el sentido estricto deberian de ser utilizadas,
ya que para flujo no permanente a presi6n deben considerarse
las propiedades eldsticas de la tuberia y la compresibilidad

agua.

En la ranura, que es bastante angosta, el volumen de agua es
despreciable comparado con el de la tuberia, por lo que se

sigue satisfaciendo la ecuacifn de continuidad.

Después de probar varios anchos de ranura, se esco§i6 0.02D
'{D es el didmetro del conducto ), como un ancho suficientemen-—
te pequefio para el cual no se tuvieran problemas de que, al
pasar el flujo de presibn a superficie libre, se dieran ti-

rantes negativos.

-‘
- [ R aa—
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Se considerf gque los conductos se llenaban a partir del valor
del tirante correspondiente a 0.94 D. Este valor es usado en

la préctica generalmente.

Si se observan las curvas que muestran los resultados de las

dos pruebas se puede decir lo siguiente:

Para cuando la red trabajf a superficie libre, los hidrogramas
de salida son mds "tendidos" y el tiempo de atraso es mayor
que para el caso en que la red trabaijb a presién. En este Gl-
timo se puede observar el cambio que presentan los hidrogra-
mas en el momento en que la tuberfa pasade trabajar a superfi-
cie libre a funcionar a presifn. Este resultado es satisfacto-
rio ya que en la realidad una red funcionando a presibn tie-

ne una mis r&dpida respuesta. Esto ée debe a que en este tipo
de flujo, la celeridad tiene un valor muy grande (que depende
de las propiedades eldsticas del material del ducto y del m&du-
lo de compresibilidad del agua), comparada con la del escurri-

miento a superficie libre.

.En las dos pruebas que se presentan se observa en los hidrogra-
mas la conservacifn de la masa. Por ejemplo, la suma de las
dreas bajo los hidrogramas de los tramos 13 y 20 (en este caso
son los v&lumenes que.circularons, da como resultado el volu-

men total gue entr6 a la red en el tiempo gue durS la avenida.

Para las curvas Q(y), en la del caso de flujo a presibén (fig
¢]
5.6), el gasto’para el cual se obtiene el tirante m&ximo,

estd muy cercano al gasto mdximo, cosa que no sucede, en la
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misma proporcidbn, en la curva Q(y) de la prueba en que s6lo
ocurre escurrimiento a superficie libre (fig. 5.4). En ge-
neral, ambas curvas difieren en su forma. Se debe'no s6lo
al tipo de flujo, sino también a la rapidez de variaci6n

%% de los hidrogramas de entrada. Esta rapidez de variacién
en el gasto respecto al tiempo es mayor en la segunda prue-

ba (%% = 0.078 m3/s/s). Para la primera prueba, su valor
es de 0.022 m>/s/s .

Por Gltimo, puede observarse cbémo en la primera prueba, el

flujo tarda mds en estabilizarse después de la avenida, que

en la segunda prueba.




6 Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un método para el tré&nsito de
aVenidas_en redes hidr&ulicas a supérficie libré, bas&ndose en
el método numérico de diferencias finitas. Se desarrolld un
procedimiento para la solucidn del sistema d& ecuaciones que
resulta de aplicar el esquema de Cruickshank - Berezowsky a
una red, y que a diferencia de la del caso. de un s6lo conduc-
bto, su matriz de coeficientes no es tridiagonal. El ahorro

en tiempo y memoria de maquina obtenido al aplicar este prol
cedimiento es bastante satisfactorio. Haber usado un método
convencional de solucidn de sistema de ecuaciones lineales,
hubiera significado realizar operaciones innecesarias. Lo
anterior no implica que se pueda desarrollar un mejor método
gue el que se ha empleado en el presente trabajo, mids aln, no

se descarta la posibilidad de usar un mé&todo gque transforme
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la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales
en una matriz en banda, no tridiagonal, reduciendo al m&ximo

el ancho de la banda.

Sin embargo, una de las ventajas que habrfa que recalcar del
procedimiento usado,  es el hecho de que s6lo emplea tres vecto-
res y no toda lIa matriz. En el caso de que pudiera reducirse
la matriz de coeficientes a una en banda, afin as! habrfa que
utilizar mds de tres vectores; se utilizarfa un nGmero de vec-

tores igual al ancho de banda.

Respecto a las pruebas que se realizaron al método, es importan-
te senalar lo siguiente basado en las experiencias que se tu-

vieron.

En primer lugar en cuanto a los casos en que se
presente_flujo a pres;én es necesario poder adecuar'este,méto—
do que estd basado en las ecuaciones b&sicas del flujo no per-
manente a superficie libre. Como se habia dicho, lo mejor pa-
ra este caso es usar las ecuaciones co:respondientes al flujb
de presibfn. Sin embargo en el tr&nsito de una avenida no se
sabe a priori, en qu€ instante de tiempo y en qué tramos de la red
pudiera ocurrir flujo a presifn. Por eso es dificil Que en
una simulacién se est& cambiando el esquema cada gue cambie el
flujo. Lo qué‘se hizo en este trabajo es lo explicado en el ca-

pitulo 5: emplear una seccifén con una ranura, como la mostrada
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en la figura 5.7.

En ese sentido, cuando se dice que es necesario adecuar el mé-
todo presentado en este trabajo al flujo a presibn,  concreta-
mente se refiere a poder obtener un ancho de la ranura y la
transicifn gradual hacia ella a partir de la seccidn real del

conducto, gue sean convenientes.-

Lo mejor serfa, con el objeto que sea poca la masa de agua con-

tenida en la ranura, que el ancho de &sta fuera muy pedquena.

Efectivamente se probaron anchos demasiado pequenios, pero cuan-
do ocurria el cambio de flujo de presibn al flujo a superficie
libre, se obtenian, para algunos de ellos, nivele§ de agua en
algunas secciones menores a la cota de la plantilla, o dicho

de otra forma, tirantes negativos.

Analicese el t&rmino en diferencias finitas que representa el

cambio de volumen ll&mese AV

Si AV es negativo y ocurre cuando sucede un- decremento en el
gasto, y el nivel del agua est& en-la ranura, entonces B" sers

igual al ancho de la ranura € vy
‘ S \

@

Hn nt+l

lav)= € — 3 d — ax
At
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El decremento de volumen por unidad de tiempo estard repre-
n+l)

sentado por un paralelepipedo de dimensionese:,(h?n- hj

y -Ax (ver figura 6.1)

Si la variacifn del gasto es grande, el valor de |AV| también
lo serd, de ahi que resulten dantidades de h9+1 menores a la
cota de la plantilla del conducto. Y serd mis probable que

esto suceda cuando e-0..

. Lo que se puéde proponer para solucionar este problema es es-
coger un valor del -ancho de la superficie libre del agua que
- resulte de la interpolacidn de su valor en el nivel de tiempo

1
n y de su valor en el nivel de tiempo n+l, y llamarlo B?+ 2.
El inconveniente ahora es el hecho de que B?+l no se conoce
y el esquema se complicarfia. Sin embargo es importante que

en una etapa posterior de este estudo se considerara.

»

Se puede sustituir lo anterior estableciendo una transici6n
que permita llegar gradualmente al ancho de la ranua, como se

muestra en la. figura 6.2

.En resumen, es necesario obtener un valor de ¢ suficientemen-

te pequefio para seguir satisfaciendo la ecuacién de continui-
8]

dad pero al mismo tiempo que sea tal, que no resulten tiran-

tes negativos cuando haya cambio de ‘flujo a presifén a flujo a

superficie libre. Después de haber probado varios anchos de

. . o ) , .
N o N - . -
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la ranura se escogid en este trabajo el valor de 0.02 D.

Respecto al valor del factor de peso Y incluido en el es-
quema.de diferencias finitas y que se encuentra comprendido
en el intervalo 0 < ¢y < 1, se ha recomendado eﬁ anteriores
trabajos que sea de 0.6. En esta ocasifn se us8 ese mismo .
valor y los resultado fueron bastante buenos. Por lo tanto
la recomendacidén se mantiene, excepto en el caso de gque ocu-~
rra un flujo a presién. Se tuvo lavexperiencia de haber ob-
tenido tirantes negativos cﬁando ocurrfa el cambio

de funcionamie;xto a presiGn a supeficie libre si se usa-
ba $ = 0.6. Lo m&s‘qonveniehte para este caso es que  sea
igual a la unidad, lo cual implica considerar que s6lo con-
tribuiria el término en el nivel de tiempo n+l en el mdme@4

tum lineal de las fuerzas de presién..

Las situaciones que se han explicado arriba tienen una re-
lacién importante con las caracteristicas de los hidrogramas
de entrada. En una de las pruebas que se realizaron a la
red mostfada en la figqg. 5.1 se utiliza un hidrograma, éue

si bien es diffcil se presente en 'la realidad, si permitid
obsérvar algunos aspectos importantes. Tal hidrograma tenia
una pendiente muy pronunciada; lo que implicaba que el pico
'(basténte'grande también) se alcanzaba en poco tiempo. Este
~hidrograma provoc6 un funcionamiento de la red de tal forma
' gque los tramos m&s cercanos a la entrada del caudal inmedia-

tamente trabajaron a presibfn, mientras:.los mds lejanos




56 Conctusdiones

prédcticamente no estaban afectados por 1la perturbacibdn que cau-
saba el cambio tan fuexrte del gasto, Entoﬁces, el hidrograma

a la salida de la red tenfa un tiempo de atraso considerable y el
gasto mdximo era pequefio, adem8s gue después de ocurrida la

avenlida, pas8 un tiempo grande antes de estabilizarse el flujo.

Un factor importante de esos resultados fue el gue lo enérgi-
co devla avenida provoc8 que los errores por interpolacién,
redondeo, etc,, predominaran respecto a los errores que consi-
’gb trae el esquema de diferencias finitas por el simple heého
de ser una aproximacién de las ecuaciones diferenciales basi-
‘cas, Debido a esto, en alguhos tramos no eran aceptables los

resultados,sobre todo respecto a la conservacifn de la masa.

Para estos casos es necesario buscar los valores de Ax y At

con los que se puedan obtener mejores resultados.

Aungue las pruebas al modelo han arrojado resultados muy sa~.
tisfactorios es importante que se siga mejorando'el mé&todo
expuesto, Se propone gque se compare con pruebas en modelos
fifsicos y mediciones en prototipo. Un estudio mds completo
debiera considerar otras condiciéﬁes de frontera, como pueden
ser vertedores, cafdas (muy frecuentes .en redes de alcantari-

llado) , estaciones de bombeo, étc.

Con las pruebas fisicas se podrfa ver también,hasta qué grado
en los tramos conectores fue correcto seguir usando la ecua-
cibén de cantidad de movimiento para flujo unidimenéional, cuan-

do estrictamente en ellos sucede un flujo en dos dimensiones

- por lo menos.

: B .. .
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TABLA 5.2 Dalos de las ProeLns red‘izagds

RURCURN IR ) SR

AX
(m)

100,
100,

100,
100,

00
o0
00

00

100,00

100,
100,
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100,
160,
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100.
100.
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100.
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100,
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100,
100,

=0,

0.

Tirante en seccidn de descarga

o0
00
Q0
Q0
0
QO
00
(a]s)
Q0
Q0
Q0
Q0
QO
00
Q0
Q0
Q0
Q0
o0
(818
on
Q0
QO
Q0
QO
Q0
00
Q0
Q0
o0
Q0
QO

At = 90 geg
Dlﬁgetro
prueba 1 prueba 2
10.0 5.0
10.0 5.0
10,0 a0
10.0 5.0
10.0 5.0
10.0 S.0
10.0 P
10.0 5.0
10.0 5.0
10,0 5.0
4.0 4.0
&.0 4.0
,P.O' 4,0

.0 4.0
J 0 4.0
2.0 4.0
=L 0 4.0
o.0 4.0
&.0 4.0
a0 4.0
2.0 4.0
2.0 4.0
ﬁ.O 4.0
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2.0 4.0
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FIB. 5.7 Uso de la vanura ficticia para la simolacién del flyjo @ presién
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