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I.- INTRODUCCION.

I.I.- INVESTIGACION DE OPERACIONES. MODELOS MATEMATI-
COS PARA TOMA DE DECISIONES Y MODELO DE PROGRA-
MACION LINEAL.

El concepto de investigacidén de operaciones ( operations -

research ) comenzd a utilizarse en Inglaterra duranta la -

segunda guerra mundial, cuando fueron organizados grupos -

interdisciplinarios de cientificos para el andlisis y solgy
cidén de problemas de estrategia militar. El1 &xito obteni-

do en el campo de operaciones militares, hizo tiempo propi
cio después de la aplicacidn de este enfoque de andlisis y

~ solucién de problemas al campo de la toma de decisiones.

A

Esta nueva disciplina I.0. ( investigacidn de operaciones )
tuvo notable impulso en los Estados Unidos, cuando GEORGE -
B. DANTZING en 1947 implementd el modelo de programacidn 1i
neal a través de la técnica de la solucidén simplex, que hoy

es uno de los modelos de mayor difusidn dentro de la I.O.

Hasta la fecha existen muchas definiciones acerca de la I.0.
pero todas ellas encierran ¢l mismo significado; se presen--

tan ahora una seric de definiciones:



T

La I.0., es la ciencia que permite encontrar las relacio--
nes o6ptimas que operen del mejor modo un sistema, dado un

objefivo:especifico.

LafI;O.'es la aplicacidn de la metodologia cientifica a --
través de modelos, primero para representar al problema --
real que se quiere resolver en un sistema y segundo para -
resolverlo. Los modelos que utiliza la I.0. son matemdti--

COs.,

En general el objetivo de la I.0. es optimizar la estructu -

ra, el funcionamiento y los resultados de los sistemas, --

por grupos interdisciplinarios.

En la hipbtesis que nuestro interés presente se halla en -

la aplicacidén de la I.0., la definiremos como:

" UN ENFOQUE CIENTIFICO PARA LA TOMA DE DECISIONES ". Es -
‘decir, como herramienta o material disponible del cual ha-

remos uso, para resolver un problema especifico.

Para el andlisis de los problemas de la I.0. se represen--
tan por medio de modelos matemdticos, cntendiéndosc simple
mente quc un modelo matemiitico, es un conjunto dc constan-
tes y variables asociadas por operaciones algebraicas, de-

tal manera que a través de una expresibén matcmitica, se es



tablece la representacidon de un fendmeno empirico.

En base a lo anteriormente expuesto, podemos concluir que
‘lh"i;d{ haygenerado un conjunto de modelos matemiticos pa
ra la formulacién de problemas empiricos especificos; asi
'comq las técnicas de solucién relativa a los modelos. Den

tro de este conjunto pueden citarse:

~-1.-  Modelos de inventario.

.,J-2Q+ Modelos de espera o modelos de'cbi§5}4  M‘
 13;- ‘Modelos de programaciéh mateméti@é;;que in-

- cluyen a su vez a:

Modelo de programacidn lineal.

Modelo de asignacidén y transporte.

“Modelo de programacidn no lineal.

Programacidn dindmica.

4. - Modelo de redes.
5.~ Modelo de simulacidn.

‘6.¢ Modelo heuristicos.

Por lo que podemos asentar que el modelo de programacidn-
lincal (P.L) es un elemento del conjunto de los modelos -

generados por la I.0.



I.2.- ESTRUCTURA DE UN MODELO MATEMATICO.

El modelo matemdtico en su forma mis simple, estd consti-
tuido por un conjunto de: CONSTANTES (denominadas pardme-
tros) y VARIABLES (varialbes de decisidn), asociadas o --
agrupadas por operadores algebridicos, de tal forma que a-
través de una expresidn algebrdica se establece la repre-

sentacidén de un fendmeno empirico.

a) VARIABLES DE DECISION Y PARAMETROS.
Donde las variables de decisién se consideran 7;
las inc6gnitas que deben ser determinadas en la-
solucidén del modelo y los parimetros, representan
. los datos gonocidos ( denominados variables con--

trolables ).

Variables de decisin: "X,", §=1,2,3...n
'Parémetros; "Cj;‘ai;j’bi" i=1,2,3...m
o 3=1,2,3...n

*b) FUNCION OBJETIVO.
Establecer el criterio bdsico en funcién del cual
deberd obtenerse la solucién del modelo. Dentro--
de este aspecto, cl criterio simplemente es de --

maximizacidén o minimizacion.



Funcién objetivo "Z"

Optimizar: ( Maximizar o minimizar ) Z

RESTRICCIONES.

Las restricciones constituidas porllas limitaciones
bajo las cuales se deducird la solucién del modelo.
Se utilizan algunas " desigualdades " para expresar
el hecho de que algunas variables controlables o to

das, solamente pueden manejarse dentro de ciertos -

limites.

- 3.1.- CONJUNTO DE RESTRICCIONES

n
. =
i=1I ai,j Xj E'b1
n
=1 . . X, b
1 all’J 3 Z
n
=
= . . X. =D
1=1 al,J ; 3

3.2.; CONDICION DE LAS VARIABLES,

ij 0 j=1,2,3...n

Con la principal caracteristica que todas --
las relacionecs albegrdicas postuladas son 1i

neales,



II.- PROCESO DE FORMULACION Y PLANTEO DE PROBLEMAS MEDIANTE EL MODELO -
DE PROGRAMACION LINEAL.

:2.1.~ EL MODELO DE PROGRAMACION LINEAL.

El moaelo de la programacidén lineal lo podemos conside-
rar como la aplicacién de técnicas en la bfisqueda para-
optimizar ( maximizar o minimizar ) una funcidén objeti-
vo, matemdticamente el modelo de programacidén lineal es

t4 constituido por los siguientes elementos:

1.- Funcidén objetivo: maximizar o minimizar Z

2= % C. X. Cg=
BE LRSS 3=1,2,3... n

"ZL- Conjunto de restricciones: Optimizar la funcién ob-

jetivo sujeto a las relaciones:

$ oa5,; X =by J=1,2,3...n

J=1,2,3... n
Y 1a condicidn que: xJQ >0  j=1,2,3...n
donde: Xj= Variables de decisidon ( incégnitas del -
problema ).
C.= Coeficientes de la funcidn objetivo ( benefi-
cios o costos unitarios ) (datos).
a. .=Coeficientes del sistema de restricciones - -
(Coeficicntes de insumo/producto) (datos).
bi= Términos constantes del sistéﬁa de restriccio-
nes (recursos, nccesidades, oportunidades ).

( datos ).



3.~ Y la condicién de que:

X120, X,Z0,... X Z 0

- E1 conjunto de restricciones estdn constituidos -
- generalmente por inecuaciones, asi como por ecua-
ciones, En resumen el modelo de programacién 1i-

neal estd constituido por:

Una funcidn objetivo lineal sujeta a optimiza-

cidén.

=

‘Conjunto de restricciones lineales, postulada-

por inecuaciones o ecuaciones,
 ?3.{'Copdici6n'de las variables: No negétivas;
Siendo todas las relaciones matemidticas expuestas- _
lineales ( requisito fundamental al referirnos al-
modelo de programacidén lineal ), por lo que todo -
problema que pueda representarse bajo estas carac-

teristicas es un modelo de programacidn lineal.

. 2,2-.-PROCESO DE FORMULACION Y PLANTEO DE UN PROBLEMA COMQ --
MODELO DE PROGRAMACION LINEAL.

Denominaremos proceso debido a que propondremos un pro-

cedimiento bdsico para el plantco.

1.~ TFormulacidn de la informacidn relacionada con ¢l -

problema, cxposicidn de los datos generales.




2.- Andlisis de la informacién; establecimiento del --
criterio de optimizacidn, maximizacién o minimiza-

cioén,

""?i3}?, Definici6n d§‘las;variables de decisién Xj.

”? FQrmﬁ1aci6n de‘la,funcién objetivo;"*“

~Formulacidn de las restricciones.

6.- Expecificaci6n de la condicién de no negatividad -

. de las variables.,

Este'procedimientolbésico‘y general,:ahpliédo'én forma-
sistemdtica se desarrolla en la figura 2.I., en la cual
se enfatiza en la verificacién de la postulacién de la-
funcidn objetivo y restricciones mediante un anéiisis -
‘dimensional, que simplemente dird si la exprésién mate -

mdtica tiene validez racional,




DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROCESO DE FORMULACION Y PLANTEO DE
UN PROBLEMA COMO MODELO DE PROGRAMACION LINEAL

<

FORMUIACION DATOS PROBLIMA

3

ANALISIS DE 1AS CARACTERISTICAS BASICAS DEL PROBLIMA

BUSCAR OTRO
MODELO

VARTABLES DE

MINIMIZACION | DECISION:

OPTIMIZACION INSUMOS

~NO—

MAXIMIZACTON

VARIABIES DE DECISION: PRODUCTOS

&

FORMULACICN F.0. ANALISIS DIMENSIONAL

SATISFACTORIO

FORMUIACION DI: CADA UNA DE IAS RESTRICCIONES

ANALISIS DIMENSTONAL

NQ

SATISFACTORIO

CONDICION NO NECATIVIDAD VARIABIES

SOLUC TON

10.
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.2.3.- APLICACION DEL PROCESO DE PLANTEO.

EJEMPLO No. 1.- " FUNDICION ACERIA "

Formulacidén datos del problema,

Aceria tiene la posibilidad de producir acero al carbg

no y'acero aleado. Su capacidad total es de 10,000 to
- neladas mensuales. El gerente de ventas estima que el

periodo actual es de baja coyuntura y que no se pueden

Vender mds que 5,000 toneladas mensuales de acero alea

do u 8,000 toneladas al mes, de acero al carbono.

‘La politica de la empresa es de no aumentar los stoéks;
por lo tanfo, deberd limitar su produccisn a 5,000 tong
ladas al mes de acero aleado y a 8,000 toncladas de ace

ro al carbono.

El acero al carbono se vende a 8,000 §/t y el acero alea
do a 12,000 $/t. El costo directo de estos aceros, ¢s-
decir sin contar los gasfos generales, tal como ha sido
calculado por el Departamento de Contabilidad de costos,
se cleva a 6,000 $/t para cl acero al carbono y a 8,500
$/t para ¢l acero aleado, por lo tanto, la contribucién

unitaria a los bencficios es:

2,000 §$/t para acero al carbono.,

3,500 $/¢ para acero alcado.



Anédlisis del problema:

La observacidén de la informacidn presentada, deja en--
trever que se requiere determinar qué programa de fa--
bricacidn debe adoptar la empresa. Esquemidticamente se

plantea, ( Fig. 2.2.).

Sistema fabricacidn Mercado maximo

© Arrabio Capacidad A.Carbono 8,000 t/mes.
10,000 t/mes. A. Aleado _ |Mercado méximo

5,000 t/mes

Fig. 2.2. Esquema grafico del ejemplo No. 1.

" Es dbcir, qué cantidad deberd pfoducirse de cada uno de los pro--
ductos de tal manera de obtener el mayor beneficio mensual para--

la compaiiia.
Variables de decisidn:

' X1= Toneladas de acero al carbono a producir por mes (t/mes).

X,= Toneladas acero aleado a producir por mes (t/mes).

Es importante observar que las variables estdn definidas en t/mes,
debido a que la capacidad de planta y las condiciones de mercado-

se refieren al periodo mensual,



Funcién objetivo.

Maximizar el beneficio deducido por la produccién y venta

de ambos productos.

$B
t.a.c.

t.a.a.
2 [mcs ]

Maximizar: 2=2,000 [<=2—] X, [E:2:€143,500 [ 2B $B 5y

t.a.a,

2=2,000 X; [-L2- $m£s ] + 3,500 X, [_ﬁgg_,]

Z = (2,000 xI'+ 3,500 X,) [—%5§-]

La funcién Z=f (XI,‘XZ) es de benéficioé y:ée'demostré que
dimensionalmente es compactible la suma de los términos 2,000
(beneficio por la produccidén y venta de X t/mes de acero‘

al carbono) y 3,500 X2 (beneficio de la produCC16n y venta -

de X2 t/mes de acero aleado)
Restricciones.

1.F La capacidad de produccién limitada a 10,000 t/mes.

2.- El1 mercado potencial de acero al carbono limitado en el

periodo actual a 8,000 t/mes.

3.- E1 mercado potcncial de acero aleado limitado a un mixi-

mo de 5,000 t/mes.



Restriccidn capacidad planta,

Aclaramos en este caso, que si la capacidad de la planta -
esta limitada a 10,000 t/mes, ambos productos utilizarén 1 -

tonelada de capacidad por tonelada de producto fabricado.

mes mes t.a.a.

t.a.a.y < t. cap.
2 [ mes ] - 10,000 [ mes ]

t. cap. t. cap., < t. cap.
' XI [ mes 1+ X2 [ mes ] 10,000 mes ]

t. cap.y < t. cap.
xI‘+ X2 [ mes ] = 10,000 { mes ]

E1l primer miembré de la inecuacién ﬁlanteada (verificada -
dimensionalnente) establece la capacidad de fabricacién utili
zada para la produccién de ambos productos, el segundo miem-
bro establece la capacidad total disponible.

Ahora el signo de desigualdad " = (menor o igual que) eé
tablece que la capacidad utilizada podré ser menor que la to
tal disponible, implicando también que la capacidad utiliza-

da podréd ser igual a la total disponible.

En el caso de que esta restriccidn se postulard como Xy +
X2 = 10,000, esto implicaria quec necesariamente la fabrica--
cibén de ambos productos debe consumir la totalidad de la ca-
pacidad. Dec hecho simplemente se deseca mostrar la diferen--

cia conceptual centre un signo de desigualdad y una igualdad.
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Restriccibén mercado acero al carbono.

La produccibén mensual de acero al carbono, esta limitado -
por la demanda que se halla fijada en 8,000 t/mes, pero en -
este caso nos referimos a una relacibén dada por una tonelada
de acero al carbono demandada es equivalqnte a una tonelada
de acero al carbono producida, para dar una idea clara a la

formulacibén de restriccibn, esto es:

t.a.c. demandada t.a.c., < t.a.c. demandada
I [t.a.c. producida] XI [ mes J = 8,000 [ mes ]

[t.a.c. demandada] < 8,000 [t.a.c. demandada]

xI mes mes

X; = 8,000

- Basicamente lo que se buécaba postular con esta restriccién
era simplemente el hecho que la produccibén de acero al carbo
no deberia ajustarse a las condiciones de su mercado, es de-
cir, su produccibén no sobrepasari el nivel de demanda y al -
establecer el signo de desigualdad " = ", indica que la pro-
duccibén podrd satisfacer en parte (=) o totalmente (=) la -

demanda.
Restriccidn mercado acero alcado.

Bajo los mismos argumentos de la restriccibn anterior, la

produccibén mensual de acero alcado esta postulada por:



X, — 5,000
Condicidn . de las variables.
Las variables de decisidn en este caso implican niveles de
produccién y por la interpretacién racional del mismo proble
ma no podriamos hablar de niveles negativos de produccidn en

este caso deberidn ser no negativos.

[ Z 0 (podemos producir cero t.a.c. o més)

> > (podemos producir cero t.a.a. o més)
Resumiendo: E1 modelo matemético del problemas ser:

1.- Funcién objetivo: Z = 2,000 X; *+ 3,500 X,

2.- Sujeto a las restricciones:

1A

Capacidad productiva mensual Xl + X2 10,000

A

Mercado del acero al carbono Xl 8,000

A

Mercado del acero aleado X 5,000

2

3.- Condicién de las variables: Xy Zos X, z

0
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EJEMPLO No. 2.- "PROBLEMA MINERIA"

La compafiia minera, opera dos minas de carbén de picdra --
con diferentes capacidades de produccibén. La gerencia de la
compafiia tiene los 'siguientes datos acerca de la produccién

‘diaria en toneladas:

CALIDAD CARBON DE PIEDRA MINA "A" MINA "B"

Alta Calidad . 8 2
Calidad Mediana 3 - 3
Calidad Baja 4 100

.Esta compafiia ha firmado'ﬁh acUerdé'éoh unaxplénta.dékace-'
ro, para proporcionar semanalmente un minimo de 44 toneladas
de carbén de piedra de alta calidad,'so toneladas de calidad
mediana y 64 toneladas de carbbdn de calidad baja. EI1 costo
directo de operacién de la mina "A" es de § 120 y de la mina

"B'" § 160 por dia.
Anélisis del problema.

En base a los datos del problema expuesto, podemos plantear-
lo en términos de determinar el plan éptimo de explotacidn
de ambas minas, satisfaciendo los requerimientos del acuerdo
de tal menera de minimizar los costos de operacién deducidos

por el plan.
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variables de decisidn.

En base a que los costos de produccidn estén establecidos
por dia, el plan de explotacidn se determinard en funcién --
del nlmero de dias de operacibén de cada mina. Entonces las

variables de decisibn las definimos:

>
it

1 No. de dias de operacibén mina "A"/semana.

>
f

5 No. de dias de operacién mina "B"/semana.

Funcién objetivo.

Minimizacién de la funcibn de costos de operacién de sema-

na.
- ) $ Dy ien c $ D
Minimizar Z = 120 [~ﬁ~] XI [egf]u+ 160 [~5f] X2 [‘§"]
Z = 120 XI,+ 160'X2 [”§‘]
Restricciones.

Restricciones entrega semanal carbén piedra alta calidad

8 ) Xp L) 2 I X
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Restriccidn entrega semanal carbédn piedra calidad mediana

5 () X I=g) + 3 o] X, () 230 [

Restriccién entrega semanal carbébn calidad"baja

S w0, 2 2 e

40X+ 10 X. = 64

2

Condicién de las variables.

No se interpretarén valores_neéapiyos;para'Las-variables
de decisibn. ‘
> SV

Resumiendo el planteo del ejémpib No. 2, tendriamos:

120 X

Minimizar 2 = 1,+‘16QMxél;f
Sujeto é: |
8 X, + 20X, Z 44
3 X; +3X, =30
4 X; + 10 X, = 64
> >

Condicidn variable: XI 0; .Xz 0.



ITT.- EJEMPLO DE APLICACION DE LA PROGRAMACION LINEAL.

3.1.- "MEZCLA DE ALIMENTOS"

Una granja avicola desca formular una dicta para pollos.
Supongase QUe el lote diario requerido de la mezcla sean 100

libras. La dieta debe contener:

1.- Al menos 0.8% pero no mis de 1.2%,de*¢a1cio.
2.- Al menos 22% de proteinas.

3.- A lo mas 5% de fibras crudas.

“Suponga ademis, que los principaies ingredientes utiliza--
dos incluyen maiz, 'soya y ‘caliza (carbonato de calcio), el -

contenido nutritivo de estos ingredientes se resumen a conti

ﬁuacién:

Libras por libras de ingrediente
INGREDIENTE CALCIO PROTEINA FIBRA COS??Béi) POR
PIEDRA CALTZA 0.380 0.00 0.00 0.0164
MAIZ 0.001 0.09 0.02 0.0463

ALIMENTO SOYA 0.002 0.50 0.08 0.1250




PLANTEO DEL PROBLEMA,

Variables de decisibn:

XI = Contenido en libras de
Xz = Contenido en libras de
X3 = Contenido en libras de

Funcién'objetivo.

+

Minimizar Z = 0.0164 X

21.

caliza.
maiz.

soya.

;0463'X2 + Oﬂ;ZSQjX§,gi'
Sujeto a:
(1) Xp + X, * Xg = 100 |
(2) 0.380 X; + 0,001 X, + 0.002 X; = (0.012) (100)
(3) 0.380 X  * 0.001 X, + 0.002 X; Z (0.08) (100)
(4) 0.09 X, + 0.50 X, Z (0.22) (100)
(5) 0.02 X, + 0.08 X, = (0.05) (100)

Restricciones:

(1)

E1l tamafio del 1lote.

(2), (3) Especifican los requerimientos

calcio.

midximos y minimos de

(4) " Demanda minima de proteina.

(5) Estipula nccesidad maxima de fibra

cruda. s
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3.2.- EJEMPLO "AVIACION"

Supongamos que una'linea aérea considera la compra de avio
nes de pasajeros; los avios cubrirén distancias largas, me--
dianas y cortas y serdn del tipo A, B. y C,.respectivamente.
El precio por cada avibén de tipo A es de § 6'700,000.00, por
cada avibén del tipo B es de $ 5'000,000.00 y § 3'500,000.00
por el avién del tipo C, los directores de la chpaﬁia auto-

rizaron un miximo de § 150 millones de esas compras.

‘Se estima que estos aviones se utlllzarén a méx1ma capaci
dad y que las ganancnw por cada tlpo de - av16n serlan de - -
$ 420,000 por cada avién del t1po A, § 300 000 por el tlpo B
y § 230, 000 por el tipo C.

Se calcula que habré suficientes pilotos entrenados para
volar 30 aviones nuevos, si se compran aviones de tipo C so-
lamente, el equipo y personal de mantenimiento actual podrian

mantener sbélo 40 aviones nuevos.

Sin ambargo, cada avidén de tipo B equivale a 4/3 de tipo
A, y cada avidn de tipo C equivale a 5/3 de tipo A en lo que
respecta al uso requerido de equipo y personal de mantenimien-

to.
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PLANTEO DEL PROBLEMA,

Variables de decisibn.

~
]

1 No. de aviones de tipo A comprados.

~
]

5 No. de aviones de tipo B comprados.

el
i

3 No. de aviones de tipo C comprados.

Funcién objetivo.

Maximizar Z = .42’Xi;¥.§OX'?+ .23 X

Sujeto a: -

I
et
o
o

2

(2) "_,Xi_+ Xé + X3

3

(1) 6.7 X; + 5.0 X, + 3.5 X

A

30

(A

40

Restricciones:

(1) Limitacidn econdmica.
(2) Disponibilidad de pilotos.

(3) Limitaciones de equipo y personal de mantenimiento.
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3.3.- EJEMPLO "PRODUCCION"

Una compafiia produce vdlvulas y pistones. Ambos produc--
tos deben ser maquinados en un torno y luego en una miquina
lijadora. Los pistones, ademids, deben pulirse. Cada vélvu-

la y cada pistbén requieren una cierta cantidad de acero.

La siguiente tabla resume las cantidades de cada recurso
usado en la manufactura de cada vilvula y de cada pistén, --
asi como la utilidad por cada producto y el total de cada re

curso disponible en unidades/semana.

La companla desea determlnar 1os valores de las” varlables
de decisibn (nGmero de Vélvulas y pistones que maximizan 1la
utilidad, sujetandose a las restricciones de hr/méquinas y

1b. de acero).

TORNO LIJADO PULIDO ACERO $/UTIL

hr. hr. hr. 1b. UNIDAD.
CADA VALVULA REQUIERE 1.0 0.3 0.0 1.0 3
CADA PISTON REQUIERE 1.5 0.5 0.5 1.0 4
RECURSOS DISPONIBLES 750 300 200 600

(unidades/semana)



25,

PLANTEO DEL PROBLEMA.

Variables de decisidn.

><.
H]

I Vilvula/semana.

b
it

2 Pistdn/semana.

Funcién objetivoﬁj*'

Maximizar Z % $5}5

Sujeto a:
(1) 1.0 xI‘+ 1.5 X
(2) o.s'xI + 0.5 X

= 750 .
<

300

IA
)
=
o

(3) 0.0 X, + 0.5 X,

(4) 1.0 X; *+ 1.0 X,

(5) Xp» X, Z

1A
o
o
=

Restricciones:

(1) Restriccidén departamento torno.
. (2) Restriccidn departamento lijado.
(3) Restriccidn departamento pulido.
(4) Restriccidn acero.

(5) Condicibén no negatividad.
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3.4.- LEJEMPLO "TRANSPORTE"

Una compaiiia constructora, exblota dos tipos de minerales
de cobre~6xidos y sulfuros. El mineral de éxido que se en--
cuentra en él fondo del tajo debe ser acerreado utilizando -
camiones de 85 toneladas debido a la pendiente adversa en el
terreno, el mineral de sulfuro que se encuéntra en la parte

superior del tajo, es acarrcado utilizando camiones de 40 to

neladas.,

La mina debe producir al menos 4;000 toneladas de mineral
combinado por turno. Un camién de 85 toneladas acarrea 1,000
toneladas/turno y un camién de 40 toneladas acarrea 500 tong
1adas/£urno.'Lé coﬁpaﬁia esta réstripgida'financiéramente, .
asi que los cargos de depreciacidn por hora por el uso de to
dos los camiones no pueden excederse-de 36 $/hora y los cos-
tos de operacidn por hora (sin depreciacidén) no pueden exce-
derse de 54 $/hora. El cargo de depreciacidén por hora y el -
costo de operacidn para un camidén de 85 toneladas son respec
tivamente 9 §/hora y mientras que para aquellos de 40 tonela

das son 4 §$/hora y 8 $/hora.

Si la compafiia puede obtener una utilidad de $150 por tur

no de un camidén de 85 toneladas y § 100 por un turno de ca--
v’ s ) . 2 .
miéon de 40 toneladas, ;Cuantos turnos de cada,camion debe uti
lizarse para poder satisfacer los requerimientos necesarios,

al mismo tiempo quc se¢ maximize la utilidad?



PLANTEO DEL PROBLEMA.

Variables de decisibn:

X1'5 No} de turnos de camién de 85 toneladas.
Xz fiN@} de turnos de camién de 40 toneladas.
Funcién objetivo.

Maximizar 2 ='150¥Xi?+5i§:éX23,?“4 *7

Sujeto a:

(1) 1,000 X, + 500 X, Z 4,000
2 9 xi'+ 8 X, = 54 L
(3) 9 Xl + 4 XZ = 36 ‘

v

(4) Xl’ XZ 0.

Restricciones:

(1) Requerimiento de producciébn
(2) Requerimicnto costos de operacién
(3) Requerimiento cargos de depreciacidn.

(4) Condicidén no negatividad de las variables.

27.
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PLANTEO DEL PROBLEMA.

'?Variables de decisibn:

E;Xi Nb; de turnos de camién de 85 toneladas.

i

ffxzf No. de turnos de camifén de 40 toneladas.
" 3Funci6n.objetivo.

Maximizar Z = 150 X; + 100 X,

Sujeto a:

(1) 1,000 X, +

e
o .
Ov
x .
o
o
-
(e}

B

IA

ig# 8‘X2

4 X, %x,Z0

1A
Ry
o

v

Restricciones:

(1) Requerimiento de produccibn
(2) Requerimiento costos de operacidn
(3) Requerimicento cargos de depreciacidn.

" (4) Condicibn no negatividad de las variables.
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IV.- DETERMINACION E INTERPRETACION DE LA SOLUCION OPTIl\iA DE
UN PROCESO DE PROGRAMACION LINEAL.

PROCEDIMIENTO GRATFICO.

4.1.-PROCESO BASICO DE BUSQUEDA DE LA SOLUCION OPTIMA DE UN -
MODELO DE PROGRAMACION LINEAL.

~ CONJUNTO DE REST RICCIONES Y CONDICION DE LAS
VARIABLES

DETERMINAN

o &

| uN CQNJUNTO DE SOLUCIONES DENOMINADO:
ESPACIO DE SOLUCIONES FACTIBLES. -

SEA X=X,
X, UNA SOLUCION

Xy

DE ESTE ESPACIO

v

SE EVALUA 1A F.O0. "Z" PARA LA SOL. X

SE VA EN BUSCA DE OIRA _;I_O

A

OPTIMA

SOIUCION X ™~

ESPECTFICAR E IN'I'JiRPRJ i’k M{ LA 50 l OPTIMA

Fig. 4.1.- PROCESO BASICO DE BUSQUEDA DE UNA SOLUCION OPTIMA EN
PROGRAMACTON LINEAL.
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El procedimiento grdfico no es un método prictico para solu-
cionar programas lineales, ya que generalmente los problemas

incluyen gran ndmero de variables,

El proceso gréfico tiene aplicacién préctica cuando hay dos-
variables, con tres variables es posible, pero mis laborioso,

su aplicacidn para més‘de tres es imposible,

La idea del método grdfico es dibujar el espacio de solucio-
nes factibles, el cual se define como: El espacio encerrado-
“por el conjunto de restricciones y la condicién de las varia -

bles.

4.2.- PROCESO GRAFICO PARA LA DETERMINACION DE LA SOLUCION-
" OPTIMA. | |

Para la explicacidn del método grédfico se considera el ejem-
plo No. 1, postulado por: Maximizar Z=2,000 X1+3,500 Xz.
Sujeto a las restricciones:

(1) Capacidad productiva X;+X, =10,000

(2) Mercado A. al carbono X, = 8,000

(3) Mercado A. aleado X, =5,000

(4) Condicidn variables X, Z0

(5) Condicidn variables X, E;O ‘
Donde: |

X1 y X, son volGmenes a producir por mes de acero al carbono--

'y acero aleado respectivamente,
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PRIMER PASO:
Representacién de cada restriccibén en un plano ca?fééiano,

representaremos grificamente una a una cada restriccién.

Primero haremos la representacién de las restricciones (4)
y (5), ambas relaciones implican que los valores X1 y XZ de-
ben ser no negativos, ©s decir considerar Gnicamente los pun

tos del plano cartesiano en su primer cuadrante.

X, (10§Vt/mes) | ‘l , | .l~ |
| 8 -Los puntos deleste>¥——_¥———
6_«cuaernte satisfaéen-_————
4 rla condicién A y é-*———————
2 '
0

0 2 4 6 8 10 X (105 t/mes)
Fig. 4.2.- Representacibén de la restriccibén 4 y 5
Representacién de la restriccidn (1).

Sea la inecuacidn X; * X, =< 10,000 a representarse y el -

procedimiento a seguir seri:



a).- Transformar la inecuacién en una ecuacidn.

X, + X, = 10,000 (ecuacibén de una linea recta).

b).- Determinar dos puntos que satisfacen la eccuacién.

En Xl + X2

= 10,000;
- 'Si,xl;: O; entonces X, = 10,000 y -
 ij~g tenémbsﬁunapunto;cuyas_coordenadas

on’ | 27
¢ (0,10,000).

-=:10,000) o simplemen-

""‘SifX2 ¥:O}~entqnces X; = 10,000 y el

?jﬁﬁhtb Séré’(lO,QOO;O) y”tendremos'dé -
gsté forma dds phntos'dé la recta

.Xl + X2 = 10,000, que son (0, 10,000)y

(10,000, 0) y su representacibn serd:

X, (10° t/mes)

|0\‘P(O.IO) -" ,
Todos los puntos de esta linea

satisfacen a Xl + X2 = 10,000

P(10,0).
< X4 (103t/mes)

" Fig. 4.3.- Representacién de la restriccibn 1.
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c).- Determinar puntos que satisfacen una inecuacibén.

. x

El punto P, = (2, ooo 2,000) satisface X , 10,000 2

1

Sustituyendo las cbordenadas del punto Pl en la inecuacién

tenenos:
&

= 10,000

4,000 = 10,000

2,000 + 2,000

Que constituye una proposicién verdadera luego el puhto

(2,000, 2,000) satisface X, + X; = 10,000; esto es 1a. 14-

1 2
nea X1 + X = 10, 000 se desplazara paralelamente en d1recc16n
del punto P1 y todos los puntos que toque en este recorrido
safisfacern la inecuacién X1 + X2 < 10,000,

Esto grdficamente seria:

4

X, (103”t/mes)

A

Fig. 4.4.- Direccién de desplazamicento de la linea Kl X2 = 10,000
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Una forma prictica para determinar la direccién del desplaza-
miento de una linea, y de esta forma establecer los puntos --
que satisfacen una inecuacidén, es la de observar si las coor-
denadas del origen del plano coordenado satisfacen o no la --

proposicidén-de la inccuacidn.

Para X; + X, =10,000 sustituimos las coordenadas del origen -
¢
(0,0), lo cual tendriamos:
| 0 + 0 =10,000

0 <10, 000

Proposicién verdadera y el desplazamiento de la recta X, *+ X,®
10,000 serd en la direccién'él origen. Si 1la pfoposicién‘fue—'

ra falsa, el desplazamiento seria contraria al origen.

d).- Conjunto de puntos que satisfacen mds de una condicibn -

simultinea.

Si ahora representamos las condiciones 1, 4 y 5 en un mismo -

plano: 3 ﬂ}l\
X2(10-t/mcs) B

ENEEREER J - X, (107t /nes)
7 4 1) F; 0

Fig, 4.5.- Avea #Conjunto de puntos que satisfacen simultincamente las
: condiciones 1, 4y 5,
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Representacién de la restricciodn 2.

La condicién 2 es X, 8,000 siguiendo el procedimiento expues-

to para la restricci6én 1 tenemos:

a) X4 = 8,000 |

b) X, . = 8,000 es la ecuaci6n de una linea recta vertical-
que ﬁaSa por el punto ( 8,000 , 0 )

c) En X, = =8,000 sustituimos (0,0) y tendremos : 0 =8,000 y

1
la recta X1= 8,000, se desplazard en direccidn al origen.

d) Ahora el espacio determinado por las condiciones 1, 2, 4 y-

5 sera:

| ¢
X2(103~t'/meS)'° AN
8

6

X1(103t/mes)

~N
KN
L2
fae]

%o

Fig. 4.6.- Area g+ conjunto de puntos que satisfacen simultfineca-

mente las condiciones 1, 2, 4y 5.
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Representacibén de la restriccién 3.

La condiciénf@ es”xz ? 5;@001 l;;'f,”“‘

a) X
b) X

, = 5,000

n

) ‘5;00  ecuacién de una linea horizontal que pasg;bér
" el punto (0, 5,000) E

c) En X2 = 5,000 Sustituimos (0,0) y obtenemos:
0= 5,000 y la recta X, = 5,000 se desplazard en direccién
al origen.

d) Representada la condicién 3 cqnjuhtamente con 1,2;4 y 5 -

obtendremos un 4rea que satisfacerd todas y cada una de -

‘las restricciones:
SEGUNDO PASO.
Determinacién del plano de soluciones factibles.

X2 (103 t/mes)

ﬂ\QT @

10
8 4
61 ; '
¥ p -® .
| . \
y X (10°t/mes)

2 4 6 d 10
- o] ®
Fig. 4.7.- Plano de soluciones factibles.
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El plano de soluciones factibles (o espacio de soluciones
factibles) constituye el conjunto de puntos que satisfacen -
la totalidad de las restricciones, asi como la condicibn de

signo de las variables.

Como se puede ver en la figura 4.7., el conjunto de puntos
que satisfacen las restricciones en nfmero es infinito,es de
cir, que hay gran nﬁmé}o de soluciones factibles. Ahora, con
rglacién al espacio de soluciones factibles de un modelo de
programacién lineal, expondremos un importante teorema bési-

co en la solucidén del modelo de programacidn lineal.

TEOREMA i.- El conjunto de solﬂciﬁnes que éaﬁisfécen todas
las restricciones de un modelo de programacibn
lineal, es un espacio convexo (o plano convexo,
cuando tenemos Gnicamente dos variables de desi

cibn).

NO CONVEXOS CONVEXOS

Fig. 4.8.- Planos no convexos y convexos.
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TERCER PASO.

Determinacidn de los puntos cxtremos del plano.

TEOREMA II.- En los puntos extremos del plano de soluciones --

"Factibles, se hallan las mejores soluciones.

Aplicando el teorema II, identificamos sobre el plano de solu-
¢

ciones factibles del ejemplo I, los puntos extremos o vértices

A, B, C, D, E y sabemos que en ellos se hallan las mejores so-

luciones.

X, (103 t/mes)

A
N «®
8-»
6
B(0, 5) c(5,5) ®
v 4 v
2 D(8,2)
afolo) | [Et|sa) R .
0 2 4 6 8 |&T>C) xq (107 t/mes)
‘—‘ .
‘Fig. 4.9.- Identificacidn de los puntos extremos del plano con

VeXo.
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CUARTO PASO.

Evaluar cada uno de los puntos extremos cn la funcidn objetivo.

Al evaluar cada punto extremo en la funcifn objetivo, simplemen
te sustituimos sus coordenadas en la expresidn de la funcidén ob

PUNTO EXTREMO|  COORDENADAS SUSTITUCION EN Z VALOR "Z'
(VERTICE) X, X, Z=2,000 X,+3,500 X, (MILLONES DE $)
A 0 0 2,000(0)+3,500(0) 0.0
B 0 5,000 ¢ 2,000(0)+3,500(5,000) : 17.5
'C 5,000 5,000 2,000(5,000)+3,500(5,000) 27.5
D 8,000 2,000 - 2,000(8,000)+3,500(2,000) 23.0
E 8,000 0 2,000(8,000)+3,500(0) 16.0

CUADRO 4.1.- Evaluacién puntos extremos en la funcién 'z".

Observando los +valores de la columna -Z en .el cuadro 4.1., - La
funcidén objetivo Z toma su midximo valor en el punto extremc "C'" -
donde X;=5,000; X,=5,000 y de esta forma deducimos que la solu-

cidén o6ptima del modelo se halla en el vértice '"C".

QUINTO PASO.

Especificacidén de la solucién del modelo en los términos inter-

pretativos planteados;

Solucién 6ptima del problema.

Programa de fabricacidn de aceria.
Producir: X; =5,000 toneladas acero al carbono / mes.

X, =5,000 toncladas accro alcado / mes.

Para obtener una ganancia mixima de Z= 27.5 millones / mes,
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RESUMEN DEL PROCESO GRAFICO DE SOLUCION DEL MODELO DE PROGRAMA
CION LINEAL. e

1.- En un plano cartesiano representar cada una de las res-
tricciones.
B 4

2.- Determinar el plano de soluciones factibles.

3.~ Determinar los puntbs:extremos del plano de soluciones -

factibles.

4.- Evaluar la funcidén objetivo para cada uno de los puntos
extremos y seleccionar como punto extremo Sptimo aquel--

para el cual la funcién objetivo'tome su valor 6ptimo.

5.~ Especificar la soluci6n en los términos interpretativos

planteados.
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V.- PROCESO DE SOLUCION ALGEBRAICA E INTERPRETACION DE SQLU-
CIONES.

Desarrollaremos un proceso a seguir para la solucibén al-

gebraica:

PRIMER PASO: Formular el modelo matémético.

SEGUNDO PASO: Formular las restricciones (excepto condicién
variables), como igualdades, mediante la intro

duccibén de variables de holgura.

TERCER PASO: Resolver un sistema de ecuaciones, de‘ﬁ ecuacio

nes y n incbégnitas, donde m<n.
CUARTO PASO: Determinar'las soluciones bisicas factibles.

QUINTO PASO: Evaluacibn de las soluciones bééicas factibles

en la funcién objetivo.

SEXTO PASO: Especificacién de la solucibn bdsica bptima del

modelo en lostérminos interpretativos planteados.

Para la explicacibn de este procedimiento lo haremos a través

del ejemplo No. 1.
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PRIMER PASO: Formular el modelo matemitico.

El modelo matemitico del ejemplo No. 1 se formulaba como:

Maximizar Z = 2,000 X, + 3,500 X

1 2
Sujecto a:
(1) Xy + X, = 10,000
(2) X, = 8,000
3 X, = 5,000

Condicién variables X4 Z 0; X, Z0

El conjunto de restricciones del modelo esta formado co-
mo un sistema de inecuaciones, completindose con la condicibn

de variables.

SEGUNDO PASO: Formular las restricciones (excepto condicién
variables) como igualdades, mediante la intro-

duccibén de variables de holgura.

. La transformacién de un sistema de inecuaciones a ecua--
ciones se logra mediante la introduccidbn de variables nuevas
diferentes a Xl y XZ' Estas nuevas variables se conocen -
como variables de holgura, y sc suman si la rcstriccién ¢s -

( =) o se restan si la restriccibn es ( = ).
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Sea el sistema transformado:

Capacidad productiva. (1) X1@+1‘

Mercado A. carbono. (2) Xif;,,
Mercado A. aleado. _ (3)“‘:

Sean S, S2 Yy Sy la denominacién de 3 variables de holgu
ra. El significado empirico de las variables de holgura se-
rd determinado conforme a la interpretacién de cada restric-

cién.
En este caso:

S,=No. de toneladas capacidad productiva no utilizada/mes.

82=No.'de toneladas mercado A. carbono no satisfecho/mes.
83=No. de toneladas mercado A. aleado no satisfecha/mes.

46nde: S

Z0

Z0: S. 2 0:
=0; S 0; Ss

1 2

TERCER PASO: Resolver un sistema de ecuaciones, de m ecuacip

nes y n incbgnitas, donde m<n.

Para determinar la solucidén de un conjunto de restriccio
nes de un modelo de programacién lineal, cxpresado como ccua
ciones (igualdades) de tamaito m por n (m-n) donde m<n. Ls
decir, hay mecnos ccuaciones que incbdgnitas, debemos recurrir

al concepto de solucibn bésica.
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Si en un sistema de m (No. ecuaéiones) ecuaciones y n --
(No.'de incégnitas) incégnitas, en la que m<n (existen me-
nos ecuaciones que incégnitas); hacemos que un nGmero de in-
cbgnitas n-m, tomen el valor de cero y resolvemos al sistema

de ecuaciones en funcibén de las restantes incégnitas.

La solucién generada se denomina bdsica, a las n-m varia
bles que tomaron el valor de cero, se les denomina variables
no bidsicas (o variables cero) y las restantes variables en -
términos de los cuales se resolvié el sistema, se les conoce

como variables bdsicas (o variables no cero).

En un sistema de ecuaciones (m x n; m<n) como el que se
esta tratando, podemos generar tantas soluciones bésicas co-

mo la expresibén matemAtica:

mc éché (Y - _n! formula matemética para el
n m m m! (n-m) !
célculo de combinaciones.

(en nuestro caso m = 3; n=5; el nlmero de soluciones bésicas

serd):
52 5y - 5! 51 5x4x3!
3C,6C30 (3) TG I VI I V!
SX4 = 20 = M WA
A ) 10 soluciones bésicas.
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GENEREMOS LAS 10 SOLUCIONES BASICAS DE NUESTRO SISTEMA.

fa. SOLUCION BASICA.

Para generar una solucién bdsica, recordemos que un nimero --

de variables dado por n-m, debe tomar valor de Cero y,reéoi-~ 

ver el sistema de ecuaciones en funcién de las restantes va--

riables.

Por ejemplo:

Sea el sistema:

X, * X, + S, = 10,000
X *S; - 8,000
X, +S;= 5,000

El sistema se transforma a:

0 +0+8, = 10,000
0 +8, = 8,000
0 +5, = 5,000

Y la solucidén serd inmediata, es decir:

S, = 10,000 s, X, =0
s, = 8,000 s, X, = 0
S; = 5,000 Sy

SOL. BASICA  VAR.BASICAS VAR, NO BASICAS
((VAR.NO CERO) (VAR. CERO)
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2a. SOLUCION BASICA.

Si Xl y 8§ = 0 el sistema se reduCera}':”“

10,000 X

0+ X, +0 = X, = 10,000
@ 45, = 8,000 Resolviendo S, = 8,000
X, o+ s3 = 5,000 53 = -5,090 \

En esta segunda solucién b4dsica, las variables no bésicas *

son X, Yy Sl’ las variables bisicas Xz, Sz,}Ss.

3a. SOLUCION BASICA.

Sea X, ¥ S2 = 0; el sistema a resolver ser4:

XZ + 51 = 10,000
0 = 8,000 Sistema incompatible porque elimina la
'XZ + S3 = 5,000 Segunda ecuacibn.

Consiguientemente Xl y 82 no pueden ser variables no bésicas
simulténeamente, porque en tal caso el sistema no tiene solu
cibn.

4a., SOLUCION BASICA.

Sea X, = S. = 0;

1 3
0+ X2 + S1 = 10,000 Si = 5,000
0 + 82 = 8,000 S61. bisica SZ = 8,000
X2 + 0= 5,000 XZ = 5,000



5a. SOLUCION BASICA.

Sea Xz = S1 = 0

+ 0+ 0

+
e
n H

o
, "‘ A
[95]
1

6a. SOLUCION BASICA.

Sea X, =S, =0

2
+0 + S

X5

! *.

0+ 8

2
1

.n

7a. SOLUCION BASICA.

Sea Xz = 53 = 0
X1+0+Sl

X + S

1 2

0 + 0

"8a. SOLUCION BASICA.

Sea S, = S2 = 0

-~
+
=
+
“n o
1 I n

10,000
8,000
5,000

10,000
8,000
5,000

= 10,000
8,000
5,000

10,000
8,000
5,000

Sél.'bésica

S61. bésica

. >
i u

(721
(i}

n i ] ‘
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- 10,000
= -2,000
= 5,000

2!0OO;iﬁQ ﬁ

= 8’0bQi?7 “ |
=5,000

Sistema incompatible sin solucibn

para X2 = S

S61. bisica

2 = 0

n = =
] i |

= 2,000

8,000
3,000
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9a. SOLUCION BASICA.

Sea S1 =S, =0

X

3 S oD A | | |
X #X;+ 0 =10,000 - Xy = 5,000

X,  +8, =8,000 S6l.bdsica S, = 3,000
. X, +0 = 5,000 X, = 5,000

10a. SOLUCION BASICA. |

Sea S, =‘Ss =0 fa s ..f; ?,r S R
1 * X, + 85 = 10,000 8y =-3,000
X, +0 = 8,000 S61. bdsica X, = 8,000
X, + 0 = 5,000 X, = 5,000

2

CUARTO PASO: Determinar las soluciones bésicas factibles.,

Una vez generadas las 10 soluciones bésicas, que implica -
la solucidén de nuestro sistema, verificaremos si satisfacen

las condiciones de las variables. Las cuales establecen que

X1 Z 0y XZ Z 0, posteriormente al introducir las variables
de holgura, ¢stas debian cumplir las condiciones:

s, Z0; 5, = >

Sy =05 85,=0y S 0.

Al analizar la 3a. y 7a. solucibn bésica, &éstas hacen incom
patibles la solucién del sistema, por lo cudl tales solucio-

nes las descartamos.
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La 2a. solucién bédsica al establecer S, = -5,000, falta a

3
la condicién que postulaba'S3 Z0 y consiguientemente esta -
solucién es no factible. La 5a. solucién bésica establece -
que S, = -2,000, lo cuél contradice la condicidn S, Z0;y -
por lo cuél también esta 5a. solucién bésica se considera no

factible. Finalmente en la 10a. solucibén bésica, S, = -3,000

1
faltando a la condicibn S1 Z 9, por lo cudl debe considerar-

se- como solucibén bdsica no factible.

Entonces de las 10 soluciones bésicas generadas, solamente
son factibles: 1la., 4a., 6a., 8a. y 9a. (es decir estas so-
luciones bésicas satisfacen todas las restricciones y las --

condiciones de las variables).

Haciendo un resumen de las solucién bésicas factibles del

ejemplo No. 1 (CUADRO 5.1).



CUADRO 5.1.-

Soluciones bdsicas factibles, ejemplo No., 1.

SOL.BASICA VAR.No.
BASICA.

VAR.BASICAS

SOL.,BASICA, SOL.BASICA EN
TERMINOS X

No.
1 ’
. X, .
S S, = 10,000
-la. X1 , 1 1 o’ X]-O
s, S, = 8,000
X, Xo =0
Ss S, = 5,000 . =
SR S S, = 5,000
4a, 'v X».“ | X1 = 0
F s, S, = 8,000
.'xz” X, = 5,000 '
s, S; = 2,000 |
6a. X2 )(1 = 8,000
| X, X; = 8,000
) X2 = 0
Sy S; = '5,000
) X2 = 2,000
8a S, X, = 8,000
X4 X{ = 8,000
s, | X, = 2,000
S, Sy = 3,000
X X, = 5,000
9a. S1 X1 = 5,000
S, S, = 3,000
S3 X2 = 5,000
X, X, = 5,000
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Si estas soluciones bésicas las relacionamos con la solu-
cién gréfica realizado para cste problema, en el capitulo an-
terior, podemos observar (fig. 4.9) que estas soluciones bési
cas factibles, no constituyen otra cosa que los puntos extre-

mos del plano de soluciones factibles.

Por lo que remarcamos que los puntos extremos del espacio
(o plano) de soluciones factibles de un modelo de programmﬁén

lineal esta determinado por soluciones bésicas.

QUINTO PASO: Evaluacién.de las soluciones bésicas factibles
~en la funcibn objetivo.

Consistiré en susfituir los valores en términos de Xl y
Xz, de las soluciones bésicas factibles, en la expresién de -
la funcibn objetivo. Este paso generarid los resultados que -
se dedujeron y se hallan en el cuadro 4.1., y que establece
que la 9a. solucibén bisica (punto extremo o vértice "C") es -

la solucibn éptima.

SEXTO PASO: Especificacibén de la solucién bésica 6ptima del
modelo en los términos interpretativos plantcados

Dado que cn cste caso las variables de holgura forman par

te de la solucidn béisica en la especificacibn de la solucibn



51
debemos considerarla:

Programa 6ptimo de fabricacién "aceria"““fu

n

Producir: X 5,000 (toncladas acero‘al carbono/mes).

1

X,

it

; “

5,000 (toneladas acero aleado/mes).

INFORMACION COMPLEMENTARIA,

S1 = 0 (toneladas capacidad no utilizada/mes) toda la capaci-

dad disponible serd utilizada por este programa.

S2 = 3,000 (toneladas mercado acero carbono no satisfecho/mes)
,3’000 toneladas de acero al carbono/mes requerido por su
mercado no serin satisfechos.

S3 = (0 (toneladas A. aleado no satisfecho/mes), el mercado de

acero aleado/mes, serd satisfecho totalmente.
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VI.- DPROCESO DE SOLUCION SIMPLIX.

Supongamos, que sc aesca resolver mediante el proceso alge---

braico un problema que cuentc con 11 variables de decisién y-

14 restricciones, todas propuestas como inecuaciones. Al intro
ducir las variables de holgura ( una por cada inecuacién ) ten
drfamos que las restricciones formarian un sistema de ecuacio-
nes de 14 ecuaciones y 25 incégnitas (11+14) y el nGmero de so
luciones posibles a generar de 4,457,400 ( un nGmero estratos-
férico ), y esto nos lleva a pensar que es necesario contar --
con otro método de soluci6n mds eficiente que el algebrdico --

propuesto.

El método de solucibn que expondremos tiene 1la caracteristica-
de eficiente para resolver problemas que grdficamente no po---

drian solucionarse,.
6.1.- GENERALIDADES DEL PROCESO SIMPLEX.

El proceso simplex es un algoritmo de blsqueda dirigida a la -

soluci6n bisica 6éptima de un modelo de programaci6n lineal,

‘Para iniciar el proceso de c6émputo simplex, se requiere funda-

mentalmente cubrir dos aspectos.

a) Contar con una solucién bidsica inicial cn la que los coe--
ficientes de¢ las variables bidsicas deben formar una matriz
identidad o matriz unitaria, cuando las restricciones sc -
postulan como ccuacioncs ( cxcepto las condiciones de va--

riables ).
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b) Ista primera solucibn bidsica debe ser positiva, aunque no-
sea factible, debido a quec cxista un variable artificial -

basica tomando un valor mayor que cero.

Estos aspectos son logrados precisamente por el algoritmo-
simplex, mismo que para tal efecto cuenta con los siguien-

tes componentes principales;

a) La condicién de optimidad asegura que nunca se encon--
trard una solucién inferior ( relativa al punto de so-

lucién actual ).

b) La condicién de factibilidad garantiza que partiendo de
una soluci6n bédsica factible, Gnicamente se encontra--

rdn durante el cdlculo soluciones basicas factibles.

6.2.- DESARROLLO DEL PROCESO SIMPLEX.

Para explicar el desarrollo del proceso simplex, consideraremos,
dos fases, que denominaremos: FASE PRELIMINAR Y FASE DE COM-

PUTO SIMPLEX,
6.2.1.- FASE PRELIMINAR DEL PROCESO SIMPLEX.

Su objetivo serd el generar una primera solucién bésica positi-

va, mediante cl diagrama de bloques de la fig. 6. 1,-

A continuacidén, ilustrarcmos c¢l procedimicento a seguir, dentro-

de ecsta fase,



JFORMA ORIGINAL DEL MODELO --
(RESTRICCIONES COMO INLCUA- -
CIONLS.

* B TERMINOS CONSTAN
TES DEL SISTEMA DE
RESTRICCIONES

y. N
Jomr-N, NO
NOS >

TRANSFORMAR A:
S

&3 0 //
N

SI

INTRODUCIR VARIABLES
DE HOLGURA
S, (CONDICICN S, Z0)

+SOLUCION BASICA INI--
CIAL: LOS COEFICIEN--
TES DE LAS VARIBLES -
BASICAS FORMAN MATRIZ .
IDENTIDAD

FORMA ESTANDR (VARIA---
BLES DE HOLGURA TRANS--
FORMAN INECUACIONES EN-
ECUACIONES.

" INTRODUCIR VAR.

ARTIFICIALES A,
(CONDICION Ay=0

A0LU- -
TcIon

SI

BASICA INI-
CIAL.

FORMA SUPLRESTANDAR (1 LAS VARIA-
BLES ARTTFICTALES COMPLETARAN O-
GENERARAN TA SOLUCION BASICA ).

‘ ESTRU(T['UI‘\/\R»_'—I'YABIA DI LA FASE DE
COMPUTO SIMPLEX.

Fig. 6.1.- Fasc preliminar del simplex, generacién de la primera

solucidn bisica positiva.

54,
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Forma original del modelo.- Denominaremos al modelo mate
mético original del problema, cuya particularidad principal -
constituird el hecho que las restricciones (o algunas de ellas)

se plantean como inecuaciones.

Variables decisibén reales.- Denominaremos a las variables
en términos de las cuales se postula la forma original del mo

delo.

Términos bi.~ Denominaremos a los términos constantes o
independientes del conjunto de restricciones del modelo, don-
de el subindice i, hace referencia al término b correspondien

te a 1la i-esima restriccidn.

Forma estandar del modelo. - benominaremos a la expresién
del conjunto de restricciones (excepto condicién de variables)
como ecuaciones. La generacién de la forma estandar se reali
za mediante la introduccién de las variables de holgura al --

sistema de restricciones.
Variables dc holgura.- Su introduccién a la forma origi-
nal del modelo, permite la transformacibén de las inccuaciones

a ecuacionecs, os decir, la gencracibn de la forma estdndar.

Toda variable de holgura sc introduce bajo la condicibn -



que puedan tomar valor cero o mayor que cero. Cada variable

de holgura esta relacionada con una determinada restriccidn.

Denominaremos por S, (S, Z 0) a la variable de holgura re

lacionada con la i-esima restricciébn.

Las variables de holgura son de dos tip6$;7d¢dgciaé$;¢h'-

funcién del tipo de inecuacidn.

TIPOS DE INECUACIONES Y TIPOS DE VARIABLES DE HOLGURA.

Inecuacién tipo L ("~S ").- Si el signo de desigualdad
es menor o igual que (" s'"). Se emplea generalmente en res

tricciones en la que se habla de un recurso limitado.

Inecuacibén tipo IT (" Z ").- Si el signo de desigualdad
es mayor o igual que ("'3 "). Se emplea generalmente en res-
tricciones en las que se postula la satisfaccién de una nece-

sidad o el aprovechamicnto de una oportunidad.

Variable de holgura de coeficiente positivo (slack).- Las
que sc introducen a una inccuacibn tipo I ( = ). Se interpre
tan como la cantidad del recurso no utilizado y sec afiaden al
primer miembro de la inecuacién con signo positivo (es decir,

su cocficiente e¢s +1),
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Variable de holgura de coeficiente negativo (surplus).-
Las que se introducen a una inecuacién tipo II ( = ), se in--
terpretan como la cantidad de necesidad y oportunidad satisfc
cha o lograda con rclacién a un limite inferior deseados. Y -

se afladen al primer miembro de la inecuacibén con signo negati

vo (es decir, su coeficiente es -1).

En la forma estdndar las variables de holgura introduci--
das, se consideran dentro de la expresién de la funcién obje-
tivo pero afectadas por el coeficiente cero. Debido a que --
las variables de holgura no contribuyen a la optimizacidén de
la funcién objetivo (a menos que se especifique lo contrario,
dentro de 1la formulacién del problema), entonces, el coeficien-
te de toda variable de holgura en la funcién objetivo de la -

forma estdndar seri siémpre cero.

La solucién bésica inicial a la que nos referimos debe ecs
tar integrada por variables bédsicas cuyos coeficientes forman

una matriz identidad.

Forma superestandar del modeclo.- Denominaremos a la ex--
presién del conjunto de¢ restricciones (excepto condiciones de
signo) como ccuaciones cn las que sc han afladido variables ar
tificiales, ”Ai" al primer micembro de la ccuacibén. La genera-
ci6n de la forma superestandar, sc rcaliza particndo de la --

forma estandar.
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Variables artificiales ”Ai".- La introduccidn de estas - -
variables al primer miembro de una eccuacidén constituye un arti-

ficio mediante el cual:

a) Complementaremos una matriz identidad de coeficiente o
b) Generaremos una matriz identidad, con el expreso propdsito

de formar la primera solucidn basica.

E1l hecho artificioso de afiadir variables artificiales al --
primer miembro de la ecuacién, se realiza bajo la condicidén que
tales varibles tomen valor cero, es decir Ai = 0; para todo i,-

las variables bdsicas no tienen interpretacidn econdmica.

Una solucidn bdsica que contenga a una o méds variables ar--
tificiales como variables bdsicas y que no cumpla con la condi-

cidn Ai = 0: se denominaria solucidn béadsica no factible.

Como la forma superestandar implicard siempre la introduc--
cibén de variables artificiales, entonces: Toda solucifn bisica

inicial generada en la forma superestandar es no factible.

Existen 2 tipos de restricciones en las que necesitaremos -

introducir variables artificiales:

a) Toda restriccidn propuesta originalmente como una inccua--
cién tipo II ( = ) ; requerida la introduccidn de una va--

riable de holgura de cocficiente negativo y la introduccién

de otra varialbe artificial.
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b) Toda restriccién originalmente como una ecuacién requerida

de la introduccibén de una variable artificial.

Si la funcién objetivo es de maximizacibn; las variables
artificiales figuran en la expresibén de la funcidn objetivo -
afectados de un coeficiente negativo, representado por el ca-

récter -M (donde M es un valor nlmerico muy grande).
Si la funcibn objetivo es de minimizacibn; las variables
artificiales figuran en la expresién de la funcidén objetivo -

afectados de un coeficiente positivo, representado por el ca-

récter +M (donde M es un valor nﬁmerico muy grande).

6.2.2. PROCESO DE COMPUTO SIMPLEX.
ler. PASO: ESTRUCTURAR LA PRIMERA TABLA SIMPLEX.

La tabla simplex tiene un formato especifico para el regis

tro de los cldlculos iterativos del algoritmo.

FORMATO BASE DE LA PRIMERA TABLA SIMPLEX.

Los cocficientes del modelo sca en su forma cstidndar o su-
perestandar se rcgistrarin en el siguicnte formato. Cj lista

do de los cocficicntes de la F.0. de todas las variables con -

59.
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la forma estindar o superestandar.

T - Listado variables nb| Lista variables bési-
v P . .
b Xb b basicas (variables -| cas (holgura y/o ar- o
g reales y tal vez hol| tificiales).
gura.
coef. lis- | valoq cocficientes sistema} Coeficientes variables
var. tado | res | dec restricciones de | bésicas, solucién ini-
basicas| var. | sol.| la forma estdndar o-; cial (matriz identidad)
/ . . -
cn la basi-{ ini-| superestandar.
F.O. cas. | cial
Z.
J
C. -2
J J

Los términos Cb’ Xb, b, Cj Zj’ Cj- Zj’ © son letreros de

identificacién de las columanas o renglones de la tabla.

b4

El registro de los coeficientes de la forma estdndar o su
perestandar (scg@n sc¢ halla deducida la solucién inicial), se
inicia con el listado de las variables no bﬁsicas , continuan
do con las variables bésicas. Seguidamente de la columna Xb
se registra dec arriba hacia abajo las variables cuyos coefi--
cicentes integran la matriz identidad en el mismo orden que --
guardan.

En la columna b se registrardn pricticamente los términos

constantcs del sistema de restricciones, que constituyen cl -

valor de la solucibn basica inicial.
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En términos generales esto constituye simplemente c¢l re--
gistro de los coeficientes del modelo en su forma estandar o
superestandar, dentro del formato establecido para la tabla

simplex.
20, PASO: CALCULO Y REGISTRO DE LOS ELEMENTOS DEL RENGLON Zj

Los valores delyrenglén Zj se deducirén por la sumatoria

de los productos de una determinada columna.

Asi por ejemplo para determinar el elemento Zj de la co--

lumna b tendremos:

m
El valor del elemento Zj, en la columna b constituye el -
valor de la funcién objetivo, evaluado para la solucibén bési-

ca generada y contcnida en las columnas Xb y b.

E1l célculo de los restantes clementos de Zj se deduciré

'por la cexpresidn genérica:

, L

j T=1 ij e A J.; para un valor j que representa una colum
. s

na como Al, XZ ...A3

y aj,j son cocficientes del sistema de restricciones de -

la variable identificada por cl subindice j.
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3er. PASO: CALCULO Y REGISTRO DE LOS ELEMENTOS DEL RENGLON

C. - Z. :
Jo )

Los elcémentos Cj - Zj’

sa esta relacidn; es decir, constituyen las diferencias de los

se deducen en la forma como lo expre

coeficientes de la funcidn objetivo ”Cj" menos los elementos -
"Zj" (determinados en el paso anterior), para cada una de las-

.columnas de variables incluidas en la tabla.

‘Los elementos del rengloén Cj~Zj se denominan costos de opor
tunidad, precios ocultos, o mirgenes de contribucidn unitaria,
debido a que'establecen la magnitud con la que podrian contri-
buir al valor de la funcidén objetivo por cada unidad Que tome -

la variable con la que estédn relacionadas.

Si el valor cj-zj es positivo se interpretard como un incre-
mento al valor de la funcidn objetivo (caso favorable en maximi

zacioén).

Si el valor Cj—Z. es negativo se interpretari como una re--
duccién al valor de la funcidn objetivo (- caso favorable en mi
nimizacidn).

4o. PASO: PRUEBA DE OPTIMILIDAD.- VERIFICAR SI SE HA LLEGA
DO A DETERMINAR LA SOLUCION BASICA OPTIMA.

Esta prucba sc recaliza mediante los valores del rengldén - -

Cj—Zj, en los siguicntes términos.

Caso dec maximizaciodn:

Se determind la solucidn Optima en la iteracién ( tabla --
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simplex) en la cual todos los valores Cj-Zj son negativos o
cero:

Cj—Zi = O} para todo elemento del renglén.

Caso dé'minimizacién:
Se determiné la solucién éptima en la iteracibn en la cual

todos los valores CJ.-Zj son positivos o cero:

CJ.—Zj Z 0; para todo elemento de tal renglén.

Si se cumplen estas caracteristicas, el proceso iterativo
finaliza y la Gltima tabla contendr4 la solucién bésica y de

otra manera tendria que ocurrir lo siguiente:
Caso maximizacién:

Algﬁn valor Cj-Zj es positivo; algﬁn CJ.-Zj >0; la solu--
cién bésica contenida en la tabla simplex, no es dptima y es
necesario seguir iterando, es decir, seguiremos con el 50. pa

50.

Caso minimizacibn:
Si algin valor Cj—Zj es negativo; algln Cj~Zj < 0; la so-
lucién bisica generada no es dptima y serd nccesario seguir -

iterando, e¢s decir, continuamos con ¢l 5o0. paso.
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50. PASO: SELECCIONAR LA VARIABLE QUE ENTRARA A FORMAR PARIE
' DE LA SOLUCION BASICA.

bado el significado de los elementos Cj-Zj, que constitu-
yen los mirgenes de contribucibn unitaria de las variables al
valor de la funcibn objetivo, un clemento positivo de Cj-Zj,
eh el caso de maximizacién indica que cl valor de la funcién
objetivo todavia puede incrementars;, entonces para cumplir

este cometido, seleccionaremos:

Caso de maximizacién:

El elemento de Cj'zj con mayor valor (el mayof coeficien
te positivo), que indicar4 la variable que entrard a formar
parte de la solucién bésica, e incrementar el valor de la fun
cién objetivo.

)

Caso de minimizacién:

Seleccionaremos el valor de CJ.-Zj menor (el mayor coefi--
ciente negativo), para indicar la variable que entrard a for-
‘mar parte de la solucibn blsica y en este caso (decrementard)

disminuird el valor de la funcibn objetivo.

La columna donde sc¢ halla la variable scleccionada por cs
tos criterios sc lc denomina: "columna pivote" y cs deseable
identificarla en la tabla misma por los simbolos "c.p." o - -

4 v (una flecha con dircccibén hacfa arriba).
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En caso de que hubiera dos valores o mis valores Cj-Zj --
iguales para identificar la columna pivote (o la variable que
entrard a la base) seleccionaremos indistintamente cualquicra

de ellas como c.p.

*

6o. PASO: SELECCIONAR LA VARIABLE QUE ABANDONARA LA SOLUCION
BASICA.

Una vez que seleccionamos una variable que entraré a la -
base invariablemente debemos seleccionar una variable que aban
done la solucién bésica (es decir, una variable que siendo b4
sica se transforme a no bésica). Para esto utilizaremos la -
columna @, para registrar valores deducidos por las siguien--

tes reglas:

A

6.1.- Calcular elementos ei dado por:

it

0.
1

0.
1

donde bj = clementos de la columna pivote, a la altura

bi/ai’ c.p. con la condicién que: a., C.p. > 0

No determinado si: a., C.p. =0

del renglén i de la tabla.
a,, c.p. = clementos de la columna pivote, a la altura
del renglén i de la tabla (constituyen los coeficientes

de la variable que va a entrar a la base).
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6.2.- Seleccionar de los eclementos Gi determinados (Gi Z 0)

el elemento G; por:

0* = minimo [e;1 = minimo de,[bi/aiyjc,p,;*ai;kzp}»Ok
i=1, m | | iR

" Bs decir, seleccionar deytd@dgii

. que sea minimo.

La variable bisica que se halla a la alturqwdel elemen
to e;, ser4 la seleccionada para abandonar 1a'basé y a este -
renglén se denomina "renglén pivote" y se<le,identifica en la

tabla por la expresibén (r.p.).

70. PASO: DETERMINACION DE LA SOLUCION BASICA INMEDIATA PROCE
SO DE ACTUALIZACION DE LA TABLA SIMPLEX.

7.1.- Determinacién del elemento pivote.

Denominaremos elemento pivote "E.P." al coeficiente --
que se halle en 1la interscccién de la columna pivote y del ren

glén pivote.

Por fines pricticos estc Gnico elemento que pertencce

a la c.p. y al r.p. lo marcaremos cncerrado cn un circulo.
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7.2,~ Elementos semipivotes "S.,P.", '
Serén los elementos restantes de la columna pivote (to

dos los elementos de la c.p., excepto el elemento pivote, cons
tituyen los elementos '"'semipivotes') y existirén tantos elemen

tos "s.p.'" como el nﬁmero de renglones menos uno.

Los elementos semipivotes los encerraremos en un cua--

dro'para fines de cdlculo prictico.

7.3.- Determinacibén de las‘variableS'bésicas de la nueva so-

lucibn. o

'En 1é.c01umﬁa'ib de la‘tébla.(una'brolongacién de 1é‘;
anterior) listamos las mismas variables bésicas y en el mismo
orden en qué se hallaban en la tabla anterior, con la excep--
cién de que la variable que entra a la base sustituird a la -
que abandona la base (determinados respectivamente en los pa-

sos 50. y 6.2).

7.4.- En la columna Cb de la nueva tabla simplex, registrar§
mos los coeficientes de la funcién objetivo correspondiente a
las variables bfisicas de la nueva solucién (ecs decir, los coe
ficicentes C., de las variables listadas en la columna Xb’ efcc

e

tuada en 7.3).
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7.5.~ Actualizacién del "renglén pivote actualizado"

En la nueva tabla al rengldn que sé halle en 1la misma
posicidén del r.p. de la anterior tabla se denominari '"renglén
pivote actualizado'" R.P.A. y sus elementos serdn determinados
por el cociente de los elementos del r,p. divididos entre él

elemento pivote "E.p.".

Comenzando por el elemento de la columna hasta terminar
con el Gltimo elemento del r.p. es decir:

Elemento R.P.A. = elemento R.P,.
elemento pivote

7.6.- Actualizacién de los renglbnes-diferentés al R.P.
La actualiiacién'de todo renglén que no sea el pivote

se logfa aplicando el método de gauss-jordan (o de operacién

“de renglén).

Terminada la actualizacibén de los renglones correspon-
dientes a las variables b4sicas, volveremos al paso 20. conti
nuando con el procedimiento indicado por los pasos siguicntes

~al 20. hasta llegar a la solucidn bésica Optima.

Para resumir el proceso de cbdmputo simplex, en la fig.
6.2., se ilustra mediante un diagrama de flujo la sccuencia -

de cbmputo del algoritmo.
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Fig. 6.2.- Diagrama de flujo del proceso cémputo del algoritmo-

simplex.

DETERMINAR SOL. BASICA INICIAL
(FORMA ESTANDAR O SUPERESTANDAR)

{ 10. ES'!'RL]LCTUR,»\R TABLA SIMPLEX |

2o0. CALCULAR: Z

}

3o. CALCULAR: C, - Z

SOL. OPTIMA HA
SIDO DETERMINA
DA.’

SOL.OPTIMA HA SIDO
DETERMINADA.

50, VAR.ENTRA-
DA MINIMO C, -

h
l FIN l

2y CPL I FIN

S5a. VAR, ENTRADA:
MAXIMO Cj-Zj: C.P.

<

6o. VAR. SALIDA:

Q’i‘ = MINIMO (bi/ai, C.P.; ay, C.P.>0): R.P.

70. ACTUALIZAR TABLA SIMPLEX,

E.P. =£(C.P. vy R.P.)j S.P. = OTROS DE C. P.

NUEVA COLUMNA Yb: TODAS ANTERIOR TABLA EXCEPTO VA
RIABLE ENTRADA SUSTITUYE A VARIABLE SALIDA.
R.P.A. = R,P./E.P. OTRO RENGLON i 7 RENGLON ANTE-

RIORi S.P.i * (R.P.AL)
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EJEMPJL.O DE APLICACION DEL ALGORITMO SIMPLEX.

Para el desarrallo del algoritmo simplex, utilizaremos
un nuevo ejemplo, mismo que seré procesado'desde la formula--

cibén del enunciado.

Ejemplo: A la seccién de flotacidén de una compafiia se.”
le ha comunicado la orden de procesar dos minerales identifi-
cados por Ay B. La informacién recopilada por el jefe de es

ta seccién se muestra en el cuadro 6.1

CONCEPTO ' - MINERAL A MINERAL B DISPONIBILIDAD
Requerimiento de reactivos ' | |
en Kgs/t. mral. 0.5 1.0 8 Kgs/dia

Horas flotacién/t. mral. 1.0 1.0 10 horas/dia
' (capacidad procesamiento)

Requerimiento de procesa-

miento minimo. : '~ sin .restric.. .al.menos
4 t/dia
Beneficio/t. mral. 20 : 30

En esta compafiia existe una tradicibén implantada desde
su fundacién que establece que toda capacidad de procesamien-

to debe ser completamente utilizada.

En basc a esta informacién el problema sc formuld median
te el modelo de programacién linecal considerando los siguicn-

tes aspectos:
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Variable de decisiﬁn:

<
i

; = toneladas de mineral A a procesar.

e
I

2 toneladas de mineral B a procesar.

Funcién objetivo:

Maximizar el beneficio obtenido por el procesamiento diario -
de ambos minerales. |
Maximizar Z = 20 X; + 30 X2
Sujeto a las restricciones:
Disponibilidad reactivo/dia
' ‘ - o
(1) 1/2 Xy * Xz_f 8 | | | | N .
Disponibilidad de capacidad de flotacibén en horas/dias y con-

sideracibén de la politica de utilizacibén de capacidades de --

procesamiento.
(2) Xl + Xz = 10
Requerimiento de procesamiento del mineral B en t. mineral.
>
(3) X2 =4

Condicidén de las variables X

> >
X, 0, X, T0

Considerando la fase preliminar del proceso simplex, este pro
blema seri procesado de la siguiente mancra:

Maximizar Z = 20 X1 + 30 X2

Sujeto a:



72

-l
(1) 1/2 X, +X, =38
(2) X, +X, =10
(3) X,z
- s
(4) Xy Z 0,5 X, To

Forma estandar.
Maximizar Z = 20 X,
Sujeto a:

?= 8 vV 

(1) 1/2.% +
(). % aiky “ 534
m e e o
(4) X; =05 X, =0; S; =0; 53 0
donde:
S, = [Kg. reactivo no utilizado/dia]
S3 ='[t. mineral B procesado sobre el minimo establecido/dia]

La forma estdndar no generan una solucidén bésica ini--
cial y hasta el momento solamente S1 podrd considerarse como

variable bdsica, para integrar tal solucién.

Forma supcrestandar.

Maximizar Z = 20 X1 + 30 Xz + 0 53 + 0 S1

- MAZ - MA3
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Sujeto a:

SRS =8

(2) Xy +'x2f~. o = 10

(3) ks g 4
var. noibééiéasi sol. var. bésica

inicial no factible.

> . > . '
(4) Xy =03 X, =05 g 29, 5

“Ahora que disponemos de la solucién bésica 1n1C181 pro
cedemos a la fase del cémputo 51mp1ex proplamente.
lo. PASO: ESTRUCTURAR LA PRiMERA‘TABLA SIMPLEX.

El registro de los coeficientes de la forma superestan

dar del ejemplo, d4 la siguiente configuracién a la primera -

tabla.
C.
j 20 30 0 0 -M -M
Cb Xb b X1 X2 83 S1 A2 A3 6]
0 S1 B 1/2 1 0 1 0 0
-M A2 10 1 1 0 0 1 0
-M AZ 4 0 1 -1 0 0 ]
Z .
J
C. -~ 7.
) J

Primera tabla simplex del ejemplo.
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20. PASO: CALCULO Y REGISTRO DE LOS ELEMENTOS DEL RENGLON Zj.

Para determinar el elemento Zj de la columna b tendre-

m .
mos: (Zj) b =i§1.ﬁbi *'Bi y su valor especifico serd calcula-
do como:

Cb S Cb b -

-0 8—.1 08 0o

-M [ * |10 | = |-Mx10 = | -10M

_.-M.; N 4.._J ..:.MM_ [ -4M

suma =-14M

y el valor de Zj en la columna b serd = -14Mf717‘ k

Para determinar el elemento Zj en los réstantes'elemeg

tos se deducirid por la expresién:

m :
Zj =i§i Ebi * ai, j; para un valor j que representa una colum

A

na como Xi’ Xz,... 3

Ejemplo: Zj para columna X1

| 1
i 1/2] 0
N Y . ‘
-M 0 0
L. .. _d

suma = -M
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Ejemplo: Zj para columna Xz

b 2 b 2
0 0
-M * =|-M
-M -M
Ejemplo: Z; para columna Sy N
Cb Cb 3 . . . .u ‘. : 0y \' . ’ v .
° J L S S
-M 0  ‘ ' e
-M M N

Bajo este mismo procedimiento calculamos para las colunm-
nas restantes de la tabla, los valores Zj y la tabla a esta -

altura quedard en la siguiente forma:

Ci 20 30 0 0 M M
C, | %, | |X, X, Sy | sy A, A 0
0 s, | 8 |uz 1 0 1 0 0
Mo A, |10 |11 0 0 1 0
Mo A, | 0o 1 -1 0 0 1
o |-t w0 -ow M 0 M M
C. - 2.
i
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3o0. PASO: CALCULO Y REGISTRO DE LOS ELEMENTOS DEL RENGLON

C. - Z,
J J

Los elementos'cj - Zj, se deducen en la forma como 1lo

‘expresa esta relacién:

Ejemplo: para columna Xl; 20 - (-M) - 20'+‘M f”

C., - Z. =
J zJ - ‘ :
para columna X,; Cj - Zj = 30 -(-2M) = 30 + 2M
para columna SS; Cj - Zj = 0-(M) = -M

y asi sucesivamente, calculados todos estos valores e inclui-
dos en la tabla simplex, ésta quedari ahora de la siguiente .-

manera:

E} 20 30 0 0 ~-M -M
EL 'YL B X4 X, - Sg S, A, A, e)
0 S, 8 | 1/2 1 0 1 0 0
M A, 10 1 1 0 0 1 0
M A 4 0 1 -1 0 0 1
zj -14M | -M -2M M 0 -M -M
C;j = Zy |20+M  30+2M -M 0 0 0

En el cjemplo considerado cl clemento CJ.-Zj = 20+M de -

la variable Xl; establece que por cada unidad de valor que to

me X la funcibn objetivo sc incrementard en La magnitud 204M

1 )
o con la relacibn a 1a variable X?, considerarse que por cada
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unidad de valor que tome X2 la funcibn objetivo se incrementa

ré cn 30+2M.
Y con relacién a la variable S5, se dice quejpor cada -

unidad que tome esta variable la funcién objetivofdiSminuiré

en el valor M.

4o. PASO: PRUEBA DE OPTIMALIDAD

En la tabla anterior podemos observar que algln valor
C. - Zj>0, y como nuestro ejemplo se trata de un caso de maxi
mizacién, la solucién bésica contenida en la tabla simplex no

es 6ptima y es necesario continuar con el 50. paso,

b

50. PASO: SELECCIONAR LA VARIABLE QUE ENTRARA A FORMAR PARTE
DE LA SOLUCION BASICA. f

En nuestro caso de maximizacién lo que nos intercsa es
incrementar el valor de la funcién objetivo, en nuestra ilti-
ma tabla simplex en la columna Xz, sc encucntra ¢l mayor valor
Cj - Zj y XZ’ serd la variable que entre a la base. Intonces
la columna X, serd la columna pivote.



60o. PASO: SELECCIONAR LA VARIABLLE QUE ABANDONARA LA SOLUCION
BASICA,

En nuestro ejemplo, la aplicacién de este paso se reali

za como sigue:

ib X, (elemento c.p.)  b,/aj,c.p. N minimo 6,
s, 8(by) 1 (ay, c.p.>0) 8/1 8 (9)

Ay 10(b) 1 (a,, c.p.>0)  10/1 10 (6,)

A, 40Dy 1 (ag, C.p. >0) 41 4 (8 R.D.

AK&——Indica la variable que abandona la baée

Como Gg es minimo [Gi]; entonces la variable del 3o0. ren
glén Xb, abandonar4 la base ( o sea la variable artificial
"Ag") Asi también este renglén serd identificado como ren--

glén pivote (R.P.).

Volviendo al ejemplo, 1la aplicacién de los pasos 50. Yy

6o., daré a la tabla la siguiente configuracién.

Ej 20 30 0 0 -M . -M
Eb Yb D Xy X, S+ S, A, Ay 0
0o s, |8 |12 1 o |1 o 0 |8/1=8
M| A, 10 |1 1 o | o 1 0 |10/1=10
M [ A |4 1o 1 -1 o 0 -1 |a/1=4 R.D.
Z, am| v 2 M | o M .M | (6o. PASD)
Ci - Z; | 20m 30424 M | 0 0 0

TC.P. (50. paso)
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70, PASO: DETERMINACION DE LA SOLUCidN BASICA INMEDIATA.
Este paso representa cl proceso de actualizacién de 1la
tabla simplex (iteracién de una tabla). Al reélizar el paso

70. la tabla simplex nos quedari de la siguiente manera:

C. 20 .. 30 0 0. .. =M . .-M

J .
Co | Xy | D | Xg o X, S| S A, A 0
0 S | 8 1/2 1 0 0 | 8/1=8
M| A, 10| 1 0 0 1 0 | 10/1=10
M| A |4 0 o -1 0 0 1 | 4/1=4 T.p.
Z; | -1M| -M -2 M 0 -M -M
C; - Z;, | 20M 30+2M -M 0 0 0
0| s, | 4 |12 o0 1 1 o -1
M| A, |6 1 0 1 o 1. -1
30 | X, [ 4 o . 1 -1 0. 0 1 |R.P.A.
Z.
“j
c.-z. | ...
i 7

Terminada la actualizacibén de los renglones correspon--
dientes a las variables bidsicas, volveremos al 20. paso, con-
tinuando con cl proccdimiento indicado por los pasos siguien-

tes al 20., hasta llecgar a la solucibn bisica 6ptima.

Con relacién al cjemplo que cstamos desarrollando, la -

aplicacién del procedimiento hasta llegar a la solucibn 6pti-
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ma, dﬁ la siguiente estructuracién de la tabla simplex:

ﬁ) 200 .30 © 0. .. M  -M
C, | X, | ® X; X, 53 S, A, As 6
0|8, |8 /2 [1] 0 1 0 0 | 8/1=8
M| A, |10 1 0 0 1 0 10/1=10
-Mop AL |4 0 @ -1 0 0 1 4/1=4*(R.P.)
Zo| -1aM Mo -2M M 0 -M -M
C, - Z, |20 30+42M] -M 0 0 0
—
0| s | 4 1/2 0 Q) 1 0 -1 4/1=4* (R.D.)
M| A, |6 1 o 0 1 -1 | 6/1=6
30 | X, | 4 0 1 -1 0 0 -1 -
Zi |120-GM| -M 30 -30-M | O -M - 304M
C; -2z |0 0 3ol 0 0 -30-2M
0S| 4 73 o 1 1 0 -1 4/0.5=8
*
M| Ay | 2 72 o 0 -1 1 0 | 2/0.5=4(R.P.)
30 | X, | 8 1/2 1 0 ‘1 0 0 8/0.5=16
Z. | 240 |15 ) i
il |y 30 0 3040 -M 0
c, -z, [w/afo 0 {-30-M 0  -M
j j - |
0| S, | 2 0 0 1 2 -1 -1
20 | X, | 4 1 0 0 -2 2 0
30 | X, | 6 0 1 0 2 -1 0
Ly | 260 |20 30 0 20 10 0
C, -2, |0 0 0 {-20 -10-M -M
Caso maximizacidn Cj - Zj = 0; termina itcraciones.

TABLA SIMPLLEX COMPLETA DEL EJEMPLO.
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?C.P. Columna pivote (mayor valor Cj-Z.; maximizacidn)
<«—R,P. Rengldn pivote (menor 6, = bi/ai,c.p;;ai;c.p.>0)-_

O L.P. Blemento pivote (intcrseccién c.p. Yy r.p{)

[1 S.P. Elemento semipivote (otros elementos de c.p.) e

INTERPRETACION DE LA SOLUCION OPTIMA DEL EJEMPLO DBDUCIDO
POR EL SIMPLEX.

En la Gltima tabla simplex del ejemplo, 1é'soluc16n~BéSi-
ca 6ptima determinada seré interpretadé‘en la siguiente forma

solucibn bésica éptima factible.

?b' B

S4 2 | 3 (t/mral B, procedado sobre el min1mo esta
: b1e01do/dia)

Xy 4 14 Xy= 4 (mral. A, a procesar/dia)

X, 6 X,= 6 (t/mral. B, a procesar/dia)

Zj 260{: Z= 260 (beneficio méximo/d;a)

 Esta solucién esta en funcibén de las variables bisicas ex

clusivamente, las restantes variables: AZ’ A se conside

5y 3’

o ariables ]»f(.'-.,. T ema e g d tr I 1 solu - -
ran como variables no basicas, mismas quc dentro de la solu
citn del problema, sce considera que toman ¢l valor cero:

S.I = 0, A? = () y A% = 0y bajo estos términos, la solucidn cs

factible, ya que cumple todas Tas restricciones impuestas,
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Dentro de la interpretacién de la solucibn, la variable -

bﬁsica Sl’ al tomar el valor cero, S] = 0 (Kgrs. reactivo no

utilizado/dia) indicaria que toda la disponibilidad de reacti

vo ha sido utilizada. Las variables artificiales en este ca-

so (A, Y AS) no tienen significado cconémico.
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VII.- MODELO DE ASIGNACION. -

7.1.- INTRODUCCION.
Ll problema de asignacidn es un modelo que postula la distribu
cidn 6ptima de un conjunto de '"m" recursos a un conjunto de --

"n'"" necesidades,

Una condicidn necesaria y suficiente para que este tipo de pro

blemas tenga una solucidn, es que estén balanceados, es decir-
que la oferta total sea igual a la demanda total. Esto es que
si hay "m" origenes y '"n" destinos, se requiere que 'm' y 'n'-

sean iguales.

EJEMPLO: Se requieren 3Atrabajadores para operacién de 3 miqui-
narias. Dadas las caracteristicas de cada maquinaria y la expe
riencia de los trabajadores en actividades similares, se esta--
blecid el costo de operacién / hora dec cada maquinaria en fun--
cidén del operadof, misma que Sse resume COmo:

TABLA 7.1.- COSTO OPERACION/HORA
POR OPERARIO.

(RECURSO) MAQUINARIA ( NECESIDAD )
Trabajador A B C

1 8 4 7

2 5 2 4

3 4 1 5
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i1 problema en cuestidn plantca la determinacidn de la asigna-
cién de un trabajador a una maquinaria de tal manera que el --

costo de operacidn total/hora de las 3 miquinas sea el minimo,

7.2.- LEL MODELO MATEMATICO DE ASIGNACION,

Matemdticamente este problema se plantearia en la-sigﬁiéntég--

forma:

Variables de decisidn:

X, . = variable de asignaciénigéi; “M,aH  i(dii§;hééé$idad j.

1,)]

1.- Funcidn objetivo:

m . m SR
Minimizar z=i§‘=1 jz___1 Ci5 ,.Xi"j‘

.

Donde:
Cij= Costo de asignacidén del recurso i a la necesidad j.
2.- Restricciones.

El recurso i solamente puede ser asignado a una Gnica necesidad

i

‘M=

Recurso i= 1 X. . =1; para i=1...m

1,)

il

J

La necesidad j solamente seri satisfecha por un Unico recurso i.
m

Neccesidad j=£§1 xi‘j = 1; para j=1..,.m



3.- Cbndiciénrdqqusryariablqs,{ii,;,;A;,g;,fw,,iﬁef;f;e;u

X. . 20 para i=1.;{ﬁ\ 

puode tomar dos un1

Esto es que la varlable de a51gn3016n X J

cos valores:

Dado que un recurso solo puede asignarse‘a una ﬁnica'neCééidad y

viceversa.

El esquema matemdtico del modelo, dado que.tOdas $us7re1aciones
son lineales, postula un modelo de programacidon lineal, que da-
das sus particularidades, recibe el nombre de modelo de asigna-

cidn.

En basc a lo expucsto en el ejemplo, puede modelarse en la si--
guiente forma:

Xj ;" Asignacidn del operador i a la miquinaria j.
© Y.

Funcidn objetivo: minimizar costo total opcracidn/lr.

Minimizar Z=8 X 11 + 4X12 +7 X13 + 5X21 + 2 XZZ

Y

Sujeto a:
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H
=

operador 1: X11 + X12 + X

operador 2: X21 + X22 + 23

operador 3: XSl + ng + X33

13

>
on nooo
R =

maquinaria A: X11 + X21 + X31 = 1

~maquinaria B: X12 + Xz2 + st 1

maquinaria C: X13 + X23 + X33 = 1

Condicién de variables:

xi,j = 1,6 Xi,j = 0 para % =1,2,3

L
it

-

-

Debido a la estructura de los problemas de asignacién, -
existen métodos de solucién llamados algoritmos de asignacién
que son més eficientes que el método simplex o que el método

de transporte.

7.3.- DETERMINACION DE LA SOLUCION OPTIMA, MEDIANTE LA GENERA
CION DE TODAS LAS ASIGNACIONES POSIBLES.

El nGmero de soluciones posibles para la asignacién de m

recursos a n nccesidades, csta dado por el factorial de m:

m! = (mmm-1) (m-2)...3.2.1)

y en nuestro caso cl namero de asignacién seri:

31 =321=06

Generarcemos estas asignaciones y su costo total de cada una.

(tabla 7.2)
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Operadores de miquinas

Asignadas. = Costo Asignacibn __ Costo Total
A B C A B C
1.-1 2 3 8 2 5 15

s , 4 4 4 12
6.-3 2 1 4 2 1 13

TABLA 7.2.- Asignaciones y costo total del ejemplo.

Este método establece que la asignacién éptimafCQnéiifui-

r4 asignar:

1

Operador 1 a maquinaria B (X12 = 1)

1

Operador 2 a maquinaria C (X23 = 1)

517
Para un minimo costo/hora de $§ 12.00

Operador 3 a maquinaria A (X

Este procedimicento c¢s demasiado laborioso cuando e¢l tama-
o de la matriz de signacjén (matriz costo asignacidn) aumen-
ta de tamaiio, por cjemplo si tuvieramos 5 recursos y 5 necesi
dades, ¢l nfmero de asignacioncs scerian de 120, y demasiado

laboriosa la gencracién de cada una de cllas.
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7.4.- ALGORITMO PARA LA DETERMINACION DB.LA SOLUCION OPTIMA
DE UN MODELO DE ASIGNACION.

Este algoritmo se fundamenta en el siguiente teorema:

Si en un problema de asignacién sumamos una constante pa-
ra cada eleﬁento de un fenglén (o columna) en la matriz de --
efectividad, entonces una asignacién que hace minima la efec-
tividad total en una matriz, también.minimiza la efectividad .

total de la otra matriz.

Caso de minimizacidn.

!

Sea una nueva matriz de costos dé“asignacién (tabla 7.3)

Neéesidaﬂ

A B C

1 8 4 7

Recursos ) 5 3 4
| 3] 4 1 s

TABLA 7.3.- Costos de asignacién.

PRIMER PASO: Para cada renglén de la matriz seleccionar el me
nor de. los elementos y restar este valor a cada

elemento de tal rengldn.



Matriz luego del primer paso:

Prueba de optimilidad.- Trazar el menor nlmero posible de 11-
neas horizontales y/o verticales que crucen todos los elemen-

tos cero de la matriz.

Si existen exactamente m lineas, la solucién bptima ha si-
do determinada y procederemos a su determinacibén, si tal nfime

ro de lineas es menor a m, seguiremos con el siguiente paso.

SEGUNDO PASO: En cada columna de la ﬁltima matriz de asigna--
cién, seleccionamos el menor elemento y resta--
mos éste de cada elemento de tal columna y pro-

cederemos a la prueba de optimalidad.

Matriz luego del segundo paso:

2 | —OH—0- No. de lineas = 2
301 ¢ 3 Sol. no 6pt1ma: : | p
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TERCER PASO: Seleccionaremos en la ﬁltima matriz el menor elg'
mento de todos los que no se hallan cruzados por
una linea, restar éste a todos los elementos no
marcados y sumando este elemento a los elementos"

que se hallen cruzados por 2 lineas y aplicar la

prueba de optimalidad.

Matriz luego del tercer paso:

A B C
1({1 )] 1
2 |-6— al Minimo nilmero de 1ineasA= 3=m

3 o & o S61. 6ptima.

El.paso. tercero se repite cuantas veces sea necesario has
ta que la prueba de optimalidad indique que se ha llégado a -

la solucibn 4ptima. . : -

DETERMINACION DE LA SOLUCION OPTIMA.

Si el minimo nlmero de lincas que cruzan los elementos ce
ro de una matriz de asignacién (m por n) es igual a m, cnton-

ces procedemos de la siguiente mancra:

a).- En cada renglén en el que exista un solo cero, realizar
una asignacién marcando la posicibn de la asigracibn en-

cerrando el elemento ((nico cero del renglbn) dentro de
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un cuadro, realizada lé aéignacién en una fila, téche -
los elementos cero de la columna correspondiente a la --
asignacién. Si no se completaron las m asignaciones (una

‘:

asignacién por fila y columna) pasamos a:

b).- En cada columna que aun no contenga asignacién, asignar
“en la posicién del ﬁnico elemento cero de tal columna, -
téche los elementos cero de la fila en la cuﬁl se reali-

z6 la asignacidn.

~Repétiremos este procedimiento hasta hallar la solucién -

bptima.
A _B C  Asignacibn 6ptima. .
‘1. 0] '1 | lo.- Asignacién 1 a B"
- a . 20.- Asignacibn 2 a C~
X 1 [0 - 30.- Asignacién 3 a A
300 ®x 2 | |

Si la matriz de asignacibn estuviera expuesta en términos
de beneficios, el procedimiento anterior sblo cambia en una -

sola modificacidn.

Si el modelo es de maximizacibn, se selecciona el mayor -
elemento de la matriz, restese de éste todos los elementos de
la matriz. Los elementos generados de esta forma, constitui-

rén una matriz de costos de oportunidad y seré aplicable el
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procedimiento para minimizacidn,

Ejemplo: Sea la matriz de asignacién’&elﬁeﬁeficiosl :5r;if

Necesidad
A B 'C
18 4 7 :
Recurso 2|5 2 4 Mayor de los elementos def1§ mé£riz
e 1 s . . ; s

Restando de 8 todos los elementos de la-matriz.’;jj"

A B C
1{0 4 1
2|3 6 4
R

Costo de oportunidad asignacién.

Primer paso y pruecba de optimalidad

A B C
1 : 1 i
2 3 l No 6ptima.
AR

[ ,

Segundo paso y prueba de optimalidad.
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561; éptima.

2 $—~0 1

Asignacionés O6ptimas,

B C

1 la. Asignacién 1 a A Méximo beneficio
| $ 15.00

A
1 | [0 1
2 X 0] 1  2a. Asignacién 2 a B
11 [0]  3a..Asignacién 3'a C

Resumlendo, tenemos los 51gu1entes pasos para resolver el

lproblema de ‘dsignacién.

a).- Modifiquese la matriz de efectividad substrayendo el ele
mento minimo de cada renglén de todos los elementos del
renglén. Modifiquese entonces la matriz que resulte, -
restdndole el clemento minimo de cada columna de todos

llos elementos de la cdlumna, para obtener la primera ma-

triz reducida.

b).- Encuéntresc una asignacibén mixima para la primera matriz
reducida, si esta asignacibén mdxima es una solucibén com-

pleta, el procedimiento termina en estec punto. Si la --
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L3 '

asignacién mixima no es una solucién completa, procédase

al paso c.

Trécese 1ineas para cubrir todos los ceros. Réstese al

elemento menor no cubierto por una linea de todos los --
elementos no cubiertos; agréguesc este elemento minimo a
todos aquellos que estan en la interseccién de dos lineas,

para obtener la segunda matriz reducida.

Repitanse los pasos b y c en la segunda matriz reducida,
y.asi sucesivamente hasta que se obtenga una solucién --

completa.
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VIII.- CONCLUSTONTES :

El propdsito de esta tesis es desarrollar el procedimiento --
algebraico para resolver programas lineales, como el método --
simplex y servir como un manual en el cual puedan ayudarse los

alumnos de la materia de sistemas TI.

Este método es del tipo de ensayo y error, sin embargo, la bis
queda de una solucidén es por completo metddica, porque garanti
za encontrar una solucién mejor en cada paso y una solucidn 6p

* tima en un nGmero finito de pasos.

La investigacidn de operaciones le presenta métodos y modelos-
que son el medio para hacer frente a los problemas que se le -
presentan y en esencia solucionar adecuadamente estos proble--

mas .

No necesariamente el ingeniero debe ser un gran programador o-
analista de sistemas. La verdadera labor consiste en reconocer
que su problema pucde resolverse mediante programacibén lineal-

y en formular un modelo que permita alcanzar una solucidn Gtil.

Esto no debe sorprender, puestc que el objetivo de la investi.-
gacidn de operaciones es proporcionar un método sistematico y-
racional para los problemas fundamentales del control de sis--

temas, mediante la toma de decisiones las cuales de alguna for

* e 2 8 0
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ma producen los mejores resultados a la luz de toda informaciédn

que se use ventajosamente.

Los problemas de programaciﬁn lineal estén relacionados con la-
distribucién eficienfe de recursos limitados para satisfacer un
objetivo. Estos problemas se caracterizan por el gran nimero -
de soluciones que satisfacen las condiciones hdsicas de cada --
problema. La seleccidn de una solucidn particular como la me--
jor solucidn a un problema, dependerd del objetivo propuesto en

el planteamiento de dicho problema.

La programacidn lineal como técnica de optimizacidn, constituye
una herramienta valiosa para el ingeniero moderno ya que se ---

aplica en problemas prototipo de la investigacidn de operacio--
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nes como pueden ser problemas de asignacidn general, problemas

de transporte, programacidn de la produccidn, etc.

Actualmente con la ayuda de la computadora, se ha facilitado y
estimulado la aplicacién de esta herramienta matemdtica a pro--
blemas complejos que involucran el manejo de una gran cantidad-

¢

de variables.

Este trabajo fue desarrollado con fines diddcticos, es por esto
que las aplicaciones de la programacidn lineal y su teoria se -
han hecho en problemas de distintas disciplinas, tratidndosc de-

mostrar el gran alcance de esta técnica.
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