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I º - IN'l'RODUCCION. 

La geotecnia en México ha progresado por la necesidad de 

construir obras cad~ vez más complejas y usando, por razones 

econ6micas, el suelo granular como material de construcción 

(presas, bordos, pedraplenes, rompeolas, etc.). El comporta

miento de los suelos granulares es aún, sin embargo, insufi

cientemente conocido, estudiado y entendido. Por esta razón, 

es necesario estudiar mejor ~ste tipo do material. 

Se definirá como suelo granular en este trabajo, un con

junto ~3 part[culas sometidas a las fuerzas de gravedad, y 

cuyas fuerzas de atracción o repulsión por efectos fisico 

químicos son despreciables. As[, al hablar de un medio gran~ 

lar se enten1er~ que se trata d<~ suelos gruesos como arena~, 

gravas o enrocamientos. 

El cornportami.ento ::le un suelo granular, sometido a esfuer. 

zos, dept!!n:3e en gran parte, de la magnitud y distribuci6n de 

las fuer?.as interpartículares, así como de las c2racterísti

cas friccionantcs da sus partículas constitutivas. Refirién

dose a las fuer~~s interpart[culares, resulta prácticamente 

imposible me::lirlas en un suelo granular. Para suplir esta d~ 

ficiencia se han hecho modelos de suelos granulares, tridimen 

sionales con esferas y bidimensionales con discos, tratando 

de entender mejor su comportamiento. 
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En este trabajo se presenta el estudio experimental de 

fuerzas interpartículares determinadas en dos modelos de sue

los granulares, formados por conjuntos de discos fotoe lásti

cos con diferentes granulometrías. A cada arreglo se le apli 

có un esfuerzo hidrostático, obteniéndose pcir~ cirnbos la distri 

bución estadística de fuerzas interpartículares. 

La distribución estad[stica de fuerzas interpartículares 

obtenida en este trabajo, adolece del inconveniente de que el 

modelo además de ser bidimensional está constituido por partí_ 

culas de fonna circular, y las partículas constitutivas de 

los suelos reales no son desde lueso discos perfectos. Sin 

embargo, aunque idealizar el experimento efectuado permite 

una aproximación al problema de la distrib-cición ae fuerzas 

interpartículares y la comparación con los resultados ::Je te

orías del medio discreto, tratando así de entender y conocer 

mejor el comportamiento de los suelos granulares. 
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I I. - COMPORTAMIENTO DE LOS SUELOS GRANULARES. 

2. 1 ~lgunos antecejentes en r~laci6n al comportamiento 

de 1 suelo gram1 L:•r. 

El enfoque clásico utili~aao en Mec~nica je SueloE, es el 

de considerAr 21 suelo granular 8n su cohjunto, como si este 

fuese un medio continun, sin precc~p?rse por las caracterí.sti 

cas de las p2rtí.culns in:'livi;Juales. Este enfoque tiene algu

nas limitaciones, pues .sl1?0:1E que 21 stielo 2s un2 masa homog§_ 

nea e isotrópica y adem~s a wenudo el¿stica. Se ha vtsto que 

e 1 suelo en re a liélad no se co:nport :i en rigor con estas carac

terística~ y en con3ec~encia la t~or{a Jel mejio continuo no 

permite explicar algunos a~pectos ~e su comportamiento tales 

como: la .:'lil<ltélncia .::"!el mat¿ri.al., los efectos -~e escala, l::? 

rotura ~e granos que trae como consecuencia la p~rdi~a ~e re

sistenci2, 3eform3cicnas ¡ una r~duccción de su permeabilidAdJ 

etc. 

Conviene, pues tr<1tar de ver al su13lO granular -::n forma 

más simple: si se toma •.in poco ce arena ª"" playa entre las rrl.s'!. 

nos, se ver' un conjunto de grano5 individuales que se apoyan 

uno sobre otro y tienen relativa libertad de moverse entre 

ellosr si las partículris est¿n en equilibrio, ~st.:is se 0pOj1 a

rán unas sobre otras, generando fuerzas de contacto interpar

tículares, comos~ muestra en la figura 2.1 
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fig. 2. l 

En un punto de contacto interpartícular existe una fuerza 

inducida al apoyarse una partícula sobre otra, y una fuerza 

de reacción igual a la anterior que asegura el equilibrio. 

Estas fuerzas son iguales en magnitud y dirección, pero de 

sentido contrario y se pueden descomponer en fuerzas normales 

y tangenciales (fig. 2.2). Es importante entender que en di

cho punto la fuerza tangencial trata de mover a la partícula, 

pero se asegura el equilibrio por la fricción que existe en 

el punto de apoyo, es decir, debido a la rugosidad en la su

perficie de contacto. (fig. 2.3). Además, las fuerzas de 

contacto generadas por el peso propio de la arena, no se dis

tribuyen uniformemente, debido a que cada partícula tiene di

ferente forma y tamafio, Esto ocasionar~ que se generen cade

nas de fuerzas, es decir, que existan partículas que toman mu

cha carga, otras muy poca e inclusive algunas, nada. 



T: Fuerza tangencial 
N: Fuerza normal 
fig. 2. 2 

Fr: Fuerza de fricci6n 
Fig. 2.3 
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Si a la misma arena se somete a una prueba triaxial, apli-

cando primero un esfuerzo hidrostático (o-h) y luego un esfuerzo 

axial (ªv) tal que la relación ªv se mantenga constante, suc~ 

ªh 
derá lo siguiente, de acuerdo con la magnitud de c1 v. 

a) Los esfuerzos ªv y ª h son muy pequef'ios. Las fuerzas 

nonnal y tangencial no se distribuyen unfformemente como se 

mencionó anteriormente. Se generan desplazamientos entre las 

parttcu las, debido a que las fuerzas de contacto se increnen-

tan y superan ocasionalmente la fuerza de fricción en un con-

tacto. Dicho desplazamiento.ocasiona en toda la masa de sue-

lo ur.a deformación. (fig. 2.4). 

fig. 2 •. 4 
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b) Al aumentar los esfuerzos o v y ah se formarán cadenas 

y proseguirán los desplazamientos entre partículas, pero ade-

más se pre sentartin otros e fe e tos: compres i6n de las partí.cu las 

que se achatan en el punto de contacto (fig. 2.5), y flexión 

en pcrtículas laminares (fig. 2.6). 

't' 

\.. ,,/ 
fig. 2. 5 liéñatamiento en 
las puntas de contacto 

Fig. 2,6 flexi6n de 
partículas laminares. 

e) Si se aumenta aún más_ y proporcionalmente el ªv y elCThJ 

adem~s de los efectos anteriormente mencionados, puede ocurrir 

también rotura de granos cuando se vence la resistencia a la 

compresión de ta partícula, por ta concentración de esfuer-

zos en puntos discretos. Con ta rotura se presenta de hecho 

una transformación en la granulometría del material y por 

lo tanto de sus pr0piedades, así como deformaciones al re-

acomodarse las partículas rotas. Otro problema que se pre-

senta es el cambio de ta fuerza de fricción en los puntos de 

contacto, que pueden ser concecuencia de plastificación en 
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las süperficies de contacto en que al achatarse los puntos de 

contacto aumenta el área de contacto real aumentando así la 

fuerza d~ fricción. Puede ocurrir una exfoliación del mate-

rial. O la rotura de las asperesas en forma frágil con la 

consecuente disminución de la fricción. 

Un suelo granular tiene un comportamiento que se asemeja 

al anteriormente descrito. Al combinarse los efectos tales 

como, distribución de esfuerzos, cambios en el ángulo de fri~ 

ción y rotura de las p2rtículas, se generan deformaciones y 
1 

cambios en las propiedades mecáni.cas del conjunto de partícu-

las. Estos efectos dependen directamente de la magnitud y 

distribución de las fuerzas interpartículares que son induci-

das por la gravedad o por alguna fuerza exterior. De ahí la 

importancia que tiene el conocer la distribución 1e fuerzas 

interpartículares en un suelo granular. 

2.2 Objetivos. 

Debido a que es pr~cticarnente imposible medir las fuerzas 

de contacto directamente en un suelo granular, en este traba-

jo se utilizaron discos fotoelástlcos a pesar de las limita-

clones que imponen: el estado plano de esfuerzos y la forma 

circular de las partículas. Este trabajo se hizo con el fin 

de poder obtener en primera ap~oximaci6n una distribuci6n es

tad{stica de las fuerzas de contacto en este modelo de un su~ 
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to granular. También pretende compararse las fuerzas medidas 

con las fuerzas estimadas teóricamente en un trabajo desarro-

llado por J. Albcrro en sep. 82 (Ref. 3) que se describir& 

brevemente a continuación: 

En dicho trabajo se considera un conjunto de esferas de 

radio (R). Se demuestra que al utilizar la expresión 

(1) para v~lorar la magnitud de las fuerzas de contacto se 

asegura el equilibrio del conjunto de 

En la que: 

N= fuerza normal actuante en el punto de contacto 
de la partícula. 

P= Esfuerzo normal exterior aplicado al conjunto de 
partículas. 

R2 cos 8 dl) :H' -= 1\rea elemental de la partícula. 

Ne= Número de contactos interparticulares de la partícu
la considerada. 

f', fy = La densidad probabilística de Ne en ténninos del 
8 azimut 9 y de la latitud r 

e5• Relación de vacíos estructural que es semejante a la 
relación de vacíos clásica "e", sólo que para definir 
"e5.,

11 se considera como parte del volumen de vacíos al 
volumen de sólidos que no ayudan a transmitir el es-
fuerzo inducido, es decir, al volumen de s6lidos 
"inactivo". Se define, por tanto, como re laci6n de 
vac!o's estructura 1 a la suma de 1 volumen de vacíos 
con el volumen de pc.irtículas ''inactivas", dividido en. 
tre la resta del volumen de partículas sólidas menos 
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las no activas, quedando la siguiente expresi6n: 

e= V vacíos + V sólidos inactivos s 
V sólidos - V sólidos inactivos 

9 

La expresión anterior (1) es v§lida para el caso de esfe-

ras1 para el caso de discos se pasa del espacio al plano: 

transformando la expresión (1) de ls siguiente manera: 

(2) N= LlJ.+es) RdO 

Ne f~ dO 

Donde: 

N= fuerza normal actuante en un punto de contacto (R, o) 
de la partícula, 

P= Esfuerzo normal exterior aplicado al conjunto de par
tículas. 

Rd'r- Perímetro elemental de disco. 

f'= Densidaj probabilística 1el número de contactos inter-
0 

pe>rtícu la rea. 

Ne• Número j"; contactos interpartf.cu lares en e 1 :lisco con
s i::lera:Jc. 

e 8 : Relación je vacíos estructural, sólo que ahora en vez 
de considerar volúmenes se consideran ~reds quejando 
la expresi6n (l') de la siguiente forma: 

(2') e 5 = Ar~a vacíos+ Area oe s6líjos inactivos 
Area sólidos - Area de sólidos inactivos 

Suponiendo que la distribuci6n perimetral de los puntos 

de contacto obe.:'!ece al a;;o.ar, f
0
• tiene la siguiente distribu

ción: f0= 
2
1

71 
(Hef. 5), quedando la expresión (2), como sigue: 

(3) N= 2'l'R(l+es} P = DPT(l+es) 
Ne Ne 

i 
1 



I II. - DISEÑO Y CONSTRUCCION DEL MARCO DE CARGA. 

l. Introducción. 

1.0 

Como se dijo anteriormente medir las fuerzas de contacto 

en un suelo granular, es prácticamente imposible, por lo que 

se l-\an h•;cho modelos de éstos, con discos y esferas1 los e:xpg_ 

rimentos son los siguientes: 

a) Esferas.D2ntu (ref 5) trabajó con esferas que ·~onge

lan las :te formaciones". Se les aplica una presi6:1 hidrostá

tica introduci6njolas en un globo al qua se le aplica el va

cío. Se mi-'le la huell<J .:'lejada .~n la zor:a 1~~ contacto de una 

partíc~La con otrar esta marca tiene relación con la fuerza 

n"!cesaria para producir :Hc'.•.a huella. 

b) Discoq fotoel~sticos: Se han hecho cn M~xtco varios in 

te~':os ~~or m•.;dir las fuer·;-as ::lt: contacto en modelos :le suelos 

granulcres utilizan~o di.seos fotoelf!sticos como partículasr 

!'~t:.rL:lO?. a \' Huerta, Má.rquez (Ref 1 y 2). En ambos casos ,::e han 

obt3ni1o r~sultaaos poco satisfactorios, aebij~ en parte al 

mat?rial focoelástico utili?.ajo así como ~ la forma de apli

c;or las carr;;as. Se decidi6 cambiar las dos característi.cas 

mencionajas anteriormente. 

3.2 Diseño del marco de carga. 

Debido a que en la tésis de M~rquez (Ref 2) se observaron 
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fallas importantes en la forma efectiva Je transmitirse las 

cargas, se procedió a cambiar el sistema de carga. El sistema 

anterior funcionaba de la siguLente manera: se colocaban los 

discos sobre una mesa de apoyo y en 21 interi?r Je un marco 

de carga constituido por dos lados fijos que impedían el movi 

miento lateral :3e los :liscos, y ot:ros dos mó·1iles qui; s•:' ~fos-

lizaban en bal1;ros sobr·-~ 12 :wo ~'3 :Je apoyo. ?or me.:Jio :]e caj-:_ 

nas de biciclet~ y poleas se trJnsmitía una carga al lado mó

vil del marco, :::omprimien:L) el conj1Jnto :le dis·::os contra la 

pared fija. Est0 ílistern~ 3c carga originaba que: la~ cargas 

no se transmiti~ran libremente a los Jiscos próximos a la pa

red fija, generan.:.!o una i~specie :]<' "arq·_wo" entre las paredes 

del marco y los :'li.s,:os i.mpi:1icn::1'.:I una 3istribución uniforme 

de fuerzas entre los :3iscos. A fin '.'le suf)s2nar ,~;:;tos :'lofer;-

tos se ideó un mílrco ::1e carga cuyo elemento esencial ~ra una 

cámara .:Je biciclet.:i, cuya expansión perimetral se r·~stringi

r[a, ex~epto hacia el interior, permiti6ndole asr jesplazarsa 

dnicamcnte hacia la región en donde se colocar{~n los aisco~. 

Al aplicor presión con aire a la c6mare> ~Bt<l tran<,:nitirí'.a a 

los discos una carga hidrostática. Con el fin de peDnitir la 

expansión 1lnicamento hacia el centro y c:insi::'lerando que la 

presión máxi.ma por aplic?.r ser[a de 10 kg/m2 !!8 hicif:r::>n los 
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eiguianteG dos dise~os de cajas donde se colocaría la cSrnara. 

a) Tubo ranurado doblado circularmente. E 1 espesor· a~ l 

t~bo necesario para resistir lateralment~ es muy grande, y en 

cor.sec1Jencia sumam.:,nt" diff.cil su c::mstrucción. Er.. '~l Ap6n:'li 

e~ A se describe el c~lculo de este primer marco. 

~) La otra posibilidad era la a~ utilizar tres anillo~ 

pl~nos de 9cero, dos de6stos para evitar la expansi6n late

ral de le c§milra de hule, y otra paca evitar l~ ra1i31 hacia 

~l exterior. En el ap~nide 8 se describe el cSlculo hecho p~ 

ra aste marca. EatP fue el rnarcu :'J¿ ~arga que se utilizó, 

ver foto 1. 1. 

3.3 Accesorios del mar~o de carg~. 

La ir.vecció'.1 ck~l air:~ a ls c:inara s'2 hace con una mangue-

ra conpct<'!da a un pequni"io tanque. Este se carga a la oresi6r. 

p 0 1miti'.3r> p;:,r llna entr<Jde? e:::pecial que se conect?. a la compr~ 

sora: antes jn lesconactar el tanque de la compresora ~e cie

rra ~nP v~lv~la de aguja una vez q~e áste se ll0na. El tac

que contiene a:lemá.s una salida de aire a presión que se con

trola con un regulador de sangrado hasta et marco de car~a 

ver (foto ".1) . 

La m?nguere ·se une al marco por medio de la conexión moe

trada ~n la f~to i.2. 

s~ construyeron unap tapas de lucita para la parte abier-



ta del marco con el fin je poder colocar los discos, así e~ 

mo para evitar el pandeo de éstos al aplicarse la carga. Di 

chas tap2s se sujetan por medio de unos brazos atornillados 

al marco (ver foto 3.3}. 

Tambi~n se construyeron separadores perimetrales de lu

cit;:. de 1/8" con el fin de evit2r que la cámarn pcrC:iera 

confinamiento y ocurriese e 1 colapso de ésta (vP.r fig. 3. 1). 



Tztt:'. 
¡! rr·''.; i 6n foto 3.1 

Cnn~xi6n 

(a) 
foto 3.2 (a, b, e) 
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fig. 3.1 

foto 3.J 
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IV PROCEDIMIENTO Y REALIZlíCION DE PRUEBAS. 

4.1 Descripción breve del método fotoel~stico. 

Se jescribirá muy brevemente el mef:odo fotoelástico, ya 

que éste ha sido descrito en trabajos anteriores (Ref. 1 y Ref. 

2) • 

En forma simplista la luz está formada por una serie de 

ondas ~lectromagnéticas, que viajan formando un rayo. Depen

diendo je la longitud de on~a visible, se puede clasificar en 

::los tipos: LLl'.' monocromática y luz policromática. La luz mo

nocromática es la que tie~e una sola longitud de onda ( o un 

solo color), en la luz p~licromática los colores se mezclan. 

En ~ste trabajo se utilii:ó luz monocromática que se hacía 

pasar pcr una polaroide para onda plana. ~ste elemento sólo 

per~it! pas3~ ondas transversales, restringiendo las ondas 

perpen3~c~lares al pasar por otro polaroide adelante del an

t~ r i or, formando ag{ un polariscopio. 

Al primer polaroide se le llama polariza::'Jor y al segundo 

analiza.Jcr, los cuales deben tener una orientaci6n determina

da, ya que al salir las ondas del polariza~or se tendrá un 

cierto plano de polarización. Si el analizador se coloca en 

el rnis~o plano de polarización la luz polarizada pasaría a lo 

que se llama campo claro: gLrando el analizador 90º no pasa 

luz, a esto se le llama carapo obscur·o, {ftg. 4.1). 
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7r" 
IJI• ~b~C..te'-''-,.\C.A. 
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(fig. 4. 1) 

Si se coloca un material fotoelástico sin ningún esfuerzo 

entre el polarizador y el analizador, colocando a ástos en 

campo obscuro, por el analizador simplemente se observaría 

que no pasa luz. Pero si el material fotoelástico se somete 

a esfuerzos al pasar la luz polarizaja por el material las orr 

das sufren desfasamiento, producido por el diferente retraso 

de la onda en los planos principales de esfuerzos. En este 

caso, viendo a través del analizador, se perciben franjas 

obscuras y claras, llamándose a las franjas obscuras isocrorn! 

ticas (linea a lo largo de la cual los esfuerzos cortantes 

son máximos y tienen valor constante~ Cuando coinciden los 

planos principales de esfuerzos en los discos con el plano de 

polarización la luz no se descompone y aparece una franja ne= 

gra después del analizador. Estas lineas llamadas "!soclinas" 
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son difícil.es de distinguir de las franjas isocromáticas (que 

son las que interesan). Es necesario eliminar las isoclinas 

colocando dos placas, de un cuarto de lo~gitud de onda entre 

el material fotoel~stico, despu~s del polarizador y antes del 

analizador. La función de estas placas es la de descomponer 

la luz polarizada en un plano de polari.zación con .:Jos compo

nentes perpendiculares, quedando desfasada media longitud de 

onda una respecto de la otra, dando por resultado l.o que se 

conoce como luz polarizada circular. 

Para el campo claro se aplican los mismos principios, só

lo que en este caso, el analizador está orientado con el mis

mo plano de polarización, quedando ahora las lineas que eran 

negras en campo obscuro, blancas para campo claro. 

4.2 Elección ae la granulometría. 

Terminada la construcción del marco je carga, se procedió 

a la fabricación del modelo granular (discos fotoelásticos). 

Se escogieron dos modelos con diferentes granulometrías, ~na 

bien graduada y otra uniforme (fig. 4.2). A continuación se 

muestra cómo se ca lcu 16 e 1 número aproxima::lo de partículas 

(discos) necesarios para cada granulometría así como sus cur-

vas granulométricas. 

Diámetro del círculo en que s•:l colocan las partículas=Dm=ó6cm 

Area del círculo en que 'se colocan las partículas=Am~3421. l9afi 
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Suponiendo una relación de vacíos para la granulomatría 

bien graduada "ebg " de • l y de. • 16 para la uniforme "eu" se 

calcul3 el área que ocupar[an los a6lidos1 

e -= ll~ e.:.ª-v_ a_c:~.o_a_ _ 
Ar~a ~.16 li:los 

Ziv_ :. ll.v ""' A3 ·e 
As 

y e 1 área que ocuparán lns sólidos será: 

Quednndo el ár~a de sólidos para cada granulomatría 

k, ;Am-Am·e = 3079.07 
bg bg 

cm2 {'3i 311 gradu:lJa). 

(Uni. forme;). k,=Am-Am·e .,,. 2871.80 
u u 

2 
cm 

----- -----·--------·----u;;::-:---- ------- ···- --·----
\ Gra- D1am. ~iArea por parti'cula en N de¡ A rea en º/o A rea en º/o i 
! nulo:- · 'ª part 1-. 2 partícu' 
rnetria cula en, cm. 

1 
"" 

j ; cm. ¡ jª5
· !Retenido Pasa ¡ 

¡------12----113. 097- -- · ---:¡_L ___ ü. oi _____ -88.~-¡ 

N 
,,r;~ 

o5 
~e-. 
:-o 
Oo) 
,:¡;, ..... 
P::O 
t:l<"') 

11 95.03.1 4 l:J.J'i 76.61 
10 78.540 4 18.20 66.43 

3 63. 617 s D. 33 %. 10 
8 50.265 3 8.15 47.94 
7 3 8. 4 84 1 8. 7 5 3 q • 19 
6 28.274 ) 8.26 30.93 
5 19.635 15 9.39 11.36 

, z'~ 4 :.~.566 2í1 11.43 9.93 ' 
¡ ~&;' 3 1.068 41 ').37 -.06 ! 
1 p:¡<C 1 

¡_ ____ --- ---------- -- ·----------------------- --- -- -' 

1 

1: 6 28.274 21 26.61 76. 39 1 

~u: s 19. 6 3 r; ·D 2 9. 3 n 41. :.n 

l_í __ ~---~;:;_~: ---~~ - ~:~~-------:~~~--_] 
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4.3 Fabricación de los discos. 

Se escogió de antemano el material Homalite 100 para fa

bricar los di8cos, pues este material era mucho más rígido 

que el usado por M5rquez (Ref. 2), Mendoza y Huerta (Ref.l). 

En efecto, era deseable trabajar con un material más duro, 

ya que se observó en estos trabajos que al ser muy blando el 

material, cuando se aplicaba carga se incrementaba considera

blemente la fricción entre partículas, así como en el contac

to con la mesa de apoyo de éstas, no permitiendo por estas r~ 

~ones la transmisión correcta de las fuerzas aplicadas. 

Los discos se obtuvieron de un pedazo de placa de Homali

te 100 a~ 1.50 x .90 m aproximadamente. Prim0ro se cortó la 

pL'lca ca:t una sierra cal3::3ora par3 fonnar discos con un ~Há

mei:ro Rn exceso :'le 2. 5 mm :le 1 ;i.ominal evitando asi'. qne los e2_ 

fuRr70~ r~siduales inducidos por el corte afectaran la parte 

perim~tral del disco. Una vez cortados en esa for~a todo~ 

los discos, con unas plantillas hechas en torno ~el mismo ma

terial de los discos sa procedi6 a dar acabado final con un 

Router de alta velocidad (45000 Rev. minuto). Este aparato 

ocasiona esfuerzos residuales mínimos en los discos. Adem¿s 

los discos debían ser cortádos en un tiempo mínimo, ya que 

E>n un lapso .:fo :.ios meses, comenzaban a aparecer alteraciones 
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considerables en el borde de los discos por efecto de la hu-

rnedad ambiental. 

4.4 Conclusiones después de pruebas prelimin~res. 

Antes de comenzar las pruebas definitivas, se hicieron al 

gunas pruebas preliminares. En las pruebas preliminares la 

cámara de bicicleta se rompía al aplicarse la presión máxima 

de 10 Kg/cm2. Esto era debido a que con las granulometrías 

escogidas, las partíc~las que estaban en contacto con la cámQ 

ra dejaban mucho espacio, lo cua 1. permi.t{a a la cám"'lra dr:ofor-

mar~e dcmasiaao, rrovocando el cclap~o de ésta. Debido a e~-

to, se formó con discos de pequ·2f'io diámetro un ani.J.lo perime-

tral, dispuesto entre la cámara '/ el conjunto d"l discos por 

probar, formanao así una frontera qra::hal. que permitiera. a la 

cámara nxpanderse 3in llegar al. colapso y transmitir la carga 

a la granulometria por anali~ar. Esto provocó un camtio en 

el ár~a que ocup::ría el conjunto :::!~ pi'lrtículas nec·~sit6r.jose 

efectuar una corrección al númer.o 1e partículas qu8 formñban 

la muestra. El factor correctivo se calcula de la sigui~nte 

manera: 

A1 = Area total de la c~mara de prueba 
D1 = diámetro de La cámara de prueba = 66 cm 

A2 = A~ea de la zona de pruebe 
02 = diámP.tro de lo zona de prueoa = 42 cm 

"'l 2 .... 4 _,.._ "' D L 

A2 ~ 
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Las granulometrías corregidas se presentan en la siguien-

te tabla: 
Diam.del disco en cm. Nº de discos Material 

1Z 1 

11 2 

10 2 
9 2 
8· 2 
7- - 3 Bien graduado 
6 .. 
5 1 

4 " 3 n 

6 10 

} 5 11 U1iforme" 
4 34 
3 t1 

4.5 Forma de realizar las pruebas y exposici6n de placas 

fotogr éficas. 

Las pruebas definitivas se realizaron de la siguiente ma-

nerl!I: 

a) Se arma el marco de carga colocando y apretando los 

veinticuatro tornillos. 

b) Se coloca la cámara dentro del marco de carga. Debe 

mencionarse que la c~roara llevaba otra cámara superpuesta, 

con el fin de dar mayor resistencia a ~sta a la hora de apli-

car la carga. (fi9. 4.1). 

{fig.4.1) 

.. e .Smara con presión 

=- Cámara superpuesta óniea
mente 
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e) Se aplica una presión de 0,07 a 0.35 Kg/cm2 

{ l a 5 lb/inch2) con el fin de quitar c.rrugas que se producen 

al colocar la c5mara, revisando con los dedos que no quede 

ninguna, ya que una arruga podría provocar el colapso de la 

cámara o bien que no ae transmitiera correctamente la pre-

s i6n a los discos. 

d) Se pone la tapa de lucita de abajo y se coloca la gra

nulometría que permitiera transmitir los esfuerzos al conjun

to de discos por analizar sin dejar colapsar a la c§mar2. 

e) Se coloca la granulometría por analizar ya sea la uni

forr.te o la bien graduada presentando los discos al azar. 

f) Se pone la tapa superior da lucita y se aplica una pr~ 

si6n de aproximada~ente de 2.0 Kg/cm2, con el fin de que las 

partículas entren en contacto para evit;,r erl el morr,ento ::3e mQ. 

ver el marco de carga, moviinientos entre los discos ;:fobijos a 

ta gravedad. 

g) Se levanta el marco de carga y se coloca en posición 

vertical en el polaroscopio circular. 

h) Se coloca el marco de ca~ga a una jistancia de 25.5 cm 

del polari.zador y de 25.5 cm del analizador~ poniendo el mar

co de carga to más paralelo posible del polarizador y el ana

li:z ador. 
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il Se coloca la cámara fotográfica a 2 metros de distan

cia del analizadorr ae enfoca el lente de la c~mara, revisan-

:lo que la abertui.·a ele l diafrag-¡ia de l. lente es el adecuado 

( f =22) y se inserta la placa fotográfica en la cámara. 

j) Se va aumentando la presi6n poco a poco hasta llegar 

a 9.22 I<g/cm2. Se ·~xpone la prim'2-ra placa en campo obscuro 

d~rante 2 minutos y 30 segundos. Una vez terminada la expo

sición se coloca otra placa fotogr§fica y se gira el polarizA 

:]-;>r 90º, ponien'.'lo e 1 polari3copio en campo e lar o y se toma o

tra p lacci con tiempo de exposición l minuto y 30 segundos. 

Terminada la exposición se descarga poco a poco hasta llegar 

a los 7.04 Kg/cm2 y ~e toman otras dos placas en c~mpo claro 

y Ob;::(· ·:o. 

k) una vez tom~1as las placas fotográficas se descargan 

los dii:;cos, se coloca en 9osici6n horizontal el marco de car

ga, se quitar. los discos, se ravisa la cmnara y $8 pobrorPa 

con talco para evitar fricción entre ésta y los discos, así 

ccmo para dar roantenimi~nto a la cámara. 

1) Para una nueva prueba se repiten los pasos anteriores 

a p~rtir del inciso b). 

4.6 Proceso de revelado y amplificaci6n de las placas fo

tográficas, 
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El proceso de revelado y amplificado de las placas foto

grjficas utilizado, se escogió desp~¿s de varias pruebas to

mándo:;:! la que logra mejor r~solución tm lci ampli.fi.cación. 

A continuación se aa una de~cripción del equipo utilizaao, 

así como del proceso de revelod'.) y ampli.fica:lo. 

El equipo con ol que S(' contaba era: una ctímnr0 fotogr~-

fica hacha on el Instituto da Ingeniería para placas fotogr! 

ficas ::'k~ (5" :< 7 11 )~ 6sta tenía una lentt:: Nikkor-H .:'le 450 mrn 

y f =1:9. Se utiliz6 t:::nnbién una 21nplificadorc. :'le marca "So

lar en muy mal estado, ya que el vi1rio difusor asteba roto, 

por lo que se adaptó otro con papel albanene, a fin 1e poder 

~ifundir con mGyor uniformidaj la luz de la amplifi.cadorar en 

el lente de 6sta se colocaba un filtro policontrast de ~ 

2 l/2. 

Las plocas fotogr~ficas utilizadas tienen un formato de 

5" x 7" y pe U:cula I<odali th Ortho tipo II!. 

Las placas 3e revelaron según el siguiente proceso: Como 

revelador se utilizó Dektol l a 10 dejéndose dentro de este 

1.5 minutos ta placa con agitación conti~ua. Luego se sumer

gía por 20 segun1os en ba~o 1etenedor. Se lavaba por 10 se

gundos en agua y se pasaba por 2 minutos al fijador "r~pido", 

Finalmente se lavaba por 10 minutos en agua corriente. Todos 
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los l.íquidos así como e 1 agua deben estar entre 18 y 20ºC. 

Después del lavado se dejaba secar en un tena~aero donde no 

existía polvo. 

Para la amplificación se utilizó papel Kodabromide H-3 

peso sencillo de 40 x 50 cm. La amplificación se hizo ce la 

siguiente mar\cra: El papel se expuso en la amplificadora por 

35 segundos si era campo e laro y 40 segundos si era obscuro 

con diafragma f ~B. Una vez tomada la exposición en el pap~l 

se metía r;n Dcktol l. a 1 agitando continuamente por 1.5 min'.,l 

tos, después se metía por 10 segundos al baño detenedor, lue

go al fijador ~r~pido" por 2 minu~os, l~vanao deapu~s por 10 

minutos en agua y :Jejándose secar en el tcndndero. La tempe

ratura jel agua y los l[quidos de~en estar entre lílºy 22° c. 

S0 muea~r~ a continuación en las fotografías (4,1 y 4.2), dos 

fot~grafias :1e contacto cada •.rna de campo claro y de c<lmpo 

obscuro obtenidas con el proceso de revelado y amplificado d6~ 

cri.to. 



( il ) ( b) 
foto 4. l GRl',NUfJ)MBT\Ull rns·,¡ G'C!•rn.:;'~Di\ JI crrnFo ob~~uro b) compo claro. 



(a) (b) 
foto 4. 2 GRANUOOMETRIA UNIFORME a) campo claro b) campo obscuro. 

---
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V RESULTADOS OBTENIDOS Y COMPARJICION. 

5.1 Interpretación de las fotografías. 

En las fotografías tomadas a través del polariscopio de 

los arreglos granulom¿tricos, se puede observar un conjunto 

de discos que muestran una serie de franjas negras ó isocr~ 

máticas (foto 5.1). Dichas franjas se presentan con mayor 

densidad en la cercanía del punto de contacto; la ausencia 

de franjas significa que el disco no está esforzado; opues

tamente aquel que tenga mayor n6mero de franjas se encuentra 

m6s ~sforzHdo. Burdamente resulta que el nómoro de franjas, 

es indicativo de la fuerza aplicada en el contacto. 

Cada franja representa el lugar geométrico de los puntos 

en los que el esfuerzo cortante m~ximo tiene valor constante. 

Bsto permite conocer la distribución de esfuerzos en e 1 inte

rior del disco por efecto de la carga en el contacto. 

D. Wu (Ref. 4) analizó la interpretación de las "Isocro

máticas", para conocer las fuerzas aplicadas al disco. La 

hipótesis fundamental del método propuesto por D. Wu esr que 

las direcciones principales de los esfuerzos inducidos por 

cada una de las fuerzas exteriores actuantes en el perímetro 

del di3CO son las mismas. Esta hipótesis en muchos casos 

ocasiona errores de cOn$ideración, por lo que fue necesario 
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i.J._:ar un método de interpretación más preciso. En el Apéndi

ce e se describe el métoao aproximado de D. W\l y un método 

de cálculo exacto desarrollado por J. Alberro. 

Debido a que los m~todos descritos en el Apéndice e, son 

su~amente laboriosos, en el Instituto de Ingeniería se desa

rrolló ün programa a~ computadora con el fin de obtener las 

fuerzas nonnQles y tangenciales interpartícul2res de cada a

rreglo con base en el análi9is de las fotografías. Dicho pr~ 

grama de computación se ha inclui:Jo en el Ap&ndice O. 

Para fines de este trabajo llamaremos método I al ?ropue~ 

to por D. Wu y método II al exacto desarrollado por J. Al.berro. 

En la referencia 4 se dan ejemplos del m6todo I vi¿ndose 

que es bastante preciso par.a o~tener las fuerz.as normales y 

tangenciales, de discos donde existan pocos puntos de co~~ac

to o cunndo las latitudes de los contactos tienen cierta sime-

tria. A continuación, en la tabla 5.1, se dan tres ejemplos 

je fí seos con diferentes latitudes \• núm.;ros de contactos, 

donde se aprecia la aproximación que tienen los méto:los ! y 

tI, dtscutidos en e 1 apéndice C. En esta tabla se dan los 

valores calculados, con los métodos mencionados, de las fuer. 

zas, tanto acción como reacción, normal y tangencial en cada 

uno de los puntos de contacto de un disco. También se da la 

variación relativa éle tas fuerzas entre el método I y el 
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método II, y se comparan las fuerzas determinadas en el dis

co bajo estudio con las reacciones de los discos adyacentes, 

para cada uno de los méto3cs. 

En l.a tabl.ti 5.1. y con los ejemplos '.110f:1trrdo:0 se justifi

ca la necesidad je idear el ':nétodo II, en el cual para f~er

;-.as normales la variación relativa entre acción y r•.'acció:-i 

en un punto de contacto, es en promeJio alre:'kdor Jel 10·:, 

mientras que en Gl método I, la vat·ioción mcncionaja en pro

medio varia entre 2(f,o y 25;~ . La:,: fuQr3as t<Jnqonci.:iles tie

nen una alta variación relat~va entre acción y reacción en 

cada punto de contacto, debi~~ a que las magnituJes de las 

fuerzas son en general muy pe~u0ñas cornp<:iradas con la:s fuer

zas normalesr :Jurante la roaL.zaci6n ~Jcl trabajo se observó 

que para fuer<! ::is comprendidas .;ntt·e -5 y 5 1\g el Gr :or es 

grande. Este· cr-roi- disminuye al aumentar la magniti.d .:'le las 

fuerzas aplic~das. 

Al ef~ctuarse las iteraciones numéricas requerijas en el 

método II la precisi6n numéricn no varía mucho a partir 10 

iteraciones. El error es mayor al extraer los datos necesa

ri~s de la fotografía. Por eje~Flo si al leer el valor de 

franja se comete un error de me~ia franja, ln v.;iriación que 

puede existir en la magnitud de la fuerza es de t7 Kg aproxi 

m?ldamente, error que se suma al error numérico propio .:'le los 

métodos menciona1os. 
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-··--1--- ·-----------· "1\CC ION 11 "REJ\CC ION" . V AR LAC ION RELATIVA 

EJEM· t·füf..~t::rf.:: LATITU· PlJNlO T 1 PO K O· Kn· r~x·1s'l11~N'f" ENTRE ME'IV\DOS 

1 

Cilculu de fuerrns de la C61culo do luerzns de la "" "' 
1~ ' • :. .v • 

PLÓ DE_ , DES DE ~E_ pdr t lculü en c:>llKJ10 í.D- parti'cula on estudio pa- . 
Nº ~ON1 Aº ~ON - l·UCHZA rn los rrn~todos: . ra los rnét(xbs: ---

• iOS lAGTO "°"°"'"'' -: -~ B ~~ 1 : 0-- !B.-AJ.100 lA::..Cl100 (B - O) too f: !i11YJq1 . u A -ir--
. e lal. • /( '(: . /1 ,, ,, 't . . . " , 

---~---- ·--·- ----. ._.'JfJ.. "XjjC:IQ____ _V::/..l.l."-...J.J=.'"-'(:Jl.k:r. . .!.>tñ.1.......-l----·J.---_...1..----~ 
7.40 1.01 

l 

3 

124º l N 25. 70 25. 70 23;80 25;96 
298q 2 25~70 25;70 21;50 24:46 

2 T24T -1 - - - i;34 - i:-34 --· );3o _-L 25 
T 

0;00 
0;00 

0;00 
_ 1~.!-3L _4 .~o _ 
-146.60 lB'J.55 

3 

5 

290~ 2 - 1.34 - l.34 - 2.34 - 4.60 º·ºº 75.00 237.80 

25° l 37;84 38~94 

38; 70 38; 08 
18. 19 19; 50 

25!33 
21;77 
17 ~ 66 
2;o9 

36; 12 
33;12 
24;40 
-5;30 

2;00 
0~46 
6; 70 
1Lso 
l.90 

33.06 
43. 7 5 

7.20 
-67:19-

7.24 
14. 81 
!?_._!-1 -
33. 75 

154° 2 N 
266° 3 

- s.:81 - S:-12--25°- T --
1541\ 2 T - 7;49 - 7:35 - 3;47 

o.so 
- S;06 53. 70 

137.80 
31. 16 
82~05 

266~ 3 -l.32 -7.69 - l.40 71. 60 

24° 
741\ 

1201\ 
167~ 

l~~ 
24~ 

7 4º· 
120~ 

167~' 

265~ 

'. ''. 

l 27;47 36.35 34;29 34;29 24;43 24.82 5.66 

Tabla 5. l 

2 )6;21 36;38 33;80 33;31 0;47 6.65 8.44 
3 N 24;91 29.86 31;41 33;20 16;91 34;14 11.50 
4 20;33 39~34 40;35 30;1s 26;10 42.42 o.42 
5 ..... - ,_92:...2_9 __ 02;01_ _76..J.4_ 7~;1..1_ _7;]_3 __ 8;25 __ 4 • .1.4_ 

T - 2;33 3;09 1;49 t;49 ts9;B9 t63.95 61.69 
2 6;31 3;06 7;34 0;90 125.49 16.32 190.84 
3 T - 6;90 1;06 1;86 - 0;35 750;90 126.96 133.02 
4 13;18 2;30 3;67 2;10 470;04 72;15 17;40 
5 -10.12 -10.31 -12.23 -13.30 1.35 20.25 29.78 
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5.2 Resultados obtenidos. 

Una vez obtenidas las fuer~as normales y tangenciales de 

cada partícula, se agruparon con el fin de obtener una distri 

buci6n estadística de las mismas, para cada granulometría 

(fig. 4.2). A continuaci6n se muestra una tabla con las ca-

racter ísticas de cada 3rreg lo fotográfico. Donde "e5 " es la 

relación de vacíos estructural óescrita en el capítulo I. 

~rreglo \Granulü.J Carga : Nq de 
otogr~metrra 1h1drostática ¡ parti'culas, 

1ICO ' 1 ----
e= Y.Y.. ¡----;-~ ':!.::1::Y; :'"0'10$ 

V s __ _... __ _!}__-:_Vv-Y_s.JllilC..Lu1.1~S---

1 I / J. 23 
' II larnN 24 
1 ' 
iI II ¡GRA- 9. 2 2 2 5 
\ IV JDUADA Kg/cm 2 5 

V i (b ~--'---~2~3~ 
~ ROM E.O I O S 24 

O. l Si i 0.205 
0.199 ¡ ¡ 
0.168 i 

o. 142 ! 
1 
1 0.216 

º· 258 
0.205 
0.159 
0.313 

0,176 
1
, º· 228 

! ---·-+--------L-----------, 
41 0.190 \ 0.293 l VI 

i VII um
:VIII •ORHE 

IX {u) 
X 

9.22 
Kg;cm 

---~-
p R O M E O I 0 S 

48 0.223 0.260 
4S 
44 
46 
44.8 

o. 16 5 i o. 2 30 l 
Cl • .205 ¡· º· 310 ¡ 
O • l _P_l_ _ __,__. ' 2 . o. 21'°"'5'------co: 193 1 º· 261 

Como cada arreglo tenía relativamente pocas p?rtículas se 

decidió sumar todas la3 fuerzas nonnales y tangenciales de cada 

granulometría, con el fin de tratar de hacer más representativa 

la distribución estaj[stica de fuerzas normales y tangenci~les, 

(Fig.5.1 y 5.2).En ambas granulometrías los valorea medios de 

las fuerzas normales fueron muy p<irecidas con 39.88 (KgJ parn 

la bien graduada (bg) y de 39. 49 (kg) pe!rc. la uni-
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forme (u). Sin embargo la dispersión alre·3edor del valor 

m~-:iio varía siendo notablemente mayor en el caso de granulQ. 

metria uniforme. (fig. 5.1). 

L~s gr~ficas de las f'.ler~?s tangenciales mostrados en 

(fig. 5.2) son muy rarecidas y el valor medio en magnitud 

:3•3 fuF.!r::>:a en ambos arreglos gronulométricos (u) y (00), d-a 

··-·· 
sólo boservar la gráfica se ve que T:o . Sólo se nota una 

pequena disr0rsi6n hacia las fuer~3s mayores en la granulo-

metrfa '.lniforme. 

5. 3 COMPAP.ACION DE LOS f!.ESUL'i'ADOS OB'füNIOOS. 

Las fuerzas nonnales se compararon también con la tea-

ría dn J. Albarro (Ref. 3) y de la expresión (3) anot~da en 

el c~pitulo II se ti~ne que: 

De donde: 

N-= ~'L!.U+es) 
~;e 

'NNc = P7r( l+e 5 ) 

D 
fil'k_ == constante 
o 

Se ccilcularon los valores teóricos de la magnitud !):'1Jc 
D 

sustituyendo vn lcre s en la e:<preoión anterior. Se tiene: 

rara la granulometría uniforme: 

e 5 == • 261 
P= 9.22 kg/c:rl :.P'1(1+e 5 ) =36.52 kg/cm. 
~ = 16.52 kg/cm 

D 



Para el material bien graduado 

e = s 
p = 

• 228 
9.22 

NNc= 35.57 
D 

kg/cm2 

kg/cm 

~P(l+e.) = 35.57 kg/cm 
" 
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El cálculo anterior se hizo también con los datos del e~ 

perimento, calculándose para cada fuerza normal de contacto 

interparticular el correspondiente valor de (N Nc)/(D), con 

lo que se obtuvo la gr~fica (5.3). También se valoró el vª 

lar medio de la magnitud (N Nc)/(D) para caJa granulometr[a, 

valor medio que se comparó con el teórico en la (tabla 5.~). 

:G-RANULOMETRI A 
11·--v-A __ w_~_I<-_k~~-~-~-~-º-N--.-N_c_/D_J 

_ . EXPEHI.MENTAL l }'EORICO 

for e · 37.33 36.52 
n q; a Ql) ó d ~ 3 3 • 5 2 3 5 . 5 7 

Tabla ('i.2) 

La comparación hecha en la tabla (5.2) indica claramen-

te que en este caso se trata de un experimento limpio sin 

las restricciones que habian tenido por ejemplo en la refe-

rencía 2. 

Las fuerzas tangenciales obtenidas no se compararon con 

la teoría de J. Alberro, ya que como se demostró antes (ta-

bla 5.1), estos valores tienen un error relativo considera-

ble, debido a la pequefta magnitud que presentan estas fuerzas 
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en la gran mayoría de los puntos de contacto. Como ya se 

mencionó anterionnente cuando la fuerza de contacto es pe

queña el er.ror es relativamente grande debido a que no es 

prácticamente posible leer el valor de franja para obtener 

una precisión de ± l kg. 

Asimismo se obtuvo la distribución estadística de las 

latitudes de los puntos de contacto interpartículares, para 

cada granulometria. Esta se muestra en la fig. (5.4). 
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VI CONCLUSIONES. 

Las pruebas fotoelésticas efectuadas, midiendo la magni

tud de las fuerzas interpart!culares en un modBlD formaao 

pcr cojuntos de discos soa de granulometría '..lniform,; o bi.en 

graduada comprimidos hí.drostática111'.'rnto cumplieron su objeti

vo: 'leterminar lc distribLtclón est<dística de fu2i·~as ae con. 

tacto al aplicar un es:!:u-rzo exterior a un m-edio gran'..\lar. 

Se concluye que: 

a) Al aplicarse un ~sfuerzo hidrostt:tico, a un medio gr2 

nular, existen dentro del medio discreto fuerzas tangencia

les locales entre pert[culas. Estas fuerzas tangenciaLes 

interparttculares generan desli~amiento~ en los contactos. 

b) Se observó tambi6n qud para las dos granulometrías 

Uniforme (u} y bien graJuada (bg) el valor medio de las fueL 

zas normales fu•2 cnsi igual. en ambas (fig. 5.1}. En el arre

glo (u) se present:i un,1 mayor dispersión d1.:i la fuer.za normal, 

existiendo una mayor frecuencia relativa de fuerzas grandes 

y peque~as, que en el arreglo {bg). 

e) Dentro del medie granular existen gran variedad de 

magnitudes de lHs fuerzas, existiendo en algunas partículas 

fuerzas de (!Ontacto bastante grandes. 'l'ambién pueden gen~

rarse "cadenas de fuerzas" entre partículas, en las que se 
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concentra gran parte de la carga aplicada exteriorménte. 

Las partículas constitutivas de las HcadenasH tlenen mayor 

posibilidad de sufrir, desplazamientos, deformaciones y en 

caso de material frágil, rotura. También se observaron PªL 

tículas libres, no sujetas a esfuerzo, o sea inactivas. 

De la comparación del experimento hecho con el modelo 

fotoelástico, con la teoría de J. Alberro (Ref. 3) se vi6 

lo siguiente: 

a) La teoría permite valorar adecuadamente el valor me

dio de la mc>gnitud "(N Ne )/D" (fuerza normal interpartícu

lar multiplicado por el número de contactos de la partícula 

dividido entre el diámetro de la misma) para ambas granulc

me1;rías (u) ( bg). 

b) Se esperaba que la gráfica (N Nc)/D), (fig. 5.3) fu!2_ 

ra menos dispersa que la obtenida. 

e) Se observó que la distribución estadística de latit~ 

des de contacto no fue igual a la teórica, aún cuando fue

ron muy parecidas. (fig. 5.4). 

En lo re fe rente al modelo fotoe lást ico, fue en su compo~ 

tamiento general bastante aceptable. En lo que se refiere a 

la evaluación de las fuerzas de contacto, fue importante me

jorar el m~todo de cálculo desarrollado por D. Wu (Ref. 4), 
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cuya precisión disminuye conforme aumenta el número de con

tactos interpartículares. 

En lo referente a la extracción de datos de las fotogra

fías, a veces la precisión es pobre pues resulta difícil 

leer con buena aproximación el ndm~ro de franjas en part[c~ 

las sometidas a fuerzas de contacto paquenas. Para el caso 

de un ndmero gran~e de p~rt[cul~s fotoel~~ticaR por fotogr~ 

fiar, se recomienda utilizar el proceso ~3 rev3lado mencio

nado en este trabajo, ya q~e con Al proceso utilizado ante

rionnente no ere posible leer las franja~ cuando el disco 

tenía un ndmcro consider~ble d6 ellas. 
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APENDICE A 

CAICULO DE UN MARCO DE CI\RGA UTILIZl\NOO UN TUBO RAh'URADO. 

En el cá~culo que se muestra más adelante, se vi6 que el 

espesor de tubo necesario para resistir la fuerza lateral es 

muy grande, por lo que su construcción es bastante compleja 

(figs. A.A.1 y A.A. 2). 

Fig. A.J..l 

Fig~ A.A.2 

Tubo doblado circularmente 
y soldado en un extremo. 

Ranura para poder transmitir 
carga a Los disQos. 

~i 
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El cálculo de este marco de carga se muestra a continua-

ci6n: 

F 

F 

fig.A.A.3 

P= !fv 
dA= lcmxdl :. dl=rdfl 
di!.= rdO LA 
fv= Psen OdA ~fv 
P/2=f/r/2 PrsenOdO . 
F/2=P r Jo'r"2 

seno do= Pr 
F/2= Pr .". F=Pxd 

C~lculo del espesor necesario para resistir la fuerza a 

tensión. 

Analizando el tubo ranurado y por equilibrio: 

: I 
'fig. A.A.4 

D=F/(e x. l em) 
U•Pd/(e) •• • (l) 

u=Q.esistencia del material a 
tensidn. 

d=DUmetro del tubo 
P=Presi6n por aplicarse 
e=Espesor del tubo 
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~o 1200 kg/cm 2 (tensión) 
d • 3cm (Determinado en función de la c&nara de bici-

c: teta por usar) 
P "' 10 kg/cm 2 

De (1) 
e = P.Jl·= (10).{3} r~gfcn:i2 xctti)"" o.02s cm 

0 1200 . kg/cm 2 

et := •• 025 cm (espesor necesario para resistir la 
er&>ntensi6n) 

Revisión por momento flexionante: 

fig (A.A.5) 

U• H y(Fórmula de la escuadría.) 
I 

M• FL = F(dV2) = F·(l.5) pero F=Pd1•(l) 
M= Pd1 (l.5)=(1.5) • (3)· {10)= 45 kg•cm 
Y• e1z 
I = ph3 = !.W..: 

12 12 
Sustituyendo valores en la f6rmula de la escuadría 

Os M_ y 
. I 

1200= illl ~ 
. ~ 2 

12 
e •.474 cm 
9 momento =.474cm (espesor necesario para resistir el 

momento) 

1 
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e = e + e '"' .474+. 025:a.499 
total momento tensión 

Como se ve etotal =.499 cm es muy grueso y el trabajar 

un tubo de ese espesor es sumamente difícil, por lo que es-

ta posible solución fue desechada. 
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APENDICE B 

CALCUU> DE MARCO DE CMGA UTILIZANDO TRES ANILWS PLANOS. 

Marco de carga hecho con tres anillos planos de ac..,ro, 

dos de estos para evitar la expansión lateral de la c§mara 

de hule y el otro para evitar la radial hacia el exterior. 

Los cálculos se describen a continuación: 

~) Cálculo de espesores y resistencia de tornillos. 

Los tres anillos se sujetaron con tornillos como se i

lustra en la figura (A.D.l): 

fi~. (A.B.l) 
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El cálculo de los tornillos se hizo con la posibilidad 

más desfavorable dando a la cámara la mayor expansión posi-

ble. El espesor del anillo central se di6 de antemano por 

la geometría de la c~mara. También se estiro6 el tamai"i.o de 

la caja con el fin de que la cámara de bicicleta pudiese 

desarrollar bien su función, quedando la caja de las si-

guientes dimensiones: 

fig. (A.B.2) 

F=P .A 
P·=lO kg/cm2 

i\rea tributaria que resiste el tornillo "A" @.oc-.... 

J\.=10 (.J. 5) = 35 cm2 

F,10 (35)= 350 kg (Esta es la fuerza más grande que se 
aplicará en la caja). 

Se vieron varias posibilidades para escoger el ta~a~o 

del tornillo decidiéndose por el de 5/8"~ a continuación se 

muestra el cálculo: 



B 
---.. .. --...... íOO.LtlJ.U> 

(~ 
1 
i 
f 

' 1 f,__ ' 

ªacero=l200 kg/cm2 

ªtornillo=l200 kg/cm 2 

fig. (A.B.3) 

IMB=O de la figura A.B.3 se tiene que: 

!MB=O :.F 1 x (2.85 + a)=F·tornillox(a) 
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Ftorn= F1 x(2.85 + <!,} fuerza inducida por fiexfón de 
a la placa. 

F 1 = 350 kg fuerza de tensión simple. 



0 torn = ..• ~ + FtOin 

Atorn A· 
torn 

u X Atorn "" 350 + 350 (2~85 + 1) torn 

ºtorn = 1200 kg/cm
2 

A torn =,.. o}'4 

a= 2 cm (el valor de "a" se escogi6 después de varias 
iteraciones) 

O = \ ~) Í35o+350(~a.85 + ª)] = 1.28 cm V\;it)o L 

l.28<tornillo 5/8" "'l.59 - 0.3 "cuerda" = 1.29 cm 

Diámetro del tornillo 5/8". 

b) Cálculo del espesor de la placa. 
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Considerando una longitud unitaria de l cm en el anillo 

superior e inferior (fig. A.B.4) 

fig. A.B.4 



De la fig. A.B.5 se define: 

u= (M/I) y • • . • • .. • • .. • • • • ( l) 

ª= 1200 kg/cm 2 

y = e/2 

I= bh3 = 
12 

be
3 

= ~ 
12 12 
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b 

fig. A.B.5 

M=F(2.85)=b(3.5)P(2.85)=1(3.5)(10) (2.85)=97.75 kg cm 

Sustituyendo valores en (1) 

1200 ~ 97 .25_ ª--
. e}l12 2 

e=.796 cm 

Dentro de los espesores de placa de tipo comercial, más 

próximo al espesor se tiene: 1/4" ·(.63 cm) y de 3/8" (.95 cm) 

se optó por la de 1/4" adn cuando en alguna condición espe-

cial alcanzará esfuerzos del orden de: 

99, 75 {12) ( .6 3) = 1508 kg/cm2 

2 (,.63) 3 . 

- 2 
Para este esfuerzo de 1508 kg/cm en el acero se tiene 

todavía un comportamiento elástico1 ya que el pttnto elásti-
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co del acero utilizado es 2100 kg/cm~ Además existen otros 

factores que no se consideran a favor de la resistencia, co-

mo la curvatura que tiene el anillo. De todos modos con el 

fin de disminuir momentos flexionantes, se decidió colocar 

roldanas en los tornillos y así dimninuir el brazo de palag 

ca. Por otro lado, el caso extremo s6lo se presentaría cuan 

do los discos llegaban a descubrir la superficie hasta el 

borde la placa. 

e) Cálculo de flechas y deformaciones. 

Se vi6 cual sería la flecha producida por la presi6n en 

la cámara sobre los anillos superior e inferior. A estos ani 

llos se les aumento medio centímetro para asegurar más a la 

cámara. 

. 
fig. A.B.4 

' a:: f ,1• 1"'""'"" > ., 
• 

1 

! ....; 



De la fig. A.B.6' tenernos: 

•• E =- 2(10) kg/cm2 acero 

l, .. 5.lcm 

3 '"' ,3 \ 3 .. I = bh "",!~ J.63t_ = 0.0208 cm 
12 -12 . 12. 

W"" WL = P = lO (1) (3.5) :::: 35 kg 
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(Del libro Roark pag. 100), se tom6 la siguiente fórmula: 

_J_ tL 4((a 2 +ab+b2 J~ -a3 -ab2 -a 2 b-b3) Ymb"" 24 EI 

_ t 35· [4<1.1;.{l.1)(4.6)+(4.Gf)s.1--24 2c1d5 c.0200> 

( l. l ) - { l. l ) ( 4 • 6 ) - ( 4 • 6 ) ( l. l ) - ( 4 • 6 ) =. O 15 cm 
3 :z 2 3) 

Ymáx = 0.15 mm. 

También se podría presentar la siguiente flecha mostra-

da en la figura A.B.7 

fiq. A.B. 7 
1 

' 

. I 
I 

\O C..'M. 

! 
' 
1 . 

~==--=--1 
t 

Q :. io t...- l 
I 
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(Del libro Roark pag. 108),se tomd la siguiente fórmula: 

' W• Q 
Ym:ix= 3 84 EI 

E = 2 (10
6

) kg/cm2 

W ::::: P{'3.5) = 10 kg/cm2 (3.5). = 35.0 k:g/cm 

i = 10 cm 

3 = (10(.635) )/12 

35 (10
4

) = 
Ymá:x= 384·(2)-(10'6)·{.213) 

0.0021 cm. 

= .213 cm' 

Se aceptan las flechas máximas ya que el punto más crí-

tico es cuando se llegua a la distancia de 3.5 cm a una pr~ 

sión .de 10 kg/cm 2 Existirá una deformación entre los ani-

llos superior e inferior de . 15 + • 15=. 3 mm., de flecha para 

la cual es muy difícil que la c~mara pueda colapsarse. 

También se determinó la deformación radial en el anillo 

central. 

·- -
fiCJ 1'.B. 7 

e = 1/2" = t. 27 cm. 

d/2 = r = 35 cm. 

L = r = 35 cm. 

E = 2(10&) kg/cm2 

A"" (l.27) (2.6) = 3.102 cm2 

Ar= f.!! = k!!: 

u= 

EA E 

P ·d/2 = F/A 
e ( 1) 



(( = .!Q_JJ.2.L. 105.99 kg/cm2 

3.302 

.Ar:a (105.99} P21 = 1855 == 0.00185 cm. 
2(10 6 ) ""106 

..lr= .01855 mm . 

. ¿lr:l= .0371 mm. 
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Esta deformaci6n es sumamente peque~a quedan8o bastante 

sobrada su sección1 aún con los taladros para los tornillos. 

A continuación se muestran los planos del aparato. 
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M'ZNDICE C 

M.ETOOOS 1\NALITICOS U'l'ILIZAOOS Pl\RA EL CAJ.CUI.O DE 

FUERZAS PERIMETR.1\LES EN UN DISCO. 

En este apéndice se describe primero el principio para 

estudiar los esfuerzos dentro de un disco, luego se presenta 

el método aproximado de D.Wu (Ref. 4), y a continuación el 

método "exacto" desarrollado por J. Alberro. 

a) Método de cálculo. 

La ley básica de la fotoelasticidad es la siguiente, pa-

ra problemas en el plano: 

(l). •••• bmáx"' 1º.El_ NA(IS) 
t 

k, máx = Esfuerzo cortante máximo en un punto 
detenninado dentro del disco. 

t = espesor del di.seo. 

CF = Constante de franja que depende de 1 
material y sus unidades son: 
kg/cm-fr anj a) • 

NA(IS) =Valor de orden de las franjas "isocro
máticas" del disco en estudio en el 
punto IS. 

Por otro lado, de acuerdo con el problema tratado.por 

Michell la fuerza exterior (F) aplicada en el contorno de 

un disco en el punto (M) genera sobre el plano ~P) que pasa 

por el punto (S), interno a la partícula, un vector esfuerzo 

(Re'f. 6). (fig. A.c.l) 

--



fig. A.C. l 

' 
=::!.. -00 -1 • ~ cosp~ __ n_ MS 

irt M8 MS"2 
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Los esfuerzos nonnal y cortan 
te sob~e tal plano son: 

r:- -ll-+ 
V= f•n 

- ~ Siendo n y t los vectores unitarios presentados en la 

fig. 1\..C.l. 

En consecuencia, el efecto de dos fuerzas aplicadas en. 

los puntos M y N extremos de una cuerda MÑ (fig. A.C.2) es: 

fi9 .• A.C. 2 



o sea: 

r¡ ,,,,+2F [C~J?PoSel1~Ji.;.. c_?s~11 sen2ip, J 
y nt MS NS 

¡, i::: + 2F (Q.Q_§%COs<b0senl/l0_ e::_~~ senf/l,cos¡/11) 

xy ~t MS NS 

o bien: 

AN(IS,IT) 

BT(IS,IT) 

~y = _r:_ 
nt 

o bien: 

Vx·QY 
2 

= Le AN {IS,IT)) x(F (IT)) ....... (2) 
nt . . . . 

•••••• (3) 
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Designando por AN (IS,IT), BT (IS,IT) las matrices que 

rigen la influencia de las fuerzas e:xter iores F (IT) de los 

esfuerzos en el punto (Is),(fig.A.C.3). 

- .. 
~: - (I5) 

fig. A.C.3 

b) Método aproximado de Cálculo D.Wu 

Si las direcciones principales de esfuerzos inducidos 

por cada par de fuerzas F(IT) en el punto (IS) fueran las 

mismas, entonces: 

•••••••1t•••••••c,(4) 

Sustituyendo los ~a lores ae(U-x ;uY)Y "'xy en 5 queda: 

( '"{; \
2 

F2rIT\Ícos~fílo(cos221f>0+. serhq.io)+ 
máx(IT»= ~lMs 



De donde: 

cos2 (\60+4'1) =cos2 (90+'1',) 

i 2 tl!tlf c;:os
1
qi.t.. +r.;_~l'l', +2cos 'Pocos3cos2 (fp-H'1) } 

máx= nZt2.lM52 Ns2 MS •NS . • 

-r = FlITl 7/~os2'i'.11 + coa71 + 2cos!licosf\s;:os2 C?o+Ttt " 
fo máx ;ir t. v~ MST NS MS•NS 

Y de acuerdo con la expresi~n (5), en el punto (IS) 

-r ..: ==r~ .: e ,= Lfccrs,IT)\,fF(IT)) •••••••• (G) 
1o max tn.:1X IT nt '\ . . I\ . . . . 

con e (IS,IT)= ' 's2oo + cos~1 
v~¡-:!S 2 NS 2 

+ 2cos~cos~cos2(~q±~) 
MS•NS 
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De acuerdo con el valor del número de franjas isocromá-

ticas N(IS) en el punto (IS), sustituyendo (1) en (6) queda: 

T (CP) NA(IS)=C(IS,IT)•F(IT) •••••••••••••••• (7 1 ) 

F(IT)=n(CF) NA(I~)x~-! (~S,IT)) •••••••••••. (7) 

El cálculo de las fuerzas exteriores F (IT) se puede 

efectuar en primera aproximación con la expresión (7) que 

es válida únicamente cuando las direcciones de los esfuerzos . 
principales inducidos por los pares de fuerzas F(IT) coinci-

den. De no ser así es necesario afinar el procedimiento de 

e~Hcu lo de F (IT). 



e) Método "EXACTO" de e á lcu lo. 

En el circulo de Mohr se tiene: 

bmbcos2e=Vx-QY 
2 

hmbsen2e='l;y 

fig. A.e .. 4 

De donde de acuerdo con las expresiones (2) y (3) 
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]!:i ~~~( cos2EP+sen2~)= 1_ [AN(IS,IT)+BT{IS,IT)1F(IT) ••• 8 
nt .. . · . - · , · . - ·. · -

Utilizando la expresión (l) 

n (CF) NA(IS) (cos2e + ~e~2eJ=-(m(IS,IT)+BT(IS,IT))F{IT) 

Además: 

cos2 e = cos( tari 27;-xv kos [tañ'{ BT (IS, IT) 
{fJ<-cfy} . \AN (IS, IT) 

sen2 e= nen(tari~ \<senrtañ
1(BT fISc ~T} 

. rrx-vy} L AN(IS,IT) 
... • < ~ 

F(IT))] 
F~IT~ 

F{IT))] 

~~~T~ 
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Sustituyendo estos valores en (8} tenemos: 

"{CF) NA(IS ).Ícos(tan" 1 ~'j.' {IS 1 IT )F {IT) )+~en(t<'tñ1 
-ªTl.IS, !'1' )F (IT )~= 

L AN(IS,IT)E'(IT} AN(IS,IT)F{IT>") 

=~..N(IS,IT} + BT(IS,IT)) F(IT) •••••••••••••••••••••• (9) 

La ecuación (9) es una ecuación implícita en F(IT) por 

lo que su solución se obtiene mediante iteraciones. Partieg 

do de los valores de F{IT) dados por la solución aproximada 

de D.Wu, se introducen esos valores en la primera parte de 

la ecuación (9) y se soluciona la ecuación, obteniéndose 

nuevos valores de F(IT) mediante la e~presión (10). 

(10) F{IT)='t(CF) NA(IS>{~(IS)+ST(IS))•F(IS,IT)+BT(IS,IT))} 
con: 

S (IS):cos(tañ
1BT(IS, IT} F(IT}) 

\ AN(IS,!T) F(l'l') 

ST(IS)-=>sen(tañ'ªtiIS,IT} F{IT}) 
AN(IS,IT} F(IT) 

Unas cuantas iteraciones ,(por lo general 10) permiten 

obtener los valores reales de F(IT). 

Los datos necesarios para poder obtener las fuerzas de 

contacto son: 

a} El diámetro del disco en estudio. 

b) El número de contactos en la partícula estudiada. 

e) Las distancias que van del punto de contacto al pun-

to (S) (ver fig. A.C.l). El punto (S) se decidid fijarlo a 
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una distanCi a igual al di6metro del disco dividido entre 10 

alojado en la cuerda formada entre los puntos de contacto. 

Esta distancia es la que recomienda D.Wu ref. 4, la cual fue 

obtenida después de un ndmero considerable de experimentos 

vi6ndo~e que la distancia D/10 era la que daba mayor preci-

si6n para obtener la fuerza de contacto. 

d) El valor de orden de franja NA(IS) del disco en los 

puntos (S), que se elLgieron sobre las cuerdas formadas por 

un par de puntos de contacto y a una distancia D/10 del pun 

to de contacto (fig. A.C.5). 

e) Los fingulos formados por las cuerdas entre los puntos 

de contacto con las rectas que unen los puntos de contacto 

con cada uno ae los puntos (S) ver (fig. A.Col). 

f) La constante de la franja (CF) que es de 13.49 kg/cm-

fran]a. Se describe la fonna de obtener ésta en el Apéndice 

fig. A.C. 5. 

Siendo NA (IS} '"=Ni\ ( i, j) 
Ejemplo en el punto 1 tenemos: 
NA(l;2) 
NA(l, 3)' 
NA(l,4) 
NA~l.5) 

l 
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Debido a lo laborioso que resultaría extraer de la fotQ 

grafía. los datos de los incisos e) y e), se optó por inte

grar el cSlculo de estas magnitudes en el programa present~ 

do en el ap6ndice D, utilizando los valores del diámetro 

del disco considerado y de los ~ngulos pol~res de los puntos 

de contacto respecto cil eje x. 

Los d?tos de entrada del programa son, por tanto: 

a) Diaemtro del disco en estudio! 

b) El ndmaro de contactos de la partícula en estujio. 

e) El valor de orden de franja NA(IS) del disco en los 

puntos {S}, que se eligieron sobre las cuerdas formadas por 

un par de puntos de contacto y a una distancia D/10 clel pun

to de contacto fig. A.C.5. 

d) La conat3nte a~ franj~ CF que es de 13.49 kg/cm frau 

ja¡ la obtención de ústn se presenta en el Apifodic~ E. 

e) Los ángulos polares de cada punto de contacto, res

pecto al eje de coordenadas x. 
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i\PENDICE D 

PROGRAMA DE COMPUTIICION PARA OBTENER LM FUERZAS NORMA

LES Y TANGENCIALES JICTUANTES SOBRE DISCOS FO'l'OELASTICOS. 

El tratar de evaluar las fuerzas de contacto, con el mf 

todo descrito en el Apéndice e es pr~cticamente imposible 

hacer los cálculos a mano, ya que se tendrían que resolver 

una serie de matrices para poder obtener las fuerzas normal 

y tangencial actuantes sobre cada disco. Las matrices va

rían con el número de contactos y van desde (2 x 2) hasta 

(2Bx28). Por esta razón en el Instituto de Ingenieria con 

el fin de simplificar el problema mencionado, se elaboró un 

programa de computadora q1~e se mL1estra en est-" arAndice: 

Los datos necesarios para el programa, fuer~n extraíjos 

de las fotografías. A continuación se enlistan estos datos 

as! como la forma de obtenerlos: 

(CF) Constante ::le franja que era igual en todas las partÍC1l, 

las por ser el mismo material. Su form2 de obtención 

aparece en el Apéndice E. 

(NP) Número de la partícula. Este número sirve para iaenti 

ficar simplem€nte la partícula estudiada. 

(O) El diámetro ::le la partícula. Este simplemente se mide 

directamente de la fotografía. 

{NC) Número de contactos en la partícula. 
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(ALF(IJ)) Angulo medido desde una horizontal que pasa por el 

centro del 1isco al punto Je contacto. Su ~btenci6n se 

hacía, primero localizando el centro dol disco con una 

mica transparente, que ten[a trazados círculos de dif~ 

rentes ai¿metros con el centro de 6stos bien definido. 

Se colocaba la plantilla sobre la fotografía hasta que 

algún círculo coincidiera con el disco de la fotogra

fía y con un alfiler se marcaba el centro del 1isco. 

Por el centr~ se tra~aba una linea q~e era paralela a 

todas las lineas screej~ntes que se trazarían en los 

iiscos Je la fotograffa. Otra mica transparente en fo~ 

ma de transportador, se colocDba en el centro del diEcO 

y orientada sobre la linea tra~ada, se tomaban las medi 

das je las latitudes de los p~ntos de contacto. 

(NFA(IJ)) Valor de orden de franja a una distancia D/10 

alojado sobre la cuerda formada entre 2 µni.tos de con

tacto. Se obtenía cor. unas reglillas transparentes que 

tenían m8rcada la di~tancia D/10 de cada tamaño de di~ 

co. Se escogía la reglilla del diámetro del disco en 

estudio con su D/10 correspondiente. Colocando ésta en 

su e:xtrer;io sobre "! 1 punto de contacto en la fotografía 

y viendo el NA{IS) através de la reglilla donde quedE 

rá la marca del D/10. 
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La presentación de loa datos se hizo da la siguiente ma-

nera: 

1000 CF, NP, O, NC 

2000 ALF ( l) ALF ( 2) ••••••• ALF (n) .......... ALF (NC) 

3000 NFA ( l, l), NFA( 1, 2) NFA( l, n) , ........ NFA(l, NC) 

4000 NFA ( 21 l) / NFA(2,2) NFA(2,n) ......... NPA(2,NC) 

5000 ................................................... 
. . . . . . . . . . .. . . . . . ... . . .. . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " ............. . 
• • • • fl ....................... ti •••••••••••••••••••••••• 

NFA ':Ne, 1), NE'A(HC,2) ••••• NFA(NC,n) •••• NFA(NC,NC) 

La presentRción de resultajos es la mostrada en la si

guiente hoja; t~mbién se ve la diferencia entre el uso jel 

método je Wu y el cálculo exacto. 
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NO'l'J\S SOBRE EL PROGRAMA: 

Este programa puede usarse con discos que no tengan m~ 

de siete puntos de contacto. 

Si se quiere utilizar para más de siete puntos de con-

tacto se tiene que tomar en cuenta lo siguiente: 

Se deben cambiar las dimensiones del programa, es de-

cir, cambiar todos los (50, 25), (25). Segdn el número de 

contactos: 

# de contactos 

8 

9 

l() 

Espacios mínimos 

(56, 28) , ( 28) 

(72, 36) ' (36) 

(90, 45) , (45) 

Otras notas importantes son: 

+ Cambiar número de Iteraciones ver linea (174000) 

+Cambiar precisión en el programa ver linea (166000) 

+ Si se quiere que escriba las iteraciones hechas es 

ncesar io quitar "C$" de la linea ( 171000). 
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APENDICE E 

FORMA DE OBTENER LJ\ CONSTANTE DE FRANJA. 

La constante fotoelástica del material utilizado se obtuvo 

<le la siguiente manera: 

Un disco hecho del material utilizado (Homalite 100) cu-

yo diámetro era de 14.49 cm, facilit~ndose así las lecturas, 

se cargó diametralmente a compresión, con ayuda de un marco 

como se muestra en la fig. A.E.l. Colocando el conjunto en 

el polariscopio es posible leer el número de franjas que a-

parecen en el centro del disco, bajo el efecto de las cargas. 

f i.q • A. E • l. 



64 

En este caso el método de Wu (Ref.4) es exacto, ya que 

se tiene sólo un par de fuerzas exteriores. 

Del Apéndice e tomando la ecuación (7 '), tenemos que: 

?r(CF) NA(IS) " (C (IS,IT) )•F(IT) ••••••••••••••• {7') 

y que: 

C (IS, IT)"" 

Donde: 

MS =NS "' D/2 

Quedando: 

l! + cos~ 
'NS 2 

+ 2 cos'l'ocos"i cos('Po+~,) 
MS•NS 

C(IS,IT) = 214 + 4 + 2 
V ñT 02 (0/2) (D/2) 

,,,2fl6 = 4 
Yor o 

Resultando de la ecuación 7': 

CF= 4-l!:(IT) .••••••••••.•••• ••••••••••• (A.E.l) 
n NA (IS)• O 

en que: 

F(IT) =Es la fuerza apli~ada al disco con el marco 
de carga. 

NA(IS) Es el orden de franja en el centro del disco. 

Para obtener la fuerza F(IT) ce multiplicó el peso de 

la pesa colocado en el portapesas por la relaci6n de brazo 

de palanca 15.807. 
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El orden de franja NA(IS) se leía después que la carga 

actuare durante 2 minutos. 

A continuación se da el cálculo de la constante de frau 

ja observado para este trabajo apoyándose en la expresión 

A.E.l. 
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