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ABSTRACT 

The hydrodynarnic pressures on the two-slopes upstream 

face of a rigid dam are studied in this work for horizontal 

motion of the dam-reservoir system. An analytical solution is 

obtained by means of the Schwarz-Christoffel transformation in 

the cornplex plane. Sorne numerical results were obtained which 

validate the ones obtained with numerical methods. 



Rf:SUMEN 

En este trabajo se estudia el problema de presiones hi­

drodinámicas gene~adas por el movimiento horizontal de una pr~ 

sa rígida con paramento aguas arriba de dos inclinaciones. Se 

obtiene una solución analítica mediante el uso de la transfor­

mación de Schwarz-Christoffel en el plano complejo. Se obtuvie 

ron algunos resultados numéricos que validan los obtenidos con 

mét~dos numéricos. 
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l. INTRODUCCION 

En presas construidas en zona sísmica es necesario estu 

diar el comportamiento dinámico del fluido almacenado ante una 

excitaci6n sismica con el objeto de tener disefios 6ptimos, esto 

es, abatir los costos y mantener los riesgos en niveles acepta-

bles. 

En este trabajo se estudia la presi6n hidrodinámica ge­

nerada por sismo en presas con paramento de una o dos inclina-

ciones. Este tema ya ha sido estudiado por diversos investig~ 

dores, en el capítulo 2 se presentan algunos de los resultados 

obtenidos por ellos, tales como los dE Westergaard, los de Yang 

et al., el m&todo aproximado de Avil6s et al., y la soluci6n 

analítica de Chwang. La formulaci6n se hace en el capítulo 3. 

Ahí se presentan las hip6tesis que se establecen para el probl~ 
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ma, la ecuaci6n que gobierna el fen6meno y se definen las con 

diciones de frontera. En el capítulo 4 se presenta el método 

de soluci6n y, con base en la teoría de variable compleja, se 

obtiene una expresi6n exacta para la presi6n hidrodin&mica 

(que es funci6n de la geometria de la cortina) generada por ace 

leraci6n horizontal. Finalmente en el capitulo 5 se presenta 

el procedimiento para calcular el coeficiente de presi6n hi-

drodinlmica en funci6n de la altura normalizada, y dos ejemplos. 

Para estos dos casos se calcula el coeficiente de presi6n hidr~ 

dinlmica y se compara con el obtenido con un mitodo numirico. 

La concordancia es excelente. 

Este trabajo fue motivado por la necesidad de validar los 

resultados obtenidos con m&todos aproximados. 
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2. ANTECEDENTES 

En el estudio hecho por Wes terqaard ( 1), se supone que 

los desplazamientos son peque~os comparados con las dimensiones 

de la presa. La cortina se considera con paramento vertical 

aguas arriba y el fondo horizontal; ambos son infinitamente rí 

gi dos. 

Con base en la teoría de la elasticidad y usando el pri~ 

cipio de D'Alambert, lus fuerzas dinámicas que actúan en un ele 

mento diferencial de vcl~~en pueden expresarse en tfirminos de 

la presi6n hidrodinimica p. Así, se obtiene que 

~ 
dX 

(2. 1) 
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(2.2) 

donde: 

u desplazamiento en la dirección X, 

v • desplazamiento en la dirección y, y 

p densidad de masa del fluido 

Estas ecuaciones representan el equilibrio en el fluido en tas 

direcciones X y ij, respectivamente 

Debido a que se est5 8studiando un problema con desplaz! 

mientos sólo en el plano x-y, la ecuación de movimiento en la 

dirección z es simplemente ap;az • O, lo cual indica que p no 

varía con dicha coordenada. 

La presión p en las ecs 2.1 y 2.2 se expresa corno 

p " ke. ( 2. 3) 

donde: 

k módulo de elasticidad de volGmen, y 

e cambio volumétrico por unidad de volGmen 

Con base en las ecs 2.1, 2.2 y 2.3, Westergaard obtuvo la solu 
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ción, expresada como la suma de una serie, para líquido compr~ 

sible e incompresible. Dicha solución da distribuciones para 

la presión l1idrodinámica que pueden aproximarse al cuadrante de 

una elipsa, o meje~ a una parábola. Sin embargo, con este mis-

mo m~~odo sería muy difícil obtener la solución para la cortina 

en el caso en que se tengan paramentos inclinados. Esto se debe 

a que los coeficientes de la serie no tienen expresiones analí-

ticas en este caso. 

Muchos autores han discutido la solución de Westergaard. 

Entre ellos se enc~entra Van Kármán (1), quien en su discusión su-

giere una idea que permite obtener la presión hidrodifiamica ba-

jo la hipótesis de que la cortina tiene paremento inclinado. Pos-

teriormente se disc~tir& co11 m&s detalle la solución propuesta 

por Von Kármán. A~uí debe mencionarse que las diferencias entre 

las soluciones de Van Kármán y de Westergaard son menores de 

cinco por ciento. 

2.2 LJ~o de la idea de Van K~~m4n 

C. Y. Yanq, et al (2) propusieron las siguientes hipÓte-

sis para la cortina con-paramenco inclinado. 

a) La cortina es infinitamente rígida e impermeable 

b) El problema se considera bidimensional y el vaso 
es de exte~si6n seminfinita 

c) La excitaci6n es producida por un movimiento ho­
rizontal 



d) El agua es incompresible y los desplazamientos 
son pequeños comparados con la dimensión de la 
cortina 

e) Los efectos de la superficie del agua (oleaje) 
son despreciables. 

6 

Utilizando estas hipótesis y la idea sugerida por Von Kármán, 

que consiste en considerar una parte de agua en reposo y otra 

parte adherida a la cortina, se establece como incógnita la 

curva que limita ambas regiones. Esta curva esta definida por 

donde: 

Se consideran las siguientes condiciones: 

lj 

1) Continuidad del fluido 

ba 
lj 

altura medida desde el fondo del vaso, 

h altura sumergida total de la cortina 

< < 0-y-h 

b = ancho en la altura y de la po~ción de agua adherí 
da a 1 a cortina 

a aceleración en la dirección x, y 

a aceleración en la dirección y. 
lj 

2) Equilibrio entre la presión y la fuerza de masa 
horizontal 

( 2. s) 



donde: 

p = presión hidrodinámica sobre la presa 

ªx6 = aceleración horizontal 

donde: 

p = densidad de masa de agua 

3) Equilibrio entre la presión y la fuerza de masa 
vertical; 

p c.ot e - d 
(pb) = pba.11 

dtj ':1 

e ángulo entre la superficie del fondo y la super­
ficie de la cortina sumergida 

Usando las ecs 2.4 y 2.6 se puede obtener que 

e= (v2 + (l\) + 2¡-112 

1T 

7 

(2 .6) 

_
1

2v+a 
.ta.n 

13 
l 1 (2. 7) 

donde 

a c.o.t e, 

f3 = (8 - a)l/ 2 

\i = * . ~. 'Í 

e p/pha.x = coeficiente de presión 

Para calcular la presión hidrodinámica , se aplica la 

ec 2.7 y la definición de v. En el caso de que o= 90° se lle 
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ga a la solución de Von Kármán (t), dada por 

e " { v2 + 2 l -1/2 (2. 8) 

donde V está definida anteriormente. 

2.3 Solucl6n con un mltodo ap~oxlmado 

En el artículo de J. Avil6s et al. (3) se presentaron dos 

m¡todos de frontera y uno de dominio para valuar presiones hi­

drodinimicas en presas con paramento no vertical aguas arriba 

sometidas a excitaci6n horizontal. Las hip6tesis son las mismas 

que consideraron C. Y. Yang et al (2). 

Uno de los métodos de frontera es el de Trefftz el cual 

es un procedimiento de mínimos cuadrados. La soluci6n se gen~ 

ra mediante una serie de funciones que satisfacen la ecuaci6n 

que gobierna el problema asi como las condiciones de frontera 

excepto en el paramento. Los coeficientes indeterminados de di 

cha serie se determinan haciendo que la integral del error cuadrá 

tico en las condiciones de frontera tomada a lo largo del para­

mento mojado sea mínima. 

El otro método de frontera aplicado es el de las ecuacio 

nes integrales de frontera. Con este método la soluci6n se ge-

nera mediant~ la transformaci6n de la ecuaci6n de dominio que 

gobierna el problema en una ecuaci6n integral de frontera emplea~ 
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do el teorema de la divergencia y la soluci6n fundamental, fun 

ción de Green, del problema. 

El método de dominio es el de los elementos finitos. Se 

fundamenta en la extremizaci6n de la funcional de energía aso­

ciada a las ecuaciones que gobiernan el problema. Al proponer 

una soluci6n global formada por aproximaciones locales sobre 

elementos, la extre1nización conduce a un sistema lineul de ecua 

clones algebraicas cuya soluci6n se obtiene con la ayuda de un 

ordenador digital. 

Los resultados que se obtuvieron para las presiones al 

compararse entre sí, dan diferencias que son ~rácticamente nu-

las. Debe mencionarse que en la comparaci6n de esos res~ltados 

con la solución experimental (3,4) hay discrepancias que, apa­

rentemente se deben a errores experimentales. 

La solución analítica para una presa con paramento incl~ 

nado aguas arriba fue desarrollada por A.T. Chwang (5). A con-

tinuación se presentan las hipótesis y la forma de desarrollar 

dicha solución. 

Si se considera que el agua es incompresible, entonces, 

la ecuación que gobierna el problema de presión hidrodin&mica 
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se escribe como 

donde p es la presión hidrodinámica. 

Si se aplica la transformación de Schwarz-Christoffel a 

la geometría de la cortina, se transforma el dominio del probl~ 

ma a un semiplano superior, y es posible construir una función 

tal que 

p + ..¿ q ( 2. 1 0) 

dance q es la función conjugada compleja de la función 

p e ,¿ ;-:-r, 

Utilizando la teoria de Cauchy-Riemann se obtienen las 

con~iciones dr. frontera para el plano transformado. Por lo tan 

to, el problema de presión hidrodin&mica puede resolverse en 

dicho plano y se obtiene que 

. TI/ 2 ---""-~z-l'). ___ e d_e__ _ 
[.+tan e ~en 6cc~ e 

e ta.11 ::iir + 

CC' ~ cm S {!: ) J it ~ ( 2. 11) 

donde 
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s <t> "' h /l 
1t ' 

h = altura total de la cortina sumergida aguas arriba y, 

an = ángulo formado por el plano horizontal y el plano in 
clinado de la cortina aguas arriba 

Si se definen 

e p/pa 0 h = coeficiente de presi6n 

tj/h " S Hn a.n/h .~ en a 11 .-i 

TI 

( 2. 12) 

dt -,r altura normalizada 

( 2. 1 3) 

y dado que ~e (O, ll entonces, utilizando las expresiones ante-

riores, se obtiene una curva de coeficiente de presi6n u~ altura 

normalizada. 

En este trabajo se desarrollará una soluci6n para encon-

trar la presi6n hidrodinirnica, en una presa con paramento incli-

nado y quebrado en la cortina. Para ello, se utiliza el mftodo 

empleado en esta secci6n. 
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3. FORMULACION DEL PROBLEMA 

Las hip6tesis que se consideran en la formulac~6n del pr~ 

blema son las siguientes: 

a) El problema se considera bidimensional y el vaso de 
extensión seminfinita 

b) El líquido es irrotacional sin viscosidad e incom 
presible 

c) No se generan ondas de gravedad en la superficie 
libre de líquido 

d) La cortina y C!l fondo del vaso son infinitamente 
rígidos 

3.2 Ecuaci6n que goblekna el 6en6meno 

Se considera que la presión en el interior de un fluido 
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es función de la posici6n y del tiempo, esto es 

p • p { "· :j' z, .tl (3 .11 

don¿e x, lj, y z son las coordenadas cartesianas y t = tiempo. 

En ausencia de fuerzas de cuerpo, se puede demostrar (6) que 

las ecuaciones de equilibrio están dadas por la siguiente ecua 

ción vectorial 

donde p 

a2 ü p 
a t 2 

- glf.a.d p 

densidad de mas~ del fluido 

u vector de desplazamiento con los componentes u, 
V y W en las direcciones X, lj y ;: , respectiva­
mente y 

gll.a.d operador gradiente 

( 3. 2) 

Supóngase por ahora que el fluido es compresible, enton-

ces, si se acepta que existe una condición de linealidad entre 

pre!.iÓn y cambio de volumen, puede escribirse que 

donde >. 

p " - >. d-lv ll 

constante proporcional al módulo de compresibilidaú, 
y 

d{v operador divergencia 

Aplicando el operador diverg0ncia a la ec 3.2 se tiene 
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que 

a 2 ü. 
div (p ~72 1= - dlv (gkad p) ( 3. 4) 

Se sabe que div (gkad•) = V2 ·,donde V2 =operador Laplaciano¡ 

considerando que la densidad de fluido es constante y teniendo 

en cuenta las ecs 3.3 y 3.4 se obtiene que 

g2 p ( 3. 5) 

donde e = rr:¡p = velocidad de propagación del sonido en el flui 

do. Si ahora se toma en cuenta la hipótesis que establece que el 

fluido es incompresible, se tiene que 

V2 p = O ( 3. 6) 

siendo esta la ecuación que gobierna el fenómeno. 

3.3 Condlelone6 de ~konteka 

Se ha aceptado que se desprecian las ondas de gravedad en 

la superficie libre del agua, entonces, en la superficie libre 

la presión hidrodin&mica debe ser nula, esto es 

p o ( 3. 7) 

En la interfase con al sólirlo, la ec 3. 2 y la hipótesis de 

liquido irrotacional y sin viscosidad permiten escribir que 



donde n • coordenada normal a la interfase ~ 

ªn = aceleraci5n normal a la interfase 

15 

( 3 .8) 



16 

4. METODO DE SOLUCION 

Considérese la presa mostrarta en la fig 1. Con base en 

la transformación de Schwarz-Christoffel {ver Apéndice), se 

transforma el plano Z de esta figura en el pl~no r,; que se mues 

traen la fig 2. Dicha transformación está dada por 

z ('( /r; (<;+1)-01 r,;61+03-/ 
o 

e (¡;-b) J dr; + 13 (4. 1) 

don¿e 61 y 63 son los coeficientes del ángulo que se muestra en 

la fig 1 y a, 13 y 6 son constantes que se determinan usando las 

propiedades geométrica~; estas son 

distancia de A a e (4.2al 

Z ( Cl " O (4. 2b) 
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l.2 • IBCI• distancia de B a e (4.2c) 

donde A, B y e son los puntos que se muestran en la fig 1. Así, 

de la ec 4. 1 se tiene que 

Z(A) . ex ¡-1 (f;+J)-61 ~61+63-l 1~-b)-63 di;. + 13 .. .e 1 e.,( 11'6 1 
o (4. Ja) 

z ¡el "' ex Jº 11;.+ 1 1 - 0 1 F;. e 1+63+1 (F;.-bl-63 
di;. + 13 • o (4.Jb) o 

Haciendo algunos cambios en los límites de las integrales se ob-

tiene 

.e 1 ex f 1 t0¡+63-l (1-.t)-83 d.t (4.4a.) 
o 

l.2 Cl f 1 .tº 1 +e 3 - 7 (l-.t)-6¡ d.t (4.4b) 
o 

13 o ( 4. 4c) 

Si ~e torna l1 = n l2 1 donde n = constante de proporcionalidad de 

longitud l1 y l2, y se consideran las ecs 4.4 es posible calcular 

ben función de H. Para ello de la ec 4.4a menos la ec 4.4b al 

multiplicar por un factor n, se obtiene que 

Jº 1 .te 1 +e 3 - 1 [ 11 _ .t 1 - o 1 1 6 + .t 1 - e 3 _ 11 (1 _ t 1 - e 3 ( b + t 1 - e 1 ) d t = 0 

(4. 5) 
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Utilizando la ecuación anterior puede calcularse numéricamente 

el valor b. Conocida b, su valor se sustituye en la ec 4.4a o 

en la ec 4.4b para determinar a, que es proporcional a l.1 o a 

l2. 

Como se presentó en el capítulo anterior, la ecuación 

que gobierna el fenómeno (ec 3.6) es la ecuación de Laplace, 

V2 p O, si se introduce una función compleja-conjugada q res­

pecto a p, se puede construir la función analítica (ver Apénd~ 

ce) 6 tal que 

6 ( z l p + -<.q (4.6) 

la que también es analítica 

La superficie libre (EA) corresponde a la parte del eje 

real comprendido entre - 00 y -1, en el plano r,, allí la presi6n 

es nula. En el fondo del vaso (BF), correspondiente a s > b 

en el eje real del plano r,, se tiene Clp/dl1 = O, (solamente se 

est& considerando excitación horizontal), segGn la condición de 

Cauchy-Hiemann (ver Apéndice), lo cual implica que q es consta'.:_ 

te; sin perder generalidad se supondr& que q o. Por contras-

te, en la superficie inclinada de la cortina ()p/'éln tiene un va­

lor constante dado por -pa 0 6en Gn y que es igual a -pa~ 6en B1 tt 

y -pa 0 6CH (:)311 en AC y CB respectivamente. Ahora, si S repre-

senta la distancia desde el punto B en la base de la presa, la 

condición de Cauchy-Riemann (ver i•péndice) nos da 'l¡ = -paoS 6CH fJn 

\ 
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a lo largo de la superficie inclinada sumergida, lo cual corres 

pende al segmento lineal -1<r;<b en el plano ¡;;, en el eje real. 

Por lo tanto a lo largo del eje real en el plano z;;, las condicio 

nes de frontera son: 

Re. ~ ( z;; l .. O (4.7a) 

(4.7b) 

Zm 5 1 r; l • O b<r;<oo (4. 7c) 

donde Re, lm representan la parte real y la parte imaginaria de 

la función respectivamente. 

Con las ecs 4.7 se establece la condición de frontera mix 

ta para 6(z;;J mediante 

-112 
q ( z;;} " ( /'; + I ) 1 ( z;;) (4.8) 

entonces, para la función g(;,} se tiene una condición no mixta 

{ 
- 1/2 

-.~a;S ( ;,+'} .1e11 a - -1<;<b 

1111 g(:) ( 4. 9) 

o -""< ·;<-1 y b< ;<"' 

donde z;; to~a valores en el eje real. 
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Considerando ahora la fórmula integral de Poisson 

(4. 1 O) 

y sustituyendo las ecs 4.9 y 4.10 en la ec 4.8, se tiene que 

~ ( r,;) = 
( r,;+ 1) 1/2 

(4. 11) 

Con esta expresión puede calcularse la presión hidro 

dinámica, ya que la parte real de la función ~es dicha presi6n. 

Antes de hacerlo se analizar& la influencia de la variable S. 

En :a fig 3 se aprecia que S representa el vector dirigido del 

punto B a cualquier punto sobre la superficie de la cortina su-

mergida, esto es 

s z - z f B 1 = ª ¡b~ ( i;; + 1 l -e i i; e i + o 3 - ' ( i; - b l -e 3 d~ ( 4. , 2 l 

Corno se está considerando que ¡; toma los valores en el 

eje real en el intervalo O<s<b, entonces, de la ec 4.12 se ob-

et .b {t+l)-61 te 1 +e3-I (b-t)-63 dt e.l{l-údTr 14 • 131 
E;, 

Por lo tanto, S para 4 &(O, b) y de la e(; 4.13 resulta ser 
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Si ~&(·1,0). de la ec 4.12 se tiene 

S •et/º (1+tl" 6 {-tJ 61 .,. 61 " 1 (b-tJ" 61 dt + l2e.inl1-Bil (4.1Sl 

~ 

pero de acuerdo con la geometría del problema (fig 3): 

( 4. 16) 

donde IBB"I • l2 6en (03+B1)1T, !BB'I = l2 ~u6 (61+S¡)rr y B1 se 

muestra en la fig 3; además, se puede ver que IBB'ie-.in(Oi-l/ 2 l 

tiene proyección nula en la dirección del vector e.lne 1
, por lo 

tanto si i;;t(-1,0), de las ecs 4.15 y 4.16 resulta que 

( 4. 1 7) 

sustituyendo las ecs 4.14 y 4.17 en la ec 4.11 se obtiene 

-n+il 
+ /"7+i 

+ 

-pa 0 4en 61" b • l .ff+f - rr:+T 1 ------ii. j ( J+.tl -ei t 61 +e,-I (b-t) " 61 t'.11 d.t 
IT O f.CT7 + rr:+i 

(4. 18) 
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La presi6n hidrodinámica sobre la presa está dada por la 

parte real de 6(~) tal que -l<~<b, con ten el eje real. As! 

se obtiene 

Pao J en e 111 o 
( 1 +t) -6 1 1 ff+1 + ff.+f l + a f (-tle1+ei-l¡b-tl-e1e.11 , dt 

¡¡ - 1 . IT+1 - l[+1 

Pao J en e i 11 
u ¡b(l+t)-e 1 .t6 1 +6 3 -1 (b-t)-6 3 ¡nn + rVll + ln dt n o lr+l - IE;Ti 

{ 4. 19) 

Esta ecuación es la solución formal del problema, sin embar 

go, presenta dificultades de cálculo numérico, pues las integra-

les tienen puntos singulares. A pesar de ello es posible la inte 

gración numérica. 
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S. RESULTADOS 

5.1 Condiclonea pa~a lea c~lculoa 

En el capitulo anterior se present6 la soluci6n del pr~ 

blema (ec 4 .19). En los resultados que se presentan en las 

fige 4 ¡ S el eje vertical representa el cociente y¡h donde lj 

es la altura que se esta considerando y h es lJ ~]tura total 

de la cortina aguas arriba, ambas se miden desde el fondo de 

la presa; en el eje horizontal se representa el coeficiente de 

presi6n hidrodin&mica (e • p/hpa 0 ). Usando las ecs 4.14 y 4.17 

se tiene 

~c(O,b) 
lt 

(S. 1 a) 



a .6 en e 1 11 

''.d ltl /h • 

[,e: (-1. o) 

24 

( 5. 1 b) 

~ .... ~1._-,base en la ec 4. 19, el coeficiente de presión hidrodinámica 

1 
re-1..10>..ta ser 

pi[,) 
C( [,) • 

paoh 

( 5. 2) 

s.2 Co~tLna con una aola inclLnacL6n 

Si se considera que la distancia del punto C al punto 8 

es cero (fig 1) y que el ángulo 81 también es nulo, entonces, 

b•O. Por lo tanto las ecuaciones anteriores quedan como 

!1 f r, l / h " 
,len 6 1 n 
--¡¡--[, 

1+t l-e¡ dt 
f-:rl T+I [,¡; ( -1, o) C 5. Ja) 
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1 - e 
e íel • .!_ 1n12 1 1 +r. 1 0de 

n2 0 1+F.+tan 2 6 aen 0 c.oa 0 
+ ctan e 1 'IT - --,-h--

( 5. 3b) 

donde 

h o 1 + t 1 - 81 d.t 
~(F.) ~ - I 1-:-:rl TT.r 

'IT ¡; 
Los valores if /h va c. se 

muestran en la fig 4 (5) para seis diferentes inclinaciones. 

5.3 Compa~aci6n con ot~o6 ~eaultadoa 

Para algunas geometrías de la presa es posible comparar 

los resultados de este t<~baj0 con los que se obtuvieron con 

otros métodos. En los cálculos se sigue el siguiente procedí-

miento: 

1) De los datos de geometría tenemos O¡, 62 y lt, sus 

tituyendolos en la ec 4.5 se obtiene b 

2) Conocida b, su valor se sustituye en la ec 4.4a P! 

ra determinar a que es proporcional a ! 1 

3) Calcúlese lz=l1 (.~en 0 1 '1T + 11 -~en 6 3 n), que también 

es proporcional a !1 

4) Dado que ~E (-7,b} y usando las ecs 5.la ó5.lby 

5.2 se obtiene la curva de altura normalizada V6 

el coeficiente de presión hidrodinámica. 

Usando el procedimiento descrito se analizaron dos eje~ 
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plos en los que e
1 

= 90°, 6
3 

= 63.5° , H = 0.4462 y 6
1 

= 90°, 

63 = 7ó.0°, 11 = O. 7258 respectivamente. Se obtuvieron las curvas 

del coeficiente de presión respectivas; ambas se presentan en la 

f ig 5. comparadas con las obtenidas por J. Avilés e.t ae. (3), se 

ve que el acuerdo es excelente. 



6 • CONCLUSIONES 

usando el método de análisis de variables complejas 

{transformación de Schwarz-Christoffel) puede obtenerse una 

exrresión analítica exacta para el coeficiente de presión p~ 

ra presas inclinadas con paramento quebrado. Pero como las 

27 

integrales no pueden expresarse en forma cxplícida, la solu­

ci6n no es aplicable para fines prácticos, ya que para valuar 

las integrales se requiere mucho tiempo de la conputadora diq~ 

tal. Sin embargo la solución exacta permite validar resulta-

dos obtenidos con métodos numéricos. 
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Fig. 1 Presa rígida con paramento inclinado y quebrado aguas arriba 

Plano t 

A' e' s' F' 
-1 o b 

Fig. 2 Frontera del dominio del problema transformado con la 

transformación de Schwarz-Christoffel 
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Fig. 3 Algunos aspectos geométricos del problema 
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Fig. 4 Coeficiente de presión hidrodinámica para paramento inclinado (5) 
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1.0 

0.8 

0.6 CD e= o.s e= 63.5º 

0.4 
@c=o.2s 

--longar 
-·--Avilés et al 
A Solución analítica 

0.2 

ºo 0.2 0.4 0.6 o.a e 1.0 

Fig. 5 Coeficientes de presión hidrodinámica para paramento quebrado 

Comparación con una solución experimental y la solución nu­

mérica de Avilés e,t al. (3) 
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APENDICE 

!.FUNCIONES ANALITICAS Y CO!füICION DE CAUCaY-R:t:fj.tA.diJ. 

Definición de función analítica 

Sea 6(Z} una función de variable co,,;,Jleja, si . .!..t ll~~!'ri!; 

da 6'1Zl existe en todos los puntos Z de una regi6n R1 ~~t~~~~• 

se dice que 6(Z) es analítica en R y nos rei_rire&,::lt.f;:,, a~S.• ~~"" 

mo una función analítica en R. 

Condición de Cauchy-Riemann 

Una condición necesaria para que !11 = 5 ( Z) " ¡ifi<; 17! •· 

..(v(x,¡¡) sea analítica en una región R es q:ie, u y v 'l:-.;i;tJ.~!~9all 

las ecuaciones de Canchy-Riemann en dicha i~gión, ••t~ •~ 

av 
ay 

av 
ax 

(A1l · 

Aderaás, si las derivadas parciales en la ce Al son ¿~0¡¡1t.Atc.v.I. ;l!I 

R, entonces, las ecuaciones de cauchy-R.• ~mann son :;t¡;\1114,lc~\H~t:lf 
' ',. 

suficientes para que ) ( Z) sea analítica en R. 

Demostración del teorema anterior. 

., 



.U.m 
l:!.Z+O 
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al Necesidad: Para que ó(Z) sea analítica, el lír.iite 

6 ( Z + l:!.Z) - 61Z1 ,. ~, ( z) Um 
l:!.Z t:ix-..O 

t:iy-..o 

~IX,lf)+.iv(x,y)l 
t,x + .u .. y 

[u ( x+ti.x., y+Ay)+~v(x.+tx,y+Oyl 

t..x + ú.y 

(A2) 

debe existir independientemente de la manera como ti.Z(O ti.x y ti.y) 

tiende a cero. 

Se consideran dos aproximaciones posibles 

1) b.lj" O, t:.x-..O. En este caso la ec A2 se convierte en 

Lim 
b.x+O 

_u~l_x_+_b.~lj~,_._LJ_)~-~u_(_z~·~U_) +~ v(x+t:ix,y) - v(x,y)1 
t:ix. b.x 

a u av - ,¡_ 
ax h 

(AJ) 

2) 6x e O, ~lj .... O. En este caso la ec A2 se convierte en 

.li.I~ f U (X, ;J+.'.l!f) 
t.LJ+O .<.ti.y 

~ v(x,!f+.'.i!f)-v(x,![_I] = 

lj 

1 dU + dV 

,¿ dlj dlj 

(A4) 

Las dos aproximaciones anteriores no garantizan que ~(Z) sea ana 

lítica, a menos que esos dos lí~ites sean iguales, esto es: 



--
Ó'.· 

6(Z) sea analítica. 

bl sofioie••'ª' 1ues<• que lu/1• Y la/IY son oon<inu••• 

enton..:es se puede escribir lo siguiente: 

t;u = u( x.+tx., v+tl]l - t.d x., yl 

o (.L " X. .¡. o u • ,, .¡. • • fi u ';}!í '-':i E:¡uX.+e;.2u~ 
(P,6) 

simil•••e•••· pue•t• que av/1• r av/IY 'º" oontinu••• ,e 

tiene que 
(A7) 

con las ecs A6 y A7 1 se tiene que 



dona, ' • "•<e, • o y o • "' •<o, • O, cuando •<•O y •v•o. 

dw 
ar lLV .f..<.m rr 

1::,z .. z 

la ecuación 

( 1\9 J 

y tomando los límites 

Por lo anterior, la derivada de cv existe y adE;más es Úni 

ca, es d.icir ó(Z) es analítica en R. 

2. TRANSFOR'1Acro:-; DE SCHWARZ-CliRISTOFFEL 

1) Transformación 

El conjunto de ecuaciones 

u u( x, y) 

V " V ( :<, y) 
(A. 11) 

36 
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define, en general, una transformación o aplicaci6n la cual es 

tablece una correspondencia entre los puntos de plano x-y y el 

plano u-u. Escas ecuaciones se conocen en la literatura como 

ecuaciones de transformaci6n. 

2) La transformación de Schwarz-Christoffel 

Consid,rese un polígono (fig A-1) en el plano W con 

vamente en los puntos x 1 ,X2 1 ••• , 

Z (fig A-2). 

Una transformación que aplica el interior R del polígono 

del plano W sobre el semi-plano superior R' del plano Z y la 

frortera del polígono sobre el eje real, está dada por 

o 

dw 
ar 

;i.1/Tr-/ / 1 
A(Z-x 1 ) (Z-x Jªn n-

n 

CJ.¡/TI-1 
A f !Z-x1l 

CI. /'Jf- 1 
••• (Z-xll)H +8 

donde A y 8 son constantes complejas. 

!Al 2) 

(Al 3) 

Para aplicar la transformación de Schwarz-Christoffel, se 



debe tener en cuenta lo siguiente: 

a) Tres de los puntos x 1 , x2 ,.,., x
11 

se puede elegir 

arbitrariamente. 

b) Las constantes A y B determinan el tamafio, orienta 

ci6n y posici6n del polígono 

e) Es conveniente escoger un punto, digamos x
11

, en el 

infinito, en cuyo caso el Gltimo factor de la ec 

A13 donde intervienen x
11 

no desaparece. 

d) Un polígono abierto en el infinito se puede consi 

derar como caso límite de un poligono cerrado. 
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V 

u 
Fig. A-1 Polígono de la región R en el plano complejo w. 

Fig. A-2 Región transformada R' en el semíplano z superior 

' 
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