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ABSTRACT

The hydrodynamic pressures on the two-slopes upstream
face of a rigid dam are studied in this work for horizontal
motion of the dam-reserveir system. An analytical solution is
obtained by means of the Schwarz-Christoffel transformation in
the complex plane. Some numerical results were obtained which

validate the ones obtained with numerical methods.



RESUMEN

En este trabajo se estudia el problema de presiones hi-
drodinidmicas generadas por el movimiento horizontal de una pre
sa rigida con paramento aguas arriba de dos inclinaciones. Se
obtiene una soluci6n analitica mediante el uso de la transfor-
macidén de Schwarz-Christoffel en el plano complejo. Se obtuvie
ron algunos resultados numéricos que validan los obtenidos con

métodos numéricos.



1. INTRODUCCION

En presas construidas en zona sismica es necesario estu
diar el comportamiento din@mico del fluido almacenado ante uné
excitacidén sismica con el objeto de tener disefos 6ptimos, esto
es, abatir los costos y mantener los riesgos en niveles acepta-

bles.

En este trabajo se estudia la presidn hidrodinamica ge-
nerada por sismo en presas con paramento de una o dos inclina-
ciones. HEste tema va ha sido estudiado por diversos investiga
dores, en el capitulo 2 se presentan algunos de los resultados
obtenidos por ellos, tales como los de Westergaard, los de Yang
et al., el método aproximado de Avilés el al., y la solucibn
analitica de Chwang, La formulacidn se hace en el capitulo 3,

Ahi se presentan las hipStesis que se establecen para el proble
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ma, la ecuacidén que gobierna el fendmeno y se definen las con
diciones de frontera. En el capitulo 4 se presenta el método
de solucién y, con base en la teoria de variable compleja, se
obtiene una expresién exacta para la presiédn hidrodindmica

(que es funcidén de la geometria de la cortina) generada por ace
leracidén horizontal. Finalmente en el capitulo 5 se presenta

el procedimiento para calcular el coeficiente de presidn hi-
drcdindmica en funcién de la altura normalizada, y dos ejemplos.
Para estos dos casos se calcula el coeficiente de presidn hidro
dindmica y se compara con el obtenido con un método numérico.

LLa concordancia es excelente.

Este trabajo fue motivado por la necesidad de validar 1los

resultados obtenidos con métodos aproximados.



2. ANTECEDENTES

2.1 EL estudic de Westergaand

En el estudio hecho por Westergyaard (1), se supone que
los desplazamientos son pequenos comparados con las dimensiones
de la presa. La cortina se considera con paramento vertical
aguas arriba y el fondo horizontal; ambos son infinitamente ri

gidos.

Con base en la teorifa de la elasticidad y usando el prin
cipio de D'Alambert, lus fuerzas dindmicas que actfian en un ele
mento diferencial de vclimen pueden expresarse en términos de

la presién hidrodinimica . Asi, se obtiene que
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(2.1)
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%5:.‘0 %z-g— , (2.2)

donde:

=
[

desplazamiento en la direccidn X,
v = desplazamiento en la direccidn y, vy

densidad de masa del fluido

L=
i)

Estas ecuaciones representan el equilibrio en el fluido en las

direcciones X y Y, respectivamente

Debido a gue se estd estudiande un problema con desplaza
mientos sdlo en el planc X~-Yy, la ecuacidn de movimiento en la
direccidn 2z es simplemente 3p/3z = #, lo cual indica que p no

varia con dicha coordenada.
La presidén p en las ecs 2.1 y 2.2 se expresa como
p = ke (2, 3)

donde:

k = mGdulo de elasticidad de volimen, ¢

=
[
<

; P : - 3
2 = cambio volumeétrico por unidad de volumen = X +

!
I

L9%
Q
w

Con base en las ecs 2.1, 2.2 y 2.3, Westergaard obtuvo la soly



cién, expresada como la suma de una serie, para liquido compre
sible e incompresible. Dicha solucidn da distribuciones para

la presidén hidrodinimica que pueden aproximarse al cuadrante de
una elipse, o mejcr a una par&bola. Sin embarge, con este mis-
mo método serfia muy dificil cbtener la solucidén para la cortina
en el caso en que se tengan paramentos inclinados. Esto se debe
a que los coeficientes de la serie no tienen expresiones anali-

ticas en este caso.

Muchos autores han discutido la solucién de Westergaard.
Entre ellos se encuentra VYon Karman (1), quien en su discusién su-
giere una idea que permite obtener la presidn hidrodifiamica ba-
jo la hipbtesis de que la cortina tiene paremento inclinado. Pos-—
teriormente se discutiri con mas detalle la solucidn propuesta
por Von Kdrmdn. Aguil debe mencionarse que las diferencias entre
las soluciones de Voun Kirmdn y de Westergaard son menores de

cinco por ciento.

2.2 Uso de €a ({dea de Von Kd&amdn

C.Y. Yang, ¢t af (2) propusieron las siguientes hipdte~
sis para la cortina con-paramento inclinado.
a) La cortina es infinitamente rigida e impermeable

b) E1 problema se considera bidimensional y el vaso
es de extensidn seminfinita

¢} La excitacidén es producida por un movimiento ho-
rizontal



d) El agua es incompresible y los desplazamientos
son pequefios comparados con la dimensidn de la
cortina

e) Los efectos de la superficie del agua (oleaje)
son despreciables.

Utilizando estas hipbOtesis y la idea sugerida por Von Karman,
que consiste en considerar una parte de agua en reposo Yy otra
parte adherida a la cortina, se establece como incégnita la
curva que limita ambas regiones. Esta curva esta definida por

x = bly). se consideran las siguientes condiciones:

1) Continuidad del fluido

a, = ba
donde:
. < <
Yy = altura medida desde el fondo del vaso, 0 Yy - h
h = altura sumergida total de la cortina
b = ancho en la altura y de la porcibn de agua adheri
da a la cortina
a = aceleracidén en la direccién x, y
ay = aceleracidén en la direccidn y.

2) Equilibrio entre la presién y la fuerza de masa
horizontal

p = Dbaxf {2.5)



donde:
p = presidn hidrodindmica sobre la presa
ay{ = aceleracién horizontal

densidad de masa de agua

©
[}

3) Equilibrio entre la presidén y la fuerza de masa

vertical;
d
p cot 8 - — {(pb) = pba (2.6)
dy Y
donde:
0 = Angulo entre la superficie del fondo y la super~

ficie de la cortina sumergida

Usando las ecs 2.4 y 2.6 se puede obtener que

C = (v + av + 2)-7/2

a .1 v+t
exp|—E(-2--tan g

) | (2.7)

donde
. & = cot o,
8 = (8 - a)”z
v " ’
v % 'cr!y
C = p/phax = coeficiente de presién

Para calcular la presidn hidrodindmica , se aplica la

ec 2.7 y la definicidn de v. En el caso de que 8 = 90° se lle



ga a la solucidn de Von K&rmdn (1), dada por

-1/2

C = {v¥ + 2] (2.8)

donde V estd definida anteriormente.
2.3 Solucién con un método aproximado

En el articulo de J. Avilés ef af. (3) se presentaron dos
métodos de frontera y uno de dominio para valuar presiones hi-
drodinamicas en presas con paramento no vertical aguas arriba
sometidas a excitacidn horizontal. Las hipStesis son las mismas

que consideraron C. Y. Yang ol af (2).

Uno de los métodos de frontera es el de Trefftz el cual
es un procedimiento de minimos cuadrados. La solucién se gene
ra mediante una scrie de funciones que satisfacen la ecuacidn
que gobierna el problema asi como las condiciones de frontera
excepto en el paramento. Los coeficientes indeterminados de di
cha serie se determinan haciendo que la integral del error cuadré
tico en las condiciones de frontera tomada a lo largo del para-

mento mojado sea minima.

El otro método de frontera aplicado es el de las ecuacio
nes integrales de frontera. Con este método la solucidn se ge~
nera mediante la transformacidn de la ecuacidn de dominio que

gobierna el problema en una ecuacidn integral de frontera emplean



do el teorema de la divergencia y la solucidn fundamental, fun

cidén de Green, del problenma.

El método de dominio es el de los elementos finitos. Se
fundamenta en la extremizacidén de la funcional de energfa aso-
ciada a las ecuaciones gue gobiernan el problema. Al proponer
una solucidén global formada por aproximaciones locales sobre
elementos, la extremizacidén conduce a un sistema lineal de ecua
ciones algebraicas cuya solucidn se obtiene con la ayuda de un

ordenador digital.

Los resultados gue se obtuvieron para las presiones al
compararse entre si, dan diferencias que son pricticamente nu-
las. Debe mencionarse que en la comparacidn de esos resultados
con la solucidén experimental (3,4) hay discrepancias que, apa-

rentemente se debena errores experimentales.
2.4 Solucifn anafitica

La solucidn analitica para una presa con paramento incli
nado aguas arriba fue desarrollada por A.T. Chwang (5}). A con-
tinuacidn se presentan las hipBtesis y la forma de desarrollar

dicha solucidn.

Si se considera gue el agua es incompresible, entonces,

la ecuacidn que gobierna el problema de presién hidrodindmica
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se escribe como

V%p = 0

donde | es la presidn hidrodindmica.

Si se aplica la transformacidn de Schwarz-Christoffel a
la geometria de la cortina, se transforma el dominio del proble
ma a un semiplano superior, y es posible construir una funcidn

tal que

§ = p +dq (2.10)

donée ¢ es la funcién conjugada compleja de la funcidn

peds=+v -1,

Utilizando la teoria de Cauchy-Riemann se obtienen las
concdicicones de frontera para el plano transformado. Por 1lo tan
to, el problema de presidn hidrodindmica puede resolverse en

dicho plano y se obtiene que

plg) = oaoh [i— ,'"/2 { & 7 )2 8do ctan am +
72 0 g+ tan® 8 sen B cos o
ces an
—— S (&} ] {z.11)

donde
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h .1 z o dt
S(g) = 5 2 { T ) -
h = altura total de la cortina sumergida aguas arriba y,

an = dngulo formado por el plano horizontal y el plano in
¢linado de la cortina aguas arriba

Si se definen

C = p/pagh = coeficiente de presién {2.12)
y/h = S sen an/h = QE%rEﬂ AN Tgf el %; altura normalizada

3
(2.13)

y dado que £ ¢ (0, 1) entonces, utilizando las expresiones ante-
riores, se obtiene una curva de coeficiente de presidn v4 altura

normalizada.

En este trabajo se desarrollarid una solucidn para encon-
trar la presidn hidrodind3mica, en una presa con paramento incli-
nado y quebrado en la cortina. Para ello, se utiliza el método

empleado en esta seccion.
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3. FORMULACION DEL PROBLEMA

3.1 Hipbtesdis

Las hipdtesis que se consideran en la formulacibn del pro
blema son las siguientes:
a) El problema se considera bidimensional y el vaso de
extensidén seminfinita

b) El ligquido es jrrotacional sin viscosidad e incom
presible

c) No se generan ondas de gravedad en la superficie
libre de liquido

d) La cortina y el fondo del vaso son infinitamente
rigidos

3.2 Ecuacdidn que gobierna ed fenémeno

Se considera que la presidn en el interior de un fluido
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es funcién de la pogiciény del tiempo, esto es
prplx, gy, z, t) (3.1}

doncée X, ¢, y 2 son las coordenadas cartesianas y £ = tiempo.
En ausencia de fuerzas de cuerpo, se puede demostrar (6) que
las ecuaciones de equilibrio estln dadas por la siguiente ecua

cifn vectorial

- grad p {(3.2)

densidad de masa del fluido

]

donde p

4 = vector de desplazamiento con los componentes u,
v y wen las direcciones X, ¢ y Z, respectiva-
mente y
grad = operador gradiente

Supbngase por ahora gue el fluido es compresible, enton=
ces, si se acepta que existe una condicién de linealidad entre

presién y cambio de volumen, puede escribirse que

poro-d div o

donde X = constante proporcional al mddulo de compresibilidadg,
Y
d{v = operador divergencia

Aplicando el operador divergencia a la ec 3.2 se tiene
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que
. 3iu .
div (p wgzl= - div (grad p) (3.4)
Se sabe que d{v {grad-) = V?.,donde V® = operador Laplaciano;

considerando que la densidad de fluido es constante y teniendo

en cuenta las ecs 3.3 y 3.4 se obtiene que

2
vz p - L 3P (3.5)
c? at?

donde C = v XA/p = velocidad de propagacidn del sonido en el flu£
do. Si ahora se toma en cuenta la hipdtesis que establece que el

fluido es incompresible, se tiene que
Vip = 0 (3.6)
siendo esta la ecuacidn que gobierna el fendmeno.
3.3 Conddiciones de frontena
Se ha aceptado que se desprecian las ondas de gravedad en
la superficie libre del agua, entonces, en la superficie libre
la presidn hidrodinidmica debe ser nula, esto es

p =0 (3.7)

En la interfase con als&lide, la ec 3.2 y la hipdtesis de

1igquido irrotacional y sin viscosidad permiten escribir que



donde

a

3 .
5% L

H = coorxdenada normal a la interfase y

n - aceleracidn normal a la interfase

15

(3.9)
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4. METODO DE SOLUCION

Considérese la presa mostrada en la fig 1. Con base en
la transformacidn de Schwarz-Christoffel (ver Apéndice), se

transforma el plano  de esta figura en el plano § que se mues

tra en la fig 2. Dicha transformacidn esti dada por

0, _6,+0,-1]

b z (g-b7 53 de + 8 (4.1)

7 =0 7 (ge1)”
L]

donce @) y 03 son los coeficientes del dngulo que se muestra en
la fig 1 y a, B y b son constantes que se determinan usando las

propiedades geométricar~; estas son

2(4) = &, ot 81 £, =|AC| = distancia de A a C (4.2a)

Z{C) = 0 (4.2b)



17

Z(B) = £, 2'483“ £, = |BC|s distancia de B a C (4.2c)

doncde A, B y C son los puntos que se muestran en la fig 1. Asi,

de la ec 4.1 se tiene que

Z(A, F— fu‘l ‘€+’)'91 gel“'ea"lg__b)‘es dE + B = Lleiﬂel

. (4.3a)
-0 B,+08,+1 . ~03
Zie) = o J2 g1} T LT A6 dg + B = 0 (4.3b)
b -9 9y+0,3+] -0 ,
Z(B) s Q JO (Efl) ! E ! 3 (E"b) i dE + B = 4622--““63
(4.3¢)

Haciendo algunos cambios en los limites de las integrales se ob~-

tiene
AR WA 00051 g )78 g (4.4a)
£; = a Q‘ PASRAERE {!-t)’el dt (4.4b)
g =0 {4.4c)
Si sze toma £; = n &, donde n = constante de proporcionalidad de

longitud £; vy £,, y se consideran las ecs 4.4 es posible calcular
b en funcidén de H. Para ello de la ec 4.4a menos la ec 4.4b al

multiplicar por un factor n, se obtiene que

s 9T )70 eet) ™ -7 qe) ") de - 0

0
(4.5)
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Utilizando la ecuacidn anterior puede calcularse numéricamente
el valor b. Conocida b, su valor se sustituye en la ec 4.4a o

en la ec 4.4b para determinar 0, gue es proporcional a £; o a

£,.

Como se presentd en el capitulo anterior, la ecuacidn
que gobierna el fendmeno (ec 3.6) es la ecuacidn de Laplace,
Vzp = 0, si se introduce una funcidén compleja-conjugada ¢ res-
pecto a P, se puede construir la funcidn analitica (ver Apéndi

ce) § tal que
flz) = p + Lg (4.6)

la que también es analitica

La superficie libre {EA) corresponde a la parte del eje
real comprendido entre -« y -l, en el plano [, alli la presidn
es nula. En el fondo del vaso (BF), correspondiente a § > b
en el eje real del plano {, se tiene dp/3n = 0, (solamente se
estd considerando excitacibn horizontal), segin la condicidn de
Cauchy~Riemann (ver apéndice), lo cual implica que ¢ es constan
te; sin perder generalidad se supcondrd que qQ = 0. Por contras-
te, en la superficie inclinada de la cortina dp/dn tiene un va-
lor constante dado por -pagy 4e&n &7 y que es igual a -pd, 4en B4n
Y -pdgy sent 63m en AC y (B respectivamente. Ahora, si § repre-
senta la distancia desde el punte B en la base de la presa, la

condicidn de Cauchy-Riemann (ver apéndice) nos da y = -pagS sen &
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a lo largo de la superficie inclinada sumergida, lo cual corres
ponde al segmento lineal -J<f<b en el plano §, en el eje real.
Por lo tanto a lo largo del eje real en el plano §, las condicio

nes de frontera son:

Re 4 z) =0 ~w<ge-] (4,7a)
Im 4§ (¢) =-pa,S sen 6w -l<g<b (4.7b)
Im § (g) = 0 b<g<w {4.7¢)

donde Re, Im representan la parte real y la parte imaginaria de

la funcidn respectivamente.

Con las ecs 4.7 se establece la condicidn de frontera mix

ta para {(z) mediante

-1/2
g (z) = (g+1) $lz) (4.8)

entonces, para la funcidn g(;) se tiene una condicidn no mixta

-1/2
-2a,8 (5+1) sen 8- -l<z<h

Imgl;) = (4.9)

0 ~w< T}y bz

donde { toma valores en el eje real,
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Considerando ahora la fdrmula integral de Poisson

gle) = L2 Lgf%iiL d¢ (4.10)

y sustituyendo las ecs 4.9 y 4.10 en la ec 4.8, se tiene que

Glo) « Leen) !B b pded sen 8
! (€+1)’/2 (E-g’

df  (4.11)
Con esta expresidn puede calcularse la presién hidrg

dinamica, ya que la parte real de la funcidn § es dicha presidn.

Antes de hacerlo se analizard la influencia de la variable §.

En _a fig 3 se aprecia que S representa el vector dirigido del

puntto B a cualquier punto sobre la superficie de la cortina su-

mergida, esto es

By, + 0, -03

— Y -8 -
S = 2-2(B) = o« f° (g+l)7 70 ¢ ' (g-b) de (412
b c
Como se estd considerando que [ toma los valores en el
eje real en el intervalo 0<f<b, entonces, de la ec 4.12 se ob-

tiene

T=a e FARRAR SRR TSR RPR
s g jb (t+ll'a‘ USSR (b-t)'ﬁ’ dt eifl'e”" (4.13)

»
5

Por lo tanto, S para § ¢{0, b} y de la ec 4.13 resulta ser
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b
3

IRy e a2 (e 0T 78 e ko (0,b) (410

si Eel-1,0), de 1a ec 4.12 se tiene

S v oo f0 (142)°8 (og)B1t0T g ey g g eI =B8]y g,
£

pero de acuerdo con la geometria del prohlema (fig 3):

s oATUI-03) L g 40, ggry A l0a-1/2) (4.16)

donde |BB"| = P, sen {63+By)w, |BB'| = &, cos {Ba+f1)a y B se

muestra en la fig 3; ademds, se puede ver gque IBB'[Q”L“(B'-,/Z)

; - : - (mo
tiene proyeccion nula en la direccidn del wvector ZL l, por lo

tanto si fel-],0), de las ecs 4.15 y 4.16 resulta que

Sea g et ) 0BT qbee) O de v (BBYY, gel-1,0)

{a.17)

sustituyendo las ecs 4.14 y 4.17 en la ec 4.11 se obtiene

1 l 1 - v ¢+l
{z] = = [-pag sen @,n|BB"|)Yin --—---——-—-—-—‘
§ T Pag 1 l l - =

-pagy den oy

+] o+ Vo+]

+

& ff(zm‘e‘ AR R TR
- d

-pay den 87 . . . /T¥T - /C+;
b O e O g0 8yt Ey —|dt
: 0 VET + v/erl

(4.18)



22

La presidn hidrodindmica sobre la presa estd dada por la
parte real de §(z) tal que -1<f<b, con f en el eje real. Asft

se obtiene

Lapay 1+ /E¥1
plel = [sen {8,+83-7/2)nsen 8;7-sen 037 &n | e
1 - /T
Ppay den 81'" 0 - t+ + /E;-}-l
P RESI—— S K'Y 8 (-I)G'*OJ-’(b-t)-eaﬁni ,d{
L -1 ) VEFT - VEF]
pay sen B3m R ) } YEFT + VEF]
. w 10101280t 0a o0 gy dt
" 0 VEFT - JE+]
{4.19)

Esta ecuacibn es la solucién formal del problema, sin embar
go, presenta dificultades de cdlculo numérico, pues las integra-
les tienen puntos singulares. A pesar de ellc es posible la inte

gracién numérica.
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RO
5. RESULTADOS RIS g

AN
20

A

|

S

5.1 Condiciones para Les cdlculos

£n el capitulo anterior se presentd la solucién del pro
blema (ec 4.19). En los resultados gue se presentan en las
fige 4 y 5 el eje vertical representa el cociente y/h donde Y
es la altura que se esta considerando y H es la altura total
de la cortina aguas arriba, ambas se miden desde el fondo de
la presa; en el eje horizontal se representa el coeficiente de
presidn hidrodindmica (¢ = p/hpao). Usando las ecs 4.14 y 4.17
se tiene
18
T T A PUFUEL TL LR FVRYEL RV

h :
(5.1a)
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o den 6,1 L2 sen 937

w{(e Ih o J‘ (1) 000 2)81%0s-T g )03 gp 4 ——
Eel-1.0) {(5.1b)

Jaa . uro que h = £, sen O,m+L, sen O3m = L {sen 6,W + n sen Oim).
lvn-base en la ec 4.13, el coeficiente de presidn hidrodinimica

5
reiuita ser

plE]  Lipay TTF
clg) = = [senfo,+0;- Dy sen o1n - sen 8an] Ln AdAIY
paph '"h 2 +£
apa, sen 9;m _ _
Ty B R T T R EAKZ RL A VR
wh —/ZT_
apd, denr 81 ) ) )
TS L E R A U SR FAR A KA I
i 0 JT+T - /TFE
(5.2)
5.2 Contina con una sofa inclinacibn

Si se considera gue la distancia del punto C al punto B
es cero (fig 1) y que el dngulo 6, también es nulo, entonces,
b*(¢. Por lo tanto las ecuaciones anteriores quedan como
sen 8, m I-

T It €1 qe

.n."'—'é ‘ ) T+F EE {“1,0} {5.3a)

ylel/h =
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1-6 cos O,m
cig) - At Ltk 9d8 + ctan 0,7 - sle)
w2 0 1+g+tan’e sen 6 cos B h

(5.3b)
donde
0 1-8,
s(E) = % g (%%?) ~f%%— . Los valores y/h vA ¢ se

muestran en la fig 4 (5) para seis diferentes inclinaciones.

5.3 Companacidn con otros nesultados

Para algunas geometrias de la presa es posible comparar
los resultados de este trabajo con los que se obtuvieron con
otros métodos. En los cdlculos se sigue el sigquiente procedi-
miento:

i) De los datos de geometria tenemos H;, 8; y n, sus

tituyendolos en la ec 4.5 se obtiene b

2) conocida b, su valor se sustituye en la ec 4.4a pa

ra determinar 0 que es proporcional a £,

3) calcilese h=£;(sen 0,7 + n Sen 03 W), que también

es proporcional a

4) Dado que te {(-1,b) y usando las ecs 5.1a 8 5.1by
5.2 se obtiene la curva de altura normalizada v$

el coeficiente de presidn hidrodinidmica.

Usando el procedimiento descrito se analizaron dos ejem
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plos en los que 8, = 90°, o = 63.5°

= F3 L
. L no= 0.4462 y 8, = 90°,

83 = 76.00, n = 0.7258 respectivamente. Se obtuvieron las curvas
del coeficiente de presidn respectivas; ambas se presentan en la
fig 5. Comparadas con las obtenidas por J. Avilés et al. (3], se

ve que el acuerdo es excelente.
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6. CONCLUSIONES

Usando el método de andlisis de variables complejas
({transformacidén de Schwarz-Christoffel) puede obtenerse una
exprresidn analftica exacta para el coeficiente de presidn pa
ra presas inclinadas con paramento quebrado. Pero como las
integrales no pueden expresarse en forma explicida, la solu~
cién no es aplicable para fines practicos, ya gue para valuar
las integrales se requiere mucho tiempo de la computadora digi
tal. Sin embargo la soluciln exacta permite validar resulta-

dos obtenidos con métodos numéricos.
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Fig. 1 Presa rigida con paramento inclinado y quebrado aguas arriba
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Fig. 2 Frontera del dominio del problema transformado con la

transformacidn de Schwarz-Christoffel
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Fig. 3 Algunos aspectos geométricos del problema

Fig. 4 Coeficiente de presidn hidrodinamica para paramento inclinado (5)
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Fig, 5 Coeficientes de presién hidrodinidmica para paramento gquebrado
Comparacidn con una solucidn experimental y la solucidn nu-

mérica de Avilés ef al. (3}



APENDICE

1.FUNCIONES ANALITICAS Y COWDICION DE CAUCHY-RIFMAN

Definicidn de funcidn analitica
Sea {{I) una funcidn de variable compleja, si Xa MRELwE
&

da §{'{l] existe en todos los puntos I de una regién B, «mtoamsa
- il 2O~

se dice que §(Z} es analfitica en R y nos ret.riremas

mo una funcidn analitica en R.

Condicidn de Cauchy-Riemann
= 412) = wix, gl &

Una condicidn necesaria para que w
R es que, Uy vV eiuislngun

Lvl{x,y) sea analitica en una regién
dicha 12gidn, saty e

las ecuaciones de Canchy-Riemann en

au 3y v, L3 BN { S A T5
3 X 3y 3y 2x S Y

Adends, si las derivadas parciales en la =c Al son aaatincak @n'

R, entonces, las ecuaciones de Cauchy~-R}emann son wond lutoney

suficientes para que 4{l) sea analftica en R.

Demostracion del teorema anterior
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a) Necesidad: Para que §{Z) sea analitica, el limite

pom S1ZrA2)-412) §'(2)  tim ulx+dx, y+dy)+iv{x+hx,y+0y)

AZ+0 A2 Lx-0 Ax + LAy
Ay+0
ulx,yl+ivix,y) (a2)
Lx+Lhy

debe existir independientemente de la manera como AZ{0 &x y Ay)

tiende a cero.

Se consideran dos aproximaciones posibles

1) Ay = 0, Ox~»0. En este caso la ec A2 se convierte en

2im l ul{x+4y, J& - ulz,ul Vi v{xtdx,y) - U(KLU)]= du v

Ax~+{ Ax ax 29X ax

(Al)

2) &x = 0, Ly-0. En este caso la ec A2 se convierte en

tin [ tateial vfx.m)-m.m] L, (rd)
ay+0 {py Y <3y 3y

Las dos aproximaciones anteriores no garantizan gue 4(l) sea ana

litica, a menos que esos dos limites sean iguales, esto es:



?—i%iﬂ:-i?—‘iiav oau'=
X 3x YIRT] X %Y

yia para que

Estas relaciones representan una condicién necesa

sea analitica.

i)
b) Suficiencia: puesto due au/dx ¥ aufdy sor continuas;y
entonses se puede escribir 1o siguiente:
pu = ulxtdx, groy) - alx,y)
u U 3u U
= (ﬁ + E))AX + (W + Ez)ﬁlj = 5% ax * -S-g Ay + e:le+asz
(n6)
donde, 51 aAx+0, ay+0 implica 170, 0.
puesto qué Ju/ax ¥y qyv/3y son continuas. S€

Similarmente,

tiene que

Av = %%-Ax + %% by * g, % ¥ na2by (A7)
na+0. Entonces ge acuerdo

gonde, si Ax+0, ay+0 jmplica eq,+0,
con 1as ecs A6 Y A7, se riene que




donde ¢ « €1 +4eq » ¢ YN =y +in, » 0, cuando Ax+0 dy+0 .

Empleando lag €cuaciones gde

st ﬁlﬁ‘? '.,(V “' S
anterioy puedema§5't§?§§$iﬂ " g s
S ’v"‘{;ﬂi‘" Y »

la ecuacijnp

N g,,;a.w‘
PR
e

N
\

{n9)

Yy tomando log limites

relacién

P Lw gy .dy {?b
Hr'f;TZZT'§Y*‘§Y

Por 1o anterior, la derivada de
ca,

W exigte Y ademds eg Gni
€S decir {(7) ee

analitica en R,

2, TRANSFORMACION DE scHuwa

RZ*CHRISTOFFEL

1) Transformacién

El €onjunto Qe €Cuaciones

4= uflx, y)

(A, 11)
Ve vix, y)

36
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define, en general, una transformacidn o aplicacidn la cual es
tablece una correspondencia entre los puntos de plano x-y y el
plano u-v., Estas ecuaciones sSe conocen en la literatura como

ecuaciones de transformacién.
2) La transformacidn de Schwarz-Christoffel © i?

Considérese un poligono (fig A-1) en el plano & con Vi

ces en Wy, Wz, W3, ..., wu y Wy, Wa, ..., wn se aplican respecti%&,- ¥,
24
vamante en los puntos X, X2, .., xn sobre el eje real del plano

I (fig a-2).

Una transformacidn gue aplica el interior R del poligono
del plano W sobre el semi-plano superior R' del plano Z y la

frortera del poligono sobre el eje real, estd dada por

A/~ _
%‘; = A{Z-xy) ... (z—xn)“n/" ’ {a12)
Q
oy fu-1 a"/nnl
w= AJ {Z-x,]) ...(Z-xn) + B {a13)

donde A y B son constantes complejas.

Para aplicar la transformaciédn de Schwarz-Christoffel, se
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debe tener en cuenta lo siguiente:

a)

b)

<)

da)

Tres de los puntos X), X2,..:s, xn se puede elegir

arbitrariamente.
Las constantes A y B determinan el tamaho, orienta

cidén y posicidn del poligono

Es conveniente escager un punto, digamos x”, en el
infinito, en cuyo caso el (ltimo factor de la ec

A13 donde intervienen X” no desaparece.

Un poligono abierto en el infinito se puede consi

derar como casc limite de un poligono cerrado.
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