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CAPITULO. I

INTRODUCCION.,

La velocidad de crecimiento de las zonas urbanas es nota
ble en la actualidad y en cualquier parte del mundo.

Tan solo México, que en tode el sigle XIX, tuvo un creci
miento poblacional del orden de 7 millones de habitantes, cre
cerd demogréficamente mis de diez veces en el siglo XX.

El requerimiento de los recursos naturales (agua, tierra,
energéticos, etc.) y la intervencidn activa de los recursos -
humanos en el desarrollo de los paises,se vuelve cada vez mis
necesaria, implicando con ello una mayor racionalizacién y --
una mejor planeacidn de su aprovechamiento.

Dentro de la obligada aportacidn que cada profesionista
en su especialidad deberi realizar, para llevar a cabo lo an~
terior, el Ing. Civil trabajando concientemente, deberi perca
tarse de la repercusidn y urgencia que para el pais tienen -=-
sus obras y de las interrelaciones econémicas a que deberd en
frentarse.



La Mec&nica de Suelos constituye un buen campo para po--
der, de alguna manera, poner en prictica ciertas ideas que no
son totalmente nuevas, pero que por su funcionalidad, po--
drian en cierto modo disminuir los factores costo y tiempo al
llevar a cabo un estudio de los que en dicho campo se requie-
ren.

Como antecedente para introducirnos en la exposicidn de
las ideas que nos ocupan, debemos comentar que para definir -
las diferentes alternativas de cimentacién de una estructura,
se necesita realizar una exploracidn de campo y llevar a cabo
pruebas de laboratorio, que nos permitan conocer las caracte-
risticas y propiedades del subsuelo sobre el gue se desplanta
ra dicha estructura. )

Cuando estas actividades son efectuadas un cierto nlmeroc
de veces, debido al crecimiento de una localidad, llega un mo
mento en el que se cuenta con un volumen de informacibén sufi-
ciente, que permite analizar estadisticamente los datos obte-
nidos.

Por otro lado,al realizar estudios de Mec&nica de Suelos,
es frecuente que se requiera una exploracidn répida y econdmi
ca del subsuelo, lo cual quiere decir, que pocdria no ser nece
sario un trabajo en el que intervengan pruebas de placa, prue
bas de pilotes, muestreo inalterado, etc., y en cambio si se~
rfa factible contar por ejemplo, con correlaciones estadisti-
cas para la zona en cuestién. ' '



Existen particularmente dos casos en los cuales se pue-
de apreciar esta situacibn:

a) En formaciones heterogéneas.

Contlnuamente se encuentran predios bajo los cuales es
posible encontrar un sinnfimero de estratos localizados errd-
ticamente, esto se puede afirmar en base a la experiencia de
campo, va que "Perfiles erriticos de suelo, son bastante més
comunes que perfiles regulares"., (1)

Tomando en cuenta lo anterilor, disminuye la importancia
de conocer las caracteristicas fisicas vy mecdnicas de mues--
tras individuales, ya que, ademfs de encarecer el estudio, -
no proporcionan informacidn suficiente para formarse una =---

idea, aunque sea aproximada, del perfil errdtico del subsue-
lo.

b) En estygcturas pequenas o medianas.
&
Cuando se trata de determinar el tipo de cimentacidn ade
cuado para una estructura pequefia o mediana, la mayoria de --
las veces no se justifica el costo de un estudio en el que in
tervengan sondeos con muestreo inalterado o pruebas de placa.

Es necesario nuevamente realizar una investigacién r&pi-
da y econdmica gue haga menos costosa la exploracidn de campo



ya que en estos casos, "Las pruebas de laboratorio pueden li-
mitarse a la determinacibtn de las propiedades indice de mues-
tras alteradas representativas extraidas de los sondeos.
Estos ensayes sirven para correlacionar los suelos con otros
encontrados previamente en trabajos similares. Por tanto, se
hace posible utilizar experiencia previa. La falta de infor=-
macidn de la exploracibn, se compensa con un factor de seguri
dad liberal". (1)

En el presente trabajo se da un tratamiento estadistico
en forma especifica a las propiedades de resistencia y compre
sibilidad de los depfsitos lacustres de la Ciudad de México,
Texcoco, Chalco y Xochimilco, contando para ello con datos de
m&s de 100 sondeos en dichas zonas.

Con lo anterior, se pretende confirmar y como en el caso
de las caracteristicas de compresibilidad de los depSsitos =~
mencionados, investigar la relacibdn entre los par&metros co-=-
mfinmente de disefio y el contenido de agua natural de los sue~-
los, con el objeto de encontrar correlaciones que puedan ser
Gtiles cuando se presenten casos como los mencionados ante---
fiorﬁénte, en los que las condiciones hagan posible el empleo
de datos estadisticos.

Sin embargo, es importante sefalar que de ninguna manera.
la estadistica sustituye los estudios detallados del subsuelo
para analizar y disefiar las ciméntaciones; su funcibn, es com
plementar dichos estudios y aprovechar la experiencia obteni-~
da de otros anteriores. '



CAPITULO II.
CONCEPTOS ESTADISTICOS.

II.1 Variables aleatorias.

En estadistica recibe el nombre de "experimento" cualquier

proceso de observacidn que arroja ciertos resultados, los cua-~
les se agrupan en un "espacio muestral®” o "espacio de muestras’
Si estos resultados se ven afectados por una variacidn circuns-
tancial constituyen una "variable aleatoria", cuya secuencia de
valores no muestra ninglin patrén o regularidad. En su totali--

dad o en parte, la variacidén puede deberse a errores de medida

o0 simplemente es inherente a la naturaleza de la variable que -

se estudia. '

Por tanto, una variable aleatoria es una funcibn definida
en el conjunto de resultados pertenecientes a un espacio mues--
tral, afectados por una variacidn casual.

Si se quiere llegar a la mejor interpretacién de resulta--
dos, fepresentados por los datos numéricos afectados por una va
riacidén casual, se requiere del uso de los métodos estadisticos,
dada la incertidumbre en la prediccidn de los resultados de un

experimento dominado por eventos circunstanciales o sujetos a -
errores.



II1.1.2 . Variables discretas y continuas,

Cuando los elementos o resultados que forman parte de un
espacio muestral estadn constituidos por valores que sBlo caen
dentro del dominio de los nfimeros enteros, dichos resultados
constituyen "variables discretas", en cambio, si el espacio -
muestral esta formado por cualquier valor dentro de la escala
de los nfimeros reales, los resultados constituyen "variables -
continuas"”.

11.2 Tratamiento de datos.

I1.2.1 clasificacibén de datos.

Los datos o resultados obtenidos en un experimento en oca
siones son tan numerosos, que es necesario agruparlos de mane-
ra que se condensen en forma conveniente. Esto se puede lo---
grar construyendo una "tabla de frecuencias", en la cual se dai
viden los resultados en un nfimero relativamente menor de cate-
gorias o clases. Por lo general, una tabla de frecuencias o -~
"distribucibén de frecuencias", sacrifica parte de la informa~-
cidn contenida en un conjunto de datos, eliminando caracteris~
ticas importantes de ellos, sin embargo la legibilidad ganada
con dicho agrupamiento, compensa generalmente la relativa pér-
dida de informacién.

Por otro lado, las distribuciones de frecuencias se pue~=
den representar mejor, por medio de gréficas o dlagramas.

- 10 -



Cuando los datos de un espacio muestral estan compuestos
por variables discretas, es apropiado utilizar un "diagrama -
de lineas" o "gr&fica de barras",en donde cada frecuencia es-
téd representadaApor la longitud de una linea, o barra. Un --
ejemplo de este tipo de representacién se encuentra en la fi-

gura 1.
. -
2 o
[ —
S c
3
| 2 3 4 ] 2 3 4

figura |

Cuando la variable es continua conviene emplear el "his-
tograma", que es un tipo de diagrama de frecuencias en donde
cada valor est&d representado por el drea de un recténgulo, fi
gura 2. La base de cada rectfingulo se extiende desde el limi
te inferior del grupo hasta el limite superior, sobre una es-
cala que representa a la variable. Cabe sefialar que en este
tipo de representacidn, el irea de cada rectéingulo representa
la frecuencia de cada grupo, por lo que la escala vertical --
del histograma corresponde a una densidad de frecuencia, o sea

una frecuencia por unidad de intervalo del eje horizontal.

frecusncia

Resultados agrupados de la varioble
flgurag 2

-11 -



Otra forma de representacidn grifica, la constituye el -
"poligono de frecuencias”", en donde cada frecuencia represen-
tada por el rectangulo de un histograma, se gr&fica respecto
del punto medio de cada grupo, figura 3.

r

frecuencia

————

|
P! |
L1 N T O

Resultados agrupados . de la variable -

¥
BRE
RN
| i
| !

b . L

[~ ——"

figura 3

Una particularidad de estas dos filtimas representaciones
de frecuencias, Lo constituye el hecho de que el &rea bajo el
poligono de frecuencias es igual al &rea total de los rectén-
gulos en el histograma. De hecho, ambas representan la fre--

A

cuencia total, figura 4.

/

frecuencia

Resultados agrupados da la varidble

figura 4

- 12 -



II.2.2 Medidas Descriptivas.

Para describir en forma cuantitiva varios aspectos de un
conjunto de datos o de su distribucién, se utilizan las "medi
das descriptivas".

Dado un conjunto de "n" resultados de observaciones Xy,

Xor Xgeeeonyr X hay diferentes modos de describir su locali-

nl
zacidn central, siendo las mis utilizadas ‘la "media aritméti-
ca" o simplemente "media", la "moda", la "mediana" y la "me~--

dia ponderada" o "promedio pesado”.

La media se define como:
n .
= Xi
L=l
n

X = (1-1x)

contando con las siguientes propiedades:

2 (Xi- X)=0 y

. 2 -—
£ {Xt~- a) es minima cuando a = X

En ocasiones, la media da resultados fraccionarios, afin -
cuando se obtiene respecto de variables discretas, es entérices
cuando puede ser mds conveniente utilizar la "moda" que se de-
fine como el valor mds frecuente de una variable. En el caso
de las variables continuas, la moda es el valor donde la densi
dad de frecuencias es mayor.

- 13 -



Otra desventaja de la media, es que algunas veces puede -
dar una falsa impresibén de concentracidn de una variable, que
resulta de la influencia que sobre ella ejercen los valores ex
tremos de las observaciones. En estos casos es conveniente ~-
emplear la "mediana" como una medida de la tendencia central.
Si el nGmero de resultados de un espacio muestral es impar, la
mediana es el valor medio, si el nlimero de observaciones es ~--
par, lo usual es tomar la mediana como la media de los dos va-
lores centrales.

En ocasiones, es necesario obtener el promedic de valores
Xl' Xz,..., xn, que cuentan en ciertos factores o pesos wl' -—
Wz,...,Wn, que dependen de la significacibn o importancia de -
cada uno de dichos valores. Para este caso, se cuenta con la

media aritmética ponderada dada por la siguiente expresidn:

wl X|+UJ2X2+...+wn Xn

%=
W + W2 +...+wn

(1A-1r)

Conocida también como el promedio pesado de los valores de



11.2.3 Medidas de dispersifn.

Otra caracteristica de los resultados de uh experimento y
que puede ser importante, es la cantidad de dispersibn de las
observaciones.

La "varianza" o "variancia® de "n" observaciones Xqe Xg¢
ayreoreer Xpr mide el promedio de las desviaciones con respecto
a la media, elevadas al cuadrado.

z
i=t (XL‘X‘)Z

n

g2= (2 -1r)

Observando esta fbrmula, se ve que el resultado de la va-
riancia esti dado en unidades de la variable pero elevadas al
cuadrado, Para contar con una medida de la dispersidn que es
t& en las mismas unidades de la variable, se calcula la raiz -
cuadrada de la variancia, obteniendo con esto la "desviacién ~
estandar".

-15 -



La desviaci6n est&ndar v la variancia son medidas de la -~
variacidn absoluta, o sea de la cantidad real de variacidn pre
sente en un conjunto de datos y dependen de la escala de medi-
da. Para comparar la variacidn de varios conjuntos de datos,
serid conveniente, en general utilizar medidas de variacidn re-

“lativa, tal como el "coeficiente de variaciédn", dado por la si
guiente expresidn:

(]

<

il
o

160 (adimensional) (4 -11)

TI.3 "Distribuciones gg Probabilidad.

Como se vid anteriormente, una manera de describir el pa-
trén de variacibn aleatoria en un conjunto de resultados de un
eséacio muestrai, es analizando las frecuencias con que se pre
senten los diferentes valores de la variable. Las distribucio
nes de frecuencias observadas, describian eventos que se ha---
bian llevado a cabo en la realidad, sin embargo, si se analiza
rd otro conjunto de eventos, de otro espacio muestral de la -~
misma naturaleza, se obtendria otra distribucidn de frecuencias
diferente a la primera. Un modelo tebrico, para describir en
forma general la "probabilidad"'de obtener un "caso favorable"
en un cilerto nfimero de experimentos, independientemente de las
frecuencias para pruebas reales, darfia un panorama mfs amplio
de la situacidn y de 81 se podrdn deducir otras conclusiones y
prediccibnesr'



Para variables discretas, se cuenta con el modelo matemd
tico de la "distribucifn binomial", que se basa en las siguien
tes condiciones:

S 1. Hay sblamente dos posibilidades en los resultados de un
experimento: "casos favorables" y "casos desfavorables”.

2.~ La probabilidad de que aparezca un caso favorable es cong
tante en todas las pruebas, denotindose con la letra "p";
por lo tanto, la posibilidad de un caso desfavorable serd
1~p.

3. Hay "n" pruebas.
4. Las "n" pruebas son independientes.

De aguerdo con lo anterior, la probabilidad de que aparez
can x casos favorables en "n' pruebas esti dada por: ’

S _ '/ .
b(xfn,p)= }7T;:ﬁ7 P 1 =-p) ™ »paru X20,l,.. 0,

Una aproximacifin a la distribucibn binomial cuando "n" es

~17 -



grande y "p" pequefia la da la "distribucidn de Poisson“, cuya

expresidn es:

< .
f(x;l)=e’7‘ i/ paro X=o,|,...,n,
siendo A =np

La media de la distribucidn binomial est& dada por:

M=n-p
y la variancia por:
0%zn-p(1-p)
en adelante se usara o péra denotar la media y " 0" para

la variancia de las distribuciones tedricas.

Para variables continuas se tienen las siguientes conside

raciones.

En este caso, se tendria que estudiar la forma limite de

la distribucidn binomial cuando "n" —e « y "p" permanece fi-
ja.
Desgraciadamente esto no se puede hacer, ya que )i =npynp =
(1-p) aumentan ambas sin limite cuando n —= o . Para resol
ver este problema, se hace uso de la "variable aleatoria.estan
darizada"” : Si una variable aleatoria toma los valores "x" y =~
tiene una distribucidn con media "A" y variancia "o?" ' la
variable aleatoria estandarizada, estd dada pox:

- 18 =~



b IR
- { 5-11 )

y su distribucifn tiene como media cero y como variancia
la unidad.

)

Entdénces, la forma limite de la funcibn de distribucibdn =
binomial cuando n + « estd dada por:

. 2 -0
1 o 1/2 2 ; <7< ®
g VETI'

f(Z)-:

Que es la "densidad normal centrada y reducida”" o "ley de
probabilidad normal centrada y reducida®, y brevemente "ley -
normal reducida”, su media es igual a cero, su variancia es
igual a 1, y es simétrica con respecto a z = 0, como se puede
ver en la figura siguiente:

-

f(z)

2=0

Curve normal estandar

figura 5

- 19 =



La probabilidad de que una variable aleatoria que tenga
una densidad normal centrada y reducida, tome un valor entre
a y b estéd dada por:

b - 2
L [P
2m a

Como tales integrales no se pueden evaluar por m&todos -
exactos, es posible obtener estas probabilidades empleando -
tablas especiales, como la mostrada en la tablé 1, en donde
se tienen las dreas ‘entre el eje horizontal y la curva de —-
distribucidn normal, esto es, se encuentran tabulados los va
lores obtenidos de la siquiente expresidn:

: z  -1/2 t?
F(2) ="7_‘i-7\'/ € dt

para algunos valores de z.

Para hallar p (a<z¢b ), donde z es el valor de la va-
riable con distribucibn normal reducida, se utiliza la ecua-~
cidn

p (a<x<b)=F (b)-F(a)= F (b;u) _p famy)
g

Invirtiendo el proceso de reduccidn de la ley normal, si
z es el valor de una variable aleatorja que tiene distribu---
cibn normal reducida:

X=0-32 + 1 _ ( 6-1I)

es el valor de una variable aleatoria, cuya densidad es-
td4 dada por:

- 20 -



BEET V- A S-18 P

C o £(xm, )= 7

Y270

que es la forma general de la "distribucién normal".

Cabe hacer notar, que conforme a lo anterior, no sdlo es
posible utilizar la variable aleatoria estandarizada para co-
nocer la probabilidad de que el valor de una variable aleato~
ria x caiga dentro de un cierto intervalo, si no.que es posi-~
ble obtener valores limites de dicha variable de distribucibn
normal, con un determinado porcentaje de probabilidad, es de-
cir, es posible establecer (conociendo i ¥ ¢ ), que por ejem-
plo, existe un 90% de probabilidad de que el valor miximo de
una variable aleatoria x sea de X 55,1 Obteniendo el valor de
z, Para o = 0.900 y sustituyendo en x =02 + 1,

Existen otras distribuciones tedricas para variables con-
tinuas, contindose entre las mds importantes las distribucio-~
. nes ",y "x*™ (chi~cuadrado), que se tratarin mis adelante
cuando se requiera su aplicacidn.

II.4 Muestra y Poblacidn.

IX.4.1 Muestras aleatorias.

Hasta aqui, se ha supuesto que el espacio muestral de un
experimento, est& compuesto por sblo una parte de los resulta
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dos posibles, sin embargo, es l6gico suponer que serfa prefe-
rible contar con todos estos resultados posibles en dicho es-
pacio muestral, para conocer completamente de esta manera las
caracteristicas de las variables gue afectan ai experimento.
Sin embaryo, esto en muchas ocasiones resulta imposible o an-
tiecondmico, razdn por la cual, en la mayoria de los casos se
tienen que obtener conclusiones de un "todo" a partir de una
de sus "partes", entendiendo por el todo la totalidad de valo
res que puede tomar una variable "poblacién" y por una parte
s8lo algunos de los valores de dicha variable obtenidos al ~~
azar "muestra'.

De lo anterior, se desprende que uno de los objetivos més
importantes en el tratamiento de datos, lo constituye obtener.
el mejor conocimiento de una poblacidn a partir de una mues--
tra, la cual debe cumplir con los siguientes requisitos para
considerarse una "muestra aleatoria":

Para una variable continua que toma los valores xl;xz,x3,
.}..,xn,
1) Cada X; es el valor de una variable aleatoria cuya dis
tribucidn esti dada por f£(x).
2) Las "n" variables aleatorias son independientes, esto -
es, la obtencidn del valor de una, no condiciona la ob
tencibén del valor de la otra.

Como ya se mencion®, el prop6sito de la maydria de las in
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vestigaciones estadisticas, es generalizar la informacibn con
tenida en muestras aleatorilas,a la poblacién de la cual se ob
tuvieron, En particular, el problema se cierne a la inferen-
cia acerca de los parfmetros de las poblaciones, tales como -

la media "y" y la desviacibn estandar "o 2"

(consideradas co
mo tebricas). Al hacer estac inferencias generalmente -
se utilizan valores de la media ¥ y de la desviacidn estidn--

dar s, calculadas a partir de muestras.

I1.4.2 Distribucidn muestral de la media.

Al obtener mis de una muestra de una misma poblacién, lo
nias probable es que se obtengan tantos valores diferentes de
la media X como muestras se hayan extraido. Por lo tanto, pa
ra poder hacer inferenecias de la poblacidn a partir de sus --
muestras, se requiere estudiar el modelo tebrico a partir del
cual es posible estudiar la distribucidn muestral tebrica de

X.

De acuerdo con lo anterior, se tiene que "si una muestra
aleatoria de tamafio n se toma de una poblacifn que tiene la me
dia py la variancia o, entbnces, X es el valor de una varia
ble aleatoria cuya distribucién tiene la media . Para mues-~
tras de poblaciones infinitas, la variancia de esta distribu--
cibn es g¢2%/n ; para muestras de poblaciones'finitas de tamaflo
N, la variancia es: '

d
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Esto proporciona s5lo una informacidn parcial de la dis=--
tribucibn muestral tebrica de la media; en general, es imposi
ble determinar tal distribucidn exactamente, sin conocer la =
forma real de la poblacibn, pero es posible sin embargo, cono
cer la distribucidn cuando n *+ ® de un"estadistico” relacio-
nado con X, Suponiendo gue la poblacidn tiene una variancia =~
finita o’

Con referencia a este estadistico, se puede enunciar el -
siguiente teorema, llamado "teorema del limite central"”:

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio "n" -
tomada de una poblacifn que tiene la media yu  y la variancia -

finita o?, entbnces:

z=_X - B ( 7-II )

es el valor de una variable aleatoria, cuya funcidén de distri
bucidn 5¢ aproxima a una distribucitn normal centrada y redu-
cida cuando "n" + .

El uso del teorema anterior, requiere del conocimiento de
la desviaci6n estindar de la poblacién; sin embargo, si "n" -
es grande, se puede usar también esta teoria cuando ¢ no se
conoce, sustituyéndola por la desviacin estandar de la mues
tra 8.



S1 "n" es pequefio y se puede suponer que la muestra pro-
viene de una poblacibn con distribucién normal, se puede hacer
uso del siguiente teorema:

Si ¥ es la media de una muestra aleatoria de tamafio "n" -
tomada de una poblacidn con distribucidn normal, con media p

, 2
y variancia ¢°, entbnces:

‘o { 8-1T )

0 &%)

ol
%0

es el valor de una variable aleatoria que tiene una distribu-
cibn "t" de student de par@metro v = n~1, en donde Vv es -

el nlmero de grados de libertad (nfimero de sucesos independien
tes). ‘ '

En la tabla 2 se muestran algunos valores tabulados de t«
para distintos valores de v , en donde t, es tal que el ---
drea bajo la curva de distribucién t (tomada a la derecha) es
igual a a .

La forma general de una distribucibn t es similar a la de
una distribucidn normal, ambas tienen media cere, pero la va——
riancia de la distribucién t depende de v, y es mayor de 1, -
sin embargo, se aproxima a este valor cuandon » = . De he-
cho, comparando las tablas 1 y 2, se puede observar que los va
lores de ty para 29 o més grados de libertad, estf&n cerca de
los correspondientes de z , por lo que se puede concluir que
la distribucidn normal da una buena aproximacidn de la distri-

bucién t para muestras de tamafio 30 o mAs.



I1.4.3 Distribucidn muestral de la variancia.

En principio, como §? no puede ser negativa, es de espe-~
rarse que su distribucidn muestral, no sea una curva normal, -
En este caso se ‘hace uso de la llamada distribucidn x? (chi
cuadrado). Concretando, se puede enunciar el siguiente teore-
ma al respecto:

Si s?es la variancia de una muestra aleatoria de tamaiio
"n" tomada de una poblacidn con distribucién normal que tiene
la variancia o¢?, entdnces:

_ 2
x2= J%%l—s— ( 9-IT )

es el valor de una variable aleatoria que tiene la distri
bucién 3% con V = n-l,

La tabla 3 contiene valores seleccionados de X’« para ==
distintos valores de v , donde X?. es tal que el &rea bajo
la curva de la distribucidn X° (tomada a la derecha) es igual
a o.

Como aclaracidn, se debe mencionar que una estimacibn bas;
tante aproximada de a? a partir de SZ, sobre todo cuando "n" -~
es pequefio, se obtiene de calcular la variancia de la muestra
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a partir de

ST |
ga Do X7 ( 10-II )
' n-1

en lugar de s = g{( X; - X )%/n ; cuando "n" es grande,

. N 2 2
pedria inclusive tomarse S° como ©

Existe ademds una relacibn entre xzy z , cuando las -
muestras son de tamaho "n" pequeho, dada por:

+ /2y~ 1% ( 11-11)

II.5 Ajuste de curvas.

II.5.1 Método de Minimes Cuadrados.

En muchas ocasiones, los resultados de una variable alea-~
toria, estan acompahados por otra variable de la cual depende;
en estos casos, se presenta uno de los cobjetivos mis importan-
tes en la gran mayoria de las investigaciones de ingenieria, -
gue consiste en hacer predicciones, empleando de prefefencia -
~ecuaciones matemdticas que relacionen ambas variables."
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En muchos problemas de esta Indole, las observaciones de
la variable independiente, se hacen sin error o con un error
que es insignificante comparado con la variacidn aleatoria de
" la variable dependiente. Asi, aunque la variable independien-
te se puede fijar en un valor "x", las medidas repetidas de 1la
variable dependiente darén valores "y" que variardn considera-
blemente uno del otro.

De lo anterior se desprende el hecho de que "y" es el va-
lor de una variable aleatoria,cuya distribucidn depende de "x".
En la mayoria de los casos, interesa principalmente la rela=---
cidn entre "x" y la media de la distribucidn correspondiente -
de -"y", refiriendo esta relacidn a la llamada "curva de regre-
s8idn de y con respecto a x".

Tratando primeramente el caso particular en que la curva
de regresidn de "y" con respecto a "x" es lineal, se tiene:

¥ =a+ Bx + € (12-II)

En donde para cualquier "x" dada, la medida de la distri-
~ bucibn de las "y" esta dada por ¢ + Bx . En general, -~
una "y" observada diferird de esta media, denotando la diferen
cia 'por ¢, cuyo valor dependerd paracualquier observacién da
da, de'un'poéible error de medida y de los valores de otras va
riables diferentes de "x" que tengan influencia sobre "y".
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Para obtener la ecuacibn de la recta, que da en alguna -
forma el "mejor" ajuste, para "n" observaciones apareadas (xi,
Yi)' se emplea el m&todo de los minimos cuadrados, en donde:

y' = a + bx ( 13-I1 )

siendo a y b constantes, por lo que

La ecuacidén y' = a + bx da una "estimacibn" de la ecua--
cibn real pero desconocida y = o + Bx . Para obtener la
mejor aproximacidn, es necesario que los valores de €& sean lo
més pequefios posible, lo que se consigue haciendec que los ---
errores positivos y negativos se compensen, anulando su suma
re=20 En concreto, se trata de minimizar la suma de los
cuadrados de los ei , dada por:

Legt=1 [yi - (a+ bxi)] 2

Comq ,se puede observar en la siguiente figura, lo ante-=~
"rior equivale a hacer mfnima la suma de los cuadrados de las
distancias verticales de los puntos a la linea.

X

Distancias
minimas

"figura &
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Utilizando el cilculo diferencial para obtener el minimo
en cuestidn, se obtienen las siguientes ecuaciones, llamadas
"ecuaciones normales".

Zyi=an+b£xi ( 14-11 )

- 2
L x,v4= ain+bei

Que resolvié&ndolas, dan los valores de a y b que definen
la recta que proporciocna el mejor ajuste a los datos tratados.

De acuerdo con el teorema de Gauss - Markov, los estimado
res obtenidos a partir del método de minimos cuadrados, son --
los de menor variancia, es decir, son los que dan mayor con---
fianza en el sentido de que estin sujetos a las menores varia-
ciones aleatorias.

II.5.2 Inferencias basadas en los estimadores

de minimos cuadrados.

Los andlisis efectuados a partir del método de los minimos
cuadrados, suelen ir acompafiados de otro anflisis que conside-~
ra la "bondad”del ajuste efectuado, para lo cual, se supone -~
que la regresién es lineal y que las "n" variables aleatorias
que son los valores y; estén distribuidas independieﬁtemente -
con una distribucibn normal de media a+ Bi y variancia comfin
a?.
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Estas hipbtesis estin ilustradas en la sigu%gnte figura,
en donde se ven las distribuciones de valores de yi para va~-

rios valores de xi.

figura 7

La variancia seilalada, se estima usualmente en funcibn de
las desviaciones verticales con respecto a la linea de minimos
3 3 2
cuadrados, la estimacidn de 0° esta dada por:

2 1
- n=-2

Plre - G

en donde Se es llamadq "error tfpico de la estimacibn”; -
otra formula equivalente y mds usual es:

Se?= _Sxx Syy - (Sxy)? ( 15-11)
n (n-2) Sxx
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en donde:

Sxx = n Ixi?- ( Ixi)?

Syy = n ILyi?- (Iyi )? ( 16-II )

mn
"
¥
i

n Zxi yi - (Ixi) (Zyi)

En base a las hipbtesis hechas sobre la distribucién de -
las "y", se puede establecer el siguiente teorema, referente a
la distribucibn de los estimadores de minimos cuadrados de los
coeficientes de regresitn de a y B (ay b ).

Las distribuciones del estadistico

¢= ta-a) /nsxx ‘ ( 17-IT )

Se sxx + (n x)?
b - Sxx

t = 8
Se n

Son distribuciones t con n-2 grados de libertad.
LA o0
Con esto, es posible construir un intervalo de confianza

para a , resolviendo la doble desigualdad - “/z< t < t“/z

Los limites del intervalo de confianza son:

a+-t ge /S¥x t (0 %) x)2
2

( 18-1I )

XX
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Para estimar a partir de a y b, obtenidos con el mé&todo
de los minimos cuadrados o +8X , se tienen los siguientes in-~
tecvalos de confianza a un nivel 1 - a .

1 n (xo-i)z\
Yo = (G+Bx°)ttm/2-594+--§)?i—'—-

En donde Xy es un valor fijo de la variablé independien-
te y =/,se obtiene de la tabla 2, con n - 2 grados de liber-
tad. De importancia mayor que la estimacidn de ®y B o de la
media o+ 8 X , es en general la prediccidn de y_., © sea la ob
tencidn de un valor futuro de "y" cuando x = xX. para lo cual
se tienen los siguientes "linites de prediccibn" para "y" ---

cuando x = Xqt

1 Zv2
y¢ = ( a + bxo)t tq:/z - Sev/l +T + n(}S{;; x)_‘ (19-II)

con n ~ 2 grados de libertad para t«/:

De acuerdo con esto, es posible obtener una ecuacidn pa-
ra Yo con la cual se obtengan valores predichos pocos proba--
bles, ya sea arriba o,abajo del valor medio a + bx, con una -
pxobébilidad.l -~ a de ser rebasados por otro valor mayor o -
menor respectivamente. '
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I1.5.3 Regresidn Curvilinea.

Cuando la relacién entre los pares de datos de un experi-
mento no se aproxima a una recta, es posible aplicar el mé&todo
de minimos cuadrados (ver figura 8), reduciendo la ecuacién de
la curva que mejor se ajuste a una de forma lineal, asi por --
ejemplo, si los datos se aproximan a una curva logaritmica, es
posible sustituir *; por log N oy Yy por log Y;
resolviendo posteriormente las ecuaciones normales ( 14 - II )
para obtener la ecuacidn buscada.

X

Distancias
minimas

figura 8

y
Hay otros tipos de transformaciones como lo puede ser sus

tituir xi e Y por sus logarftmos naturales o por su inver

Sa.

Existen tambiZn las par&bolas de minimos cuadrados, cuyas
ecuaclones se obtienen por medio de ecuaciones normales que ~
ya contienen t&rminos de tercer y cuarto grado:

Iy = a,n + a;rx + a,Ix?

o Ixy a,ix + a;Ix® + a,Ix? o v( 20—II )

‘ zx2y

a,Ix + a;ix?® + aIx"
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Que resclviéndolas dan la ecuacibn de la mejor pardbola

de ajuste: )
y=a°+a1x+azx (21"II)

Es posible ademis obtener ecuaciones de curvas dadas por
polinomios, resueltos mediante ecuaciones normales, en nGme-
ro y grado de acuerdo con dichos polinomios.

I1.6 Medidas de correlacidn.

Una forma de determinar de una manera cualitativa, lo =--
bien que una recta o curva dada describe la relacidn entre va
riables, es la observacidn directa del diagrama de dispersidn.
Sin embargo, si se trata el problema de la dispersidn de los
datos muestrales alrededor de rectas o curvas de una manera -
cuantitativa, serd necesario definir algunas medidas de corre
lacidn.

El error tipico de la estimacidn Se, definido anteriormen
te, constituye una de dichas medidas, en donde si y' se obtie
ne de (13-~II), la dispersidn alrededor de la recta de regre--
sién de y sobre X, viene dada por:

- fy2 B
se =/ I{y -y")
n

Ahora bien, gi la "variacibn total" de Yy se define como

- 35 -



E(y-9)12 =2 (y-y)2+z2(y"' -7 )2

endonde (y - y'fconstituye la "variacién no explica-
da" y I (y'-y;? la "variacidn explicada", la cual sigue un ~
patrén de variacidn. Se puede definir entdnces el"coeficien-
te de determinacibn”, como la relacidn entre la variacidn ex-
plicada y la variacibn total si la variacidn explicada es ce-
ro, la relacidn serd también cero, es decir toda la variacidn
resulta no explicada, en cambio si la variacidn no explicada
es cero, la relacidn serd igual a uno. Puesto que la rela---

cibn resulta siempre positiva, &sta se denota por np2n

r? = L (y'- 92
Ly -2

La raiz cuadrada de esta relacidn constituye el "coefi~~
ciente de correlacidn" ‘

r =t // y-y) (adimensional) (22-11)
: ly ) -
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'

el cual varia entre -1 y + 1. Los signos +, se utilizan
para las correlaciones negativa v positiva reSpectivamente;

Cuando se tienen datos agrupados en una correlacidn entre
variables, la expresidn ( 22~II ), se puede escribir en la si-
guiente forma, mds conveniente para el cilculo.

i

L. _nxy - (Ix) () ( 23-11 )
/[ (zx® - (x?][n y? - (y) 2]

PPN Sy S B S SR e R N
S Oy e (RGN v BTy o R .
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CURVA NORMAL
ESTANDARIZADA

DE OQOa:
o} 3
T o] | 2 3 4 S 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 00080 00120 0060 00199 00239 00279 00319 00359
0,% 0,915 .0,8%0 0,985 0,209 0.2054 0,2088 02123 02157 0,290 0,2224
1,0 03413 03438 0,346! ‘ 03485 0,3508 0.3531. -0,3554 O,3677 03599 0,3621
1,2 0,3849 03869 0,3888 0,3807 O,_3925 0,3344 03962 03980 03997 0,405
1,3 04332 04345 04337 04370 04382 04394 04406 0448 . 0,4429 04441
2,0 04772 04778 04763 04788 0473 04798 04803 04308 04812 04817
2,8 04938 04940 04941 04543 0485 04346 04948 0.4949 0,4951 0,49‘32
3,0 04987 04587 04367 04988 04388 04589 04889 04989 04950 04990
3,5 04998 04998 0,49@ 04998 04998 04928 04998 04998 04998 049958
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000‘ 05000 05000 05000 05000 05000 05000

TABLA 1




DISTRIBUCION CHI-CUADRADO
CON GRADOS DE LIBERTAD
(AREA SOMBREADA = p)

&
Xp

v Ixbaes xbee xosm Xoss xh.0 Xors Xaso Xo.2s Xoso Hoos Xaozs Xo.or xXb.cos
11788 663 502 384 27 1,32 055 002 0,058 00039 00010 0,0002 0POOO
51167 15,1 128 1 924 663 435 267 1,61 L5 083 0,554 0412
10} 25,2 23,2 205 18,3 160 125 93 674 487 39 325 2,56 2,6
15] 32,8 30,6 27,3 250 =223 18,2 143 110 8,55 T26 6,26 523 450
20] 40 376 342 34 2264 238 193 55 124 109 959 826 743
25 ] 469 44,3 406 T s 293 243 199 16,5 W6 B, 1,5 103
= "
30 | 33,7 50,9 470 438 403 348 ;293 245 206 BS5 68 BO 138
s0| 795 762 T4 675 63,2 %6,3 49,3 429 37,7 348 324 29,7 28,0
70 [104,2 004 950 90,5 835 77,6 69,3 61,7 553 SI,7 488 454 43,3
190 |128,3 124,1 118 13,1 1076 98§ 893 606 73,3 63! 656 6,8 99,2
100} 140,2 1358 1296 1243 1185 109,1 99,3 9,0 82,4 77,9 4,2 70,0 67,3

TABLA 2




DISTRIBUCION t DE STUDENT -

CON v GRADOS DE LIBERTAD

{AREA SOMBREADA =p) b
v *0,9%3 to,9% to 918 10,58 10,90 10,80 to,rs to,r0 10,60 10,5¢
| 63,66 3,82 12,71 6,31 3,08 1,376 1,000 0727 0,32% 0,58
5 4,03 336 2,57 202 1,48 0920 OT27 0,5% 0267 032
10 3,17 2,76 2,23 1,8! 1,37 0,879 0700 0,842 0,260 0,129
15 295 260 23 115 1,34 0,866 063 0536 025 0128
20 284 253 209 72 1,32 0,860 0687 0,533 0257 0427
o] 2,73 248 206 L7 1,32 0,856 0,684 0,53 0,256 0,27
30 275 2846 204 1,70 i3 0,854 0,683 0530 025 0,27
40 2,70 242 2,02 1,68 1,30 0,851 0,681 0,529 © 0,255 0,126
60 2,66 2,39 2,00 1,67 1,30 0,848 0679 0,527 0,254 0,126
1zo] ‘282 238 1,98 1,66 1,29 0,845 0677 0526 0,254 0,126 _
L 2,58 2,33 1,96 1,645 1,28 0842 0674 0524 0253 o128

TABLA 3




CAPITULO = IIL
CORRELACIONES EN MECANICA DE SUELOS.

Cuando el problema consiste en definir la cimentacién mas
conveniente para estructuras pequeias o medianas, desplantadas
sobre cualquier tipo de tefréno, o cuando interesa conocer el
patrén estructural que conforma un subsuelo altamente estrati-
ficado, el estudio de Mecédnica de Suelos a realizar, deberd --
ser rapido y econdmico.

Por lo que .cabria la posibilidad de gque dicho ‘estudio fue
" ra susceptible de ser correlacionado con resultados de estu-—-

dios anteriores efectuados en las proximidades.

Al tipo de sondeos gue cumplan con estas condiciones, los
denominaremos sondeos representativos y a las propiedades obte
nidas de ellos, propiedades representativas.

En el caso de arenas de grano grueso a medio, el sondeo -
representativo que cumple con los requisitos anteriores, es la
prueba de penetracifn estandar.

El sondeo representativo para las gravas, consiste en uti
lizar un peneétr8metro de difmetro suficientemente grande (para
que el tamafio de la grava influya ligeramente en. el resultado)
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y calibrado con datos obtenidos de pruebas del mismo tipo, --
realizados en materiales de tamafo mAximo menor (1}.

La funcionali