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OBJE'fIVO$ 

Conocer el comportamiento real 
de los elementos sujetos a carga axial,­
baeado en.los resultados empíricos y' del 
análisis matemático, y contar~con una m! 
todología para su dimensionamiento y re­
.visi6n. 

,. 

lV 
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INTRODUCCION 

Tomando en consideración tanto los factores que inte! 
vienen en el fenómeno de estabilidad como los conceptos que 
serán útiles pare. este estudio; el tratamiento matemático y 
las pruebas de laboratorio conducen directamente a la fórmu­
la de Euler, considerando sus limitaciones y su g~neraliza­

ción para el rango inelástico. 

La fórmula de Euler es una expresión que representa 
la carga axial que provoca la deformación de un elemento (el 
eje longitudinal de éste deja de ser recto),produciendo ine~ 
tabilidad en él; a ésta carga se le llama carga crítica de 
Euler. Posteriormente se establecen las metodologías para el 
dimensionamiento y revisión de elementos de acero y madera 
sujetos a carga de compresión axial. 

Los métodos utilizados son: El CRC (Columna Reeearch 
Council) y AISC (American Institute of Stee1 Construction)p~ 
ra el acero, y para la madera el reglamento de construccio­
nes para el Distrito Federal. 

V 
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IN'l!RODUCCION AL PROBLEMA DE ESTABILIDAD 

Una pieza corta que se somete a una carga de compre­
si6n axial., fallará cuando la carga aplicada sea igual al V! 
lor correspondiente a la resistencia dl.tima del material, o 

' sea,fy en el acero y fe en el concreto. 

Por analogía se podría pensar que este comportamiento 
de una pieza corta, sería aplicable a todas las columnas,sin 
importar su longitud pero, como se sabe esto no ocurre. 

Cuando un elemento largo se carga axialmente, y esta 
carga se incrementa paulatinamente sin impacto, llega un mo­
mento en que la pieza se flexiona y de inmediato sucede el 
colapso. Por otra parte, si se compara la carga que produjo 
la falla, con la carga de resistencia última del material de 
la pieza, se observa que la primera es mucho menor,de lo que 
se deduce que el problema no es de resistencia, sino de esta 
bilidad. 

Este fen6meno se conoce como pandeoia la carga .con la 
que se inicia la falla se designa como carga crítica, (P0r); 
y a la falla en sí se le dá el nombre de falla por pandeo. 
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1.1 EQUILIBRIO 

Es el estado en que se encuentra un elemento dentro 
del sistema al cual corresponde y puede ser: Equilibrio Est~ 
ble, Inestable y Estado Inestable o Desequilibrio. 

1.1.1 EQUILIBRIO ESTABLE 

Si la carga P de la fig. 1.1 es menor que la carga 
critica, Peri te6ricamente no habrá pandeo, lo que quiere d! 
cir que ~ = O • Si se aplica una carga horizontal Q,la colum 
na se deforma un valor ~ el cual retorne. a ~ = O cuando cesa 
la aplicaci6n de la carga Q. 

En estas condiciones la columna se encuentra en esta­
do de equilibrio estable, como se muestra en la figura 1.1 

Q 

1 
.,,,,,1,,,,,,. 
(o ) 

p 

l 
Q ----:... ' I 

I 
I 
I 
{ 

(b) 

Fig. 1.1 Condlcion de equilibrio estable 
al- Deformación horizontal,~, debida o Q. 
b 1- á , desaparece cuando se retira Q. 

Si Q '/.O 
O l.. P < Pcr 

entonces S -¡i O 



y al .suprimir las cargas: 
Q = o 
O(. P <. Pcr 

entonces S = O 
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La columna recupera au posición original vertical de 
eje recto. Su representación gráfica será: 

Superficie cóncovo 

1.1.2 EQUILIBRIO INDIFERENTE 

Si la carga P, es igual a la carga cr!tioa, Pcrr o l! 
geramente menor (figura 1.2),la columna.no se colapsa a'lin si 
se aplica una carga horizontal Q, se produce una deformación 
~ que no se recupera si se retira la carga horizontal Q. Ba­
jo estas condiciones se dice que la columna está en equili­
brio indiferente. 

p 

. ri 
·---v 

1 
1 
1 

.,,J,,,,,. -l-
( a) (b) 

Fi-o. 1. 2 · Condición de equillb.rio indiferente 
a)-DeformociÓn horizontal,~ , debida o Q. 
b)- & ,permanece aun despuls de réfiror Q. 

·.· 



Si P:. Pér 
Q # O; 

entonces t ;i! O 
y al suprimir la carga Q 

P t. Pcr 
Q = O; 

entonces ~ ~ O 
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La representación gráfica de este estado de equil! 
brio es: 

Superficie horizontal] • 

1.1.3 ESTADO INESTABLE O DE DESEQUILIBRIO 

Si la carga, P, excede el valor de la carga crítica 
(Por), la flecha crece indefinida.mente, ~--+a:> , independien 
temente de la aplicación de lR carga Q, entonces la columna 
falla por efecto de pandeo, como se muestra en la figura 1.3 

P> Pcr 

Q (=o) __ J~¡ 
/ 

/ 
I 
I 
I 

Fio. l. 3 Estado inestable o de desequili brío 



Si P i!!: Pcr 
Q = (pi O) 

entonces S -+ oo 
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Como ~ -+co se provocará el colapso del elemento, adn 
sin que exista la carga horizontal Q. 

Su representaci6n gráfica es: 

Superficie 

1.2 CONCEPJ!OS DE CARGA CRI~IOA 

La fuerza axial P,aplicada a una columna (independie,a 
temente del sistema de apoyos), que provoca su pandeo (figu­
ra 1.4), se le llama carga crítica de Eu1er,Pcr (referencia 
1.1). Dicha carga es importante conocerla para el buen dise­
fio y revisi6n de estos elementos estructurales,ya que forman 
parte importante de cualquier estructura. 

Si dentro de una estructura se encuentra una columnn 
mal dieeflada (escasa), aunque el resto de los elementos que 
conforman a aquella tengan buen diseffo, est~rán sujetos a e~ 
fuerzos que no habían sido considerados y muy probablemente 
fallará en conjunto. La importancia de las columnas,como el! 
mentos estructurales, hace interesante su estudio dentro de 
la mecánica de materia.les. Por ello existen institutos dedi­
cados específicamente a la investigaoi6n de columnas (refe­
rencia 1.2). 



'I 

l. 
p 

Fig. 1. 4 Columna doblemente articulada con 
flecha máxima al centra del claro. 
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CARGA CRI'UCA 

Para obtener la carga crítica, se considera una colll!!l 
na ideal, como se muestra en la figura 2.1, la cual está ar­
ticulada en sus extremos,bajo una carga exc~ntrica. La exce~ 
tricidad, q , se mide desde el centroide de la se.cci6n trans­
versal al eje de acción de las fuerzas axiales. La carga cr! 
tica que se obtenga, será representativa únicamente para las 
columnas que tengan las condiciones de apoyo antes menciona­
das. Para miembros en condiciones de apoyo diferentes,se les 
tratará en el subcapítulo 2.1 • 

X 

J. 
y 

Fig. 2 .1 Columna con ·fuerzo excéntrico. 



Donde: 
1, es la longitud de la columna, 
P, es la carga actuante y 
q, es la excentricidad de la carga. 
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El momento flexionante en l!'l. columna a la distancia "Y" del 
extremo inferior es: 

M =pe¡.+ P X 

siendo X la flecha lateral de la coiumna en el mismo sentido 
de q 

M = P ( 9 + X) (2.l) 

y la ecunoi6n diferencial de la elástica (referencia 2.1) es 
de la forma 

X"= - __!_ 
E I 

Donde: 
E, es el módulo de elasticidad del material 

(2.2) 

I, es el momento de inercia de la sección transversal 

si se sustituye la ecuación_(2.1) en (2.2), se tiene: 

X" = - p ( 9- + X) 
E I 

se arregla la siguiente ecuación diferencial: 

X'' = -~ - _!!... EI EI 



9 

. p p 
X" +-X=--9-E I E I 

(2.3) 

Como se conoce tanto la carga a la que está sujeta la 
Qolumna. como el material de ésta y su seoci6n transveraal,r! 
su,J.ta que; P = cte., E = cte. e I =cte. 

Si se llama: 

K2 = .....!:... = cte. 
E I 

(2.4) 

y se sustituye en la ecuación (2.3), entonces: 

La ecuaci6n (2.5) ea una ecuaci6n diferencial lineal 
con coeficientes constantes y no homogénea, cuya solución r! 
presenta la curva elástica de la columna. 

La solución general de la eouacidn (2.5) se compone 
de dos partee: la primera ea la solución de la ecuaci6n ho111.2 
génea correspondiente, que se obtiene sustituyendo por cero 
el segundo miembro; y la segunda, es la solución particular 
que corresponde al verdadero valor del segundo miembro. Para 
resolver la ecuaci6n {2.5) se empleará el método de coefi­
cientes indeterminados (referencia 2.2). 

a) Soluci6n de la ecuación homogénea. 

De la ecuación (2.5}, la ecuación homogénea es: 

X" + K2 X .;,. O 

i 
¡· 
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que puede representarse medi~te operadores por la oiguiente 
expresión: • 

en la que 

a = l 

b =o 

por lo tanto 

{2.6) 

la ecuación algebraica característica de (2.6) es: 

n2 + K2 = O 

de donde 

cuyas raíces son: 

. D2 =O - Ki 

por lo tanto su solución es de la forma: 
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e(O + ICi) y ··. e<o- Kt) Y, 
Xh .; KY + KY · .·. , . . , , ..• 

si se reprose11ta la ecuaci6n.e,.nterior en' la forma. polar de 
Euler se obtiene: 

por lo que la eoluci6n de la ecuación diferencial homogénea 
es: 

(2.7) 

b) Determinación de la solución particular 

J.11 ecunci6n (2.5) es de la forma 

J> (D) X = Q (X) 

Ilonde: 

P (D) X = (D2 + K2) X (n) 

Q (X) = - K29 (b) 

Si se forman los conjuntos s, linealmente independie~ 
~es de la ecuaci6n (b) se tiene: 

s = {o} 
::mr lo que la solución particular es de la forma 

(2.9) 
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y su re:rresantr..ci6n inodinnto el oµe:rador f(D) .. es 

(D - O) x<·~ O (2.10) 

ª"° e~ !3-Plici.!l .t~;~·otli1oi6n (2.1ot ~ Ú.5). se o'l)tiene 

'" ~.+~~,~t~{~~;¡~~~jts º . . . . . (2.11) 

(D -;'.O){D:X;+.:¡c,..);·x· ... :o'. •,' '(2~12)' 
' ,•e··:; -'.:: .. :·~>J':/.\l•;,,~,·,:·:.,\.•.:::.~·~'..',.:·,<l;~<'.,:c;:··;',,• ' < ... ·., ;-,M,":,t··· .:~·:·:: 

S\l ecuici<sh',;q·i~~ncte;:ísÜca, es . 

(2.13) 

so encuentrr:>. que sus rr. .. íces son: 

D1 =O 

por lo nue lP. eoluci6n eenernl es de ln form(l. 

(2.14) 

la solución p8.rticulri.r es 

i;ior lo que: 

Xp = S e0 Y 
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·.. (2.15) 

. ·" .. , 

Jlara evaluar la. solución particular, se sustituye la .ecua-. 
ci6n (2.15) en (2.5) 

D
2 s + x2 n° s = - x2 q 

K
2 

S = - K
2 q 

s = - q 

y entonces 

; ~ ,; . 

, .. · 

Xp = - q · (2.16) 

por lo que, la solución general de la ecuación (2.5) es: 

La ecuación (2.17) es la ecuación de la curva elástica. 

- Determinación de las constantes c1 y c2 . 

Para conocer las constantes C1 y C2 , ·'Podemos recurrir a lo.s 
nigúientes condiciones de frontera: 

~) Si Y = O , se tiene X = O 

2) Si Y = 1 , se tiene X = O 

De la primera condición, en la ecuación (2.17) se obtiene: 

O = C¡ + O - q 
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'C¡ == q .·. (2~18) 

De la segund.a condición, en la, ecuación (2.17) se obtii:lne: 

O = q Coa Ki + C2 Sen K 1 - q 

o2 Sen Ki == q - q Cos Ki 

. 02 = q - q Cos K 1 
Sen K.l 

ª2 -- 9. (1 - Cos Ki) 
Sen Kl 

L~. exnresi6n trigonométrica 

l - Cos Kl 
Sen K,t 

es de la fonna: 

1 - Cos ce 
Sen ce 

en que: 

1 - Cos ce = 2 Sen2 .sE.. 
2 

Sen~= 2 Sen SE... Cos ~ 2 2 

entonces; 

{2.19) . 



1 - Coa o:. 
ce 

2 Sen2 2 = ~-~---~~~ 
Sen <:t. 2 Sen-SS- Cos-S&-

2 2 

¡1or lo tanto: 

La solución general queda: 

ce 
Sen 2 C:C· = _...._...._ __ = Tg -
Cos .S.. · 2 

2 

'· 

X~ = q [ Cos KY + Tg ~.2 Sen KY - 1] 

15 

(2.20) 

(2.21) 

Por las condiciones de apoyo y de carga, se sabe que 
la flecha máxima,~ , se presenta en el punto medio, donde 
Y = 1/2 ; y ~ se obtiene sustituyendo Y = 1/2 en la ecuación 
(2.21) 

~= q [ Cos I~! + Tg Ki Sen K
2
i - 1] 

se ve que la expresión trigonométrica 

Coa ...!U.. + Tg ..!l.. Sen ..!L 
2 ?. 2 

es de la forma: 

Coa a: + Tgcx: Sen~ 

Cos2cr. + Sen2 a: 
Cos c:c 

1 
-· ""c_o_s_o:__ = Se c o:: 

= Cos tt + Sen2cc 
Cos et 

1 =----
ººªo:: 
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en·tonces: ' < 

... 
(2.22) 

se observa en la. ecunci6n (2,22) que: 

1) $ = O si K = O, o sea cunndo P = o, 

2) S = O si q = O. 

3) si ..r.L-+ _.'.E,_ ; entonces Sec ..!l.. -+OO y S-+CP ,cuya 
? 2 ? 

condicidn es lR crítica. 

Ahor:::, si: 

.JLl_ = ..JL 
2 2 

K1=1f 

s:L se eleva al cuudrado la expresión anterior 

,, 
K'·. = 

de la ecuución (2.4) se sabe que: 



¡r2·=_..-.P_ 
E I 

asi: 

. p ....,.2 
-=--U-

E I 12 

por lo que 

P= 1'1'2 E I 
12 
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Como estamos en la oondioi6n crítica, el valor ante­
rior de P es precisamente la Por (Carga Crítica de Euler). 

'tr2 E I 

12 (2.23) 

Aún cuando q = O (excentricidad nula)pero Kl/2 .._. lí/2, 
· la Seo K1/2 -+00 y por lo tanto ~ -+~ , por lo que el valor 

de Por dado en la ecuaci6n (2.23) es cierto también en la CE, 

lumna con carga axial. 

Veamos, en un ejemplo, el comportamiento de la colum­
na mostrada en la figura 2 .2 en una gráfica ( ~ , P ) , consid~ 
rando 3 excentricidades diferentes q

1 
, q

1 
y q

3 
, siendo: 

l'Jt < qa_ < <l3 

<h = 0.0001 cm 

q!> = 0.001 cm 

_..:. __ ~' -



J. 

y=l/2 

X 

p 

Fig. 2. 2 Columna con fuerza e>tcéntrica y 
flecho máximo ol centro del cloro. 

Sección Trans~ersal 

{0 
1 15 cm. 1 

Solución. 

A = 225 cm~ 

J. = 600 cm. 

E = 2 x 10
6 

Kg/cm2 

P es .variable 
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Para el análisis se requiere de la ecuación (2.22), 
que dá la flecha, S , en función de la carga P. La carga P se 
hará variar para cada excentricidad dada en el rango de va12 
rea de cero (P =O), al valor crítico (Pcr>• Para definir el 
límite superior del rango se emplea la ecuación (2.23). 

Se sabe que el momento de inercia para la sección ea: 

I = 
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I = 

I = 4218.80 cm4 

La carga crítica ~ara la columna esta dada por la ecuaci6n 
(2.23): 

'11'2 E I 
Por = ----~--12 
Sustituyendo valores en la ecuaci6n anterior 

. Por= 
(3.1415) 2(2)(106)(4218.80) 

(600) 2 

Pcr = 231.32'' Tn 

Los valores de Sy P para las excentricidades dadas se mues­
tran en la tabla 2.1 

! 
I• 

• 

Valores de q Y S , en cm. 
p 

( fon.) ~"'º 1= 0.0001 ~=0.0005 <J =O. 001 
s. ¡ s s 

10 o 0.000006 0.000028 0.000056 

60 o 0.000044 0.000217 0.000435 

100 o o .000095 0.000476 0.000952 

160 o 0.000283 0.001413 0.002830 

200 o 0.000609 0.004046 0.008092 

220 o o. 002470 o. o 12350 o .024700 

Pcr=231. 32 ~ -<e s -oo s -azi á -oo 

Tablo 2. 1 Valores de la flecha, & , paro diferentes valores 
de cargo, P, y .excentricidad e¡. 
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Si se representan los.valores de. la tabla anterior, (obt~ni­

dos de la ecuación (2.22)), en una gráfica~ - P como. se mue_!! 
tra en la figura· 2.J, se observa que: 

si en la ecuación (2.22), P es igual a cero (P =O), 

entonces K = o, y por lo tanto Sec K .e. /2 = 1, por lo que la 
flecha, S , es igual a cero ( ~ = O}. 

P(ton)¡ 

A q, =o 
Pcr=231.32 - --- - ------=--- R 

200.00 
C\i: o.OOOI cm. 

160.00 

ICO. 00 

o..__---1----1----+-----t---- & (cm.) 
0.002 0.004 0.006 0.008 

Fig. 2.3 Gráfico S-P de lo columna de lo fig. 2.2 
·cargado excéntricamente 

Por el trazo de las curvas correspondientes a q1,q2 
y q3 se denota que la flecha, 5 , aumenta sin límite a medida 
que la carga~. tiende al valor crítico (Pcr>• 

Esto mismo sucede cuando se obtiene la carga crítica 
~ara el caso en que la excentricidad sea cero, q = O • Esto 
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ea·, la flecha, Si, es cero para todos loa valoree de K!/2 me­
nores a 11'/2, lo cual significa que la flecha~ permanecen~ 
la para cualquier valor de P menor que Pcr • Pero si P = Pcr' 
entonces K!/2 = 'U /2 y la flecha resulta indefinida y puede 
tomar cualquier valor; la repreeentaci6n de estas condicio­
nes se encuentra en la figura 2.3 por las rectas OA - AR pa­
ra ~ .. O • 

Como no hay proporcionalidad entre la carga P y la 
flecha que produce, y aunque las flechas permanezcan peque­
fias y el material siga siendo linealmente elástico, no es a­
plicable el principio de superposici6n, ya que si se consid! 
ra que las cargas indicadas en la figura 2.2 son equivale_!! 
tes a cargas axialmente aplicadas, P, mas pares, P~, que ac­
tuan en loe extremos. Si linicamente actuaran loe paree Pq, 
producirían flechas que se pueden hallar de la forma típica 
para la flexión de vigas (referencia 2.3). En este caso, la 
presencia de pequeñas flechas en las vigas no cambia la ac­
ción de las cargas, y los momentos flexionantea en ella se 
pueden calcular sin la coneideraci6n de la flecha o defle­
xi6n de la viga. Pero, cuando además existe una carga axial 
sobre la columna, la flecha producida por los pares P~ hacen 
que la fuerza axial tenga una acción flexionante además de 
un efecto de compresión. Tal acción flexionante de la fuerza 
axial produce flechas adicionales que a su vez influyen en 
loa momentos de flexión. Así pude, el momento flexionante no 

· se puede hallar independientemente de la. flecha, y existirá 
una relación no lineal entre la carga axial y la deflexi6n. 

Con lo visto anteriormente es posible obtener el mo­
mento flexionante·máximo de la columna cargada exoéntricamen 
te de la figura 2.2 : 
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M máx. :: P (q + ~) (2,24) 
' ' ·'' 

' ·,,; ., ', ,:, 
que será al.centro de la columna, y por la ecuaci6n.(2.22): 

$i = q (Seo K .2 /2 - 1) 

si se sustituye la ecunci6n (2.22) en la ecuaci6n (2.24) 

M máx. = P Cq + q Seo K l /2 - q,) 

y por lo tanto el momento flexionn.nte máximo es: 

M máx. = P q Sec K 1 /2 (2,25) 

Si se hace: 

M máx. 
p 'l 

= Sec K l /2 

y se grafican los valores de (P,M máx./P q) mostrados en la 
tabla 2.2 (para q = 0.0001 cm) se obtiene la gráfica que se 

p 
para q = O. 0001 cm. 

(ton.) 
Kl/2 sec KR/2 Pq M máx. M máx. 
( rod l Kg ·cm. Kg ·cm. Pq 

10 o. 1 04lf l. 06 l. 00 1.06 1.06 

60 ,0.255lf 1.44 6.00 8.61 1.44 

100 o. 3291T 1.95 10. 00 19.52 l. 95 

160 0.4161T 3.83 16. 00 61. 22 3.82 

200 0.4651T 9.09 20.00 181 .84 9.09 

2 20 0.488 lT 25. 70 22.00 565. 38 25. 70 

Pcr = 231.32 1T I 2 sec K e/2-co 23. 13 Mmóx.-oo 1~·-00 

Tablo 2. 2 Valores del momento flexiononte máximo en lo columna 
entre el momento oc tuonte ( M máx. I PCJ), poro uno excen­

tricidad dado (e¡= 0.0001 cm.) 



muestra en la.figura2.4 

' .J. 

• -·-•.,v• •"<·"" ,.... •·~-·: 

M máx. 
--pq--

20 

1 .. 
1 
1 
1 
1 
r 
l 

10 

1. 

1 
q. =0.0001 cm. 

1 
1 
1 
1 
1 P (ton.) 

160 200 Pcr o 
.100 

Fig. 2.4 Gráfico { P, MmáY./p<l) de lo columna de lo Fig 2.2 
con una excentricidad q =0.0001 cm. 

seºc K 1./2 = 1 

Coa X .e /2 

Si; 

K = O; 

entonces; 

SecK..2/2-=l 

23 
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De ~ata se observa que para valores muy pequeños de P, 

el momento flexionante máximo es P q, cuyo valor es el mome~ 
to de flexión en la columna cuando se desprecia el efecto de 
las flechas. Confonne P aumenta, el momento flexionante cre­
ce en fonna no lineal y llega a ser muy grande cuando P se 
acerca a su valor crítico (P0 r)• 

2.1 CARGA CRITICA EN COLUMNAS ELASTICAS SUJETAS 
A CARGA AXIAL 

En este subcapítulo se obtendrá la carga crítica para 
las columnas fund~nentales, como son la columna: cantiliver, 
doblemente restringida contra el giro en los extremos, empo­
trada en uno de los extremos y articulada en el otro, y do­
blemente articulada que se estudió en el capítulo 2 • El an,!! 
lisis considera las siguientes hipótesis: 

a) El material del cual se constituye el elemento se compor­
ta elásticamente. 

b) El elemento es totalmente homogéneo. 

o) El sistema de apoyos es ideal. 

- Carga crítica de una columna empotrada en su base y 
libre en su extremo superior (columna cantiliver). 

En la figura 2.5 se muestra la columna cantiliver i­
. deal que servirá para la deducción de la carg~ crítica. 

El momento flexionante en la columna a la distancia Y del e~ 
tremo inferior es 



y p 

l. 
y 

--'--- X 

Fig. 2.5 Columna ideal empotrado en lo base 
y 1 ibre eo su extremo superior . 

Mx = - P ( S, - X) 

. 25 

(2.26) 

y la ecuación diferencial de la elástica esta dada.por (2.2) 

:C" = M = - ET 

:3usti tuyendo ( 2. 26) en ( 2. 2) , se tiene: 

:C" = - -P(S-X) 
E I 

X" = EPI ~ - EPI X 

llamo.ndo nuevamente a la igualdad (2.4) 

( 2. 27) 

(2. 28) 

( 2 .29) 
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y,:2 ,p 
=.ET· '. 

tiara fv.cilitar: el tratamiento· matemático, y sustitttyendo la' 
ecuáci6n ( 21•4> en ( 2 ~ 29) s~ tie11e :'· ' 

( 2 .30) 

La ecunci6n (2.30) es una ecmición diferencial lineal 
c·m coeficientes constantes y no homor,-énea, cuyn soluci6n P:2, 

n·~ral se obtiene en forma similar a la solución de· la ecua­

~ión (2.5) y es: 

X = C1 f'Jos KY + C2 Sen h'Y + S, (2.31) 

pura. conocer las const~.~tes C1 y C2 , se recurre a las si­

gilientes condiciones de frontera: 

1) si Y = O , X = O 

2) si Y = O X'= O 

Do lR condición (1) en l~ ecuBción (2.31) 

o = e 1 e os ( o) + e 2 sen (o) + ~ 

nor lo tanto: 

('2. 32) 

ol>teniendo la nrimcrn derivn.dn de lr. ecuación (2.31) 

(?..33) 



sustituyendo el valor de c1 en la ecuaci6n anterior 

X' = K S Sen KY + K C2 Coa KY 

De la condici6n (2) en la ecuaci6n (2.34) 

O = X~ Sen {O) + K c2 Coa (O) 

O= K C2 

i;lOr lo tanto: 

ª2 = o , 'I 

X = - S Coa KY + ~ 

:<: = ~ [ 1 - Coa KY] 

27 

(2.34) 

(2.35) 

si se analiza la forma del pandeo se puede observar que: 

si Y= j , X = ~ 

sustituyendo en la ecuaci6n (2.35), el valor de X e Y. 

~= ~ [ 1 - Coa Kl] 
S= $ - ~ Coa KÍ 

O = - S Cos K ! 

como ~ ,l O, se de be , cumplir que : 

Cos Kl =O , 

(2.36) 
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por lo tanto 

, ••• '· ...!L.1\' 2 . 

donde n ~ 1, 2, 3, ••• 

Cuyo .valor de interés es K 1 = 1\' /2, con el cual se o,2 
tiene el modo fundamentn1 de pandeo y el valor mínimo de la 
carga crítica. 

Si se eleva al cuadrado la igualdad anterior 

despejando K2 

(2.37) 

del inicio del análisis sabemos que por la igualdad (2.4) 

igualando las K2 se obtiene: 

p '11' 2 
-= 

E I 4 j2 

si se despeja P de la igualdad anterior, y encontrándonos en 
la condici6n crítica, la carga P resultante, será la carga 
crítica, Pcrr para la columna cantiliver. 



29 

la ecuaci6n (2.38) es la carga crítica para una columna emp2 
trada en su base y libre en su extremo superior. 

- Determinación de la carga crítica para una columna 
empotrada en la base y articulada en su ext~emo superior. 

Como se aprecia en la figura 2.6, la deflexión en la elásti­
ca es una función de: 

p 
Fig. 2.6 Columna ideal empotrado y articulado 

con fu~no axial. 

X = f (Y, 1) 

• 

(2.39) 

El momento flexionante a la distancia Y del empotramiento es: 

14(Y) = PX - R(l- Y) (2.40) 



. . 

M(Y)· = PX ·+ RY::.'Rl·. 
.•. 

La eéuaci6n diferencial de Úi·c\lbra eliistic'a es (2,2.): 

X''= - __L 
E I 

sustituyendo (2.41} en (2,2) 

X" = - rx + RY - ni 
E I 

. ' 

X" = - _L_ X - __]_ Y + _!L. 1 
EI EI EI 

recordando que, por la igualdad (2.4) 

30 

(2.4i) 

(2.42) 

y se sustituye la ecuaci6n anterior en la (2.42) se tiene 

2 R R 
X" = - K X - - Y + - J 

E I E I 

arreglando la ecuación (2.43) se tiene 

X" + K2 X = _.]_ ( 1 - Y) E I 

(2.43) 

(2.44) 

multiplicando y dividiendo por K2 el segundo miembro de la ! 
cuaci6n (2.44): 

2 K
2 

R X" + K X = 
..LE I 
E I 

(.1 - Y) 



por lo~tanto: 

· . X" + K2 X = K2 -!i,. ( J, - Y) p 
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(2.45) 

La igualdad (2.45) es una ecuaci6n diferencial lineal con co! 
ficientes constantes no homogánea, que tiene la misma fonna 
que la ecuación (2.5). Por lo tanto la soluci6n de la ecua­
ción (2.45) se obtiene en fonna similar a la soluci6n de la 
ecuación (2.5) y es: 

X = c1 Coa KY + c2 Sen KY + _!L (1 - Y) p {2.46) 

Para obtener el valor de las constantes C1 y C2 se re 
curre a las condiciones de frontera, las cuales son: 

l) si y= o X= O 

2) si y':' o X'= O 

3) si Y=j X= O 

Obtención de X' 

X' = - K c1 Sen KY + K C2 Coa KY R --p {2.47) 

si se aplica la primera condición en la ecuaoidn {2.46) 

O = C1 + O + .JL j 
p 

{2.48) 
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si se aplica. la segunda condioidn en le. eouaoidn (2.46) 

. R 
O= O+ K C2 - - p 

por lo tanto: 

R 
C2 K - p =O 

aplicando la tercera condici6n a la eouaoi6n (2.46) 

~ = c1 Cos Kl+ C2 Sen Kl+ ; U-1> 

ordenando: 

c1 Cos K 1 + c2 Sen Kj = O 

(2.49) 

(2.50) 

Las ecuaciones (2.48}, (2.49) y (2.50} fonnan un sis­
tema de tres ecuaciones lineales homogéneas con tres inc6gn! 
tas: C¡, c2 y R , cuya primera soluci6n es la trivial,enque 
01 = C2 = R =O • En este caso, por la ecuaci6n (2.46),la de 
formación X resulta nula, lo que representa que no hay pan­
deo , lo cual carece de interés. 

El sistema de ecuaciones (2.48), (2.49) y (2.50) se puede es 
cribir en la forma: 

(1) O¡ + (O) C2 + (i/P} R = O 

(O) c1 + {K} C2 - (l/P} R = O (J) 

(Cos K!) c1 + (Sen K!) c2 + (O} R = O 
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Para que,exista soluci6n diferente a la trivial,el de 
terminante de los coeficientes del sistema.de ecuaciones (J) 

debe ser igual a cero, o sea: 

l o + 
.o K 111 o 

Cos Kt Sen Kl. O 

desarrollando el determinante: 

- .1L 1 Cos K! + .1:... Sen K1 = O p p 

·dividiendo entre Coa X:i y multiplicando por P : 

- Kl + Tan Ki = O 

de donde 

(2.51) 

Si en una gráfica (K 1 , Tg K 1 ) , se representa la e~ 
ci6n (2.51), se observa que el valor m!nimo que la satisface 
es; como se observa en la figura 2.7. 

K~ = 4.493 

elevando al cuadrado 

-····.:J .• 

1· 



Tan K.t 

9 

e 
7. 7252 

7 

5 

1 
• 1 
. 1 

1 
1 

. ---

3 

2 

o 

1 
-1 
• 1 

1 -2 
1 
1 -3 
1 
1 

-4 
NI ..... ¡ 

-5 t= 1 

-6 
:1 
:.e 1 

1 
-7 

1 
1 -e 
1 

Fío. 2. 7 Gráfica 

4 

1 
'1 
1 

( Kl, To 
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•:'--._ INTERSECCION No. 2 
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NI 
..... , 
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~I 
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1 
1 
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1 

Kl ). De terminación de 

los intersecciones. 
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entonces: 

K2 = 20.19 

l2 
(2.52) 

por la ecuación (2.4): 

K
2 p 
="TI 

si se sustituye la ecuación (2.4) en (2.52) se tiene 

__L = _20_ • ..,.l..,9_ 
E I 12 

Como el análisis se ha hecho para la condición críti­
ca, la expresión resultante de la carga, será la carga críti 
ca, Pcr , para esta columna 

p = 20.19 E I 
cr J2 

teniendo en cuenta. que 20.19 = 11' 2 /(0.7) 2 , entonces 

p _ 'lt
2 

E I (2.53) 
cr - (0.71 )2 

Sustituyendo las constantes C¡ y C2 en la ecuación (2.46) 

JC = - _!L J Cos KY + _]__ Sen KY + .lL ( J. - Y) 
P PK P ~ 

(2.54) 

dándole una forma más ordenada a la ecuación (2.54) 

X = PRK [Sen KY - K~ Coa KY + KJ (1 - l )] (2.55) 
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en lo. eo~~ci6n"C2.55);. P = Por y-R es ia reaooi6n, la cual 
<Juedn indeterminada. · · 

,., : .. •," ,: 
' : ... ·:/::<(· -. ~-. ::<··· 

2.2 EFECTO DE LAS CONDICIONES DE APOYO 

Es posible observnr que las columnas: cuntiliver, do­
blemente restringida contra giro y empotrada y articulada(fi 
guras 2.8 b, c y d respectivamente) se comporten en forma s! 
milar a la columna doblemente articulada (figura 2.8a), así 
p1¡es, la columna cnntiliver se comporto. como la mitad de la 
C•>lumna doblemente articulada, ln columna doblemente empotr~ 
d:;>. se comporta en el tramo intermedio (limitado :por los pun­
tos de inflexión A' y B'), como una columna doblemente arti­
culada y ln empotrada y articulad"!. como una fracci6n de la 
doblemente articulo.da. 

Yf 
p 

rr 
1 1 

Ll~. 
( a) 

Fig. 2.8 

( b ) ( e ) ( d) 

Columnas fundamentales: a)- doblemente articulado, 
b).-empotrodo en la base y libre en su extremo superior; 
c).-doblemente empotrado y d).- empotrado en lo base y 
articulado en su extremo superior. 

T 
0.71. 
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Para reforzar lo que se mencion6 anteriormente, se r! 
curre a las ecuaciones correspondientes a la carga crítica 
de cada columna., es decir, si en la ecuaci6n de la carga cr! 
~ica para la columna doblemente articulada (ecuaci6n 2.23), 
se sustituye J. por 2 ! , se debe obtener la carga crítica P! 
rala columna cantiliver (ecuaci6n 2.38), esto es: 

1í2 E . .L 
12 

Si 1= 2 ,2. 

De forma análoga, si se sustituye a l de la ecua-
ci6n (2.23) por J/2, se obtiene la carga crítica para la co­
lumna doblemente empotrada (ecuaci6n 2.56), como sigue: 

Si 1= J./2 

p = 4 1T'2 
E I 

cr .Q2 
(2.56) 

as:! también, si j de la ecuaci6n (2.23) es sustituido por 
0.7 ! , se llega a la. expreai6n de la carga crítica para la 
columne. empotrada y articulada (ecuaci6n 2.53), es decir: 

si 1 = 0.7 J 

lf2 E I 
(0.7!)2 

20.19 E I 
12 
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Para ilustrar los resultRdos anteriores, se establece 
en el siguiente subcapítulo (subcapítulo 2.2.1) el concepto 
de longitud efectiva de pandeo. 

2.2.1 LONGITUD EFECTIVA DE PANDEO 

Es importante notar las características de la forma 
de la elástica de la columna al momento del pandeo, como se 
muestra en las figuras 2.8a, b, e y d; se observa que en la 
columna doblemente articulada (figura 2.8a), loa puntos A y B 

son puntos de inflexi6n, asi como también los puntós A' y B' 
de las columnas mostradas en las figuras 2.8b, c y d. 

Entonces, se define como longitud efectiva de pandeo 
a la distancia que existe entre dos puntos de inflexi6n en la 
elástica de la columna, y depende del sistema de apoyos, ca! 
gas y de los desplazamientos horizontales. 

Resumiendo lo visto anterio:nnente, se llega a la f6r­
mula general de la carga crítica en columnas (ecuaci6n 2.57) 
si se toma en cuenta el valor del factor de longitud efecti­
va de pandeo, k, para cada caso, esto es: 

Pcr = 1r 2 E I 
(k .Q. )2 

(2.57) 

en la figura 2.9 se muestra el valor del factor de longitud 
efectiva de pandeo, k, y la ex~resi6n de la carga crítica P! 
ra las columnas fundamentales. 

2.2.2 LONGITUDES EFECTIVAS EN COLUMNAS 
DE ESTRUCTURAS REALES 



e O L u M N A 

DOBLEMENTE EMPOTRADA Y LIBRE DOBLEMENTE EMPOTRADA Y 
ARTICULADA (CANTILIVER) EMPOTRADA ARTICULADA 

p 

T 
l 

l 
k = 1 

11' 2 
EI 

Pcr= J. 2 

T 
J 

l 

k=2 

1 T 
2 l. l 

l l 
k = 0.5 

1f2 
E I 

Pcr= (O. 5 .t) 2 

T 
0.71 

J 
T 
l 

1 
4 

k = 0.1 

1T2 E J 
Pcr= (0.7f)2 

Fío. 2 .9 Valor del factor de longitud efectiva de pandeo k 
poro los columnas fundamentales. 

39 



40 

Í.2.S column~.s q,ntet' menoion':l.dns aon ideales en su oom­

l)Orb.::iientc y siPten:1 de apo~ro, ani ,or ejemplo, lri. columna 

doblemente nrticttl?da., su siste:u:1 de a,oyo se comriorta 1:1.l 

100'.:~ de nrticul:o.ción. En estructurns re~les esto no sucede, 

pues se tendrá ttn::i combinnción de empotro.miento y articula­

ción, es decir; se trat'l de obtener lr. inter::i.cci6n que ejer­

cen sobre el elemento e~ c:>tucHo; lns rir,icleces de trabes ,12_ 

S8.S y column!'. ciue concurren al extremo del elemento en cues­

tión; por ejemplo, si las rigideces de trabes, losas,y colU!!,! 

n~ ~u.e concurren a uno de los nudos del elemento s~n grande$, 

dicho nurlo tenderá <>. ser un empotramiento r:iientras mayor 

ser.m lr>.s rigi•l e ces de los elementos concurrentes. 

Entoncef.l, !1'1.I'a tol fin (obtener el factor de lonei tt~d 

efectiv::i de nrnü.eo en colu::mns ele entructuras reales), se 

conritruyeron nomoc:rrunas C',ue contel:l:ilrn dos co.sos: 

C.\SO l. ifoi:ioera.':la p::t.rf:l. determinrtr el fnctor, k, de longitud 

efecti\'·:>. de rnmdeo, de columnas nue forman pri.rte de 

marcos contra.venteado::; (figurR 2.10). 

C.\SO 2. ifornogrn.r:w. p<tra deterr.ii1111.r el f~ctor, k, de lon~itud 

efectiv::i. de yinndeo, c1e column:-i.s ciue fom:>.n porte de 

mt'l.rcos no contraver.tepclos (fieura 2.11). 

F::.ra runbos casos: 

r• = l:.~I/L2c y 
a L.( I/L )p 

r.' = L{I/L)c 
o i:( I/L ) !l 



k 
f.0 

1 o.o· 

ll.O 

0.9 3.0 

2.0 2.0 

o.a 
1.0 1.0 

o.a o.e 
0.7 0.7 

0.6 0.6 
0.7 

o .ll O.ll 

0.4 0.4 

0.3 0.3 

0.6 
0.2 0.2 

0.1 0.1 

o O.ll o 

MARCOS CONTRAVE NTEADOS 

Fto. 2.10 Nomooromo poro determinar el factor k 
de lonoitud efectiva de pandeo de colum­
nas que forman parte de marcos con -
troventeados. · 
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r'o k r'b 
00 ca OQ 

roo.o 20.0 
10.0 

100.0 

5 o.o !la.O 

30.0 5.0 30.0 

20.0 
4.0 

20.0 

10.0 . 3.0 10.0 

!J.O e.o 
7.0 7.0 

6.0 6.0 

!S.O 5.0 

4.0 2.0 
4.0 

3.0 3.0 

2.0 2.0 

1.5 

1.0 1. o 

o l. o o 

MARCOS NO CONTRAVENTEADOS 

Flg. 2.11 Nomogromo paro determinar el factor k 
de longitud efectivo de pandeo de colum - . 
nos que formo n parte de mo reos no 
cont roventeodos. 
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donde 

r' = factor de rigidez en el nudo inferior. a 

rt = factor dé rigidez en el nudo superior. 

. ·43 

l:(I/L)c suma de las rigideces relativas de las columnas 
que concurren al nudo. 

~(I/L)p es la suma de las rigideces relativas de piso,y se 
obtiene sumando las rigideces relativas de traves, 
vigas y losas que concurren al nudo, en el plano 
de flexi6n por pandeo. 

Obtenidos r~ y rt, se escoge el nomograma adecuado se 
gdn el caso (marcos contraventeados o no contraventeados);l2 
calizados los valores de r~ y rt en el nomograma oorrespon-­
di ente, se unen estos por medio de una línea recta que cruza 
el eje de las k; el punto de intersección entre la recta de 
uni6n con el eje de las k, es el valor del factor de longi­
tud efectiva de pandeo. 

En el siguiente ejemplo se presenta la ·secuela para 
el'uso de los nomogramas. 

Ejemplo 2.2 

Se tiene un edificio formado con marcos en dos direcciones 
"X" y "Y" perpendiculares entre sí, y se desea oalcu1ar el 
factor de longitud efectiva de pandeo para la columna BC que 
se encuentra en la intersecoi6n de los ejes 2 y C de la es­
tructura de concreto reforzado, que se muestra en la figura 
(2.12). 

L 
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e 
550 550 

(a ) 

PLANTA 
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DETALLE 1 
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PERFIL 

o 
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o 

___,..y 

' ¡·· 

( e ) 

DETALLE 

. . 

. ' 405 . ·. 

Fi9. 2. 12 Estructuro formado por marcos : o)- plon,to, b).- perfil, 

e).- detalle 1, d).- corte _A-A y e).-corte B·B. 

. ' 
':~ 

::::,) ,;···-: 

Concreto! f 'c ='250 Ko/cm~ 
,· ',.J 

·.;.""¡ 

Acero ;, f.y = 4200 Ko/cm~ 
.' ~ 

·.i 
·' 

. >1. 55. · ... 

:\( e ) 

COR.TE B'-B 

500 

( d ) 

CORTE A-A 
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La: estructura no tiene desplo.zamientoalatera.les y es 

analizada en 'la: direcoi6n ox. 

n) Determinación de r~ correspondiente al nudo B de la colun 
na. 

n.l) Clilculo de la rieiuez relativa de las coltunnas. 

esto es: 

I/t col (O - 1),(1 - 2) y (2 - 3) 

3 
!col = ..Jlli._ 

12 

Icol = 35(55) 3 

12 

Iool = 485,260.4 cm4 

I/1 col (O - l)·= !col 
10-1 

!/l col (O _ l) = 485,260.4 
. 427.5 

I/1 col (O - l) = 1135.11 cm3 

T./! col (1 - 2) = !col 
11-2 

!/! col (l _ 2) = 435,260.4 
405 

I/! col (l - 2) = 1198.2 cm3 
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trabe y 

parte de .. ici .lO'sá/ es necesa.rio determinar el eje centroidal 
del. área formada por el patín y el alma (figura 2.13) 

4 t. 36 l -. ., 
.,. •• t •9 

cent roide ------r-----e-r--T 

- . ~ ('\ y = _,;;;;:_:¡_ 
I:.A 

donde: 

v= 2.9.oa 3& 

1 ¡ 
l--25--l 

Fio. 2.13 Secc;:ión formado por la trabe y 
porte de la losa. 

' 



,· ' ' .. 

YJ eje centróida.l con respecto a la base 

Q1 momento estático del área 

A; área total 

y = 97(9)40.5 + 25(36)18.0 
97 ( 9) + 25 ( 36) 

Y = 29.08 cm 

1 = 97(9)
3 

+ 97(9)(11.4) 2 + 25<36>
3 

+ 25(36) {ii.oa) 2 
T 12 12 . . .. . . 

. IT = 5,892.75 + 113,455.08 + 97,200.00 + 110,489.;76 

4 IT = 327,037.6 cm 

~trabe = 550 cm 

T/l = 327,037.6 
trabe 550 

I/j trabe = 594.6 cm3 

( l/~ piso)1 = 2(594.6) 

I/! piso)1 = 1189.2 

· ...... · .. 
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r' = a 
2333.31 
1189.2 

:r' = 1.962 a 

:r' = ( L. 1/J. col 
b L I/J.. piso 

( I/i col) 2 = 2(1198.2) 

( I/1 col) 2 = 2396.4 

( I/1 piso) 2 = 2(594.6) 

( l/i. piso) 2 = 1189.2 

r~ _ 2396.4 
b - 1189.2 

rt = 2.015 
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Con los valores de r~ y rb se entra al nomoe;rrune. de 

marcos contr,wenteD.dos (por no tener desplazrunientos latflrn­
les), para obtener el fnctor k (factor de longitud efectivri. 

de :pandeo). 

k = o. 857 

Ejemplificando: 
1 ro k 

1.961------------12 'o 2 

---r-- k =O. 857 
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En i.u1:i. colur\n"'. somct5.ci:-i. 8. f1ierzn excéntric~., 1:-i fle­

c:'l.'." r:itunen.t:· con muchr:. r:J. •ic.ez c11nm1o ln cnre;n. riY.:inl se s.pro­

:ÜrriP ::1.l V'.:lor crítico, o snn., cunndo r se r.cerc:•. n Pcr • L::>. 

Úuaci6n c1e l'l. fleclm y del ~iomcnto flexion;:>nte :1'.~.r~ lo. co­

b.11n'1 c1o 'blc:iiente articul2.dn ( ecw1ci6n ( 2. 22) y (?.. ?4) res!Je_s 

t:i.'!'.:'mente) c1nn vr·loroc ww tien<1 en '.l. infinito cunnclo ln cnr­

B~ F tiende n Fer • 

· 1Jel c::i.l1ít1lJ.o ri.nterior, l'.J. c:".:;1resi6n de la c~.l''.T· críti, 

en ~ir.re. 1:. coJ.u:mn. dohlcme::,tc nrticul".'.da (ectw.ci6n(2.23)} re­

sultó: 

Pcr --

cuyo vnlor s6J.o clenen('l.e Oe l:i.r: dimcnf;iones ele l(>. colv.mnl'I. y 

a.•31 r:16c1ulo r1e eJ.asticitkd. del materi!'l.l. A la CHr{';r\ críticA. 
d1i una. coluJTU1!.'\ cl:'.s-~ic·". icJeP.l se le llnma te.!'1bién C'.'\rg?. de 

Enler ( :referencin. 3 .1) • 

Zn le•. ccu'lciór: <interior se obscrV'."·. PUi? J.'." Cr>l'[;". crít,;h 

en pr-.r~. un·• colurin~ es dircct'.":nente ..,ro'1orcion'.'.l a. su rir::i­

anz fle~ion~il, E I, e inver::;::iM011te 9ro;1orcionr.l nl cwi.c1rado 
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de eu longi'tud, asi como trunbi6n, independiente de 1a resis­
tencia a la compresión del material~ Por tanto, la carga cr! 
tica de una columna no awnenta si se emplean materiales con 
mayor resistencia, por ejemplo; acero con mayor esfuerzo de 
fluencia. Para aumentar l~ cargn, se procede a incrementar 
el momento de inercia, I, de la secci6n transversal, distri­
buyendo el material lo mas lejos posible del centroide de di 
cha secci6n. Esto hace que los miembros tubulares resulten 
ser més económicos que los macizos con la misma área trans­
versal y que su empleo como columnas sea más generalizado,lo 
cual se logra si se reduce el grueso de pared de la sección 
y aumentando su dimensión tronsversal ya que el momento de 
inercia, I, se incrementa, as! como la estabilidad del ele­
mento. 

La disminuci6n de los espesores de pared debe hacerse 
bajo criterios fundamentados, pues la propia pared puede 11~ 
gar a ser inestable y en lugar de producirse el pandeo en 
conjunto del elemento se provocará un pandeo localizado de 
la pared. A dicho fenómeno se le conoce como pandeo local• y 
se presenta en fonna de abolladuras en la pared (referen 
cia 3.2) • 

Por la ecuación (2.3·5) del capítulo anterior tenemos: 

X = ~ ( l - Coa · IC Y) 

en la que la flecha, ~ , aún está indeterminada. Para mayor 
inform.aci6n de ésta, se recurre a la siguiente condici6n: 

Si Y= .Q., X =~ 

* Este fen6meno de pandeo local requiere de una investigl:' 
ci6n más a detalle, que no está al alcance de este trabajo.-
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para el extremo surierior de lo. columna, ya que se trata de 
une>. coluro11:;1. em}1otr(;1.da• en su base y libre en el .extre:no supe­
rior (columna om1tiliver). 

Si se sustituye ln condioi6n anterior en lo. ecunci6n (2 .35) 
se obtiene que: 

~Cos K.t = O (3.l) 

de donde se desprenll.en dos !JOSi bilidades: a) que ~= O o 
b) q_ue Cos Kl = O • Si se cwnple la nrimera ( ~ = O} 1 no exi_!! 
te flecha en lo. bnrra, y 11or tr.nto no hay pandeo (figurn 

3.la). En este caso K puede tomnr cuul~uier vnlor y la ecu,.~ 

c~ón (3.1) se satisface. Por consieuiente ln cnrsa, P, tam­
bién podró. tom;ci.r cual("luier valor. Este resulta<lo se re-presen 

ta en la fi.r:ura 3. 2 por el e je vertical. 

y y 

T 
y 

l ''J_-~~x .r is r:7'1·--"7.lb"-x 
(a) (b) (e) ( d) 

Fio. 3.1 Columna ideal empotrado en lo base r libre en su e-tremo 
superior: ol.·anterior al pandeo b).-modo fundamental del 
pondeo,n=I, c).-primer modo superior del pondeo,n=3 y 
dl.-seoundo modo superior del pandeo, n=5. 
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La otra posibilidad es que Oos K.R. = o, en tal ca.so se 
observa por la ecuación (3.1) que~, puede tenel' cualquier 
valor diferente de cero. 

Fig. 3.2 Gráficas deformación ·total - carga 
para columnas. 

Para que Cos K 1 = o, requiere que 

K.2 = n 11'/2 

donde: n = 1, 3, 5, ••• 

(3.2). 

si se toma n = l, se obtiene el mínimo valor de la carga P, 
expresado por la igualdad (2.38), esto es: 

__ .:.,·r -· ., ............ _ • .'<."~ ....... _., ....... -·-lo ..... , .. 



53 

E::ib e~:,,resió:n, do. 1~1 cnrz'1 crítica !11ínima. con la cue.l 11;1.. CE, 
l1J.T.mti. se mrmtiene en fcrr:ta li,:i;erc.mente flexior1::i.de., producié!! 

c1ose estn tl.eformr;>ción res;Jccto nl eje princiim.1· corres1JO!! 
clienta nl menor momento de inercia.. 

Pnrn determinar ln forma de la curva elé.stica se ob­

serve. que K = 1í /21 y, por t:.i.nto, lt::1. centidnd KY de la ecua­
ción (2.35) Vt:tría desde cero he1sta. 1Í/2, entonces lei. el~sti­
áe., es ln re'!resentada. en l:;i. figura 3.lb .Pe.rA. esti::>. solución 
l::i. m<>.r,nitud ele le. flechn :11err:mnece indeterr.iinnda y esto. con­
dición s0 re,,resenta "Or h1. recta horizont<'!.l Añ (P = P0 r)r.1e 
J.a fie;urn 3. 2 .Debe tome.rse en cuenta nue 12.s :l:'lechns son J1~ 

C1'.1.eñ~.s en et1t e ?.nfi.lisis idee.lizado. 

Si en la. ecw"'.ci6n ( 2. 3fl) c1e tome.n v;•lorcrn muyo res el.e 

n, se obtienen infinidad de care;ns crític:;i.s, nor lo ~ue, l::i. 

e:~"~resió!'l [;eneral c1e ln cnr~n críticn .,,ara la colnmnu tle ln 

'f'i,s:.i.r.'l. 3.b., es: 

(3.3) 

Pnra. le. mismr:-. coltunna, l!?. ecu~ción de la curvo. elás'tica es 

n 1f Y 2 ) 

si se obser•rr. l!:. ectnción n.nterior, se deduce '1lle r.uando el 
índice n '1.U.11enk., 12. el~stic::>. fl.f! lo. colt.rnnn. tiene cada vez 
mns oncl:i.s. '.:!uanrlo n tonn el va.lor e.e U."lO, 11:'.. curva tiene uno. 

se:niond::'., como 8e muectr:• en ln fieuro. 3.lb .Cuando n = 3 ,se 

obtiene: 



, y 

X = ~ (l - Cos 3'1(y) 
2· 1 

y para n = 5 

25 'Jl' z E I 
4 J2 

X = ~ (1 - Cos 

, y 
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En la figura 3.1c y d se muestran las curvas elásticas para 
los dos casos anteriores, respectivamente. A pesar de que 
son modos de pandeo teóricamente posibles para el elemento, 
no son de inte.rés práctico, pues la columna se pandeará me­
diante el primer modo (modo funda.mental del pandeo), cuando 
la carga P alcance el val~r dado .. por la ecuación ( 2. 38) • Por 
lo tanto, se puede considerar la carga crítica como la carga 
última para el elemento, y para el proyecto práctico se in­
troduce un factor de seguridad, por lo que la carga admisi­
ble se considera mucho menor que la carga crítica. 

En la deducción de la ecuación para la curva elástica 
(ecuaci6n(2.35)),la f~ecii.a máxima,~·, permanece indefinida. 
Se intuye que cu~do P = Pcr , la columna podría tener una 
pequefia flecha, condición que está representada por la recta 
horizontal AR de la figura 3.2 • Esta teoría se limita a con 
siderar pequefias flechas pties se utilizó la expresión aproxi 

' -
me.da, X", para la curve.tura de la columna en lugar de su ex­
pres_i6n exacta (referencia 3.3) • 
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Ln soluci6n de lli. ecuo.ci6n diferencial exacta hn sido . 
obtenid!?. nurP. v0.rioR ce.sos, Y' muestru f!Ue no existe ninguna 
indeterminnci6n en el vnlor de le. flecha. Por el contrario, 
se encuentrr-1. :.mra el co.so ae unn colu.innn elr.stice. ideal, q_ue 
l?. gráfic:t defonni:>.ción total-carga es la representt>.füt en lo. 

fie;uri:>. 3. 2 :nor la línea AG • 

En ex~erimentos con columnas elPstico.s, la ~;rñfica de 
forni•ci6n tot:?.1-ca1"Z,!?. se aser:icja. r.mcho ~ la curva 3 de la fi 
vrrP. 3. 2 .Debido a ''.Ue existen vnrir:iciones no clese?-das en lo. 
C!:'.rc-0. ~, en ln construcci6n de ln colunmr.>.; aparecerán defle­

:ciones o fleches 12-!;eralea con C8.r~·"s menores a Fer ,lr:i.s cu~ 

J:es nu::ie~t('ll a medir.la que lc-ts cr.rgn.r.: se O.!•roximan a la críti 
.tic o .• '5ntre f!lejor se constrvya y ce careue al elemento, mf.s 
se ?.")r0xim?.ró. lr>. curvo. :S n lo:: rcsul t:i.doB teóricos: dos rec-

tn.s, un:->. verticr-tl y otrg, horizontal, o se8. las rect:i.s 
.AiL Si en la columna, los esfuerzos llee;2.ran a exceder 

OA y 

del 
lfr1i te de 9ro¿orcio~ulid.ad a cnrg.".S inferiores a Fer ,la grj 
fica deformación "Goto.1-carcs., ser2. semej::mte a la curva D c,g 
yo runto rní.xi!Jo rP.prenenta la carc;a de ;i~.na eo teórico corres 

:1ondiente al ::i~ndeo inelt~stico de 18. colttr;inn, y tal carea es 
menor que l:t ele 3ule~ riara lf\ misnn. colu.1ma. 

3.1 LWITACIONES DE LA FOID.íULA DE EULER 

En Ul'la columna con fuerza aplic().rlri. 1-1.xialmente, si se 

considere. i"!Ue lo. fuerza es ic;ttal a la carr,a crítica, Por, el 
esfuerzo crítico medio de compresi6n es: 

Pcr 
fer=---­

A 
(3.5) 

La expresión eeneral de la carea crítica se obtuvo en 
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el· capítulo anterior {ecuaci6n 2,57), en l~ cual, k = l, pa­
ra la· c~iumna doblemente articulada de la. figura 3,3, esto 
es: 

Flg. 3. 3 Columna doblemente articulado con 

fuerzo oJCiol de compresión. 

11' 2 EI 

.22 

ai se sustituye la ecuaci6n (3,5) en la igualdad anterior 
(2,23), se tiene: 

fer= 
1í 2 E I 

J2 
A 

(3.6) 

y, por otro lado, el radio de giro, r, de la secci6n es: 

(3,7) 

donde: r =radio de giro. 
I = momento de inercia de la secci6n transver­

sal. 
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A = Are.a de li:i. sección tri.insversal. 

Sustituyendo ln. ecue.cidn (3.7l ~h'(J•G) ,resuita': 

f'cr = 11'2 ·E 

( ; )2 
(3.8) 

donde: 1/r = la relación de esbeltez de la columna. 

La ecuación (3.8), es la f6:nnula de Euler, que dá el 

eafuerzo crítico nara l<:1. columna doblemente articulada. 

Si se sr~ficn (i/r, P/A) se obtiene la curva ABC o.ue se le 
llama. curva de Euler como se muestra en lo. fi:::;ura 3 .4 • Paro. 

que la ecunción sea válida, el esfuerzo debe penmmecer sie.!!! 
pre menor al esfuerzo del límite de proporcionalidad. 

Esto h::i.ce que la aT'licnción de la curva sea VQ.lida. sólo en -

la reeión Be, donde fer es menor al límite de !lroporcionali­
da.d, f!p. Fara. encontrar el punto B,·cuyo valor es el líl!li­
te por encima del cual se a~licR lR fól'l!lula de Euler,se igu~ 

11. el esfuerzo crítico, fer , con el límite de proporcional! 

dnd, f.D.p. Esto es, oi se ha.ce fer= f 1p en la ecu?.ci6n(3.11): 

]' 2 E 

f'lP = U/r)2 

c1·3s11ej?na.o el valor de J./r 

l/r=~ 
~ .. f .2P 

(3.9) 



f = P/A 

f máx. 

f lp 

o 

FIQ. 3.4 

· A\ V.Cuna dt Euler 

\ [Llmltt d1 rt.1l1t1ncla 

G O \E F 
1----""N.:"-·-·__\!:.· . -· -·-·-

1 \. 

1 \ 
___ ..;.._t-------

col1. 

1 
1 
1 
1 
1 

cols 

Llmltt dt 11tabllldad 

cols 
cortos 1 intermedios esbeltas 

íli2E1 
f TlP 

Curva de esfuerzas de compresión axial en 
función de lo relación de esbeltez te/r, P/A). 
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11r 

Considerando e.cero estructural de límite de proporcio 
nalidad,f!P = 4200 Kg/cm2 y 2530 Kg/cm2 y E= 2f.Oqooo Kg/cm2, 
se encuentra que el valor mínimo de aplicaci6n de la rela­
ci6n de esbeltez que corresponde al punto B es J/r ; 70.60 y 
1/r = 91 respectivamente. Por te.nto, para ve.lores menores de 
1/r, según el caso, el esfuerzo medio de compresi6n en una 
columna de acero ideal simplemente apoyada alcanzará el lím! 
·te de proporcionalidad antes de que ocurra el pandeo; en CO!?; 

secuencia, la f6rmula de Euler para la carga crítica es ina­
plicable en este M.so y dá valores que son muy al tos; y para 
valores mayores, según el caso, la columna fallará por pan­
deo elástico y se puede utilizar la f6rmula de Euler. 

Para una colUJ'l'llla con relaci6n de ~sbeltez muy baja,el 
comporte.miento esperado sería le. falla por resistencia del -
material, en forma de aplastamiento del hormig6n o concreto; 

1.· 
' 
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o bien, le fluenci~ tratándose del acero estructural. Debido 
a lo anterior, se establece Lm esfuerzo mPximo de com~rosión 
P/A, oorresriondiente al límite de resistencia del me.tcrial,­
como se muestra en 1€'. fi1_turn 3.4 r>Or iu recta horizontal ñEP 
que se traza a -::>9.rtir del :pu11to de esfuerzo máximo, fm~.x. ,el 
CU!:>.l representa el límito de resiotencia yiarE•. la columna. 

De la misma crñfica se observa que existe una zona de 
. trnnsioión entre las coltunnns cort::is y largas o osbel tr-.s, q_ue 
se designan como columnun intc1"¡Jiedias, es tus columnas deber~ 

trntarse en forma especial, yn que no gobierna el criterio -
de estabilidad ni el de resist0nci::i., y su pandeo es inelásti 
co. En la práctica, muchas veces basta con trazar una recta 
que una los puntos B y D como se nuestra en le. fieura 3.4 y 
considerar que ésta renreoento. los esfuerzos críticos pnrr. 

las columnas intermedias. De eota forma se obtiene le. cu!"ra 
quebrada ffi5BO que sirve como base paro. diseñar colurnn2.s de -
cualquier longitud, la cual se muestrEi en ln fiiur:--i. 3.4 • 

Por lo anterior se distinguen dos tipos de pru1deo: 

á) Pandeo elástico 
b) Pandeo inelástico 

Se define como pandeo elástico, cuando los esfuerzos 
que se present:i.n en una columna son menores que el límite de 

proporcionalidad en el proceso de carga, y en el momento del 
pnndeo el esfuerzo en la columna. es ieual o menor al línite 
de ~roporcionalidad. 

Se define como pandeo inelástico, cuando nl llee-::ir lA. 

carg~ al valor crítico (P =Por), se inicia el pandeo, pero 

~· - ... -.. ....... ·- .. 
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los esfuerzos máximos en una seccidn de la co~wnna han lleg! 
·do o rebasan el esfuerzo del límite de proporcionalidad. Es­
. to se debe a que ln columna tiene una relacidn de esbeltez 

menor que la obtenida por la ecuaci6n (3.9), o simplemente 
son de materiales no elásticos como el concreto en los que 
el límite de proporcionalidad no está definido. 

Ejemplo 3.1 

Se tiene un elemento corto sometido a una carga de 
compresión axial como se muestra en la figura 3.5 .Analizar 
su posible comportnmiento. 

p 

p 

i = 3.0 cm. 

A= 621 cm2 

mln = 27, 375. 8 cm4 

E = 2 .o x I06 Ko /cm2 

fip = 2,100 Kg/cm2 

FIQ. 3. 5 Elemento corto sujeto a fuerza de compresión axial. 

Analizándola como una columna doblemente articulada: 

fer = 

r = ~ ! ' 
r =· 6.64 cm 

---... J,··-· 
i 
!·. 

~. . ~ ·~···· ..... ~ ·.-................ _. 

;¡ 



fer·= (3.1416) 2 2 X 106 

(3.0/6.64)~ 

·- 2 fer= 96,699,765.0 Kg/cm >)f_ep 

eso significa que 

Pcr = 6.00505 x 1010 
Kg 
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Por los resulto.dos anteriores, podemos concluir que 
esta columna no tendrá nroblemas dé pandeo; si falla, se de­
berá a falta de resistencia., pero no-por pandeo, por ser una 

oolumna corta (muy corta) y el esfuerzo crítico teórica.mente 
tiende al infinito ya que J es muy pequeña, A es grande e I 

también lo es comparado con 1, y como este valor es muy pe­
queño (1/r)2 es aún menor. Ahora 1í2 E dividido por el valor 
de C1/r)2 obtendremos un esfuerzo crítico de pandeo que tie~ 
de al infinito. En este caso para estas columnas cortas nos 
damos cuenta que no tiene sentido hablar de pandeo ya que és 
tas sólo fallarán por aplastamiento del concreto, o por la 
fluencia del acero. 

La ecuación (3.8) se puede emplear para obtener el e~ 
fuerzo crítico para las columnas restantes. Así pues, si se 
sustituye 1 de la ecuación (3.8) por )/2, se obtiene el es­
fuerzo crítico para la columna doblemente empotrada, si se 
sustituye, 1 'Por 21 y 1 por 0.11 se obtiene el esfuerzo crí­
tico para la columna cantiliver y empotrada y articulada re~ 
~ectiVfllllente. Se concluye que la ecuación (3.8) se ~uede ge­
neralizar empleando el factor de longitud efectiva. Por lo 
que la ecuación general del esfuerzo crítico queda: 

fer = 1i' 2 E 

(k1/r)2 
(3.10) 



donde: k =factor.de longitud efectiva de pandeo. 
E = m6dulo de elasticidad. 
r = radio de giro de la sección. 

fer = esfuerzo crítico. 
k l/r = m6dulo de esbeltez. 
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Al producto, k.! , se le llama, longitud efectiva de 
pandeo y 81 valor de lt, como 'se muestra e·n la figura 2.9 pa­
ra cada columna es: 

k = l : Doblemente articulada. 
k = 2 : Empotrada en su base y libre en el extremo superior. 
k = o.; Doblemente empotrada. 
k = 0.7 Empotrada.en su base y articulada en el extremo su 

perior. 

La ecua.ci6n (3.10) se utiliza para cualquier columnf.I. 
con cualesquier sistema de apoyos, siempre y cuando se cono~ 
ca ei valor del_ factor de longitud efectiva, k, también. en 
la ecuaci6n anterior se ve que el esfuerzo crítico es direc­
tamente proporcional al m6dulo de elasticidad e inversamente 
proporcional al cuadrado del módulo de esbeltez de la colum-
na. 

La obtención de la fórmula general (ecuación (3.10)) 
que dá el esfuerzo crítico en una columna, se basa en la hi­
pótesis fundamental de que la columna se co~porta elástica-­
mente hasta la aparición del fenómeno del pandeo; por lo que 
dichas f órmulaa no son válidas en piezas en el que el esfue! 
zo crítico de pandeo es mayor del límite de proporcionalidad. 

El rango de aplicación de la fórmula de Euler, queda 

l. 
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ontoncec determinatlo,.~Jinciendo: 

fer :::: flP .(3.11) 

en la'ecuo:ci6~· (3~10) 
(lt.f/r), et:fto ea: 

.'; 
y de~ll•e3~ndo el mód\lio de esb¿.l~e~ 

k1/r = 11' E ·.~ 
. · f lP 

> ::. 
En resumen, l::>. fórmuln de. Eulér, es ariücabl~ ·a lus · º2. 

11.lln:r.~.::: cuyo m6t1.ulo o.e esbeltez ces.:· 

{3 .13) 

y el ti:JO ele pandeo ~uo se ¡ireS"'?lta es elástico. Si la a.esi­
t,•.mlrhc1 (3 .13) no Ge fnitisf2.ce, el p:•néleo e!'.l incl·~stico y se 

r:í neceri~rio h:icer l:·s consider,,.r.iones "erti11entes. Rn l=:i. f,i 
r.nr'.'. 3.4 se muestrr. l:'. cu:r.vn. e::ifu0r?:o ne cor:!Jresión, P/A., en 

función del nóG.ulo ele esbeltez, kl/r. ~.ie observ:1 de estri. fi­

c:urB. 0u'i! curi.~do el sór1'..üo de es bel tez ec er·•nde, el esfuerzo 
C'.'.'iticc lle'.':"! :1 ser ~:my per¡ueiío; en concecue?lcin, un0 colum­

rn~. rr,1_¡~.' del::~;.rln. o esbr-,l tn se :i,.nc'i.eP. ~ tm b·~jo esfuerzo de CO,!!! 

presión. 

3.2 GENERALIZACION FARA EL RANGO INELASTICO 

Zr. el nrtíc1.1lo :-·nterior se trf1t6 co:r. colurmr-ts cuyo m.Q 

dulo de esbelto?. ld/r, es r.n·;ror o i,:;u<il el lÍ!'.lite de e.pli­

cabilidB.d de 11;1. f6rnul?. (3.13), eo decir, que los esfuerzos -
en e:::tos elementos estarc1n co!TI ·rendidos entre los 11untos OC 

!1-3 l·.•. fieur::i. 3.6 donrle se observr>. rue el me.teri'.'l se compor-
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.ta·elástioamen~e, Y.el m6dulo de elasticidad E, es constan­
te. 

r 

Módulo de 1laaflcldod 
. tong1nt1. Et 

Ñ---MÓdulo de 1lolllcldod E 

l · Fig. 3.6 Curva .esfuerzo-deformocidn unitario de un material. 
1 

' --··: -t- -. -·------ .. ----· .. _.__. -- ----.. ·--- ..... ·-- -·----·------

•. 

· Bl punto O ~a el valor del esfuerzo correspondiente 
¡ ' . 
~ al límite de proporcionalidad del material; también represen 
· ta. al esfuerzo máximo (esfuerzo crítico) que puede obtenerse 

de la ecuación {3.6) que corresponde a una oolwnna con esbel 
. . -

.' tez representado por el punto B de la. figura . 3. 7 • Dicha co-
lumna ser~ la de menor longitud de características dadas,que 
se pandeará elásticamente. 

Una columna con relación de .ezbeitez menor que la co­
rrespondiente al punto B de la figura 3.7, no se pandeará en 

1 • 

el l!mi te de proporcionalidad. del material·, esto es, que los 
esfuerz~s en la columna han sobrepasado al punto e de la fi­
gura ).6 y posibleme~te alcanzado un cierto punto A. de la 
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misma figura. A este nivel de esfuerzo mayor puede decirse 
que se ha creado una columna de material diferente, pues su 
respuesta al proceso de carga es inelástico (no existe pr~ 

porcionalidad entre las deformaciones y esfuerzos). En este 

f 

fer 
o \V,,. .... , .... 

\ [Umite de proporcionalidad 

1 \ B 
__ L.. ______ -- ------ -

1 

' 1 
1 
1 
1 

' cols 1 col s. 

Limite dt e&lobllldod 

coh. 
ortos Intermedios esbeltos _._ __ .__ ______ __..__ ____________________ ~kl/r 

o 
Fio. 3. 7 Gráfico esfuerzo crítico en función del módulo 

de esbeltez(kl/r, f cr) en uno columna. 

punto el m6du1o de elasticidad del material está dado por la 
pendiente de la tangente a la curva esfuerzo-deformaci6n, es 

decir, por el módulo tangente Et• La columna se mantendrá e! 
table si su nueva rigidez ·a la. :flexi6n, Et I , en el punto A 
de figura 3.6 es suficientemente gre.nde y podrá soportar una 
carga mayor. También en la figura 3.6 se observa que a medi­
da que la carga aumenta,- el nivel de esfuerzo se eleva tam-­
bi6n, en tanto el m6dulo referido a la tangente disminuye.La 
sustituoi6n del m6dulo elástico por módulo tangente, Et, en 

: . 
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vez del módulo de Young E, es entonces la única modificación 
necesaria para obtener la fórmula de pandeo elástico aplica­
bles al intervalo inelástico. En consecuencia, la fórmula g~ 
neralizada de Euler, o bien, la fórmula del módulo referido 
a la tangente ea: 

(3.14) 

Como los esfuerzos correspondientes a los módulos re­
feridos a la tangente se pueden obtener a partir del diagra­
ma esfuerzo-deformación a la compresión, la relación de es­
beltez bajo la cual se pandeará una columna; con estos valo­
res .se puede obtener de la ecuaci6n (3.14). En la figura 3.7 
se muestra la curva DB que representa este comportamiento p~ 
ra valores intermedios y bajos de ki/r. Los ensayos en col"'! 
nas individuales verifioru1 esta gráfica con notable exaoti-­
tud. 

Ejemplo 3.2 

Dada la gráfica esfuerzo-deformación unitaria de un 
material {figura ·3.8), encontrar la gráfica esfue~zo crítico 
-módulo de esbeltez que permita disefiar columnas esbeltez de 
ese material. 



'..>. I 

f Ko/cm2 

300 

o 

1 
. , 

·.·.·.·' 1· 
. 1 ', ... 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 

. 0.003 ~ 

Fig. 3.8 Gráfico esfuerzo - deformación unitario 

de un materlol. 

Soluci6n. 
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La funci6n que da el esfuerzo en funci6n de la def or­
mac i6n unitaria es: 

(a) 

y para calcular el m6dulo de elasticidad tangente del mate­
rial, se derivan ambos miembros de la ecuaci6n (a) 

df 3 :X: 107 
{b) - = 

2 ~3 X 107 ~· d~ 

como Et df =-
d~ 

resulta entonces que: 
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Et = (e) 

el esfuerzo crítico está dado por la ecuación (3.14). Si se 
despeja el módulo de esbeltez de esta ecuación resulta 

...!J.. :'}( ~ (d) 
r ~~ 

Ahora, se calcula de la ecuación (a) el esfuerzo que 
corresponde al esfuerzo crítico de cierta columna, de (c) el 
módulo de elasticidad tangente y de (d) el módulo de esbel­
tez de la columna, correspondiente a cada uno de los valores 
asignados arbitrariamente a la deformación unitaria &, los 
cuales de acuerdo con la figura 3.8 deben estar comprendidos 
entre 0.000 y 0.003 • 

Loa valores asi obtenidos se presentan en la siguien­
te tabla, y la gráfica pedida es la mostrada en la figura 
3.9, de la cual se obtiene el esfuerzo crítico que, afectado 
por un factor de seguridad, da el esfuerzo de trabajo para 
el disei'io. 



& f cr Et k .t ---
KQ /cm2 KQ /cm2 r 

arbitro r i o ecuocidnlal ecuación (el ecuoclÓn(d) 

0.0001 54. 77 274,051. 3 222.23 

0.0002 77. 50 193,649.2 15 7. 1 o 

0.0005 1 22. 50 122,474. 5 99. 30 

o. 0010 1 73. 20 86 ,602. 39 70. 20 

0.0020 2 44. 90 61,237. 25 49. 7Q 

0.0030 300. 00 50,000. 00 40. 60 

Tablo 3.1 Valores del módulo de eloslicidod tangente, 
módulo de esbeltez y esfuerzo crítico de un 

material dodo de comportamiento inelÓstico. 

f cr 
1 Ko/cm2J 

300+----. 

200 

100 

o 

Flg. 3.9 

!:10 100 1!:10 200 250 llOO kl/r 
Gráfico esfuerzo cr(tlco, fer, en función del módulo de esbeltez 
kf/r, para material de comportamiento inelÓstico. ' 
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DISENO DE COLUMNAS SUJETAS A COMPRESION AXIAL 

Basados en la fórmula de Euler, se obtuvieron expre­
siones para el esfuerzo crítico en función de la relación de 
esbeltez del elemento. Para columnas largas de comportamien­
to elástico al pandeo, la ecuación (3.10); para intennedias 
de comportamiento inelástico la ecuación (3.14) y para colU!!! 
nas cortas el esfuerzo de ruptura del material. Con este es­
fuerzo se calcula la capacidad de carga que, afectada por un 
factor de seguridad, FS, se obtiene la carga admisible de 
trabajo. 

Para determinar la capacidad de carga de una columna, 
se puede utilizar un método de análisis distinto al anterio! 
mente descrito. Como ninguna columna es perfectamente recta 
ni tampoco las fuerzas que se apli<'.ah ~on totalmente: centra­
das, es posible estudiar el comportamiento de columnas cons1: 
derando ciertas imperfecciones o excentricida~es posibles de 
las cargas aplicadas, det.erminadas estadísticamente. De esta 
manera, en el caso del disefio de una columna real, puede con 
siderarse una deflexiÓn probable o una excentricidad efecti­
va de la carga. Asimismo, hay muchas columnas a las que se 
aplica deliberadamente carga excéntrica. Por consiguiente,p~ 
demos estudiar y determinar la capacidad de carga de una co-
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lumna cargada excéntr:i!Camente, tomando como base un esfuerzo 
elástico permisible, lo anterior no determina la capacidad 
de carga última del elemento. 

Si se considera el caso de una columna doblemente ar­
ticulada mostrada en la figura 4.1 que está sujeta a carga 
excéntrica, el momento flexionante en cualQuier secci6n está 
dado por la ecuaci6n (2.1) y la ecuaci6n diferencial de la 
curva elástica por la ecuación (2.3) del cauítulo 2. 

A T 
~ r ~ 

iL. 
Flo. 4.1 Columna con fuerzo excéntrico articulado 

en ambos extremos. 

Resolviendo la ecuaci6n (2.3) se obtiene la elástica 
de la curva, que se representa en la ecuo.ci6n (2.17): 

X = C1 Cos K Y + C2 Sen K Y - <t 

En el ca~ítulo 2 se obtuvo el valor de las. constantes 
c1 -y c 2 , así como to.mbién la flecha máxima y el momento fl~ 
xionante máximo que.se ~resenta al centro de la columna,a la 
distancia y = 1/2, dichas ecuaciones (2.22) y (2.24) respec-



tivamente se presentan en seguida: 

,S = ~ (Sec K 1 /2 - l) 

. MmáJc = p (~ + ~ ) 

Si se sustituye~. de la ecuación (2.22) en la ecuaci6n 
(2.24) se tiene la ecuaci6n "(2.25) del capítulo 2. 

Mmáx = P1 Sec K 1/'l 
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el máximo valor del esfuerzo de compresión que corresponde a 
la cara cóncava de la.columna en el punto A .de la figunr. 4.1 
es: 

p 
fmáx = - + 

A 

Mmáx e 
I 

(4.l) 

donde: fmáx = esfuerzo máximo 
Mmáx· = momento máximo 

C = distancia desde el eje centroidal hasta 
la fibra extrema 

A: = área de la secoi6n transversal 
P·= fuerza de compresión 
I = momento de inercia de la sección trans­

versal 

S1 se sustituye la ecuación (2.25) en la ecuación (4.1) y e~ 
pleando la notación del radio de giro de la sección transve! 
sal, r2 .. I/A, se obtiene: 

fmáx = ! [1 + \~ Seo ( :1 )] (4.2) 

¡:· 
1 
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'¡-

" ', >• 

Del capítulo 2, X = ~ P/E r' (ec~ci6n J2~,4) ):,si se·,-a~stitüye; 
en la ecue.ci6n anterior, .·se tiene 

·· p [· oc·. ( l ·ft?.)]. fmá.x '=: - · 1 + .....,....... Seo - ~. 
. •A r2 2r E A 

(4.3) 

La ecuaci6n anterior es la f6rmula de la secante para 
una columna cargada excéntrica.mente. Dá el esfuerzo máximo 
de compresión en función de1 esfuerzo medio de compresión, 
P/A, de la relaci6n de excentricidad, ~C/r2, y de la rela­
ción de esbeltez, ki/r. Debe observarse en la ecuación ante­
rior que el radio de giro de la sección, r, puede no ser el 
mínimo (Imín.), puesto que se obtiene del valor de I relaci~ 

nado con el eje respecto al cual se produce la flexi6n. Tam­
bién la relación entre la carga P, y el esfuerzo máximo,fmáx, 
no es lineal: fmáx crece más rápidamente que P. En consecue~ 

cia, no es posible eupe~poner valores máximos de esfuerzos 
en columnns causados por diferentes fuerzas axiales; en vez 
de ello se deben superponer primero las fuerzas y luego cal­
cular los esfuerzos. 

Estableciendo un límite sobre el esfuerzo máximo,fmáx, 
se puede calcul~r por la ecuaci6n. (4.3) el esfuerzo de com-­
presi6n medio, P/A. Para el acero estructural, se puede to­
mar el esfuerzo de fluencia, fy, como el esfuerzo límite. De 
esta manera se obtiene: 

..!.:L = f 

A l + ~ sec(_L_ ~ Py , ) 
· r2 2r E A 

(4.4) 

Para cualquier relación de excentricidad dada, ~C/r2, se pu_! 
de resolver la ecuación (4.4) por aproximaciones sucesivas·,-
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. dond~ Py será la fuerza necesaria para producir fluencia en 
la fibra más esforzada de la columna (la fibra más alejada 
del eje centroidal) .Graficand~ la ecuación (4.4) para varias 
relaciones de excentricidad, en función del módulo de esbe1 
tez,, kJ/r_, para fy = ?B~O. ~/cm:2 'f E =. ~ .1 r 106 Kg/cm2. Se 
obtienen las curvas correspo.ndientes, mostradas en la figura 
4.2 

- ·-··----·-·- ---- ·------ -·· -·--··---"---------·--·--·-···· .. 

Py/A l(g/cm2 

.·1. 

·.·;..'' 

2000 

Curvo de Euler 

1000 

o 100 200 

Fig. 4.2 Repres.\!ntaclón de la ecuación ( 4. 4) paro diferentes 
relaciones de excentricidad, q e /r2. 

l.!r 

El valor de Py/A, regulanpente se considera como lím1 
te de carga en una columna de acero. Una vez hallado este V! 
lor para una columna dada, ya sea por la ecuación (4.4)o por 
la figura 4.2, la carga adniiáibie, Pa, se determina dividie,!! 
do Py por el f'a'c:tor de· seguridad, FS, adecuado. 
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Como se trata de una carga admisible, Pa, y siendo 
FS, el factor de seguridad, se puede introducir la cantidad 
FS Pa, en vez de PY en la ecúaci6n (4.4), y la ecuaci6n que 
resulta ea: 

Este procedimiento permite utilizar un factor de se~ 
ridad correcto para la fuerza aplicada, pues dicha.fuerza se 
puede incrementar FS veces antes de alcanzar el esfuerzo crí 
tico. 

El trabajo matemático queda concluido, al tener las 
ecuaciones (4.3) y (4~5), pero la aplicación de estas ecua­
ciones para el diseño es laboriosa·. 

De la figura 4.2 se observa que existe un efecto muy 
pronunciado por la excentricidad de la carga, mientras menor 
sea la relación de esbeltez (columnas cortas), y que confor­
me la relación aumenta (~ol~as esbeltas), este efecto se 
vuelve despreciable. Una ventaja de esta fórmula de la sec13:!! 
te es que abarca toda la gama de longitudes en columnas, por 
lo que las curvas que se muestran en la figura 4.2 son de 
gran ayuda para el disefio práctico. 

Para las oolwnnaa cortas, cuando la relación de esbel 
tez, kl/r, se acerca a ~ero, el valor de la secante tiende a 
uno, por lo que la fórmula de la secante para puntales cor­
tos queda simplicada a 

fmáx = ..L + .1L e 
A I 

(4.6) 
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y la carga de trabajo, Pa, tambi~n se obtiene considerando 
un factor de seguridad, FS,-que afecta a la carga última. 

Como se d~jo anteriormente, el comportamiento de una 
columna sometida a carga de oompresi6n resulta muy afectado 
por imperfecciones inadvertidas tales como ligera desviación 
inicial del eje de la columna, errores en el centrado de la 
carga, incertidumbre en cuanto a las condiciones de apoyo de 
los extremos, etc. las imperfecciones de una columna a otra 
varian sustancialmente. Para apreciar la influencia de las 
imperfecciones sobre la resistencia de la columna se debe t.2 
mar en cuenta que a consecuencia de ellas, la línea de ac­
ción de las cargas no coincide exactamente con el eje de la 
columnti, introduciendo de esta manera más o menos acción de 
flexi6n adicional a la de compres~6n. directa. Por lo ante-

1 · rior, ea posible concluir que, el comporta.miento de ·una co-
... lumna real imperfecta sometida. a carga, será análogo al de 

una columna ideal perfectamente recta cargada con una excen­
tricidad~ adecuada. Esto concuerda con el empleo de la.fór-

. . 
mula de la ·secante, utilizándola como base para el proyecto 
pero considerando un valor apro~iado de la relaci6n de excen 
tricidad c¡c/r2, que asume el efecto de las imperfecciones. A 
pesar de que el procedimiento anterior no determine el valor 
correcto de ~C/r2, ofrece un medio lógico de representar· el 

1 . 

efecto de las imperfecciones en lugar de cubrirlas mediante 
un factor de seguridad o sobrecarga como el sugerido al ini­
cio del capítulo. 

Los resultados de experimentos concuerdan en que un 
valor recomendable de qc¡r2 = 0.25 para columnas doblemente 
articuiada es adecuado. Por lo que la curva ~O/r2 = 0.25 de 
la figura 4.2 puede utilizarse como base de proyecto para º.2 
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lumnas de acero estructural; como dicha curva considera el 
efecto de las imperfecciones, se puede considerar adecuado 
un factor de seguridad FS = 2. Por lo que el esfuerzo admis! 
ble está dado por fmáx/FS, donde fmáx se obtiene de· la ecua­
ci6n (4.2) o de la figura 4.2 para qc/r2 = 0.25 • 

Como puede esperarse que el defecto en la rectitud 
del eje de la columna aumente con la longi~ud, a veces se 
prefiere prever las imperfecciones empleando una excentrici­
dad equivalente ~ que aumente linealmente con la longitud 1, 
de la columna. Un valor comunmente recomendado respaldado 
por los· ensayos es: 

CJ/1 "=' 1/400 (4.7) 

y la f6rmula de la secante resulta: 

(4.8) 

donde: Py = carga que produce fluencia en la fibra 
más esforzada 

fy = esfuerzo de fluencia 

A = área de la secci6n transversal 
r = radio de giro de la sección transversal 
1= longitud de la columna. 

La relación C/r es función de la forma de la secci6n tra.ns-
.. . 

v·ersal. Para una sección transversal circular llena C/r = 2, 
para la rectangular C/r =f3' ; para la circular hueca de pa­
red delgada O/r =f21, y para secciones I con flexi6n en su 
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plano de .mayor rigidez de flexión, C/r = l , 

Las curvas trazadas en la figura 4~3 -pa;~;;C/r= l, 
C/r = .2 y fy = 2800 Kg/cm2, se· pueden utilizar· co,~o base pa-
ra .el proyecto de columnas de acero. · · · · .· 

Py/A Ko/cm2 

G 

2000 

1000 

e 
H 

o 
50 100 150 200 2so 1/r 

Fio. 4. 3 Represenioción de la ecuación ( 4. e), paro e= l/ 400 
y diferentes valores de c/r. 

El uso de las curvas de las figuras 4.2 y 4.3 que se 
basan en la fórmula de la secante resulta ser el procedimie~ 
to aproximado más racional para el proyecto de columnas de a 
cero cargadas axialmente. Esta fórmula engloba los casos de 
columnas cortas, medianas y largas en una sola clase conti­
nua, 

4.1 DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE ACERO 

Al inicio de este cai;iítulo se establecieron métodos 
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para determinar la capacidad de carga en.columnas, los CU! 
les se basan en consideraciones puramente teóricas. En su a­
plicación queda aún incertidumbre, como es el caso de la se­
lección de valores para las excentricidades supuestas, la 
elección de un factor de segurida.d adecuado, etc. y a causa 
de la naturaleza trascendente de la fórmula de la secante, 
se han propuesto fórmulas más sencillas, puramente empíricas 
fundamentadas en ensayes, con el fin de sustituirlas; éstas 
dan el esfuerzo admisible de trabajo, fa, en función de la 
relación de esbeltez, kJ/r. 

En la aplicación de fórmulas de diseño ·es importante 
~ener en cuenta: el material para el cual se establece la 
fdrmula, si ésta estima la capacidad Última del elemento o 
la carga de trabajo para introducir en caso necesario un fa~ 
tor de seguridad y el intervalo de aplicación de la fórmula. 

El "Column Research Council"(CRC) o Consejo de Inve!!_ 
tigaci6n de colwnnas, propone para el proyecto de columna.a 
de acero estructural con carga axial que el esfuerzo máximo 
sea precisa.mente el fer• entonces,del.capítulo 3 se tiene; 
por la ecuación (3.10) 

1\' 2 E 
frnáx = f cr = ---­

(kí/r) 2 

Pero, por la presencia de esfuerzos residuales debido 
a las condiciones en que es producido el acero, el valor má­
ximo al que ~uede llegar el esfuerzo residual ea 

(4.9) 
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donde: fr = esfuerzo resi~ual. 

fy = esfuerzo de fluencia del acero que se es­
tá tratando. 

entonces, el esfuerzo real ~e compresión, f 0 , será: 

(4.10) 

donde f 0 no debe exceder el valor de fy• As!, podemos consi­
derar 

(4.11) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.9) y (4.ll) en la ecUa.ci6n 
(4.10) res~ta 

f 
fy = fmáx + ..:.;--

y de la ecuación anterior se obtiene 

. f 
fmáx = ...:JI._ 

2 

(4.12} 

. (4.13) 

si se sustit.~ la. ecuación (4.13) en la ecuación (3.10) se 
tiene: 

..!:L = 1!'2 E 
2 (k1/r)2 

despejando (k1/r) de la ecuación anterior 

.Ji!_=~ 
r ~-¡y-

(4 .14) 

(4.15) 
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si se llruna al valor de k!/r de la ecuación. (4 .15): 

kl Ce = ___. 
r 

donde: C0 = coeficiente de columna. 

61 

(4.16} 

Y se sustituye la ecuación (4.16) en la ecuación (4.15)se ºE 
tiene 

Ce = ~ 2 Jr2 E ' 
fy 

(4.17) 

Como nos encontramos en la condición límite se puede 
concluir que la expresión (3.10) se utiliza únicamente cuan­
do se presente el pandeo elástico, o sea que el módulo de es 
beltez, kl/r, de la columna en cuestión sea mayor o igual al 
coeficiente de columna, C0 • Esto es: 

(4~18) 

si ca cumple la ecuación (4.18) el pandeo que se presenta es 
elástico y entonces la ecuación (3.10) se trata de la si­
guiente manera: 

dividiendo la ecuación (3.10) entre el esfuerzo de fluencia 

fy 

1l' 2 E 
(4.19) 

si se sustituye la ecuación (4.17) en (4.19) se obtiene 
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o/ =-----z( ~l) 2 
(4.20) 

La expresión (4.20) da el esfuerzo máximo para una c~ 
l_umna sujeta a carga axial cuando e~· pandeo que se presenta 
en ella es elástico. O sea, cuando se satisface la condición 
(4.18). 

Para el caso en que: 

(4.21) 

se presenta pandeo inelástico, para el cual el Consejo de IB 
vestigación de Columnas (CRC) propone una ·fórmula impírica 
para la obtención del esfuerzo máximo, la cual es: 

= l -
(k .9/r)2 
2 c2 c 

(4.22) 

Si se grafica fmáx/fy en función del módulo de esbel­
tez, kl/r, como se muestra en la figura 4.4, se observa que 
la tangente de la curva de la ecuación (4.22) tiene una pen­
diente nula, en k.9./r = O y p·ara ~ste valor del m6dulo ~e es... 
beltez'e1 fmáx es fy• Esta curva sé confunde en el punto 
kl/r = C0 con la ·curva de i~ ecuacion {li. 20). 

Como las curvas anteriores estiman la capacidad últi­
ma del elemento, no es posible diseffar con dichas curvas (e­
cuación(4.20) y "(4.22)) -ya que con ellas no se está cubrien­
do algún imprevisto que pudiera presentarse (lo que represe~ 

·---~~ . ....\. .. 



f. mói/fy; 

fo/f y 

0.261 

o 
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Curvo de Euler 

f mÓit/ fy 

Ce k f/r 

Fio.4. 4 Curvos de esfuerzo mÓ1timo, f mox./fy, y esfuerzo de compresión 
admisible, fo/fy, poro proyector columnas de acero estructuro!. 

taría un aumento de esfuerzo que sumado al inicial podrían 
superar al esfuerzo máximo y producirse la falla). Entonces 
para poder proyectar con éstas, se introduce un factor de S! 
guridad, FS, que al afectar el fmáx con el factor de seguri­
dad, se obtiene un esfuerzo menor, con el cual se puede die! 
fiar. 

El Instituto Norteamericano de la Constru.cci6n de Ac! 
ro (AISC), propone los siguientes factores de seguridad para 
utilizarse con las f6rmulas empíricas del CRC (referencia 4.1) 

y el esfuerzo de compresión admisible, fa, en forma general 
queda: 

fa = (4 .23) 

• 



dondes fa = esfuerzo de compresión admisible. 
FS = coeficiente de seguridad. 

pero FS tomará dos valores: 

a) PS = FS1, para pandeo elástico; si k.i/r > Oc 

PS1 = ..lL = l.9i 
12 

b) FS = FS2, para pandeo inelástico; si k.t/r 'ºº 
FS2 = -2.... + 3(k1/r) . 

·· 3 8 Oc 
(k2/r)3 
a c3 c 

84 

(4.24) 

(4.25) 

por lo que SUstituyendo la eouaci6n (4.24) en (4.20) se ob­
tiene .el esfuerzo de compresión admisible en una columna con 
:;iandeo elástico: 

fa o~ -=---'"'-----
fy Z. PS1 (k!/r)2 

y en una columna que presente pandeo inelástioo es: 

Las curvas de las ecuaciones {4.26) y (4.27) se en­
cuentran en la figura· 4.4 y son las que se utilizan para el 
disefio, pues ya consideran el coeficiente de seguridad.Estas 
son paralelas en cada punto a las curvas de esfuerzos máxi­
mos de las ecuaciones (4.20) y (4.22) respectivamente. Para 
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obtener los puntos fa/f y correspondientes . al valor de 
k!/r = 00 y kl/r = o, se procede como sigué: 

Si se sustituye en la ecuación (4.26) la condición ki/r =Ce 
y considerando el factor de seguridad, FS1, se tiene que: 

= ___ 1 __ 

2(1.92) 

f .. 
_..!!:.. = 0.261 

fy 

Ahora. en la ecuación (4.27) se sustituye la condición de 
kL/r = o, y considerando el factor de seguridad, FS2, se ob­
tiene: 

1 s:-

.2-
3 

fa - .. 0.60 
fy 

De las ecuaciones (4.20) y (4.22) se obtiene el tercer punto 
de la gráfica. Si se escoge la ecuación (4.20) y en ella se 
sustituye el valor de ld/r 1111 Ce resulta: 

fmáx 

fy 
= 0.5 

Los puntos anteriormente obtenidos se presentan en la figura 

4.4, y en la tabla 4.1 se encuentran los valores del factor 
de longitud efectiva de pandeo, k, para las columnas funda-
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mentales recomendados por la Compe.f1ía Pundidora de Monterrey. 

( 

T 
1 

T 
' 1 

l 

l 
. k =.l. 1 ka: 2.1 

T 
t 

ka: 0.6 

T 
J 

l 
k =O.e 

Tab\a. 4.1 Valor del factor de l~noltud .efectivo de pandeo, k, poro 
los columnas . fundamento les, recomendado por lo Compañia 

Fundidora de Monterrey.· 

---.. i 

Ejemplo 4.1 

Para la columna mostrada en la figUra 4e5, detenninar: 
1) El esfuerzo de compresión admisible y 2) Ei valor de la 
carga máxima que puede soportar. 

T 
.400cm 

l 

p' _[0.952 Clll. 

T 

25.4cm X --~ Z 

l 1 0.60cm. 
. ~.952cm. 

~1!5.24cm¡T 

Acero A- 36 

fy = 2,530 Ko/ cm2 

E :: 2 x 106 KO / cm2 

fig. 4. 5 Columna e'!lpotrodo en lo base y articulado en su 

extremo superior, formado por tres pl.acos. 

;., .. 



67 

Soluci6n. 

, l) Para encontrar el esfuerzo de compresión admisible es ne­
cesario conocer algunas características de la sección, 0,2 

mo son: 

. a) área de la sección transversal 

A= [15.24 '(0.952)] 2' + [25.4 - 2 (0.952)] 0.60 

A = 29.017 + 14.10 

A = 43.12 cm2 

b) momentos de Inercia Iy e Iz 

obtención de Iy 

Iy = ( bh3 \ 2 + l bh3 ). 

\12 ~ \12 ~ 

donde: p = patín de la sección. 
a = alma de la sección. 

Iy = 561.62 + 0.423 

Iy = 562.04 om4 

obtención de lz 

23.496(0.60)3 
12 



Iz· = ( bh3 ~) _ 2 ( bh3 ~ 
. 12 ~ 12 ~ 

donde: t = como sección rectangular. 
r = rectángulos al lado del alma. 

Iz = 20,811.6 - 15,824.86 

Iz = 4986.65 cm4 

e) radio de giro ry y rz 

ry • J !y . 
ry = 562.04 

43.12. 

ry = 3.61 cm 

.~ 
rz=~A 

--... ). 

4986.65 
43.12 

rz = 10.75 cm 

d} cálculo del coeficiente de. columna 

C~=~ 
~-¡y-

"\ 
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ºº = 

Cc = 124.92 

e) cálculo del módulo de esbeltez respecto a_ los· ejes y y z, 
para saber si el pandeo ea elástico o inelástico. 

respecto al eje Y : 

}\. = o.8 (colunma empotrada y articulada según tabl~ 4.1) 

- f. kt) = 0.8(400) 
\. r 3.61 y 

( ~ .2 ~ = 88 • 64 

como (kVr)y = 88.64<.Cc =· 124.92 se presenta pandeo inelás­
tico si éste se produce alrededor del eje Y. 

respecto al eje Z : 

l<:. = o.e {columna em~otrada y articulada según tabla 4.1) 

( 
ki\ = o.8(400) 
r { 10.75 

como (kL/r}z = 29.77<. Ce = 124.92· se presenta pandeo inelás­
tico, si éste se produce alrededor del eje z. 

-, ~ .· 



Sigamos analizando las dos posibilidades: 

f) obtención del esfuerzo de compresión admisible para el 
pandeo alrededor de los dos ejes, Y y z. 

90 

como (k2/r)y,z ¿_ C0 , la ecuación (4 .27) es la adecuada para 
el análisis. 

fa = [1 - (k1/r)2 l ..!.L 
2 C~ FS2 

res~ecto al eje Y : 
\ 

5 3 FS2.=-+-
. 3 8 

(k..2/r)y 

Ce 

l --8 

5 + _3 88.64 - _1 (88.64)3 FS2 = -
. 3 8 124.92 8 (124.92)3 

FS2 = 1.888 

fa = [1 - (138.64)2 J 
. 2(124.96)2 

f : 0.748 (. 2530 ) 8 
\ 1.888 

respecto al eje Z : 

2530 
1.888 

i:; 3 (kl/r)z l 
FS2 = --'- + - ---- - -

3 8 Ce 8 

"· 

(ki/r)~ 
o3 e 



PS2 = .i_ + ..1.... (29.77) 
' l 8 124.92 

.fa= 

FS2 = 1.75 

[
l - (29.77)2 ] 

2(124.92')2 

l --

2530 
1.75 

8 

fa = 1.404.66 Kg/o~2 ·~ 

(29.77)3 
(124.92}3 
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Se tienen dos resultados de fa, de ellos se debe eac.2 
ger el menor, así, la columna fallará primero alrededor del 
eje Y, do_nde posee menor resistencia. Por lo que se concl.uye 
que el elemento se colapsará respecto al eje de menor momen­
to de inercia, menor radio de giro, que corresponde al m6du-

: lo de esbeltez mayor, que en este caso resUltó ser (kj/r)y y 
por lo que el esfuerzo de compresión admisible ea: 

fa = 1,002.91 Kg/cm2 

2) La carga máxima de compresión se obtiene con fmáx, mu1t! 
plicado por el área de.la sección transvers~l, es decir: 

Pmáx = fm4x A 

Pmáx = fa FS A 

Pmáx = 1002.gi(l.888)(43.12) 
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PmáJc = 81.65 Tn 

-la anterior es la carga máxima que se puede aplicar a esta 
columna, y la carga de compresi6n admisible es: 

Pa =fa A 

Pa = 1,002.91(43.12) 

Pa = 43,245.48 Kg 

Ahora, es posible proponer una secuela de cálculo pa­
ra obtener la carga de oompresi6n admisible para una columna. 
con carga axial, los pasos a seguir son: 

l. Se calcula el coeficiente de columna 00 • 

Ce=~ 
~-;;-

2. a) Se obtiene la longitud efectiva de columna (kl )y z 
b). Se obtienen los radios de gÍ.ro .de l:a sección ry,z' 

3. Se calculan los m6dulos de esbeltez (ki/r)y~z y se elige 
aquel ·que resulte de mayor valor, ya que según. la gráfica 
de la figura 4.4, el esfuerzo admisible correspondiente 
resulta menor. 

4. Cálculo del esfuerzo de compresi6n admisible. 

' .. ---·'· 
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a) Si kl/r es mayor que Ce, el pandeo es elástico y la expr! 
si6n que se aplica es la ecunci6n (4.26) 

c2 
e f 

2 FS1 (k1/r)2 y 

b) Si ki/r es menor que 00 , el pandeo es inelástico y la ex­
presi6n que se a~lica es la ecunci6n (4.27) 

fa =..!::f._ [1 - (kUr)~ ] 
FS2 2 C~ 

lps valores de FS1 y FS2 están dados por las ecuaciones(4.24) 
7.(4.25) respectivamente. 

5. Por último se calcula la carga de compresi6n admisible: 

Pa = fe. • A 

Ejemplo 4.2 

Determinar la carga de compresión admisible, Pa, para 
la columna de la figura 4.6 • 

1 
300cm 

l 

_rcm 

T=::::;t;::l=r 

1 1 cm. 

50cm --1-----~lt 

l ¡ ~cm 
~ 2~ cm ~T 

Acero A<~6 

fy = 2 ,530 Ko /cm2 

E= 2 x106 Ko/cm2 

Fio. 4.6 Columna doblemente ortlculodo en ombos direcciones, 
formado por tres plocos. 



SoiucicSn. 

Area de la seccicSn.transversal 

A = 2(1 X 25) + 1(48) 

. A= 98 cm2 

l. Cálculo del coeficiente de col~ Ce• 

Oc=~ 
~--;;--

Co = 2 tr 2 (2 X 106) 

2530 

Ce = 124.92 

2. a) Obtenci6n de la longitud efectiva de pandeo (lcl) 

respecto al eje X : 

l:x = 1, por ser la columna articulada en sus dos ex·tremoá 

(k 1 >x = 300 cm 

respecto al eje Z : 

(k.2 >z = 300 cm 

b) Radios de giro rx,z 

94 
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respecto al eje X 

' 

Ix = 25(50)3 
12 

24(48)3 
12 

Ix = 39,232.7 cm4 

~· 

39,232.7 
98 

rx = 20 om 

respecto al eje Z 

1.0(25)3 
12 

X 2 + 

Iz = 2,608.2 cm4 

r=·~ 
z ~98 

rz = 5.15 cm 

48(1.0)3 
12 

3. Cálculo del m6dulo de esbeltez {ki/r)x ,z 

r~specto al eje X 

( k i/r) = ..lQ.Q_ 
X 20 

(ki/r)x = 15 

95 
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respecto al'eje Z : 

(ki/r) a 300 
IJ 5.15 

(ki/r)z a 58.13 

se escoge el mayor valor del m6dulo de esbe~tez pues alrede­
dor de ese eje la columna es más susceptible al pandeo. 

4. Cálculo del esfuerzo admisiblee 

Como (ki/r)z = 58.13 <. C0 = 124.92 se presenta pandeo ineld_!! 
tico por lo que el esfuerzo admisible está dado por la ecua­
ción (4.27) y el factor de seguridad, FS2, por la ecuación 
(4.25), sustituyendo los valores en las ecuaciones anterio­
res: 

5 3 58.13 - ...!... (58.13)3 FS2 = - .+ ~ _-.-.--~ 
. 3 8 124.92 8 (124.92)3 

FS2 = 1 •. 829 

fa = [1 - (58.13)2 J 
2(124.92)2 

fa = (0.8917)(2530/1.8286) 

fa = 1233.7 Kg/cm2 

5. Cálculo de P8 • 

P8 =fa • A 

2530 
1.829 
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Pa = 1233.7(9SJ 

. . ' 

·pa = 120.9 'fn 

Ejemplo 4.3 

Una columna de acero formada por tres placas como se 
muestra en la figura 4.7, ~stá empotrada en su extremo infe­
rior; en su extremo superior está liure para el pandeo alre­
dedor del eje "x" y articulada para el pandeo alrededor del 
a.je "z". Calcular la carga máxima de com-presi6n admisible en 
la columna, y la carga máxima que puede soportar dicha colum 
na. El acero es de límite de fluencia fy = 2530 Kg/cm2 (A-36) 
y su módulo de elasticidad E = 2 x io6 Kg/cm2 º 

y 

T 
600 

Fío. 4. 7 

Soluoidn. 

.t,z 

1 _e 
e:=~= 

1 -.c.}1º---x 
1 1 10 

1 

~5,L5 jt; 
1 Acotacionn en cm. 

Col umno con di fe rentes condiciones de o_poyo 

en ambos direcciones. 

Cálculo de Ix e 12 



Ix·= 10(24}3 9(20)3 
12 12 

Ix • 5520 om4 

iz .J 2(10) 3 ) 2 of; 20(1.0)3 
. \ 12 12' 

Iz = 335 om4 

radios de giro rx y rz correspondientes: 

A = 2(10 X 2) + 20 X l 

.. 2 
A = 60 cm . 

r=~ 
. X ~-~ 

rx = 9.60 cm 

r = ~ 335 ' 
z 60 

l. Cálculo del coeficiente de columna 

Oo = l 2 l!'.2 E., . 
fy 

~. 

2 'tr 2c2 x· 106 1 
2530 

98 
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Ce = 124.92 

2. Cálculo de las longitudes efectivas de pandeo. Para el 
pandeo alrededor del eje X, kx = 2.1 (columna empotrada -

e.n su extremo inferior y libre en el superior). Para el pan­
deo alrededor del eje z, kz = o.8 (columna empotrada en au 
extremo inferior y articulada. en el superior} ,según :tabla 4.1 

(kl)x = 2 .1( 600) 

(ki}x = 1260 cm 

(k~)z = o.8(600) 

(ki)z = 480 cm 

3. Cálculo de los módulos de esbeltez 

1260 
9.60 

(ki/r)x = 131.25 

(kl/r)z = 480 
2.40 

(k~/r)z = 200.0 

Como resulta (k!/r)z ) (kl/r)x ae elige ~1/r = 200.0 

4. Cálculo del esfuerzo admisible de compresióno 
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Como el m6dulo de esbeltez mayor de la columna resultd, 
ld/r .. 200.0 > 00 ; el pandeo es elástico, por lo quer 

FS1 = 1.92 

(124.92} 2 
fa = ---~ ........ .-..... ... _ ---

2(1. 92) (200.o) 2 

5. Carga admisible 

Pa = 257.04(60} 

P~ = 15,422.4 Kg 

Ejemplo 4.4 

(2530) 

Diseñar los elementos de la siguiente armadura (figu­
ra 4.8) libremente apoyada, fabricada con acero A-36 con el 
sistema de cargas que se propone. 

2.0 m 

T 
1.0m 

J__ 

-L ~~~~2-;_0~m~~~~i--~~~2~.0~m;;_.~~ r r 
Flg.4.8 Armoduro con coroo ol centro del cloro 
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Si. · ae hace un ané.liaia . por nudo y aprovechando que la armad~ 
ra es simétrica: 

FIQ.4.9 Armoduro con fuerzo• Internos y externos 
en codo nudo. 

1) Reacciones en loe apoyos (figura 4.9} 

De!: F y = O; 

RA (O) + 20(2) - RB, (4) = O 

40 = 4 RB! 

Despejando de la ecuación (b) a la reacción RB 

~ = 10 '?n 

Sustituyendo en la ecuación (a) el valor de RB 

(a) 

(b) 



2) Obtención de las fuerzas en las barras. 

Nudo© 

de I: F y = O 

o 10 - 112 Sen 45 = O 

10 
'12 = ------­

Si:ln 45° 

F12. = 14.14 'l!n 

de:!: F x =O 

o F15 - 14.14 Coa 45 = O 

F15 = 14.14(0.7071) 

11'15 = 10 'l!n 

Nudo@ 

de L: F y = O 

14.14 Sen 45º - F25 Sen 45° ~ O 

14.14 Si:ln 45° 
p25 = Sen 45º 

F 25 = 14.14 'fn 

102 
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de 2: F x = O· 

·.··.o ···• ··•·•.:< · ·. · ···o · ' 
14 .14 .Coa 45 ,,+;:14,,•l~ 9os 45 ... F 23 =·O 

F23 = 2(14.14·cos, 45º) 

F23 = 2(10) 

F23 ::i 20 Tn 

Los resultados anteriores se muestran en la figura·4.9 • 

, De este análisis se obtiene que el miembro que forma 
la- cuerda superior está·sujeto a la acci6n de una carga de 
compresi6n de 20.0 Tn. Si se desprecia el peso propio del e­
lemento se considera que dicho miembro es una columna de ªº! 
ro, doblemente articulada y con carga axial de compresi6n. 

Para elegir la secci6n a revisar se puede suponer que el es­
fuerzo de compresi6n admisible sea del orden del 40'}b de fy, 
y utilizando acero A-36, fy = 2530 Kg/cm2, se tiene: 

fa = 0.4 fy 

fa = 1000 Kg/cm2 

entonces el área necesaria de la aecci6n transversal del 
miembro será: 

A = ...E..... = 20,000 
f 8 1,000 

A = 20 cm2 
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Del manual de la fundidora se propone, para el miem­
bro superior, una sección transversal formada por dos ángu-­
los de lados iguales de 3"' x 3"' x 1/4" , colocados espalda 
con espalda y unidos al centro por una placa· soldada como a­
tiesador, como se muestra en la figura 4.10 • 

y 

y 
~ 1--o.9!5cm. 

Fío. 4.10 Miembro superior de lo ormoduro ( Fio. 4.9 l, y su 
sección transversal propuesto. 

Entre ambos ángulos se colocan atiesadores para gal'B:!! 
tizar la integración de la sección y lograr que el pandeo 
sea alrededor del eje "X" o "'Y"' ; se forman las articulacio­
nes en los extremos de la pieza de modo que la sección solo 
pueda girar alrededor de uno de estos ejes~ 

3) Módulos de esbeltez. 

De acuerdo con lo anterior se deben calcular dos mdd,!! 
los de esbeltez, uno alrededor del eje "x"' y otro alrededor 
del eje "y'" • 

l. 



··, ·:·:·, -

se tiene kx =:1 (pieza:dobi~mente. a~icu1a~a). 
;·· ... : 

''·' . 

(kl)~ ~ ?oo cim .. 

(k!)y = 1.0(200) 

(ki)y = 200 cm 

del manual de la compa.fíía fundidora 

Í'x = 2.36 cm 

ry = 3.50 cm 

(k1/r) = _gQQ_ 
X 2.36 

(k.D/r)x = 84.75 

(ki/r) = _gQQ__ 
y 3.50 

(k.2/r)y = 57 .14 

105 

Como (kl/r)x > (ki/r)y , la pieza se pandeará primero alred! 
dor del eje nx11 , por lo tanto para el cálculo del esfuerzo -
de compresión admisible, rige (k.2/r) = 84.75 • 

Cálculo de C
0 

· J 2 11' 2 X 2 X 106 0o = ~ 2530 
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ºº = 124.9~ 

Como ki/r = 84.75 ( 00 el pan,deo es inelástico y por lo tan­
to: 

FS2 = _í. + _L 84.75 
3: 8 124.92 

el esfuerzo admisible os 

(84.75) 3 

8(124.92)3 

fa =. l . [1 - (84.75)2 ] 2530 
1.882 2(124.92)2 

fa = 1034.94 Kg/cm2 

del manual se obtiene el área de la seoci6n propuesta 

2 A = 18.,58 cm 

la carga admisible es 

Pa = 1034.94(18.58) 

Pa = 19,229.19 Kg 

---..................... :---··?-

' .. 

.. 

·. 
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4.2 DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE MADERA 

Los elementos estructurales de madera, se clasifican 
en macizos, compuestos y espaciados como se muestra en la fi 
gura 4.11, en ella se observa que los elementos macizos es­
tán construidos de una spla pieza, los compuestos, por va~ 

rias piezas cuyos ejes .longitudinales están dispuestos para­
lelamente y conectados mediante elementos de unión y los es­
paciados, están constituidos por dos o más piezas macizas se 
paradas por bloques de madera (re¡:erencia 4.2). 

De la ecuación del esfuerzo crítico para columnas su­
jetas a carga axial, y considerando una columna de seccicSn 
rectangular maciza (figura 4.12); la expresión del esfuerzo 
crítico es (del capítulo anterior): 

1r2 E-
fr.r = -------(k l/r) 2 

m 
(a) ( b) (e) 

Fio.4.11 Closificoción de elementos estructurales de modero 

o)-mocizos, b)-compuestos y c)-espociodos. 
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y 

Fio. 4.12 Sección rectonoulor macizo. 

si se obtienen los momentos de inercia y posteriormente los 
re.dios de giro respecto a ambos ejes: 

ba3 
Ix=-

12 

db3 
I a­

y 12 

d rx=-
µ2 

de manera similar 

(4.28) 
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(4.29) 

Si b < d se cumplirá que ry < rx • Debiendo tomar 
el menor valor del radio de giro, ry; ya que con respecto a 
ese eje se uroducirá el unndeo, en el cunl se tiene el menor 
momento de inercia de ln sección, menor radio de giro, prov~ 
cando el mayor módulo de esbeltez del elemento, ~iempre y 

cuando las condiciones sean lr.u:: mismas en cualquier direc­
ción. 

S:L se sustituye lo. ecuación (4.29) en lo. (3.10), se tiene: 

fer = 

'1!'2 E 
fer=-------

12(ki/b)2 
(4.30) 

Introduciendo un factor de seguridad, FS = 2.75,en la 
ecuación (4.30) y considerando oue las dimensiones de la se~ 
ción transversal de la columna deberán reducirse l cm por c~ 
da lado, se obtiene el esfuerzo de comnresión admisible,fcd: 

f _ 0.30 E 
cd - (ki/bn) 2 

(4.31) 

donde: fcd = esfuerzo admisible de compresión para c2 
lumnas largas. 

E = módulo de elasticidad de la madera. 
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k = factor de longitud efectiva. 
bn = dimensi6n neta en direcci6n del eje X 

Para las columnas fundamentales, los valores de k, recomend! 
dos por el reglamento de construcciones para el Distrito Fe­
deral, se presentan en la figura 4.13 • 

. La expresi6n (4.31) permite calcular.el esfuerzo adm! 
sible a compresión de una columna de madera de secoi6n rec-­
tangular maciza con carga axial operando paralelamente a las 
fibras, en el rango elástico. 

Como el esfuerzo fcd' dado por la ecuaci6n anterior,­
no debe exceder el valor del esfuerzo admisible de compre­
sión dado para columnas cortas, f 0p, se tiene: 

Los valores del esfuerzo admisible de compresi6n para 
columnas cortas, se encuentran en la tabla 4.l para distin­
tos tipos de madera. 

La ecuaci6n (4.31) representa la curva de Euler, la 
cual es aplicada hasta un cierto límite de módulo de esbel-­
tez; este valor límite se presenta cuando fcd = fcp • 

haciendo fcd = fcp en la ecuación (4.31) y despejando el mÉ 
dulo de esbeltez, se tiene: 

Oa30 E =----
(k.2/bn )2 
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k =o .65 k = o .80 k = l. o 

Columna doblemente 
empotrado , sin des -
plozomlento lateral. 

Columna empot roda en 
su base y articulado en 
su extremo superior,sin 
dezplozomiento lateral. 

Columno doblemente 
articulado, sin des­
plazamiento lateral. 

9 
1 

J 
I 

/ 
k = l. 20 

Columno doblemente 
empot roda con des -
ptozomiento lateral. 

k=2 

Columna empotrado 
en su base y libre en 
su extremo superior. 

Flc;¡. 4. 13 Valores de k. poro columnas de madera con diferentes 
condiciones de apoyo, recomendados por et R. C. D. F. 

Tipo de modero f cp ( Kg /cm2 ) 

Selecto 70 

Primera 50 

Segundo 25 

Tercero 17 

TcJbla 4.2 Esfuerzo admisible de compresión, f cp, paro 

columnas cortos recomendado por et RCDF. 
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Si se llama al valor anterior de ki/bn = Cc, por ser 
él límite de aplicación de la fórmula de Buler, se tiene: 

0.30 E 

fcp 

donde: c0 ::r. coeficiente de columna. 

(4.32) 

f 0 p '= esfuerzo admisible de compreai6n para co­
lumnas cortas. 

E = módulo de elasticidad. 

Para módulos de esbeltez, k~/b0 , menores que el coeficien 
te de columna, 00 , el pandeo es inelástico y en este caso no 

'. ea aplicable la ecuación (4.31) que da el esfuerzo admisible 
. de compresión para columnas esbeltas; en vez de ello, el es­

fuerzo admisible de compresión, fcd• ea igual al esfuerzo a~ 
, misible para columna.e cortas, fcp• esto es: 

(4.33) 

En la figura 4.14 se muestra el límite de aplicación de la 
curva de Euler, C0 (coeficiente de columna), que separa el 
pandeo elástico de 1~ falla por resistencia; la curva de 
Euler dada por la ecua.~ión (4.31) para columnas esbeltas y 
la recta horizontal f 0 d = f 0p (ecuaci6n(4.3l)} para columnas 
cortas de madera~ 

Ahora, se puede proponer una secuela de cálculo para 
obtener la carga de compreai6n admisible para una columna de 



fcd 

fcp 

\ ·. [_Esfuerzo admisible poro 
\ columnas cortos. 

____ ,....,, __ _f.:_d_=_!:_p__ -----

Columnos 
cortos 

e -W,·3E e- --fcp 

Curvo de Euler 
(ecuación 4.31) 

k 1/bn 

Fig. 4.14 Gráfica del esfuerzo admisible, fcd, en función 
del módulo de elasticidad, kl/bn. 
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madera sujeta a carga de compresión axial paralela a las fi­
bras; los pasos a seguir son: 

l. Se calcula el coeficiente de columna, 00 , dado por la e­
cuación (4.32) • 

Ce=·~ 
~ fcp 

2. Se calcula el módulo de esbeltez.de la columna; para el 
. pandeo en ambos planos: k1/bn para el pandeo en el plano 

XZ y kl/dn para el pandeo en el plat,io YZ, el mayor de és-

, 
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tos módulos de esbeltez será.el que se escoja. 

3. Cálculo del esfuerzo de compresión admisible, 
Suponiendo que el módulo de esbeltez mayor se da en el 
plano XZ: 

a) Si el módulo de enbeltez mayor, k!/bn es mayor o i~ual 
que el coeficiente de columna, Cc, el 'Pandeo es elásti 
co y la expresión que se emplea es la ecuación (4.31). 

si 

b) Si el módulo de esbeltez mayor, kl/bn, es menor que el 
coeficiente de columna, C0 , se trata de una columna -­
corta y la expresión oue se emplea es la ecuaci6n(4.33) 

4. Por Último se calcula la carga de compresión admisible. 

Pa = fcd • An (4.34) 

.Como el reglamento de construcciones para el Distrito 
Federal recomienda el uso de una excentricidad mínima acci-­
dental igual a 0.10 de la sección transversal de la columna 
en las dos direcciones de análisis, esta excentricidad de la 
carga produce un efecto de flexión y obliga a diseñar ln co­
lumna por flexocompresi6n, tema que se sale del alcance do 
éste trabajo, 

Los ejem~los que siguen serán resueltos considerando 
oue la carga es completamente axial. 
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Ejemplo 4.5 

· Determinar. la carga axial,en condiciones de servicio, 
para una columna de madera de primera, con las siguientes 
.condiciones de aT.Joyo • En el plano XY, se encuentra emnotrada 
en su base y articulada en su extremo superior; en el plano 
ZY, se encuentra articulada en ambos extremos. La sección 
transversal es de 15 x 25 cm y tiene una altura de 5 m. 

ty jY 
Po' Po l z 

TI l T 
25 cm x· 

J_ Madero de primero l=500cm. 

l ~ E=70,000 Ko/cm 2 

f cp = 50 Ko/cm2 

~X z 

Fio. 4.15 Columna con diferente sistemo de apoyo 

en ambos planos. 

Solución. 

l. Módulos de esbeltez. 

"' a) }fa el nlnno XY 

kz = o.8 

(ju_~= 0.8(500) 

bn /z (15-1) "'" 



r_.kbn!·\z \ J...: 28 •. 60 .· 

b) en el plano ZY 

kx = 1.0 

~= 1.0(500) 
(25-1) 

[k.P.\ = 20.80 
\dn~ 
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Como (kl/bn)z > (ki/dn)x , el pandeo ocurrirá en el ~lano Y:'!, 

por lo que la relación de esbeltez del elemento es: 

kl - = 28.6 
~ 

2. Có.lculo del coeficiente de columna, C0 • 

Ce = 0.3(70¡000) 
50.0 

3. Cálculo del esfuerzo de compresión admisible, 

Como el módulo de esbeltez k1/bn) c0 , el pandeo es 
elástico, y la expresión (4.31) da el esfuerzo admisible de 



··. 
COmprasi6n paralelo a 18.S fibras, f cd o 

f . 0;30 E 
cd = -.---

. (ki/bn)2 

fcd = 0.30(70,000) 
(28.6)2 .. 

2 fcd = 25.7 Kg/cm 

4. Cálctüo de la carBr>- de comnresión admisible. 

P~ = fcd • An 

l'a = 25.7(336) 

Pa = 8635.2 Kg 

Pa = 8.64 Tn 

.• 
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Ejemplo 4.6 

¿,Cuál será la carga admisible de trabajo para una co"'.' 
lwnna de excelente calidad, articulada en sus extremos con 
una longitud de 7.62 m y una aecci6n transversal de 25.4 cm 
por 30.4 cm? • Como se muestra en la figura 4.16 • 

·~ z 

T r 
d•30.4cm : X 

l=762cm. 

_L, J_ 2,400 .Ko/cm2 

... ~.....=..-'=.;_;;_¡tj fe p = 70 K o /e m 2 

E=ll 
d •· 25.4 

Fio. 4.16 Columna con sistema ·de apoyo iouol poro 
ambos planos. 

Soluci6n. 

l. M6dulo de esbeltez de la columna. 

k = 1 por ser doblemente articulada para ambos sentidos (pl! 
no XY, y plano ZY). 

a) en el plano ZY 

k1 --= 762(1) 

dn 29.4 

k1 -= 25.92· 
dn 



b) en el plano XY 

ld -= 
bn 

~ = 31.23 
bn 
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Como ki/bn> kl/dn el módulo de esbeltez que se tomará será 
lcl/bn = 31. 23 

2: Cálculo del coeficiente de columna, C0 • 
\ 

Ce = Ó.3(112,400) 
70 

Ce = 21.95 

3. Cálculo del esfuerzo de compresi6n admisible 

Como k1/bn > Ce la columna es esbelta y presenta pandeo e-­
lástico, por lo que la expresión que se deberá utilizar es 
la (4.31) para obtener el esfuerzo admisible de trabajo. 

fea = 0.30(112,400) 
(31.23)2 

2 fcd = 34.6 Kg/cm 

4. Carga admisible de trabajo 
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Pa a 29.4(24.4) 34.6 

Pa = 24,820.7 Kg 

Pa = 24.8 Tn 

Ejemplo 4.7 

¿Cuál es la carga axial admisible de trabajo para una 
columna de primera, doblemente articulada en ambas direccio­
nes, con una sección transversal de 20.3 cm por 25 cm, como 
se muestra en la figura 4.17? • Si su longitud es: 

a) 11 = 1.83 m 

b) 12 = 3.66 m 

l 

1 
T=3.66m. 

'r·'"] .. E= 

1 
25.4 cm 

J_ 98,400 Ko/cm 2 

~20. 3 cm4 fcp = 50.0 .Ko/cm2 

X 

Fio. 4.17 Columna articulado en ambos ex'tremos poro 
dos lonoitudes dados y uno solo sección 
tro nave rs o l. 



Soluci6n. 

l. Módulo de esbeltez. 

a) en el plano XY 

a..l) Si 1 = 1.83 m 

a.2) si 

183(1) = 9.48 
19.3 

1 = 3.66 m 

366(1) = 18.97 
19.3 

b) en el plano yz 

b.l) si 1= 1.83 m 

k1.1 -= 
dn 

(1)183 = 7.5 
24.4 

b.2) si l= 3.66 m 

~ = (1))66 = 15 
du 24.4 

2. Coeficiente de columna, 00 • 

Ce=·~ 
~ fcp 
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e ·­e -
0.30(98,400) 

50.0 

e~ = 24.29 

3. Cálculo del esfuerzo admisible, fcd • 
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Como se observa en el punto anterior, loe m6dulos de eebel-­
tez son mayores en el plano XY, por lo que la columna ea más 
susceptible al pandeo en este plano que en el YZ; también se 
observa que los módulos de esbeltez en el plano XY para lns 
dos longitudes, k i1 /bn y k .9.2 /bn son menores que el coe­
ficiente de columna., Ce, esto ea: 

como: k~ 1 /bn < C0 

ki2 /bn < Ce 

el esfuerzo admisible de com~resión paralelo a las fibras es 
i;á dado por la ecuación (4.33) • 

Por lo que en ambos casos: 

!'0 a = 50 Kg/cm2 

4. Carga admisible de trabajo. 

Del punto anterior se obtuvo que el esfuerzo admisible, fcdr 

~ara la columna con diferente longitud (11 y12 ) es igual en 
ambos casos, por lo que la carga admisible será, la misma n1in 
cuando la columna sea de 1.83 m o 3.66 m de longitud. 



Pa = An•fcd 

Pa = 24,~'4(19.3) 50 

Pa. = 23,546 Kg 

Pa = 23.55 Tn 

123 
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CONCLUSIONES· 

l. El problema de pandeo no es de resistencia, sino de esta 
bilidad. 

2. Cuando una columna es esbelta, a la carga.. con la cual se 
inicia el pandeo se le llama Carga Crítica, Por, la cual 
produce flexi6n por pandeo en el plano de mayor módulo 
de esbeltez y es menor que la carga de resistencia últi­
ma del material. 

3. Se presentan tres tipos de estado en una colwnna:a) equi . . . -
librio estable, b) equilibrio indiferente y c) estado i-
nestable o de desequilibrio. 

4. El análisis para la carga crítica, Pcr• se hace para co­
lumnas de conformación ideal, es decir; que el material 
del cual se construye el elemento se comporta elástica-­
mente, el elemento es totalmente homogéneo, el sistema -
de apoyos es ideal, la columna es perfectamente recta y 

la carga es perfectamente axial. 

5. La ecuación diferencial de la elástica que se utilizó en 
el estudio, es la aproximada debido a que las deformaci~ 
nea son muy pequeftas, por lo ·que, cuando P es igual a Por, 
la flecha.no está determinada. Si en vez de.aquella, se 
utiliza la expresión exacta, resu1ta- que no existe ni~ 
na indeterminación en el valor de la flecha, sino que ~ 
tiene un valor definido. 
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6. La expresión de la carga crítica para las columnas fund! 
mentales, se puede obtener a nartir de la columna doble­
mente articulada, comparando la curva elástica de ásta -
con las primeras. 

7. El factor de longitud efectiva de pandeo, k, se utiliza 
para que la expresión de la carga critica tome unn forma 
general, Por = 1í2 E I/(kJ. )2 • 

8. La carga crítica para una colunma es directamente propor 
. -

cional a su rigidez flexional, E I, e inversamente pro-
porcional al cuadrado de su longitud, así como trunbién,­
independiente de la resistencia a la compresi6n del mate 
rial. 

9, Para las columnns fundamentales, el factor k, está bien 
definido, mientras que para las columnas que pertenecen 
a estructuras reales, se tiene que investigar la intera~ 
ción que ejercen los elementos que concurren a cada nudo 
y con los nomogra.mas presentados en las figuras 2,10 ó 
2.11, obtener el factor de longitud efectiva que corres­
ponde. 

10. Para que la expresión del esfuerzo crítico de Euler sea 
válida, fer= 1(2 E/(k~/r)2 , éste debe pennanecer por 
debajo del límite de proporcionalidad, ya que arriba de 
~ate el material se comporta inelásticamente, 

11. Si una columna cumple con el punto anterior se dice que 
es esbelta, si rto, es una columna inte:nnedia o corta. Es 
ta última fallará por resistencia del material (aplasta­
miento o ruptura), la intermedia tiene un comportamiento 
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en el cual las consideraciones de pandeo y resistencia 
tiene~ interacoi6n. Lo anterior conduce a tener dos ti-­
pos de pandeo; elástico e inelá.etioo. 

12. En general, la f6rmula de Euler es aplicable a las oolum 
nas cuyo módulo de es bel tez es, k.Í/r ~ 1f ~ E/t J.p'• para c; 
lumnae de cualquier material sujetas a.compresión axial. 

13. Los métodos basados en la fórmula de la S..eca.nte se ci~ 

mientan en consideraciones puramente teóricna. Esta fór­
mula engloba las columnas cortas, intermedias y esbeltas 
en una sóla clase continua. Se recomienda utilizar una 
relación de excentricidad ~C/r2 = 0.25, con un factor de 
seguridad FS = 2.0 • 

14. La fórmula de la Secante también se utiliza considerando 
las imperfecciones, empleando una exceritr~cidad equiva-­
lente 'h que aumenta linealmente con la longitud, 1 , de 
la columna. Se recomienda un valor de ~/1 = 1/400, y un 
factor de seguridad FS = 2.0 • 

15. Para. el diseño de columnas de acero,se proponen fórmulas 
totalmente empíricas máa sencilla.a que laa anteriores ba 
se.das en ensayes, la.a cuales proporcionan el esfuerzo a~ 
misible de trabajo en funci6n del módulo de esbeltez de 
la. columna. 

16. Para. las columnas de madera se establece ·un mátodo seno,! 
110, que permite dimensionar colmnnas de cualquier rela­
ción de esbeltez, dando como resultado el esfuerzo de 
compresi6n admisible. 
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