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. OBJERIVOZ:

Conocer el comportamiento real
de los elementos mujetor a carga axial,-
bvasado en.loe resultados empiricos y del
andlisis matemdtico, y contar: con una me
todologia para su dimensionamiento y re- -
visidn.

Y



~ INTRODUCCION

Tomando en consideracién tanto los factores que inter
vienen en el fendmeno de estabilidad como los conceptos que
serdn Gtiles pars este estudio; el tratamiento matemitico 1y
las pruebas de laboratorio conducen directamente a la férmu-
la de Euler, considerando sus limitaciones y su generaliza-
cién para el rango ineldstico.

s La férmula de Euler es una expresidén que representa
la carga axial gue provoca la deformacidn de un elemento (el
eje longitudinal de éste deja de ser recto),produciendo ines
tabilided en él; a ésta carga se le llama carga critica de
Euler. Posteriormente se establecen las metodologias para el
dimensionamiento y revisidn de elementos de acero y madera
sujetos a cargs de compresidén axial.

Los métodos utilizados son: El CRC (Columna Research
Council) y AISC (American Institute of Steel Construction)pa
ra el acero, ¥y para la madera el reglamento de construccio~
nes para el Distrito Federal.



INTRODUCCION AL PROBLEMA DE ESTABILIDAD

Una pieza corta que se somete a una carga de compre-
8ién axial, fallard cuando la carga aplicada sea igual al va
lor correspondiente a la resistencia dltima del material, o
sea,fy en el acero y fo en el concreto.

Por analogia se podria pensar que este comportamiento
de una pieza corta, serfa aplicable 2 todas las columnas,sin
importar su longitud pero, como se sabe esto no ocurre,

Cusndo un elemento largo se carga axialmente, y esta
carga se incrementa paulatinamente sin impacto, llega un mo-
mento en que la pieza se Zlexiona y de inmediato sucede el
colapso. Por otra parte, si se compara la carga que produjo
la falla, con la carga de resistencia ltima del material de
la pieza, se observa que la primera es mucho menor,de lo que
Be deduce que el problema no es de resistencia, sino de esta

‘bilidad.

Este fendmeno se conoce como pandeo;a la carga con la
que se¢ inieia la falla se designa como carga critica, (Pcr)?
y & la falla en s{ se le d4 el nombre de falla por pandeo.



1.1 EQUILIBRIO ‘

~ Es el estado en que se encuentra un elemento dentro
del sistema al cual corresponde y puede ser: Equilibrio Esta
ble, Inestable y Estado Inestable o Desequilibrio,

1,1,1 EQUILIBRIO ESTABLE

Si la carga P de la fig. 1.1 €8s menor que la carga
critica, Pop; tedricamente no habrd pandeo, lo que quiere de
cir que $= 0 . Si se aplica una carga horizontal Q,la colum
na se deforma un valor $ el cual retorna a $ = 0 cuando cesa
la aplicacién de la carga Q.

En estas condiciones la columa se encuentra en esta-
do de equilibrio estable, como se muestra en la figura 1.l
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Fig.1.l Condicion de equilibrio estable
a)- Deformacion horizontal, § , debida o Q.
b)- §, desaparece cuando se retira Q.

Si Q#0
0 { P{ Poy
entonces S# O



Yy al suprimir las cargas:
Q=0
0L PL Pey
entonces $= 0

La columna recupera su posicidén original vertical

eje recto. Su representacién griéfica serxrd:

Supsrficie concavo

1.1.2 EQUILIBRIO INDIFERENTE

de

Si la carga P, es igual 2 la carga critica, Pey, 0 1i
geramente menor (figura 1,.2),la columna no se colapsa ain si
ge aplice una carga horizontal Q, se produce ung deformmcidn
S que no se recupera si se retira la carga horizontal Q. Be-
jo estas condiciones se dice gue la columna estd en equili-

_brio indiferemte.
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" Fig. 1.2 Condicion de equilibrio indiferente
a)-Deformacion horizontal, § , debids o Q.
b)- S ,permanece ain después de rétiror Q.



84 P % Pop
Q # 0
entonces $# 0
y al suprimir la carga Q @
P & Per
Q=03
entonces $# O

La representacidn grifica de este estado de equili

brio es:
Superlicie horizonto!7

1.1.3 ESTADO INESTABLE O DE DESEQUILIBRIO

" Si la carga, P, excede el valor de la carga critica
(Per), la flecha crece indefinidamente, S~ oo , independien
temente de la aplicacidn de la cargs Q, entonces la columna
falla por efecto de pandeo, como se muestrs en la figura 1.3

P> Pcr
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Fig. 1.3 Estada inestable o de desequilibrio



T P = Poyp
Q= (£ 0)

entonces § - o

Como § —» se provocard el colapso del elemento, ain
g8in que exista la carga horizontal Q. '

Su representacién gréfica es:

Superticie convexa

1.2 CORCEPTOS DE CARGA CRITICA

La fuerza axial P, aplicada a una columna (independien
temente del sistema de apoyos), que provoes su pandeo (figu-
ra 1l.4), se le llama carga critica de Euler,Por (referencia
1.1). Dicha carga es importante conocerla para el buen dise-
~ fio ¥ revisidén de estos elementos estructurales,ya que forman
parte importante de cualquier estructura.

S5i dentro de una esiructura se encuentra una columna

mal disefiada {escasa), aunque el resto de los elementos que
~ conformsn a aquella tengan buen disefio, estarén sujetos a eg
fuerzos que no habian sido considerados y muy probablemente
fallard en conjunto. La importancia de las colummas,como ele
mentos estructurales, hace interesante su estudio dentro de
1la mecénica de materisles, Por ello existen institutos dedi-—
cados especificamente & la investigmcién de columnas (refe-
rencia 1.2).

-
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Fig. 1.4 Columna doblemente articulada con
flecho mdxima al centro del claro.




CARGA CRIPICA S

Para obtener la carga critica, se considera una colum
na ideal, como se muestra en la figura 2.1, la cual estd ar-
ticulada en sus extremos,bajo una carga excéntrica. ILa excen
tricidad, q , se mide desde el centroide de la seccidén trans-
versal al eje de accién de las fuerzas axiales. La carga cri
tica que se obtenga, serd representativa unicamente para las

columnss que tengan las condiciones de apoyo antes menciona-
" das. Para miembros en condiciones de apoyo diferentes,se les
tratard en el subcapitulo 2.1 .

—Tr

T

A

Fig. 2.1 Columno con ‘fuerza excentrica,



Donde: "
}, es la longitud de la columna,
P, es le carga actuante y
g, €8 la excentricidad de la carga.

El momento flexionante en la columna a la distancia "Y" del
extremo inferior es: ‘

¥ =P3+PX

siendo X la flecha lateral de la columna en el mismo sentido
de 4

M =P (3+X) S (2.1)

¥ la ecuacién diferencial de la eldstica (referencia 2,1) es
de la forma

S | ' 2.2
X =T | (2.2)

Donde: 7 o
E, es el médulo de elasticidad del material
I, es el momento de inercia de la seccién transversal

si se sustituye la ecuacién (2.1) en (2.2), se tiene:

X" = - P (3+X)

ET

se arregla la siguiente ecuacidén diferencial:

PRI & SR O
XM= EI



= X = EI‘% (2.3)

Como se conoce tanto la carga a la que estd sujeta la
columna como el material de ésta y su seccidén transversal,re
sulta que; P = cte.,, E = cte, 6 I = cte.

53 sme llama:

K2 = -—ézf- = cte. o ‘ (2.4)

vy se sustituye en la ecuacién (2,3), entonces:

2 X=ax Keq (2.5)

X"+ K

La ecuacidén (2.5) es una ecuacidén diferencial lineal
con coeficientes constantes y no homogénea, cuya solucidn re
presenta la curva eldstica de la columna.

La solucidn general de la ecuacidén (2.5) se compone
. de doe partes: la primera es la solucién de la ecuacién homo
génea correspondiente, que se obiiene sustituyendo por cero
el segundo miembro; y la segunda, es la solucién particular
que corresponde al verdadero valor del segundo miembro. Para
resolver la ecuscién (2.5) se emplears el método de coefi-
cientes indeterminados (referencia 2,2).

a) Solucién de la ecuscién homogénea. .
De la ecuacién (2.5), la ecuacién homogénea es:

X" + K2 X =0
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que puede representéfse médi;h%é:bperédores por laieiéﬁ;ehte
expresién: R ' -
(aD® + B0 + ¢0%) i :“bl,-" ﬂ
en la que A
a =1
=0
c=K2
for lo tanto
(02 + k%) X =0 | | (2.6)
la ecuacién algebraica caracteristica de (2.6) es:
P+ %% =0
de donde

2 2

D = - K
cuyag raices son:
Dy = 0 + Ki
Dy =0 = Ki

por lo tanto su solucién es de la forma:
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sl se representsa la.écuacidpfahtéfibfééiflékféfﬁg]{boiér_ﬂaef
Fuler se obtiene: LT e e T e

3, = Cy %7 Cos KY + Cp °F Sen kY

por lo que la solucidn de la ecuacidn diferencial homogénea
es:

%y, = C1C0s KY + CpSen XY (2.7)
b) Determinacidén de la solucidn particular

La ecuacidn (2.5) es de la fomma

P (D) X =@ () . “?m.'m
Donde: :

P(x=( +xHx U (o)
Q (X) = -~ K°9 (v)

Si se forman los conjuntos S, linealmente independien
%es de la ecuacidén (b) se tiene:

S = { 0}
sor 10 oue la solucidn particular es de la forma

~ K2q =3 GOY ‘ . (2:9)
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y su representocién modiante el operador £(D) es -

arncteristica es

(b?;# ¥y=0 . B S 1:;2}135f

o= o)

se encuentra gue sus rrices son:

Do =0 + ¥i

D3=0-—Ki

por lo ane la golucidn general es de 1a forma

X = 8 e®¥ 4 0y Cos XY + C, Sen XY ‘, ‘1_; (2.14)
1a solucién particular es ‘ |
Xn=:(-r_1-7~h

por 1o ques

XD = 3 e°Y
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para evaluar la soluciGn particular, se austituye la
c16n (2 15) en (2 5) ERE :

n2s+K2n°s=-K2q,”

2 S = - K2 q
S%-q
y entonces
por lo que, la solucidn general de la ecuacidén (2.5) es:
XG = Cy Cos KY + Cp 3en KY - ¢ (2.17)
ILa ecuacién (2.17) es la ecuacidn de la curva eldetica,
~ Determinacién de las constantes Cy y Cop .

Para conocer las constantes G y Co , podemos recurrir a las
nigiientes condiciones de frontera:

]
(o]

) SiY=0, se tiene X

2y Si Y=1 , se tiene X

n
o

De la primera condicidén, en la ecuamcién (2.17) se obtiene:

=C1 +0~-q



Cr=q

14

De i‘a»?s‘e_-gunda condicién, en 1a ecuaci'dx'ii:‘(zf.‘l?) ée’.-qﬁﬁiéné':

0 = q Cos Ki + Cp Sen Ki ~ q

Gp Sen K1 =g - q Cos K1

Gy = q - q Cos K1
Sen X!
0. = -9 (1 - Cos KI)
5 =

Sen K1
L2, exnresidn trigonométrica

1 - Cos K!
Sen X[

es de la forma:

1l - Cog cC
Sen cc

en que:

1l - Coscc = 2 Sen2

L
2

Sence = 2 Sen -c-;E— Cos -“-’2:-

entonces;

(2.19)
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' 2 o cc
1-Coscc - 2 Sen® "2 _ _Sen "2 T4 cc
Senc 2 Senﬁg- Cosﬁg- Cos = 2

vor lo tanto:

X2
CZ = q Tg >

La solucidén general queda:

Xg =g [005 KY +Tg -4~ Sen KY - 1]

":l' f‘ k.-(2'é0).

(2.21)

Por las condiciones de apoyo y de carga, se sabe que
la flecha méxima, $ , se presenta en el punto medio, donde
Y=1/2 ; y$ se obtiene sustituyendo Y = {/2 en la ecuacién

(2.21)

2 2

5=q[cosi{§L+Tg-§J—Sen—I§L-1]

se ve que la expresidén trigonométrica

Kl K X!
Co8 === 4+ T Sen ~———
o > + 18 > >
es de ia forma:
Sen2m
Cosc + Tgx Senc = COBQE 4 s
Cos <«
‘ 0052m + Sen2 < - 1
Cos & ‘ Cogcc
1

Tos @ < See



entonces: .

Sec »:.‘=' Seg: il

se observa en la ecuncin (2,22) que:

1) §=0 siK=0, 0 sea cuando P = 0,

2) $=0 siq = 0.

S T 'Y

16

3) si e entonces Sec == =y ® y §——® ,cuya

2

condieién es la critica,

Ahora, si:

i A | .
2 2
K1 =T

gi se eleva al cuudrado la expresidn anterior

k2 12 = 2
, . .
g% = —T__ .

12

de la ecuzncidn (2.4) se sabe que:



17

K2 = P

EI

asis

Como estamos en la condicién critica, el valor ante~
rior de P es precisamente la Pyy (Carga Critica de Euler).

w1
2
J
| Avn cuando q = O (excentricidad nula)pero Kl/2 —1/2,
. 1a Sec K1/2 =+ y por lo tanto $ ~»™, por lo que el valor

de Py dado en la ecuacién (2,23) es cierto también en la co
~lumna con carga axial,

Pcr = (2.23)

Veamos, en un ejemplo, el comportamiento de la colum-
na mostrade en la figura 2.2 en una gréfica ($,P), conside
rando 3 excentricidades diferentes ql ’ qz y q3 y Biendo:

G < 9 < 94
ql = 0.,0001 om
qz = 0,0005 cm

0.001 cm

.
o
[}
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:

Fig. 2.2 Columna con fuerza excéntrica y
flecho mdxime al centro del cloro.

Seccidn Transversal

225 cm?

600 cm.
2 x 106 Kg/cm2

es _variable

15 cm
VM e P
u

l 15 em, ]

Solucidn,

Para el andlisis se requiere de la ecuacién (2,22),
que d4 la flecha, &, en funcidén de la cargs P. la carga P se
hard variar para cada excentricidad dada en el rango de valo
res de cero (P = 0), al valor critico (Pep). Para definir el
1fmite superior del rango se emplea la ecuamcidn (2,23).

Se sabe que el momento de inercie para la secoidn es:

3
bh
I= s
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o 35053

12
T = 4218.80 cm?

La carga critica para la columna esta dada por la ecuacidn
(2.23): ‘

b o HPET
cxr = 12

Sustituyendo valores en la ecuacién enterior

(3.1415)2(2) (108) (4218.80)
(600)2

 Pop =

Pcr = 231.32" Tn

Los valores de § y P para las excentricidades dadas se mues-
tran en la tabla 2,1

P Valores de § y § , en cm.

{ ton.) 9=0 9=0.0001 |4=0.0008 | §=0.00!
S § S S

10 0 0.000006 | 0.000028 | 0.000056
60 0 0.000044 | 0.000217 | 0.000435
100 0 0.000085 | 0.000476 1 0.000952
160 0 0.000283 } 0.001413 | 0.002830
200 0 0.000809 | 0.004046 | 0.,008092
220 0 0.002470 | 0.012350 0.024706
Per=231.32 S —»oay S —® S —m S — 0

Tablo 2.1 Valores de la flecha,S,pura diferentes valores
de carga , P,y excentricidad q-
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51 se renresentan los valores de la tabla anterior, (obteni-“
dos de la ecuacidn (2. 22)), en una griafica §- P como se mues
tra en la figura 2.3, se observa que: ‘

si en la ecuacién (2.22), P es igual a cero (P = 0),

entonces X = 0, y por lo tanto Sec KL /2 = 1, por lo que 1la
flecha, $ , es igusl a cero ($ = 0).

P (ton)

Pcr=231.32

200.00

160, 00 4

1€0. 00

0 —= § (cm.)

0.002 0.004 0.006 0.008

Fig. 2.3 Grdfica S-P de lo columna de la fng 2.2
-cargodo excentricamente

Por el trazo de las curvas correspondientes a qy,ds
y q3 se denota que la flecha, 5, aumenta sin limite a medida
que la carga P, tiende al valor critico (Per)e

Esto mismo sucede cuando se obtiene la carga critica
para el caso en gue la excentricidad sea cero, q = 0 . Esto
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es, la flecha, , e8 cero para todos los valores de K./2 me-
nores a /2, lo cual significa que la flecha $ permanece nu
la para cualquier valor de P menor que Pgy . Pero si P = Pey,
entonces Ki/2 = T /2 y la flecha resulta indefinida y puede
tomar cualquier valor; la representacidén de estas condicio-
nes se encuentra en la figura 2.3 por las rectas OA - AR pa-
Ta q = 0.

. Como no hay proporcionalidad entre la carga P y la
flecha que produce, y aunque las flechas permanezcan peque-
flas y el material siga siendo linealmente eldstico, no es a.
plicable el principio de superposicidn, ya que si se conside
ra que las cargas indicadas en la figura 2.2 son equivalen
tes a cargas axialmente aplicadas, P, mas pares, Pq, que ac-
tuan en los extremos. Si Unicamente actuaran los ypares- Pq,
producirisn flechas gue se pueden hallar de la forme tipica
para la flexién de vigas (referencia 2.3). En este caso, 1la
prasencia de pequeiias flechas en les vigas no cambia la ac-
cién de las carges, y los momentos flexionantes en ella se
pueden caleular sin la consideracién de la flecha o defle-
xién de la viga. Pero, cuando ademds existe una carga axial
sobre la columna, la fleche producida por los pares Pq hacen
que la fuerza axial tenga una accién flexionante ademds de
un. efecto de compresidén., Tal accidén flexionante de la fuerza
axial produce flechas amdicionales que a su vez influyen en
los momentos de flexidn. Asi puds, el momento flexionante no
" ge puede hallar independientemente de la flecha, y existird
una relecidn no lineal entre la carga axial y la deflexién.

-Con lo visto anteriormente es posible obtener el mo-
mento flexionante' méximo de la columna cargada excéntricamen
te de la figura 2.2
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M néx. = P(qm B (2.28)

aus seré a1 oomtro ad 1a oluma, v or la scusoién (2.22):
Seqeriziy Fr

si-se sustituye la ecuncidén (2.22) en la ecuacidn (2.24)

M méx. =P (g +qSeckl/2-q)

y vpor lo tanto el momento flexionante mdximo es:
M méx. = P q Sec K[ /2 - (2.25)

Si se hace:

M mX.  _ Sec K 4 /2

Pq
y se grafican los valores de (P,M mdx./P q) mostrados en 1la
tabla 2.2 (para q = 0.0001 em) se obtiene la gréfica que se

p para q = 0.000l cm.
(ton] K(.E/2 sec K&/2 Pq M madx. M max.
rad} Kg - cm. Kg - cm. Pgq
10 0.1047T 1.06 - 1.00 .06 1.06
60 0.255 1 .44 6.00 8.61 1.44
100 0.3291 1.95 10. 00 19.52 1,95
160 0.416 7T 3.83 16.00 61.22 3.82
200 0.465W 9.09 20.00 I81.84 9.09
220 |0.488T | 25.70 22.00 ! 565.38 25.70
Per=231.32 | /2 |secK¥/2wo0f 23.13 [Mmix.—w oo %ﬂ.qrm_x —~o0

Tobla 2.2 Valoras del momento flexionante mdximo en la columna
entre el momento octucnte (M mdx./pq),poro una excen-
tricidod dada (q= 0.000! cm.)



muestra en la ﬁgura 2.4 3

q £0.0001 cm.
10+ ‘

I ) }

y 1 Ly - P('oﬂ.,
100 10 200 Pcr

Fig. 2.4 Grdfica ( P, Mni/pg) de fa columna de ta Fig 2.2
con wund excentricidad q =0.0001 em.

1

Sec KL/2 = >
Cos K [ /2

Cos Q° =1,
entonces;

SecKfl/2 =1

: e e . Ce P EE P T ey
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De ésta se observa que para valores muy pequefios de P,
el momento flexionante mdximo es P q, cuyo valor es el momen
to de flexidn en la columna cuando se desprecia el efecto de
las flechas. Conforme P aumenta, el momento flexionante ore-
ce en forma no lineal y llega a ser muy grande cuando P sge
acerca a su valor critico (Pgp)e

2.1 CARGA CRITICA EN COLUMNAS ELASTICAS SUJETAS
A CARGA AXIAL

En este subcapitulo se obtendrd la carga critica Tara
las columnas fundanentales, como son la columna: cantiliver,
doblemente restringida contra el giro en los extremos, empo-
trada en uno de los extremos y articulade en el otro, y do-
blemente articulada que se estudid en el capitulo 2 . El and
lisis considera las siguientes hipétesis:

a) El material del cual se constituye el elemento se compor-
ta elédsticamente.

b) EL elemento es totalmente homogéneo,
¢) E1 sistema de apoyos es ideal,

, -~ Carga critica de una columna empotrada en su base y
libre en su extremo superior (columna cantiliver).

En 1la figura 2.5 gse muestra la columna ecantiliver i-
. deal que servird para la deduccidén de la carga critica.

El momento flexionante en la columna a la distancia Y del ex
tremo inferior es '



Y

Fig.2.5 Columno ideal empotrado en la bose
’ y libre en su extremo superior.

mi =P (S -2X) (2.26)

¥y la ecuacién diferencial de le eldstica esta dada por (2.2)

o o 82X M

= -

ay EI

Sustituyendo (2.26) en (2.2), se tiene:

I 'Péi'xl » (2.27)
£ = EPI § - 51 X (2.28)
x"-+-3§%- X = EPI S ‘ S (2.29)

llamando nuevamente a la igualdad (2.4) |
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paré‘fédi' har el tratamiento matemétioo, y sustltuyendo 1a‘

ecuacidn (2 4) en (2 29) ae tiene" A

X"+ K2 X = K25 SR T (2430)
TLa ecumcidn (2,.30) es una ecuscién diferencial lineal

con coeficientes .constantes y no homogénea, cuya solucidn Fe

naral se obtiene en forma similar a la solucidén de la ecua-

cidn (2.5) y es:

=Cq Cos KY + Co Sen KY + 5 = (2.31)

para conocer las constontes Cy y Cp , se recurre a las si-
guientes condiciones de frontera:

18t Y=0,%=20

el Y=0,A'=0

De 1a condicién (1) en 1o ecuacidn (2,31)

0 =0y Cos (0) + Cp Sen (0)-+S“

nor lo tanto:

€1 ==~5% | . | (2.32)

ohteniendo la nrimera derivads de la ccuacidn (2,31)

‘X' = -~ K Cp Sen KY + K Cp Cos KY , (2.33)
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su;atituyendo el valor de C; en la ecuacién anterior

X' =X$ Sen KY + K Cy Cos KY (2.34)
De 1a condicidn (2) en la ecuacidn (2.34)

0 =K$ Sen (0) + K G, Cos (0)

0 =K Co

nor lo tanto;

Ch =0,y

X =-3Cos KY +8

X = 8[1 - Cos KY] . | (2.35)
8i e;a ana;iza la forma del pandeo se puede ébsewar que:

si Y= ,%X=§

sustituyendo en la scuacidn (2;35), el valor de X e Y.

Cu§ [1 - Cos Kl]

§=5 -5 cos ki

0=-$ Cos K/ -  (2.30)
como $# 0, se debe cumplir que:

Cos K}=0,
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por lo tanto

2 STy
donde n =1, 2, 3; 4ue

Cuyo valor de interés es K.l= T /2, con el cusl se ob
tiene el modo fundamental de pandeo y el valor mfnimo de 1le
carga critica.

Si se eleva al cuadrado la igualdad anterior

despe jando K2

2 | . ‘
K2 = _..lf....é.. ‘ (2.37)
4 4

del inicio del andlisis sabemos que por la igualdad (2.4)

2 P
K™ =
EI

igualando las K2 gse obtiene:

P I 2

8i se despeja P de la igualded anterior, y encontrdndonos en
la condicidn critica, la carga P resultante, serd la carga
critica, Pgp, para la columna cantiliver,
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. 2 :
Pcr = .l._‘f—_;:— (2.38)
4

la ecuacién (2,38) es la carga critica para una columna empo
trada on su base y libre en su extremo superior,

- Determinacién de la carga critica para una columna
empotrada en la base y articulada en su extremo superior,

Como se aprecia en la figura 2.6, la deflexidén en la elisti-
ca es ung funcidn de:

e K% R
..—c-x e
1 -
’ Y
L 1—1—-5——~——~——'>x
:i ;M=R£
p ‘

Fig. 2.6 Columna ideal empotrada y orticylada
- con fuerza axial.

X=Ff(Y,1) . (2.39)
El momento flexionante a la distancia Y del émpotramiento es:

M(Y) = PX - R( 1~ Y) | | : {2.40)
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 ew
Lo ééﬁééién”&iféfeééiﬁi'deﬁia Juryéféiééticﬁﬁéd”(2iéii'f:"

M
EI

I = -

sugtituyendo (2.41) en (2,2)

EI : S
P

"o o - R R o ) ‘
= e s X - e Y ' | (2.42)

recordando que, por la igualdad (2.4)

y se sustituye la ecuacidén anterior en la (2.42) se tiene

R R
= T+ = A (2.43)

X" = - K2 X -

arreglando la ecuacién (2.43) se tiene

kX =L ([ 1) | (2.44)

multiplicando y dividiendo por K2 el segundo miembro de la e
cuacidén (2.44):

o
X" 4 B2 X = e B (oY)
L.BI
EI
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_pofulovfénto:

2

xn . E =85 (I-7) T (2.45)

Le igualdad (2.45) es una ecuacién diferencial lineal con coe
ficientes constantes no homogénea, que tiene la misma forma
que la ecuacién (2.5). Por lo tanto la solucién de ia ecua-
cién (2.45) se obtiene en forma similar a la solucidn de 1a
ecuacién (2.5) y es:

x=clcosn+czsenKY+-%-(J-Y) (2.46)

Para obtener el valor de las constantes Cy y Cp se re
curre a las condiciones de frontera, las cuales son:

1)81 Y=O;X=o
2) i Y=0;X'=0
3)8i ¥Y=[]3;X=0

Obtencidén de X!

X' = - K Cp SenKY + K Cp Cos KY ==~ =« = (2.47)

si se aplica la primera condicién en la ecuacién (2.46)

0=0C + 0+ 2
1 - Ji

01+—‘1§-J2=o . | : o (2.48)

- o S O P
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si se aplicailavéegunda'condicidn eﬁ:ia;é;ﬁa§;5;f(é;égj_
o'z‘oncca:'-”—‘-‘— o

P
pof .10 tantos
CoK -2 =0 S : (2.49)
aplicando la tercera condicién a la ecumcién (2.46}

O=Cl Cos Kf + Co SenKl+—%— (j-l)

ofdenando:
Cp CosKl+CpSenKfl=0 - (2.,50)

Las ecuaciones (2.48), (2.49) y (2.50) forman un sis=-
tema de tres ecuaciones lineales homogéneas con tres inedgni
tas: Cy , Cp y R , cuya primera solucién es la trivial,en que
C; =Co =R =0 . En este caso, por la ecuacidén (2.46),la dg
formacidén X resulta nula, lo que representa que no hay pan-
deo , lo cual carece de interés.

El sistema de ecuaciones (2,48), (2.49) y (2.50) se puede esg
eribir en 1la forma:

fl
o

(1) €3 + (0) Cp + (I/P) B

(0) ¢y + (K) Cp = (1/7) R (2)

]
(=]

(0yr=0

+

(Cos K1) ¢y + (Sen KI) C,
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Para que exista solucidn diferente a la triviasl,el de
terminante de los coeficientes del sistema de ecuacionea (J)
- debe ser igual a cero, 0 seat

Lo 4

10 K -

L
P
Cos X! SenK{ O

: dekaa.rrollando el determinante:

4 1 gen
? ,Q,COB K.Q'l" P nKﬂ.=

"dividiendo entre Cos Kf y multiplicando pox P :

=Kl +Tan Ki=0

" de donde

‘g Kl =K{ . o (2.51)

Si en una gréfica (X), Tg K1), se representa 1a ecua

eién (2.51), se observa que el valor minimo que la satisface
€83 como Se Observa en la figura 2.7 .

Kﬂ = 40493

alevando al cundrado

k2 2 = (4.493)%
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T~~~ INTERSECCION No.1
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:\— INTERSECCION No. 2

¥
i

&
KL= Ti/2

f
!
|
l
I
l
l
I
|
l
t
|
I
|
|
|
!
l
|
I
!

Fig. 2.7 Grdfico (K&, Tg KL ). Determinacion de

los

intersecciones.

I8 9 uo_', KL
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entonces:
l | | S
por la ecuacién (2.4):
2 _ P
K* = T

8i se sustituye la ecuacién (2.4) en (2.52) se tiene

P _ 20.19

EI £2

Como el andlisis se ha hecho pars la condicién erfti-
ca, la expresidn resultante de la carga, serd la carga criti
ca, Per , para esta columna

P = 20,19 E ¥
er 2
Y,

teniendo en cuenta que 20,19 = 11'2/(0.7)2 , entonces

_T°EI

Pom = (2.53)
°F 7 (0.74)2

Sustituyendo las constantes C1 y C» en la ecuacidén (2,46)

R

x:-—%—-lcosKY-ﬁ- SenKY+-%—(l-Y) (2.54)

ddndole una forma mds ordenada a la ecuacidn (2.54)

X =

[SenKY-K,ﬂCoaK’fi-K,Q (1-—’-[—)} ~ (2.55)
PX ) _
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P = Pgp ¥ R es la Teacoidn, la. cual

2.2 EFECTO DE LAS CONDICIONES DE APOYO

s posible observar que las colummas: cantiliver, do-
blemente restringida contra giro y empotrada y articulade(fi
guras 2,8 b, ¢ y 4 resvectivamente) se comporten en forma si
milar a la columna doblemente articulada (figura 2.8a), asi
pues, la columnz cantiliver se comporta como la mitad de 1la
columna doblemente articulada, la columna doblemente empotra
da se comporta en el tramo intermedio (limitado por los pun-
tos de inflexidn A° y B'), como una columna doblemente arti-
culada y ln empotrada y articulada como una fraccién de 1la
doblemente articulada.

yt y b
P J,P lP
T & | A T T
! T i T " L4
: 1 hya |- i A
I ' !
1 1
‘ |
I ll\ V] |
} :‘\ B |Ya
____B u(f-—f-;x ' |‘\J- L A T X
(a) ‘ (b} (c)

Fig. 2.8 Columnos fundamentoles: a)-doblemente urticulodo,.
b)-empotrada en la bose y libre en su extremo superior,
¢)-doblemente empotrada y d).- empotrado en lo base y
orticulodo en su extremo superior,
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Para reforzar lo que se mencion§ anteriormente, se re
curre a las ecugciones correspondientes a le carga critica
de cada columna, es decir, si en la ecuascidén de la carga or{
tica para la columna doblemente articulade (ecuscidn 2,23),
se sustituye | por 2}, se debe obtener la carga critica pa
ra la columna cantiliver (ecuacidén 2,38), esto es:

2
P M- E I
‘ c = a—-—-—-—ér——

8l f=21
. 2

De forma andloga, 5i se sustituye & | de la ecua-
cién (2.23) por I/2, se obtiene 1la carga critice para la co-
lumna doblemente empotrada. (ecuacidn 2,56), como sigue:

s A= A/2

2 .
4 T E1I
asi también, si ,9, de la ecuacién (2.23) es sustituido por
0.7} , se llega a la expresién de la carga critica para 1la
columns empotrada y articuleda (ecuacién 2,53), es decir:

si 1= 0-7-9
2
b =B
(0.74)2
I’cr"" 20,19 E I

12
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Para ilustrar los resultados anteriores, se establece
en el siguiente subcapftulo (subeapitulo 2.2.1) el concepto
de longitud efectiva de pandeo. '

2.2,1 LONGITUD EFECTIVA DE PANDEO

Es importante notar las caracteristicas de la forma
de la eldstica de la columna al momento del pandeo, como se
muestra en las figuras 2,8a, b, ¢ y d; se observa que en 1la
columna doblemente articulada (figura 2.8a), los puntosAy B
son puntos de inflexién, asi como también los puntos A' y B'
de las columnas mostradas en las figuras 2,8b, ¢ y d.

Entonces, se define como longitud efectiva de pandeo
a la distancia que existe entre dos puntos de inflexiénen la
eldstica de la columna, y depende del sistema de apoyos, car
gas y de los desplazamientos horizontales.

Resumiendo lo visto anteriormente, se llega a la fér-
mula general de la carga critica en columnas (ecuacidén 2,57)
8i se toma en cuenta el valor del factor de longitud efecti-
va de pandeo, k, para cada caso, esto es:

2
= .%5:14%52_ | (2.57)

Poy

en la figura 2.9 se muestra el valor del factor de longitud
efectiva de pandeo, k, y la exnresidén de la carga critica pa
ra las columnas fundamentales.

2.2,2 LONGITUDES EFECTIVAS EN COLUMNAS
DE ESTRUCTURAS REALES



C O L U M N A
DOBLEMENTE |EMPOTRADA Y LIBRE| DOBLEMENTE |{ EMPOTRADA Y
ARTICULADA | (CANTILIVER) | EMPOTRADA | ARTICULADA
P P P lp
——— ‘ .
T T i T
1
_l. T 0.7!
' 2 R | os8 ] ¢ l
|
i
i . z(i AN A
| 2 3 4
k =1 k=2 k=0.5 k =0.7
_ el - T2Ex __MEER _ Ml
Pcr-——-—-——“'2 Pcr (202 Pcr= R Per= o0z

Fig.2.9 Valor del factor de longitud efectiva de pandeo K
' poro las columnos fundamentales.

39
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Lrs columns anter mencionndns son ideales en su com-
vortamiente y sistenn de apovo, asi nor ejemplo, la columna
doblemente articulezda, su sistermn de anoyo se comnorta al
1007 'de srticulmeidn, En estructurss reales esto no sucede,
pues se tendrd un~m combinncidn de empotromiento ¥y  articula—
cidn, es decir; se trata de obtener le. interaccidn oue ejer—
cen sobre el elemento en estudio; las rigideces de trabes,lo
sag v colume cue concurren al extremo del elemento en cues-
tién; por ejemplo, =i las rigideces de trabes, losas,y colum
na que concurren a uno de los nudos del elemento son grandes,
dicho nudo tenderd a ser un empotramiento mientras mayor
senn les rigideces de los elementos concurrentes.

) intonces, nara tol fin (obtener el factor de longitud
efectiva de nnndeo en colwmnas de estructuras reales), se
construyeron nomogramas cue contennlon dos casos:

0ASO 1. iomograma nars determinar el factor, k, de longitud
efectiva de nandeo, de colummas oue forman parte de
marcos contraventeados (figura 2.10).

iSO 2, MNomogroma para determinar el fnetor, k, de longitud
efectiva de pnndeo, de columnns aue forman nporte de
marcos no contraventeados (figura 2.11).

Para ambhosS €Aases:

o ~2(I1/1)c
" {1/ )p

. >(1I/L)c

° Z(1/L)o

]
ed




O o

M ARCOS

ThLO

—J-0.8

03

CONTRAVENTEADOS

0.8
0.7
0.6

0.1

Fig.2.10 Nomogromo para determinar el factor k

de longitud efectiva de pandeo de colum-

nas que forman partie de marcos con -
{raventeados.
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©Q -y OO r— OO0
100.0 — ~}-20.0 —100.0
} -3 10.0
50.0 ~ o b~ %50.0
30.0 — 1 50 - 30.0
20,0 — B PPN —~—20.0
ey .WL e
10.0 — —~4- 30 ~~=10.0
8.0 — T |— 8.0
7.0~ . T ~— 7.0
6.0 —— 4~ ) — 6.0
5.0 = g — 5.0
4.0 — i I — 4.0
3.0 —y 1 b~ 3.0
2.0 — + — 2.0
-t 1.5
- -
l.lO—ﬂ L — 1.0
p -
- £ h—
- aud
w— . -r- r—
O ~—d ..JL.|,° [ SR, 1

MARCOS - NO CONTRAVENTEADOS

Fig.2./1 Nomograma para determinar el factor K
de longitud efectivo de pandso de colum-
nos que forman parte de marcos no
contraventeodos. :
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donde
ra = factor de rigidez en el nudo inferior.
ri = factor dé rigidez en el mudo superior.

Z(I/1)e suma de las rigideces relativas de 1las columnas
que concurren al nudo.

2(I/L)p es la suma de las rigideces relativas de piso,y se

| obtiene sumando las rigideces relatives de traves,
vigas y losas que concurren al nudo, en el plano
de flexidn por pandeo, ‘

Ohtenidos ra ¥ rﬁ, se escoge el nomograma adecuado se
gin el caso (marcos contraventeados o no contraventeados);lg
calizados los valores de ré y rﬁ en el nomograma COIrrespol=-

" diente, se unen estos por medio de una linea recta que eruza
- 8l eje de las k; el punto de interaeccidn entre la recta de

unidn con el eje de las k, es el valor del factor de 2longi-

" tud efectiva de pandeo.

En el sigulente ejemplo se presenta la secuela para
el uso de los nomogramas. -

Ejemplo 2.2

Se tiene un edificio formado con marcos en dos direccionés _

~ mxn y nyn perpendiculares entre s{, y se desea caleular el

P S |

factor de longitud efectiva de pandeo para la columna BC que
ge encuentra en la intersecoidén de los ejes 2 y C de 1a es-
tructura de concreto reforzado, que se muestira.en la figura
(2.12). ’



 Concreto! f'c =250 Kg/em?

. fy =4200 Kg/em?

(o}
PLANTA
! - 2 3 4
2t e VER DETALLE | }
) - N ’ e
an )
[ ; -0 T —
: : |
2 T (el
TB—{ 8] T DETALLE |
I p—— ‘
: | 500
l { 9.07 i
0 - | o | whr o ——>Y 36:[" . l I_Ij
\\l/l 2 l
- (b) | (d)
PERFIL CORTE A-A
Fig. 2.12 Estructura formada por marcos : o)-planta, b).-perfil '
c).- detolle’t , d).~ corte A-A y e)-corte B-B. w

Nem——

b4



45

Ia estructura no tiene desplazamientos laterales y es
onalizada en ‘la direccién 0%X.

a) Determinacidén de r) correspondiente al nudo B de la colun -
na. ‘ o ‘

a.1l) Cdlculo de la rigidez relativa de las columnas,
esto es:

I/f col (0 -1),(1 ~2)y (2=3)

bh-
12

Tcol = 35453 :

12

Icol =

Icol = 485,260.4'cm4

I/ col (0 - 1) = Icol
0=-1

T/) col (0 = 1) = 285,260.4
_ 427.5 ' '

-1/ eol (0 - 1) = 1135.11 om

T/L col (1 = 2) = =225,

J1-2

1/f col (1 - 2) = 485,260.4
’ : 405

I/) col (1 ~ 2) =‘1198.2 om3
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= Tcol
fo-3

’i)lﬁ L3y o 485,260.4 '

; _Para determ:\.nar el momento de :mercia de la trabe y
narte de 1o lose.,"‘ es necesario determinar el eje centroidal
del . érea formada por el patin y el alma (figura 2 13)

e 4t:36 | 25 | 4vsze
I ha | ——I‘

i 1{1:9

. 1
centroide —— — — — -J--———.ﬁ___.‘,_.__ T

F:29.08 36

p—25— l

Fig. 2.13 Seccion formada por la trabe y
parte de lo losa.

.

donde:



Q; mOmehto?estético‘dél'érea 1,, 7551;3‘;~
As éréa "b(“)“t»;a,l

¢ _97(940.5 + 25(36)18.0
97(9) + 25(36)

29,08 cm

O
.

IT_= Toatin * Ioina

= O 4 grs)y(aan? + 2B 4 25036) (1.08)°

H.
3 .
I

Ip = 5,892.75 + 113,45§.d§}[97,é§b.oo ¥ 110;;55;56':
Ii;* 327,037.6 ont B
ﬂ#fabe = 550 cm

I/1 trabe = ‘éggggélié_

I/) tpape = 594+6 cm’

( 1/ piso); = 1189.2

47
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ot o 2333.31

& 1189.2
rl'l = 1.962

' ( Z1/2 col )

21/4 piso /2

( 1/% col), = 2(1198.2)
( 1/4 col), = 2396.4

( 1// piso), = 2(534.6)
( 1/4 piso)2 = 1189,2
ot o 2396.4

b7 1189.2

r-'b = 20015

Con los valores de r; Yy rﬁ gse entra al nomograma de
marcos controventepdos (por no tener desplazamientos latera-
les), para obtener el factor k (factor de longitud efective
de pandeo).

k= 0.857

Ejemplificando:

1.96 —9- 2.02
1 k=0.857
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| UFORMULA DI EULER . . o

BEn mn colun~ sometidn a fuerzn excénirica, 1o flew
chn aument:s con muche rr-ddez cusndo 1n cayrge avial se apro-
sime ol valor critico, o sen, cunndo P se rcerce a Py o Lm
ecuacién de 1o flecha y del momenio flexionante are ln co=
lumnn dohlemente articulada (ecuncidn (2.22) y (2.24) resnec
tivemente) dmn velores oue tienden n infinito cuando la car-

g F tlende o Fop e

‘Del enpitnlo rnterior, la evpresidn de la errer criti
e mwora 1o colwmn doblomente articul-da (ecuncidn(2.23)) re-
sultd:

2 -4

qT i

Jz
cuyo valor sélo derende Ce log dimengiones de 1o columna y

del nédulo de elasticidnd del materinl. A la carpa critica
de unz columna elfstica iderl se le llama también carga  de

Pop =

fuler (referencis 3,1) .

Zn 1n ecusncidn ~nterior se observs cue L ogoren eriti
en neys unn colunnt es directrmente —romorciontl a su risi-
dez flevional, B I, e inversanente proporcionnl al cundrado
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de su longitud, asi como también, independiente de la resis-
tencia a la compresién del material. Por tanto, la carga crfi
tica de una columna no aumenta s5i se emplean materiales con
mayor resistencia, por ejemplo; acero con mayor esfuerzo de
‘fluencia, Para aumentar la carga, se procede a incrementar
el momento de inercia, I, de ia seccién transverapl, distri-
buyendo el material lo mas lejos posible del centroide de di
cha seccién. Esto hace que los miembrog <tubulares resulten
ser més econdémicos que los macizos con la misma drea trans-
vergsal y que su empleo como columnas sea mds generalizado,lo
cual se logra si se reduce el grueso de pared de 1la seccidn
y aumentando su dimensidn transversal ya que el momento de
inercia, I, se incrementa, asi como la egtabilidad del ele-
mento.

La disminucidn de los espesores de pared debe hacerse
bajo criterios fundamentados, pues la propia pared puede lle
gar a ser inestable y en lugar de producirse el pandeo en
conjunto del elemento se provocard un pandeo localizzdo de
la pared. A dicho fendmeno se le conoce como pandeo local¥ ¥
se presente en forma de abolladuras en la pared (refereg
cia 3.2) .

Por la ecuacidn {2.35) del capitulo anterior tenemos:
¥=5(1~0CosKY)

en 1a que la flecha, S, ain estd indeterminade. Para mayor
informacién de ésta, se recurre a la siguiente condicidn:

Si Y=0,X=§

¥ EBste fenémeno de pandeo local requiere de una dinvestige
¢ién mds a detalle, qgue no estd al alcance de este trabajo.

v -
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para el extremo sumerior de la columa, ya que se trata de
une. columne empotradat en su base y libre eon el extremo supe-
rior (columna cantiliver), ' ‘ R s

8i se sustituye la condicién antefiorien*la‘écﬁaci&n (2.35)
ge obtiene que: ’ ‘ ' SR ,

$Cos Ki=0 v (301)

de donde se desprenden dos nosibilidades: a) que §= O o
b) que Cos X1 =0 . Si se cumple la nrimera ($ = 0), no exis
te flecha en l2 barra, y nor tanto no hay pandeo (figura
3.1a). En este caso K puede tomar cualcuier valor y la ecuz
é;dn (3.1) se satisface. Por consiguiente la corga, P, tam-
bién podrd tomar cualouier valor. Este resultado se represen
ta en 1z firura 3.2 por el eje verticol, '

P
R
g .
1/5:[_“
L e X
(a) (b) {(c) _ (d)
Fig. 3.1 Columna ideal empotrada en la bose y libre en su extremo

superior: 0)-onterior al pondeo b)-modo fundamental del
pandeo, n=1, ¢)-primer modo superior del pandeo,n=3 vy
d).- sequndo modo superior del pandeo, n= 5.
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La otra posibilidad es que Cos KL= 0, en tal caso se
observa por la ecuacién (3.1) que §, puede tener cualquier
valor diferente de cero.

gl , . >$

Fig. 3.2 Grdficas deformocion total -carge
para columnas.

Para que Cos Kf = 0, requiere que
El=nTy/2 | (3.2),
donde: n =1, 3, 5,e40

si se toma n = 1, se obtiene el minimo valor de la carga P,
exyresado por las igualdad (2,38), esto es:

. T2ET

Por
s 12
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Eata exnresidn, da la carga critica minime con la cual lo co
lumn se mantiene en forma ligercmente flexidndda,iprEduciég
dose estn deformacidu resnecto nl eje princiﬁal"'éd:fesnog
dients nl menor momento de inereim. sl

~ Para determinar la forma de la curva eléstica se ob-
serva que K =T/21 ¥, por tunto, la cantided KY de la ecua-
eidn (2.35) varia desde cero hasta W/2, entonces la elfsti-
ca, es la renresentada en lo figura 3.1b .Para esta solucidn
1a mognitud de la flechn nermonece indeterminpda y esta con-
dicién se re-resenta -or la rectn horizontal AR {P = Poyp)de
la figura 3.2 ,Debe tomerse en cuenta cue las flechas son ne
coueflag en este andlisis idealizado.

5i en 1o ecuscidn (2.38) se toman valores mayores de
n, se obtienen infinidhd de cargns eriticzs, mor lo aue, la
exmresida general de la carga eritica nara la columno de 1a
fizarns 3.1la, es: SO ‘
Payp = n” T g L - - S 5(353)
I ‘ R e L

Pnra le. misme columna, ls ecuncidn de la curvo eldstica. es

= §(1 - o -—’15_1'-{—-) ' (3.4)

si se observn 1o ecuzcidn anterior, se deduce que ruando el
indice n aumentc, la eldsticn de la colwmn tiene cade vez
mds ondos. Tuando n toma el valor de wno, lo curva tiene une
semionda, como se muectrr en la figure 3.1b .Cuanfo n = 3,se
ohtiene:
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4 j2

X= $(1 - Cos -éigé—x-)

yraran =5

g
_ 5T E1 Ly

POI‘ - 4 Jg

_ 5 Ty
X = 3(1-ccfs-—-—-—--21 )

En la figura 3.1c y 4 se muestran las curvas eldsticas para
los dos casos anteriores, respectivamente. A pesar de que
son modos de pandeo itedricamente posibles para el elemento,
no son de interés prdctico, pues la columna se pandeard me-
diante el primer modo (modo fundemental del pandeo), cuando
la carga P alcance el valor dado por la ecuacidn (2.38). Por
lo tanto, se puede considerar la carga eritica como la carga
Wltime para el elemento, y para el proyecio prictico se in-
troduce un factor de seguridad, por lo que la carga admisi-
ble se considera mucho menor que la carga critica.

En la deduceidn de la ecuacidén para la curva eldstica

* (ecumcién(2.35)),1a flecha méxima, S, permanece indefinida.

Se intuye que ¢uando P = Py , la columna podria tener una
pequeﬁa flecha, condicién que estd representada por la recta
horizontal AR de la figura 3.2 . Este teorfa se limita a con
siderar pequefias flechas pues se utilizé le expresidn aproxi
mada, X", para la curvatura de la columna en lugar de Su ex-
vresidén exacta (referencia 3.3) .
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La solucidn denla ecuacidén diferencial exacta ha sido
obtenids nara verios casos, y muestro cue no existe ninguna
indeterminacién en el valor de la flecha. For el contrario,
gse encuentra nara el coso de una columnn eléstica ideal, que
12 srdfica deformecidn total-carga'es la representeda en la
figura 3.2 nor la 1inea AC.

En experimentos con columnas eldsticas, la jrifica de
formreidn total-carga se asemeja mucho a la curva 3 de la fi
gure. 3,2 JDebido a nue existen verinciones no deseadas en la
caren i oen la construcceidn de 1n columnn; aparecerdn defle-
xiones o flechos lrierales con cargns rienores a Poyp ,l08 cua
les awnenton a medida gue las cargne se anroximan a la criti
tico. Inire mejor se construye y e cargue el elemento, mdés
g2 anroximnrd 1la curva 3 a loz resultados tedricos: dos rec-
tns, uwnn vertical y otra horizontal, o sea las rectns OA s
ﬁﬁ, Si en la columna, los esfuerzos llegaran a exceder  del
1imite de proporcionalided a eargns inferiores a Poy ,la gri
fica deformacidn totol-carga, serd semejante a la curva D cu
vo punto ndxinoe representa la carga de nandeo tedrico corres
~ondiente al nendeo ineldstico de 1o columna, ¥ tal carga es
menor oue la de Tuler pnara 1la mismn columna.

3.1 LINITACIONES DE LA FORNULA DE EULER

En una columna con fuerza aplicerde axialmente, si se
considers oue la fuerza es igual a la carga critiea, Per, el
esfuerzo critico medio de comnresién es:

Fex | . , (3.5)

La expresidn general de la carga critica se obtuvo en
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el capitulo anterior (ecuacién 2.57), en la cual, k = 1, pa-
ra la columna doblemente articulada de le figura 3.3, esto
a8t h ‘ .

P

g
'

— X

b

Fig. 3.3 Columna doblemente articuioda con
fuerza oxial de compresion.

ni se sustituye la ecuaeién (3, 5) en le igualdad enterior
(2.23), se tiene:

T2 E I
42 A

fCI‘ = (3-6)

¥y por otro lado, el radio de giro, v, de la seccién es:
T o=y |- - (3.

donde: 1

radio de giro.
= momento de inercia de la seccién transver-
sal.

e
|
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donde: ﬂ/r = la relacién de esbeltez de la columna.,

~ Ia ecuacién (3.8), es la férmula de Euler, gue d4 el
esfuerzo critico nara la columna doblemente articulada.
Si se grafiea ([/r, P/A) se obtiene la curva ABC que se le
1lama curva de Euler como se muestra en la figura 3.4 . Para
que la ecuacidn sea vdlida, el esfuerzo debe permanecer siem
pre menor al esfuerzo del limite de proporcionalidad.,

Bsto hace gue la aplicacidn de la curva sea vdlida sélo en -
la regién BC, donde f., es menor al limite de nroporcionali-
dad, f!p . Para encontrar el nunto B, cuyo valor es el limi-
te por encima del cual se anlica la férmula de Euler,se igua
12 el esfuerzo critico, fdr y con el limite de provorcionali

dad, £,/ . Bsto es, oi se hace for = £, en la ecuacién(3.8):
211

T =_ﬂ__ﬁ4~

P (4/r)2

daspejando el valor de l/r

1

(3.9)

l/r =
fp
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ff’-ﬂP/A‘ »

A\ Curva de Euler
\ /
\ Limite de resistencia
6 D - \E [ F
f mdx. e * ar——— ¢ —— A v oh——
A B
ftp -——>~ r"—‘—"_ l Limite de estobitidad
. | '
' |
i 1
cols. L cols | cols
cortos Jl inte rmedios "‘i esbeitas o
5 s > /r

f i
Fig. 3.4 Curva de esfuerzos de compresidn axial en
funcidn de la relacidn de esbeltez{%/r, P/A),

Considerando acero estructural de limite de proporcig
- nalided,f)p = 4200 Kg/em? y 2530 Kg/em? y B = 2100000 Keg/em?,
se encuentra que el valor minimo de aplicacidn de la rela-
cién de esbeltez que corresponde al punto B es l/r = 70.60 y
}/r = 91 respectivamente. Por tento, para valores menores de
/v, segin el caso, el esfuerzo medio de compresién en una
columna de acero ideal simplemente apoyada alcanzard el 1fmi
te de proporcionalidad antes de que ocurra el pandeo; en con
secuencia, la férmula de Buler para la carga critica es ina-
plicable en este csso y 44 valores que son muy altos; y para
valores mayores, sgeglin el caso, la columna fallard por pan-
deo eléstico y se puede utilizar la férmula de Euler.

Para una columna con relacidén de esbeltez muy baja,el
. comportamiento esperado serfa la falla por resistencia del -
material, en forma de aplastamiento del hormigdén o concreto;
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o bien, la fluencia tratdndose del acero estructural. Debido
& lo anterior, se establece wn esfuerzo nféximo de comnresidn
P/A, corresnondiente al limite de resistencia del meierial,-
como se muestra en le fizura 3.4 nor la recta horizontal DEF
vue se traza a partir del punto de esfuerzo méximo, fméx.,el
cual representa el 1imite de resistencia pars la columna.

_ De la mismo grifice se observa oue existe una zona de
transicidn entre las columnas cortus y largas o esbeltes,que
'u;se'designan como columnas intermedias, estus colwmnas dehen
»trataree en forma especial, ya que no gobierna el criterio -
de estabilidad ni el de resisfencia, y su pandeo es ineldsti
"co., En la prdctica, muchas veces basta con trazar una recta
gue una los puntos B y D como se nuestra en la figura 3.4 ¥
considerar que ésta renresenta los esfuerzos criticos pare
las columnas intermedias. De esta forma se obtiene la cuyva
quebrada GDBC que sirve como base para disefiar columnas de -
cualguier longitud, la cual se muestra en la figurs 3.4 .

Por 1o anterior se distinguen dos tipos de pandeo:

a) Pandeo eldstico
b) Pandeo ineldstico

Se define como pandeo eldstico, cuando los esfuerzos
que se presentan en una columna son menores que el Iimite de
pronorcionalidad en el proceso de carge, y en el momento del
pendeo el esfuerzo en la columna es igual o menor al limite
de proporcionalidad.

Se define como pandeo ineldstico, cuando al llegar 1a.
carge al valor critico (P = Pgp), Se inicia el pandeso, pero
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los esfuerzos mdximos en una seccidén de la columna han llega
- do o rebasan el esfuerzo del limite de proporéionalidad. Es-
- to se debe a que la columna tiene una relacién de esbeltez
menor que la obtenida por la ecuacién (3.9), o simplemente
son de materiales no elédsticos como el concreto en los que
el limite de proporcionalidad no estd definido.

Ejemplo 3.1

Se tiene un elemento corto sometido a una cargas de
compresidén axial como se muestra en la figura 3.5 .Analizar
su nosible comportemiento.

P £=3.0cm.
A = 621 cm?
D i ~
2077 1 [ min= 27,375.8 cm®
'~ B
Z 730 E= 2.0 x t0°Kkg/cm?
, 2.0 fp= 2,100 Kg/cm?
P .

 Fig. 3.5 Elemento corto sujeto o fuerza de compresion axiol.

Analizdndola como una columna doblemsnte articulada:

r

I

T = ———

A

' 6.64 cm

e §
[}

v




61

(3.1416)% 2 x 108
(3.0/6.64)2

fcr )

for = 96,699,765 :0 Kg/cm2>> flp
eso significa que
Por = 6.00505 x 10%° kg

Por los resultados anteriores; podemos concluir que
esta columna no tendrd nroblemas dé pandeo; si fallm, se de-
berd a falta de resistencia, pero no per pandeo, por ser una
oolumna corta (muy corta) y el esfuerzo critico tedricamente
tiende al infinito ya que ! es muy pequetia, A es grande e I
también lo es comparado con f, y como este valor es muy pe~
quefio (1/r)2 es ain menor. Ahora T2 E dividido por el valor
de (l/r)2 ovtendremos un esfuerzo eritico de pandeo que tien
de al infinito. En este caso para estas columas cortas nos
damos cuentz que no tiene sentido hablar de pandeo ya que és
tas 86lo fallardn por mplastamiente del concreto, o por 1la
fluencia del acero. .

la ecuacidn (3.8) se puede emplear para obtener el es
fuerzo critico para las columnas restantes, As{ pues, si se
sustituye 1 de 1a ecuacién (3.8) por J/2, ge obtiene el esn-
fuerzo critico para la columna doblemente émpotrada, s8i se
sustituye,ﬁ por 2} Yy ,ﬂpor 0,7/ se obtiene el esfuerzo cri-
tico para la columna cantiliver y empotrades y articulada res
pectivamente. Se concluye gue la ecudcidén (3.8) se puede ge-
neralizar empleando el factor de longitud efectiva. Por 1lo
que la ecuacidn general del eafuerzo critico queda:

T2 & -
Pop = (3,10)
T elmy2 |
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dondeé: k = factor de longitud efectiva de pandeo.
©“. B = médulo de elasticidad. ‘
r = radio de giro de la seccidn,
" for = esfuerzo critico.
k L/r = médulo de esbeltez.

Al producto, kI, se le llama, longitud efectiva de
pandeo y el valor de k, como se muestra en la figura 2.9 pa-
ra cada columna es:

il

1 : Doblemente articulada,
= 2 : Empotrada en su base y libre en el extremo superior.
0.5 : Doblemente empotrada,

0,7 : Empotrada.en su base y articulada en el extremo su
pei‘ior.

.

" R KRR
i

i

- La ecuacibén {3.10) se utiliza para cualquier columna
con cualesqﬁier sistema de apoyos, siempre y cuando se conogz
ca el valor del factor de longitud efectiva, k, también en
le ecuacidn anterior se ve gue el esfuerzo critico es direc-
tamente proporcional al médulo de elasticidad e inversamente
proporcional al cuadrado del médulo de esbeltez de la colum-
na,

La obtencién de la férmula general (ecuscidn (3.10))
‘que dé el esfuerzo critico en una colﬁﬁna, se basa en la hi-
pétesis fundamental de que la columna se comporta eldstica~
mente hasta la aparicién del fendmeno del péndeo; por lo que
dichas férmules no son v4lides en piezas en el gque el esfuer
zo critico de pandeo es mayor del limite de proporcionalidad.

El rango de aplicacidn de 1la férmula de Euler, queda
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.

entonces determinado,:hnciendos |

fcfk;—flﬁﬁf‘i‘,

En resumen, 1= fdrmula‘ne Euler-gs anliczble-n 1qs 5}
lunres cuyo médulo de esbeltez nea'*'”'~

H Y
ae e

NN i - (3.13)
T f!p .

v el tino de pandeo oue se presenta es eldstico, Si la desi-
gurlénd (3.13) no se sntisfrce, el prndeo e inelfstico y se
rd neces~rio hnecer li's considerneiones rertinentes. Fn la fi
sure 3.4 se muestra 1o curva esfuerzo de comnresidn, P/4, en
funeidn del médulo e esgbeltez, ki/r. 5e observo de estn fi-
cure. cue cunndo el nddulo de esbeliez es grunde, el esfuerzo
¢ritice 1llerma o ger muy peaquelio; en concecuencin, uns colum~
na muy delrnda o esbelta se nvndea 2 un bnjo esfuerzo de com
presidn.

3.2 GENERALIZACION PARA EL RANGO INELASTICO

2n el articulo cnterior se traté con columas cuyo mg
dulo de esbeltez lci/r, es mivor o izurl ol 1limite de apli-
cabilidad de la férmula (3.13), ec decir, que los esfuerzos -
en ectos elementos estardn com rendidos entre los puntos OC
da 1o figura 3.6 donde se ohserve rue el materisl se compor-
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- ta-eldsticamente, y el médulo da‘elaaticidﬁd E, es ‘conétanp
te. ) - : ' o L

G e etn R i e e e Sty o nn s s e e

‘ rl\

Al B ‘e

. A Mddulo de elesticided

i c Congonn El R R R B
i T I A S PR

; S AT

1 A

: Mddulo de elosticided €

i o 0 ' S >¢ L

i "Fig. 3.6 Curva esfuerzo-daformacidn unitarta de un material, -

] C '

t

-.‘T.. b e e I e TR PR P

El punto C es el vaelor del esfuerzo corvespondiente
‘al ldmite de proporcionalidad del material- también reprewen
_ ta gl esfuerzo mdximo (esfuerzo critico) que puede obtenerse
de la ecuacidn (3.8) que corresponde a una colusma con esbel
' tez representado por el punto B de la figura 3.7 ., Dicha co-
- lumma serd la de menor 1ongitud de caracter:(sticas dadas, que
ge pandaaré. elésticamente.

I

Una columna con relacidn de_"ezbeifbé'z menor que la co—
" rrespondiente al punto B de la figura 3.7, no se pandeard en
';Aal 1imii:e de prOporciohalidad del - material', esto es, que los
asfuerzos en la columna han sobrepaaado al punto C de la fi-
gura 3. 6 ¥y posiblemente alcanzado un cierto punto A de la
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misma figura. A este mivel de esfuerzo mayor puede decirse
que se ha creado una columna de material diferente, pues su
respuesta al proceso de carga es ineldstico (no existe pro
porcionalidad entre las deformeciones y esfuerzoa). En este

p \A
\

(/-vaa‘ de Euler
\ Limite de proporcionslidad
l \ .
I T EJ _______ .

Limite de estabilidod

|
i
]
1
|
!
cols | cols. _j cols,
conu;}' intarmadios Fsbeno:

> k2/r

4]

Fig. 3.7 Grdtico esfuerzo critico en funcidn del modulo
de esbeltezikf/r,fcr) enuno columna.

'punto el médulo de elasticidad del material estd dado por le
pendiente de la tangente a la curva esfuerzo-deformacién, es
deoir, por el médulo tangente Et. La columa se mantendrd es
table si su nueva rigidez a la flexién, EtI, en el punto A
de figura 3.6 es suficientemente grende y podré soportar une
carga meyor. También en la figura 3.6 se obmerva que a medi-
da que la carge sumenta, el nivel de esfuerze se eleva tam--
- bién, en tanto el médulo referide a la tangente disminuye.la
sustitucidn del médulo eldstico por médulo tangente, Ey, en
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voz del médulo de Young B, es entonces la vYinica modificacién
necesaria para obtener la férmula de pandeo eldatico aplica-
bles al intervalo ineldstico. En consecuencia, la férmula ge
neralizada de Euler, o bien, la férmula del médulo referido
a la tangente es: '

g = M2Es
N YT

(3.14)

Como los esafuerzoa correspondientes a los mﬁdulos e~
feridos a la tangente se pueden obtener a partir del diagra-
ma esfuerzo-deformacién a la compresidén, la relacién de es-

beltez bajo la cual se pandeafé una columna; con estos valo-
"res se puede obtener de la ecuacidn (3.14). En la figura 3.7
g8 muestra la curva DB que representa este comportamiento pa
ra valores intermedios y bajos de kl/r. Los ensayos en colum
naé individuales verifican esta grédfica con notable exacti--
tud. ‘

EijplO 3 2

Dada la gréfica esfusrzo-deformacién unitaria de un
material (figura 3.B), encontrar la gréfica esfuerzo critico
-médulo de esheltez que permita disefiar columnas esbeltez de
ese material. ‘ : S '
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0 .0.003 g

Fig. 3.8 Gm’fi;n esfuerzo - deformacidn unitaria
de un matariat.

Solueidn.

Ia funcidn que da el esfuerzo en funcién de 1la defor-
macién unitaria es: '

£ =3 x106 k (a)

y para calcular el médulo de elasticidad tangente del mate-
risl, se derivan amhos miembros de la ecuacidn (a)

af _ __3x10 . (b)
a€ 2 \[3 x 107 % ,
como By = ~2£;

, a%

resulta entonces que!
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(e)

el esfuerzo critico estd dado por la ecuacidén (3.14). Si ae
desgeja el médulo de esbeltez de esta eouacién resulta

kb B (a)
r feor S :

Ahora, se calcula de la ecuacién (a) el esfuerzo que
corresponde al esfuerzo critico de cierta columma, de (e¢) el
médulo de elasticidad tangente y de (d) el médulo de esbel~
tez de la columna, correspondiente a cada uno de los valores
~ asignados arbitrariamente a la deformacién unitaria &, los
cuales de acuerdo con la figura 3.8 deben estar comprendidos
entre 0,000 y 0.003 .

Los valores asi obtenidos se presenten en la siguien-
te tabla, y la grédfica pedida es la mostrada en la figura
3.9, de la cual se obtiene el esfuerzo critico que, afectado
por un factor de seguridad, da el esfuerzo de <trabajo para
el disefio. ' '
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£ fer Et kR
arbitrario _ggg{:?c?:\z(o) eculz(:?:ilécn“}:) ecuacrig\(_d)_l
0.000! 54.77 274,051.3 222. 23
0.0002 77.50 193,649. 2 157,10
0.0005 122,50 122,474.5 99.30
0.0010 173. 20 86,602.39 70.20
0.0020 244 .90 61,237.25 49.70
0.0030 300. 00 50,000.00 40.60

Table 3.1 Valeres del modulo de elasticidod tongente,
modulo de esbeltez y esfuerzo critico de un
material dodo de comportamiento ineldsiico.

- 200+

1001

d T T T Y T T =
50 100 150 200 250 300 ki/r
Fig.3.9 Grdfica esfuerzo critico, fcr, en funcidn del mddulo de esbeltez,
'kl/r, para moterial de comportamiento inelasiico.



. DISERNOC DE COLUMNAS SUJETAS A COMPRESION AXIAL

Basados en la férmula de Euler, se obtuvieron expre-
siones péra el esfuerzo critico en funcién de la relacién de
esbeltez del elemento. Para columnas largas de comportamien-
to eldstico al pandeo, la ecuacidén (3.10); para intermedias
de comportamiento ineldstico la ecuacidén (3.14) y para colum
nas cortas el eafuerzo de ruptura del material. Con este eg-
fuerzo se calcula la capacidad de carga que, afectada por un
factor de seguridad, FS, se obtiene la carge admisible de
trabajo.

Para determinar la capacidad de carga de una columna,
se puede utilizar un método de andlisis distinto al anterior
mente descrito. Como ninguna columna es perfectamente recta
ni tampoco las fuerzas que se aplicah son totalmente: centra-
das, es posible estudiar el comportamiento de columnas consi
" derando ciertas imperfecciones o excenﬁricidades posibles de
las cargas apliocadas, determinadas estadisticémente. De oata
manera, en el caso del disefio de una columna real, puede con
‘siderarse una deflexion probable o una excentricidad efecti-
va de la carga. Asimismo, hay muchas columnas a las que se
aplica deliberadamente carga excéntrica. Por consiguiente,po
demos estudiar y determinar la capacidad de carga de una co-
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lumna cargada excéntrmamente, tomando tomo base un esfuerzo
eldstico permisible, lo anterior no determina la  capacidad
de carga Wltima del elemento.

Si se considera el caso de una columna doblemente ar-
ticulada mostrada en le figura 4.1 que estd sujeta a carga
excéntrica, el momento flexionante en cualcuier seccién estd
dado por la ecuacidn (2.1) y la ecuacidén diferencial de 1la
curva eldstica nor la ecuacidn (2.3) del cavitulo 2,

‘ Pl Y
o 15

Ie

Fig. 4.1 Columna con fuerza excentrica articuloda
en ambos extremos,

_ Resolviendo la ecuaci6n (2.3) se obtiene la eldstica
de la curva, que se representa en la ecuacién (2.17):

X=ClcoSKY+CgsenKY-q

En el capftulo 2 se obtuvo el valor de las constantes
C1°y C5 , as{ como también la flecha méxima y el momento fle
' xionante méximo gue se nresenta al centro de la columna,a la
distancie Y = 1/2, dichas ecuaciones (2.22) y (2.24) respec-
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tivaﬁente se presentan en seguida:
5.—-! ? (Sec Kl/z - 1)
ﬁméx = P (q +5 )

Si se sustituye $, de la ecuacién (2.22) en la ecuacidn
(2, 24) se tiene la ecuac16n '(2,25) del capitulo 2.

¥méx = Pq Sec K £/2
el mdximo valor del esfuerzo de compresidén que corresponde a

la cara c¢déncava de la.columna en el punto A de la figurm 4.1
es: . ) ’

fmbx = L 4 HmAx C ' : (4.1)
A I - :

donde: fmdx = esfuerzo méximo
Mméx = momento méximo
C = distancia desde el eje centroidal hasta
la fibra extrema

A = drea de la seccidén transversal
P = fuerza de compresidn
I = momento de inercia de la seccidén trans~

versal

Si se sustituye la ecuacién (2.25) en la ecuacién (4.1) y em
pleando la notacién del radio de giro de la seccidn transver
sal, rZ = I/A, 8e obtiens:

Pméx = - [1 + -3-—— Sec ( 12” )] (4.2)
i ,



c13

Der captiuto 2, X - W (ecuacié' (2.4)), 61 80’ sustituye’
en la ‘ecuacidn anterior, se txene fi._‘_ _ i;f'?x;~::
'fmﬁx=-—-[l+4——sec( '2 Joe ):I S “'[(4.3)‘
‘ 2r \ E A :

La ecuacidn anterior es la férmula de la secante para
wa columna cargada excéntricamente. D4 el esfuerzo mdximo
de compresidén en funcidén del esfuerzo medio de compresidn,
P/A, de la relacidén de excentricidad, qc/r2, y de la  rela-
cién de esbeltez, ki/r. Debe observarse en la ecuacién ante-
rior que el radio de giro de la seccién, r, puede no ser el
minimo (Imin.), puesto que se obtiene del valor de I relacio
nado con el eje respecto al cuasl se produce la flexién. Tem-
bién la relacidén entre la carga P, y el esfuerzo mdxime,fméx,
no es lineal: fmdx crece més rdpidamente que P. En consecuen
cie, no es posible superponer valores miximos de esfuerzos
en columnas causados por diferentes fuerzas axiales; en vez
de ello se deben superponer primero las fuerzas y luego calw
cular los esfuerszos.

Estableciendo un limite sobre el esfuerzo midximo,fmdx,
se puede calculer por la ecuacién (4.3) el esfuerzo de coOm—
presién medio, P/A., Para el acero estructural se puede to=-
mar el esfuerzo de fluencia, fy, como el esfuerzo limite. De
esta manera se obtiene:

Py _ fy

Av 1o+ Jl-— Sec( ) ——EX— )

2r E A

C(4.8)

Para cualquier relacidén de excentricidad dada, qc/r2, se pue
de resolver la ecuacién (4.4) por aproximaciones sucesivas,-



_ donde Py serd la fuerza necesaria para producir fluencia en

la fibra més esforzada de la columna (la fibra més alejada

. del eje centroidal).Graficando la ecuacién (4.4) para varias
 relaciones de excentricidad, en funcién del médulo de esbel

_tez, kji/r, para fy = 2800 Kg/en? y E = 2.1 x 106 Rg/cm2, 8e

. obtienen las curvas correSpondientee, mostradae en 1la figura
4.2

-

- Py/A I Kg/cm?®

qc/r2= )

2800

Curvo de Euler
T 1000+

) t } —

100 200 g,r

Fig. 4.2 Representacion de la ecuacion (4.4) poro diferentes
‘relaciones de excentricidad , qc/rz,

~ El1 valor de Py/A, regularmente se considera como limi
te de carga en una columna de acero. Una vez hallado este va
lor pare una columna dada, ya sea por la ecuacién (4.4)o por
‘1a figura 4.2, la oarga admisible, Pa, se determina dividien
do Py por el factor de’ seguridad, PS, adecuado., :
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Como se trata de una carga admisible, Pg, ¥y siendo
FS, el factor de seguridad, se puede introducir la cantidad
F9 Py, en vez de P, en la ecuacién (4.4}, y la ecuacién que
resulta es:

o fy/es (4.5)
A 1 4 -3 Sec(i IFsPa‘)
r2 oy EA

Este procedimiento permite utilizar un factor de segu
ridad correcto para la fuerza aplicada, pues dicha fuerza se
puede incrementar FS veces antes de alcanzar el esfuerzo cri
tico.

El trabajo matemdtico gqueda concluido, a2l tener 1las
ecuaciones (4.3) y (4.5), pero la aplicacién de estas ecua-
ciones para el disefio es laboriosa.,

De la figura 4.2 se observa que existe un efecto muy
pronunciado por la excentricidad de la carga, mientras menor
gSea la relacién de esheltez (columnas'cortaa), ¥ que confor-
me la relacién aumenta (éoldmnas esheltas), este efecto se
vuelve despreciable., Una ventaja de esta £6rmula de la secan
te es que abarca toda la gama de longitudes en columnas, por
lo gue lag curvas que se muestran en la figura 4.2 son de
gran ayuda para el disefio prictico,

Para las columnas cortas,)cuando la relacidn de esbel
tez, kl/r, se acerca a éero, el valor de la secante tiende a
uno, por lo que la férmule de la secante para puntales cor-
tos queda simplicada a

I e ofe we—— 4.6
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¥ la carga de trabajo, Py, también se obtiene considerando
un factor de seguridad, F5, que afecta a la carga Witima.

Como se dijo anteriormente, el comportamiento de wuna
‘columna sometidi a carga de compresidén resulta muy afectado
por imperfecciones inadvertidas tales como ligera desviacidn
inlcial del eje de lea columna, errores en el centrado de 1la
carga, incertidumbre en cuento a las condiciones de apoyo de
los extremos, etc. lag imperiecciones de una columna a otra
varian sustancialmente. Para apreciar la influencia de 1laa
iﬁperfeccionea gobre la resistencia de la columna se debe to
mar en cuente que a consecuencia de ellas, la linea de ac-
¢lén de las cargas no coincide exactamente con el eje de 1a
columna, introduciendo de esta menera més o menos accidn de
flexién adicional a la de compresidn directa. Por lo ante-
rior, es posible concluir que, el comportamiento de una co-~
lumna real imperfecta sometida a carga, serd andloge al de
' una columna ideal perfectamente rects cargada con une excen~
tricidad 9 adecuada, Esto concuerda con el empleo de la. fér-
. mule della'eeCahte, utilizdndola como base pars el proyesto
" pero considerando un velor apropiado de la relacidén de excen
tricidad qc/r2, que asume el efecto de las imperfecciones. A
pesar de que el procedimiento anterior no determine el wvalor
correcto de QC/%Q, ofrece un,medio 14gico de representar el
efeoto de las imperfecciones en lugar de cubrirlas mediante
un factor de seguridad o sobrecarga como el sSugeride al ini-
cio del capitulo.

Tog resultados de experimentos concuerdan en que un
valor recomendable de Qc/r2 = 0,25 para columnas doblemente
articulada es adecuado, Por lo que la curva 9C/r2 = 0.25 de
la figura 4.2 puede utilizarse como base de proyecto para co
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lumnas de acero estructural; como dicha curva considera el
efecto de las imperfecciones, se puede considerar adecuzdo
un factor de seguridad FS = 2, Por lo que el esfuerzo admisi
ble estd dado por fmdx/FS, donde fmdx se obtiene de la ecua-
cién (4.2) o de la figura 4.2 para 9C/r2 = 0.25 .

7 Como puede esperarse que el defecto en la rectitud
del eje de la columna aumente con la longitud, a veces se
prefiere prever las imperfecciones empleando una excentrici-
dad equivalente q que aumente linealmente con la longitud l,
de la columa. Un valor comummente recomendado respaldado
por log ensayos es:

9/} =1/400 - (4.7)

y la férmula de la secante resulta:

£
Py - X — (4.8)
A 1 + 1 _‘!L- .9— Sec (—:Q- .....—L..)
400 »r r 2r \ EA

donde: Py = carga que produce fluencia en la fibra
mds esforzada
fy = esfuerzo de fluencia

A = 4reg de la secciéh transversal
r = radio de giro de la geccién transversal
J = longitud de la columna

La relacidén G/r es funcidén de la forma de la seccién trans-
versal. Para una seccién transversel circular llena C/r = 2,
para la rectangular C/r ={3‘; para la circular hueca de pa-
red delgada C/T ={§’, y para secciones I con flexién en su
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piaﬁbbd @ayoffrigidéz de'flexidn;yd/%'éi;3; 

: ';
Py/A i Kg/cm?

28001

20001

Curvo dé Euler .

1000

c

R S : H
o -, ] ' L] L} ¥ T —
- . 50 100 150 200 250  f/r

Fig.4.3 Represeniacidn de lo scuacidn (4.8), para e= £/400
y diferenies volores de ¢/r.

EL uso de las curvas de las figuras 4.2 y 4.3 que se
bagan en la férmula de la secante resulta ser el procedimien
to aproximado mds racional para el proyecto de columnas de a
cero cargadas axialmente. Esta férmula engloba los casos de
columnas cortas, medianas y largas en una sola clase conbti-

nuz.
4,1 DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE ACERO

Al inicio de este cavitulo se establecieron métodos
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para determinar la capacidad de carga en columnas, los cug
les se basan en consideraciones puramente tedédricas. En su a-
plicacidn queda ain incertidumbre, como es el caso de la se=-
leccidn de valores para las excentricidades supuestas, la
eleccién de un factor de seguridad adecuado, etc. y a causa
- de la naturaleza trascendente de la férmula de 2la secante,
8e han propuesto férmulas méds sencillas, puramente empiricas
fundamentadas en ensayes, con el fin de sustituirlas; éstas
dan ¢l esfuerzo admisible de trabajo, f,, en funcién de 1la
relscién de esbeltez, kf/r.

En la aplicacidén de férmulas de disefio es importante
tener en cuenta: el material para el cual se establece 1la
férmula, si ésta estima la capacidad Wltima del elemento o
la carga de trabajo para introducir en caso necesario un fac
tor de seguridad y el intervalo de aplicacidn de la férmula.

El "Column Research Council#(CRC) o Consejo de Inves
tigacidén de columnas, propone para el proyecto de columnas
de acero estructural con carga axial que el esfuerzo méximo
sea precisamente el fgy, enfonces,del_capitulo 3 se tiene;
por la ecuacién (3.10)

_ ,,'11’23
fméx = fop = (x1/2)2

Pero, por la presencia de esfuerzos residuales debido
a las condiciones en que es producido el acero, el valor md-
ximo al que puede llegar el esfuerzo residual es

£y = -E’é— | (4.9)
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donde: fy = esfuerzo residual,

fy = eéfuerzo de fluencis del acero que 856 es-
t4 tratando,

entonces, el esfuerzo real de compresién, f,, serd:

donde fo no debe exceder el valor de fy. Asi, podemos consi-
derar | ' ' '

£o = £y - | C (4.11)

. Sustituyendo las ecuaciones (4.9) y (4,11) en 1a ecuacldn
{(4.10) resulta

£
By = fpgy -Jaf—- | - (4.12)

y de la ecuacién anterior se obtiene

. f ‘ . “ . . ‘. ‘
fmdx = —%—- (4.13)

si se sustituye 1la ecuacidén (4.13) en la ecuacién (3.10) se
tiene: s :

fy . 1’e N O a)
2 (xd/r)2 ’ S :

despejando (kf/r) de la ecuacién anterior

kel . ‘l 2 72 & N (4.15)
r o Ty i . A
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si se llama al valor de kl/r de 1a ecuaeidn (4 15)
O = —EL_ ” R O ae
donde: Ce = coeficiente de columna,

Y se sustituye la ecuacién (4.16) en la ecuacidh (4.15ise ob
tiene

2
Co = 2T E . (4.27)
fy

Como nos encontramos en la condicidén limite se puede
coneluir que la expresidén (3.10) ze utiliza dnicamente cuan-
do se presente el pandeo eldstico, o sea que el mddulo de es
beltez, kl/r, de la columna en cuestién sea méyor 0 igual al
coeficiente de colummna, C,. Esto es:

k;" 7 Ce (4.18)

8i se cumple la ecuacién (4.18) el pandeo que se presenta es
eldstico y entonces la ecuacidén (3.10) se trata de la si-
guiente manera:

‘dividiendo la ecuacién (3.10) entre el esfuerzo de fluencia

Yy

£

mix _ _W%x (4.19)
fy £y fl)

si se sustituye la scuacidn (4.17) en {4.19) se obtiene
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. 2
Trgx Co

£ 2(2)?

(4.20)

Le expresién (4.20) da el esfuerzo miximo para una co

"lumna sujeta a carga axiasl cuando el pandeo que me presenta

en ella es eléstlco. 0 sea, cuando se satisface la condicién
(4.18).

Para el caso en que:

ki {Cc | | | } (4.21)

r

Be presenta pandeo ineldstico, para el cual el Consejo de In
vestlgacidn de Columnas (CRC) propone una férmula  impirica
para la obtencién del esfuerzo méximo, la cual es:

£ 2
._.'.l;é.X.__-._l_._Lk_’ZE_L_ (4.,22)

£y 2 ¢2

Si se grafica fp4y/fy en funecién del médulo de esbel-
tez, kl/r, como se muestra en la figura 4.4, se observa que
la tangente de la curva de la ecuazcidén (4. 22) tiene una pen-~
diente nula, en kl/r = 0 y para este valor del nédulo de es~
beltez el fpgx €8 fy. Esta curva se confunde en el p u n to
kl/r = G, con la curva de la ecuacién (4.20).

Como las curvag anteriores estiman las eapacidad W1ti~-
ma del elemento, no es posible disefiar con dichas curvas (e~
cuacién(4.20) y (4.22)) ya que con ellas no se estd cubrien-

‘do algin imprevisto que pudiera presentarse (lo que represen

O
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fmd;/fy -'Al‘:’.;f , o :_ . ‘».b ‘

f,O/f y : \\ Curvo de Euler S
L £ </- ’ f fna'x./‘fy =

Ecuacidn (4.22)

fmax/ ty

0.5F——— g ————— Ecuocion (4.20) '

Ecuacion (4.26)

I

I

! >
0 Cc k 2/r

Fig.4.4 Curvos de esfuerzo maximo,fmox./fy,y esfuerzo de compresion '
odmisible, fa/fy, para proyectar columnas de acero estructural,

taria un aumento de esfuerzo que sumado al inicial podrian
superar al esfuerzo méximo y producirse la falla). Entonces
para poder proyectar con éstas, se introduce un factor de se
guridad, PFS, que al afectar el fpfx con el factor de seguri-
dad, se obtiene un esfuerzo menor, con el cual se puede dise

flar.

El Instituto Norteamericano de la Construccidén de Ace
ro (AISC), propone los siguientes factores de seguridad para
utilizarse con las férmulas empiricas del CRC (referencia 4.)
y el esfuerzo de compresién admisibie, fa, en forma general

queda:

méx . (4.23)

fa"-"
»S
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donde: £y = esfuerzo de compresién admisible,
F3 = coeficiente de seguridad,

pero FS tomard dos valores:
a) PS = PS;, para pandeo eldstico; si kl/r? ¢

PSy = 23 2 1.92 : - (4.24)
12 : .

b) FS = FS,, para pandeo ineldstico; si kf/r<Ce

5 3(ed/r)” (k)/r)3 ..
FSo = =2 : - . 4,2
277 T Te g 8 03 ' (4.23)

por lo que gustituyendo la ecuacidén (4.24) en (4.20) se ob-
tiene .el esfuerzo de compresidén admisible en una columna con
" pandeo oldstico:

' 2
4 ¢

a = ] (4.26)
£y 2 P9y (kb/r)2 '

y en una columna que presente pandeo inelésti{co ess

fa . [1 - M} . (4.27)

fy  FSp 2 c§

las curvas de las ecuaciones (4.26) y (4.27) se en-
cuentran en la figura 4.4 y son las que Bse utilizén para el
disefio, pues ya consideran el coeficiente de seguridad.Estas
son paralelas en cada punto & las curvas de esfuerzos méxi-
mos de las ecuaciones (4.20) y (4.22) respectivamente. Para
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obtener loa punxos fa/fy oorreSpondientes al valor de
kl/r = é y kl/r = O, se procede como sigue:

Si se sustituye en la ecuacién (4.26) 1a condicién ki/r = Ce
¥y considerando el factor de seguridad, F3;7, se tiene que: '

fg 1

Khora, en la ecuacidn (4.27) se sustituye la condicién de
kl/r = 0, y considerando el factor de seguridad, FSp, se ob-
tiene:

Ja __1
R
Je_ . 0.60
Iy

De las ecuaciones (4.20) y (4.22) se obtiene el tercer punto
de la grifica. Si se escoge la ecuacién (4.20) y en ella se
sustituye el valor de kl/r = C¢ resulta:

._fllﬁx_- = 0,5
ty

Los puntos anteriormente obtenidos se presentan en la figura
4.4, y en la tabla 4,1 se encuentran los valores del factor
de longitud efectiva de pandeo, k, para las columnas funde-

-
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mentales recomendados por la Compa.ﬁ:[a Fundidora de mOnterrey.

P | P T P

I S
k=ll . . k€2| k=0.6 n'=o.e

Tqblq 4.1 Valor del ioctor de !ononud efechvo de pandeo, l(, para
' los ‘columnas fundamentutes.recomendodo por la Compahia

"Fundidora de Monterrey .’

Ejemplo 4.1

. Para la columns mostrads en la figura 4;5, determinar:
© 1) El esfuerzo de compresidn admisible ¥y 2) F1 ‘valor de 1la
. carga méxima que puede soportar.

" ‘14 T _LQ‘S.'»Z cm,
. T - Acero A-36
i ———>2 ty = 2,530 Kg/ cm?
400em 0.60cm. . 6
’ _[0.952¢cm €=2x10°Kg/ t:"m2
' | 15,24¢m IT
vy N ‘ :

Fig. 4.5 Columna empotrodo en la base y orticulada en su
extremo superior, formada por tres placas.

L P N . B
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Solucién,

‘1) Péfa‘ehbbntrar el esfuerzo de compresidén admisible es ne-
cesario conocer algunas caracteristicas de la seccidn, oo
mo son: - ' ‘

;a) 4rea de la seccidn transversal

A= [}5.24:(0.952)] 2+ [25.4 -2 (0.952)] 0.60
= 29,017 + 14.10

A = 43.12 em?

h) momentos de Inercia Iy e Iy
obtencién de Iy

) )

donde:‘p = patin de la seccidn,
8 = alma de la seccidn.

1, ==;( 0.952(15.24)3 )2- + ~23:496(0.60)3
= 12 12

Iy = 561.62 + 0.423
Iy = 562.04 cm#

obtencidén de I



,rzﬁ

[
8
B
o~
(%)
N o
‘ .A'
N

it

donde: & éomo seccidn rectangular.
r = rectédngulos sl lado del alma.

r, = 25:24(25.40)3 _ ,f 7.32(23.496)3
T 12 \ 12 .

"Iy = 20,811.6 - 15,824.86
I, = 4986.65 cmt

c) radio de giro ry y rp

H

Ty = |

562,04

Cry =
; 43.12 .

Iz
A

rz=

4986.65
43,12

'

Yp = 10.75 cm

d) cdleulo del coeficiente de. coluxma

. 5
o = 2T E

Hy
«

bh3 e
12 -

a8
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o o \l 2 W2(2 x 106)
° -
2530
= 124092

1]

o) cdloulo del médulo de esbelten respecto 8 los ejes Y y Z
para saber si el pandeo es eldstico o ineléstico.f

respecto sl eje Y @

K = 0.8 (columna empotrade j articulada ngﬁn tabla 4.1)

() gt

()

como {kf/r)y = 88.64<{Cc = 124.92 se presenta pandeo inelds-
tico si éste se produce alrededor del eje Y.

88.64

1}

i

respecto al eje 2 :

¥ = 0.8 (columna empotrada y articulada segin tabla 4.1)
(kl) - .0.8(400)
r & 10.7%

(—‘;‘-’2-2 = 29.77

como (kf./r)z = 29,77 Cc = 124.92 se presenta pandeo inelés-
tico, mi éste se produce alrededor del eje Z.
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Sigamos analizendo 1as dos posibilidades:

f) obtencidn del esfuerzo de compresidn'admisible:ﬁara“el=_
pandeo alrededor de 1los dos ejes, Y ¥ Z+ e

como (kf/r)y,z £ Cey la ecuacién (4.27) ‘es Iauadacuada_ bara
el andlisia, ’ )

£ = |1 - k)2 | Ty
2 c2 FSp
‘respecto al eje Y

Y
FSp = 2 4 (el/r)y 1 (kl/rly
-3 8 Ce 8 o3

(V%)

PSy = 5 , .3 _88.64 _ 1 (88.64)3
' 3 8 124,92 8 (124.92)3

FSZ = ll888

fo = |1 - —(08:64)2 | 3530
\ 2(124.96)2 | 1.888

fa=o.748(—?-‘i~3’9-> e

£a = 1,002,091 Kgq/cm?

respecto al eje Z :

(kifr); _ 1 (b3
h Cc 8 Og

3
FSs- +
2= 8

2
3
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P8y = 2 4 o2 20.77) 1 (20.77)3

'3 8 124,92 8 (124.92)3

2(124.92)2 | 1.75

fa = 1.404.66 Kg/om? °

) !

Se tienen dos resultados de fap, de ellos se debe esco
ger el menor, asi, la columna fallard primero alrededor del
“eje Y, donde posee menor resistencia. Por lo que se concluye
- que el elemento se colapsard respecto al eje de menor momen~
Yo de inercia, menor radio de giro, que'cdrresponde al médu~

fp = 1,002.9) Kg/cm?2

 fa Trdx

Prdx = fmdx A

Pygx = fa FS A

: fhgx = 1002.9L(1.888)(43.12)

" lo de esbeltez mayor, que en este caso resultd ser (kﬂ/r)y ¥y
por lo que el esfuerzo de compresidén admisible es:

- 2) La carga mixima de compresién se obtiene con fydx, multi
‘ plicado por el drea de. la seccién transversal, es decir:
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Pndx = 81,647.47 Kg

la anterior es la carga mé.xi_ma que se puede aplicar a esta
columna, y la carga de compresién admisible es:

Py

= 1,002,91(43.12)

P, = 43,245.48 Kg

Py = 43.24 T

Ahora, es posible proponer una ‘secuela de cdlculo pa~

ra obbtener la carga de compresidén admisidble para una columna
con carga axiel, los pasSos a seguir sont

1.

- Ce

2e

g

4.

Se calcula el coeficiente de clolmnna Ce.

2
. I > w2 E
Ty

a) Se obtiene la longitud efectiva de columa (k. )y’
b) Se obtienen los radios de giro de la seccidén ry,z

Se calculan los médulos de esbeltes (kl/r)y-'z y seo ‘elige
aquel que resulte de mayor valor, ya que. segin. 1a gréfica
de la figura 4.4, el esfuerzo admisible correspondiente
resulta menor.

Cdleculo del esfuerzo de compresién admisible.
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&) Si kl/r es moyor que Cg, el pandeo es eldatico y 1afexpgg
sién que se aplica es la ecuacién (4.26)
c2

Tg = £
%28y (eymy2 Y

b) Si kl/r es menor que Cg, €l pandeo ea ineldstico y la ex~
presidén que se aplica es la ecuncién (4.27)

fy |, . (ki/x)?
FSs 2 2

£y =
" los velores de FSy y FS, estdn dados por las ecuaciones(4.24)
y (4.25) respectivamente,

5. Por dltimo se calcula la cargé de compresidén admisible:
Pag =Ty « A

Ejemplo 4.2

Determinar la carga de compresién admisible, Pq, para
1a columna de la figura 4 6 .

“pe e gl
L

Acero A-36

300 cm s50em ——fj—————%»2% ty = 2,530 Kg /cm?

£= 2 x10%Kkg/cm?
_L_lcm

| 25 em ‘T

Fig. 4.6 Columno doblemente orticulado en ombas direcclones‘
formoda por tres mucas




Soiu.ci‘drbl.' -
Area de la .tsqpé'idn,_fransvgirsal
A=2(1x 25) - 149)

| A = 98 cm?

"1, Cdleulo del coeficiente de columna Cg.

2
y
Co = |-2-T2 (2 x 100
\ 2530
Co = 124.92

2, &) Obtencidn de la longitud efectiva de pandeo (kl)

respecto al eje X :

ky = 1, por ser la columna articulada en sus dos extremos
(k1)) = 300 cm

respecto al eje 2

(k{ )z = 300 ¢n

b) Radios de giro T,z



rgspect§ é15eﬁe;X 8

1, - 25(50)3 _ _24(48)3
12 12

I, = 39,2327 omb
oty m l 39,232.7

. 98 :

ro = 20 cm

respecto al eje Z ¢

1, = L.0(25)3 ., ., _48(1.0)3

12 12
| I, = 2,608.2‘cm4 :
.Tz - 2608,.2 -
J 98 |
r, =.5.15 cm
3. Cdlculo del médulo de esbeltez (kﬂ/%)x’z

respecto al eje X :

(k1) = L

(ki/r)y = 15

95
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rebpecto»al'eJQ?Z‘:

(ki/r)g = :025 '

(ki/r), = 58.13

e escoge el mayor valor del médulo de esbeltez pues alrede~
dor de ese eje la columna es mds susceptible al pandeo.

4, Cdlculo del esfuerzo admisible,

Como (kl/r}, = 58.13 £ C¢ = 124,92 se presenta pandeo inelés
tico por lo que el esfuerzo admisible estd dedo por la ecua-
cién (4.27) y el factor de seguridad, FSp, por la ecuacidén
(4.25), sustituyendo los velores en las ecuaciones anterio-
rest

5 ,.3 58,13 _ 1 _(58.13)3

FSo = + -
. 3 8 124,92 8 (124.92)3
. -1 (58,13)2 2530
. = -
2(124,92)2 1.829

£y = (0.8917)(2530/1.8286)
fa = 1233.7 Kg/cn?
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P, =’1é33
P-lo0,500K

-1
Ejemplo 4.3

Una columa de acero formada por tres placas como se
muestra en la figura 4.7, e¢std empotrada en su extremo infe-
rior; en su extremo superior estd livre para el pandeo alre-
dedor del eje "x" y articulada para el pandeo alrededor del
éje "z, Calcular la cargse méxima de compresidn admisible en
la columna, y la carga méxima que puede soportar dicha colum
na. El acero es de limite de fluencia fy = 2530 Kg/bmz(A-36)
¥ su médulo de elasticidad E = 2 x 106 Kg/em? .

Acotaciones en cm.

WA

Fig. 4.7 Columna con diferentes condiciones de apoyo
en ambags direcciones,

Solucidn,

Cdlculo de Iy e I,



1= 20(20)3 __9(20)3
12 12

Iy = 5520 om?

I, ,9( 251023 ) 5 v 2051.923

12 12

I; = 335 om®
radios de gire ro y rs ocorrespondientess
A=2(10x2) +20x1

A = 60 cm2‘

Ty = 9,60 cm
335

Ty = ||~

z déo

Ty = 2,40 cm

l. Cdleulo del coeficiente de ecolumma

Op = 2N°E
iy

cp =222 % 105)
- 2530

98
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Co = 124,92

o, Cdleulo de las longitudes efectivas de pandeo. Para el

pandeo alrededor del eje X, ky = 2,1 (columna empotrada -
en su extremo inferior y libre en el superior). Para el pan-
deo alrededor del eje Z, k; = 0.8 (columna empotrada en su
extremo inferior y articulada en el superior),segin tabla 4l

(h)x = 2.1(600) 9

(kly, = 1260 em 4
sz
(5
h

-

(kf), = 0.8(600)

(kf); = 480 cm

m%w-—->x  “},~ ;1

3, Cdlculo de loe mdédulos de esbeltez

it - 2

(ki/r)y = 131.25

(kd/r), = -‘-;%

{xf/r)g = 200.0
comé resulta (kl/r)g ? (kl/r)y se elige Kl/r = 200.0

4, Cdleulo del esfuerzo admisible de compresidn,
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Como el médulo de esbeltez mayor de la columa resultd,
k{/r = 200.0 > C,3 ol pandec es eldstico, por lo que:

Sy = 1.92

(124,92)°
2(1.92)(200.0)2

(2530)

fq = 257.04 Kg/om?

5. Cargs admisible

Pa = fa . A
Py = 257.04(60)
Pﬂ‘ = 15 ’42204 Kg

P, = 15.42 T
Ejemplo 4.4

Disgefiar los elementos de la siguiente armadura (figu-
re 4,8) libremente apoyada, fabricada con acero A-36 con el
pistema de cargas gue se propone.

{ 2.0m
-

T

1.0m

Aw 1201’0
| 2.0m | z.om |

Fig.4.8 Armoduro con corgo ol centro del claro
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S1 ‘me hace un. andlisis por nudo v éptoveéh@dbﬁdﬁe[ia armadu
" ra es simétrica: e R,

Fuerzas

Fig.4.9 Armoduro con fuerzas internos y externos
en codo nudo.

1) Reacciohes en los apoyos (figura 4.9)
De TFy=0; |
Ry + Bg = 20 = 0
By + By = 20 R i . (a)
deZMA=Q; |
By (0) + 20(2) - Ry (4) =0

40 = 4 Ry, ' (v)
pespejando de la ecuacidén (b) a la reéccidn Rp

RB = 10 Bn

Sustituyendo en la ecuacién (a) el valor de Rp
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;RA ='10'mn
2) Obtencidén de 1as‘fueréas en 1as‘barras.
Nudo (@)
de Y Fy=0

10 - F12

P - 10
12 Sen 45°

Jen 45° =0

1

deXPx=0
Pyg - 14.14 Cos 45° = 0
| Fip = 14.14(0.7071)

P =10 Tu

Nudo (2)

de LFy=0

15

14.14 Sen 45° - Fps Sen 45° = 0

_ _14.14 Sen 45°
Pog = 5
: Sen 45
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A4 e 47~ Py 20

&)
n
W

L

= 2(14.14 Com 45°)

- 2(10)

N
w
I

F3=20Tn

2

Los resultados anteriores se muestran en la figura 4.9 .

% De este andlisis se obtiene que el miembro que forma
1la: cuerda superior estd sujeto a la accidén de una carga de
compresidén de 20.0 Tn. Si se desprecia el peso propio del e~
lemento se considera que dicho miembro es una columna de ace
ro, doblemente articulada y con carga axial de compresidn.

Para elegir la seccidn a revisar se puede suponer que el es-
fuerzo de compresidén admisible sea del orden del 40% de fy,
y utilizando acero A-36, fy = 2530 Kg/cm2, se tiene:

£, = 1000 Kg/cm®

entonces el drea necegaria de la seccidn transversal del
miembro serd:

P _ 20,000
1,000

a

A = 20 cm?
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Del manual de la fundidora se propone, para el miem-
bro superior, una seccidn transversal formada por dos dngu--
los de lados iguales de 3™ x 3" x 1/4* , colocados espalda
con espalda y unidos al centro por una placa soldada como a-
tiesador, como se muestra en la figura 4,10 .

/\y

3“
I AT
f sy Y
| R
Fig. 4.10 Miembro superior de lo armoduro {(Fig. 4.9 ),y su
seccion tronsversal propuesto.

Entre ambos dngulos se colocan atiesadores para garan
tizar la integracidn de la seccidn y lograr que el pandeo
sea alrededor del eje "x" o "y" ; se forman las articulacio-
nes en los extremos de la pleza de modo que la seccidn solo
pueda girar alrededor de uno de estos ejes,

3) Médulos de esbeltes,

> X

De acuerdo con lo anterior se deben calcular doa mddgb

los de esheltesz, uno alrededor del eje "x" y otro alrededor
del eje "y™ . '



Se tiene kg éflﬂ(ﬁiééa7déﬁié' nt

(kD)y = 1.0(200
(kd)y = 200 om
(ki)y = 1.0(200)
(k2)y = 200 cm
del manual de la compafifa fundidora
i’x = 2-36 cnm
I'y = 3.50 cm

200
2.36

(kb/r)y =

(ki/r), = 8475

(kb/r)y = _f?".;la

(k]/r)y = 57.14

artiowlads),
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Como (ki/r)y > (k,ﬂ/r)y sy la pieza se pandeard primero alrede
dor dg; eje "x%, por lo tanto para el cdlculo del esfuerzo -~

de compresién admisible, rige (k//r) = 84.75 .

C4lculo de cc

. = > w2 x 2 x 106
¢ ) 2530




cc = 124,92

106

Como kl/r = 84,75 < Co 61 pandeo es ineléstico y por lo tan-

to:

1532.=__5:.+_3__ 84.75_ _ _ (84.75)3
K} 8 124.92 8(124.92)3

FSp = 1.882
el esfuergo admisible es
S [l- 84.75 ] 2530

£, =
& 1,882 2(124,92)2

£q = 1034.94 Kg/em?

del manual se obtiene el drea de la Seccidn propuesfa
A = 18,88 cm?

la carga admisible es

Pp=f,° A

Py = 1034.94(18.58)

Py = 19,229.19 Kg

P, = 19.23 Tn
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4.2 DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS DE MADERA

Log elementos estructurales de madersa, se clasifican
en macizos, compuestos y espaciados como se muestira en la fi
gura 4,11, en ella se observa que los elementos macizos ea-
td4n construidos de una sola pieza, los compuestos, POT VA=
rias piezas cuyos ejes longitudinales estdn dispuestos para-
lelamente y conectados mediante elementos de unidén y los es-
paciados, estdn constituidos por dos o mds piezas macizas se
paradas por bloquee de madera (referencia 4.2).

. De la ecuacidn del esfuerzo critico para columnas su-
jétas a carga axial, y considerando una columna de seccién
reétangular macize (figura 4.12); la expresién del esfuerzo
eritico ea (del capitulo anterior):

g - M2 E_
or
(ki/r)2

X Y

(a) . (b) {c)

Fig.4.11 Clasiticacidn de elementos estructurales de modera
0 )- macizos, b)-compuestos y c¢)-espaciodos.



108

o

l(E
b

Fig.4.12 Seccicn rectangular mociza.

8l se obtienen los momentos de inercia y posteriormente los
radios de giro respecto a ambos ejes:

3
1, s 2E0

12

12
ry =
* 12

de manera gimilar
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2
Ty = b
12' I‘,
ry o= | (4.29)

Si b < 4 se cumplird que Ty { Ty » Debiendo tomar
el menor valor del radio de giro, ry; ya que con respecto a
ese eje se nroducird el pandeo, en el cual se tiene el menor
momento de inercia de la seccidn, menor radio de giro, provo
cando el mayor médulo de esbeltez del clemento, siempre y
cuando las condiciones sean lag mismas en cualquier direc-
cidn,

Si se sustituye la ecuacidén (4.29) en la (3.10), se tiene:

TR

o)

Ty

i

. .
fop = —Jo B ' (4.30)
12(kL/b)2

it

Introduciendo.un factor de seguridad, F§S = 2.,75,en 1la
ecuacién (4.30) y considerando que las dimensiones de la sec
cién transversal de la columna deberdn reducirse 1 cm por ca
da lado, se obtiene el esfuerzo de compresién admisible,f.q:

£oq =~ | (4.31)
(kel/py)?
donde: fo3 = esfuerzo admisible de compresién para co
lumnas largas.

E médulo de elasticidad de la madera.
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k = factor de longitud efectiva.
by = dimensidén neta en dirececidn del eje X

Para las columnas fundamentales, los valores de k, recomenda
dos por el reglamento de construcciones para el Distrito Pe-
deral, se presentan en la figura 4.13 .

La expresidén (4.31) permite calcular el esfuerzo admi
8ible a compresién de una columna de madera de secoidn rec—-
tangular maciza con carga aexial operando paralelemente g las
fibras, en el rango eldstico.

Como el esfuerzo f,4, dado por la ecuacién anterior,-
no debe exceder el valor del esfuerzo admisible de compre~
~8i6n dado para columnas cortas, fop, Se tiene:

fcd é fcp

Los valores del esfuerzo admisible de compresidén para
columnas cortas, se encuentran en la tabla 4.2 para distin-
tos tipos de madera.

La ecuacién (4.31) representa la curva de Euler, 1la
cual es aplicads hasta un cierto limite de mdédulo de esbel--
tez; este valor 1limite e presenta cuando fcd = fcp o
haciendo foq = fo, en la ecuacién (4.31) y despejando el mé
dulo de esbeltez, se tiene:

P (xifo,)2
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k= 0.65 o k= 0.80 k= 1.0

U B P — 'MAW
Columno doblemente Columna empolrada en Columna doblemente
empotrada , sin des - sy base y articulodo en articulada, sin des-
plazamiento lateral, su extremo superior,sin plozomiento lateral.

dezpiozomiento lateral.

R
|
/
/

/ . " N . '.

/' k=1.20 k=2
Columno doblemente ~ Columna empotrada
empotrada con des - en su base y libre en
plazamiento loteral. su extremo superior.

Fig. 4.13 Valores de k poracolumnas de madera con diferentes
condiciones de opoyo, recomendados por el R.C.D.F,

Tipo de madera fep ( Kg/em2 )
Selecta 70
Primera - 50
Segunda 25
Tercera 7

Tabla 4.2 Esfuerzo odmisible de compresion, fcp, pora
columnas cortas recomendado por el RCDF.
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ki 0.30 B
By, £

cp

_ Si se 1lama al valor amterior de kl/b, = Cg, por ser
el limite de aplicacidn de la férmula de Buler, se tiene:

= (4.32)

donde: Cq = coeficiente de columa.

fc§ = esfuerzo admisible de compresién para co-
lumnas coxtas,
E = médulo de elasticidad.

Para mdédulos de esbeltez , k{/b,, menores que el coeficien
. te de columna, Cp, el pandeo es inelédstico y en este caso no
fes aplicable la ecuacidén (4.31) gque da el esfuerzo admisible
jde compresidén para columnas esbeltas; en vez de ello, el es-
~ fuerzo admisible de compresién, foq, es igual al esfuerzo ad
 misible para columnas cortas, fcpv esto es:

fea = fop ' (4.33)

En la figura 4.14 se nmuestra el limite de aplicacidn de 1la
~ curva de Euler, Cp (coeficiente de columna), que separa el
pandeo eldstico de la falla por resistencia; la curva de - ~
Euler dada por la ecustién (4.31) para columnas esbeltas y
1a recta horizontal fgq = foq (ecuacién(4,33)) pera columnas
cortas de madera,

Ahora, se puede proponer una secuela de cdlculo para
obtener la carga de compresién gdmisib1e>para una columna de
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. fed i o
: o \ _ Esfuerzo admisible para
RN columnas corios.
S AN fed=fcp
‘~.fcp- 7 - —_——————t e ———
: Curva de Euler
: (ecuacion 4.3I})
Columnas L Columnas
cortos _i esbeltas
0 L S
Ce= |O.3E k4/bn
fep

Fig. 4.14 Grdfica del esfuerzo admisible, fcd, en funcion
del module de elasticidad, k4/bn.

madera sujeta a carga de compresidn axial paralela a las fi-
bras; los pasos a seguir son:

1. Se calcula el coeficiente de columna, C,, dado por la e~
cuacidn (4.32) . ‘

€y = I 0.30 E
2, Se calcula el médulo de esbeltez de la columnaj para el

. pandeo en ambos planos: kl/b, para el pandeo en el - planc
X% y k{/4, para el pandeo en el plano YZ, el mayor de é8=
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tos médulos de esbeltez serd el gue se escoja.

3. CéAlculo del esfuerzo de compresidn admisible.
Suponiendo que el médulo de esbeltez mayor se da en el
plano XZ:

a) Si el mdédulo de esbeltez mayor, kl/b, es mayor o igual
que el coeficiente de columna, C,, el pandeo es eldsti
co y la expresidn que se emplea es la ecuacién (4.31),

0,30 E
(k2/b,)2

foq = ; si kl/b, ¥ Cg

b) Si el médulo de esbeltez mayor, klf/b,, es menor que el
coeficiente de columna, C,, se trata de una columna —-
corta y la expresidn aque se emplea es la ecuacidn(4.33)

foq = fop 5 81 Kl/bp <L Cg
4. Por Wltimo se calcula la carga de compresidn admisible,

Py = foq + An . (4.34)

.Como el reglamento de construcciones pars el Distrite
Federal recomienda el uso de una excentricidad mfnima acci--
dental igual a 0,10 de la seccidn transversal de la columna

en las dos direcciones de andlisis, esta excentricidad de la
'carga produce un efecto de flexidén y obliga a diseflar la co=
lumna por flexocompresidén, tema qﬁé se sale del alcance de
éote trabajo.

Los ejemplo8 gque siguen serdn resueltos considerando
que la carga es completamente axial.
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Ejemplo 4.5

'fDéférminarhlgfcarga>axidl,en condiciones de servicio,
pafaruna’columﬂa de madera de primera, con. las siguientes
condiciones de apoyo. En el plano XY, se encuentra eﬁnotrada
en su base y articulada en su extremo superior; en el plano
ZY, se encuentra articulada en ambos extremos. ILa seccidén
transversal es de 15 x 25 cm y tiene una altura de 5 m.

oD
Pa ‘ Pal s
T Sl |
25¢cm > X'
£=500cm. : l Madera de primera
15cm E=70,000 Kg/cm?
fcp=50 Kg/cm2

b d X é » L

Fig. 4.15 Columna con diferente sistemo de dapoyo
en ambos planos.

Solucidn.
1. Médulos de esbeltez.
2) ¥n el nlano XY

kz = 008

(’kg\ 0.8(500)
o G51)
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(___J_l_ . 28 60‘*;_.3" Fe
bng

b) en”el' plano ZY"

kx = 1.0

<k£ _ _1.0(500)
dn 4 (25-1)

(kﬂ = 20,80 |

dnx

Como (k{/bn)z > (k&/dn)x , el pandeo ocurrird en el plano XY,
‘por lo gue la relacién de esbeltez del elemento es:

XL oog.6
by

2, Céleulo del coeficiente de columna, Cg.

Go = |23 E
fop
G = \l 0.3(70,000)
5040
CC = 20.5

3. Cdlculo del esfuerzo de compresidén admisible.,

Como el médulo de esbeltez ki/bm > Cg, el pandeo es
eldstico, y la expresién (4.31) da el esfuerzo admisible de



compresién paralelo a les fibras, foq »
030 E
“(k4/on)?

_ _0.30(70,000)

fed =

fod = 25.7‘Kg/cm2

4. Céleulo de 1a cargn de comnresidn admisible.

fl

fcd . An

25.7(336)

o
i)
]

8635.2 Kg

g
)
i

Pa = 8.64 ™

117
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Ejémplo 4.6

LCudl serd la carga admisible de trabajo para una co-
lumna de excelente calidad, articulada en sus extremos con
una longitud de 7.62 m y una seccidén transversal de 25.4 on
por 30.4 cm? . Como se muestra en la figura 4.16 .

y

) ’ A2

T

d=30.4¢cm > X
1=762¢cm l
E=112,400 Kg/cm?2
d=1254 fcp= 70 2
”A:____,\x cp= Kg/cm

Fig.4.16 Columna con sistema-de apoyo igual para
ombos planos,

Solucidn.
1. Médulo de esbeltez de la columna

k = 1 por ser doblemente articulada para ambos sentidos (plg._
no XY, y plano 2Y).

a) en el planc 2Y

Kl _ _762(1)
ap 29,4
XL . 05,92

dn
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b) en;éljpléno’XY -

W 762(1)

b,  24.4
2 R S
n

Como kf/bn > kJ/d,, el médulo de esbeltez que se tomard serd
ki/bn = 31.23

2, Cdlculo del coeficiente de columna, C,.

Ay

M
o = | 0.3 E
e = et g
1
70
Ce = 21.95

3. Cdlculo del esfuerzo de compresidén admisible

Como kl/by > C¢ la columna es esbelta ¥ rresenta pandeo e--—
ldstico, por lo que la expresidén que se deberd utilizar es
la (4.31) para obtener el esfuerzo admisible de trabajo.

0.30(112,400)

f.q =
od (31.23)2

foq = 34.6 Kg/cn®

4, Carga admisible de trabajb
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o
1

= foq An

29.4(24.4) 34.6

&
4

24,820.7 Kg

&
n

Pa = 24.8 !n
Ejemplo 4.7

sCudl es la carga axial admisible de trabajo para una
columse de primera, doblemente articulada en ambas direccio-

nes, con una seccidén transversal de 20.3 cm por 25 cm, como
se muestra en la figura 4,177 » Si su longitud es:

a)l;y =1.83m
b) fp = 3.66 m

o

=3.66m. 25.4¢m = X

4
J . E= 98,400 Kg/cm?
] C |203end fep=50.0 Kg /cm2
> X

‘Fig. 4.17 Columna articulcdo en ambos ex'!remoi pora
dos longitudes dodas y una solo seccidn
transversal.

o
"
-]
o
3




Solucién. )

1. Mézdulo de‘esbeltez.
a) en el plano XY

8.1) si ,P_-- 1.83 m

kb _ _183Q2) _ g4
by 19.3

302) si _,2= 3066 m

xl: _ _366(1) _ 18,97
by 19.3

b) en el plano YZ
bel) si J=1.83m

kll = (1)183 = 7.5
an 24.4

b.2) 81 J= 3.66 m

kdp o _()366 _ 4o
ay 24.4

2, Coeficiente de columna, C..

¢, = l 0,30 E
: fop

121
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Gy = |-0:30(08,400)
50.0

Cc = 24,29
3. Cdlculo del esfuerzo admisible, f,4 &

Como se observa en el punto anterior, los médulos de esbel--

tez son mayores en el plano XY, por lo que la columma es méds
susceptible al pandeo en este plano que en el YZ; también se
observa que los mddulos de esbeltez en el plano XY paras las
dos longitudes, ki /tn Y k;ﬂz/%n' son menores que el coe-
ficiente de columna, Cg, eato es:

como: ki, /o, < G,
kﬁZ /bn< cc

el esfuerzo admisible de compresidén paralelo a las fibras es
44 dado por la ecuacidn (4.33) .

Por lo que en ambos casoss

2 2

2eca = 50 Kg/em

4. Carga admisible de trabajo.

Del punto anterior se obtuvo que el esfuerzo admisible, f.g,
vara la columna con diferente longitud (f, y f,) es igual en

ambo8 casos, por lo gue la carga admisible serd la misma ain
cuando la columna sea &e 1.83 m o 3.66 m de longitud.



n

—
=

Anﬂfcd“l_ 

= 20:4029.3) 50

23,546 Kg

© Py = 23.55 Tn
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CONCLUSIONES'

El problema de pandeo no es de resistencia, #ino de estis
bilided.

Cuando una columne es esbelta, a la carga. con la cual se
inicia el pandeo se le llama Carga Critieca, Ppr, la cual
produce flexidn por pandeo en el plano de mayor mdédulo

de esbeltez y es menor que la cargs de resistencia dlti-

ma del materiel.

Se presentan tres tipos de estado en una columa:a) equi
librio estable, b) equilibrio indiferente y c¢) estado i-
nestable o de desequilibrio.

El andlisis para la carga critica, Pppy 86 hace para co-
lumnas de conformacién ideal, es decirj que el material
del cual se construye el elemento se comporta eldstica--
mente, el elemento es totalmente homogéneo, el sistema -
de apoyos es ideal, la columna es perfectamente recta y
la carga es perfectamente axial.

La ecuacidn diferencial de la eldstica que se utilizé en
el estudio, es la aproximada debido a que las deformacio
nes son muy pequefias, por lo que, cuando P es igual a Pey,
la flecha no estd determinada. Si en vez de aquella, se
utiliza la expresidén exacta, resulta que no existe ningu
na indeterminacién en el valor de la flecha, sino que -~
tiene un valor definido.
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La expresidén de la carga critica para las columnas fundg

mentales, se puede obtener a vartir de la columna doble-
mente articulada, comparando la curva eldstica de ésta -
con las primeras,

El factor de longitud efectiva de pandeo, k, se utiliza
para que la expresidn de la carga critica tome wa forma
general, Pep = W2 E I/(k1)2 .

La carga critica para una columnz es directamente propor
cional a su rigidez flexional, E I, e inversamente pro-
porcional al cuadrado de su longitud, asi como también,-
independiente de la resistencia a la compresién del mate
rial,

Para las columnas fundamentales, el factor k, estd bhien
definido, mientras que para las columnas que pertenecen
a estructuras reales, se tiene que investigar la interac
cién que ejercen los elementos que concurren a cada nudo
y con los nomogramas presentodos en las figuras 2,10 &
2.11, obtener el factor de longitud efectiva que corres-
ponde,

Para que la expresidn del esfuerzo critico de Euler sea
vélide, fop = W2 E/(kl/r)2 , éste debe permanecer por
debajo del 1imite de proporcionalidad, ya que arriba de
éste el material se comporta ineldsticamente,

Si una columna cumple con el punto anterior se dice que
es esbelta, si no, es una columa intermedia o .corta. Es
ta ltima fallard por resistencia del materisl (aplasta-
miento o ruptura), la intermedia tiene un comportamiento
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en el cual les consideraciones de pandeo y resiastencia
tienen interaceidén. Lo anterior conduce a tener dos ti--
pos de pandeo; eldstico e ineldstioco.

En general, la férmula de Euler es aplicadle a las colum
nas cuyo médulo de esbeltez es, ki/r> N qE/prv para co

~ lumnas de cualquier material sujetes a compresién axial.

13.

14.

15,

16,

Los métodos basados en la férmula de la Secante B¢ Ci--
mienten en consideraciones puramente tedricas. Esta fér-
mula engloha las columnas cortas, intermedias y esbeltas
en una s86la clase continua. Se recomienda utilizar una

relacién de excentricided 9C/r2 = 0.25, con un factor de

geguridad PS = 2,0

La férmula de la Secante también se utiliza considerando
las imperfecciones, empleando una excentricidad equiva--
lente 9, que aumenta lineslmente con la longitud, l, de
la columna. Se recomienda un valor de 9/] = 1/400, y un
factor de seguridad F3 = 2.0 .

Para el disefio de columnas de acero,se proponen férmulas
totalmente empiricas méds sencillas que las anteriores ba
sadas en ensayes, las cuales proporcionan el esfuerzo ad
migible de trabajo en funcién del médulo de esbeltez de.
la columne., '

Pars las columnas de madera se establece un método sonci
1lo, gue permite dimensjonar columnas de cualquier rela-
cidn de esbeltez, dando como resultade el esfuerzo de
compresidén admisible,
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