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INTRODUCCTIONW GENERAL

"El advenimiento de las computadoras ha hecho gue la ciencia
diera un gran salto en todos sus campos, ya no existe area

dentro de ella en la cual la computadora no Jjuegue un papel
importante. En Imngenieria y en forma especial en la Inge--
nieria Estructural, han hecho gue los métodos tradicionales
de andlisis quedasen ya casi obsoletos, dando lugar a nug--
‘vas teorias gue comprendiesen una variedad muy grande de es
tructuras gue por los métodos anteriormente usados no era -

posible encontrar su solucidn.

Creemos gue el fundamento de estas nuevas teorias nace al -
‘M"apartarse de los métodos tracicnales de analisis gue bug--
carun, y buscan actualmente, las regpuestas de una estruc--
tura para un determinado tipo de cargas y apoyos. Asi, no--
sotros trataremos la forma en que una estructura responde -
a Eualquiersﬁstema de cérgas con cualquier sistema de apo--

¢

yos, siempre y cuando se garantice el eguilibrip"

Creemos gque resulta dificil trabajar con las estructuras --
glvidandose en cierta forma, de las cargas v de log apoyos,
pero los métodos tradicionales resultan ser Yanticuados e -

inadecuados", para usarse con computadoras; mas no asi, los



nuevos gnfuques gque "hacen uso de las caracteristicas de
las computadoras, gue tienen capédidad de almacenar gran
des cantidades de informacidn, operar a alta velocidad, -
gfectuar una serie de operaclones especificadas, realizar
decisiones légicas, y obtener resultados correctos. En-~
dlgebra lineal se utiliza con ventajs estas caracteristi
cas y de ahi la aplicacidn actual de lus métodos matri--
ciales"( )
No tratamos en el presente trabajo desarrallar completa
mente una disciplina tan extensa, como lao es el Anélisis
Estructural, tratamos de mostrar las bases, calificédas—
como necesarias, para poder seguir con el estudio de la-
misma e introducir al estudiante en el campo de ls Apli-
cacidn de las Computadoras a las Estructuras tems gue, par
su amplitud, resulta sumamente extensa y cumﬁlicada a me-
dida que se profundiza en el como para cubrirlo a detalle

agui, y debido también al nivel gue se reguiere.

Cren gue puede ser importante hacer alusidn a una idea --
que logrs ahorrar una significante cantidad de tiempo en-
la solucidn de préhlemas; de tipo comin, como lo son gl -
analisis de marcos de edificios, generalmente semejantes.
Al formar la matriz de rigidez de miembro, considerando -
carga axial, cortante y Flexién,fésta se forma de 6x6 elg
mentos. En este tipo de estructuras la deformacién por -
flexidn en la que toma el papel importante en el valor de

los elementos mecanicos (momentos si s8lo se considera ==



flexifn), al considerar s8lo carga por flexidn en la for-
macidn de la matriz de rigidez-de miembro, ésta se Farma-
s0lo de 2x2 elementos, méas un grado de lihertad por cada
nivel de la estructura. E1 nimero de elementos a mane jar
gs contrastante entre wuna forma y otra de trabajar. E1
namero de localidades de memoria 2 reservar en un compu-
tadar y el nimero de ecuaciunes a resolver, es considera
blemente menor manejando sole Flexifn; el tiewpo de z2ho-
rro puede llegar a ser impaortanies. Para el disefio de --
trabes; con la forma sugerida de proceder, eélo_cgntamus
con los momentos en los extremcs y necesitamos las cortan
tes; con lés cargas sobre los miembros vy aplicando esti-
tica, se pueden obtener éstas. Para el disefio de columnas
necesitamos, ademas de los momentos, las cargas axiales-
tomando las cortantes obtenidas para las trabes o consi-
derando el &rea tributaria de cada una de4ellas sg pb~-
tiene con la aproximacidn suficiente para resclver este

tipo de problemas.

Tratamos en las tres primeros capitulos las bases que -
hay gue tener para una mejor comprensidn de los subse-- |
cuentes, donde se tréta de dar & los Métodus de Rigide-

ces y Flexibilidades el enfogue matricial. , '

(Quierc agradecer al Ing. Julio Damy Rias, director de -
este trabajo, su valiosa cccperabién. lLos apuntes del-~

curso que imparte sobre la materia son la base del pre-

sente estudio.



Agradezco también, a la Sra. R. Leonor Nolasco M., su
ayuda en la elaboracidn, tan pesada y dificil, meca--

nogréfica del mismo.

Por Gltimo gquiero hacer un reconocimiento especial --—
al Ing. Pierre Lelong Fleury a gulen debo gran parte-

de mi desarrollo profesional v su ayuda desinteresada.
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I. INTRODUCCION A LDS5 SISTEMAS Y PROGRAMAS
EXISTENTES DE ANALISIS ESTRUCTURAL



INTRODUCCION A LAS CUOMPUTADORAS.

Una computadora es un Abvetrumento electrénico compues-~
to, en esencia, de dos partes: Una que comprende todos
los dispositivos fisicos can que cuenta, llamada -—=---—
"Hardware". UOtra gue considera a la parte"intelectual™
que abarca lo gue a programas se refiere, se llama ---

"Sof tware".

- Un programa es una serie de instrucciones ordenadss de
tal forma gque cumplen can uno o varios fines especifi-

COB.

El funcionamiento vy los componentes, de una computadn:

ra, podemos resumirlos en el siguiente esquema:

UNIDAD DE MEMORIA UNIDAD ARITMETICA

~
|

UNIDAD DE ENTRADA |- ]
v/Q SALIDA. .| UNIDAD DE CONTROL UNIDAD DE SALIDA

La parte medular de una computadora es la Unidad de -~
Control, gue no es mads que en realidad un programa gue
dirige la accidn de todas las otras unidades, determi~
nando cuéndo debe leerse informacibn, cuéndo debe ez--
cribirse, cuando y dbnde dehe almacenarse en la Unidad
de Memoria, cuéndo debe recobrarse esa informacidn y -
cudndo enviarse a la Unidad Aritmética para su procesa,
ete. '




La tendencia, a futuro, de lag Computadoras es sin lugar
a dudas, hacia el desplazamieq@g de las Macrocomputada--
ras por las Microcomputadoras, gue son facilmente trans--
portables, de instalacidn muy sencilla y na requieren de
mecanlismos especiales para su funcianamiento como lg re-
guieren las grandes computadoras. Con urna capacidad -~
camparable s éstas, las Microcomputadoras tienden a abar
car cada dia mas el mercado de la camputacidn, donde de-
bido a la diversificacif6n y desunidn de las actividades- .

que se desarrallan en el pals, es mis econfmico el mane-~

/ |

El desarrollo de sistemas o programas para el Analisis -

jo de éstas.

Estructural se encaminma hacia las Microcomputadoras, aleg
jéndose cada dia més par lo econfBmicao, el usa de estos -

programs en Macroconputadoras.

En un tema tan extensc como lo es éste, pueden decirse -
y Jjustificarse muchas més cosas gue valdrian la pena. -
Sin embargo tendria gue, cres yo, generarse un trabajg -
del valumen gue representa éste o més. Aungue no se tra
ta més el asunto hay gque tener presente una cosa: El1 -~
futuro del AnAlisis Estructural estd en el desarrolle de

las computadoras vy en gque se trabaje en ello.



I.2

DESCRIPCION GENERAL Y EJEMPLO DE APLICACION DEL SISTEMA
WSTRESSY . '

Struetural Enginnering System Solver (STRESS), es un sistema
de programacidn para resclver problemas de Ingenieria Estruc
tural, generada inicialmente para el computador IBM-1130, y-

adaptado posteriogrmente al B-6700.

Este sistema aungue en la actualidad resulta costosco debido-
al demasiado tiempo del computador gue consume, llega a ser-
muy interesante ya gque sienta las bases de muchogs de los --
programas gque posterimrmenfe se desarrollarian. El sistema-
estd compuesto de dos partes: Una que interpreta y valida -
los datos de la estructuras v otra que realiza coperaciones --
vy produce lpos resultados deseadaos. Con el sistema podemos -

analizar estructuras con miembros prismaticos en dos o tres-

dimensiones, con nudos empotrados o articulados, con condie-

ciones de carga concentrada y distribuida, con movimientos -

en los apayos o efectos de temperatura.

El programa usa el Método de las Rigideces para obtener las-
accliones en lné extremos de los'miémbros, desplazamiento de-
los nudos, reacciones y desplazamientos de logs apoyos. Es--
td escrito en Fortran y Assembler. Este programa generado -
hace poco més de veinte afios, tuvo tanta aceptacifn gue en -

la actuslidad todavia se mantiene en uso.
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1.3

DESCRIPCION GENERAL VY EJEMPLD}DE.QPLICAEIDN DEL SIGTEMA

"CECAFI-ESTRUCTURAS™

Este Sistema fue desarrollado en la Facultad de Ingenieria -«
para el Computador B-6700 de la UNAM, con el fin de poder ---
dar a los alumnos un servicio en la solucidn de problemas «—--
de tipo ascadémico, en cuanto al andlisis de estructuras se re
fiere, aungue laos limites de su capacidad estén por encima --
de cualgquiera de estos.

5u autor el Ing. Carlqé Ramps Larios, establece la solucidn -

para tres tipos de problemas:

1) ARMADURAS PLANAS (ARFLA)
2) MARCOS PLANOS (MARPLA)

3) ARMADURAS ESPACIALES (ARES)

- El Sistema usa el Médtodo de las Rigideces vy todas sus partes -

estén desarrolladas con lLenguaje Algol. Su capacidad se limi-
ta a: 1023 Nudos, 1023 Apgyos, 1023 Barras, 10 Condiciones de
Carga Independientes y 10 Condiciones de Cargsa Depemdiéntes -

(Combinaciones).

La forma de dar datos, a este Sistema, es muy semejante a la -
usada en el Sistema Stress. Se muestra enseguida un ejemplo - .
con el fin de dar una idea, méds amplia, de la forma en que se-

mane jan los programas o sistemas existentes sobre el tema.
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DESCRIPCION GENERAL DE LOS PROGRAMAS "TABS", YNASTRAN"

Y OTROS.

e

Un estudio de Andlisis Estructural que logrd tener amplia --
aceptacidn en México y gque es usado todavia con frecuencia -
es el Programa para “"THE STATIC AND EARTHQUAKE ANALISIS FRA-
ME AND SHEAR WALL THREE DIMENSIONAL BUILDINGS" (TABS); desa-
rrollado en la Universidad de California, (Berkeley, Califor
nia, E.U.), durante 10 afios y con la asistencia técnica y --

gcondmica de varias Compafias.

El procedimignto v el Programa para Computador estan desarrg
llados para an&lisis estructural lineal de marcos vy mﬁrns de
ccrtanﬁe, de edificios sujetus a cargas esteticas y sismicas.
Los edificios son ldealizados como un sistema de marcos y mu
raos independientes e interrelacionados con un Diagrama de --
Piso. Se consideran edificios no simétricos y ademds no rec

tangulares, esto se logra considerando a los marcos y a los-

‘muros como subestructuras en la formulacidn con lo que para-

muchas estructuras la presentacidn de datos puede ser minimi
zada, con una significante reduccidn en el tiempo de Compu--

tador.

El Lenguaje usado es Fortran en todo el Programa. Costa de-
15 Subrutinmas con un mddulo principal gue en total agrupan -

a 1184 instrucciones.

Otro de las Programas que han sido desarrollados para el ané
lisis estructural, es =1 Programa MSL/NASTRAN (NASA S5TRUCTU-
RAL ANALISIS); que costa de aproximadamente 430,000 instruc-

ciones agrupadas en 200 mddulos o rutinas, comunicados entreo

’
s{ por un centrol ejecutiva. E1l Lenguaje interno del Progra
ma es Fortran =zungue hace uso de un Lenguaje superior extra-

para 21 ma nejo de matrices (DMAP).




-

Este Programa ha sido disefiado para el tratamiento de pro---
blemas extensos, con muchos grados de libertad, involucran--
do en el andlisis numérico tres operaciones hasicas: Dese--
composicién de Matrices, Extraccidn de Autovalores & Inte---
gracién de Ecuacionegs diferenciales; o sea, aplicandeo las -
técnicas del elemento finito, aproximindose asi a un modelo-
mds cercano a la realidad. “"Esto conduce a un mejor dimen--
sionamiento de la estructura, pero se requiere pPoseer un =---
buen conocimiento sobre los fundamentos tegdricos de 25885 ~--
téonicas v contar, ademds, con una buena infraestructura en-

1o refersnte a capacidad de cOmputo" ( J.

.E1l Programa pude resplver problemas de casi cualguier tipo--
como pudieran ser de anélisis estético y dindmico, andlisis-
de estabhilidad, de transferencia de calor, de hidroelasti---
cidad, asreoslasticidad, etc.

Extra, podemos citar uma gramn variedad de Programas gue se--
encargan no sdlo del andlisis, sino también del disefig: ---
Programas para el andlisis y disefio de Torres de Tramsmisidn
énélisis de Puentes, de Chimeneas Industrisles, de andlisis-
y disefip de armaduras en el espacio, etc., 2tc. 8in embargo
en México poco de esto se ha hecho y si se ha hecho poco ---
"valor se le ha asignado tal gue, en este sentido, aungue se-
pudieran desarrollar grandes cosas mucho, si no es gue todao,

gs importado lo cual hace gque en la mayoria de las ocasianes

los costos se eleven y la dependencia tecnoldgica se acrecen

te.
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11.1

INTRODUCCION

i

[N

Aunque en este tema nc hacemos un estudiog matricial completg--
y detallado, procuraremos gque 21 esstudizante afiance u obtenga-
los conocimientos necesarlios para que adguiera las herramien—e
tas y la habilidad requeridas, como indispensables, en 1o —=-

siguientes capitulos sobre el manejo de matrices.

En snAlisis estructurel de ls facilided v la rapidez, con gque-
un sistema de ecuaciones pueda resolverse, depende en muchas--
pcasiones el gue llegue o pa g ser costisable un estudio dg —-w
este tipo. La snluci?n del sistema de ecuasciocnes representa—-
la mayor parte del tiempo en 2]l procesg de obtencidn de los --
elementos mecénicos y deformaciaones de una estructura. Para--
estructuras de pocos grades de libertad puede ser mAs préactico
y ‘'mds barato el manejo de este tipo de problemas manualmente, -
mas no asi en aguellos problemas en el gue el grado de hiperes
taticidad se eleva demasiado gue ni con el uso de calculadoras
de escritorio serfs posible su solucidn; la presencia de compu
tadoras de gran capacidad se hace entonces necesaria y con e--
1llo de programas de computador. El1 realizar programas para --
resolver sistemas de ecuacicnes por alguno de los métodos exis
tentes, puede ser el primer paso para gue el alumno se intrge--
duzea en el manejo de las caomputadoras, siendo estas ya 4ung --

herramienta indispensable en el drea de estructuras.

Para problemas de andlisis estructural se ha praobado que el -~

‘Método de Cholesky ha llegado a ser el més apta para la solu--

cibn de sistemas de ecuacienes. Mastramos el diagrama de flu-
jo de la parte importante del Método, con lo cual se puede --

formar el programa correspondiente si se desea.

Por (Gltimo, cabe hacer mencidn, el usoc del "Sistema CECAFI-MA.

TRIEES" adaptado a2l computador de la Universidad y con g2l cual

15



se da wuna herramienta al alumno gque desea evitarse el clle—-
- gule fastidioso del manejo de matrices, y una idea de lo --

gque puede llegarse a hacer cor un computadar.

16



I1.2 ALGEBRA MATRICIAL
a). DEFINICION Y NOTACION

Una matriz es un arreglo rectangular de ndmeros u operado
res lineales gue obedecen a clertas reglas de tal forma -
que un arreglo de m x n es ung matriz de m renglones-

por n columnas, gueda denotada como:

849 Fqz2 Faz ¢ - - H4q
85q 8z Hdpz - - - Byy
R o =lag, 83 833 . .. 85
am1 am2 am3. amn

El elemento situado en el rengldén i vy en la columna  j -

se representa con la notacién aij.
b). CLASES DE MATRICES

b.1). Matrices Vector. Matrices gque constan de un sdlo-

renglén o de una sola columna.

Matriz Columna:
1
{L}“[ujs EQ] =12 s 1=
—f

| m

b.2). Matriz Cuadrada. Es aguella en la cual el ndmero
de renglones es igual al ndmerc de columnas; esto

Bs: m=n

17



b.5)

Matriz Diagonal. Es una matriz cuadrada 2n la --

cual los elementos aij son ceroc para toda 1#j.

Matriz Simétrica. Es una matriz cuadrada tal gue
sus elementos guardan simetries con respecto a la-
diagonal principal es decir aij = ajli tal que

JAi.

Matriz Banda. Es una matriz cuadrada tal que los
glemzntos gque no son cero estdn agrupados a los -

ladps de la diagonzl principal.

4
’E}; a;; 0 0 . Tt
839 8pp 330 0.
U 833 833 33, 0 -
A = a a 3&3 8,1 a‘L;S w
0 0 g . . .

Matriz Triangular. Es una matriz cuadrada en la-
que todos los plementos a um lado de la diagonal-
principal son cero. Se dice que es triangular in
ferior cuando los elementos que estdn arriba de -
dicha diagonal son cero, en caso contrario, gue -

los elementos abajo de la diagonal sean cero, se-

“denomina triangular superior.

241 0 (8]

A = a21 822 |3
931 F32 F33
- P 3

,laﬁ,



b.7). Matriz Identidéd.. Es aguella gue obedece a la --

propledad:
aij = 1, /; 1 =]
aij = O, /; 1 # 3
esto es:
~1 0 R B
- - U
I = U U ™ -
- . . . 1 . 0 ’
. o e 'y @ L4

Una matriz identidad tiene propiedades anélogaska~

las propiedades aritméticas de la unidad; asi gue:
A = AT = A
b.8) Matriz Reciproca o Inverssa.
Sean :las matrices A y B tal que
AB = I

Se dice entonces que B es la matriz reciproca o --
inversa de A y viceversa. La notaciin usada @ --
efecto es A_1 gue significa la matriz inversa de -
A,

b.?). Matriz Transpuesta. Es una matriz que'se obtiene-
transponiendo los renglones por las columnas vy vi-

. T -
ceversa. 5Se denota como R, dandose gue:

ATiy = pji

19



€l

PROPIEDADES ¥V OPERACIDNES

c.1).

Ce2).

4 -

Suma de Matrices. La suma de matrices nij de ar-
gen mxn y lamatriz Bij de mxn es la --
matriz Alj + Bij por lo tanto las dos matrices --
gue se suman deben tener el mismo ndmero de ren--

glones y columnas o sea el mismo orden.

Multiplicacidn de Matrices. La multiplicacidn --

de urna matriz A por otra B estd dada por:

Cij = E Aij - Bij

=1

Esto es el elemento Cij se obtiene efectuando el
praoducto del rengldén i de la matriz A por la ---

columng J de B.
NStese que para multiplicar dos matrices se re---
guiers que la primera tenga un ndmero de columnas

igual al ndmerc de renglones de la segunda.

En general el producto de dos matrices no g5 —w--

conmutativo, por lo gue se debe hablar de premul -

tiplicar ( C = AT ). S5i laos factores son matri--

PP . s n X
ces simetricas se puede efectuar Cij =3 Air.

T =

Bijr esto s, productos de renglones por renglones.

Ejemplos:
2 3 8 38 29
5 4 =i18 Lo
B 2 2 58 15



c.3).

c.b).

75 25 O 0 o.d} 10

_25 795 o0 .50 |-0.4 0

0 o 75 25|l o0.2] = o

o0 -50 25 75 | |-0.6 20
Propiedades:

Asociativa: A(BC) = (AB)C = ABC
y Distributiva: A (B+0)= AB + AC, ‘

(B+C) A = BA + CA
lLemas:

- El inverso de un producto es el progucto de los-

inversos cambiando el orden de la multiplicacidn:
N L

- Una matriz siméirica no singular (su determinan-

te -es distinto de cera) es siempre igual al pro-

ducto de una matriz triangular inferior por su -

transpuesta.

- La reciproca de una matriz simétrica es simétri-

ca también.

- La reciproca de una matriz triangular inferiocr -
es otra triangular inferiar con los slementos --
de la diagonal iguales a los reciprocos de los -
elementos de la diagonal de la matriz a inver---

tir.
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I1.3 ECUACIONES MATRICIALES, (DESCRIPCION)

En estética vy dindmica estructurales, es comin gl tener gue -
resolver sistemas de ecuaciones, estos generalmente se presen
tan del tipo homogéneo (N incdgnitas, N ecuaciones) y podemos

representarlos como:

811 x1 -+ 312 xz + a13 x3 T o e o + E1n xn = b1
8pp Xq  * 8y Xy F8py Xy o+ ... 4B, Xo=By
Byq  Xq  * B3y Xy +Bi5 Xk oeo. o By X, =Dy
a 1 x1 + anZ x2 + 8.3 x3 T e e e ahn xooo= bn

donde de acuerdo a la multipliacién de matrices y agrupando -

matricialmente tendremos:

a a a -~ 7
1 %2 % L. La ] [, b,
854 Bpp  Bpz e e e85 1 Xy by
834 833 833 - - - 83| IX5i=|Dbg
an'] an2 an3 ann xn bn
ST on ey - L -

0 simplemente aplicando la Notacidn Matricial; y donde el --

-8ignificado de los miembros es obvia:

AX = B

Aqui{ podemas visualizar la solucidn del sistema de ecuacio--
nes en forma més directa, ya sea aplicando "La Regla de Cra-

mer":

22




bq 840 - e B,

b2 a22 v o a azn

bn aZn ann
X1 =

| » |

311 b1 e s a1n

839 By - - F 3o

1 bn == 85n '
X2 = : ete..

o invirtiendo la matriz A tal que si

it s v g S S ot e et e e ey
—mRmmomImat oo mEn

En este tiﬁa de problemas el concepio de matriz inversa es - -
el més comunmente usado por su mejor mane jabilidad debido a las
caracteristicas del Sistemz de Ecuaciones gue en estédtica y di-
namica son especiales y debido ﬁamhién a la facilidad con gque--

se pueden computarizar los diferentes métodos de inversidn.
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T INVERSION DE MATRICES POR EL METODO DE GAUSS5-J0ORDAN

w -

Fste método, también conocido caomo el método de eliminacifin -- -

complets, consiste en convertir a la matriz [h] que se deseg--~-

en wna mabtriz rectangular tal que la matriz guede formads por -

dos partes; [A : I] esto se logra afiadiendo a la derecha, como se
muestra, una matriz identidad [I] del mismo grden que 1la matriz-

[A] . FEsta matriz se somete a una serie de eliminaciones tratan

do de trasladar la matriziija la izguierda logrando, una vez que
la matriz E}lj gquede como identidad, gue la matriz de la derge-

cha sea[ﬁ”] , esto ¢a: [_I : A”] .

Ejemplo:

Sza el sistemal

/3 4/3 3/L $3 24
L/3 41/3 3/8 ol | =} -12
3/ 3/8 9/16 & o
=" ot hem - L. - - .

La solucidn del sistema quedaria expresada comgo:

(b3 [wss w3 3] - 24
pe | =] w3 1173 3/ 12
N 3/4 3/8 9/16 g

Expresidn que se puede representar como:

Obtengamos Al

24



Sea:

/3

L/3
3/4

L/3
11/3
3/8

3/ . 1.0 DO
3/8 . 0 1.0
9/16 - o 0

0 &5

0 (2)
1.0 | (3

El ndmerc a la derecha servird para indicar el proceso -

gue se efectda, en cada rengldn, y su orden.

a .

1.0000 B.2857 D.16Ué :

ELIMINACION

g.2143 0O 0

(L) = €1/ C /3 )
o 3.2857 0.1607 -0.2857 1.0 O | (5) = (b) *(=4/3)+(2)
0 0.1607 D.4&20 -0.1607 0 1.0} (6) = (4) *(=3/6)+(3)
2a. ELIMINACION
1.0 0 0.1667 : 0.2391 -0.0869 0 |(8) = (7)*(~0.2857)+(4)
0 1.0 0.0489 : -0.0869 0.3044 O [(2) = (5)/3.2857
0 0 0.4341 : -0.1467 -0.0489 1.00(9) = (7)*(-0.1607)+(6)
3a. ELIMINACION
"4.0 0 0 : 0.2887 -0.0704 -0.3380 | (12)=(10)*
- (-0.E7)+(8)
0 1.0 0 : -0.0704 0.3099 -B.11267| (1D=(10)*
: (-0.0489)+(7)
0 0 1.0 : -0.3380 -0.11267 2.303§ | (10)=(3)/0.4341

£l sistema de ecuaciones quedaria expresado de la siguien

te Torma:

a3
okl

0.2887

~0.0704

-013380

-0.0704
0.3099

-.3380
-0.11267

~0.41207 2.3036

24.0

-12.0

0

25




o T o T T o T o T |

43" 7.7746
b | =1-5.4085 (50lucidn final del problema)
S =1-6.7606

Efectuando algunas consideracipnes y observando el proce-
dimiento podemos desarrollar programas de computadoras --
gque efectlan gl proceso en un tiempo razeonable. A conti-
nuacidn se presenta um programa que invierte una matriz -

utilizando este método.

PROGRAMA QUE INVIERTE UNA MATRIZ CUADRADA DE ORDEN

N X N, UTILIZANDO EL METODO DE GAUSS-JORDAN

DIMENSION A (50,50)

LL=5

I1=6

LECTURA E IMPRESION DE DATOS

N= ORDEN DE LA MATRIZ

LA LECTURA DE LA MATRIZ ES POR REMGELONES, ACEPTANDOSE —-
LAS TARJETAS DE CONTINUACION QUE SEAN NECESARIAS HASTA -
COMPLETAR EL RENGLON. PARA CADA CAMBIO DE RENGLON HAY -
CAMBIO DE TARJETA. |

READ (LL,100N

FORMAT (I5)

WRITE (II,20) N, N

FORMAT (1H1, / /, 4OX,52H INVERSION DE MATRICES POR EL =
METODO DE GAUSS-JORDAN, //. LBX, 28+ DATOS DE LA MATRIZ-
-ORDEN, I3, 1H, I3, /).

DO 1 i=1,w

READ (LL,11) (A(I,3). 3=1,N)

CONTINUE

FORMAT (/,10X,8H RENGLON:,I3,/,10F12.4)
COMIENZA PROCESO DE INVERSION

EL PROGRAMA NO ACEPTA ELEMENTOS £t LA DIAGONAL
PRINCIPAL IGUALES A CERD

DO 3 I=1,N

IF (A(I,I). £0.0.06) GO TO 100 26 '



I1.5

PIVOTE = A(I,I)
ACT,I) = 1.0
DO 2 J=1,N
ACI,3)=A(I,3)/PIVOTE
DO 3 J=1,N
IF(I.EQ.J) GO TO 3
ELE=A(J, 1)
AC3,1)=0.0
DO 3 H=1,N
ACT,K)=A(],14)-ELE ACI,K)
3 CONTINUE
TERMINA PROCESO Y COMIENZA LA IMPRESION DE RESULTADDS,
WRITE (II,22) |
22 FORMAT (///. 45X 4LOH RESULTADOS DE LA INVERSION DE LA -
MATRIZ, /)
DO & I=1,N
4 WRITE (II,211I,(ACI,d),3=1,N)
5TOP
100 WRITE (II,23)1,I,
23 FORMAT (///,10X,294 EL ELEMENTO DE LA MATRIZ, A, 12,18,
~I2,1H), 16H ES IGUAL A CERD) '
STOP
END

i

INVERSION POR COFACTORES.

Este método usa como expresidn general lz regla de Cramer --
que establece que:

(" -

sty

|al

donde [K] es llamads la matriz adjunta de [A] y se forma

g partir de la transpuesta de ésta, sus elementué s2 obtignen
cada uno de ellos come resultado de efectuar el determinantew
que se forma con las elementqs que quedan fuera de la cruz --
rengldn- columna que comprende al elemento y efectusando una -

interrelacidn de cambios de signos.
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Para gque exista una comprensién mejor citamos el siguiente —--

ejemplo:

Sea la matriz:

L a o L o 0
EA EA
Feb=l o0 > 12 Fee oo o P 2
‘ 3ET 2EI ' 3EI 2EI
=
o L° L o * L
2EI FI 2EI  EI
R 4/ - -

Como es una matriz simétrica su transpuesta resultad la misma.

La matriz adjunta ser&:

oo e
+ Lu -0 +0
12E2I2
Fbb = -0 +L2 -l
B EZAI ZEZAI
+ 0 —Lg + Lh
ZEEAI BEZAI

Agui por ejemplao, el elemento (3,2) se abtiene de efectuar el
determinante Formadm'por igs elemgnios de las columnas 1y 3

‘con interseccidn de los renglones 1y 2, esto es:

L 8] = L ; Andlogamente para las
m— 5 demds elementos
EA 2ETAT

0 L2




La interrelacidn de cambio de signos se hace comenzando con -

el signo (%), continuando en orden por rengldnm, cambiando.a -

JIT.6

(~), despuds a (+), a(-), etc. -

£l determinmante de la matriz Fbb serd:
det [_thb] _—.rL R g
LEA %1% we?1? | 1ee’ar?
De tal manera que la inversa guedaria como:
EA 0 0
(R 3 [
[be} B 0 12T -6EI
| det [Fo] 3.2
g - BET. LET
L2 L

El proceso se vuelve fastidioso y prolongado para matrices de-

- orden mayor @ b4x4 y su computarizacidn s complicada, mas —-

sin embargo en matrices comprendidas dentro de este rango resul

ta ser demasiaso practico.

METODO DE GAUSS~SEIDEL,

Este método basa su solucidn en

gproximaciones sucesivas para-

resnlver sistemas de ecuaclones de la forma [A] [X] = LB],

Para ilustrar mejor =1 procedimiento tomaremos un ejemplo:

Considere el siguiente sistema  de ecuaciones ardenado:

A A+A YR 7 = D

11 12 13 4
321 X+A22V+A232 = hz
A31 X+ﬂ32V+R33Z = b3

29



Despejanda de cada una de las ecuaciones la variable de la dig

ganal tendremas:

X = (b, -A v_A135>/A11 - (1)

112
v o= (b, -A, X- Z)/A --(2)
Z = (b3 ’A31x A Z)/ﬂ -~(3)

Proponiendo como una primera aproximacidn, para las variables,

‘en la primera ecuacidn Y = 0 vy 2 = 0 tendremos:

Para la segunda ecuacidn:

1 = (bz-A21X1)/Q

De igual forma en la tercera:

2, = (b_-R_,X _-A

1 3 3171 32 1)

_Uma segunda aproximacidn a la solucidn, usando siempre el --

~valor mAs cercano anterior a las variables, seria:

=
]

(b =RV -R sl /R

g = (By-Ry Xo-RosZ /R,

<
]

22 = (b3—ﬂ31X2-A Y )/A

" De tal manera que una iésima aproximacidn quedar{a:

X o= (b1-A12 A1321_1)/Aq1
Vi = (hz—amxi - Ay2, /A,
2l = (B3R X Y= Rypvs y/m
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£l proceso terminaria cuando se cumpliese un cierto grado de -

errnr, estando dado esto cuando se presentasen simulténeamente

las éiguientes,igualdades: N;7
P .v.'. ‘i
N E
! i i-1
- ~
| v YVioq | S
- «
| 25 Zia | =

Donde E rapresépfa el grado de apfcximacién requeridao, vy cu;
yo valor esté dado por‘el'tipm de problema gue se estuviese rg

salviendo.

Una forma de reprasentér el prucesu visto, demasiado préctica-
para la solucidn manuél, y que es utilizada por el Prafesgr --
Ing. Julioc Damy R., en el curso que imparte en la Facultad, --

se explica a continuacidn:

- Tomemos el ejemplo:

1,33 +  0.664 + 0.285701 + 0.664D, = O

1 3 2
 0.667 4+ 13.333 , + a + 0.667D, = O

i 0e75 w0 +# 0.3750,  + 0.667D, = 25/EI

1.333 + 71,333 3 o - '0.55902 = 15/EI
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valores ﬁ?s = D,=D,=0, del renglan (1). E1 valor de Qb3 coma -
Ox(-0.05) y D1=DZ:Q, del renglon (2). D, del tercer renqldn como-

Dx(-
+16.

1 3 04 Py
1) \\‘\\\M‘D.DA7 -0.020 {-p.0u7 0.0
(2) -0.050 0.0 -0.050 0.0
(3) [-2.000 [0.0 | |-1.779  hB.667 FARTE No.
(L) }-1.500 (1.500 0.0 “‘Mshhwwuwia.gvs
0.0 g.0 66.667 {18.875 1a.
-2.126 0.737 40.905 [21.170 Z2a.
-1,778 -0.5870 35,562 §21.000 3a.
-1.593 Lo.3g7n 35.500 | 20.719 La.
-1.578 -0,357 32,964 | 20,678 53
-1,586 -0.355 /33,053 | 20685 6a.
-1.588 {-0.955 33.063 | 20.690 YER
°
" En la parte No. 1 se muestran los valores de los coeficientess no
diagonales entre el diagonal para cada ecuacidn, cambiando su sig-
no si procede, simulando elvdespaje.ﬁEjlé'variable_diagunal.
En la primera interaccidn el valor para @ se obtiene con los -

1

1
2.0)+0.0(0)+66.667 v D
B75, del rengldn No. (b).

2

Para la segunda interaccidn:

@ 4
®3
D4
Py

Asi

=0x(-0.047)+66.667(-0.20)+16.875(0.067)+0=2.126
=2.126(-0.050) +66.667(0)+16.875(-0.051) +0=0.737
=2.126(-2.0)+(-0.737> (0)+16.875(-1.775)+66.667=40.905
=2,126(-1.5)+{-8.737) (-1.5) +60.905¢0) +16.875=21. 170

sucesivamente hasta alcanzar la aproximacidn requerida.
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-1.588,

33.0L3, D

i
]

25

-0.955
L SOLUCION
20.690

<

]
™~

it

Cabe sefialar gque el método canverge pronto para elementos, en -
valor absoluto, de la diagonal principal mayores que la suma de
los restantes elementos del rengldn que se trate; cuando no se

cumple esto se vuelve demasiado laboriosos. Para estructuras -

comunes generalmente se cumple la candicidn,

Enseguida se muestrz un pruﬁrama de computadora que TesSuglve ==

Sistemas de Ecuaciones por este Método:

PROGRAMA (JUE RESUELVE SISTEMAS DE ECUALIONES

000000006 oD

PER EL METODO DE GAUSS-SEIDEL
A(i,J) COEFICIENTE DE LA VARIABLE QUE OCUPA LA POSICION i,J.
8(i,J) = TERMING INDEPENDIENTE ,
LOS RESULTADOS SE ALMACENAN EN LOS ELEMENTOS DE LA DTAGONAL
PRINCIPAL DE LA MATRIZ QUE FORMA LOS COEFICIENTES DE LAS
VARIABLES
NO SE ADMITEN VALORES EN LA DIAGONAL IGUALES A CERD
N= ORDEN DE LA MATRIZ
LOS DATOS DE A(i,J) SE LEEN POR RENGLON
‘DIMENSION A (50,50)
LL=5
II1=6
C LECTURA E IMPRESION DE DATOS

READ (LL, 10) N
- 10 FORMAT (15)
| WRITE (II,20) N,N
20 FORMMAT (1H1,11, 34X, 63 H SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
~POR EL METODD DE GAUSS-5EIDEL)
00 1 I=10N
READ (LL, 11) (A ( I,3), J=1N)
WRITE (II,21) I (ACI,3), J=1,N)
1 CONTINUE | o
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11
21
22

10

1000
23

24

25

READ (LL, 11) (B(I), I=1,N)

WRITE (I1,22) (B(I), I=1,N __

FORMAT (8 F10.5)

FORMAT ¢/, 10X, 8 H RENGLON:, I3, /,5 (10F12.6) )
FORMAT (/,10%, 13H VALORES DE B-,/, 10X, 5 (10F12.4))
COMIENZA PROCESO DE INVERSION

IN=0

00 2 I = 1, N

JIF (A(IL,ID. EQ.0O.O) GO TO 1000

B (1) = BCI)/ACI,I)
DO 1 J=1,N

ACL,D) =-ACI,3)/ACL, 1)

A(I,I) = 0.0

ANT(T) = 9999999,999
CONTINUE

DO 4 I=1,N

AT, 1)=B(D)

1

DO 3 3=1,N
CIF (I.NE.JDACI,I)=ACI,I)+A(J,d) A(I,d)

CONTINUE
IF ((ABS(ACI,I)~-ANT(I)),.LE.0.005)IN=N+1
ANT(I)=A(I,I)

CONTINUE

IF(IN.EQ.0) GO TO 999

aN=0 .

GO TO 10

WRITE (II,23) I,I

FORMAT (///,70X,H EL ELEMENTO DE LA MATRIZ A(,I2,7H,,

-12,1H),16H ES IGUAL A CERO.) _ : -

5TOP

- TERMINA PROCEBDO E IMPRIME RESULTADOS

WRITE (II,24) ‘
FORMAT (///,48X,35H RESULTADD DEL SISTEMA DE ECUACIONES,/)
DO S I = 1,N

WRITE (I1,25)I,ACL,I)

FORMAT (/,10X, 9 H ELEMENTG:, 2, 3 H =, F 12.4)
5TOP |

CFND ’ o ' _ o 28



CII.7

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES POR EL METODO DE CHOLESKY

Fste método también llamada Inversidn por factorizacidn, se basa en
el hecho de gue unsg matriz cuadrada, simétrica v no singular, (su -
determinante distinto de c2ro) es siempre igusl al producto de unag-
matriz triamgular inferlior por su itranspuesta. Esto es, pars Un ———

sistema de ecuaciones de la forma;

A X = 8

Se puede ohtener otro dongde A = L L , tal que:
L LT XV = B

L X = Y mam= (2),

puesto gue la matriz L es triangular inferior, una vez obte---
nida, 1los valores de la matriz Y se ohtienen efectuando, lo po--
driamos llamar, una "Solucidn por substitucidn hacia adelante". -~

Para obtener los valores de la matriz X (Solucidn Final) basta

t4 con efectuar para la ecuacidn (2) o gue serfia una "Solucidn-

1or substitucidnm hacia atrés’ puesto que ahora se usa L como -
B

transpuesta.

~Otra alternativa para obtener ia solucidn del sistema de ecuacio--

‘nes uma vez obtenida la matriz triangular inferior L Yy por su-

T
pugsbo L , 82 observa al poder obtener directamente los egle--

mentos de la diagonal principal de la matriz L - ya gue "la-

inversa de una matriz trisngular 2s oitra triangular inferior con -

los elementos de la diagonal igusles a los reciprocos de los ele--

mentos de la diaganal de la matriz a invertir", y con ello de una-

manera directa se puedes obtener una matrizz R, Inversa de A

3g



premultiplicando por {LT' :

¥y por lo tanto:

T S
de dande una vez obtenida la‘matrizv R 1la solucién estd dada

por:

S Par Gltimo conviene recaordar a la hora de obtener la matriz R

gue "La Inversa de una matriz simétrics también es simétrica“.

“Tenemos .ahora dos caminos para resolver gl sistema de ecuaciones,
“ya sea invirtiendo la metriz A .o resglviendao por substitucio-
nes, pero ambos caminos necesitan de la obtencidn de la matriz -

L , trataremas enseguida dar el algoritmo para su chtencidn

y alguros ejemplos:

L LT = A
g sea:
" ! C! G O ° L] - .1 ? 1 1 - 3 . 1 ? g a a ® -
11 11 21 31 n 11 12 713
121 122 0 Q - - - c O "22 ) 132 - - ®© 1”2 321 322 823 . °
130 T30 1339 « . ©9lfa e Y33 -+ - Ta3f %31 T2 233 - -
- » - . . [n) a a} . & - 1n£’ = - *
qni 1n2 1n3 1nb' * s 1h& 0 o a i, 1nn 811 %2 B3
7’~ . W 3 . .J Lu . . -




Si efectuamos productos e igualamos términos, llegamos a la ob-

tencidn de las expresiones siguientes, que en suma determinan el

algoritmo para la formacién de la matriz L

1 Yoo = Fag

2. T = 2 /’qu i 3 =2,n
i-1 A
z 2

3e Y T Pa ko4 Lk 3 1=2.n
i-1
-

LIA. 1.31 = Eij- ‘fi:’i 11k 1jk' 1 2'

o4

L B4



_DIAGRAMA DE FLUJO ( dppra COMPUTACION DE LA OSTENCION DE LOS
ELEMENTOS DE L . '

|
J=1 !
|
|
\
{
_ t
Lig= Py
|
I=34+1 )
| L Fo
|
§11 =Rri/ Lyq ke X
{
l I=J+1
l
I=14+1 l
|
' %é?
- oo
| R R T
13 n
L., .
l L o
|
l I=1
= + 1
|
i
|
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Ejeﬁpld:

Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

75

-25

‘Splucidn:

a)e

-25

75

et

~50

a 0
0 50
75 25
25 75

x1

vl
x2

ye

10

Determinacidn de la matriz

11
21
31

L1
22

32

L2

33

b3

Ll

#

i

d;%qk ;;355 \ - 8.66

212/

/1

a 11

/19

13

214

i

=0 /875 V= 0

-25 /75

o /75

o

L

=0

-2.887

o =
= \8227"'21

i

7\
3475 - {=2.887)

= 8: ?55

855 - 131 121 0 -0 (-2.887) =10
122 8. 165
8,y - 1,9 121 = =5- =0 = =6.124
150 8.165
| 5 7\ \! \
Ja33 - 131 - 132 = 75-q_u = B.66
8,3 ~T4q T34- 2 T3 = 25 - 0 -0=2.887
154 =
' 2 2\ 7.5 _ 33
laua - T4 13 -0 = j,75;510 - 37.5 = B.33 = 5.4

¥
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Agrupand

[ L

o tendremos:
 B.66
] : ~2.887
a
a

o .o
a.165%

] 8.66

-6.124 2

bh) Determinamos los valores de Y

8.66
~2 .88
a
0

c) Por

I

Esta

8.66
0

]

0

a 0
7 8.165 Y

a 8.6
~6.124 2.887 5.4

" valores de v

+ 10 /7 8,

]

H

0

/'D.

g - —

< < < <

oW N s

v oam  wand

~203

bt

gstarian dados como:

=13

= 1.‘355

1.155 (+2.887) / 8.165 = 0.408

= 0/ B8.66 = 0
= (0408 (6.12L) + 0,20) / 5.4 = - 3.24
dltimo determinamos los valores de X
LT X = Y
es:
-2 .887 a | X1 1. 155
8. 165 0 -6.124|fx, 0.408
o 8.AR6 2.887 X3 0
n D 5.4 Xl& —3-2&

tal que:

'”«_éé"



~3.24 / 5.4 = 0.6

>
i

4

XKy = (-2.887 ( 0.6 ) + 0 ) / B.66 = 0.2

Kp = ( 6124 (~0.6) + 0.L08 ) / B.165 = -0.4
X, = 2.887 (-0.L) + 1.155) / 8.66 = 0.0

Por lo que la solucidn final seria:

d, = 0.0
d ., = -0.b
dxz = D¢2
d . = -0.6

y2



ITI. - CONCEPTOS ESTRUCTURALES BASICOS



ITl.1.

I11.2.

INTRODUCCION

Es conveniente hacer natar gque la tearia, ensequida desarro-
llada, ya ha sicdo estudiada en los cursos de Mecénica de Ma-
teriales vy Andlisis Estructural I. Mostramos un especial -~
interés en los tres principios bésicos del Andlisis Estrug--
tural que de hecho son la esencia del estudio de todo este -
curso. Las-Leves y téoremas sobre el trabsjo de deformacidn
se muestran mds superficialmente, por ser éstas tratadas -—--—-
ampliamente en 2l curso de Andlisis Estructural I donde, a--
demds, se illustzz la interrrelsciin gue existe entre estos -
Teoremas y los métodos de Andlisis Estructural (Flexibilida-
des y Rigideces ), itemas base de nuestro curso. Cabe sin -«—-
embargo, mencionar que dichas leyes y teaoremas. son, en mucho

el fundamento tedrico de tales métados.

BASES FUNDAMENTALES DEL ANALISIS ESTRUCTURAL
- TEDREMAS Y LEVYES SOBRE TRABAJ3B V ENERGIA

"Si un sistema de fuerzas externas se aplica a un cuerpo,
éste se deformard hasta gue se presente el equilibrig --
gntre las Fuerzasaexternas aplicadas y las fuerzas inter
nas de cuerpo. En consecuengia el sistema de fuerzas --
externas realiza un trabajo. Este trabajo se almacena -
en el cuerpo v s a lo que se llama ENERGIA DE DEFORMA--

cion". (2

LEY DE CLAPEYRON: Cuando un sistema de fuerzas se apli-
ca a un cugErpo graduslmente, el trabajo desérrollado por

la fuerza es:
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TEQOREMAS DE CASTIGLIANO;

"l a derivada del trabaje de deformacidn con respecto a una
fugrza Fi cualguiera, mide la deformacibn Si gue expe-
rimenta 21 cuerpo de el punto de aplicacidn y en la direg

cidn de dicha fuerza"

?ﬁhl = {Si

aF1

Cuando en lugar de una fuerze Fi  se considera un par de

fuerzas Mi se dice que:

"La derivada del trabajo de deformacién con respecto a un-
par Mi , mide el &ngulo de rotacifn producido por diche-

par en el punto de su aplicacifn".

Ju
I

[}
=
=

TEOREMA DE MAXWEL-BETTI:

"El trabajo que realiza un sistema de fuerzas A debido a
los desplazamientos, gqueen sus puntos de aplicacidn, le -

produce un sistemade fuerzas 8, es igual al trabajoc gue

realiza el sistema de fuerzas B debido a los desplazamien
tos, gue en sus puntos de aplicacidn, le prdduce el sig--

tema de fuerzag AV,




III.3.

PRINCIPIOS BASICOS DEL ANALISIS ESTRUCTURAL

Uno de los objetivos de cuzlguier andlisis estructural es de-
terminar las acciones perteneclentes a la estructura en estu-
dic, como pudieran ser las reacciones en los apoyos y los es-
fuerzos internos resultantes (momentos flexionantes, fuerzase
cortantes, fuerzas normalss, etc...). Una solucidn correcta-
para cualdquiera de estas cantidades debe satisfacer todas las
condiciones de eguilibrio, no sdlo para toda la estructura --

sino para cualquier parie de ésta, tomada como cuerpo libre.

Ademds de las condiciones de equilibrio, es necesario que en-

cualquier andlisis se satisfagan todas las condiciones de ---

~compatibilidad, gue se reflileren a8 la wontinuidad de los des--

plazamientos a lo largo de toda la estructura, por ejemplo, -
lag scuaciones de compatibilidad debem sstar satisfechas en -
tndos los puntos de apoyo, en donde es necesario gue 108 =e—-
desplazamientos de la estructura sean congruentes con las «--
condiciones de aopyo (en un apoyo fijo no puede haber trasla-
ciones en los extremos de los nmiembros fque concurren a é1).

En 21 interior de la estructura, otro ejemplo, £n una conge---
xién rigida entre dos partes los desplazemientos deben ser -~

los mismags en los dos miembros,

Por (Gltimo, es necesaric considerar las caracteristicas mecd-
nicas de ‘los materiasles con que estd hecha nuestra estructura,
para esto tomamos en cuenta una ley que nos liga la deforma--

cidn y las caracteristicas de los materiales con leos esfuer--

zos en los miembros.

PRINCIPIO DE EQUILIBRIO

Considérese un cuerpo cualquiera sujeto a un sistema de car—-
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‘gas cualesquiera que lo mantienen en eguilibrio. Considérese,

ademds, una seccidn transversal de éste,

En general las fuerzas internas que actdan sobre dreas infinl--
tisimales en una seccidn transversal san de magnitud y direccidn
variables, o sea, varian de un punte a otro y estan inclinadas -

con respecto al plano de la seccién.

Como las componentes del vector de fuerza AP por unidad de --
drea AA definen el esfuerzo, se tendris gque, unicamente parga=-

un punto:

6 . - ﬁ‘u i Ty = him __APY ;b i\m. sp2
DARO A Dy~ O an AL»0 AR

donde el primer subindice indica que se considera el plano per--
pendicular al eje X y el segundo designa la direccidn de la
componente de esfuerzo. Cuando se tenga el indice repetido el -

signo & se cambiard por G .

Aquif podremos identificar claremente dos cosas: La intensidad --

de la componente perpendicular a la seccién es el esfuerzo nNor—-




mal en un punto E? XX m Oax). Y los componentes de in-
tensidad de fuerza que actdan tangencial o paralelamente al-

plano del elemento de drea son los esfuerzos cortantes, —--

( & Xy, G x2).

Si ademds del plano de corte gue interviene en el diagrama -
de cuerpo libre de la figura anterior, se pasan a través del
cueTpo: un plano a8 una distancia infinitesimal dx vy para-
lelo al primero, y dos pares de planos adicionales normalmen
te al primer par y a distancias dy vy dz, se separaria del-
cuerpao un cubo de dimensiones infinitesimales. Todos los --

egfuerzos se pueden identificar en el siguiente diagrama:

Y A

i
{
h z
e
| 37/
{E ! PP P {‘:&
TN e ey LS 4
E i
L 1
¢

.

Ut -examen de los simbolosde los esfuerzos muestra que exis-—-
"ten tres esfuerzos normales: Ox, @y, 04 v seis cortan-
tes éng, Zﬁxz, Zgyx, 2392, 2gzx, E;zy. Tales componen-

tes de esfuerzo pueden agruparse como una matriz.

% Cxy &xz
Gyx Gy 2Zyz
Tzx  (zy 0z

Y a la cual se le llama "Tensor esfuerzo®. Algunas veces.--
conviene representar a dicho tensor esfuerzo con subindices-
camo Zgij donde 1 vy j pueden asumir designaciones de -
X, V, ¥ 2. Se demuestra, adembs que el tensor esfuerzo es -

simétrico, es decir que é:ij = 2551.



Como un elemento infimitesimal de un guerpo en equilibrio dehe-
gstar en equilibrio, considérese que se tiene un elemento de --
dimensiones (dx) (dy) (1), (de un espesor unitariao en la direc-
cidén perpendicular al plano de la figura siguiente), v gue se =
toma en cuenta la posiblidad de un incremento en los esfuerzos-
de una cara de elemento a otra, tendremos que: por ejemplo, —-—-
puestoque la derivada deiten la direccidn X es %/ D%y sE2 -~
avanza una distancia dx, el incremento es { Tx/ ¥x)dx. Se -~
toma a las derivadas parciales para considerar los cambios en -

las diferentes direcciones:

’ZFx =0

(% + ‘Dg;x dx) (dy x 1 -0x (dy + 1) +
o x

(Byx + :)gvx Y dy (dx . 1) =~ ny (dx « 1) + X (dx dy . 1)
dy ' | .
Simplificanda y recordando que -ayx ='Z%y se obtiene'que:

3(?& + zixy + X =0

Y 7Y

Ya T g+ ﬁa{{f— dy
. Bt iﬁ""alﬂr
: v ) Buy Ji, R o + -Baf' dx
O | Gy + ;3;5?& dx
By Lﬁr o

. . a___—d.&én——-—.ﬁ,
Andlogamente para la direccidn Y:

Bgvx + G‘;y + Y
d x dv

i
=]

donde las fuerzas de inercia o de cuerpo, como las debidas al -
peso o a un efecto magnético, se designan‘ con X vy Y estandg -

referidas a la unidad de volumen gel material.
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Se puede demostrar que para 2l caso tridimensionsl se tendria -

algo andlogo:

:)Crx + .D érxy + :DZ?xz + X =0
Jd x Sv o 2

;52; Xy + :56-v + a7§yz + ¥ =0
Q x dv ¥

b g}x - 3252y ;96”2 + Z
O «x y e z

+
U
O

Ohsérvese gque en las deduccianes anteriores no se han utiliza--

-dm-lés propiedades mecénicas de los materiales. Esto algnifica

- que las ecuaciones son aplicables si el material es eléstico --

pléstico o viecoelésticao.

PRINCIPIO DE CONTINUIDAD

Este principio estg intimamente ligado al concepto de deforma—-

pidn,

5i "fo" es 1la longitud medida entre das puntos de un cuerpo Y -~
nfe 1a longitud entre los mismos puntos, pero después de que ~-
a ese cuerpo se le ha sometido a acciones externas. E1l alarga--
miento total sufrido pn? el cuerpo en la direccifn de la medie=-

cidn sera:

Aﬂ: i - fc . El alargamiento por unidad de longitud, &, es:

: g
= § df = _AY4 v se denomina deformacién lineal.
Jo Ao

by
Es obvio gee esta deformacién, en un cuerpo situado con referen-
cia a un sistema de ejes en el especio, puede representarse en -
tres direcciones perpendiculares enire si, gue generalmente se -

identifican con los subindices XY vy Z.

.43



Asimisma, en un cuerpo se pueden presentar deformaciones que cau-
san un cambio en los Angulos rectos iniciales, entre las lineas -
-del cuerpo, este cambio en el édngulo se define como deformacidn -

angular o por cortante. YT

. Puesto gue por lo general serian de um punto 2 otro, las definicig

nes de deformacidn deben relacionarse a un elementa infFinitesimal.

Considérese una deformacidn lineal como se indica en la figura —--

siguiente:

| a A B 8 _xu “ V" -
: S a&
& Lr Al
© Axg
&Yld‘
oy .----"”‘*1
v Fely
| o / ’ ”
1 h -a
i
; ' dy - |~ - A 9%
1 «@-‘E
N ] A‘f
| I DU
e dx.
28 e %ﬁ-‘.:/,r. i -
2 o

Como lous puntos A vy B8 se mueven a la posicidn A' y B!  aea
respectivamente. El pumto A experimenta un desplazamiento U

y el punto 8, U + AU , puesto gue ademis del despiazamientu -
de cuerpo rigido, U comin a todo 21 elemento & x, se produce ==
un desplazamienteo dentro del elements. Podemos decir entonces —-

gue la deformacidn lineal es:

49
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€ = 1lim Al . = du
A x~» Q A x dx

Si un cuerpo se deforma.en direccidn perpendicular (ver en la figu-
ra anterior para el caso bidimensional), es necesaric cambiar las -
derivadas ordinarias por parciales, vy si en un punto de un cuerpo -
u , V,y W son las tres componentes de desplazamiento gue ocu--
rren, respectivamente en 1as direcciones X, Y vy Z de los gjes --

coordenadog;

E.,.= E = 23U 3 E =€ = 9V ;szzsazxém
Q:g P v dz

Como se indicd, ademés de las deformaciones lineales, un eglemento -
también puede experimentar deformacidn angular (también figura an--
terior) vy puesto gue V es el despiazamiento en la direccidn VY, -
a medida que se avanza en la direceidn X, dv/ 3 x es la pendiente-
del lado inicialmente horizontal del elemento infinitesimal. Deg -=
ijgual manera, =1 lado vertical se inclina un dngulo &u/Jdy. Con ~-
base en ello, el anguloc CDE, inicialmente recto, se reduce BN —~—-
Cdv/9x ) + (Ju/dvy ). Por tanto, para cambios de dngulc peque-
fios la definicidn de la deformacidén angular, relacionada con las -

coordenadas X, VYV, es:

% oV

ng::yvx:Bv + du
L

Las definiciones para las deformaciones angqulares correspondientes-~

a los planos XZ y VI son gemejantes:

‘oﬁxz = é‘zx =—gl: F 32
z © Enz = du * d v
st ¥) a Y b -

L



LEY DE HOOKE

e = a0

A la relacidn iineal entre fuerzas y deformaciones se conoce comg
Ley de Hooke. Al formular esta ley hay que considerar gue exis--
ten varias Campoﬁéntes de esfuarzg .y deformacidn para lo cual 68
utiliza el hriﬁcipim SeﬂSuperposibién que establece gue "el eg---
fuerzo o la deformacidn resultante en un sistema sometidoc 8 va=--~
rias Fuerzas es la suma algebraica de sus efectos cuando se apli-
can individual o separadamente"( ); lo cual s cierto cuando la -
defarmacidn esté_qite:ta y linealmente ligada al esfuesrzo gque la-
»_ﬂﬁasioha y cdandowia defprmacidn debids a una componente de e5—-—-
Fuérza no causa efectos grandes £n ptras componentes de esfuerzo.
Para problemas de Ingenieria se cumplen estos conceptos general--
mente.

Relacionando las seis deformaciones con lps seis componentes de -

esfuerzo temdremos:

€

. A11(§'x+ﬂ12 (j"y+ﬂ,130'z+ﬂ,m @'xy.-p Als Gyz A & zx

™
i

v R27GX+A22 0y +A236-2+R21’£xy+1425 gyz-&-AZG & zx

i

G ' |
F%31 x+A325y+ R33 (fzq RBQ 'gxy+ﬁ\35gyz+!~\‘ gzx

i

=)
o\
X
L

I Aaz Guy +‘ﬂh3(rz + Auu é:xy + AhS Z:yz + AQG é?zx

A52 gy + ASBG‘Z -+ 651‘ gxy + A55 Zyz + ASB sz

I

=]
o
+

Ira!?ﬁ» N{g’&‘ Ni-ﬁ Nm
;;
b\
=
o
+

61 A62 Gy + ASBG'Z + AR ny + AES zyz + AGG gzx

En dande: R11 . A12""’»A66 spn constantes gque guardan simetria
con fespectc 3a unn v otro lado de la diagonal y se determinan ex-

perimentalmente.

&1



Para materiales isogtrdpicos homeogéneos, (materiales con las mismas

prapledades en todas direcciones), se demuestra * gue R11 x-AZZ -
= A330 Rag = Ray = Pogy Ry = Rgg = Rgg v camo Rap = Ao Rz =
= simetr{ > £ :
A31 ¥ A23 A32’ por simetria, se tiene que
Ex = § x - v 6){ - v 4 .
£ £ E
Ey = - v 0x =+ Grg - v G =z
‘ E E E
€z = -v_ 0 x - v Gy + (=
E / E £
$ -
Oxy = bxy £ G
{xv =Gyz /G ,
fzx = @zx / G . 1 | St e
donde: A'Iq = 1/E, A12 = - V/E y Al&L{v = 1/2G

Aqui, E, es el midulo de elasticidad y representa a la relacidn en-
tre esfuerze uniaxial y la deformacidn lineal. La constante G es -
el midulo de elasticidad al cortante o médulo de rigidez. Y % es -
la "Rezfn de valor (con su signo) de la deformacidn lineal ?n)di;«—

receidn lateral a la deformacidn lineal en direccidn axial® gsta

es:

Ve=-_ £y - - €z = deformacién lateral

E x Ex—-- deformacidn axial

Por dltimo, existe una relacidn que liga a estas tres constantes vy

queds definida coma:

G = E
2 (1+v) -
_* Sokpl Nikoff, Mathematicsl Theor Pe B2
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APLICACICN DE LOS TRES PRINCIPIDS BASICOS A ESTRUCTURASI
ESQUELETICAS

Hemos desarrollada los principlos bésicos del andlisis pstruc-
tural, generalizéndolos y plantedndolos en forma de Sistemas -
de Ecuaclornes, estos mismos primcipios los presentamos ensegul

da, pero en forma matricisl, ardendndolcs ademis

a). EQUILIBRIDO

~ =
) o a0 D o 0
Vx5 ‘ Bv az 5;
g D o 2 o 2. 0z -
dv dx 3z &, )
dv : e |
oo 2 0 3 2 z s
3 e | | % :
T

b). CONTINUIDAD

Ex Q 0 )

€, 9 x

£, g 9/Qy : a ~

‘{\xy a o B/bz . -

X‘xz = ‘a/c)y 3/3 X a '

X\vz 33z o VU dx N u R
8 ¥z o/ dy

Me 1
By-La]le]



c) LEY DE HOOKE

- = - —
£, WVE -WE -WE 0 Q@
€y ~V/E 1/E -W/E 0 O
d€z e —wvE wE 0 O
Ty 0 0 o G O
gxz 0 a 0 g 1/G
gyz 0 O a 0 a

-1
el . [0 1)
61 - [»] [e]

" Puesto gque. en este curso sdlco estudiaremos el andlisis de es-
tructuras esqueléticas de comportamiento eldstico, convendrd-
describir la interpretacidn de cada una de estas matrices o ~

vectares en la aplicacidn de tales estructuras.

Cansideraremos estructﬁras formadas por elementos prismdticos
p cilindricos unidos de tal mamera que en dichas uniones los
ejes longitudinales de dichos elementos se intersecten en un
punta, (nudos). Cada estructura reticular estd formada de -~
miembros gue san largos en comparacidn con las dimensiones -

de su sececidn transversal.

/
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MARCOS PLANDS  ARMADURAS PLANAS
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< MARCOS EN EL ESPACIO ARMADURAS EN EL ESPACIO
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0 (7777777

RETICULAS

SISTEMAS A TENSION
8 A COMPRESION
UNIDIMENSIONALES

Con estoc en mente podemos establecer que:

- ESFUERZOS.~ Generalmente en lugar de obtener esfuerzos se
obtienen elementos mecanicos, pues existe una relacin --

directa entre ellos.

K&



Nx

V\j g
Gﬂ = { Mz

4
etc.

DEFORMACIONES .~ Se refiere a deformaciones en 1os miem--

bros y rotaciaones en su seccidn transversal.

' Ex 1.
E . {m

étc.

b

DESPLAZAMIENTOS.~ Se refiere a los desplazamientos de un
punto dela estructura v como estamos considerando Nudos-

a los puntos de interseccidn de barras: Desplazamientos-

puoe

de Nudos. R

dx
dy

ex

i

MATRIZ DE CONTINUIDAD O DE COMPATIBILIDAD.- Nos relacig
na las deformaciones con los desplazaientos de una es--
tructura. Se usa como transpuesta en la ecuacidn de --
equilibrio para relaciognar cargas o fuerzaes aplicadas -

can esfuerzo 2n los miembros.

[a]
FUERZAS DE CUERPO 0O DE INERCIA.~ Se refiere @ 18s aCew

ciones o solicitaciones que como fuerzas o momentos se-

aplican en los nudog,

'V



r— ——t
Fx

< FV&
F = Mz
etc.

b s

- PROPIEDADES MECANICAS DE LOS MATERIALES.~ Estavmétriz nos
propgrciona la rigidez o la flexibilidad de una estructu-
ra relacionandongs los esfusrzos en los miembros con las-

deformaciones,



Iv. EJEMPLO INTRODUGTORIO -



Iv.1

RESUMEN :

a). Continuidad:

1
el -[a]

b). Ley de Hooke:

] -0
o o ]ele]
Y [DE =['%§]
[P} = [#]

¢). Equilibrio:

L

DESARROLLDO :

Sustituyamos (1) en (2)

{P_} =[H']['A].

Ahora (L) en (35'

SN
Hagamas [ & ] ={a"][ &
| e [F} .-.’[Hi]

e |
T |

rF} -.-.[AT]{F'

-~

 INTRODUCCION AL METDDO DE LAS RIGIDEDES.

(1)

(2)

(3) .

L)

58



NAtese que [ H] es funcidn de las ceracterisitcas de los materiales
y de la geametria de nuestra estructura; por lo que es dato. El veg
1

tar [F‘Jrepresenta a2 las solicitaciones, es también conocida. Por -

lo tanto, se pueden obtener los desplazemientos de los nudos como:
. -1 [
d; =| K F - (5) -
Ley=lnl™ 7y )
¥ nuestra solucidn estéd planteads.

Sustituyendo (5) en (1) se obtienen las deformaciones de los mi em

~bros.

'L'£J =[] id} . (&) (Continuidad).

Sustituyendo (6) en (2) =2 obtienen los elementos mecanicos o los

esfuerzos.

et

PPN

el -[)fe] - o ey aseoke

Nuestro problema estd solucionado.

Por Gltimo, como upa comprobacidn de nuestros resultados aplicamos

equilibrio:

* £1 cambio de signo se debe a que se estd considerando gue las -

1 1

acciones [FJ se oponen 38 las reacciaones {Pl -

89



Iv.2.

EJEMPLO INTRODUCTORIO SOBRE EL METODO DE LAS RIGIDECES

Consideremos la sigudente estructurs unidimensional:

AP A A e

Eje de referencia. Z

ook

3 %

| 2 | =z Barras trasbajando a fuerza axial.

Se tiene una estructura formads por cuatro barras (NB=I+) v

dos nudos (Nn--Z)

1. Ub’;engamas la matriz [K] = [A] T[H'-J[A]

a) Aplicamos continuidad para obiener [ A]

r‘ -
. r.1 €4 .
Sean L £ 1 = 85 L las deformaciones de lasg
e cuatro barras.
3 .
®4
{d] = [d1] , los desplazamientos (ver-
d

L J ticales) de las mudos.
2

1

Por inspeccidn de la figura:

e, = d . -



BN d
[ <,
a) 1 d el
L 2J , B2sto es LEJ .—.-[A]{d-}
-1
-1 1
1 a
Q.
1 -1 1 (MATRIZ DE CONTINUIDAD) .
-1 1

NOTA : Observe gue para una barra 1§ cualquiera.

By =
Tal que:
dA =
% <
L3
A

A

,5 

Desplazamients de su nudo supeTrioT

Desplazamiento de su nudo inferior

e



b); VVApiiQUQmos Ley de MHooke para obtener [lﬁq

Sean: i Py ]
P
Mol ¢
p = , las fuerzas axiales
LoJd e
3
.en las barras.
P,

Ph = ki 24
P = k e . ,
.;? 2.2 (k, = Rigidez de la barra i)
P3 = k.3 83 ’
P = ki By
Esto. es:
i, - . o . -
Py k4 ®1
Pp b} K ) ‘1
- P = [H'] [E]
Ps3 ks €3 S A
L Py, LAY L&y ]
Donde: oy -
kg
ko
K' = ok (Matriz (diagonal)de rigidez
3 de las barras).
. Ky ]

N34



NDOTA : Se llama rigidez ki de una barra i cualguiera,
a la relacidn entre su fuerzas axial resistente

y su alargamiento.

L L T I

L
P , , ;
= -k, o bien n==ke
e
g ]e . . .
. Para una barra sujeta a una fuerza
axisl, k = £ A/L
e .
’ i A= Area de su seccidn
~ Consideremos que kl = ky = k3 =k, =1.0 Ton. /cm.
1 0 0O O
K o p -1.0 0o
- 10 o 1.0
o’ o o 1

c). . Obviamente [ A;T] se puede ab;eder directamente, por ser la
'£ranspuesta de [ A;], péro,héra gjemplificar mejor ésto,'~-

consideramos gque Mg conocemos [Flj.

"Aplfﬁénﬁo'équilibfin=féndrehusf

r1 17,1
Fl

L = L . , las cargas aplicadas en los nudos.
F .
ZJ
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_ En nuestro e jemplo basta cnnrcumplix‘E:Fé = 0, para cada

nuda.

Aislemos al nudo 1 (supongamos positivas a las fuer

zas en las barras, esto es a tension).

1
l 1 i
P3 P Fa= Py- Ps - By € Fz'o)_-
] F1 =. 10 Tan.
Aislemus'al nudo 2
Py Pyl Pa
2 -
Fz = P2 + P3 + P“
F2 = 5,0 Tan.
0 hien:
]F_J 17 0 -1 =1 Py
‘_F} g 1 1 1 P .1 [r]r‘n
2 2 . Fl =|nA P
- L L J
Py
p
L..."’J




[A T] = 1 0 =1 «1 . (Matriz de equilibrio)

Observe que se cumple gque la transpuesta de la matriz de con-

tinuldad es igual a la matriz de equilibrio.

Obteniendo M = A T # A
1 0 o o1 o
[_ﬁ]:' 1 a -1 -1 a 1 a o a 1
0 1 1 1 a 1] 1 0§t =1 1
g a i} 1] -1 1
: 3 -2
[#]-
-2 3
Observe que [H ] es simétrica *

2.  Obténgase los desplazamientos en lps  nudos.

U




0 bien:

- 10 = 3d -— 2d

* Lo que es muy simple de demostrar en general.

T

58 K = A Kt A se sigue gue 3 T = A

pero K lK'Cpmr ser diagonal), por consiguiente:

HT = A T K'Y A = K

Resolviendo el Sistema:

8 cmis.. .

7 cmts.

3. ‘Deformaciones en los miémbros:

[e] = [n] [d] (Continuidad)
-e,l-. [ 1 0] [B-]

e, o 1| 7]

e3.= -1 1

2, -1 1
"'E',1 =] =N

=4 7

B A




b, --Fuerzas en los miembros:

P1 i 8 8
p 1 !
2 |_ 7 7
P 1 - -
3
RUBN AN 11 L -1 | -1

5. 5Se comprusha el eguilibrio:

[ T L0
£ - |n pl - 1O
Ld .. _] L J .
[10‘] 1 0o -1 =-11ls8
'_SJ 0 1 1 1171 = o
-1
-1
- 13 - i = 0 -~
5 - 5 = 07

T IV.3. INTRODUCCION AL METODD DE LAS FLEXIBILIDADES.

Cansideremos la ecuacidn de equilibrio:




Definimos como estructura Isostdtica a aguella en gue con sélo
la ecuacidn de equilibric se pusden obtener los elementos me--

cédnicos en las barras [P . Esta definicidn implica qgue [Aj‘T

sea cguadrada vy np singular. En nuestro ejemplo [Aj} no es -
puadrada (2 x & ), esto es, tenemas dos scuaciones con cuatro -

incdgnitas. GSe define como estructura hiperestftica a aquella-

en la que [A} T es rectangular de orden Nn X Nb (Nn = No. de-

Nudos, N No. de Barras 2 y tal gque N_> N ademis gue de -

b b
ells, se pueda cbtemer una matriz cuadrada de Nn b Nn.elementos

y no singular.
A continuacidn trataremd@ de explicar esta definjicidn:

a). §i ‘[ﬁ] T gs cuadrada y no singular se pueden obtener to-

dos los elementos (P} » por equilibrio comos

-1
r.1 _ T -1
iR U R R
Por Ley de Hooke las deformaciones.
'_ el (o] M,
~ RNk L7

' ) [Eﬁ’] existe ya qus siempre es diagonal, vy supunemoé -

elementos. de seccidn no nuls.

Y de continuidad los desplazamientos de los nudos, como:.

-1 r -
oy =[] Le]

o bién como; (sopstituyendo):




b).

de donde se deduce que:

. =1 -1 | -1
[«] " [a]" [«] [MT] [[] [] M]
lo cual es solamente vdlido para estructuras isostaticas.

Si la estructura es hiperestdtica, la matriz [A] T es rectangular

. A T T
Nn X Nb , Por lo gue en el ecuacidn de equilibrio LFJ = [A] v l,PJ

tenemns mAs incdgnitas gque ecuaciones; para que exista cuando me-

.nos una solucidn (estructura estable), serd necesario gue se pue-

"
dan "inventar" ND - Nn valores de LPJ y calcular los restan--

tes.

e

r 7 T { =7
LF1 = [“] LPJ
e ] T
s = ,//—”:
Zll=3 =
- TR I, s b
L T "; M, =N

For lo cual para la matriz cuadrada Nn X Nn que se puede abtener,
seg determina que no tiene renglones linealmente dependientes. -
Existen Nn barras que forman una estructura isostatica y éstable;
las columnas de [ A ]T correspendientes a esas barras forman una »

matriz rmo singular.
Aclaremos estas ideas con nuestros ejemplos:

Se tiene:

Nh = L V' Nn = 2
T 1 0] -1 -1 - 1
[AJ - . - (Nudos)
] 1 -1 1 -
1 2 3 L
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Nuestra ecuacidn de equilibrio es:

I - -
fFﬂ1 1 ) L -1 P,
[FZJ R 1 : 1 1 P,
Ps

L FL}—

rPoqemos dar a P
de P1 VT PZ'
de n] no es singular

3V Pg cualquier valor y calcular las valores -

ya que la matriz formade por las columnas 1y 2 -

! ]
DET = 1 4 0

Decimos que las barras 3 Vv b son las barras redundantes
y las 1 y 2 , forman lo que podrfamos llamar la estructura

primaria.

A2 \ VAW VAN 4

1
’ - Estructura
1 2 Primaria.
» y [Zl - Barras Redun
3 b -2 dantes.
2

Efectivamente, podemos contar las barras 3 y 4 (o darle coal-

quier valor a sus fuerzas axiales) y ls estructura serd estable.

A la matriz cuadrada de Nn X Nn que se forma de [F\] T se le -

llama [Ro} Ty al resto {AR] T

70




1

" ' T !
T .
A [A aJ 1 [AR]
T i
|
j

| :
[(Nn X N”)E( Nn X (NB —Nn ) )]

v “En nuestro ejemplo:

Nétese que hay varias posibilidades de estructura primaria;

por ejemplo:

Barras , , Cuya matriz [I-\n] T oserd:

pron

1 -1 :
T T
[Aa] = ( 1a. y 3a. columna de [A] )
a 1
-y T .
det [Aa = 1 # D.

Utfas pcsibiidades padrian ser: A ’ @ 3 . ;
. @

No se puede escoger como estructura primaria a la . [u!
porque

1t

-1 -1 :
[nn] T ; det [Ao T = @
1 1

Efectivamente, cortando a y la estructura es ines-
" ‘table. 7




Iv.h

EJEMPLO INTRODUCTORIO AL METODOD DE LAS FLEXIBILIDADES

Con el concepto de estructura primaria podemos desarrollar
otro método pera resolver el problema estructural, usandag
las tres principios fundamentales pero en otro orden (Egui-

librio, Ley de Hooke, Continuidad).

Consideremos al mismo ejemplo v elijamos a v 125 0Qmo -

la estructura primaria, ( ’:.’Z] y serdn las harrase-

redundantes).

Iy 3 v 1 .
L\ Q/YZ \/77“/77¢'7/i57/ Cortemos a las barras 3 vy
- ]
L , V Supongamos gque en
1 _ ) esus cortes obran fuerzas
desconacidas R1 i R2 -
1 (Las Redundantes), que --
I abviamente serdn los va--
3 F1 b lores de P P .
l | 3 Y U
respectivamente.,
R
1 z 2
Ryl R,
M.‘
2
Fo

a) Equilibrio. Nuestras ecuaciones de equilibrio seréan:

F o= P, o+ R + R




o bien:

fF{w r1 ] -1 -1 - P1 “]
7" P } :iJ
L "2 ]
el ["’n_-} } [Z;} o
ONNN
el [JJ“J (o] [ro] o[ T[]

ol

De estas ecuaciones podemos despejar a |Fo ya gue [IM:]

no s singular.
CO RN R C A
_ T -1 ' T -1 T
[_PD}={A°] ] EF}_ [[ADJ J [AR] {:R].

En nuestro ejemplo:

U IR A R P




Pero tenemos que :

3 1
F’h ==’ Rz'
- Por consiguiente:
P1 0 ‘
ALV R r
P3 =] 0 G F1
I PL,_ LD D__ I'Fz

:
J

Esta ecuacidn podemos escribirla como:

donde [b‘__] L[p“’] T] -1

1
iR
+] 1 o
L..D 1..4
ro
L?1 -




b).

cl.

Ley de Hooke. Pars este principio se tiene que:
. [ r € 1
p = | K’
L) ~ L L]
Moo | N . .
pero LH , es cuadrada y no singular por lo que existe su inver
-1
sa [Hi} que llamaremos [F] {(Matriz de flexibilidades de -

las barras); obviamente gue [ F} gs tambidn diagonazl (como [Hﬂ

y tal gue Ff. = ?/P_
4, . &
Iz

Asf que: |
(o1 1T
L&J,__.,[f‘] {_PJ - (107‘)'
Sustituyendo ( 5 ) en ( 10 )

[E'} ) {-_ 1‘1 ][h"][r_F} +;[.%.J[bg] ‘{R } -(11)

Continuidad. Consideremns a los desplazamientos relatives de-
R1 y RZ como nuevos desplazamientos, llamémaosles U1 y -
u respectivamente.

r 1 u ]
SNk

Par consideraciones geométricas ohtenemos:

LN R,

1' d1, dz, U1 y UZ’ a partir dé,,i
" € 82’?3 yoe, -
3 L =
2 d1 = 21
i d, = e
v ki 2 S2
4a +f R 1Y N
) =Y, + Y :
™ 2 - 171 2 *
Yo LRy 'r‘z Y,
U2 = Y3 + Yh
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V1 = 2, + By ; Vé = -&,
vh = =B, V3 = €, + |
PR U1 = eq--a2 + 83
UZ = 91 -ez + ek
8 bien:
1T AR
dq 1 0 0 u} e,
d2 _'D 1 g =} 92
$ -
\ U, 1 -1 1 O e,
u, § U1 -1 0 1] Leh ]

pero:

[an] P
- o
o [}
] o}

"

o

Q

R T
-

paor consiguiente:

-(12)
-(13)

= [bo] ;
= [bg]

— -t -
S o e st
~
o ]

[T -




r.1i

Los valores de Lu.!deberén de ser nulos ya gue los cortes en las ba-

rras y no existen; ésta es la condicifn de continuidad.

Sistituyendo la ecuacidn (11) en la (13), se ohtiene :

DR O S N CVN RN C
ﬁero como [u}‘: 0, se puede despeiar {R}, yva gue la matriz

[hé]T{:F][b%} 23 cuadrada y nog s'ngular, guedando:

{R} = —[[bRT F DR] - [bRT f bo F]] - (14)

ECuacfén‘&ue ngs da los valores de las redundantes {R}

- s wem . ee e

.

Sistituyendo esta ecuacidn en la (9)

[P}={b° {FJ - ft‘RJ [[ERT F bR] - [bRT F b”]]rl—F]

LI [ R CN I EARE Ry PR oo]] ]

(15 [?} = [:bi]{F} Ecuacidn con la cusl determinames los

gelementos mecédnicos, en los miembros.

Para obtener las deformaciones en los miembros; sustituimos en la ecua

cidn ( 10 ).

GRS O G

5 -



VY s substituimos en la cuacidn (12) obtendremos los desplazamientos.

en los nudos.

CHOMG DG

Se puede demostrar y es cbvio que asi dehe ser, gque:

[bo]T[f’][b] =[H]—1 (Inverso de la matriz de rigi-

derz dela estructura).

Apliﬁuemos 1os resultados anteriores a nuestro ejemplo.

n
[
or
4]
 I———)
i}
0O20 .o

ol 1 1
1 ; [b ] = T W
a R 1 0
0

o 1

Se obtiene : R R e ; ’

BCEEEN |

Invirtiendo

[‘bRT ; bR] - _ s ocas
| -2/5  3/5




: T T
Obtengamos - [ER F bR] [-bﬂ f bél:

3/5

~2/5

~-1/5
-1/5

~1/5

3/5

1/5
1/5

. Obtenemas, ahora, [h] ;

RO IE k

O o o

O QO o o

[ 35

2/5
-1/5
| -1/5

2/5
3/5
1/5

1/5 |

-1/5
-1/5

1/5
1/5

Ahora, calculamos los esfuerzos con la ecuscidn (15)

— —
e
| I |

2/5
3/5
1/5
1/5

r.1._ [0
LFg~

L

5

]
j

(ton.)

O00 .

008 .0




Y los desplazamientos con-la ecuacidn  (17)

[ T 1 %
Ld} - [oe] [s][b]m
d]: o o o]/l 4 Il 55 a5
1 0 a 1 2/5 3/5
1 ~s s ||
] 1L -s s 3
-
al 2/5 10
" [ ARe
rd] r _] (cmts)
L” ] L i

Resultados que cencuerdan con los obtenides por el método de las

rigideces.




RESUMEN

Tenemns ya los elementos necesarios para poder establecer un

procedimiento

1) Necesitamos elegir una estructura isostética de la hipe-
restética, numerando nudos y barras, tal que las barras

reduridantes sean las dliimas en numerarse.

14

2) Determinar la matriz [Il}, tal que:

.4)- Determinar: -

R

5) Construir la matriz de flexibilidades

P L‘ oy
Cer )4

6) Se abtiene {l?} como:

R RN I8




, ' r
Obsérvese nue Li?l tambi én se puede obtener resolviendo el sistema de

ecuaci ones:

~
=2
20

—-‘
-
o
pes}
-
— =
o3
| S
i

t

o
-0

_-i
-
=2
a
L_.'.J
™ 3
|
s

7) Por equilibrio se obtiene [!3
! Fel le 1
P:[nn]F +[h]R
J L] Ri 1]
al Pu; Ley de Hooke las deformaciones en los miembros

e1- (1] 0

9) v por Continuidad los desplazamientos en los nudos

CRICIRNT

1Q) Por Gltimo convendrd comprobar los resultados como:

R 2



U. VECTORES ESTRUCTURALES



V.l.- Generalizacidon de los Vectores Fuerza y Desplazamien
to. |

Tratando de dar un significado mdas amplio a estos --
conceptos mostramnos las Fuerzas y 1os Desplazamientos que -
se presentan en los diferentes tipos de estructuras reticu-
lares existentes.

- Estructuras Unidinensionales:
el o1 .
1Fi; » uerza Aplicada en 1 nudo j.
r

1
'Lde ; Desplazamiento del nudo j.

- Armaduras Planas.

) ' 1
fF'1 . [stj , Mgl = . |
L) LijJ : - ' {djyj

- Armadura en el Espacio.

Fix . o] dax
N o O B b
| LFJZJ ldej

- Harco Plano.

: YFJX : ‘_d.
SRR T

l iz J

P :'83‘ AR



- Marco en el Espacio.

Fix ' o djx
Fiy o ddy
re Fiz i - djz
I.v J.l Hj){ [. JJ (9,]')(
iy Sy
Miz o @JZ

-‘Mélla Plana oiRetchTé;kau

, Fjé] ) o d.z
{Fj} s [iﬂh{} ] ;,iéj}?if. [.eéx )

Hiy ) L‘%‘ J

En donde las Fuerzas aplicadas y los Desplazamientos
ocurren en la direccién que el subindice indica.

V.2.- Transformacién de Coordenadas.

Frecuentemnente los Vectorgs de Fuerza y Desplazamien
to los referimos a sistemas de ejes coordenades glovales, -
sin embargo, las acciones, (deformaciones y Esfuerzos) que-
se provocan sobre los miewmbros de la estructura, es necesa-
rio referirlas a sistemas coordenados locales para conacer-
directamente el sentido fisico de tales acciones.

Tratando de nacer compatibles las operaciones vecto-
riales, dichos vectores se someten a procesos de transforma
vc%ﬁn,-CUyovsignéficado es un cawbio de coordenadas, de tal-
-maheré“que para tal efecto podemcs considerar dos tipos de-
transformacién: De Rotacidn y de Trasiacion. ‘




~ . Coordenadas Locales

= ¥

Coordenadas Globales

Espacio Bidimensional.

. En 1a figura si?uged%e se aprecia como las coordena--
das LQJ se convierten LdJ girando un angulo & . -Esto se ex-
presa matematicamente de la siguiente manera:

AY
4 n .
‘§ 4 Pl (dx].- cos sen 0 [&x]
i%<j97a¢ = dy = |-sem  cos 0oy
‘ M\
£ 4}, l_dz o o 1 Lﬁz
D% Tx

Esto es, si consideramos a las coordenadas globales -

EDJ y a las coordenadas locales Ed} . se tendria que para -

pasar de unas a otras:
r.1 . .1
LJ“[T]LDJ

o bien:

r.1
T A




Espacie Tridiuensional.

Es este casc el mds complicado de todos ya que com--

prende la utilizacidn de nueve angulos para poder efectuar-

la transformacion.

Sin embargo existen algoritiaos que po--

pen a dicha transfermacion en funcidn de un sdie dngule, 1o

cual es wmucno wds fdacil de wanejar.
transformaciones habrd que dirigirse a la referencia nuuero:

6 .

La Rotacidn queda definida con la matriz

0§ oL

A3’= €035 o

y
LCQS o z‘

}{ﬁ

= Angulos que fofman los ejes X',

>, 5, Zs
Tos ejes X, Y,.¥ A
' Z
. . /5
Z
\ .
AN
KN 7
N s
"4‘\ . / N
;ékff‘
- /
/
) /
>< !

€0S

oS

Yl

®

Para consultar tales -

/N, donde:

3

Z' con -

La Matrxz de TransformaCIOn para vectores de seis con

ponenetes serfa:

 %86




V' = T v

Vector referido al sistema X', ¥', Z°

i

Vl

Vector referido al sistema X, Y, Z

H]

v

Por dltimo, hay que nacer notar que la matriz .\ es

- ortogonal, esto es:

T -1
L N

Resultado interesante que nos presenta en forma gene
ral, que siendo: : '

v = T . v . se puede obtener

. b).- Traslacian.

7 Un sistema coordenado también se puede trasladar de--
~un punto A a otro B , como se indica en la figura siguien
‘te, de la cual podemos concluir que:

(A8




4 = -
V1 Vl bV3
Vé = Vz + aVa:;
TR
o en forma matricial:

- - - .
vy 1 0 b Fvl
Vé = 0 1 a | & Vz

~V§~ _ﬁo 0 1_ “V3J
es decir: o

donde: -b = (YR - Ya)

a =»-(XB - X))

V.3 .- Matrices de Transporte,

: V.3.1.- datriz de Transporte de Fuerzas.

En forma general podengs plantear el concepto de -tal-
matriz, coulo: '

v

Sea el conjunto de fuerzas P, aplicado en B se re

quiere transportar al punto A . Por Estdtica se outiene el
siguiente resultado,




o~ ,,] ’ o -~ —
PAX 1 0 Q Pux
PﬁY = J 1 0 PEY

ilaz | LY = Yg) (X = Xg) 1] Mg ]

Q sea:

Fp 1= |, 1

178 ol | T3] -

[HBA] = Matriz para transportar fuerzas de 8 a A .

'¥.3.2.- ilatriz de Transporte de Desplazamientos.

E1 problema 1o plantearemos en forma analoga al ante-
rior. |
‘ Y A

L.
[
P

. A4,

5 X
Suponyamos que a A se le da un desplazamiento ‘dA s

cuanto vale d;, si la barra AB se considera rigida; por -
.geometria se tiene:

- - - : - .-‘ = -
dyy 1 0 (Y, - ¥5) dy
18z Lo 0 1 ] LG




Es decir:

o) - ] T[]

[HBA]T = Matriz para transportar desplazamnientos de
A a B .
,




VI. ELEMENTOS ESTRUCTURALES




- Yel.- Definicidn del Elemento Barra.

Se ha manejado indistintamente el término “bLarra', en-
las capitulos anteriores, creo gue conviene aqui nacer un --
resumen de las caracteristicas de éste elemento estructural-
para que pueda ser considerado como tal y puedan ser aplica-
bles los teoremas, principios o Leyes a 1os que se na hecho-
referencia. '

lLas barras se representan qraficamente por su eje, el-
cual se define como: "E1 lugar gyeométrico de los centros de-
gravedad de todas y cada una de las secciones transversales-
de la pieza” ( &)}, Y deben cumplir con las siyuientes condi
ciones:

1).- “Su longitud debe ser cuando menos cinco veces ma
yor, que la menor de las dimensiones transversa--
=Vies-de:dicha barra“.( L).

‘

Z}.é;“Su raéio de aurvatura debe ser cuando menos cin-
| co . veces mayn? que Ia menor de las dimensiones --
' “transvers ales de ta barra en la seccidn conszd&ra
.'quA(ﬁ-),
3).—'Laﬂmaycrrdimensién;de cualquier seccidn transver-
sal de ésta, debe ser menor o igual a cuatro ve--
ces 1a menor dimensidn de dicha seccicdn.

Atendiendo a su eje las barras pueden clasificarse en:

a) Espaciales.- Son aguellas cuyo eje es una linea ala
~ beada cualgquiera.

b) Planas.- Son agquellas en las cuales los ejes "Y" de
todas las secciones transversales de éstas se en---

cuentran en un plano dnico, esto es el eje de la --
barra esta contenido en dicho plano dnico.




A la barra plana de eje recto se le llama "viga".

Salve que se especifique lo contrario los elementos -
con que trabajamos son “"barvas planas"”.

VIi.2.~ Propiedadas de Rigidez y Flexibilidad en Ba--
rras.

La relacidn que existe entre las acciones y los des--
plazamientos es el punto mids importante del Analisis Estruc
- tural. Una forma muy conveniente de expresar esta relacidn
es mediante ecuaciones de accidr y desplazamiento. Conside
rece el rescorte linealmente elastico mostrado en la siguien
te figura:

/ Bomemmeth ' I

D .

La Accién A comprimé al rééorﬁe'prédu¢iéndo‘aﬁfdesp]g
zamiento D del extremo de éste. 'La fé?aeién*ean y D puede

expresarse rnediante la ecuacion de despiazamiento: .
D = FA

Donde F es 1a FleXibilidad del resorte, y se define -
como el desplazamwiento producido por un valor unitaric de A.

La relacidn anterior puede expresarse también por una

‘ecuacién de accidn que exprasa a A en funcidn-.de D:
A = KD

En este caso K es la rigidez del resorte, la que se
define como la accidn necesaria para producir un desplaza--

miento unitario.




Las mismas relaciones generales que se aplican al

sorte son

validas

para cualqgui

er estructura

eldstica que esté sujeta a una sola accidn.

da en la siguienie Tigura, donde se wmuestra
sente apoyada.

A
D
W /
AT~ _ A= %
R &
\
Y-

line alwup

re-

- -

Un egemy]o se-

una viga liore-

E1 desplazamiento D mostrado en la figura es la de-—-
,flexion vertical en el punto donde actua ‘A
F es el desplazamiento producudo por un valor unitario de -

1a carga.
dad,

La rigidez K,

del desp]azamzento.

3
b o=— A
44 €1
48 EI
A= D
3

L
Fs —
48 EI
43 EI
K =
L3

La fle x1b111dad"""

igual a la inversa de 1la Flexivildi-
ces la accidn necesaria para produc1r un vaior un1tar1o7

a2



Considérese ahora un ejemplo mds general en el que la
estructura estd sujeta a tres carygas. La forma (eldstica)-
producida por las cargas yue actuan sobre la viga (Al, Az,-
A3) simultdneamente, producen los desplazamientos bis D,s -
03. Utilizando el Principio de Superposicion, que en yene-

ral estavlece "gue los efectos producidos por varias causas
pueden obtenerse conbinando 1os efectos devidos 2 las cau--
sas individuales”, cada uno de los desplazamientos puede ex
presavse cone la suia de jos desplazamientos debidos a las-
cargyas Apy By Az, actuando separadamente.

A A.
1 / i T
| A
o 2 2
{a) :
< Iﬂ> . — A*1TZ?§\\>
o~ 3 T 03,,// 7=
(b) 1 £
i A
32
< FLé /’/;’/—:7‘ 4%\a
A"‘\___.E__,.—-«-’/ Fzé o ;%
: P >
#\/’:L—/T;ﬁsr“ R
11 o Fon
S f';%/w’/';r%;\g}l
TS E R <

(e .1



Por ejenplio, el despiazémiento Dy esta dado por la ex
presidn:

$) =

S W

Uiz * Yy

en donde.D11 es el desplazamiento correspondiente a Al y --
cagsado por Al, D12 es el desplazawiento correspondiente a-
A1 y causado por Ad N 013 el desplazamiento correspondiente
a Al y causado por Ad‘ De modo similar se pueden escribir-
dos ecuaciones adicionales para 0, ¥ 83‘ Aquf cada despla~-
zamiento es directamente proporcional a una de las carga. -
Esto es, por ajeuplo, Dy, es causado por A2 ¥ por 3o tanto-
es igual a AZ multiplicada por un cierto coeficiente que ~-
Tlamaremos F,,, Dy, serd igual a Ay por F 4, etc. Expliici-
tamente, por lo anterior, podemos escribir las siguientes -

‘ecuaciones:

Dy = F1p Ay * Fyp Ay % Frg Ay

Dy = Fpy Ay + Fayp Ry + Fo3 Ay
Dy = Fzq3 Ay + F3p Ay + Fsyq Ay

Cada miembro devecho de las ecuaciones anteriores es-
un desplazamientoc que estd escrito en ia forma de un coefi-
ciente multiplicado por la accién que'pfoéucé ei:desplaza~-
miento, a dicho coeficiente se le 1lama coeficiente de - -
flexibilidad.

Si en vez de expresar los desplacémieqtasﬁen términos
de las acciones, eXpresambs ecuaciones que describan las --
acciones en términos de los déSplazamientos, obteneﬁqs el--
siguiente resuitado: ‘

S




Ap = Ky 0y f Ky Dy v K

13 B3
Ry = K3y By % Kzp B, *+ Ky D3

Estas ecuaciones pueden obtenerse, por ejemplo, resol
viendo el sistema de ecuaciones anteriormente presentadas.

Como se establecid antericrmente, la rigidez represen
ta una accidon debida a un desplazamiento unitario; por io -
tanto el coefigiente Kii representard la accifén correspon--
diente a Al cuando se introduce un desplazamiento unitario-
en Dl, en tantoe gque los degplazamientos Qz ¥ BS se mantig--
nen igual a cero. Ue igual manera Ky, es la accidén corres-
pundéeatg a Ai causada por un desplazamiento unitario en 02
cuando Ql v D3 san'igqa}eS'a caro. La interpretacicén fisi-
ca de los. coeficientes de rigidez se ilustra en la siguien-
te figura: . 4




& N
i#

La discucion se puede genecralizar pudiéndose obtener,
para una estructura sujeta a cualquier ndmero de acciones y
desplazamientes, las ccuaciones ggtreSpandientes para un ng
mero n de ecuacionas y para un ndmerc n de desplazamientos.

Las ecuaciones de desplazamiento pueden quedar de la-
siguiente manera:

+ ~Fzz Az

o
[
]
M
Pt
el
e
ot

D anl Al + Fnz AZ + o-o---+ F A

Que expresadas matricialmente darfan:

Dy Fiir Faz - - - - Fil A1
b, Far Faz - v - o Fopl | A
2 & e ﬂ . " » ® & ® . & @ ® &
..an. _Fnl FnZ R anr -An_
D = F A

B |

. "Donde F es llamada la Matriz de Flexibilidad de la es-
tructura.

De igual forma lasecuaciones de acciones podemos ex--
presarlas de la sijguiente manera: . ‘




A SV B

Ay Koy Koz o+ - = Koy o

= A - S Y
A = KD

K = Jatriz de Rigidez de la Estructura.

vi.3.- Formacicn de la Matriz de Flexibilidad de una bLarra.

Se muestra enseguida la formacidn de la Hatriz de Fle-
xibilidad del extremo de una barra, no se profundiza mds en-
ella debido a que en los proximos temas se uSa muy poco, - -
aungue puede ampliarse y generalizarse el concepto tan gran-
demente como se amplia el de rigidez.

Obtengamos la Hatriz de Flexibilidades aplicando fuer-
zas unitarias en el extremo b de una barra.

“f\3

2

1

: A ) ' A . B (Nomenclatura)




Los Desplazamientos originados por la aplicacidn de -
fuerzas unitarias seran los siguientes:

1, 0 0
[fuq] : v fo2  Ta3
‘ |V faa Taa3

f,3 = Desplazamiento originado en la direccidn | pro-
N vocado por una fuerza unitaria aplicada en la -
direccidén 1. o .

¢ L
11 EA
| ‘ Lx b _ o L?
fi, = Al Area de Homentos = -

EI x 2 2EI

f22’= Al producio del Area de Momentos por el brazo de
- palanca al punto donde se quiere conocer el des-
plazamiento.
—f = L2 It .g. = L3

22 9py 3 3 El

' Similarmente para los demds desgiazamiehtos,

f. = e X s —
33 er b £l
e . L L . _\*
23 pul e
: EI 2 2El




u 0 T
~ EA . |
. 3 2
[fbb:] 0 L L
' 3E1 2E1
- )

0 L L

- 2EI £l

VI.4.- Formacion de la latriz de Rigidez de idudo.

, La Matviz de Rigidez de una barra Ta formareanoes a par
tir de la obtencidn de la rigidez de uno de sus extremos, =
de igual manera que para la Hatriz de Flexibilidades del Ca
pitulo anterior, consideramos un miembro con uno de sus ex-
tremos empotrado y libre el otro,pero en este caso aplicare
mos desplazamientos unitarios y determinaremos las fuerzas-
necesarias para producrilos; como ya se sabe estas fuerzas-
se 1laman coeficientes de rigidez y forman parte de la MHa--
triz General de Rigideces de la Estructura.

N ']*
_l' -.-)—-1’.4
A B
. EA
A % 2 .8 Kag = 7




Agrupando tenewos que:

EA_ 0 T 7 (@)
L

| 12 EI 6 EI )
K s 0 : - (5)

Db L3 L4
0 . b 4 EI (6)

L L -
(4) (5} (5}

A la matriz asi obtengﬁa, ia considerarenios Rigidez -
"No Acoplada® de barras de seccidn constante.




VI.5.- Relacion entre rigideces "do Acapladas" y rigideces
“"Acopladas”. ' '

HO ACOPLADA. ACOPLADA

~La relacidn existente entre las fuerzas y los despla-
zamientos en un miembro estd dada por la Ecuacion:

r~ - r‘ . ) o ™
Fa KA KaB da
= (;)
Fi Kis Kgi dp
I - J L ]
Esto es
Fa ™ ®an 95 * kay Y (1)
Fg = kgp dp ¥ Kpp 93 (2)

Sustituyendo en (2) :

F, = - H Fp = = HB + k d

B 8)

A kgp dp

A BA BB




Comiparando con la ecuacion (1):

k = - H

AR 6A X pa (3)

k = - H

AB BA o (4)

Si tenewos que por simetria :

_ T , . T
Kga = Kap kpa = (=Hga K gy
- T + T
Kga = - Kga  Hpa
Pero como k = kT entonces:
6B 5B '
) T
kga = - %z Hga (5)

Sustituyendo éste valor en (3)

. T

kap = = Hpp (-kgp Hy,a)

Kpa = Hyp Kuo HT (5)
AR BA  FsB "sA

Por lo tanto, sustituyendo los valores correspondien-
© tes en la EC (I)

B ] u | -
T i
| *aa Kap Hga Kgp Hpa Hya Kap
Cop Fea Ree gy TRes Mea kg
- - —
[kAB » €5 1a llamada ilatriz "Acoplada" del miembro -

A - B , donde




[HBA]= 0 1 S0 . 2: -

"Conociendo la matyriz acoplada de las barras que for-

man una estructura bastara referirlas al Sistema Global de-
la misma y aplicar el .d¢iodo de la Suma, para ootener la ia

triz de Riyidez K de la kEstructura:

loé‘u



YI.6.- Ensamble de la latriz de kijideces.

VI.6.1.- Reyla de la Suma.

Y'o

P\’/ \

Considérese la varra A - B de una estructura wal
quiera. Sea Kpap Su rigidez acoplada y referida al sistema
gloval X - Y', .

Siendo:
- 3 . ¥ ]
Kaa Kag
AB
| Kpa Kag

La Hatriz ensamblada de la estructura se obtendrd me-
diante la siguiente expresiodn:

r't ' 1 7 [
! ARG ABj A
P S [
J=1 K5Aj K5aj ]
~ A B

La Ejemplificacidn de esta expresidn se dard en los: -
ejenplos del tema siguiente.

10§




VI.6.2.- Generalizacion de La Jdatriz A

Para una barra, cualquiera, hemos ovservado que:

L /\/ : -—{iﬁ}

= - Hga Fy

1
Fa

Y ademds, gue los desplazamientos 6 un vector en je-
neral al referirio a ejes locales de un miembro, se tiane-
que:

d; = 7 dA dé = T da
donde:
cos sen' )
T = -sen cos 0
0 0 1

Todo ésto podemos representarlo de la forama siguien-
te: '
Sea:

¢
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' l Y = - [ '

Luego entonces:

T

B ~HL, d}
BA A 727
+ -
T dA
Per lo tanto:
- . T = : - .T =
72 = T dy - Hgp n= T dg Hon T dy @i
Ordenando:‘ :
EN

. T
e, = - H2 T T]
i [ BA LdBJ

Y puesto que
¢; = afi'O\

Entonces

' ~ T \
[CLJ ) [“ "gA T! T ]
HUDO A ! NUDO B

-ksto es, podewos obtener la ilatriz [AJ de orden BﬂB X
3ﬂN, a partir de Ta ilatriz [dﬁJ de. cada uno de sus aiembros;

-.-107




de tal forma que si:

Kb
' ; kbbi = gatriz de
[.Ki] = - Ko . Rigidez "no acep
e Kbbn tada' de la oa-~-
— , 4 rrai. '

Se tiene gue:
[« ] = (2T [=][*]

La solucidn de la estructura se obtendri cono:

Edl = [x]:} [Fj
NI [

fi:e:% = A ;-L‘i'!
Py - [“] Le ]

Obteniéndose sé6lo PB » en coordenadas locales de ca-
da barra. PA se obtendrd por Estitica.

CIRRICA LN

1 0 0

{(barra recta, coor-
‘ [HBA] N ¢ .. 0| denadas locales).




~VII.  METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS O DE LAS
RIGIDECES. )




UII.1

CONCERPCION GENERAL DEL METODO DE LAS RIGIDECES

En el cap{tulo IV se planted la forma general para resolver es-

tructuras por este métocdo, en este capitulo aplicaremos esas --

mismas ideas en la solucidn de armaduras planas y Marcos planos,

plantearemos varias alternativas de sclucidn y aprovecharemos -

ciertas caracteristicas de algunas estructuras especiales que -

2 - ¥
ayudan a su mas pronta solucian.

Resumen:

al.

b).

c)e

Determinamos lous desplazamientos de los nudos, una vez de -

texminade la Matriz de Rigideces Liﬁ] de la estructura:

S

daonde

[¢] - [ 7 [¥] [a]

Obsérvese gue también puede plantearse la Solucidn comg ---

]

13 resolucidén de un sistema de ecuaciones:
M T2
H] gt = If
(6] 10y = 171

Determinamos las deformacicgnes de los miembros por continui
dad, como:

e = (0] [

Resolvemns la estructura encontranmdo los elementos mecdni--

cos en los miembros:

{p} = [H’} {g} B __(_LBVdE ‘Huaké)leg



d). Comproharemos nuestros resultados planteando el equili--

jo de nuestra est a:
br d gstra estructur

{F} - [A.] T {p} = 6 " (Ec. de equilibrio)

VIii.Z2 APLICACION DEL METODO A ARMADURAS PLANAS
INTRODUCCION:

Una armadura es una estructura formada por harras gque sdlo —-
trabajen 2 fuerza axial, los nudos son articulaciones y las -
fuerzas externas se aplican solo en los nudos; cada nudo se -
puede desplazar en dos direcciones y las fuerzas externas ——-

pueden tener dos componentes.

Vectores estructurales.

a). Désplazamientos: Los desplazamientos 'dj tendrén dos -

componentes djx, diye.

Orden de {d] i 2 n, ¥ n

i N c
nN = Na. de Nudos.
' nc = No. de Condigiones de Carga.
-~ -
d1x
dﬂv - -
d
d
2y d3
d3x -3 ) -
d3v

110



,b)' Fuerzas: Las fuerzas Fj tendrdn dos componentes Fjx,

Five

Orden de [F] : 2n,, X n

N Cc
}.-‘ — ‘ 1
F'}x :
F‘
1y %
sz + VY
, FZ\; F1
[F B T B
F
F3x 2
F X
o
F3y ? +
: o)
L. -

c). Deformaciones: Las deformaciones serédn las alargamientos

a acortamientos de las barras.

Orden de € : ng X Ne

o T
1 -
[E] - e, ‘ + Alargamiento
- Acortamiento

e
3
L -

d). Fuerzas en las Barras: Las fuerzas en las barras serén -

fuerzas axliales soalmente.

Orden de

0
| N
av
3
x
3

Pa . + Tensitn

Pz | . = Compresién




PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

a). Continuidad.

(e} - [ (o}

Dbténgamos el valor de Ei para una barra 1 cualguiera -
gn funcidn de los desplazamientos de sus nudos extremos --

A v B . BSes zli un vector unitario pararelo a la
barra i, consideraremos gque la barra estd orientada de -—

A hacia B .

El alarpamiento e 88ra i--

gual a:

e = P 4 - pry
i rcyu1 dB ProvUi dA

Pra o = 4 - L. = .
Yur g - dg - Uy 9ex €1 * Umy 93
Analogamente: B
P 4, =
T S - L dgv 53
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Por lo tanto:

de aqui, podemos obtenerla regla para obtener el rehglﬁn i de

la matriz A que corresponde a los coeficientes de la defor
macidn e,
1 - P
- - - :
%
IR
Rengldn 1 e, =|-W, +U; B
A 8
5 J L -
- Py
(Cada columna doble de A corresponde a un nuda)

‘Ejemplo:

= [0.7071 D.7D71]‘=

£ =[]

=U_T = [ 0.7071 - 0.7071

6 S

T T T T 1

{ ={] =" U =i o:
U, Ly =i, " -

113



0.71 6.71 ! : 1
{8 1 [N -1 2
-0.71 0,71 0.71 ~-3.7% 3
0.71 0.71 ~-0.771 -3.71 4
A =
0 1 8] L 5
-0 .71 0.71 6
-1 0 1 0 7
i 4 ] 8
y =1 0 1 g - g
N | -1 o ] 1o
NUDD  ———- 1 2 3 N
NOTAS :
a) En las barras cuyo nudc. A g 8 es un apoyo, no s
. considera a éste como nudo.
. b) Los blancos son cero
c) El orden dela matriz serd: g XZ”N |
b« LEV DE HOOKE
.1 . [HJ Tl
L] L Jkn
oA
donde lK'J es una Matriz Diagonal, k,, = _E; A
. Ly
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c) EQUILIBRIO

f

Considérese un nude (j) cualguiera de una armadura plz-a, -
, . .
. al cual concurren un namero 0 .de barras.y.al gue se 1z a--

plica una fuerza {Fj} = [-F_jx ; 5i orientamos g -~

F.
L Favl
antemano el sentido de las fuerzas en las barras, pars lagrar

en el nudo el equilibrio tendriamos gue:

] T T[] e -[uln

Expresifn de la cual se obtiene 1a regla para formar p:zc req
glones (dobles) la matriz [A]T : Cada columna corsaspon
de a una barra i, si ésta sale del nudo le correscande-

- [(’Li] ' si entra al nudo le corresponde +[UL.J .

Pe'
Renglén j Foq= U +lUm -l -Ug ||,
(doble) J k
. ’ &av
/8

" Barrd —e 1 m ¥ A CT

11§




NOTAS: |

a) A los nudos gque no inciden en el nudo j les co-

rresponde un vector nulo.

by £Es obvio gue esta regla coincide con la regla pa-

ra formar por renglones a la matriz [ A ]

c) El orden de [.AT] serh: ZnN X ng

d) EJEMPLOS: /

1« Sea la.armadura de la figura siguiente en que
R = EA = 50 ton/ecm; (cte) '

-a) Determinamos lz matriz de Rigideces

] D170 4

e e S e 118



EA
( T 4 O 0 a
a (¢ EA
L 2" 0
. 0 0 EA o
[H’] = ¢ L )3
0 o o (_EA
. L
o o a. o
Obtenemos la matriz A , de
por renglones
g 1 -1
-1 0
A = a 0 -1
~-0.707 0.7071 O
‘ o o -0.7071 -0.7077)
AY
& =135°
A 7x
DARRA Z

arden - , ' .,

wm W N

Barra 1

& = 2702
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50 g o]l
o s0 o 0 o| '
[5]=] 50 o ol - = so- [1]
0 0 50 0
o o o 50

so (8] T[] - so [a] T (5]

=y
" 3
[ ]
1
—
D
[VS—
-
—n
x
Mmmd
-
D
O
fl

O -1 o0 Z;.7u71 o] [ o 1 0 1
1 g o g.7071 - O -1 0 0 1]
[ & ] = 30 14 0 -1.0 0 -0.7071 o o - 0
-0 o 0 o -0.7071 -0.7071 0.7071 @ 0.
0 8] -0.7071 -g.7C"
1.5 0.5 o o ]
—0‘5 1.5 D ""‘nD
[.H ] = 50 g 1.3 g.5 = ( Matriz de Rigideces )
D -A."«U D-S 1.5
. "

b) Determinamgs los desplazamientos, eligiendo resclver el -

Sistema'de egcuaciones, planteamds que:

r75 25 g 0 _] rd'ix !—' 10
=25 79 0 -50 , d 0
. 1\/ =
a g 75 -25 u} ) 0
X
Q -30 25 75 d ~20
L T zy J L .

(Ver ejemplo del Método de Cholesky)

 ’;3-..15?§;{ Y




Resolviendo:

»c)

d)

e)

x 1 a.0
dy1 0.4
dx2 ~ ag.2

Calculamos las deformaciones de los miembros
(e,] o 1 o -17] [ ool 0.2
e2 -1 0 a 0.4 0.0
e,y “l o o -1 g.2| % ! .o0.2
e, -0.7 0.7 O -0.6 -0.2828
e, 0 o -0.7 -0.7] - 0.2828
Encontramps las fuerzas en las Harras
'p1 1 [so 0 o o g fo.2 77 [ 0.0
Po ] 50 0 0 g 0.0 g.0
Py | 0 - 50 g 0 -0.2 F l_qo.p
pu 0 50 g ~-0.2828 ~14.142
DS 0 n] 0 50 0.28286 1h. 142
L 24 b - .. 4 L
Comprobamos resultados
l b - -) e -
10 o -1 0 =0.707 0 10.0
a 0 0 0.707 o 0.0
ol” +0 o -1 1} -0.707 -10.0 =0
~26 | -1 o a o -0.707 -1l 142
e o
- o2




r -y ~ 1

10 10.0
o - 0.0 = 0  (Se compruebs el equilibria)
o 0.0 G

~20 -20

f) Representacidn de resultados finales:

7
# ;
/
<1944
#4414

et
N
My
o
[+2

- Jm o ﬁi:”

Ejemplo.~ Resulver la siguiente armadura:

n/2 nle .. hl2 hiz.

¥

LN N s N Nt N N N N

a) Determinamos la matriz de rigidez [H] =.LA] T [k] [A]

y con ella los desplazamientos,

Por consideraciones geométricas obtenemos los vectores. e

@ -

* 5




il

[u;] ! [b.70.71 -0.7071] ; {”éJ T o [o.47 -s.a9d)
[u3] ! [D, - 1}? [UQ] T [—D.uw -D.ssg]

[“5] T [-D.?D'?'l -D.'?D'?’l]

i

il

farmamos la matriz {F\] por renglones

(0.7071  -0.70717 1
Sl g.447 ~0. 894 2
[A ] = o -1 3,
~O.l7 -0 .894 4
-0.7071 0.7071 5
|
] . ] - . -
obtenemns [H] : KI = Eﬂ/Li (EA = pte)
Ky = Kg = 0.707 EA/h "5 K, = K = 0.894 EA/r; = EE
(observe que / uir[/ h = 1/L1 )
P -
0.7071
Por consiguiente [K':] = EA 0.894
’ h 1.000
0.894
R U.'?U'?U
. . T -
abteniendo {H] = [A} [H [A]

e




[H] = ER 1.0864 0
h a 3.136

En este e jemplo la Matriz de Rigidez resultd diagonal, -ar lo -

r

tanto la obtencidn de l.dJ serd muy Facil:

d1x = F1x h
C )
1.064 EA
dw = Ty h ya qué[H]-1 = 1/7.064 z
( ) o
3.7136 EA EA 3 1724738

Observe que en este’ejemplo Ny = 1 3 nB = 5
y nB nN , nN
o sea, que por este m&todo tendremos menos incdgnitas ¢ 2ny )

gue por el método de Fuerzas ( ng - ZnN

no es cgierto para armaduras convencionsles,

). Esto en zsperal -

grn gque se tizne Clw-w

munmente gque ng - 2nN < ZnN "y por lo tanto el -ftodo ---

més conveniente de emplear es el Método de las fuerzas.




Ejemplo: Obtener la matriz [ A ] par Renglanes

b 11 7 17 8
i 'Lk L
. 10 13 16 om
2 18
. b4
5 15
. 2m
L ey
3 5 e
3m 3m 3m 3m
, , - - r t . 1. r 1_r -
Siendo " 2; = - Uy . ut 3’ donde lu. ] = Lcns& .
i i
A 8
Se tiene por ejemplo que:
‘- Para el rengldn 1. (Miembro 1, &= 0°P)
8, = r 0 0 cos 0P sen DC’“I = rD 8] 31 Uj
i L : oJd L= - J

- Para el rengldn 2. (Miembro 2, &= 509)

t
81 = rL." cos 45° - sen l+5° : cos loSD sen &50

J

se™ 6_:1




12
13
1h

15

17

18

1 ]
0.6832 0.554
0 -1 0 1
-1 0 1 0
-0.832 0.554 | 0.6832 -0.554
~0.832 .D0.554 0.832 0.554
0 -1 0 1
-1 0 1 0
~-0.832  -0.554 0.832 0,554
-0.832  0.554 0.832  -0.554
-1 0 1
0 - 0 1
0 -1 0
-1 0
-0.832  0.554
i =0.832 -0.554 ' 832 N.554
=1 1 0
. 0




Ejemplo:

armadura;:

Plantear la Matriz de Rigideces de la sic.lesnte —-

A ? e T—
2 3 1 5 o %5‘"‘
_?
o 1 <4 ‘
B
{
E,B,:.—-.C_‘FE ¥
il
i
A t5 | 3 v
e
- D v e 32'\ e 3 v N
1‘ 4 ;3 19 7@&
3 % 5]
£ LR %+ ) fe 5
. f
o 2 4
[ 13
4t
%
¢ 4 A-g..
15
g
Ly
&



10

11

12

13

1h

15

16

17

18

19

20

-0.71

1 3 4 5 7
T 1 0 ]
024 0.7
0 1 0 -1
-1 o 1 0
-0.71 -0.71  0.71  D.71
-1 o 1 0
0 1 o -1 '
-0.71  0.71 g.71  -0.71
o -1
-1 0 1 0
0 1 0 1
0.71 0.71 =0.71  -0.71
o 1 o
-1 0 1 0
0 1 0 -
-0.71 0.71 0.71  -D.71
-1 0
-0.71  0.71 0.71 0.71
| -1 y
0.71 0.71 -0.71




L6

<]

AR
0.333
0.296
0.333
0.333
1% R TA
g.333
) 0.333
0.236
2333
2.533
0.333
0.23€
0333
0.333
0,533
0.2.36
>l
0.234
0.233
8.234
0.162} O ~0.8% -0. |67
0167 10.33> - 1 |oéz
0.233 O 1).833|~0.l67
-0.3%3 O [LIR
0./671p.232| 0 |-p.447 ~0.3%2
0163 O |0.33 10167 P
0.333 0 ~»3| © (. /67 .04 7
0 ~0.333 o 933> )P L0147
2743 0 {p.33> 0063 p
0. 161 {-p.33Y 0 2.147 (5333
o |0.04P ~0,33% -2, /67
-a 3332147 0 0./ 7
o |0.333] 0 0.167
) ) - -0.333 o 10.333 B Y20 R D

X £A

x EA




8¢1

1

10

11

12

13

14

15

16

1 2 3 b 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
0.569 O 0 0 [-0.333) 0 |.-0.11g/-0.118 O 0 0 0 o 0 0 0
O j0.569| 0 [-0.333| O 0 0.118/ -0.118] O 0 0 0 o 0 0 0
o G |0.785]0.118 | -0.118 -0.118 -0.333 O D o 0 o s 0 0 0
O |-3333 | 0.118 | 0.4512 -0.118 -0.118 O 0 ) o a 0 0 0 0 0
-0.333 0 |-0.118|-0.l18| 0.902 O u 0 |-0.118/0.118 | O 0 o 0 0 o
0 0 |-0.118|-0.118]| O 0.23¢ O |-0.333 0.118-0.118 | 0 0 o 0 o 0
-0.1181 0.118|-0.333| 0O 0 0 0.902| -0.236| -0.333] O u 0 -0.118] 0.118! O 0
0.118 |-0.118| O 0 0 |-0.333 | -0.236 0.902[ O 0 0 |-0.333 D0.118{-0.118] O 0
0 0 0 0 |-0.1180.118 | -0.333 O 0.569| 0.333 (-D.118{-0.118{ O o 0 0
0 0 0 : 0.118-0.118| 0 0 0 |0.902 |-0.118{ 0.118) 0O {-0.333 ﬁ 0
0 0 0 0 o 0 0 0 _0.118/-0.118 | D.56¢| O -0.333| O -0.118{0.118
0 o o 0 0 0 0 }0.333 |-0.118/0.118 | O ‘0.569] O 0 0.118{0.118
] 0 0 0 o 0 |0.118|o0.u18| O 0 -0.333| 0 | D.451¢-0.118] O 0
0 0 o y o 0 |o.uslo.118| 0 10.333| G 0 |-0.118| 0.785| O 0.333
0 0 0 0 0 0 0 0 D o “0.167| 0.118| O 0 0 {u.167
i 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0.118{-0.116) O -0.3351-0.167 {06517
(. ‘ -

EA



Ejercicios:

1). Dada la armadura de la figura siguiente, resclverla:
o™ A
4 A EA=cte
N “"“
L
5
(5] Ty
(4
) ‘\b Lo N
om—
2ot X
Avn 1’: A -

2) Plantear el Sistema de Ecuaciones para obhtener los des-
plazamientos de la siguiente armadura: A
30"
EA = cte
Y
X
<
% -~ ' 60
S biot /
£
- 4 o <% - - N =4 >




"3) Resalver la siguiente armadura:

—

10

|

A
T
& 2wy

e Ra e

4) Usando "CECAFI-MATRICES" resolver la siguiente armadura:

A
Zwm
Yl ¥
X
zm L 507
v
F-3
2 wlo
! o.5
X Lo
2 via
6 o.%
v E =2.1x 10 #g Py TanF)
PO 1. s Sy 3w g Do g A wvin

130

0




VII.3 APLICACION DEL METODO A MARCOS PLANOS
INTRODUCCION

Entenderemos por marco plano a una estructura formada por'---—
miemhros en un sdlo plano v que tienenvsu eje de simetria en -
el mismo, de tal manera que los esfuerzos resultantes, en una-~
seccidén cualquiera de un miembro del marco, consisten genefalm
mente de un par de Flexidn, una fuerza cortante y una fuerzs -
axial. (as deformaciones significativas en egste tipo de eSe—ew
tructuras son las debidas a flexidn, y fuerza axial si 1S ===
elementos son esheltos; en este capitulo estudiaremos m=rcos -

formados por barras en las gque sOlo consideraremos deformacidn

por flexidn, sin considerar acortamientos o alargamientos de -

las mismas.

Como un ejemplo de marco plano tenemos el siguiente partico:

4 o3
NN AN 27 N\ S

Este marco esté formado por seis barras que se conectan en ---

cuatro nudos, observando que los nudas son nudos elésticos.

VECTORES cSTRUCTURALES

F
LY )

a) Desplazamientas.

En los marcos plancs, por considerarse flexidn en las ba--

rras salamente, se considera a los giros (© ) de los nu—-
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b)

dos como desplazamiento. Al no considerarse acortz~ienta 3

alargamiento de las barras, lgs desplazamizntos de .35 Nue=-
dos son muy limitados, a cada desplazeamiento limeal le 1ll=-
maremns un grado de libertad; en nuestro ejemplo lcs nudces -~
no tienen desplazamientos dy por estar impedides zor las-
columnas; los desplazamientos dx  serdn iguales psocz los -
nudos 1 vy 2 (Dq) y para los nudos 3 vy &4 (DZD por -
no deformarse axialmente las trabes,

tos (D

a estos desplaizmiene—w
4 D2) par tanto, se les llamard desolazamienzas de -

los nudos 1 vy 2. Para el ejemplo se tiene gue:

La o, ' 'qoﬂ
Nivel 1 ) / T ©,
/
e o/ a = |P3
Nivel 2 — - - @u . ot
r/’ ,'/ D -
/ :' 1 -
0, N P
L Convercién-

de signos.

Fuerzas { FJ .

r . .
Las fuerzas L.F} seran mamentos externos aplicados en log --

nudos (M1, M2, eeey, M. ) vy fuerzas paralelas a los grados-—

N
de libertad de la estructura, para el ejemplo serdn fuerzas-

horizontales aplicadas en los niveles 1 y 2.

\‘ F- ——
'\Ms Mt( . M,
Fy 3V Ny b
M .
r Fj = 2 F +
JM, M, | Lo y £
F "1 D Q, 2 3
3 -/ 7 ML’ @ f'1
Canvercian
F . .
1 de -signos.
F2
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;) Defarmaciones L EJ

Lo mds conveniente serd considerar como las deformaciones

de las barras a las deformaciones angulares &, , s (se
supondran arientadas las barras =] ) medidas a partir -
de la recta que une a A y 8 después de deformarse -
la barra
L
A B
T 9}\ Ce

;Conversidn de --

ginnos.

en nuestro eiemplo:

Bq 6%1
82 9_

rE] o 61
Lt~=1 = 3 = e

Eh Eynz

ES A3

_es a3

Gﬁa

R

( 2n X n )
AG B C

) E%s

P
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d) Elementos Mecanicos en las Barras o .

Para ser congruentes con la definicidn de las deformacio-
nes, definiremos como fuerzas en las barras a los momen--

tos flexionantes en los extremos de la misma A Y] g8 .

D

s I u\»m
A . Conver-

MB {+ sidn de

signos.

/
~
=

Pq Maq
M
r.1 _ Py ; B1
LPy i
: Moz
Pg Ma2
. : oarden 2n 0 X n
M B t
AB

MATRIZ DE RIGINEZ DELAS BARRAS

Por el hecho de tener dos componentes de defarmacidn y -
de fuerza en las barras, la relacidn lineal entre ellas-

serd ahara una matriz de 2 x 2.
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| 3
Ny ) Y C
N8 -7 F
. Mg Mg = 2EL. g
L
' MA = 2E1 g
N L’

A/A <7 —_— \l/>’46
M

De acuerdo con laconversién de signos adoptada:

My = _MEIL @, - 2El_ ©p
L L

Mg = 2EL g, + 4EX  Op
L L

0 sea que:

[R;] = _E; I,
L

i

-2 4

donde:




E{ = Mddulo de elasticidad dela harra

Ii = Momento de Inercia de la seccidén transversal de

la harra de seccidn

Ly = Longitud de la barra recta.

La matriz K de la estructura que estdbamos considerando
comg ejenplo seréa:

—— -y

] - S

i
: ' ; orden -
! AR B 2
! x 2 .
‘ . tla 8 =
. i
Principios fundamentales. )
a). Continuidad.
L] L J
La deformacidn de una barra serd Funcidn de los

giros de los nudos extremos (@,, ?% ) v de los des--

plazzamientos transversales de las miesmas (D
B 0= - s
Gy= Cn

A’ Prgl-

—

b B B ad



o sea:

>0
il
i
)
+
Q
)
D
1
)
-
[ws]

L L

9 = + - DTA + DTB
8 8

L L

(331

Apliquemos estas fOrmulas a cada uno de laos elementc: del -

marco de nuestro ejemplo. De esta forma se obtiene Z2 matriz

[.ﬂ] , obsérvese que cada -columnz de [Aj] correszz-nde a -
un valor de [cj} y cada rengldn dozle a un valor rei}

L
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b) Ley de Hooke.

De aqui obtendremas los esfuerzos en las barras (Momentos

en los extremaos).

.'l
o] o= (%] [e]

c) Equilibrio.
ro .
F A
(F1 - LA L"J

Es interesante obtener directamente R por considerge—--

1]

ciones de equilibrio unicamente, esto es:

v
PN
‘X
l >
M
2. { 4 AL
- 7 G
T ‘ T Y M o) M 1 M
- 1 :-
M 1T r/E T M
'1( 17 S 2 Nudo 1 MB1
A WA WA\ WA\ _ _
Moo= Mgy =My - My,
Nudo 2
My = Mgy ¢ Mgy =M
etc.
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B4 Be
M . M
A}"v 7Tov A6
— My, _ Mg 7 Mes  ~ Mme
oy ha
et W e
e e
Maq = Mgq Maz = Mg
RS h'l B h1
M\J
81 ~
B3
7T >
MA1 MR3
27\ 775NN
Z Fuerzas en nivel 1T = 0
M - M M - M M - M
= - A - A AL N
F‘T ¢ 1 B1 ) ¢ 3 BB) + ( B ) -+
hy hy Ry
M. - M
+ Ag . B6
( )
h,

140




L#]

EI

E jemplos sobre el Método de Rigideces

1). Resolver por sl Métocdo de Rigidez el siguier:z marcao:

3 5 L e 19 T QMY
&
101
L1 1 Iji6
3
1 2 2 10 Ton
¥ 01 >
MnI {3
[N
—f
NN S NS

&

b 5

a). Se obtienmen los desplazamientos una vez

matriz de Rigidez de la estructura.

8.0 -L.0O
%-b.ﬂ 8.0

1.0
-0.5

-D.S
1.0

'0.667 1.333

ohte=ida lz -

1.333 ~C.297

0.667 .33

[



1h.3330, + 0.667¢;, - 0.292 b, + D0.667 b, = 0
0.667¢, + 13.333@, - 0.667 Dy + 0.667D, = O ,
-'0.55&,@1 - 1.333p, + 1.264 D, - 0.889 b, = 10/e
1.3330, + 1.33363 - 0.885 D, + D.889 Dy = 15/
Resolviendno:
|
e ] T
@1 -2.90
oy -0.991
- o, -0.991
rd = & X 1 (Desplazamier-:s
L J D 72.333 de los nudos.
1 EI
D 95.00
2 |.
- L4 L
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g).

Obtencidn de las deformaciomes en las barras:

|

6

D
-

®
2

N [p]

Lt

L)

£

15}

u

mQaq’ quD@ cu(b ?CD m® DCD (:f:;c£3 DCD

LU\

— =
L.

[#]

e —

.
J
<0.25 O
0.25 O
0 0
) o
-0.25 0
0.25 0

0.333 -0.333

-0.333 0.333

0.333 -0.333

-0.333 0.333

I

-2,90

-2.80

-0.991

-0.991

724333

85.00

E:




— _
o o o o @ -0.25 o
1 8 o o 0.25 0
-1 0 0o 0 0 o
[ g ]‘ o 1 0 o 0 o
o o o 0 @ -0.25 0
o 1 o o 0.25 0
-1 0 o @ 0.333 -0.333
6 0 1 0  -0.333 0.333
o o -1 @ 0 0
o o o 1 i 0
o -1 0 o 0.33  -0.33
o o o 1 -0.33 0.33
0.333 4.0 0.667 0 -0.2917
4.0 10.333 0 0.667 ~0.292
0.667 0 9.333 4.0 -0.667
0 0.667 4.0 9.333 -0.667
-0.292 -0.292  -0.667  -0.667 1.264
| 0.667 0.667  0.667 0.667 0.889

Y simplificando por simetria:

. qb1 = 952
T

(=}

o

o

]

(=]

(22}

[}
m

14

o]

m

(R A
th

m

th

h

~1

the

~3

~J

~}

S}

EI (at::

1

it

g

.

L]




c)

DQ UJCD

)

m
wn

=P

é@

Elementns Mecinicos sohre las Barras:

1

-
M
M

M
M

M

M

M
M
M
M

fracse.

4

v

A1
B1

A2
B2

A3

B3

Man

B4
A5
85
Ag

Mag

L

J

- 18.0833
+ 15.1833
+ 2.90

- 2.90

- 18.06833
+ 15.1833
- L.656
+ B.5406
+ 0.991
- 0.991
- 4.656
- 6.546

] {e

— et

- 25.67
+ 24,22

+ 34,80

- 25.67
+ 2L .22

- 10.58
+ 11.85
« 11.85
- 11.85
- 10.58
+ 11.85
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d) " El equilibrio se comprueba aplicandog equilisrig,

T
[F} f [A] [p} = 0

2) Resolver el siguiente ejempla:

T = C n T
s ; }10.&2 7.92( , EI_ 40 C3I0 tan o
T S
b EIy = 60 C30 tgn m-
1 3

a) Se determinan los desplazamientos de los nucsos.,

1) Matriz de Rigidez

[ 40 oo -2g ooo ' -
-20 00n 40 00g

i 48 000 -24 gog
' -~
[H ] B : -24 Qog 48 Oog

40 000 -:zp goc
[. -20 000 40 DDDJ‘

@1 @L Dl
[ o 0 -0.25 | 4
1 o 0.25
DI U
[“ ] =| -1 o 0 2
- o 1 0
D D‘ "0025
9| 1 g.2s | 3
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88 000 24 Q0O 15 000

K 24 000 88 00O 15 000

15 0400~ 15 000 15 000
88 UDﬁ .t 24 Qo0 ot 15 DDOD1 = 10,42
24 000 . 88 000 o + 15 DDDD1 = 7.52
15 000 .t 15 000 o * 15 UDDD1 = 7.82

Resolviendao

@1] {70.040

@2 0.0008 x 10

5L

1
v

b). Determinacidn de las deformaciones de los Miembros.

6@1 -0.1148
o 9é1 +0.1547

ehz = -0.0¢ x 10°°

o 0
. .0oos

6h3 -0.1148

QB;J | L+D.11§5

c) Obtencidn de los Momentos.

r - — —/
My, -7.687
Mg, 8.485
MAZ ~ -1.935
Mg 0.997
Mo 6.905
Mgs B 5.922~

147




d) Los resultados se comprueban como:

— - —

Pu.uzh] { 0 1 -1 0 0 g L7.687

7.92 - a 0 g 1 g 1
t.7.50 LTG.ZS 0.25 o 0 -0.25 Q.25

8.485
~1.935

0.997

6£.905
6.922
p—

3) Determinar la Matriz de Rigidez del siguiente --

marcae.
I 5 ) S .
1 — T~ >
{ .
L 5 6 v EI
: 2 s _o
) y 3 .
L J
1 4
Z7 :: 7

L L
Se tienen dos grados horizontales ( D1;
vy uno vertical (03), por lao tantao ny = 3

= cte.

148
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a) Se obtiene la matriz de continuidad A apli-

cando la farmula:

re1 —‘reAq ) o r@ —

] ij = L_eh J -1 o 1/L -1/L A
o 1 -1/t 1/L e
Ora
esto es: .
@1@2@3 @u‘@s ,{)’ 0y Do 05
/ -1/t T
W1 1/L
- -1/l
2l |14 | ' 1/L
1R I 1/1
1 _1/L
W -1/L
1 1/L
511 /L | -0
1 ~1/L 1/t
6] -1 /L | -1/L
e -1/L 1/L
7 - 170 -1/L
Tl 1/
8 A ~1/L
1 | 1/L
9 I 4 1/t
1 ' -1/ |

b) Se obtiene la Matriz de Rigidez [H’]

1




ws

donde | [Rf{} = _ EI b
L N

D s onien (6] = [a] " [w][a] 2 eree-

tuando multiplicaciones matriciales tegemos :

2 2 D 2 0 0 0 6/L 6/L
2 | 12 2 ) 2 0| -6/t | 871 | @
o 2 12 0 O 2 o | e/L. -6/L
2 o 0 8 2 0| -6/L | 6/L 6/L
[fﬁ] =Bl 2 ) 2 | 12 2 | -6/L | B8/L o
“ 1o 0 2 0 2 8| ~-6/L | B/L ~6/L
0 |-6/L 0 |-s/L|-6/L|-6/L] 60/L2|-36/L7 o
/L | 6/t | e/L | s/ s/0] s/u|36/0%] 36/L°2 Q
6/L ) ~-6/L | 8/L| O |-g/L 0 0 be/L?
. -




sl

Obtencidn directa de la Matriz L H.]

Recaordando la interpretacidn fisica de la matriz--
{ H] podemaos obtener un procedimiento gue NS —w--
permite crear directamente esta Matriz sin tenere-- "

gue recurrir al praoducto [A] T [Hj [:A] 18 -—-

ra la obtencifén de ella.

De la ecuacifn ode Eguilibrio,

Ledo= Ledie]
[
g

j obtenemos f-F ] = [H]

d I

r
L™ 1 L

esto es gue la Matriz de Rigidez estd formada =----
por-las fuerzas gque hay gue aplicar a la estructurs

para obtener desplazamientos unitarios.
Para poder aplicar esta interpretacidn habréd que -

obtener la matriz completa de una barra recta (no-

se consideran acortamientos de los miembros),

a) @A = 1 (&, = -1

L
;'eszal[_g_z
; /} Y 2 =
BEI l 6E I I S
L2 L |
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b) © -1, O, = w1y

il
. .
A ‘B,
A =t
A LET
L
A 4
- L -
= 1

s) S

- S
12E 1 12€1
: 3
L> L

152




En resumen:

M, = el @, + _2e1 Py - SEL o
L L L

MB = _2E1 @g + —SEL @B - E’Eé PaN
L L L

Fpo- _sEl ©, + S 1 Cn - 1260 A
L L L

Fa = -_8E1 @, - _6EL Py + 12EI A
L2 L2 L2

. e
donde HA‘ ﬁB maomentos externos en R y E [KI)J
F F

y FA y Fg san Fuerzas externas en’ A y B

( A— B T; ), o bien:
. . , —
M LEI 2ET --GEI
A 2
L L L -
M 2E1 LET - GEI @A
8 > o
- L L L a'
?A 6EI 6ET - 12E1 A
L2 L2 Lo N
T -6EI -GEI + 12 EI
8 Z ) 3
L L L
.. - S —

Con estos resultados anteriores ghtengamos le 1a. -

columna de {tﬁ} del ejemplo anterior.




@1 = 1 ) @2 = @B - * »
GET
2 o b
L I or:
. ,'; L’
2€1
{}/ ‘\ Lf
6EI . , v
B T A W
L S N 2
6E1 S LEI 6ET
L2 4 L \ L2
Obtengamos la 7a. columna de
01 =1, @1 = @2 = @3 = eee »
BEI \&4 5 6 3 x 12EI
2 o , )) 7 3
L s-y BET L L
\ 2 \ |
1 2 3 D
v is _
) -
6E 1 .
7J L2 =e /5 x %I
I'4 v ’
¢ 3
, ! L
,Tg,, _ Y /r s

=
i

i
]

- BEIX

- BEI
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Obtengamos la Ya. columna:

J oI

b L 25\ \6 M, = _BEI
\;\\_\g\__~ - L2
6ET 6EI M, = 0O
2 L2
L 2
1 / / \ J) 3 >
ll"a x 12E1 M, = BFI
3 4 2
L / L
D_=1 Mg = O
v”-;,7'/"——'"// ' 3 . S
, ) Mg = - ﬁEé
L
F, =0
FZ =
Fy = aa}EI
. L

3) Ejemplo. Vigas Vierendel.

Obténganse los elementos mecdnicos de la siguiente

estructursa.

, 5 3 6 5 7 0 )
4 L 5 6 7
- 6.67 . 6.67
, 1\\ 1 2 3 L
) 2 3 e
2g7 20"
% A 2
L —— 4 A4 it




a)e

Los apoyos 1 y 4 san de

NN

7?;“;// 7

Obténgase los desplazamientos de los nudos.

la siguiente forma:

& t,

En gste problamg;tenemos dos grados de libertad vertica-

les

(0,, D,) v uno horizontal cuyo desplazamiento seré-
1 .72

- nulo (D3=D) por simetria de las cargas y de la estructura.

Obtengamos [l;] directamente:

Para 21 nudo 1
) 5/////

i f;‘\ 2ZEL No se considera la -
/ L fuerza en el nudo --—
: ! 5 porque se consi-
. aet ! 2T dera que los despla-
o (rmlq Ei_%f zamientos horizonta-
; 2
<~ —J I/’ les van a ser nulos,
ZET ‘L ¢ET (03 = 0).
[ b ’
La Matriz [H ] quedaria :

.2 2 1.5 0
2 12 2 2 8] 1.5

2 12 2 2 -1.5 8]
2 8 4 0 -1.5

, 2 -8 2 1.5 0
[H]= EI 2 12| 2 0 1.5

L 2 21 12 Z -1.5 i
2 2 8 ] -1.5
122 0 ~1.5 0 1.5 ‘0 1-1.5 8] 3.0 1.5
_ 0 1.9 0 -1.5 o 1.5 0 j-1.5 -1.5 3.0




Para resolver el sistema de ecuaciones
ff__'i [H]I’d7
L1 L°
gbservamos que p or simetria se tiehe gue:
o= B @ =P - -FiE --F

— 01 = D

por lo tanto se tienmen cinco ecuaciones de la siguiente --

forma:
M, 8 2 2 o 1.5 ¢, |
My 2 0 O 2 1.5 P,
Mg 2 o 8 2 1.5 CDS
= FI
Mg R 2 2 10 1.5 o,
F 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 D,

Resaglviendo se tiene que:

@, .31
@
P, -2.49
@3 2,49
@l,. 4,31
(05 -3.16
p. = | -2.78 x L
O, 2.78 EL
Q. 3.16
o -
D, 26.07
| 0, | | 26.07




b) GObténgase lss deformaciones de los miembros :

La Matriz de Continuidad para la estructura guedaria como:

12 3 4 56 7 & D4 0,
- : -1/L
A | 1/L
-1 1/L -1/L
11- -1/L 170
N L ~ /L
1 ~1/L
-1 ‘
I ;
| 1
A = =1 .
L oq
- -
1
-1
1
R R T I -1/L
1 1/L
-1 Y
) ' 1 ~1/L 1L
T -1 L
1 -1/L

—' - .
- Obtengamas {EJ de la mitad de la estructura:

Fre 1 o [2.241 A 7‘ = [2.&91
L ees] LP s |
o . el 7.0 Jewe]
L) -3.76| LT3l -2.75_!
P I 1) R s D
R S R S B ey




c) Se calculan los Momentos mecénicos aplicando equilisrio:

PRI

I [-16.90] ' [, (4,98 |
] [.ZU.SAJ ’ L “] L u.ga_J
[ 23.56] . [15.527

it

r ) r -

1_p“J = L-21.2§— o LDS_J“ t16,1m J
rp 1 _ flza.szﬁ rp 1. 1_5-55 T
L8] [.ELE%‘ ' L8] Ls.sgj

/

d) Comprobandos el equilibrio directamente:

20.92 21.68 556 5.56
N [ N V4
21.26 & [7) S 7 G
10.65 l 16.10
A~y 15-52
T 20.50L
'23.56 ( 2 —f y.
A » b.98  Su.08 A
16. 90
b
9.36

('Acciones de Nudo Sobre Barra )




VilI.s PROBLEMAS DE APLICACIGN COMUN

VIII.4.1 MARCOS CON CARGAS SOBRE LOS MIEMBROS

Ejemplo: i
Resolver el siguiente marca: 1av
N
T hanm io b
5 -
4 - &
1 8 9
B v 5 - 3
-
y e i, e et et e ore . T v, Drpiin, S oG, WO, st et et Wi g, Srrme- VOO
2 1 P ) = 3
L Rwvn 1 ' 4
¥
P77 L/

La solucién para este tipo de problemas se basa en
superponer dos estados de equilibrip de la estructu-

ra .

Estado I:

-

[dj = (. Todos los nudos estardn eme-

potrados, o sea, no existen giros ni desplazamientos.

Se supone

Se obtiernen las "Fuerzas de Fijacidn" gue hava que -

aplicar para mantener este estado.




g 3 “
)28 A Z ’
! -
3.0 %.0!
1ot
1z 1, e £ ;n
¥ > ¢ AL/ Lo );.1
i v
T'}.m 72*56
i
e Vol
s 444 2.22 s
esto es: '\ *
S
- - - - 1
P,‘ 0.0
0.0
p ~1e5
2 f.% _ 1.5 1.9
1.5 &\ ) /? %\ f"
J v/ )
Py -1.5 A
-1.5 &0
Py o.g
0.0
pg ' _' 0.0 . 2 b S
- 1 ]
D.Q
Pg 0.0 444 4-4¢£
0.0 T}~ -
p7 g.o0
0.0
'pa ~ho bl .
-2.22 1.5 §
2.22 5 ﬂ
pg bl 3 J /\ \
AR TR
R L. -
Ve “

"FUERZAS DE FIJACIONY



Estadao 1I1:

Se aplican las fuerzas de fijacién a la estructura y se resuel-

ve el marco, obteniendo los desplazamientos d y con ellg -
los elementos mecanicos p’ -
bobt ) L.bb
By, q,
1.5 1.5
- 11.186 - - e
. ' -1.5
HH
+1.5
‘ -ho bl
772 | - g
‘ +hebly
a
0
. 11. 18

Por simetria se tiene que:

e,

]
H
°
W
b
=]
<
N
il
My
#
o

@u=_@6:¢u',01=02=q

Tomando la Matriz de Rigidez del ejemplo resuelto anterior-

mente, y reducliendu el sistema de ecuaciones, se tiene:
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y @, + 0.667 P+ 0.6675 = - 1.50/E1

0.667 2, + 2.667(, + 0.6670, = - L.b4/EL
1333, + 1.333, + 177805 = 11.18/EI
"Resolvienda el Sistema de Ecuaciones:
@, = -~1.bue o
P, = -3.870
D, = 10.276
‘Esto es:
K% 1’” b0
@, 0.0
¢3 1,646
@, ~3.870
@, 0.0
@6 = 3.870 (Desplazamientos de los
_ _ Nudos.)
D, 0.0
D, 0.0
hDs 10.276 |

Las defarmaciones en los miembros,serian para la mitad de la estruc-

tura;
., - o | 6"“2 = 1,646 -10.276/, = 1.979
951 = -1, 446 i B, = 0+ 10.276/; = 3.43
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= 4 = - == L"
8A5 = 1.4L46 ; ae 3.87 -10.276/ 0.445

= P ~ !
935 = -3.870 ; QBB L=.00 + 10.276/, = 3.485

vy los elementos mecénicos, {(Momentas):

{f.] 1.333 - 0.667
b =
-0.667 1.333

Mpe 1 2 [0.95] o [-u.02]
L 7] [-1.93_} P2 T [ 5.59J
1,1 fb.ssT/_ [ . 1691
LP.SJ [-‘5.12" RN L u.27_J

Estado Final :

Serd la suma del Estado I y el Estaso II, esto es:

ro r;
r P 1 = L-p J + n’}
. L L
M 1 [ 6.0 ] [ o.ss | | 0.9 |
Mgy Q.o -1.93 -1.93
MAZ "1.5 "'“'092 "'6-[42
Mg, -1.5 5.89 4.39
My 5 -1.5 5.89 L.39
Mgy -1.5 -4, 92 -6.42
My, 0.0 0. 96 0.96
My s 0.0 4,55 4a55
Mg 0.0 6. 12
: é.. 5N 1]
%’ %";%:'f L% s v




CVII L2 OBTENCION' DIRECTA DE LOS ELEMENTOS MECANICOS "SIN RECURRIR'

-~ e e e

- e mm b ue

L e

A LA MATRIZ A
Ejempla: ARMADURA PLANA:
1o 2 ) |
— a4, EA .
v = CTE = 50 Ton/cm.
L .
5
1 0BS : Se revisardn tres conceptos
//// S importantes: 1) Matriz acoplads,
4 2) Método de la Su-z
- 3) Simetria de la Iz
-10 2, tructurae.
3 v 2 ol 4
Para una armadura la matriz de rigidez en el extremo 8

de ungo de sus miembros, referida a un sistema local de ejes -

courdenadaos es:




fZ' | EANL O R 1 o
BY 0 0 0 0

#

Referida a un Sistema Global se tiene:

129 - T .
s = T PhoggT
donde :
T T cos =h Matriz de transfcomacién
- de un Sistema Local de -
+sen cos . o
Referencia a un Sistema-
. _ Glaonal de Referer:zia.
Por simplificacién tomaremos:
c -S
TT =
: s o
FL - c -5 EA o c S
g8
s c G -5 C

as]
#
m
k>l
0
0
nNo®

Puesto que la Matriz Acoplada de un miembro estd dada par : La «

-y

expresian: . -
-+

T Hoo B te

AB B

“ﬁ@ﬁ é&A

— - - — o mu v s

£os

- /’/BA' é‘f’A




donde . o ) i

(Por no existir rota-

Hﬁﬂ = 0 1 clones)

La Matriz Acoplada de un miembro en una armadura planta queda --

como: - ' -
2 i 2
c cs | -G ~-CS
' cs 52 : cs 52
Fi’AE} = _EA - 5 ''''' - "2 “““““ -
L -G -s | C cs
/ 2 | 2
Lfcs ~s | CS 5
En nuestra ejemplo:
‘'a) Barra 1 —» 2 ( O =270 )
. Y
a o ] ] 0 '
| 0 1 o |
R, ., =a [0 _ _%" _p_0 __-% —
2«1 ———nee a a | 0 0 270
L ' 2 --- - - — - -3X
o - o 1J ‘ 1 ,
L |
i 2 1
o

b) Barra 1 w0 - ( &= 0°'>

4 1 -1 o
< 1
1o a 0
= §
(S ._55_.-“__-_;__-, .....
Lok 0 1
i 0
a 2 1} ]




R

g-1

= ER

g) 8Barra. 3
1
R 8]
2.0 = EA
L -
0
~d) Barra
]
035 "015 !
|
-0.5 0.5 :
““““““ +
"0#5 005 :
0.5 -0.5 '
a
g) Barra
0.5 l
i
0.5 . '
]
-------- ;
"005 "0'5 :
-0-5 —005 ;
-

2 —sp O (=0 )
b g ]
I 2
: 0
_______ Femm
a | 1 q
I 0
2 0
g —e1 (E&= -135° )
‘005 D.S
0
0.5 -0.5
005 "U-S
.0.5 0.5 1
1
2 ey O ( & = 45" )
.0.5 -0.5 5
"D'S "'D-S
- - U
.5 .




Aplicanda el Métoda de la Suma obtenemos:

g0+ 1 4+ 0.5 0+ 0 0.5 8] a
0+ 0 -~ 0.5 1 + 0 +0.5 a -1
K= EA ¢ - °"°"°7°°TTTTTmETEETETEEEEEET
L o 0 O+« 1+ 0.5 0+ 0 + 0.5
0 -1 D+ 0+0.5 140+ 0.5.
5 _EA =50 ton/cm.
L f
1.5 -0.5 3] -0 7
“0-5 1.5 0 -1
B = | @ o ;oo o o wm oam omw - - - o = o e x 50
v} (] 15 0.5
L0 -1 0.5 1.5 ]

Observe que es la misma Matriz que la cbtenida en el gjemplo -

anterior.

Planteando el.Sistema de Ecuaciones:

75 ~25 ° o .0 d,. 10
~25 75 0 ~50 d1y g
0 o 75 25 d, = 10 , (1)
H X
a -50 25 75_] d a
2y

Por otro lado por Simetria tenemos que:




* tomando las dos primeras ecuaciones de (I) y sustituyendo
valores: S
B 75d1x—25d1y+0+0=10
2] 25d, +75d, +0 =50 (-d_ ) =0
4% Ty 1y
de ec. 2
d1x =5 d1y
Sustituyends en ec. 9
75[5 d,]v] -25 d,w=1u
dw = 10 / 350 = 0.02857
d1x'= 5 ( 0.02857 ) = 0.14286
Por loc gue los desplazamientos guedan como:
™ d1xﬂ 0.14286 | Observe que por-simetria
’ el nimerc de ecuaciores
d1v ~ 0.02857 se reduce a la mitad con
ds = +0. 14286 lo que los cdlculos se -
d -0.02857 reducen normemente.

L 2y d -

Obtenciton de los elementos mecanicos:

— o~
[-P] = [KAE] r-dA; Elementos Mecénicos Referi-
L J dos al Sistema Glohal de --
Referencia.

Para =1 miembro :




[~ _ g (0 O o 0 0.14286 ‘ o
|7 )7 —— o1 _o_ - 0.02857 | .o 0.0571y
L {o” "0 T 4" To” 0. 14286 - o
g -1 i) 1 -0.02857 -0.0571%
r — - o - :
P a) ) T 2.8571
_ ) —r
Py, —| 28571 A
. q )
Pox L , (SISTEMA GLOBAL)
1 -2.8571 | ' ;
L Pay B L | 8 /.
2.8571
Para 21 miembro 4L :
- . . - prsa o and : U
U-S - ~D.5 —B-B DQS B.D "26857
r—_'-] "D‘s DcS Dqs "D'S U.D 20857
p = B0 e e = e e e e e o o e - a
LoJ -0.5 g.5 0.5 -0.5 0.14286| ~ 2.857
0.5 -0.5 -0.5 0.5 0.02857 L -2.857

(SISTEMA GLOBAL)




Los elementos mecdnicos referidos al Sistema Global ==z Ejes

Coordenados resultan generalmente dificil de interprzzar, -

por la que habrd que transformarios a las ejes localsz de -
referencia. Esto se logra facilmente aplicendo la Mzipiz -
de transformacidn [T] , esto es:

r ‘ — !'ccz sen

LpJ = T! r p-] donde: [T] =

: ‘. ] L-se* cos

De tal forma que para el Miembro , (& = 270% ) :
a) Extremo A

P, o -1 [0 . ] _ [:z.asvﬂ
Py 1 0 Lz.asvﬂ -Lu ._J

it

b) Extremo B

[u2;1. a - 1| [ o j; {2.857°
anyl = | 1 0 l*-2.557ﬂ f | n“

Interpretacidn:
' Va4

2.8571
A i g

ln-u—.--

A

Para el Miembro To(e=135" )




.

a) Extremo A —

e
W

r 0. 7071 0.7071 -2« 8571 L. 3405
p1x]
p ~0.7071 -0.7071 2.8571 g
Ty
bh) Extremo B
r' 1 -0.7071 0.7071 2.8571 ~-4.0L05
Pox
= ,‘ =
prJ ~0.7071 -0.7074 -2 .8571 0
Interpretacitn
&
o

Dhserve que en forma gensral podemcs gestahlecer gue la

Matriz de Transformacifn puede guedar como:




it

['r} D' cos sen

~58n cas | B

Asimismo, gque aguil estamos obteniendo acclones de Nudo sabre

miembro y no de mlembro sobre nudo.
Resumen del procedimiento:

" 1). Obtenemos la Matriz de Rigidez Acoplada de cada uno de-

los miembros.

2). Obtenemos la Matriz de Rigidez de la Estructurs por el

Método de la Suma.

3). Resolvemos el sigtema de ecuaclanes g invertimos lg ~--
Matriz de Rigidez, para obtener loz desplazamientos de.

los Nudos.

4). Obtenemos los Elementos Mecdnicos de los miembras refE
1idos a un Sistema Glubal de Coordenadas.
5). Transformamos los Elementos Mecénicos de log miembros

al Sistema pacal de ReFerencia{
Ejemplo : MARCO PLANO

Conocida la Matriz de Rigidez Acoplada de las barras de una
estructura referida s los ejes locales de las mismas, basta
rd recardar que en forma general para pasar de coﬁrdenadas -
lgcales a globales, se tiene qué :

T
an = T BanT

x
i

T
HBA =T HénT, etc.




Para obtener la Matriz Acoplada, referida a coordenadas ;lo-
bales, de las barras a las cuales con s6lo aplicar la Rejla-

de la Suma proporcicnan la Matriz de Rigidez de la Estrustu-

e [n]

Sea el siguisnte Marco

‘ /M 7 : L .

1U'T.J > ﬁp/ﬁﬂxv?;¥ﬁ%\/w“fxf y EI_ =40 000 tan.m2

2 3 o ) >
) EIT = 60 000 ton.m
4 ‘ 5! EA = 10 0OBOC= EA
1 ) 3 M 2 C bt T
1 4
’ 4

De la Estructura se obtiene el Estado I y con ello las"Fusrzas

- de Fijacidn®,

T

10.42 0.42
10'< < ( \?

> 2.57"“\ 2.5

12.5]

P i . 2.5 R/ 2.5




_Aplicando a la Estructura las "Fuerzas de Fijacidén" para cbtener

el Estado II. ‘ﬁ:ﬁx

0’ 4 \ 7.92 ( J 2.5

1D.A%J , b

(Acciones)
. s e

-Tratando de ejemplificar el procedimiento gue se sigue en algunos

textas americanns para la obtencidn de los elementos mecdnicos —-
por el Métado de Rigideces, consideraremos la Matriz de Rigidez -
' completa de la barra, conteniendo los efectos de Flexidn, Fuerza-

Axial y Cortante,

La Matriz, de una barra cualquiera, Acoplada y referida a ejes lo-

cales es:
— ¢ o
ER 0 0 ! -EA 0 o S
L L
,, 5 0 12E1 - 6EI 1 0 -12EI 6EIL
K Kog 3 2 3 -2
=7 _ AR _ L L : L L
AB - C? ’ 1] 6EL LEIX 0 - 6EI 2FI
- # K 1
8A Bs 2 . ' 2
L _J L L i t L
EA D g } ea 0 g
L. b
0 ~12E1  -6EI ’ a 12E1  -6EI
7 L3 L2 L3 ['_'2
a 6E 1 2E1 0 -6EI LET
Z
: L L L




Si. la Matriz de Transformacidn a e jes globales es:

cos sen 0
T = -SEn cos %]
g 0 1

Se tiene, aplicando estos conceptos a nuestro ejemplo, gque para

la:
BARRA (0 -4) y BARRA 3 ( O - 2 )
/ )
& = 9a° ;
0 1 0
T = |1 0 0
o0 G 1
2500 o g -2500 . O o |
o 7500 15000 a -7500 15000
o 15000 40oog 0 -15000 20000
K =
AB S el ol -
-2500 g o 2500 o 0
0 -7500  -15000 o 7500 -15000
o 15000 20000 0 -15000  LODoo
N —————

YT



500 o -45000 ; -7500 a -150007]
0 2500 o i 0 -2500 o -
' -15000 0 L0Do0 | 15000 a} 20000
HAB“‘ _______ o e e e R |
!
-75000 a 15000 7500 a 15000
> (-1 ‘ | -
g -2500 o 0 2500 o
Ls}—s0-2 | ‘ :
-15000 0 20000 U 15000 ¥ sgoog | T
o 2
.
BARRA 2 (1 --2), = 0° : 0T = I
RS - 2500 o o -} -2500 a 0
f \
0 11250 22500 “ g -11250 22500 B
0 22500 £0000 l 0 -22500 37000 i
Ko = |
i-zsnu a g | 2s00 g 0 )
! o0 -11250 -22500 ; a 11250 -22500
i 0 22500 3oo00 g -22500 sgooo |
L | A
'
1 2

e




Aplicando el MZtodo de

la Estructura.

la Suma sobtenemos

e

la Matriz [ fﬁ] de

10000 0 15000 : -2500 o 0
0 13750 22500 ' @ -11250 22500 :
; 15000 22500 100000 ¢ -22500 30000 -
e HEE i
-2500 o 0, 70000 0 15000
0 -11250 -22500 | O 13750  -22530 5
0 ezson / 3oooo | soon -zzson -1oooco -
1 2

Obtenemos los desplazamientos de los nudos como:

) dx1 10
dy1 -12.5
K 1 I
dx2 ' -2.5
dvz ~-12.5

Resolviendo el sistema par Gauss-Seidel se tiene que:

wsad -1 “‘amd ———
d 2.2540
x4
d L, 2162
v 1
e*z a -0.7610
= X 1
de 0.4880 1000
'dyz -5, 7941]




Para la barra [1! los elementos mecanicos serén:

-t

ay g 0.5
p g 18.59
e = K—0_1 - an e om 1 @< - - _A ™~ -
1% 2.2540 1000 5.49
-l | =70
1y +.2162 0.56
P 1L f | {-0-7810 | | 3.37

/

Estos mismos elementos pero referidos al Sistema de.ejes lo-

cal del miembro son:

— -7 - . -1 T - ™ -
ox 0 0 - 5.49 i | 10.54
P oy - o 0 : o 10.54 | | 5.49
P 8] 0 18.59 ‘ 1 18.59
0 i |
2l ow wm wm on e we e -l ——————— —— - - - = .
1x { O 1 0 5.4L9 -10.50L
qu 0 i -1 o 0 -10.5h ' 5.L5
P U o 1 3.37 3.37
- 1
Corman. re— o ) ! -—J L- l— el

Como los Elementos Mecénicos debido al Estado I (Fuerzas de -
‘Fijacidn de la bharra 1 ) son iguales a cero, los elementos -
ohtenidos anteriormente son los resultados finales para sste -

miembrao.

Para la barra 121 los Elementos Mecédnicos se obtienen direc-

tamente referidos 2] eje local de la barra ya gue [T] = [ I] .




Los resultados finales para esta barra serén la

zas de Fijacidn mis los resultados obtenidos.

" Nnmenclatura;jf';‘

12.5

.42

— —-—

2.2540

-4 ,2162

— e ™ e e

-5.7940

-0. 1208

— S ot

‘_\

1000

suma - de

N

lsg Fueo- -

¢

a

(Positivos)

10.461

-3.36

4,42

14 .59

oV




VIII. METODO DE LAS FUERZAS 0O DE LAS
FLEXIBILIDADES



VIITI.1.~- Concepcidn General deil Método de las Fuerzas.

Se han establecide ya los conceptos basicos del Méta
do de las Flexibilidades o de Yas Fuerzas; se ha manejado el-
concepto de estructura primaria, y se ha establecido el orden
para aplicar los tres principios basicos del Andlisis Estruc-
tural en ta solucién de problemas de éste tipo. £Es necesario
para poder estudiar los siguientes temas, repasar tales cone=-
ceptos y para ello consultar los capftulos IV.3 y 1V.4, con -
especial atencidn en el restmen de éste ditimo capitulo,

Podemos estzblecer que, en escencia, ol método de -=
las Flexibilidades se reduce a lo siguiente:

&) Determinamos las acciones redundantes {jRJ

b) Aplicamos Eguilibrio para poder obtener Jos es--=-
fuerzos en las barvras.

¢) Determinamos las deformaciones enm las barras apli
. cando la Ley de Hooke.

d) Cbtenemos los desplazamientos de los nudos ap?icgp
do 2] principio de Continuidad.

e) V comprobamos los resultados corroborando la con-
dicion de continuidad en los miembros redundantes,
como:

R
i Es vilido sefalar que el método es bastante general-
-y puede aplicarse a cualquier tipo de estructuras reticulares
no importande su grado de complejidad. Sin embargo, enfoca--
mos el método a la solucidn de armaduras planas, siendo en @és
“tas donde se facilita mas su aplicacidn.

[bTW {%} = [u] = o

VIII.2.- Aplicacidon del Método a Armaduras Planas.

De igual manera que para el capitulo de {étodo de Ri
gideces correspondiente a armaduras (VII.2), podemos estable-
cer gue una armadura gqueda definida como una estructura forma




da por barras que solo trabajan a fuerza axial, los nudos -«
son articulaciones y las fuerzas externas se aplican sdélo en
los nudos; cada nudo se puede desplazar en dos direcciones ¥y
las fuerzas externas tienen dos couwponentes. Por ésto, son=
también extensibles los conceptos refercentes a la parte de -
Vectores Estructurales del mismo capitulo.

Son importantes, en esta parte, los conceptos de hi
perestaticidad y estabilidad de las estructuras ya que una -
"estructura primaria” se forma a partir de una estructura hi
perestiatica y son condiciones que debe cumplir: ser isostati
ca y estable.

f

Principios Fundamentales.

a) Equilibric.-

Para elegir tedricamente a la “"estructura primaria”
se podrd usar el criterio desarrollado anteriormente, o sea-
que las Zni~ barras que forman la estructura primaria sean -
tales que f AOJ T sea no singular; obviamente éste crite--
rio no es practico, por 1o que la eleccion de Ta estructura-
primaria la haremos por consideraciones estaticas sencillas;
en. el siguiente ejemplo elegiremos como estructura primaria-
a la formada por las barras ] a siendo las redundantes

la y 1a fo .
£
1

oF
10
K 7 = La ecuacion de equilibrio se
5 . ' ra: '
i 2 5 &
1. el frll
\ ASEREN AR LY
[ 3 ) S
2 6 3 % o 7 donde:
0"

ro1 T
LR Lry |+ Pe ™ Riv Pro™Re -




A continuacidn veremos una forma simple de obtener {jboj y

Supongamos que en la estructura primaria se tiene que - -

ul o

[ R | = 0 v -0
[ ] 0 | ,
L FJz 0 { Las componentes de F to-
0 das nulas, wenos la i-€sima
Renglén i 1 con valor unitario ).

0
0
QO
0

por lo tanto:

ey s [ee]

)
!

o
]

s O O O

¢
L3

( Columna i-ésima
. de [bol )
Rengldn i

O L od 0

- e - ﬂB'I

'0 sea, que las fuerzas axiales para esa condicion de carga -
. corresponde a la columna i-ésima de {bg] ; por consiguiente
para, obtener [bo] habra que resolver la estructura ZnN ve-

ces con [F} = [I] = :

184




[oul
S - O

o
c oo

.

.

.

oot s s Matriz
oot identidad ) -

0 0 0 0 0 0 0 1

ZnN condiciones de carga.

E1 razonamiento anterior, se justifica si en la ecuacién de -
. e . r
equilibrio se hace lRl = { y {E} = EI} .. - -

ra1l . .

Apiiqueinos este procedimiente a4 nuestre ejemplo:

Columna 1 de [bg} ; £F] @

O O w

o (F]x.” 1,

4

. F!y Fax Z...=0)

~

Para resolver la estructura-
seccionamos_a ‘la armadura en
la barra [6] y tomanos mo-

0. 233 3 7 4. 7 &7 pentos en el apoyo izgquierdo,
obteniéndo asi la fuerza en-
; las demas fuerzas las-
encontranos por el método de
1os dodos.




]

La regla para obtener [bRJ es similar, esto es:

f=3

[ ag]
2

En 1a ecuacion de equilibrio

r

[+ 0.472]
- 0.333
0.0
+ 0.472
fp ]m g.272 ( la. co]umﬁa de bo }.
- 0.667
+ 0.333
0.0
0.0
L. ]
Asi, en forma andloga obtenemos las demds barras de [DOJ . =
( 1a 2a. con F?ylz Vg Fyp = Fpp = FZy = ... =0 ).
40.472 +0.944 +0.472 +0.472 0.0 +0.944 0.0 +0.472
~-0.333 +0.333 ~0.333 -0.333 0.0 -0.667 -1.000 -0.333
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 +1.414 0.0
+0.472 «0.472 +0.472 +U.472 "0.0 ~0.472 +1.414 +0.472
[bg]z 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.000 -1.000
| -0.472 +0.472 -0,472 +0.944 0.0 +0.472 6.0 +0.944
-0.667 +0.667 +0.333 +0.333 0.0 +0.667 -1.000 +0.333
+0.333 -0,333 +0.333 +0.333 +1.000 -0.333 +1.000 +0.333
0.0 0.0 0.0 6.0 0.0 0.0 0.0 0.0
6.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 __
0 sea,
141

g

]
L1 7

i P} = [ibo]

Sea

r " - [
LF | = 0 Y [ R
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Por 1o tanto :

OIS

0 sea : Las columnas de [bp] son las fuerzas axiales obte-
nidas por redundantes unitarias aplicadas en la estructura --
primaria.

En el ejenplo. [t”{] tendrd dos columnas : la la. para R] = 1,

R, = 0 y la Za. para Ry = Gy Ry = 1..

- 0.0
+1.0u0
Joo , -1.414
' -1.414
CERY/ I T r . +1.000
" | P 5.0
é// : \\xa +1.000
, Z _ 0.0

+1.000
_ 0.0

®

la. Columna de {:bﬁ]

0.0
-1.000
+1.414
+1.414
p] ) -1.000

| 0.0
-1.000
+1.000

0.0
_%]-QOO

Por 1¢ tanto :




0.0 0.0
+1.000 -1.000
-1.414 +1.414 — | .
-1.414 +1.414 i [ATJ -1 rA ]
+1.000 -1.000 0 R
= 6.0 0.0 = ‘
+1.000 -1.000 [:x]
0.0 +1.000 » _
¥loco | oo
0.0 +1.000
- 1

Es necesario hacer notar que para resolver una estructUra-por
el método de Tas fuerzas en la cual no se piden todos los deg
plazamientos d .  no es necesario obtener la matriz byg
completa, si no el valor de bo F , el cual se puede obte-
ner directamente resolviendo la estructura primaria con las -~
fuerzas F v R = (0, A los valores asi obtenidos se --
les Tlama po esto es “"fuerzas axiales isostdaticas”; la ecua
cién de equilibrio, que venimos manejando, se transforma en--
tonces en:

.1 r. 1 Myl

LP] [Po| + [bR] LR |

donde Po son las fuerzas axiales en la estructura primaria
- .1 ,

cuando obran sobre ésta las fuerzas reales |F) con redundan

tes {R7 nulos:

Puesto que en nuestro ejemplo {F] es igual a:
10
10
0
0
0

-10
0
0

e

1]

F

Para obtener {Pé} resolvemnos a
; ( ton. ) la estructura primaria con estas
fuerzas:
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F;4.7§“
. +6.67
N : 0.0

+4.72
¢ %}3\ r o1 0.0

L™ -a.72
-6.67 |
+3.33
G.0

| 0.0 |

b} Ley de Heooke.
. rel . 'Jf'rw
LE] (] Te]
¥

‘donde { f]‘ es diagonal

ss o L4 = 1

Ei Aj Rii .

Supongamos que en nuestro ejemplo : f1=7p =...T10 = 1.0
esto es [f] = [IJ
"¢) Continuidad,

- Se llegd anteriormente a establecer que:.

H

.
4] = [b?J
M- Lo

Observando la condicidn de continuidad para la cual [uls 0
Y sustituyendo la ecuacidn de la Ley de Hooke y Equilibrio
en esta dltima ecuacidn, obtenemos que:

o] (T el o] e D1) [¢] [oo]

-

~—= =

1
E_]“
!

£

fl
o




) . . 1
De la cual se obtienen las acciones redundantes LR_!.

En el momento que podemos obtener [EI} , s tiene practica-
mente la solucion de nuestra estructura. La Ecuacidn de Equi
librio nos permite obtener los esfuerzos en las barras, la -
Ley de Hooke las deformaciones, y continuidad los desplaza--
mientos en los nudos y la comprobacion de los resultados pa-
ra DL}-— 0 .

Resolviendo nuestro ejemplo tenemos que:

. Mpl
a) Determinamos ' R ',
) LoJ

['8.00 -7.00

T B .
[ bR] [f] (bu] " |-7.00 9.00} i (em/ton. )
T ro {?6.67 }
b f p .
{ R ] £. ] [ °j +10.00 ( cms )
Por lo tanto: ‘
[ 8.00 -7.00} [ Ry 7] [ -6.67]
+
-7.00 9.00 L R2 J +10.00
Resolviendo : .
[fq ] [»0.435]
= _ ( Ton. )
Ry ~1.450

b)) Sustituyendo en la ecuacidén de Equilibrio :

f
o

[Ta.72 ] [ 0.0 0.0 |
6.67 +1.000 -1.000
0.0 -1.414  +1.414
4.72 -1.414  +1.414 -0.435
0.0 #1.000  -1.000

[,?Jz -4.72 | *| 0.0 0.0 -1.450
-6.67 +1.000 -1.000
+3,33 6.0 +1.000
0.0 £1.000 0.0
| 0.0 | 0.0 F1.000 | 10




" 4.72 |

7.79
-1.44
+3.28
+1.02 |
p = 472 ;. { Ton. ). s ,
-5.65 "
+1.88
-0.44

-1.456

S P

c) Apticando la Ley de Hooke. ;
.1 r 1
Como : (f:} = [ I] ot £ = .
L= ] LP]

d) Si deseamos obtener todos los desplazamientos de d
apiicando continuidad, tenemos:
— —

7.67

~-1.01

2.04
r_n _A

[g J - 4.29

1.88

°8.?8

1.45
. ~ -5.31

o — P

- Si s0lo se hubiecen deseado algunos valores de [;d-l, s6lo -
habria necesjidad de obtener las columnas correspondientes de
bgl i por ejemplo: si solo hubiecemos deseado obtener d3x, -
tendriamos que obtener ia 5a. columna de [ng (resolviendo
la estructura primaria c

transpuesta de esta columna por el vector

cn F3x = 1.0), y multiplicar la - -

LEJ'




En forma general

[dé] = bgR°Q3 s dondE}bog es la K-&sima columna

de [ bo] .

EJEMPLO: Resolver la siguiente armadura por el método de -
las flexibilidades. OQObténgase s6io el desplaza--
miento vertical en el nudo 2 .

b
]
| ad
[
!
A\Y

22
ﬁg
N

|

T CTe = 50 Ton./cm.

3 >0z

~ v

VQ.O B vy

Elijames 1a Estructura Primaria._

10" o4 2 N 10"
Fd P el
i
A
: 4
. N '
X E >
\257 — -
’ +20.00
] +10,00
LPOJ = 0.0
-28.28
QaD —J




Obtengamos bp

- e 4 - E
I\ 7 -0.7071
-0.7071
[bg] = |.0.7071
o0 1.00 4 :
1.00 S f
v/
Se obtienen las redundantes R como : R
.[béj {f] (:bR:l {R{i + [b};] [fJ Lpo} = 0
Si  EA . L _
T * 5% == T 50
le | s I
50
bk ][ ¢ b = 3.5 x L
| °R : 50
. | 50
3.5 49.497 - L
== Ry = g Ry = 14.142

LTIV IVBESR

Los esfuerzos en las barras quedan como:




4

+20.00

+10.00
6.0

-28.28
0.0

prmee —

+10.00
0.0

-10.00

-314,142

| t14.342

(_0.7071
-0.7071
~0.7071
+1.0000

+1.
Ll OOOOu

( Tons. )

X

14.142

Las deformaciones en ios miembros las obtenemos directamen-

te como:

- et
€2
€3
€4
€5

Y para obtener el desplazamiento vertical del nudo
aplicamos a la estructura primaria wa
esa direccidn; para obtener la columna
a ese desplazamiento:

bo -

]

p/4

AV

o

E1 desplazamiento

v
d2y serd :.

o[ ]

-10.00
0.0
~10.00 =
-14.14

+14.14

-~ P

J -

10.00
0.0
10.00

-14.14

+14.14

—~y

. . +1.0000 ]
. . . +1.0000
L] - » 000
o - - "104142
» L 2 - OIQ
L -

50

carga unitaria en -
correspondiente de-




+10.0
o 0.0
fl._u 1.0 6.0 -1.4142 o.o] ~10.0 X
-14.14 50
(+14.14 |
d2y = T§Q~ = _QLQE;ETEL {en la direccidon de la fuerza -
g  =s=ss=z==z=s==

unitaria aplicada).




IX. TEMAS ESPECIALES




IX.1.- Comentarios a los Hdétodos de las Flexibilidades y de
Rigideces.

Los métodos de las Flexibilidades y de las Rigiueces
son muy parecidos en su foruulacidn matemdtica,; puesto yue-
aimbos se basan en la aplicacion de los tres principios Ddsi
cos del analisis y usan como punto de partida que es aplica
ble el de superposicidn de causas y efectos, pero dificren~
notablenente en su interpretacion fisica. Aunque no se na -
profundizado, conrio se merecia, en ambos métodos (considerag
do, en los ejemplos, estructuras no ortogonales, espaciales,
apoyos incompletos en marcos, efectos que provoca la tenpe-
ratura, desplazamientos en los apoyos, etc.), mencionaremnos
"algunas caracteristicas gue nay que tomar en cuenta cuando-
tratemos de computarizar alguno de ellos.

E1 método de las Flexibilidades necesita de la selec
cion previa de una estructura isostatica, separando las - -
barras redundantes de la estructura elegida, lo cual nos em
puja a tener que elegir entre varias alternativas. En el Hé
todo de las Rigideces nunca existe duda alguna en la elec--
cidn de la estructura pues é€sta se considera fija en todos~-
sus nudos y no nay posibilidad de seleccidn. Sin enbargo,-
cabe nacer mencidn gue el wétodo de las Flexibilidades es -
fdcilmente aplicable a estructuras en las que el grado de -
hiperestaticidad es pequefo en comparacidn con el ndmcro de
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barras que se tiene. Por ejemplo, en Armaduras planas gene
ralmente la cantidad de barras redundantes es mucho amenor -
que aquellas que forman una armadura isostatica; wds no asi
en marcos donde el ndmero de redundantes es alto.

Se han ingeneado alygunocs métodos, basados en la elimi
nacion de Jordan, para elegir redundantes y obtener Ag LI
para cualqguier tipo de estructura, { J. Robinson, “"Automatic
Selection Of Redundancies in the datriz Force dethod: the --
Rank Technique”, Car. Aeron Space J; 171:9-12 (1965) ), lo --
cual facilita la aplicacidon de tas computadoras al ilétodo de
las Flexibilidades, pero debido a la facilidad conque puede-
programarse el i{étode de las Rigideces se ha venido trabajan
do mas tiempo en €1, y es por ésto que sea el método que ge=
neralmente se usa'en los programas de computacidn.

Por (1timo, cabe hacer notar, que es necesario, al --
tratar de resolver una estructura, observar las ayudas con -
que se cuenta para cada caso particular, (simetria, desplaza
mientos de nudos realmente necesarios, etc.) para poder ele-
gir entre uno u otre método de Analisis Estructural.

IX.2.- Obtencidén Directa de las Reacciones y Efecto de Des--

ptazamiento en los Apoyos.
Sean {R:}y Eﬁg} los desplazamientos en los apoyos --
(en general dy = 0), si considerdramos ha estos como nudos,

en el Hétodo de las Rigideces, se obtiene:

KA K ke [a ]

[®] ) K21 i— K22 [daJ
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Esto es:

F K11 d + Ky, dA - (1) -

R = Ky d *+ Kyp dA =~ (2)

de la ecuacion (1):

=]
¢ = K

-1

de la ecuacién (2), hay que observar si dg = 0 las reaccig
nes quedarian cowo:

R = Ky d

Sustituyendo 1a ecuacién (3) en la (2) obtenemos:

) -1 -1,
R=Kyy K37 F & Kpp - Ky K4y Ky da

observe que si F = 0

R = K dp
donde K = K - K K'l K contraccion de la Matriz [KJ
N r22 21 "1l 12° *
6Ejemp!o: Considerece el ejemplo desarrollado anteriormente;
1 i 2

rd

1 La Matriz A se obtiene por -
renglones, considerando a los-
apoyos como nudos.

A7
2
ZcDT

3 4

0.9 1.0'0-g -1.0'vu.0 0.0:'0.0 0.0 |
-1.6 oc.oleg.o0 o0.0'1.0 0.0'0.0 0.0
[1\J== 0.0 wu.0le1.0 wv.0'0.0 0.0 10 .o
-0.71 ©.70 0.0 0.0!0.0 0.0 0.71-0.71
0.0 0.0 .-0.71L -0.71 0.71 0.71 0.0 0.0

L@l il




_ o QO Q1D 0 uUw
DD D DD D D O
3 3
v uws fone S8 T T SN ST

. » L » v L] ]
O O e DO D e O
H H 1
o B o JENE Y o BENRT 5 T B4 BN+ B s BN & |
- [ s » * ° » °
DOC O DO D o D
i H
Fos BENT L WY T BV BENY + T o S
~ 3 2 Ol 3O O O
t H 1
oo ] [ S0 BENEY S B Vo TN ¥+ BN e B @ |
L] L4 * . L] . *
G o Du i ad \Mw ] G 0
| } i
o o e whn )
D O e OSID T - O
s H 1
bie B o Rban DWWy
a » E] » L] * L]
D e D -1 DT D O
] i I
35 TEY & T e T e - B WS ¥
3O Q- QO O O
" H § L]
X
o
0
H]
o
CoL
N
~—
i
p*4
| S
L™
P~ d

10.0
-20.0

[ ey
he]
| NN
ILIIVJ
(=
_ _ H]
N o~ .
4 N —
R
L-_J
2
vt -t =3
] ] o
V4 Y4
| )
Q
H] =
— U
(%}
> o
1 M
O

- Si

I
0
Q0 N
A
v
0 . o_
0
o
>
N
0
e

199




IX.3.- M0dificacidon por Efecto de Deformacion de Cortante -
en la Matriz de Rigidez. '

~ s . ¢
- Barras con Deformacidén por Flexion y Cortante.

Consideremos la barra A6 empotrada en A

1
o

12.~- Hecesitanos conocer los des
plazamientos d B debi--
dos a una fuerza vertical -

1T
*\r _ unitaria.
o

2%,- Necesitamos conocer los desplazamientos d
dos a un momento unitario aplicado en B .

B debi--

/

# /"/ . d B * ?

ler. Caso.

Estructura real:

V/GAG

y BLP\l___}___

] £1 ' GAc




~Estructura virtual.

a) Giro:

SN
A
o

11

{0 = Mn o 4 4 X Vvds
g1 £l GAc

]

Puu < 2
Bl

2El

b) Desplazamiento:

#- | \
4- ] | m - 1
3
L L
dy = +
Bl 3EI GAC
- ) 2 .
st : c=6 (1+v) {(I/ Ac L")
c=6f (1 +v) (1/AL%)
LE ,
d 2 = )
3'81 3E1 (1 + ¢ )
22.- Caso.
Estructura Real.
L
4 L
1 ] £l V[GAc
4 ) T
7 S 0 | |

£l




Tomando las virtuales del caso anterior:

- b . Yo a 2
¢BZ = £l ;  dyo L™/ 2Ll
Ordenando: |
1‘ ' 2
3 2
LY/3E1 (1 + ¢) L™ /2E1 dyB

f..l= .

[ bbJ LS /2ET L/ET 0,
i > |

Si recordamos que:

Flexibilidad: Es aquelle que al multiplicar por el par y la
fuerza en B permite obtener los desplazamientos:

[@s] ~ [ Ms]
gole

4%

Rigidez: Es aquello que al multiplicar por los desplazamien
tos permite obtener las fuerzas.

(s o] 04

FyB . LdyBJ

B . . r— ]
Podemos invertir fBB y obtener [kBﬁ]’

7] b

Efectuando cperaciones:

12E1 __ 6EI
_ L3 (1+4c¢) L2(1+4c)
[kuaj = - SEL GEI (1+c)
Lé(i+ac) L(1+be)

02




En esta matriz de Rigideces no se considero el efecto por de
forimacion axial, el cual puede ser anexado manejandolo couo-
anteriormente se hizo, no sufre modificaciones por este con-
ceptio.

Cuando sélo tomamos en cuenta los efectos por flexidn y gue-
remos incluir el efecto de la deformacion por cortante, se -
tiene que: '

Apliquese un giro unitario en

i
27 i
(ZAI F_N\V) 4E1 1+ ¢
S7A N L 1 + 4c
2E1 (1 - 2¢) 6 E1l
L (1 + 4¢) L2(1+4c)

Donde la reaccidn que aparece en el extremo A se obtiene -
tomando momentos en ese punto.

De igual manera si giramos en A y tomamos momentos en [,
podemos establecer lo siguiente:

Si se tiene una barra con seccién constante, los momentos ex
tremos son directamente proporcionales a las deformaciones -
anqgulares en esos puntos, esto es:

AL« @
[i] by

donde [K?} es igual a :
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pronne P

4E1 (1 + ¢) 2EI (1 - 2¢)

L {1 + 4c¢) L (1 + 4c¢)
<]

- 2EI (1 - 2¢) 4E1 (1 + ¢)
L (1 + 4c) L (1 + 4c¢)

0 expresada de otra forma:

-
2 (1 +¢c) - (1 - 2¢)
B _2EL
J - )
- (1 - 2c) 2 (1 + ¢) L(T * 4c)
Apliéacién: Considere el siguiente marco.
i — I E—————
L S .J 4 ’ & M(Planta)
- g g "

5

(Elevacidn)

4

;

7AW 2N W7\ WA AN LA\YZA
Solucidén: El marco al analizarlo queda representado de la-

siguiente forma:

| .g\v~—‘;¢y»
3 . :
- - |
': ‘I ’
<4 ; oo

: !
A7 W 27 \\U 72\ 77\ A7
1 y dra=7 n

>
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Al analizar la estructura bajo condicion de carga horizon-
tal couvendrada adoptar la configuracion anterior, ya sea --
considerande nudos en los puntos ¢ o tratando a las tra-
bés como barras de seccidn variable; al muro se le analiza
ra tomandce los efectos de flexion mds cortante. bajo condi
;cién de carga vertical podrd considerarse a las trabes ene-
los puntos ¢ empotradas.

IX.4.- Rigidez de Barras de Seccion Variable.

( Solo Flexidn )

Sea una barra A - B tal que EI = Variable.

1 a1 [
[ w,] (‘“‘] o

g
Tratemos de obtener f
aY E’B

>
oS ——"

ff)/wé _ 2;2. s f Fys

oy

e

1a. Columna de [%BB] : FyB = 1.0 -
A%— B L l_\ (\/\Mq/\

'[; ‘ H W/E]

L -X

. , *L\L"\\ dy .-_g_‘i_;L_'_iLz dx
/ T L — B El

i
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2a. Columna de [}B;]i /ﬂz = 1,

NN
k¢
<
m
et

7 El
¥=0 TL m L
4 ') L “08 = jgﬁ*
7 r EI
Resumiendo:
W2
(L - x) : (L - x)
("‘““"‘“’EI ax rre o dx
] -
L - ’X) dx dx
EI ' El

0 sea :

1D

., T .
22 = X = L

Para obtener [}us s6lo tendremos que invertir fas, esto es:

oy

-fa1
L S fai, = f
Kgg| ~ O I T A &
“f]Z fll 11 ZZ 12
2

DeT = f;y fup -Fy2
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Para el caso en que sO0lo manejamos los giros en los extre-
mos de las barras, trataremos de obtener la idatriz de Rigi
dez del micabro AL ante deformaciones angulares.

'iﬁ i
// /I
7 1 / g) VE’: ( 4 \\\ ’
Ay % I ! ol
a C;' rh— 3 L 71 A \\“‘““““4%$L”/7;i) =
T P
(giro en A ) (giro en B )
HoTA: Yas = Yaa.

Por lo tanto:

_ -
Vaa s
%) -
~Via "B

A continuacion se obtiene AA®  AB® ga en funcion de -

o]

| f
\ (Eb B = 7= = 11
( % — ‘ 11 f22 ~T12 DET
SY —
Vs
‘fe T
De® DeT .

Tomtando momentos con respecto a A :

' ‘[§2§2;¢a: S




vooev o tietfu
AB BA DET

W(A, se obtiene en forma parecida

A
2 | 2
N Y VLIS Y U P Y S S VIR ¥
AA z .
Fiy fap = 15 DeT.
EJEMPLO:
_ i
A 21 1 1 In
La. i_;# "y
L/2 ! L/e !

2 2 2 2
(L/2) LE + L L L

1 + PN
1 4EI = 4EI = 4EI

g !

-
/
N
-h
[
Pt
fl

. +?.,<-L-A£¢L/zsz/2
3 2 2




= .L‘::i‘_}_ -l.(:_ -_.]..... §_ +J_ .l_‘.. .l.... .L.'_
fl.ﬂ 1 dx ZZXQEI X 2L Z“Z‘EI,‘Z
te [ 3 1" 5 Le
f1.* T\ Yo o T fa
£er L6 8 16 EI
DeT = .. _f 2
, 11 f22 12
3L, 3 10 25 1t 1 18

4E1 16 EI 256 (EI)? 256 (E1)¢

~ . _3/8 - 5/8 + 3/16 I _ 80 EI

x ————— T tr—
AA 117256 L oL
v = 3/16 , EI . 48 EI
BB yy/256 L 1ML

v . 5/16 - 3/16 _ 32 EIL
BA 11/256 1oL

) 80/11 -32/11
K = El

-32/11 48711 | t
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