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I N T R o D u e e I o N G E N E R A L 

El advenimiento de las computadoras ha hecha que la ciencia 

diera un gran salto en todos sus campos, va no existe 
, 
a rea 

dentro de ella en la cual la computadora no juegue un papel 

importante. En Ingeniería y en forma especial en la Inge--

niería Estructural, han hecho que los métodos tradicionales 

de análisis quedasen ya casi obsoletos, dando lugar a nue--

vas teorías que comprendiesen una variedad muy grande de es 

tructuras que por las métodos anteriormente usados no era -

posible encontrar su solución. 

Creemos que el fundamento de estas nuevas teorías nace al -

"apartarse de los métodos tracionales de an~lisis que bus--

caron, v buscan actualmente, las respuestas de una estruc--

tura para un determinado tipo de cargas v apoyos. Así, no--

sotros trataremos la forma en que una estructura responde -

a cualquier sistema de cargas con cualquier sistema de apo-­

vos, siempre y cuando se garantice el equilibrio"( ) 

Creemos que resulta difícil trabajar con las estructuras --

olvidándose en cierta forma, de las cargas y de los apoyos, 

pero los m~todas tradicionales resultan ser "anticuados e -

inadecuados", para usarse con computadoras; mas no así, los 



nuevos enfoques que "hacen uso ~e las características de 

las computadoras, que tienen capacidad de almacenar gran 

des cantidades de informaci6n, operar a alta velocidad,-

efectuar una serie de operaciones especificadas, realizar 

decisiones lógicas, y obtener resultados correctos. En-

álgebra lineal se utiliza con ventaja estas característi 

cas y de ahí la aplicación actual de los métodos matri-­

ciales" ( ) 

No tratamos en el presentk trabajo desarrollar completa 
. -

mente una disciplina tan extensa, como lo es el Análisis 

Estructural, tratamos de mostrar las bases, calificadas-

como necesarias, para poder seguir con el estudio de la-

misma e introducir al estudiante en el campo de la Apli-

cacián de las Computadoras a las Estructuras tema que, por 

su amplitud, resulta sumamente extenso y complicada a me-

dida que se profundiza en el como para cubrirlo a detalle 

aquí, y debido también al nivel que se requiere. 

Creo que puede ser importante hacer alusión a una idea --

que logra ahorrar una significante cantidad de tiempo en-

la solución de problemas; de tipo común, como lo son el -

análisis de marcos de edificios, generalmente semejant~s. 

Al forn1ar la matriz de rigidez de miembro, considerando -

carga axial, cortante y flexión, ésta se forma de 6x6 el~ 

mentas. En este tipo de estructuras la deformación por -

flexión en la que toma el papel importante en el valor de 

los elementos mec~nicos (momentos si s6lo se considera 
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flexi6n), al considerar s6lo carga por flexi6n en la for-

maci6n de la matriz de rigid~z·de miembro, ~sta se forrna­

s6lo de 2x2 elementos, rn~s un grado de libertad por cada 

nivel de la estructura. El número de elementos a manejar 

es contrastante entre una forma V otra de trabajar. El 

número de localidades de memoria a reservar en un cornpu-

tador y el n6mero de ecuaciones a resolver, es considera 

blemente menor manejando s6lo flexi6n; el tien1po de aho-

rro puede llegar a ser importante. Para el diseHo de --
. ! 

trabes, con la forma sugerida de proceder, eólo contamos 

con los momentos en los extremos y necesitamos las cortan 

tes; con las cargas sobre los miembros v aplicando está-

tics, se pueden obtener éstas. Para el diseño de columnas 

necesitamos, además de los momentos, las cargas axiales-

tomando las cortantes obtenidas para las trabes o consi-

derando el 6rea tributaria de cada una de ellas se ob--

tiene con la aproximación suficiente para resolver este 

tipo de problemas. 

Tratamos en los tres primeros capítulos las bases que 

hay que tener para una mejor comprensión de los subse--

cuentes, donde se trata de dar a los Métodos de Rigide-

ces y Flexibilidades el enfoque matricial. 

Quiero agradecer al Ing. Julio Damy Ríos, director de -

este trabaja, su valiosa cooperación. Los apuntes del-

curso que imparte sobre la materia son la base del pre­

sente estudio. 
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Agradezco también, a la Sra. R. Leonor Nolasco M., su 

ayuda en la elaboración, tan pesada y difícil, meca--

nográfica del mismo. 

Por Último quiero hacer un reconocimiento especial --

al Ing. Pierre Lelong Fleury a quien debo gran parte-

de mi desarrollo profesional y su avuda desinteresada. 
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I. INTRODUCCIDN A LOS SISTEMAS Y PROGRAMAS 
EXISTENTES DE ANALISIS ESTRUCTURAL 



I.1 INTRODUCCION A LAS COMPUTADORAS. 

Una computadora es un ~h-strumento electrónico compues­

ta, en esencia, de dos partes: Una que comprende todos 

los dispositivos fi~icos con que cuenta, ll~mada ----­

"Hardware". Otra que considera a la parte 1'intelectual 11 

que abarca lo que a programas se refiere, se llama --­

"Software 11
• 

Un programa es una serie de instrucciones ordenadas de 

tal forma que cumplen con una o varios fines específ i-

cos. 

El funcionamiento v los componentes, de una computado­

ra, podemos resumirlos en el siguiente esquema: 

UNIDAD DE MEMORIA UNIDAD ARITMETICA 

l 1 
UNIDAD DE ENÍRADA --'l 

~ 

V/O SALIDA. ~ UNIDAD DE CONTROL UNIDAD DE SALIDA 

La parte medular de una computadora es la Unidad de -­

Control, que no es más que en realidad un programa que 

dirige la acción de todas las otras unidades, determi­

nando cuándo debe leerse información, cuándo debe es-­

cribirse, cuándo y dónde debe almacenarse en la Unidad 

de Memoria, cuándo debe· recobrarse esa información y -

cuándo enviarse a la Unidad Aritmética para su proceso, 

etc. 

5 



La tendencia, a futuTo, de las Computadoras es sin lugax 

a dudas, hacia el desplazarnie~~o de las Macrocomputado-­

ras por las Microcomputadnras, que son facilmente trans-­

portables, de instalaci6n muy sencilla y no requieren de 

mecanismos especiales para su funcionamiento como lo re­

quieren las grandes computadoras. Con una capacidad -­

comparable a ~stas, las Microcornputadoras tienden a aba~ 

car cada día más el mercado de la computación, donde de~ 

bido a la diversificación y desunión de las actividades-. 

que se desarrollan en el pals, es m's econ6mico el mane­

jo de éstas .. 

I 
El desarrollo de sistemas o programas para el Análisis -

Estructural se encamina hacia las Microcomputadoras, al~ 

jándase cada día más por lo económica, el uso de estos -

prograrri::is en Macrocompu tadoras. 

En un tema tan extenso como lo es ~ste, pueden decirse -

y justificarse muchas más cosas que· valdrían la pena. 

Sin embargo tendría que, creo ya, generarse un trabaja -

del volumen que representa. ~ste o m¡s. Aunque no se tra 

- ta más el asunto hay que tener presente una cosa: El 

futuro del An~lisis Estructural est~'en el desarrollo de 

las computadoras y en que se trabaje en ello. 

6 



I.2 DESCRIPCION GE~ERAL Y EJEMPLO DE APLICACION DEL SISTEMA 
11 STRESS 11

• 

Structural Enginnering System Solver (STRESS), es un sistema 

de programaci6n para resolver problemas de Ingeniería Estrus 

tural, generado inicialmente para el computador IBM-1130, y­

adaptado posteriormente al B-6700. 

Este sistema aunque en la actualidad resulta costoso debido­

al demasiado tiempo del computador que consume, llega a ser­

muv interesante va que sienta las bases de muchos de los -­

programas que posteriormente se desarrollarían. El sistema­

está compuesto de dos partes: Una que interpreta v valida -

los datos de la estructura y otra que realiza operaciones -­

V produce los resultados deseados. Con el sistema podemos -

analizar estructuras con miembros prismáticos en dos o tres­

dimensiones, con nudos empotrados o articulados, con condi-­

ciones de carga concentrada y distribuida, con movimientos -

en los apoyos o efectos de temperatura. 

El programa usa el Método de las Rigideces para obtener las­

acciones en los extremos de los miembros, desplazamiento de­

los nudos, reacciones v desplazamientos de los apoyos. Es-­

tá escrito en Fortran y Assembler. Este programa generado -

hace poco más de veinte años, tuvo tanta aceptación que en -

la actualidad todavía se mantiene en uso. 
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l. 3 DESCRIPCION GENERAL Y E~EMPLD DE APLICACION DEL SISTEMA 
11 CECAFI-ESTRUCTURAS"$ 

Este Sistema fue desarrollado en la Facultad de Ingeniería -­

para el Computador B-6700 de la UNAM, con el fin de poder 

dar a los alumnos un servicio en la solución de problemas 

de tipo acad~mico, en cuanto al an51isis de estructuras se re 

fiere, dunque los límites de su capacidad están por encima 

de cualquiera de estos. 

Su autor el Ing. Carla~ Ramos Larios, establece la solución -

para tres tipos de problemas: 

1) ARMADURAS PLANAS (ARPLA) 

2) MARCOS PLANOS (MARPLA) 

3) ARMADURAS ESPACIALES (ARES) 

El Sistema usa el Método de las Rigideces y todas sus partes -

están desarrolladas con Lenguaje Algol. Su capacidad se limi­

ta a: 1023 Nudos, 1023 Apoyos, 1023 Barras, 10 Condiciones de 

Carga Independientes y 10 Condiciones de Carga Dependientes 

(Combinaciones). 

La forma de dar datos, a este Sistema, es muy semejante a la -

u~ada en el Sistema Stress. Se muestra enseguida un ejemplo -

con el fin de dar una idea, más amplia, de la forma en que se­

manejan los programas a sistemas existentes sabre el tema. 
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I.4 DESCRIPCIDN GENERAL DE LOS PROGRAMAS "TABS 11 , "NASTRAN" 

Y OTROS. ;'··. 

: .. - ' 

Un estudio de An~lisis Estructural que logró tener amplia -­

aceptación en M~xico y que es usado todavía con frecuencia -

es el Programa para "THE STATIC ANO EARTHQUAKE ANALISIS FRA­

ME ANO SHEAR WALL THREE DIMENSIONAL BUILDINGS" (TABS) ; desa­

rrollado en la Universidad de California, (Berkeley, Califa.E. 

nia, E.U.), durante 10 aílos y con la asistencia t~cnica y -­

económica de varias Compañías. 

f 
El procedimiento y el Programa para Computador están desarrE!_ 

llados para análisis estructural lineal de marcos y muros de 

cortante, de edificios sujetos a cargas estaticas y sísmicas. 

Los edificios san idealizados como un sistema de marcos y mu 

ros independientes e interrelacionados con un Diagrama de 

Piso. Se consideran edificios no simétricos y además no rec 

tangulares, esto se logra considerando a los marcos y a los­

muros como subestructuras en la formulación con lo que para­

muchas estructuras la presentación de datos puede ser minimi 

zada, con una significante reducción en el tiempo de Compu-­

tador. 

El Lenguaje usado es Fortran en todo el Programa. Costa de-

15 Subrutinas con un módulo principal que en total agrupan -

a 1184 instrucciones. 

Otra de los Programas que han sida· desarrollados para el an! 

lisis estructural, es el Programa MSL/NASTRAN (NASA STRUCTU­

RAL ANALISIS)¡ que casta de aproximadamente 430,000 instruc­

ciones agrupadas en 200 módulns· o rutinas, comunicadas entre 

sí por un control ejecutivo. El Lenguaje interno del Progr2.. 

ma es Fortran aunque hace uso de un Lenguaje superior extra­

para el manejo de matrices (DMAP). 
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Este Programa ha sido diseRado para el tratamiento de pro--­

blemas extensos, con muchos grados de libertad, involucran-­

do en el an~lisis num~rico tres operaciones b~sicas: Des--­

cornposición de Matrices, Extracción de Autovalores e Inte--­

graci6n de Ecuaciones diferenciales; o sea, aplicando las -­

t,cnicas del elemento finito, aproxim5ndose así a un modelo­

más cercano a la realidad. "Esto conduce a un mejor dimen-­

sionamiento de la estructura, pero se requiere poseer un 

buen conocimiento sobre los fundamentos te6ricos de esas 

técnicas y contar, adern~s. con una buena infraestructura en-

lo referente a capacidad de cómputo" e ). 

El Programa pude resolver problemas de casi cualquier tipo-­

como pudieran ser de análisis estático v dinámico, análisis­

de estabilidad, de transferencia de calor, de hidroelasti--­

cidad, aereoelasticidad, etc. 

Extra, podemos citar una gran variedad de Programas que se-­

encargan no sólo del análisis, sino también del diseño: 

Programas para el análisis y diseño de Torres de Transmisión, 

análisis de Puentes, de Chimeneas Industriales, de análisis­

V diseño de armaduras en el espacio, etc., etc. 9in embargo 

en México poco de esto se ha hecho v si se ha hecho poco 

valor se le ha asignado tal que, en este sentido, aunque se­

pudieran desarrollar grandes cosas mucho, si no es que todo, 

es importado lo cual hace que en la mayoría de las ocasiones 

los castos se eleven v la dependencia tecnol6gica se acrecen 

te. 
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II. ALGEBRA MATRICIAL 
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II.1 INTRODUCCION 

Í't..,:. .. --

Aunque en este tema no hacemos un estudio matricial completo-­

y detallado, procuraremos que el estudiante afiance u obtenga­

los conocimientos necesarios para que adquiera las herrnmien--

tas y la habilidad requeridas, como indispensables, en los --­

siguientes capítulos sobre el manejo de matrices. 

En análisis estructural de la facilidad y la rapidez, con que­

un sistema de ecuaciones pueda resolverse, depende en muchas-­

ocasiones el que llegue o no a ser costeable un estudio de --­

este tipo. La soluci9n del sistema de ecuaciones representa-­

la mayor parte del tiempo en el procesa de obtenci6n.de los -­

elementos mec~nicos y deformaciones de una estructura. Para-­

estructuras de pocas grados de libertad puede ser más práctico 

y 'más barato el manejo de este tipo de problemas manualmente, -

mas no así en aquellos problemas en el que el grado de hipere~ 

taticidad se eleva demasiado que ni con el uso de calculadoras 

de escritorio sería posible su solución; la presencia de comp~ 

tadoras de gran capacidad se hace entonces necesaria y con e-­

llo de programas de computador. El realizar programas para -­

resolver sistemas de ecuaciones por alguno de los métodos exi~ 

tentes, puede ser el primer paso para que el alumno se intro-­

duzca en el manejo de las computadoras, siendo estas ya una -­

herramienta indispensable en el área de estructuras. 

Para problemas de análisis estructural se ha probado que el --· 

M~todo de Chole~ky h~ llegado a ser el más apto para la solu-­

ci6n de sistemas de ecuaciones. Mostramos el diagrama de flu­

jo de la parte importante del Método. con lo cual se puede -­

formar el programa correspondiente si se desea. 

Por 6ltimo, cabe hacer menci6n, el uso del "Sistema CECAFI-MA­

TRICES" adaptado al computador de la Universidad y con el cual 
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se da una herramienta al alumno que desea evitarse el cál-­

culo fastidioso del manejo de matrices, y una idea de lo -­

que puede llegarse a hacer co~ un computador. 

! 
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II.2 ALGEBRA MATRICIAL 

a). DEFINICION Y NOTACION 

Una matriz es un arreglo rectangular de números u operad.9_ 

res lineales que obedecen a ciertas reglas de tal forma -
que un arreglo de m X n es una matriz de rn renglones-

por n columnas, 

1'811 ª12 

ª21 ª22 

A = 8
31 ª32 

queda 

ª-;3 

8
23 

8
33 

denotada como: 

.. . 

. . 

. 

. 

. 

ª 1n 

8
2n 

ª3n 

a mn 

El elemento situado en el renglón i y en la columna j -

se representa con la notación aij. 

b). CLASES DE MATRICES 

b.1). Matrices Vectox. Matrices que constan de un sÓlo­

renglón o de una sola columna. 

Matriz Columna: 

i = 1 1 rn 

b.2). Matriz Cuadrada. Es aquella en la cual el número 

de renglones es igual al número de columnas; esta 

es: m = n 

17 



b.3) Matriz Diagonal. Es una matriz cuadrada en la --

cual los elementos aij son cero para toda i~j. 

b.4) Matriz Sim~trica. Es una matriz cuadrada tal que 

sus elementos guardan simetría con respecto a la­

diagonal principal es decir aij = aji tal que 

j~i. 

b.5) Matriz Banda. Es una matriz cuadrada tal que los 

elementos que no son cero están agrupados a los -

lados de la diagonal principal. 

o o o 

A = a 

a o 

b.6) Matriz Triangular. Es una matriz cuadrada en la­

que todos los elementos a un lado de la diagonal­

principal son cero. Se dice que es triangular i~ 

feriar cuando los elementos que están arriba de -

dicha diagonal san cero, en caso contrario, que -

los elementos abajo de la diagonal sean cera, se­

denomina triangular superior. 

o o 

A = 

18 



b.7). Matriz Identidad. Es aquella que obedece a la -­

propiedad: 

b.8) 

b.9). 

aij = 1, /; i = j 

aij ::: o. ! ; i ~ j 

esto es: 

1 o o o 
o 1 o o 

I ""' o o 1 o 
. 
1 o 

. . • . .; ,¡, 

Una matriz identidad tiene propiedades análogas a­

las propiedades aritméticas de la unidad; así que: 

.IA = AI = A 

Matriz Recíproca o Inversa. 

Sean ,las matrices A y 8 tal que 

AB = I 

Se dice entonces que 8 es la matriz recíproca o 

inversa de A v viceversa. La notación usada a -­
-1 efecto es A que significa la matriz inversa de -

A. 

Matriz Transpuesta. ts una matriz que se obtiene­

transponiendo los renglones por las columnas y vi­

ceversa. Se denota como AT , dándose que: 
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e). PROPIEDADES V OPERACIONES 

c.1). Suma de Matrices. La suma de matrices l\ij de ar­

den m x n y la matriz Dij de m x n es la 

matriz Aij + Bij por lo tanto las dos matrices 

que se suman deben tener el mismo número de ren-­

glones y columnas o sea el mismo orden. 

c.2). Multiplicaci6n de Matrices. La multiplicaci6n 

de una matriz A por otra 8 está dada por: 

! n 

Cij = ¿_ Aij • Bij 

r=1 

Esto es el elemento Cij se obtiene efectuando el 

producto del renglón i de la matriz A por la --­

columna j de B. 

Nótese que para multiplicar dos matrices se re--­

quiere que la primera tenga un número de columnas 

igual al número de renglones de la segunda. 

En general el producto de dos matrices no es ---­

conmutativo, par lo que se debe hablar de premul­

tiplicar ( C = AT ), Si los factores son matri--

ces simétricas se puede efectuar Cij 
n = _¿ Air· 
r = 1 

Bjr esto es, productos de renglones por renglones. 

Ejemplos: 

-" 

[~ ~ :1 r: :] Q~: ::] 
6 2 ~ ~ 9 ~8 15 
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75 -25 o o :"'I 10 

-~:~ -25 75 o -50 o 

o o 75 25 0.2 o 
o -50 25 75 -0.6 -20 

c.3). Propiedades: 

Asociativa: A(BC) = (AB)C = ABC 

y Distributiva: A (B+C): AB + AC, 

V 

(B+C) A = BA + CA 

c.4). Lemas: 

El inverso de un producto es el pro~ucto de los­

inversos cambiando el orden de la multiplicación: 

Una matriz simétrica no singular (su determinan­

te es distinto de cero) es siempre igual al pro­

ducto de una matriz triangular inferior por su -

transpuesta. 

La recíproca de una matriz simétrica es simétri­

ca también. 

La recíproca de una matriz triangular inferior -

es otra triangular inferior con los elementos -­

de la diagonal iguales a los recíprocas de los -

elementos de la diagonal de la matriz a inver---

tir. 
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II .3 ECUACIONES MATRICIALES. (DESCRIPCION) 

En estática y dinámica estructurales, es común el tener que -

resolver sistemas de ecuaciones, estos generalmente se prese~ 

tan del tipo homogéneo (N incógnitas, N ecuaciones) y podemos 

representarlos como: 

a 1 n 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ + 

+ + 

+ + 

x3 + • • • + 

8 1n 

8 2n 

ª3n 

a 
nn 

X 
n 

X 
n 

X 
n 

X 
n 

= b1 

= b2 

= b3 

= ti n 

donde de acuerdo a la multipliaci6n de matrices v agrupando -

matricialmente tendremos: 

a nn 

= 

b 
n 

o simplemente aplicando la Notación Matricial; v donde el -­

significado de las miembros es obvia: 

AX = B 

Aquí podemos visualizar la solución del sistema de ecuacio-­

nes en forma m~s directa, ya sea aplicando "La Regla de Cra-

mer": 
22 



b1 8 12 . 8 1n 
.,, ...:. . 

b2 ª22 » . . ª2n 

b á2n a 
n nn 

x1 = 
A 

ª11 b1 ª1n 

ª21 b2 . . 
1 

8
2n 
• 

a n1 b a 

x2 
n nn etc. = 

A 

o invirtiendo la matriz A tal que si 

A X = 8 

X = A -
1 

8 

=============== 

En este tipa de problemas el concepto de matriz inversa es 

el más comunmente usado por su mejor manejabilidad debido a las 

características del· Sistema de Ecuaciones que en est~tica v di­

námica son especiales y debido también a la facilidad con que-­

se pueden computarizar los diferentes métodos de inversi6n. 
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II.4 INVERSION DE MATRICES POR EL METODO DE GAUSS-JORDAN 

Este método, también conocido como el método de eliminaci6n -- -

completa, consiste en convertir a la matriz [AJ que se desea--­

en una matriz rectangular tal que la matriz quede formada por 

dos partes; [A : r] esto se logra añadiendo a la derecha, como se 

muestra, una matriz identidad [rJ del mismo orden que la matriz­

[A) . Esta matriz se somete a una serie de eliminaciones tratan 

do de trasladar la matriz[r]a la izquierda logrando, una vez que 

la matriz [.A] quede como identidad, que la matriz de la dere-­

cha sea [A.;.1] , esto ys: [r : A-
1
]. 

Ejernp 1o: 

Sea el sistema:. 

14/3 4/3 

4/3 11/3 

3/4 3/8 

3/4 

3/8 

9/16 

~3 24 

~4 = -12 

¡:;,.. o -
La solución del sistema quedaría expresada como: 

~3 14/3 4/3 3/4 -1 24 

$4 = 4/3 11/3 3/8 -12 

3/4 3/8 9/16 o 

Expresión que se puede representar como: 

-1 Obtengamos A 
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1a. 

Sea: 

r
4/3 

4/3 

3/4 

4/3 

11/3 

3/8 

3/4 

3/8 

9/16 

1.0 

o 

o 

o 
1.0 

o 

(j) 

(2) 

(3) 

El número a la derecha servirá para indicar el proceso -

que se efectúa, en cada renglón, y su orden. 

EUMINACION 

[·~ººº 
0.2857 o.16rh 0.2143 o 

1~0] 
<.~:) = C.J)I ( 14/3 ) 

3.2857 0.1607 -0.2857 1.0 <.~) = (~) *(-4/3)+(2) 

o. 1607 0.4420 -O .1607 o C§) = <.~) *(-3/4)+(3) 

2a. ELIMINACION 

Dº 
o D.1467 0.2391 -0.0869 o J(8) = (7)*(-D.2857)+(4) - - -

1.0 D.0489 -O .0869 o. 3044 o (7) = C_?)/3.2857 

o 0.4341 -O .1467 -0.0489 1.0 <2) = cz)•c-0.1607)+<.§.> 

3a. ELIMINACIDN 

1.0 o o 0.2887 -0.0?04 -O .3380 (13)=(1.Q_)• 

(-0.1467)+<,.§) 

o 1.0 o -O .0704 0.3099 -0.11267 ( 2.2) = (:!.Q) * 
(-O. 0489) + C]) 

o o 1.0 -O .3380 -D.11267 2.3036 (10)=(9)/0.4341 
. .J. - -

El sistema de ecuaciones quedaría expresado de la siguie.!:!_ 

te forma: 

u 
o3 o .2887 -0.0704 -.3380 24.0 

o4 = -0.0704 0 .. 3099 -0.11267 -12.0 

-0'3380 -0 .. 11207 2.3036 o 
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[

t\13 .. J Í: 7. 7746 J 
~4 ::: -5.4085 

A = -6. 7606 

(Solución Final del problema) 

Efectuando algunas consideraciones y observando el proce­

dimiento podemos desarrollar progra~as de computadoras -­

que efectúan el proceso en un tiempo razonable. A conti­

nuación se presenta un programa que invierte una matriz -

utilizando este método. 

C PROGRAMA QUE INVIERTE UNA MATRIZ CUADRADA DE ORDEN 

C N X N, UTILIZANDO EL METODO DE GAUSS-JORDAN 

DIMEN5IDN A (50,50) 

LL""5 

II=6 

C LECTURA E IMPRE5IDN DE DATOS 

C N= ORDEN DE LA MATRIZ 

C LA LECTURA DE LA MATRIZ ES POR RENGLONES, ACEPTAND05E --

C LAS TARJETAS DE CONTINUACION QUE SEAN NECESARIAS HASTA -

C COMPLETAR EL RENGLON. PARA CADA CAMBIO DE RENGLDN HAY -

C CAMBIO DE TARJETA. 

READ (LL,1D)N 

10 FORMAT (I5) 

WRITE (II,20) N, N 

20 FORMAT (1H1, ! /, 40X,52H INVERSIOn DE MATRICES POR EL -

- METODD DE GAUSS-JORDAN, //. 48X, 2SH DATOS DE LA MATRIZ-

-ORDEN, 13, 1H, I3, /). 

DO 1 1=1,N 

READ (LL,11) (A(I,J); J=1,N) 

1 CONTil\!UE 

21 FORMAT (/,10X,8H RENGLON: ,I3,/,10F12.4) 

C COMIENZA PROCESO DE INVERSION 

C EL PROGRAMA NO ACEPTA ELEMENTOS EN LA DIAGONAL 

C PRINCIPAL IGUALES A CERO 

DO 3 I=1,N 

IF (A(I,I). EQ.0.0) GO TO 100 
Z6 



PIVOTE = A(I, I) 

A(I,1)::::1.0 

DO 2 J::::'i ,N 

2 A(I,J)=A(I,J)/PIVOTE 

DO 3 J:.i1, N 

IF(I.EQ.J) GO TO 3 

ELE ::A (J, I) 

A(J,I)=O.O 

DO 3 K;:::;1, N 

A(J,K)=A(J,K)-ELE A(I,K) 

3 CDl\ITINUE 

C TERMINA PROCESO Y COMIENZA LA IMPRESION DE RESULTADOS. 

WRITE (II ,22) 

22 FORMAT (///. 45X 40H RESULTADOS DE LA INVERS!DN DE LA -

MATRIZ, /) 

DO 4 1=1,N 

4 WRITE (II,21)I,(A(I,J),J=1,N) 

STOP 

100 WRITE (II,23)1,I, 

23 FORMAT (///,1DX,29H EL ELEMENTO DE LA MATRIZ, A(,I2,1H, 

~r2,1H), 16H ES IGUAL A CERO) 

STOP 

END 

II.5 INVERSION POR COFACTORES. 

Este m6todo usa como expresi6n general la regla de Cramer -­

que establece que: 

donde (A"] es llamada la matriz adjunta de [AJ 1J se forma 

a partir de la transpuesta de ¿sta, sus elementos se obtienen 

cada una de ellos como resultado de efectuar el deterrninante­

que se forma con los elementos que quedan fuera de la cruz -­

renglór1- columna que comprende al elemento y efectuando una -

interrelación de cambios de signos~ 
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Para que exista una comprensión mejor citamos el siguiente 

ejemplo: 

Sea la matriz: 

L 

EA 

Fbb= O 

o 

o o 

3EI 2EI 
..., 

L.::. 

2EI 

L 

El I 

;'4..:..' 

L O o 
EA 

Fbb t o 
3EI 2EI 

o L2 L 

2EI EI 

Como es una matriz simétrica su transpuesta resulta la misma. 

La matriz adjunta será: 

+ -O +O 

Fob = - o +L2 -L3 

E2AI 2E 2AI 

+ o 3 
-L" + L4 

2E 2AI 3E
2AI 

Aquí por eje~plo, el elemento (3.2) se obtiene de efectuar el 

determinante formado por los elementos de las columnas 1 v 3 

con intersección de los renglones 1 y 2, esto es: 

L o = L3 Análogamente para los 

2E2AI 
demás elementos 

EA 

a L 2. 

2EI 

za 



.... 

La interrelación de cambio de signos se hace comenzando con -

el signo(+), continuando en orden por renglón, cambiando.a -

(-), después a (+),.a(-), etc •.. 

El determinante de la matriz Fbb ser~: 

det 

De tal manera que la inversa quedaría como: 

EA o o 

[fbbl1 ,(Fbti] 
L 

= ::: o 12EI -6EI 
det lfbb] L3 L2 

o 6EI. 4EI 
L2 L 

El proceso se· vuelve fastidioso y prolongado para matrices de­

crden mayor a 4x4 v su computarización es complicada, mas -­

sin embargo en matrices comprendidas dentro de este rango resul 

ta ser demasiase práctico. 

II.6 METODO DE GAUSS-SEIDEL. 

Este método basa su saluci6n en aproximaciones sucesivas para­

reso1 ver sistemas de ecuaciones de la forma [A] [x J : l B J. 

Para ilustrar mejor el procedimiento tornaremos un ejemplo: 

Considere el siguiente sistema· de ecuaciones ordenado: 

A11 X+A 12V+A
13

z :::: b1 

A21 X+A 22 V+A 23z -- b2 

A31 X+A
32

Y+A
33

z = b3 
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Despejando de cada una de las ecuaciones la variable de la dia 

gonal tendremos: 

X ;:; (b 1 -A
12

Y-A'13Z)/A
11 

--(1) 

y ::;:: (b2 -A21X-A23Z)/A22 --(2) 

z = (b3 -A31X-A32Z)/A33 --(3) 

Proponiendo como una primera aproximaci6n, para las variables, 

en la primera ecuación Y ; O y Z =O tendremos: 

Para la segunda ecuación: 

De igual forma en la tercera: 

Una segunda aproximación a la soluci6n, usando siempre el -­

valor más cercano anterior a las variables, sería: 

x2 = (b1-A12Y1-A13Z1)/A11 

v2 = (b2-A21X2-A23Z1)/A22 

z2 = (b3-A31X2-A32Y2)/A33 

De tal manera que una iésirna aproximación quedaría: 

30 
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El proceso terminaría cuando se cumpliese un ~ierto grado de -

.error, estando dado esto cuando se presentasen simultáneamente 

las siguientes igualdades: :;'f_:.· 

-: 

X. X .. 
¿ 

E 
l. i-1 

v. yi-1 < E 
1 -

z. 2
1-1 

< E 
1 -

Donde E represe~ta el grado de aproximación requerido, v cu­

yo valor est~ d~do poi el tiµo de problema que se estuviese re 

sol viendo. 

Una forma de represent~r el proceso visto, demasiado práctica­

pera la solución manu~l, y que es utilizada por el Profesar 

Ing. J~lio Damy R~, en el curso que imparte en la Facultad, 

se explica a continuación: 

Tomemos el ejemplo~ ~ ... 

14.33 
1 + 0.664 

3 
+ 0.286701 + D.6640

2 = o 
0.667 1 + 13.333 

3 + o + D.6670
2 = o 

. '0:.75 1 + . ·a + D.375D 1 + D.6670
2 = 25/EI 

1 • .333 
1 + .. 1 ~333 

3 
o + D.8890

2 = 15/EI 

•' .... 
. • 

~ . . .. 
,,- "'; .· 

·.,· 
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1 3 º1 [)2 

~ 0.047 -0.020 !-0.01+7 o.o 
1 

-O. 050 o.o -O. 050 o.o 
(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
-2. ººº 

----...__ 
o.o ------ -1.779 p5.667 

PARTE No. 1 

-1.500 1.500 o.o p. lB. 8'75 

r 
o.o o.o 66.667 18.875 1a. 

-2 .126 .-0.737 40. 905 21. 170 2a. 

-1.778 r-D.970 35~562 21. ººº 3a. 

-1.593 . -0. 970 35.500 20.719 4a • 

-1.578 ~0.957 32. 964 20.678 Sa. 
I 

-1.586 -0.955 ¡ 33.053 20.686 6a. 

-1.588 -D.955 33.043 20 .. 690 7a. . .. . 

· En la parte No. 1 se muestran los valares de los coeficientes no 

diagonales entre el diagonal para cada ecuación, cambiando su sig­

no si procede, simulando el despeje .. de~. i.a· variable diagonal. 

En la primera interacción el valor para ~ 1 se obtiene con los 

valores p 3 = D1=D2 =D, del renglon (1). El valor de ¡B
3 

como -

Ox(-0.05) V D1=D2=D, del renglon (2). o
1 

del tercer renglón como-

Ox(-2.0)+0.0(0)+66.667 y D2=D. o2 como Ox(-1.S)+Ox(-1.5)+99.667 (0) 

+16.875, del renglón No. (4). 

Para la segunda interacción: 

fP 1 =Ox(-0.047)+66.667(-0.20)+16.875(0.04?)+0=2.126 

(2> 3 =2.126(-D.050)+66.667(0)+16.875(-0.05D)-t0=0.737 

o1 =2.126(-2.0)+(-D.737) (0)+16.675(-1.779)+66.667:40.905 

º2 =2.126(-1.5)+(-0.737)(-1.5)+40.905(0)+16.875=21.170 

Así sucesivamente hasta alcanzar la aproximación requerida. 
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<j.;> 1 = -1.588, <j:J3 = -D.955 

SOLUCION 
~~~~ 

D1 = 33.043, º2 = 20.690 

Cabe señalar que el método converge pronto para elementos, en -

valor absoluto, de la diagonal principal mayores que la suma de 

los restantes elementos del renglón que se trate; cuando no se 

cumple esta se vuelve demasiado laboriosos. Para estructuras -

comunes generalmente se cumple la condición. 

Enseguida se muestra un pro,rama de computadora que resuelve 

Sistemas de Ecuaciones par este M~toda: 

C PROGRAMA QUE RESUELVE SISTEMAS DE ECUACIONES 

C PSR EL METODO DE GAUSS-SEIDEL 

C A(i,J) COEFICIENTE DE LA VARIABLE QUE OCUPA LA POSICION i,J. 

C S(i,J) = TERMINO INDEPENDIENTE 

C LOS RESULTADOS SE ALMACENAN EN LOS ELEMENTOS DE LA DIAGONAL 

C PRINCIPAL DE LA MATRIZ QUE FORMA LOS COEFICIENTES DE LAS 

C VARIABLES 

C NO SE ADMITEN VALORES Ehl LA DIAGONAL IGUALES A CERO 

C N= ORDEN DE LA MATRIZ 

C LOS DATOS DE A(i,J) SE LEEN POR RENGLDN 

DIMENSIDN A. (50,50) 

LL=5 

lI=6 

C LECTURA E IMPRESION DE DATOS 

READ (LL, 10) N 

10 FORMAT (15) 

WRITE CII,20) N,N 

20 FORMMAT (1H1,11, 34X, 63 H SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES 

-POR EL METODO DE GAUSS-SEIDEL) 

DO 1 I=1 N 

READ (LL, 11) (A ( I,J), J=1N) 

WRITE (II,21) I (A(I,J), J=1,N) 

1 CONTINUE 
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· ...... · 

READ (LL, 11) (B(I), 1=1,N) 

WRITE (II,22) (B(I), 1=1,N 

11 FORMAT (8 F10.5) 

:·­
,...,...;. ... 

21 FORMAT (/, 10X, 8 H REl\JGLDN:, 13, /,5 (10F12.4) ) 

22 FORMAT (/,1ox, 13H VALORES DE 8-,/, 1ox, 5 (10F12.4)) 

C COMIENZA PROCESO DE INVERSION 

JN=D 

DO 2 I :::: 1, N 

IF (A(I,I). EQ.0.0) GO TO 1000 

B (!) = B(I)/A(I,I) 

DO 1 J=1,N 

1 A(I,J) =-A(I,J)/A(I,f) 

A(I,I) =O.O 

2 ANT(I) = 9999999.999 

10 CONTINUE 

DO 4 I=1,N 

A(I,I)=B(I) 

DO 3 J:::1,N 

... "IF (I.NE.J)A(I,I)=A(I,I)+A(J,J) A(I,J) 

3 CONTINUE 

IF ((ABS(A(I,I)-ANT(I)).LE.o.oos)JN=JN+1 

ANT(I)::A(I ,O 

4 CONTINUE 

IF(JN.EQ.D) GO TO 999 

JN=O 

GD TO 10 

1000 WRITE. (II,43) I,I 

23 FORMAT (///,1DX,H EL ELEMENTO DE LA MATRIZ A(,I2,1H,, 

-I2,1H),16H ES IGUAL A CERO.) 

STOP 

C TERMINA PROCESO E IMPRIME RE~ULTADOS 

WR !TE ( II , 2 4) 

24 FORMAT (///,48X,35H RESULTADO DEL SISTEMA DE ECUACIONES,/) 

DO 5 I :::: 1, N 

5 WRITE (II,25)I,A(I,I) 

25 FORMAT (/,10X, 9 H ELEMENTO:, 12, 3 H =, F 12.4) 

STOP 
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II.7 SOLUC!ON DE SISTEMAS DE ECUACIONES POR EL METODO DE CHOLESKY 

Este método también llamado Inversión por factorización, se basa en 

el hecho de que una matriz cuadrada, simétrica v no singular, (su -

determinante distinto de cero) es siempre igual al producto de una­

rnatriz triangular inferior por su transpuesta. Esto es, para un --­

sistema de ecuaciones de la Forma: 

A X 8 

Se puede obtener otro donde A L , tal que: 

L X = B 

el cual puede ser resuelto coma: 

L V = 8 ( 1) . 

V 

X = V ---- (2). 

puesto que la matriz L es triangular inferior, una vez obte--­

nida, los valores de la matriz V se obtienen efectuando, lo po-­

dríamos llamar, una "5oluci6n por substituci6n hacia adelante". 

Para obtener los valores de la matriz X (Solución Final) bast~ 

rá con efectuar para la ecuación (2) °la que sería una "Solución-

par substituci6n hacia atr§s" puesto que ahora se usa 

transpuesta. 

L como -

Otra alternativa para obtener la solución del sistema de ecuacio-­

nes una vez obtenida la matriz triangular inferior L y por su­

puesto LT , se observa al poder obtener directamente los ele--
-1 mentas de la diagonal principal de la matriz L ya que "la-

inversa de una matriz triangular es otra triangular inferior con -

los elementos de la diagonal iguales a las recíprocos de los ele-­

mentas de la diagonal de la matriz a invertir", y con ello de una-

manera directa se puede obtener una matriz· R Inversa de A 
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A = 

R = 

premultiplicando por 

R 

y por la tanto: 

L 

A 

:::: 

-1 

'· :r' L 

R 

-1 

de donde una vez obtenida la matriz 

por: 

X = R 8 

L 
-1 

L 
-1 

R la solución está dada 

Por óltimo conviene reco~dar a la hora de nbtener la matriz R 

que "La Inversa de una matriz simétrica t~mbién es sim~trica". 

Tenemos ahora dos caminos para resolver el sistema de ecuaciones, 

ya sea irivirtiendo la matriz A .o ~esolviendo por substitucio­

nes, pera ambos caminos necesitan de la obtención de la matriz -

L 1 trataremos enseguida dar el algoritmo para su obtención 

y algunos ejemplos: 

L = A 

a sea: 

1
11 

o o o :1 1
11 

1
21 

1
31 

1

~~ ~11 ª12 ª13 
. 

1
21 122 o o o 1

22 
1

32 . 1n2 ª21 ª22 8
23 

. 
1

31 
132 'l3j a " • • o o o 1

33 
. . . 1

n3 r31 8
32 "' " -33 

o o o . . . 1n4 -· 

• 

. 

. 

. 

. . 1' o n4 o a 1 
nn 

. . 
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Si efectuamos productos e igualamos términos, llegamos a la ob­

tenci6n de las expresiones siguientes, que en suma determinan el 

algoritmo para la formación de la matriz L 

1. 1.11 = ª11 

2. 1.jl = ª1J / L11 j = 2,n 

i-1 
'\"" 

2 3. 1.ii = a .•. L 
\k 

i=2,n 
:1.l. k:::1 

i-1 

4. 1J1 = ªij- ~ \k 1jk; i 2, 
k=1 

'\1 
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DIAGRAMA DE FLUJO ( )PARA COMPUTACIDN DE LA OBTENCION DE LOS 

ELEMENTOS DE L 

J = 1 

2 
L jk 

I = J + 1 

Si f -· - . 

Na 

I=J+1 

I = I + 1 

I = I + 1 

B J = J + 1 

38 
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Ejemplo: 

Sea el siguiente sistema de ecuaciones: 

r 'º -
75 -25 o o d xl 1 

' -25 75 o -50 
cly l 1 :::: 

o 

o o ',75 25 o 
"x2 j . 

o ·~2o' -50 . 25 75 d . 
y2 

Solución: 

a). Determinación de la matriz L 

" 
' .... . 

1
11 ~N = J 75 '= 8.66 

1 21 = ª1211 11 = -25 / [75" = -2.887 

ª1311 11 /~= 
.·. 

1
31 = = o o 

\1 = ª1411 11 = o Ff75' = o 

= ~-1~~ =J?s "\ 
122 - (-2.G87)

2 
"' 8Q165 

. 
1

32 = ª32 - 131 
1
21 = o o (-2.887) = o 

8.165 

= = -5- -o = -6.124 

8.165 

= 8 43 -\1 13"1- 142 1
32 = 25 - o - o = 2.887 

1
33 

·a.66· 

-J8
44 

2 
1
43 

2 \ j \ - 1
41 -\2 :::: 75 - o - 37.5 - 8.33 = 5 .4 

l 
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Agrupando tendremos: 

8.66 o ;-.....:. .. o o 

[ L ] 
-2.887 8.165 o o = 
o o 8.66 o 
o -6.124 2.887 5.4 

b) Determinamos los valores de V 

L = 8 

8.66 o o o v1 10 

-2.887 8.165 o I º v2 o 
o o 8.66 o y3 o 
o -6.124 2.887 s.4 v4 -20 

Las valores de V estarían dados corno: 

v1 = + 10 / 8.66 = 1.155 

y2 = 1.155 (+2 .887) / B.165 = 0.408 

y3 = a I B.66 = O 

Y4 = (0.408 (6.124) + 0.20) / 5.4 = - 3.24 

e) Por Último determinemos los valores de X tal que: 

X = V 

/ 

Esto es: 

8.66 -2.887 o o jíx~l r 1.15~1 a 8.165 o -6.1~4 x2 = o.4oa 

o o 8,,66 

:::"1::1 ~:.24 J o o o 
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x4 = -3 .. 24 / 5.4 = 0.6 

x3 = (-2.887 ( 0.6 ) + o ) / 8.66 = o .2 

)(2 = ( 6.124 (-O. 6) + O. l,O B ) I 8. 165 = -0.4 

)( 1 e ( 2 .. 687 (-0 .1 ... ) + 1.155) I 8.66 ::;: Q.O 

Por lo que la solución final sería: 

d xl = o.o 

d 
y l = -0.4 

d 
x2 = 0.2 

d l.}2 = -O. 6 
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III.1. 

III .2 .. 

INTRDDUCCION 

Es conveniente hacer notar que la teoría, enseguida desarro­

llada, ya ha sido estudiada en los cursos de Mecánica de Ma­

teriales v Análisis Estructural I. Mostramos un especial -­

interés en los tres principios básicos del Análisis Estruc-­

tural que de hecho son la esencia del estudio de todo este -

curso. Las Leves y teoremas sobre el trabajo de deformaci6n 

se muestran más superficialmente, por ser ~stas tratadas 

ampliamente en el curso de Análisis Estructural I donde, a-­

demás, se llust?a la interrrelación que existe entre estos -

Teoremas y los rn~todos de Análisis Estructural (Flexibilida­

des v Rigideces), temas base de nuestro curso. Cabe sin --­

embargo, mencionar que .dichas leyes v teoremas son, en mucho, 

el fundamento teórica de tales métodos. 

BASES FUNDAMENTALES DEL ANALISIS ESTRUCTURAL 

TEOREMAS V LEVES SOBRE TRABAJO V ENERGIA 

"Si un sistema de fuerzas externas se aplica a un cuerpo, 

éste se deFormará hasta que se presente el equilibrio -­

entre las Fuerzas externas aplicadas y las fuerzas ínter 

nas de cuerpo. En consecuencia el sistema de fuerzas -­

externas realiza un trabaja. Este trabajo se almacena -

en el cuerpo v es a lo que se llama ENERGIA DE DEFORMA--

CION". C ) 

LEV DE CLAPEYRON: Cuando un sistema de fuerzas se apli­

ca a un cuerpo gradualmente. el trabajo des~rrollado por 

la fuerza es: 

w = p 

p 
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TEOREMAS DE CASTIGLIANO: 

"La derivada del trabajo de deformación con respecto a una 

fuerza Fi cualquiera, mide la deformaci6n S1 que expe-

rimenta el cuerpo de el punto de aplicaci6n y en la direc 

ci6n de dicha fuerza" 

"Ot1i =di 
dFi 

Cuando en lugar de una fuerza Fi se considera un par de 

fuerzas Mi se dice que: 

"La derivada del trabajo de deforrnaci6n con respecto a un­

par Mi , mide el ángulo de rotación producido por dichG­

par en el punto de s~ aplicación". 

'dw = ll1 i 

dMi 

TEOREMA DE MAXWEL-BETTI: 

"Ei trabajo que realiza un sistema de fuerzas A debido a -

los desplazamientos, queen sus puntos de aplicación, le -

produce un sisternade fuerzas 8, es igual al trabajo que -

realiza el sistema de fuerzas 8 debida a las desplazamie.!J. 

tos, que en sus puntos de aplicaci6n, le produce el sis-­

tema de fuerzas A". 

\ 
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III .3. 

' .. 

PRINCIPIOS BASICOS DEL ANALISIS ESTRUCTURAL 

Uno de los objetivos de cualquier análisis estructural es de­

terminar las acciones pertenecientes a la estructura en estu­

dia, corno pudieran ser las reacciones en los apoyos y los es­

fuerzos internas resultantes (momentos flexionantes, fuerzas­

cortantes, fuerzas normales, etc ••• ). Una solución correcta­

para cualquiera de estas cantidades debe satisfacer todas las 

condiciones de equilibrio, no sólo para toda la estructura -­

sino para cualquier parte de ésta, tornada coma cuerpo libre. 

I 
Adem~s de las condiciones de equilibrio, es necesario que en­

cualquier análisis se satisfagan todas las condiciones de 

compatibilidad, que se refieren a la continuidad de las des-­

plazarnientos a lo largo de toda la estructura, por ejemplo, 

las ecuaciones de compatibilidad deben estar satisfechas en 

todos los puntos de apoyo, en donde es necesario que los 

desplazamientos de la estructura sean congruentes con las --­

condiciones de aopyo (en un apoya fijo no puede haber trasla­

ciones en los extremos de los miembros que concurren a él). 

En el interior de la estructura, otro ejemplo, en una cone--­

xi6n rígida entre dos partes los desplazamientos deben ser -­

los mismos en los dos miembros. 

Por Último, es necesario considerar las características mecá­

nicas de ~os mate~iales con que est~ hecha nuestra estructura, 

para esto tomamos en cuenta una lev que nos liga la deforma-­

ci6n y las características de los materiales con los esfuer-­

zos en los miembros. 

PRINCIPIO DE EQUILIBRIO 

Considérese un cuerpo cualquiera ~ujeto a un sistema de car--
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gas cualesquiera que lo mantienen en equilibrio. Considérese, 

además, una sección transversal de éste. 

Pi t 

' 
• • . . 

..; - 1'¡' j 

• 
' , 

En general las fuerzas internas que actúan sobre áreas infini-­

tisimales en una sección transversal son de magnitud y direcci6n 

variables, o sea, varían de un punto a otro y están inclinadas -

con respecto al plano de la sección. 

Coma las componentes del vector de fuerza AP por unidad de --
área /J. A definen el esfuerzo, se tendría que, unicamente para-

un punto: 

b = j¡~ ,.6.Px -C xy = l~~ .6Py ; '4.,_= 1~m. i>Pz 
XX 

.6A..o ,A A AA_,. o b.A M .. o AA 

donde el primer subíndice indica que se considera el plano per--

pendicular al eje X y el segundo designa la dirección de la 

componente de esfuerza. Cuando se tenga el Índice repetido el -

signo se cambiará por u . 

Aquí podremos identificar claramente dos cosas: La intensidad 

de la componente perpendicular a la secci6n es el esfuerza nor--
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mal en un punto ( ~ xx = <f°x). V los componentes de in-

tensidad de fuerza que actúan tangencial o paralelamente al­

plano del elemento de área son los esfuerzos cortantes, 

( G; xy , "'?; xz). 

Si además del plano de corte que interviene en el diagrama -

de cuerpo libre de la figura anterior, se pasan a través del 

cuerpo: un plano a una distancia infinitesimai dx y para­

lelo ~l primero, y dos pares de planos adicionales normalmen 

te al primer par y a distancias dy y dz, se separarí~ del­

cuerpo un cubo de dimensiones infinitesimales. Todos los 

esfuerzos se pueden identificar en el siguiente diagrama: 

y! 

de los sírnbolasde los esfuerzos muestra que exis-­

ten tres esfuerzos normales: Ox, Óv, U" z, v seis corta.!J.­

tes ¡;' xy, '(;" xz, ~ VR, '<::;'yz, ~zx, (l; zy. Tales cornpone.!.2.­

tes de esfuerzo pueden agruparse coma una matriz. 

i:xz] 
~yz 

Úz 

Y a la cual se le llama "Tensor esfuerzo". Algunas veces.-­

conviene rep~esentar a dicha tensor esfuerza can subíndices­

como b i.j donde i y j pueden asumir designaciones de -

~' v, y z. Se demuestra, además que el tensor esfuerza es -

simétrico, es decir que ~ ij :: Gji. 
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Como un elemento infinitesimal de un cuerpo en equilibrio debe­

estar en equilibrio, considérese que se tiene un elemento de -­

dimensiones (dx) (dy) (1), (de un espesor unitario en la direc­

ci6n perpendicular al plano de la figura siguiente), v qu2 se -

toma en cuenta la posiblidad de un incremento en los esfuerzos­

de una cara de elemento a otra, tendremos que: por ejemplo, --­

puesto que la derivada de·« en la dirección X es ()(x!(Jx y se -

avanza una distancia dx, el incremento es ( o~/ 'Q x) dx. Se -­

toma a las derivadas parciales para considerar los cambios en -

las diferentes direcciones: 

¿_Fx =O 

( ux + 'QG}.. dx) (dv x 1) - Úx (dv + 1) + 

d X 

( b v :x + d b v x ) dij ( dx .. 1) - G y x ( dx • 1) + X ( dx dy • 1) = O 

dy 
Simplificando v recordando que Zvx = G:xy se obtiene que: 

Análogamente para la dirección V: 

d 6'vx 
() X 

+ ov 
d 1/ 

+ V = O 

donde las fuerzas de inercia o de cuerpo, como las debidas al -

peso o a un efecto magnético, se designan con X y V estando -­

referidas a la unidad de volumen del mat:erial. 
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Se puede demostrar que para el caso tridimensional se tendría -
algo análoga: 

'dux + d fu X'f. + dGxz + X = o 
G> X a \j a z 

(>"b xy_ + oú y + ~-b yz + V = o 
a X d V d z 
~ ~zx + CJ6z~ + 'doz + z = o 
dx ov ó z 

Obsérvese que en las deducciones anteriores no se han utiliza-­

do las propiedades mecánicas de los materiales. Esto significa 

que las ecuaciones son aplicables si el material es elástico -­

plástico o vicoelástico. 

PRINCIPIO DE CONTINUIDAD 

Este principio estef íntimamente ligado al concepto de deforma-­

ci6n. 

Si '~o" es la longitud medida entre das puntos de un cuerpo Y -

11" 1~ longitud entre las mismas puntos, pero despu~s de que -­

a ese cuerpo se le ha sometida a acciones externas. El alarga-­

miento total sufrido por el cuerpo en la dirección de la medi--­

ci6n será: 

El alargamiento por unidad de longitud, ~. es: 

= t\J, V se denomina deformación lineal. 

Ja 

Es obvio qee esta deformación, en un cuerpo situado con referen­

cia a un sistema de ejes en el espacio, puede representarse en -

tres direcciones perpendiculares entre si, que generalmente se -

identifican con las subíndices X7 V v z. 
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Asimismo, en un cuerpo se pueden presentar deformaciones que cau­

san un cambio en los 6ngulos rectos iniciales, entre las lf~eas -

del cuerpo, este cambio en el ~ngulo se define como deFormaci6n -

angular o por cortante. 

>x 

Puesto que por lo general serían de un punto a otro, las definici.!:!_ 

nes de deformación deben relacionarse a un elemento inrinitesimal. 

Considérese una deformación lineal corno se indica en la figura·--­

siguiente: · 

Y. t.t.. 

V"-1- ?Je d 'I .;>y 

dy 1 
r-----, 
1 1 cg· ldy 

' 1r1 1 
1 _ _, 

----1 
f I 
1 

1 1 
1 l 

.. .....__..- :-_ _::_::1), 

-- ...._ 
u. u.+ ~Jx. 

• <lx.. 
... 

:a~ 
..,. :C,d.. 

Como los puntos A v 8 se mueven a la posición A' y 8 1 

respectivamente. El punto A experimenta un desplazamiento U 

y el punto B, U + A U , puesto que además del desplazamiento -

de cuErpo rígido, U común a todo el elemento 6x, se produce 

un desplazamiento dentro del elemento. Podemos decir entonces 

que ia deformación lineal es: 
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E :: lim 

Ax-a 

/l,U 

A X 

= du 

dx 

Si un cuerpo se deforma en dirección perpendicular (ver en la figu­

ra anterior para el caso bidimensional), es necesario cambiar las -

derivadas ordinarias por parciales, y si en un punto de un cuerpo -

U V , v W son las tres componentes de desplazamiento que ocu-­

rren, respectivamente en las direcciones X, V y Z de los ejes -­

coordenados: 

~ = Ex -XX 
) u 

dx 

Como se indic6, adem6s de las deformaciones lineales, un elemento -

tambi~n puede experimentar deformaci6n angular (tambi&n figura an-­

terior) v puesto que V es el desplazamiento en la dirección Y, -

a medida que se avanza en la dirección X, (} v/ d x es la pendiente­

del lado inicialmente horizontal del elemento infinitesimal. De 

igual manera t el lado vertical se inclina un ángulo ~u/() v. Can 

base en ella, el ángulo CDE, inicialmente recta, se reduce en 

( ~ v/ é) X ) + (o u/ a \j ) • Por tanto' para cambios de ángulo peque­

nas la definici6ri de la defarmaci6n ~ngular, relacionada con las -­

coordenadas X, V, es: 

= + 

Las definiciones para ·las deformaciones angulares correspondientes-

a los plan.os xz y vz son semejantes: 

./\ = t zx = ~w + ª u ,, xz 
d X. ~ z 

e yz = f zy 
:; ~u + 0 V 

d " dZ 
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LEY DE HOOKE 

.1"-'· .·. 

A la relaci6n lineal entre fuerzas y deformaciones se conoce como 

Ley de Hooke. Al formular esta ley hay que considerar que exis-­

ten varias componente~ de esfuerz~ .y deformaci6n para lo cual se 

utiliza el pr1ncipio de ·superposición que establece que· "el es--­

fuerza o la deformación resultante en un sistema sometido a va---

~ias fuerzas es la suma algebraica de sus efectos cuando se apli-
( ) 

can individual o separadamente" ; lo cual es cierto cuando la -

deformación est~ djrecta y linealmente ligada al esfuerzo que la­

.ocasiona y c~ando ia def,rmación debida a una componente de es--­

fuerzo no causa efectos grandes en otras componentes de esfuerzo. 

Para pro~lemas de Ingeniería se cumplen estos conceptas general-­

mente. 

Relacionarido las seis deformaciones con las seis componentes de -

esfuerzo tendremos: 

Ez = A31Úx: + A32 Óy+ A33 (Í z + A34 &xv + A35 ~ vz + A36 b zx 

'i:::: A41 6x + A42 Úy + A43 (Íz + A
44 

bx.y + A
45 

~yz + A
4
.
6 

6 zx 

En donde: A11 , A12 , ••• , A
66 

san constantes que guardan simetría 

con respecto a una y otro lado de la diagonal y se determinan ex­

perimentalmente. 
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Para materiales isotr6picos homog&neos, (materi~les con las mismas 

propiedades en todas direcciones), se demuestra• que A11 =·A 22 
= A33' A12 = A13 = A23' A44 = A55-= A66 V como A12 ª A21' A13 = 
A

31 
Y A

23 
= A32 , por simetría, se tiene que: 

Ex = (}X - V ó Y. V Óz 
E E E : . ... 

Ev = - V U X + ú '1 V Óz 
E E E 

Ez = - V vx V u ':L + Óz 

E ! E E 

.t XIJ 
-;;-

= &xy t G 

{ XIJ = byz I G 

(zx = "zx I G 

donde: A11 = 1/E, A12 = - v/E y A44 = 1/2G 

Aquí, E, es el módulo de elasticidad y representa a la relaci6n en­

tre esfuerzo uniaxial y la deformación lineal. La constante G es -

el m6dulo de elasticidad al cortante o módulo de rigidez. V"'!/ es -

la "Raz6n de valor (con su signo) de la deforrnaci6n lineal en di~-­

recci6n latera.l a la deformación lineal en dirección axial"( ) esto 

es: 

V - - E y 
e_ X 

~z = deformación lateral 

~-· ·· deformación axial 

Por último, existe una relación que liga a estas tres constantes y 

queda definida como: 

G = E 
2 ( 1+v) · 



III .4 APLICACION DE LOS TRES PRINCIPIOS BASICDS A ESTRUCTURAS! 

ESQUELETICAS 

Hemos desarrollado los principios b~sicos del análisis estruc­

tural, generalizándolos v planteándolos en forma de Sistemas -

de Ecuaciones, estos mismos principios los presentamos ensegu.!_ 

da, pero en forma matricial, ordenándolas además 

a).. EQUILIBRIO 

_)_ o 
ox, 

o~ 
ov 

o o 

T 

b). 

Ex 
t.y 
Ez 
f xy 

1 t.~ = 

LX\z 

o 

o 

o 

+ 

CONTINUIDAD 

_Q_ o 
Ox 

o Ó¡Q y 

o o 

ó1ov 0t'dx 
)/az o 

o ó10 z 

r c. 1 
L J = [ AJ 

o 

o 

o 

a 

o 

[ºl a1~z 

o lvl 
~/cix WJ 
otov 

r d1 
L J 
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e::) LEY DE HODKE 

:l ~ 'l 1/E - "Ir/E -'V/E o o ux 
E_ y -V/E 1/E úv -V/E o o 
E z - -V'/E - Y/E 1/E o o o ¡rz.·. 
f xy 

~ 

o o o 1/G o o ~xy 

$ xz o o o o 1/G o ~xz 

t yz o o o o o 1/G ?; yz 

= 

Puesta que en este curso sólo estudiaremos el análisis de es­

tructuras esqueléticas de comportamiento elástico, convendrá­

describir la interpretación de cada una de estas matrices o -

vectores en la aplicaci6n de tales estructuras. 

Consideraremos estructuras formadas por elementos prismáticos 

o cilíndricos unidos de tal manera que en dichas unione~_los 

ejes longitudinales de dichos elementos se intersecten en un 

punto, (nudos). Cada estructura reticular está formada de -

miembros que son largos en comparación con las dimensiones -

de su sección transversal. 

MARCOS PLANOS ARMADURAS PLANAS 

1 
~ 
1 
i 
1 

' l ¡ 
' l 



MARCOS EN EL ESPACIO 

/ /// / r 

w 

SISTEMAS A TENSIDN 
O A COMPRESION 
UNIDIMENSIONALES 

J 
ARMADURAS EN EL ESPACIO 

RETICULAS 

Con esto en mente podemos establecer que: 

- ESFUERZOS.- Generalmente en lugar de obtener esfuerzos se 

obtienen elementos mecánicos, pues existe una relaci6n 

directa entre ellos. 
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= 

Nx 

Vv 
Mz 

etc. 

DEFORMACIONES.- Se refiere a deFormaciones en los miem--

bros v rotaciones en su sección transversal. 

::: 

DESPLAZAMIENTOS.- Se refiere a los desplazamientos de un 

punto dela estructura v como estamos considerando Nudos­

a los puntos de intersección de barras: Oesplazamientos­

de l\!,udos. 

d 

dx 

dy 

t>x 

MATRIZ DE CONTINUIDAD O DE COMPATIBILIDAD.- Nos relacio 

na las deformaciones con los desplazaientos de una es-­

tructura. Se usa corno transpuesta en la ecuación de -­

equilibrio para relacionar cargas o fuerzas aplicadas -

con esfuerzo en los miembros. 

FUERZAS DE CUERPO O DE INERCIA.- Se refiere a las ac--

ciones o solicitaciones que como fuerzas o momentos se­

aplican en los nudos. 
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F = 

Fx 

Fv 

Mz 

etc. 

PROPIEDADES MECANICAS DE LOS MATERIALES.- Esta matriz nos 

proporciona la rigidez o la flexibilidad de una estructu­

ra relacionándonos los esfuerzos en los miembros con las­

deformaciones. 

[o J = 
-1 

== [ f] 
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IV.l !NTRODUCCION AL METOOO DE LAS RIGIDECES. 

RESUMEN: 

b). Ley de Hooke: 

. . . 

e). E qu :i 1 :i b r j o : 

(l) 

(2) 

.......... 

fF] -(AT]fpl (3) l J - L J 

DESARROLLO: 

Sust:ituyamos (1) en (2) 

Ahora (4) en (J) · 

Hagamos 

. 
p • 

[ F J .. [ A TJ [ K'] [ A ] [ d J 
[ K ] ::: [A Tj ( K'] ( .A:·]., ·. ;. 
[ F] = l K] [ 'd J . ·. ·: .... -

. ·j, 
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N6tese que ( ~) es funci 6n de las ceracter:í s1 teas de los mated a les 

y de la geornPtr)a de nuestra estructura, por lo que es dato. El vec 

tor L F J representa a las so U cj tacj ones 1 es tsrnbi én conocida. Por -

lo tanto, se pueden obtene~ los desplazamientos de los nudos corno~ 

(5) 

V nuestra solución está planteada. 

.·· 

Sustituyendo (5) en (1) se obt)enen las deformaciones de los m)em 

bros. 

(6) (Cantinu:idad). 

Sustituyendo (6) en (2) be obtienen los elementos mecánicos o los 

esfuerzas. 

Nuestro problema está solucionado. 

. ,,.. ' 
(.···:· 

(7) (Le~ ~~·Hoo~e) 

Por ~ltjmo, como una comprobaci6n de nuestros resultados aplicamos 

equi U bri o: 

* o (8) 

• El cambio de signo se debe a que se está considerando que las -

4 ÍF 1 l .. f pl acCJ ones L j se oponen a as reacc ... ones . L J • 
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IV.2. EJEMPLO INTRODUCTORIO SOBRE EL METOOO DE LAS RIGIDECES 

Consideremos la siguiente estructura unidjmensjonal: 

Eje de referenc:i a. Z 

t. 

Barras trabajando a fuerza axial. 

Se tiene una estructura formada por cuatro barras (N
8

=4) y 

dos nudos (N =2) 
n 

l. Obtengamos la matrjz 

a) Aplicamos con tí nuj dad para obtener [ A ] 

Sean f E 1 r e1 l 
las deformaciones de las L J 

"l :~ J 
cuatro barras. 

f dl 
l j 

= r d1 i los desplazamientos (ver-

l d2 J ticales) de los mudos. 

Por inspección de la f:i gura : 

e1 = d1 

e2 == d2 

ª3 = -d1 + d2 
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O sea: 

r :: l 1 o r d1 l 
o 1 l d2 J esto es [E J = [ A] Ld 1 ' 

l :: r -1 1 

-1 1 

Donde: 

[AJ = 1 o 
o 1 

-1 1 (MATRIZ DE CONTINUIDAD). 

-1 1 

N O T A Observe que para una barra cualquiera. 

= 

Tal que: 

= Desplazamiento de su nudo ~uperior 

= ~esplazamiento de su nudo inferior 

B 



b). 

.. 

Apljquemos Ley de Hooke para obtener 

Sean: 

Ípl 
L j = 

Por. Lev de Hooke: 
! 

p1 = 

p2 = 
.. L , . 'p .. = . 3 

P4 = 

Esto. es: 

r1 1 k1 ·. ·· .. ·· .. 

k2 

l::r k3 

k· 
4 

Donde: 

K' = 

...... ...: .. 

k1 e1 

k2 82 

k3 e3 

k4 e4 

ª1 

82 

ª3 
y 

84 

las fuerzas axjales 

. en las barras. 

<.k j = Rj gj dez cie la barra i) 

r P l 
L _J = [ K'] [e J 

(Matrjz (djagonal)de ri~)dez 

de las barras). 
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e). 

N O T A 

L 

Se llama rig1dez kj de una barra j cualqujera, 

a la relaci6n entre su fuerza axial resistente 

y su alargam)ento. 

p 
= k , o b:I én p = k e 

e 

Para una barra sujeta a una fuerza 
~xlel~~ k =E A/L 

A::: Area de su sección 

Consideremos que k
1 

= k
2 

= k
3 

= k
4 

=l.O Ton./cm. 

1 o o o 

K' o ·.1 ··n o = 
o o 1 ~ o 
o· o o 1 

'·. 

Obviamente [ A T] se puede abterier directamente, par ser la 

__ transpuesta de [AJ, pero para ejemplificar mejor 'sto, 

consjderamos que nci conocemos [AJ. 

•.'· 
. . . . . . . 

. . Apli cánéfo e qui l::i b.ri o· teridremas: 

rF1l 
= l , las cargas apl.i cadas en los nudos. 

F2 l 
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En nuestro !:! jemplo basta con cumplí r L F = O, para cada 
. z 

nudo. 

Ajslemos al nudo 1 (supongamos posjt5vas a las fuer 

zas en las barras, esto es a tensión). 

z J. 1 

F
1 

= 10 Ton. 

Ajslemos al nudo 2 
·: .. 

= 

F2 == 5.0 Tan. 

O .bien: 

o -1 
..... 

1 1 



Donde: 

[A TJ '•• 

= 

l~ 
o -1 -: ] (Matd z de equjUbrio) 

1 1 

Observe que se cumple que la transpuesta de la matriz de con-

tinuidad es jgual a la matriz de equilibrio. 

Obteniendo K = A T K' A 

! 
1 o o o 1 o 

.. LK ]=. ~ 
o -1 -~J o 1 o o o 1· 

1 1 o o 1 o -1 1 

o o o 1 -1 1 

l K ]= [ 3 -2] 
-2 3 

Observe que [ K ] es simétrica * 

2. Obténgase los despla.zamientos en los nudos. 

ÍF1 l 
[ K 

fd1 l 
lF2 J 

= lbJ 

ria l 
L: 

-21 r d1 i = 
3J Sustj tU1¡endo: L s J Ld2 J 
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O bien: 

10 = 

5 = 

• Lo que es muy sjmple de demostrar en general. 

Si K :::: A T A se sjgue que K T = A T K' T A. 

pero K' IK1 (por ser djagonal), por consjgujente: 

l A T A 

Resolviendo el Sjstema: 

= 8 cmts. 
" o 

? cints. 

J. Deformaciones en los mjembros: 

[e]= [A] [ci] (Continuidad) 

r ::1 
1 o r ª l 
o 1 l1J 

= 
e3 -1 1 

e L. -1 1 .. •.J l. .1 

66 
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4. Fuerzas en los mjembras: 

.. ; .. ~ ~-
:V..:.~ 

r 1 L K '] 
T e. 1 LP J = L J 

r:: t 1 

r: l r : l 1 
= 

t::J 1 lJ l ~: j ' . " 
. 1 J .. 

I 
s. Se comprueba el equHibrio: 

f F l - LA ~J rp 1 = o 
l .J l.. J 

.. ria l r: 
o -1 

-:J r: l l sJ 1 1 = o 

[~: J 
10 10 = o .,,.... 

5 5 = o ,,.. 

IV.3. INTRODUCCION AL METODO DE LAS FLEXIBILIDADES. 

Consideremos la ecuacjÓn de equil5brio: 



Definimos coma estructura Isostática a aquella en que con sólo 

la ecuacjón de equjlibrjo se 

cánjcos en las barras [PJ. 
sea cuadr_ada y_ no s j nqular. 

pued~n obtener los elementos me-­

Esta defjni. ci.ón j mpU ca que r AJ T 

En nuestro ejemplo [A J T no es -

cuadrada (2 x 4 ), esto es, tenemos dos ecuaciones con cuatro -

fnc6gnitas. Se define como estructura hiperest~tica a aquella­

en la que [AJ T es rectangular de orden Nn x Nb (Nn = f\Jo. de -

Nudos, Nb = No. de Barras ) y tal que Nb > Nn v además que de -

ella, se pueda obtener una matriz cuadrada de N x N elementos 
n n 

y no singular. 

A continuación trataremJs de expljcar esta definicjÓn: 

a). Si ·[AJ T es cuadrada y no singular se pueden obtener to­

das los elementos [PJ , por equjlfbrjo como~ 

Por Ley de Hooke las deformaciones. 

r 1 L t. J = 
-1 

[K'] -
1 

existe ya que siempre es diagonal, y suponemos 

elementos.de secci6n no nula. 

V de continuidad los desplazamientos de los nudos, como:. 

" o bien cama; (sustituyendo): 

-1 

-1 r €. i 
L ~ 
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de donde se deduce que: 

[ K J -1 
-1 

lo cual es solamente váljdo para estructuras isostátjcas. 

b). Sj la estructura es hiperestáti ca, la matriz [AJ T es rectangular 

f\1
0 

x Nb , por lo que en el ecuación .di= equilibrio [ F j:::: [AJ T [P J 
tenernos m~s jnc6gnitas que ecuaciones; para que exista cuando me­

nos una soluci6n (estructura estable), ser~ necesario que se pue-
r 1 

dan "inventar" Nb - Nn valores de L P j y calcular los restan--

tesv ! 

r 1 [AJ T r ~: , 
L F J = LPJ 

~ =~a l l J 1 
N n 

Nn ¡Nb •• !'J _J 

J 
Nb 

n 1 Nb -N 
n 

J 
Por lo cual para la matriz cuadrada N x N que se puede obtener, 

n n 
se determina que no tiene renglones linealmente dependientes. 

Existen N barras que forman una estructura isostática y ~stable; 

las colum~as ·de [ A JT correspondientes a esas barras forman una 

matriz no singular. 

Aclaremos estas ideas can nuestros ejemplas: 

Se tiene: 

= 4 y 

[0
1 [A] T = 

o 

1 

1 2 

N 
n 

-1 

1 

3 

= 2 

-; J 
4 

1 
(Nudos) 

-- 2 
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Nuestra ecuaci6n de equilibrio es: 

o -1 -: J 1 1 

Podemos dar a P
3 

y P4 cualquier valor y calcular los valores -

de P
1 

y P2 , va que la matrjz formada por las columnas 1 y 2 

de [A] T no es singular 

[ : o 
.., 

DET = 1 f. o 
1 

Decimos que las barras 3 y 4 san las barras redundantes 

y las 1 y 2 , forman lo que podríamos llamar la estructura 

primaria. 

1 

OJ w - Estructura 
1 2 Primaria. 

GJ w - Barras Redun 
3 4 . ;:, dantes • 

2 

Efectivamente, podemos contar las barras 3 y 4 (e darle cual­

qujer valar a sus fuerzas axjales) y la estructura será estable. 

A la matriz cuadrada de N 

llama (Ao J 1 
y al restan 

T 
se le -

70 
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= 

En nuestro ejemplo: 

T 

= [: :J 

Í(N 
1 n .... 

1 
x N )'( N x (N8 -Nn 

n 1 n 
' 

= 

N6tese que hay varjas posjbjljdades de estructura prjmarja; 

por ejemplo: 

Barras , cuva matriz [ Ao J T 
, 

sera: 

[Ao J T -- [ 01 -11] ( 1a. y 3a. columna de [AJ T 

det [ Ao] T 
1 # o. = 

) 

. m G} 0 w Otras pos:i.bHdades podr:Ían ser: . 
·' 

m w . 

No se puede escoger como estructura primarla a la GJ [9 
porque 

det = o 

Efectivamente, cortando a GJ ·y @] la estructura es jnes­

table. 

1 
1 
f 
1 



IV.4 EJEMPLO INTRODUCTORIO AL METDDD DE LAS FLEXIBILIDADES 

Con el concepta de estructura primaria podemos desarrollar 

otro método para resolver el problema estructural, usando 

los tres prjncipjos fundamentales pero en otro orden (Equi­

ljbrio, Ley de Hooke, Continuidad). 

Consideremos al mismo ejemplo y elijamos a OJ v []] oomo­

la estructura primaria, ( W y W serán las barras­

redundantes). 

1 

1 

4 

1 2 

2 

Cortemos a las barras 3 y 

4 , y supongamos que en 

esos cortes abran fuerzas 

desconocidas R
1 

Y R2 -

(Las Redundantes), que -­

obvjamente serán los va--

lores de P
3 

y 

respectlvamente. 

a) Equilibrio. Nuestras ecuaciones de equilibrio ser6n: 

e: 

= p2 + R1 + R2 



~ ' ' ' 

o bien: 
• : ¡ 

-·i··M 
r-...;.:··' 

r F 1l í 1 o -1 
-1 J 1 p 1 l 

la LF2J = 1 1 1 l :~ J 

si: r p 1 = 
r ·p 1 l 

L ºJ l p2 J 

V 
r 1 
L R J = 

Í R~ 
l R2j 

Se tiene: 

[ F] = [CA
0
l T [AR]][:º] =[Aof [Po]+ bJ T [R J 

De estas ecuaci.ones podemos despejar a ~oJ ya que [ Ao J T 

no es singular. 

[ Ao] T [
p 1 - r F 1 _ [ A J T 
ºJ - L J R 

• Í 1 Íll 1 T J-1 f 1 Í Í .1 TJ-1 [ ] T • • L Po J = L Ao 1 L F J - LLAºJ AR 

En nuestro ejemplo: 

Í r J T J -1 _ [ 
1 

O J LlAa - O 1 

.. 



r p l = 
l ºJ 

o bien: 

Pero tenemos que : 

'· .4 

Po~ consiguiente: 

r : 1 l 1 
o 

[ :~]= 
- -
o 
o 

o 
1 / 

o 
o 

r 1 r 1 

L F J - lo 

rF l 
l F ~ J 

+ 

E:sta 
. , 

podemos escrjbjrla ecuac:ton como: 

r p i 
L J = [ ºo J [ F J + [bRl 

·donde -1 

o 
1 

1 

-1 

1 

o 

r R 1 
L J 

[A~]-~ 1 r b 1 = ; [ bR J = 
L º J 

[o] 

-1 

1 

:'¡ 

-1 

o 
1 

-~ J r 1 · 
L R J 

Í R1 l l R2 J 

( 9 ) 

~~j- ~1-[_ A~]_ 
. [ I J 

...JI 
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b). Ley de Hoake. Para este principio se tiene que: 

e)• 

r 1 r K' J r € l 
L P J = 1 L J '-

pero rK 1
] L . es cuadrada y no singular par lo que existe su inve~ 

[ K~ 
-1 

rW 
sa que llamaremos (Matriz de 

las barras); obviamente que es también 

flexibilidades 

d~ agonal (como 

y tal que f. 
J. = 

Así que: 

[EJ = [ 

Sustituyendo ( g 

f 

' ) 

1/,. 
L.~ l.. 

J r 1 
L P J 

en ( 10 ) 

L E 1 ~ l f ] [ ba 1 [ F J 

( 10 ) 

+ [ f J[ bR] f , 
LRJ-(11) 

ConUnuidad. Cons:i. de remos a los desplazamientos relativos de-

R.1 y R2 corno nuevos desplazamientos, llamémosles u1 \j -
u2 respectivamente. 

r 1 r u1 l 
L u J = 

L u2 J , . . . .~ 

Pcir conslderaclones geométr;cas obtenemos: , \' ¡I • / i • 

1 d1' d2' u1 1/ u2, a partir 

1 e 1' e2, ª3 V e4 . 
3 4 2 d1 = e1 

"T .,... d2 = ª2 
V ti R 1 R2 1 v3 

. U1··= y1 + v2 V ...-

~R1 2~R2 
rv4 2 ... 

º2"= v3 ·+ v4 

[' : : "'"' 

de 



Si. 

v1 = e1 + e3 J 
V-' 

2 

v4 = -e2 v3 = e1 

. 
u1 e1 -e2 e3 . . = + 

u .,., e'\ -e + e4 
2 2 

O bien: 

1 :: l 
I 

1 o o o 

o 1 o o 

~1-j 
= 

l 
1 -1 1 o 

u2 1 -1 o 1 

pero: 

G 
o o :] = 
1 o 

[ -1 1 

:1 = 

-1 o 

Pcr consiguiente: 

= [ bo 1 T 

( bR] T 

i 
l 

= -e2 

+ 84 

r e 1 1 
l:: 1 

[ b 0 ] 

T 

l bR_l 
T 

-< 12) 

-< 13) 



Los valores de r lctb • ct i L u j e eran . e ser nu os va que los cortes en las ba-

rrc¡s LlJ y W no exjsten¡ ésta es la condjcjÓn de contjnuidad. 

Sistjtuyendo la ecuacj6n (11) en la (13), se obtiene 

r u 1 
L .J 

= 

pero como [u] = O, se puede despejar [ R J. va que la matrj z - - -

[bRl T [ rl[bRl es cuadrada v no s•ngular, quedando: 

= f f bo (14) 

Ecuación ~ue ncis da los valores de las redundantes 

Sistituyendo esta ecuación en la (9) 

r 1 [ ]r 1 l P j = bo l F J - [bRJ[[bRT f bR J -1 
[bRT f baJ] [F J 

r p 1 
L l =[[boJ - [bR] [bRT f. bR ] -1 [bRT f bo J] [F J 

Ecuación con la cual determinarncs los 

Donde : 

r bl 
l J 

elementos mec6ni.cos, en los miembros. 

f f oaJJ 

Para obtener las deformaciones en los miembros; sustitufrnos en la ecua 

cián ( 10 ). 

re.1 
l J (16) 

17 



V si subst1tuimos en la cuación (12) obtendremos las desplazamientos 

en los nudos. 

- (17) 

Se puede demastrár y es obvjo que así debe ser, que: 

(Inversa de la matrJz de rigi-

dez dela estructura). 

Apliquemos los resultados anteriores a nuestro ejempla. 

51 [be]=[~ n 
1 

1 

1 

Se obtiene : 

Invirtlendo : 

f 

1 

[

3/5 

-2/5 
-2/5] 

3/5 



Obt - f;bRT engamos l' 

[ 

3/5 

-2/5 

-1/5] 

3/5 [: -1 

-1 

1/5] 
1/5 

Obtenemos, ahora, [ b] ; 

[ b J =[ro] + rbRJ [ - [b/ f bR] [ b/ 

= 

1 

o 
o 
o 

o 
1 

o 
o 

+ 

3/5 

2/5 

-1/5 

1 

-1 

1 

o 

2/5 

3/5 

1/5 

-1/5 1/5 

1 

-1 

o 
1 

[ 

-1/5 

-1/5 

f 

1/5 J 
1/5 

Ahora, calculamos los esfuerzos con la ecuación (15) 

í 1 
l p J = 

r 1 
L p J = 

[ b ]í F 1 L . j 

3/5 

2/5 

-1/5 

-1/5 

2/5 

3/5 

1/5 

1/5 

(tan.) 

bo) J] = 



V los desplazamjentos con·la ecuación (17) 1'·. 

',h 

rv ...;... ' 

[ d J -- [boJT [ f ][ b J l F J 
r l [; o o :] 1 l 3/5 2/5 L d J= 

1 

J 
2/5 3/5 b] 1 o 

1 -1/5 1/5 
= 

1 -1/5 1/5 

[d ]= [ 3/5 
2/5 

[d} r.s 1 
L 7 J. (cmts.) 

Resultadas que concuerdan con los abtenldos por el método de las . . 

rigideces. 

'•'.º ... ' 

. .. •.,, 
•! ........ " 



R E 5 U M E N 

....... ...;..··-· 

Tenemos ya los elementos necesarios para poder establecer un 

procedimiento: 

l) Necesitamos elegir una estructura isostática de la hipe-

restática, numerando nudos y barras, tal que las barras 

redundantes sean las Gltimas en numerarse. 

f_ 
2) Determinar la matriz [AJ , tal que: 

= . .. 
'' ... <> · · · )) Obtener: 

.,4) Determ:J.nar: 
~. • ·' ¡ 

't • .. 

5) Constru:f.r la matrlz de fledbHldades 

( 
L . 

)1 .. E'A ,,¡' 

.. 
·• ... .. 

4
EA ·. [ f J== ( >2 

L • J 
6) Se obtlene f R 1 

L J coma: 
r 1 
l R j = - [bR T f bRJ -1 [ T· bR f bo] 

r , 
l F j 



Obsérvese que [ R J tamb1 én se puede obtener resolvlendo el sistema de 

ecuacjones: 

[ b.R T f b J r R 1 
R L J= 

rb T 
- L R 

7) Por equilibrio se obtiene 

8) Por Ley de Hooke las deformaciones en los miembros 

9) V por Continuidad los desplazamientos en los nudo~ : 

T 

10} Por último convendrá comprobar los resultados como: 

/ 
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V. VECTORES ESTRUCTURALES 

'. • .... ·1 

•.' 



V.1.- Generalizaci6n de los Vectores Fuerza y Desplazamien 
to. 

Tratando de dar un significado mas amplio a estos -­
conceptos mostra1nos las Fuerzas ::;¡ los Desµlazamientos que -
se presentan en los diferentes tipos de estructuras reticu­
lares existentes. 

- Estructuras Unidimensionales: 

[Fj] > Fuerza Aplicada en el nudo j. 

r 1 
ldjj ; Desplazamiento del nudo j. 

Armaduras Planas. 

Armadura en el Espacio. 

ÍF .1 == 
l Jj 

- :.1arco Plano. 

r F jx l 
1 Fjy , 

l Mj z J 

SJ 



- Marco en el Espacio. 

F jx djx 

f jy djy 

r 1 F jz r. l dj z 
l F j J ::: ; Lºj = 

Hjx . J e. 
JX 

Njy <9-jy 

_Mj7:._J e-jz 
~. 1 .· . .,_,.. .· .. 

. . 
o: Retícula ... ·; Malla Plana 

r 1 r ~jz l r , r djz l 
lFjj = l ''j• ldj J = l 6"jx ~ 

MjyJ·. e-jy J 
En donde las Fuerzas aplicadas y los Desplazamientos 

ocurren· en- la direcci6n que·el subindice indica. 

V.2.- Transformación de Coordenadas. 

Frecuentemente los .Vectores: .de Fuerza y Desplazamie!!_ 

to Jos referimos a sistemas de ejes coordenados globales, -

sin embargo, las acciones, (deformaciones y Esfuerzos} que­
se provocan sobre los miernoros de la estructura. es necesa­

r i o re fe r i r 1 as a s i s te m a s e-o o r den ad os 1 o e a l e s p a r a e o n o e e r­
d ir e c t amente el sentido fisico de tales acciones. 

Tratando de hacer compatibles las operaciones vecto­
riales, dichos vectores se someten a procesos de transform~ 

ción» tuyo significado es un caml.Jio de coordenadas, ae t3.l-. . 
manera·que para tal efecto podemos considerar dos tipos de-
transformactdn: 02 Rotaci6~ y de Traslación. 

... 
;· ~-- ~ '¡, ·; .•• ! ' • \ ·' ' ' '' .- .. ..,, ' 

' .' <o.•, 



. Coordenadas Locales 
~.,,:. .. 

y 

Coordenadas Globales 

a).- Rotación. 

Espacio Bidimensional. 

En la figura siguiei/te se aprecia como las coordena-­
das lo] se convierten ~ d J girando un ángulo €r. ·Esto se ex­

presa matemitfcamente de la siguiente manera: 
'( 

q 1\ 

f dx l r:·1 \¡. AJ'- cos sen o 
..,, dy = -sen cos o 

lo~ l C.f; fY ldz J 
,, 

o o l 
.D X 

1 z.. X: 

Esto es, si consiueramos a las coordenadas globales 
[ oJ y a las coordenadas locales [ d J • se tendría que µara -

pasar de unas a otras: 

= [ T J 
o bien: 

. . 

-~~Eijl!E J:J& &@ Jf.I .~~is 
.. .,,: . 



. . ·. 

Espacio Tridi~ensional. 

Es este caso el más co1nplicado de todos ya que com-­

prende la utilización de nueve 5ngulos µara poder efectuar­
la transformación. Sin einbaryo existen algoriL1os gue po-­

oen a dicha transformación en función de un sólo án~ulo, lo 

e u a 1 es mu en o · ·¡u á s f á e ·i 1 de 111 a n e j a r • P a r a e o n su 1 ta r ta l es -

transformaciones habrá que dirigirse a la referencia número: 

<O 

La Rotación queda definida con 1 a matriz l\. 3 donde: 

(b X a 

1 

COS oL. X 1 cos cos 6 x' 

AJ /3 1 

( 

= cos oL y 1 cos cos J y' 1 y 

cos ~ z' cos ¡0 z 1 cos r zª 

C><.-//0 ,,,,. 3\· = f\ngulos que forman los ejes X'. Y'• Z' con 
los ejes X_, l,.y z• 

.· 

' ' 

I 
I 

11 x' 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

,, 
yº 

,,4 

La'.·11ia.trfz de Transformación para vectores de seis com 
~ . .. . ... .,,. 

ponenetes·ser1a: 

:· · .. 

.. •"' 

.,···· ' .. ,, · ... '' ··.'· .. 
' . ,. ~ .. 

~ ' -. ;;" . ' .. 
'. -~ .. 

·. '~. . .· ... 

. . .. ~ . 
". ;. ,· 

, .. A.~ . 

o 
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V , T V 

V' = Vector referido al sistelila X', Y', Z 1 

V = Vector referido al sistema :.<, Y, Z 

Por último,. hay que hacer notar que la matriz ../'...es 
ortogonal, esto es: 

T -1 
./"'>- = .!">-

Resultado interesante que nos presenta en forma gene 
ral, que siendo: 

V • T V se puede obtener 

V T T · V' 

b) ... Traslación. 

Un sistema coordenado también se. puede traslad·ar qe-­
un punto A a otro B , como se indica en la figura siguie~ 
te$ de la cual podemos concluir que: 

h. Y' 

y 
X.' 

•'·':'.· • . 
.... 

A V, X 

[~,Yf\] 

81 
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,, 

V• ;?, v1 bV 3 1 

v2 :: Vz + a V J . .'·:-. . ' ...... ~ 

V • . ::: Vj J 

o en forma matricial: 

r V l l 1 o -: l ~ 1:: 1 
l ::J 

::: o l 

o o l J l V3 J 

es decir: 
I 

.. 
V• ·= H V· ._ .... · .. 

~· .. 

· .. . ·: '' 

donde: -b :: (Y A YB) 

V .3 • - i~a tri ces de Tran·spo.rt'e .. 

V.3.1.- Matriz de Transporte <le Fuerzas. 

En forma general podemos plantear el concepto de ·tal­
matri z, COiilO; 

Sea el conjunto de fuerzas P3 aplicado en B se re 

quiere transportar al punto A • Por ~stática se outi~ne el 
siguiente resultado~ 



r p AX l l o o r p dX l 
: ... 

·..,...: .. ' 

p AY J = 
ü l o l ~UY J 

li'!Az (VA - Y1) - (XA - XB) 1 i\.sz 

O sea; 

= !la tri z para transportar fuerzas de a A • 

I 
V.3.Z.- ~atriz de Transporte de Desplazamientos. 

El problema lo plantearemos en forma aniloga al ante-
rior. 

y 

= 7 

A 
~-'--~~~~~~~~..,,,..x 

Suponyamos que a A se le da un desplazamiento dA , 

cuanto vale d~ si la barra AB se considera rígida; por -
geometria se tiene: 

o 

l 

o 

(y A - ·y B) 

-(X/.\ - x8 } 

·1 

r dAX l 
I dAY j 

L t)¡\Z J 



Es decir: 

= Matriz para transportar desplazamientos de 
A a ~ 

. .. . · .. ·· . . •.' .. - .· 

'. I . ~ . . . . 

•. 

' .. 
- ... ' 

••', .. • . 
.. . . ·' 

:... -. : ~· . 

..... 
. \ ' '· ... . . . -· 
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VI. ELEMENTOS ESTRUCTURALES 
. ': ! 



. ]l;L- Definición <l~1 Elemento Garra. 

Se ha manejado inJistintamente el tér,nino "barra",.en­

los capítulos anteriores~ creo que conviene aqui hacer un -­
resúm~n de las características de f!ste elemento estructural­

para que pue;;t!a ser considerado como tal y µuedan ser aµlica ... 

bles los teore1:ias, principios o Leyes a los que se ha hecho­

referenci a. 

Las barras se reµresentan gráficamente por su eje, el­

cual se define co1no: ·"El lugar geométrico de los centros ue­
yravedad de todas y cada una de las secciones transversales­
de la pieza" { .1.). V deben cumplir con las si~uientes condi 

ciones: 

1) .- "Su· 1ongitud debe ser cuando menos cinco veces m!_ 
yor. que la ~enor de 1as dimensiones transvdrsa-­
le~· de .. d tcha oarra" ( L). 

, .. 
' ... ·- .• ... 

2).- us~;radio·de i~rvatura debe ser cuando menos cin-
- .. ·. . -

co veces mayor qü~ la menor de las dimensiones --. . . •, .· .. 
· tr.ansversáles de la barra en la sección considera 
da 11 .(4 )·. · · 

3).- la.mayor dimensidn;de cualquier sección transver­
sal de ~sta9 debe ser ·manar o igual a cuatro ve-­
ces la menor dimensi6n de dicha secci6n. 

Aten<;iiendo a Sl!· eje las barras pueden clasificarse en: 

a) Espaciales.- Son aquellas cuyo eje es una linea ala 
beada cualquiera. 

b) Planas.- Son aquellas 1::n las cuales los ejes 11 Y" d~ 

todas las s~cciones transversales de éstas se en--­
cuentran en un plano anico, esto es el eje de la -­
barra esta cant~nido en dicho plano anico~ 

... -
t!!Ü!til '·t ER 



A la barra plana de eje rec-;o se le llama 11 vi~a". 

Salvo que se especifique lo contrario los elementos -

con que tral>ajamos son "barras planas". 

VI.2.- Propiedades de Rigidez y Flexibilidad en ~a-­

rras. 

La relaci6n que existe entre las acciones y los des-­
plazamientos es el punto más importante del Análisis EstruE_ 

tural. Una forma muy conveniente de expresar esta relación 
es mediante ecuaciones de acción y desplazamiento. Conside 

--;::i.-

rece el resorte linealmente el~stico mos~rado en la siguie~ 
te figura~ 

D 
•, . ... ., 

La Acción A comprime a1 resorte produci.endo e:l. despl-ª. 
zamiento D del extremo de éste. La telaci6n-en·A y··o·µuede 
exptesarse ~ediante la ecuaci6n de desp1az~mi~nt~: 

D - fA. 

Donde Fes la Fle~ibi1idad del resorte, y se define -
como el desplaza111iento producido por un v_alor unitario de A. 

La relación anterior µuede ~xpresar~e ta~bién por una . . 

ecuación <le acción _que expresa a A. en·· fi.rncióri_-.-de: D; 

A = K D 
·· ... 

En este caso K es la rigidez de1 resorte, la que se 

define como la acción necesaria para producir un desplaza-­

miento unitario. 
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Las mi s1;1as relaciones generales que se aµlican al re-

sor te son váliJas para cuah¡uier estructura 1 i n e a 1111 en-Le 

elástica que esté sujeta a u na sola acción. Un eje1.1¡;1o se-

da en l a s i g u i e n te f i g u r a , d o n de s e : il u e s t r a u n a v i g a l i b re -

mente apoyada. 

A 

l/ 

El desplazamiento D mostrado en la figura es la de--­
flexión vert~cal en el punto tionde actua :¡; .•. La flex:fbilidaa 
f es e 1 desµ 1 a z ami en to pro d u e i do por un· va 1 o r un i ta r i o de -
la carga. La rigidez K, igual a la inversa de la Flexi~ilj· 

' ·..,...... .. 
d~d,.es la acci6n necesaria para producir un valpr unitario· 
del desplaz,miento. 

1) =--- A ; F = 
Ao El 48 El 

'• • • • ~· 1 

.. · .:. ·. ·: ' . '. 
' ~ L •:' 

•' 48 El 48 El .. 
A ::::1 D K = 

L3 
, 

LJ ,: .. .... 
•' 



Considérese ahord un eje1:1plo 1aás 9cneral en el que la 

estructura esti sujeta a tres car~as. La forma (elistica)­
produciJa por las cargas 4ue accu~n sobre la viga (A1 , A2 >­

A3) si1nultáneamente, producen los d~!splaza.mientos u 1 ~ o2 ) -

o3 • Utilizando el Pr1i:Jcipio 9e Su¡_>~_..!:..QOSi~. q1.rn en yeue­

ral estai.ll0ce "4ue los efl.!ctos ¡;roduciJos por varias causas 

pu e <i en o l.> ten e r se e o r.1 iJ i na n do 1 os efe et os de o i dos a l a s. e a u - -

sas individuales··. cada uno d~ las desplazamientos puede e~ 
prt!sarse con!o 1a suma de los. Jesµlazarilientos debidos a las..; 

cargas A1 , A2 • A3 , actuando seµaradamente. 

<,:;_ 

A¡ 1 t A2 

r 
'4,AJ ,§;. ¡p_ 

(a) 
;;:-;:;¡; 

(b) 1 

. l l . -----::.:ri~ 
¿;-y-:=-J::--~F21 ( ·¡} 

Fll . "F 

---·~ - .,,,- ~ ' . 1 
§-._ l:--- -¡( f LL • 

' -- .,.. F m 
f ¡3 23 
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Por ejemplo, el desplazamiento o1 está dado por la ex 
presión: 

en donde 011 es el desplazamiento correspondiente a A1 y -­

causado por A1 , 012 es el desplazamiento correspondit!nte a­

A1 y causado _por f.i¿ y u13 el desplazainiento correspondiente 
a A1 y causa<lo por A3 • Ue lílodo similar se pueden escribir­
dos ecuaciones adicionales µara a2 y a3 . Aquf cada despla­
zamiento es directamente proporcional a una de las carga. -
Esto es, por ejemµ lo, 012 es causado por A2 y porr lo tan to­

es igual a A2 multiplicada por un cierto coeficiente que --
11 amaremos F12 ~ 013 será igual a A3 por F13 , etc. Exp1ici­
tamentei por lo anterior~ podernos escribir la~ siguientes 
ecuaciones: 

º1 = f 11 Al + F1z Az + F13 A3 

º2 = Fzl A¡ + F2z Az + Fz3 AJ 

D3 = f 31 Al + F32 A2 + F33 A3 

Cada miembro derecho de 1 as ecuaciones anteriores es-
un desplazamiento que está escrito en la forma de un coefi-
ciente multipficaao por la acción que produce el. desplaza--
miento, a dicho coeficiente se Je llama coeficiente de -
flexibilidad. 

. 
Si en vez de expresar lós desplaca~ientos en términos 

de las acciones, ~xpresamos ecuaciones que describan las -­
acciones en términos de· los desplazantientos. obtenernos el­
siguiente resultado: 
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,,. 

A .l = Kll D¡ + K¡z º2 + KlJ D3 

A¿ = Kzl º1 + K22 º2 + 
,, u "31 3 

,- .. -·-

Al = K3l º1 + K32 º2 + V 
1'33 03 

Estas ecuaciones pued~n obtenerse, por ejemplo, resol 
viendo el sistema de ecuaciones anteriormente presentadas. 

Como se estableció anteriormente, la riyidez represe~ 
ta una acción deói<la a un dt:splazarniento unitario~ µorlo -
tanto el coeficiente K11 representari la acci6n correspon-­
dtente a A1 cuando se introduce un desplazamiento unitario­
en D1 , en tanto que los delplazamtentos o2 y o3 se mantie-­
nen igual a cero. Ue igual manera K12 es la acción corres­
pondiente a A1 causada por un desµ1azamiento unitario en o2 
cuando o1 y o3 son ig~ales a cero. La interpretación físi­
ca de las -coeficientes d~ rig~uez se ilustra en la siguien­
te figura: 

·.~ 

LS. - -
;/# 

1 
1 



La discuci6n se puede generalizar pudi~ndose obtener. 
para una estructura sujeta a cualquier número de acciont!s y 

desµ1azawicntos, las ccu.lciones c,_? _ _rrespondientes µara un nú 

mero n de ecuaciones y ¡;ilra un número n de desplazamientos. 

Las ecuaciones de <lesµlazamiento pueden quedar de la­
siguient~ manera; 

º1 = Fll Al + f 12 Az + + Fln An • ...... 

º2 = F ¿¡ Al + f 22 Az + + F2n An . . . . . . 
• . . . . . . 

! 
ºn :: Fnl Al + Fn2 Az + . . . . . . + f nn Ali 

Que expresadas mátricialmente darían: 

º1 l f 11 Fl2 . .. . . Fln 

r :: 1 º2 f 21 F22 . . . . F.zn 

L~J· 
... . . . l:J .. 

f nl Fnn 'nl 

D = ·F A 

Donde Fes llamada la Matriz de Fle-xibilidad de la es 
t ructura. 

De igual forma las ecuaciones de acciones podemos ex-­
presarlas de la siJuiente manera: . 



Al Kl 1 Kl2 . . . Kln iJ 1 

A¿ K¿1 K22 . . .. K2n íJ 2 
:::: 

~ . 
An Knl Knz . . . "nn Dn 

A = K D 

\<.. = ..tatriz de Rigidez de la Estructura. 

ví.3.- Formación de la Matriz de Flexibilidad de una Garra. 

Se muestra enseguida la formación de la :ü~.triz de Fle­

xibilidad del ~xtremo de una 0arra, no se profundiza más en­
e11a debido a que en los próxiurns temas se u.Sil muy .poco, - -

aunque puede ampliarse y generalizarsQ el concepto tan gran­
demente como se amp1fa el de rigidez. 

Obtengamos la Matriz de Flexibilidades aplicando· fuer- . 
zas unitarias en el extre~o b de una barra. 

(a) 

{b) 

(e) 

.: ;-, ·e~ ... - r -::..~·,.e¡''"'.~ .;• 
···,·' 

A 

. ....--------

1 
.r. 

B 

_L 
EI 

l 
El 

('Nomen e 1 atura) 

. ¡....._f. L ---

~ 
. M (x) 

l//////I 



los Desµlazamientos originados por la aµlicación de -
fuerzas unitarias serin los siguientes: 

o o 

o 

u 

t 11 = Desplazamiento originado en. la dirección 1 pro~ 
vocado por una fuerza unitaria aplicada en la -
dirección l. 
l 

= Al Area de Momentos = 

f 22 = Al produc\;o del A rea de 

L X l 
El x 2 

Momentos 

L2 

2EI 

palanca al punto donde se qui~re 
por el brazo de 
conocer el des-

p 1 aza1n'h.~n to. 

f 22 ;¡: 

L2 
.( 

2 :: 
L3 

2EI 3 3 EI 

Similarmente para los de111 ás despl azami en tos .• 

f33 
l 

X = l = 
El L ti 

f 23 = L 
X 

L :::: 
l2 -

EI 2 2El 



l u o 
EA 

[fbb] o 3 L2 L 

3El 2f I 

2 L o L 

2EI El 

V·I.4.- formación de la Matriz de Rigidez de Nudo~ 

La Matriz de Rigidez de una barra la formare~os a pa~ 
tir de la obtención de la rigidez de uno de sus extremos, -
de igual manera que para la í·iatriz de Flexibilidades del Ca 
pftulo anterior,, consideramos un miembro con uno de sus ex­
tremos empotrado y libre el otro~pero en este caso aplicar~ 
mos desplazamientos unitarios y determinaremos las fuerzas­
necesarias para producrilos; como ya ~e sabe estas fuerzas .. 
se llaman coeficientes de rigidez ~ forman parte de la Ma-­
triz General de Rigideces de.la Estructura. 

A 

B B 
A ,~-: ------- -· . .., 

11 a ·-. -· 
l 

~ ~ 1!) 
1 K65 

Kss l . 

~ =:::::::::::::: ~ K66 

K56 . 

::: 12 El 
3 .L 

4 El 



A~ ru pando teneu1os que; 

·¡" .. -

EA -.....:.: 

o o (4) 
L 

Kob o 12 El 6 El ( i)) 
3 ;¿ 

L L 

o 6 El 4 EI (6} 
2 L L 

{4) (5) (5) 

A la matriz asi' obten/da~ la consideraremos Riyidez -
"No.Acoplada~ de barras de secci6n constante. 



VI.5.- Relación entre riyiJeces "ifo Acoplauas 11 y rigiJeces 

"Acop 1 a<l as''. 

d ' = o A 

H O ACOP LADr~. 

p 1 

A d ' A 

p ' 6 

ACOPLADA 

La relaci6n existente entre las fuerzas y los despla­
zamientos en un miembro está dada por la Ecuación; 

r f Al kAA l<AB r úA l 
::;: ( I) l FU J L dª j k ¡;A kBU 

Esto es: 

FA = kAA dA + kAiJ dB ( 1 ) 

F = B kúA ºA + kBB d B (2) 

Por equilibrio tenemos que: 

FA = Hl3A Fa 

Sustituyendo en ( 2) 

FA = - HBA f 3 = - HBA (kBA dA + ks~ ds) 
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Comparando con la ecuación (1); 

kAA ::: - HBA k { 3) UA 

kAB ::;:; - HUA k . ~ .. (4) 
DD 

Si tenernos que por sfo1etria 

kBA 
T HT ::: - kBA UA 

Pero k .. B 
T entonces: como = k6B IJ 

kBA = - kBB 
T 

HBA (5) 

Sustituyendo éste valor en (3) 

Por lo tanto, sustituyendo los valores correspondien­
tes en la EC (I) : 

kAll HiiA kBU 
T 

- H¡¡A ks¡¡ l H,,A o 

= - - - - - - --
koB - kuu 

T 
kBB ! Hu,, L .. """ - _J 

[kABl , eAs la llamada Hatriz "Acoplada" del m.iembro 
:J B , donde 



1 o o 
yl 

[HuJ = o 1 o . 
t 

o j_ 1 A J 

''Con o e i e 11 <lo l a m a tri z a e o f) l ad a de 1 as b a r ras que fo r -

man una estructura bastará referirlas al Sistema GloiJal de­

l a m i s ¡¡¡a y aµ l i e a r e 1 . ! é todo de l a Suma , p a r a o b ten e r l a ;.¡a 

triz de Hiyidez K de la Estructura: 
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\/ I. G • - E n s a 111 u 1 e u e l a ; ta t ri z <.le ld J ici e e ~ s • 

Vl.6.1.- Regla de la Suma. 

Considérese la uarra A b de una estructura rual 
quiera. Sea kAB su rigidez acoplada y referida al sistema 
g 1.o(¡ a 1 X - Y ' • 

Siendo: 

La Matriz ensamblada de la estructura se o~tendri .me­
diante la siguie~te expresión: 

"ln k,\Aj kABj 

K = ~ -i - - - -
j=l kBAj 1 kuBj 

A s 
La Ejemplificación de esta expresión se dará en lOS'­

ejeffiplos del terna siguiente. 
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VI.6.2.- Generalización de La ;.1atriz A 

Para una barra, cualquiera~ hemos observado que; 

YL. 
X 

= 

Y ademis~ que los d~splazamientos ó un vector en ;e­
neral al referirlo a ejes locales de un miembro, se tiene­

que: 

d' = T dA 
A 

donde: 

cos sen O 

T = -sen cos o 
o o l 

Todo ásto podemos representarlo de la fonna siguien-
te: 

Sea: 
? 

/ /lB 
= + 

~ A~' A 
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1 

A 

= H,T 
ti A 

Lue~o entonces: 

= 

= T d~ 

+ 

Por lo tanto: 

Ordenando: 
,. 

[- H'T e. = T 
1 SA 

y puesto que 

e1 ::: <Lf el 

Entonces 

. [ Cli 1 = [- H'T BA T 

i~U DO A 

A d' A 

r] 

1 

J 1 T 

! NUDO u 

T d = A 

r dA l 
L ds J 

= 

A d 1 = o A 

?? 

Esto es, pode111os obtener la i·latriz [AJ de orden 3flu x 

JnN, a µartir de la l·latriz [a.1J de. cada uno de sus i:Jiemí.>ros;_ 
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de ta 1 fo r1n a que s i : 

Se tiene que: 

l K J = [ '']T [ K '] [AJ 

; k b b i = •il il t r i z de 

RigiJez "no ace.e_ 

· kbbn tada' de la oa-­

rra i. 

la solución de la estructura se obtendrá co,no: 

rd1 :::: t :rl r F 1 

~e~ :::: ~di 
L J L J 
r 1 [K~ 

r ., 
LP J = Le J 

Obteniéndose sólo Pu , en coordenadas locales de ca­
da barra. PA se obtendrá por Estática. 

dondt:: 

= 

1 

o 
o 

o 

1 

o 
o 

1 

(barra recta, coor­
denadas locales). 
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VII. METODO DE LOS DESPLAZAMIENtOS O DE LAS 

RIGIDECES. 



VII.1 CONCEPCIDN GENERAL DEL METODD DE LAS RIGIDECES 

En el capítulo IV se planteó la forma general para resolver es­

tructuras por este método, en este capítulo aplicaremos esas -­

mismas ideas en la solución de armaduras planas y Marcos planos, 

plantearemos varias alternativas de solución y aprovecharemos -

ciertas características de algunas estructuras especiales que -

ayudan a su más pronta soluci6n. 

Resumen: 

a). Determinamos le.is desplazamientos de los nudos, una •1ez ·de . 

terminada la Matriz de Rigideces [KJ de la estructura: 

rd 1 = [ K J-1 Í F 1 
LJ .1 J 

donde 

= 

Obsérvese que también puede plantearse la Solución coma 

la resolución de "un sistema de ecuaciones~ 

= 

b). Determinarnos las deformaciones de los miembros por cantinui 

dad, como: 

= 

e). Resolvernos la estructura encontrando los elementos mecáni-­

cos en las miembros: 

(Ley de Hooke) 
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VII. 2 

d). Comprobaremos nuestros resultados planteando el equili--

brío de nuestra estructura: 

= o (Ec. de equilibrio) 

APLICACION DEL METODO A ARMADURAS PLANAS 

INTRDDUCCION: 

Una armadura es una estructura formada por barras que sólo -­

trabajan a fuerza axial, los nudos son articulaciones y las -

fuerzas externas se aplican solo en los nudos; cada nudo se -

puede desplazar en dos direcciones y las fuerzas externas --­

pueden tener dos componentes. 

Vectores estructurales. 

a). Desplazamientos: Los desplazamientos ·ctj tendrfin das -

componentes djx, djy. 

Orden de r d 1 
l j 

2 nN X ne 

nN = No. de Nudos. 

ne = No. de Condiciones de Carga. 

= 

110 
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b). 

e). 

d). 

Fuerzas: Las fuerzas Fj tendrán dos componentes Fjx, 

FjlJ. 

Orden de [F J 2nN x ne 

F1x 

F 1y 

F2x + y 

[F J 
F2y F1 

= = 

F2 
F3x 

F 3y 
F3 X 

..¡. 

DeFarmaciones: Las deformaciones serán los alargamientos 

a acortamientos de las barras. 

Orden de n8 X ne 

r é 1 r ·1 l + Alargamiento 

l J = l :; J 
Acortamiento 

Fuerzas en las Barras: Las fuerzas en las barras serán -

fuerzas axiales soalmente. 

Orden de 

+ Tensión 

Compresión 



PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 

a). Continuidad. 

[t} 
. 

Obtengamos el 

en función ele 

A V 8 

= 

valor de e. para una barra i cualquiera -
l 

los desplazamientos de sus nudos extremos 

Sea Lli un vector unitario pararelo a la 

barra i, consideraremos que la barra está orientada de 

A hacia 8 / 

/ 

/ 

S/ -
-------- ds 

A -[f.¿ 

Pero: 

por geometría se tiene que: 

= . ll. 
l. 

Analogamente: 

Provui 

El alargamiento e. será i--
1 

gual a: 

= 

+ d 
Ay 

s. 
l 

+ 
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Por lo tanto: 

= 

esto es: 

= 

i 
+ dB 6 i \j 

+ 

de aquí, podemos obtenerla regla para obtener el renglón i de 

la matriz 

mación e. 
l. 

A que corresponde a los coeficientes de la defor 

r l T T r ~Al 
Renglón i 

l 
e. = -U.i +U...·~ ªa 

l 

J 

l. 

A 8 

(Cada columna doble de A corresponde a un nudo) 

Ejemplo: 

T [o. 7071 o. 7071] .= 7 2 u..1 = 

T T ,[ o 1 J u2-:::~ ::: 

-: u. T =U.T = [ 0.7071 - D.7071 · 
3 6 

UT = lLT - 'f T ,..,1,{ =-[1 -~ 
- \A. o 

7 8 g 111 ... 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
~ ¡¡¡) 

i 
' f 

1 



¡¡¡¡ 

. 
o. 71 0.71 t ._ 1 

1 
1 

.. 
o 1 o -1 2 

-0.71 0.71 0.71 -0.7'1 3 
--~ 

0.71 0.71 -0.71 -O. 71 4 

A = 
o 1 o -1 5 

, -O. 71 0.71 6 

-1 f o 1 o 7 

1 1 o -
-1 o 1 o 

I 

-1 o 

8 

9 

f 10 

NUDO 1 2 3 4 . BARRA 

NOTAS: 

a) En las barras cuyo nudo A o 8 es un apoyo, no se 

considera a éste como ~udo. 

b) Los blancos son cero 

e) El orden dela matriz será: n 
8 

xZnl'I 

b). LEY DE HDOKE 

= 

donde 
,.. .. 
lK'j es una Matriz Diagonal, k11 = 



e) EQUILIBRIO 

·~J u 

~ Considérese un nudo (j) cualquiera de una armadura pl='ª• -

al cual concurren 

plica una fuerza 

n de barras y 

ÍFjxl ; si 

L F jlJ J 

al que s~ :3 a-­

orientamos :e --

antemano el sentido de las fuerzas en las barras, para :ograr 

en el nudo el equilibrio tendríamos que: 

P. 
l. 

p 
m 

Expresión de la cual se obtiene la regla para formar p:= ren 

glones (dobles) la matriz [A ] T Cada columna cor::2spon 

de a una barra 

Renglón j 
(doble) 

i, si ésta sale del nudo le carres:Jnde-

si entra al nudo le corresponde +Í ll .J 
L 1 

-U¡ + llm. - u.,. 

• m ..\. 



NOTAS: 

a) A los nudos que no }_!leiden en el nudo j les co­

rresponde un vector nulo. 

b) Es obvio que esta regla coincide con la regla 

ra formar por renglones a la matriz [A J 
e) El orden de LA T J será: 2nf\J X n 8 

d) EJEMPLOS: I 
1. Sea la.armadura de la figura s1guiente en que 

R EA 

l 

1 

1 

z. 

= 50 ton/cm; (cte) 

a) Determinsmos la matriz de Rigideces 

pa-
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r EA 
)1 o o o o 

L 

o ( EA ) 
o o o 

L 2 

[K'] 
o o ( 

EA 
)3 

o o 
= L 

o o o ( EA ) o 
L 4 

o o O. o ( 
EA 

)5 L 

Obtenemos la matriz A , de orden -

por renglones 

o 1 o -1 1 

-1 o o o 2 Í T 1 
= [ Ce-o & AQ.n. 9'] l u.i. J 

A = o o -1 o 3 

-O. 707 0.7071 o o 4 

o o -0.7071 -O. 7071 5 -
Barra 1 

r 
V 

& ::a 270C 

X 



. 

50 o o o o 
o 50 o o o -l..;.·. 

[K']= o o 50 o o = 50 . [ I 1 
o o o 50 o 
o o o o 50 

[K1 = [A)1 f K'] [AJ = so LA J r [r][Al = 50 f A) T [A] 

o -1 D I -O. 7071 o o 1 o 

( K J 1 o o 0.7071 o -1 o o 
= 50. 

-1 .. 0 o -0 .. 7071 o o o o -·1 

-O o o o -0.7071 -0.7071 0 .. 7071 o 

o o -0.7071 

1.5 .-o. 5 o o 
-0.5 1. 5 o -1.0 

[ K J = 50 o 1 .. 5 0.5 e Matriz de Rigideces = 
o -.1.0 0.5 1.5 

b) Determinamos los desplazamientos, eligiendo resolver el -

Sistema de ecuaciones, planteamos que: 

r75 -25 o o r d. l r 10 1 
1-2: 75 o -50 1 d I>' 1 Ü 

o 75 -25 l :::J = ! _:aj l o -.so 25 75 

(Ver ejemplo del M~todo de Chal~sky) 
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1 ¡ 
1 
l ¡ 
¡ 
! 

1 

1 
1 
i ¡ 

1 

o 

o 
o 

-0 .. 7C-
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Resolviendo: 

o.o 

-0.4 

== 0.2 

-0.6 

e) Calculamos las deformaciones de los miembros 

f :: l o 1 o -1 r º·º l r 0.2 l 
-1 o o o -0.4 o.o -

= o o -1 o l 0.2 J 
= 

-O. 7 0.7 o o -0.6 
1 •3 j 
le4 

e5 o o -0.7 -0.7 

r~::a2aj 
0.2828 

d) Encontramos las fuerzas en las Barras 

50 o 
o 50 

o o 
o o 
o o 

o 
o 

. 50 

o 
o 

e) Comprobamos resultados 

-1 

o 
o 
o 

o 
o 

-1 

o 

o 
o 
o· 

50 

o 

a 
o 
o 
o 
50 

=º· 707 o 1 
o. 707 o 
o -0.707 

O -O .707 

r 
º . 2 1 r 10 • º 1 o.o o.o 

l=~:~a2aJ l=:~:~42 J 

o .282~ 14. 14~ 
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= O (Se comprueba el equilibrio) 

.....,...:. ... 

f) Representación de resultados finales: 

~/ -.. ,:L( 
f~~~ ~O.q ~' v 

Ejempla.- Resolver la siguiente armadura: 

h 

y 

a) Determinamos la matriz de rigidez [KJ = lA] T [k] [AJ 
y can ella los desplazamientos. 

Por consideraciones geométricas obtenemos los vectores 

[uil T. 
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( u1] T [o. 70. 71 -O. 7071] [ u2J T = [D.447 -::: .89g ; 

[ u3] T [o , 
ru41 T [-o. 447 1 J ; o ~-1] :::: = - • :::::-+ 

[ uJ T [-o. 1071 -O. 7071] :::: 

lr A. J formamos la matriz por renglones 

o. 7071 -O. 7071 1 

[AJ 
D.447 -0.894 2 

= o 3 -1. 

-0.447 -O. 894 4 

-0.7071 0.7071 5 

obtenemos ( K '] K t 
1 = EA/Li. (EA = cte) 

= O. 707 EA/h = 0.894 EA/M; 

(observe que / u
1
r// h : 1/Li ) 

0.7071 

Por consiguiente [ K'] = EA 

h 

obteniendo 

L 

[KJ = [A]T [KJ [A] 

0.894 

1.000 

0.894 

o. 7071J 

,.. E.C -· -1 

1 



EA 

h 

En este ejemplo la Matriz de Rigidez result6 diagonal. :Jr lo -

tanto la obtención de [ d J será muy fácil: 

= F 1x h 

e ) 
1.064 EA 

= F1y h 

(---) 

3. '136 EA 

Observe que en este ejemplo 

y· n . 8 2 = 3 

nN. ::. 

> 2 

1 5 

o sea, que por este método tendremos menos inc6gnitas 

1/;. 'JE 

) 

que por el método de Fuerzas ) • Esto en ;eneral -

no es cierto para armaduras convencionales, en que se t:2ne co---

munmente que n
8 

- 2nN < 2nN y por la tanto el -~todo 

más conven'iente de emplear es el Método de las fuerz2s. 

.122: 



Ejemplo: Obtener la matriz [ A J por Renglones 

4 11 

3m Jm 3m 

Siendo ·a r t 
t 1 = ui i l- ui J 

A 6 

Se tiene por ejemplo que: 

Para el renglón 

r 
ª1 = L o 

Para el renglón 

1. 

o . 

2. 

(Miembro 

ces ºº 
(Miembro 

o 
- sen 45 

1, 

sen 

2' 

7 17 

5 

3m 

r , donde Lu1 J 

'9-= ºº ) 

ºº, .J = ro 
l 

$" = 450 ) 

·O 
cos 45 

= 

o 

sen 

8 

2m 

8 

2m 

[ cos éi' se- e-J 

1 1 . ºJ 



1 2 3 4 5 6 7 8 

1 o 1 1 

o. 5541 
1 1 1 1 

¡ 1 --
1 0 .. 832 . ' 1 2 

• 
o -1 1 o 1 1 1 

o 1 
1 

¡ 

1 
-1 1 o 1 t- l ·-· 

1 
l 

-D.832 o. 55l1 0.832 -0.554 ! 
! 

3 

4 

5 

6 -0.832 -O. 5511 0.832 0. 55l1 1 1 1 
! 

1 
f 1 

o -1 o 1 1 7 

8 -1 o 1 o 1 1 

1 º· 554 r -0.832 -0. 55L1 1 0.832 , 9 --..-. 1 
10 -O. 832 0.554 0.832 -D. 5 5Lf . 
11 1 -1 o 1 o 

•· 
12 o -1 1 o 1 1 - ' 

1 
13 1 o -1 o 1 

1 1 -1 o · l 
1 

l 1 -0.832 o. 551+ ' 
. 

14 

15 
l 

-D. 51)1+ 1 1 n A1:? ' 1 1 -D. 1332 n 'i <; I+ ---··· 
16 

17 -1 o 1 - n 

18 
1 l 1 o 1 



Ejemplo: Plantear la Matriz de Rigideces de la sig-:ente 

armadura: 

'"f-

¡ 
1 
¡ ?J ....... 

1 
1 

o 

' ! 
; :. \<Y\ 
1 

~.,. .r: 
t 
i 

·~ i 3"""" 
' 

l 
..... 
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Nud 
Barra 

1 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 

r 1 o 1 

1 

2 n '"1-1 n 71 . 
3. o 1 o -1 

4 -1 o 1 o . 
5 -O. 71 -O. 71 0~71 0.71 

6 -1 o 1 o 

7 o 1 o ·-1 

8 -D.71 o.71 0.71 -O. 7 ·1 
' 

9 o -1 

= 10 -1 o 1 o 

11 o 1 o 1 

12 0.71 D.71 -0.71 -D.71 

13 o 1 o -1 

14 -1 o 1 o 

15 o 1 o -1 

16 -D. 71 0.71 0.71 -0.71 

17 -1 o 

18 -O. 7·1 D.71 0.71 D.71 

19 1 
-1 o 

20 -0.71 D.71 0.71 -0.71 1 



.:....-

--1 0.?,~3 -- --o.zt6 -- --
0·?.?>3 

o. '3~3 
0.2. ?Jt. ·-

0.'?>?.3 .. ·---- -
(J.~(:,?, 

O.Z!i& 

0.3;,3 ----- '---· 

. o.o~_ 1 
0.333 ----

t»'23C 
l'·?>B ---·---

o. ?>:.o 
0.'.?1b 

O.'l.36 

d--i 
0-~.36 ---- -

0.'033 - - ·-· 

1 11.236 - ·---

(). J6t o -".iJ'!.>3 
1--l-------- _____ ..___. 

o.161 "· 3H 0./tl ----
.'2>3'; o t.a~3 -IJ./tJ 

¡).:p~J 
-~ --~~-+~~1~-~~~+-~+-~-1-~-1-~--+.~--v~~1 

ú 

[A ~[u']= 1--~~-1-~-~~º-~·~:;~~-+--·__.~~1--~~~-~3-4-~-+-~+-=~=~-~+-.-=~~~?-1-~-l-~-t - __ ,_ __ _,_~_.;. __ '6r__, __ tJ./6 z_ x.. EA 
. ¡t? j./6? 

t. ti i' tJ P:_· ''-'-?.>..¡..__ l).;n /) 
tJ. t&r -P.33} P tJ.111' J.~33 

o o.~n ó !J, Jt? 

-· . 1 ··--·· l 
.•./,;/ 

·Al!? -- ---· ----·· 
,~ 

-if.H~ -t.NI o 



1 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

-
1 o. 56( o o o -0.333 o .-O. 118 -0.118 o o o o o o o o 

.... --- ---·-- '-·--
,___ __ -·---->---

2 o D.569 o -0.333 o o 0.118 -0.118 o o o o o o o o 

3 

,____ ·----

l o o D.785 0.118 -O .118 -O. llE' -O. 333 o o o o o o o o o 

4 o -3333 D.118 0.4512 -O .118 -0. llE o o o o· o o o o o o 

5 

-~----- ---·----- '---·-- -----

-O .118 -O .118 0.902 o o o -0.118 D.118 o o o o o o -O. 33-1 O 

6 

7 

t=i o 
-D .118 -O .118 o D.235 o -0.333 D.118 -D.118 o o o o o o 

¡---

-o.11s I 0.118 -D.333 o o o 0.902 -D.236 -D.333 o o o -O .118 D.118 o o 
===----· 

. 
Kl 

8 

¡ 

r 
9 

o.11s j .. o.118 o o o -D.333 -O. 236 o. 902 o o o -O .333 O .llB -O .118 o o 

o o o o -O. llB 0.118 -0.333 o D.569 0.333 -O .118 -O .11 U o o -o o 
¡. 

-·-~------~ ----- -- ·--- EA 
X 

1 

10 

11 

1 
12 

13 

o o o o 0.118 -O .118 o o o 0.902 -O .118 0.110 o -D.333 o o 

o o o o o o o o -0.11 B -O .118 o. 55c;· o -O. 3 33 o -O .118 0.118 
- ·-·--·- ··---·--- --·--·---------

o o o o o o o -O .333 -0.118 0.118 o 0.569 o o 0.118 0.118 

o o o o o o -0.118 0.118 o o -0.333 o o. 4 51 '-O .118 o o 
~ 

B 
14 

I~ 15 

lG 

1 f.' 

:~ 

o o o o o o 0.118 -b .118 o -O. 3 33 o o -O .118 0.785 o 0.333 ------ ------------ ----~ 
... _. ___ ···-----

o o o o o o o o o o -O .167 0.1113 o u o U.167 

o o o o o o o o o o O.lllJ -U.11/J o -IJ. J:5 5 -U. lú7 U.1151/ -----.. -
. -- _ ... - ~ ~-.~ ,. .......... -. -



.3 

Ejercicios : 

1). Dada la armadura de la figura siguiente, resol.ver la: 

10 .. 

t EA=cte 

L 

·y 

LX r !..o 

.1. 1 ,. i:oT 
~m 

.i-20 
} .,,..,, A M .. .... F4 

2) Plantear el Sistema de Ecuaciones para obtener los des­

plazamientos de la siguiente armadura: 

EA = cte 

y 

. .. ..... • 

X 



3) Resolver la siguiente armadura: 

.G).~,~~~~3~"""'.LZ.->~~~-z 14 ~vn 
~zo1 

4) Usando "CECAFI-MATRICES" resolver la siguiente armadura: 

E 6 = 2. 1 X 10 

• 

...... ~o - .. 

··]u 
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VII.3 APLICACIDN DEL METODO A MARCOS PLANOS 

INTRDDUCCION 

Entenderemos por marco plano a una estructura formada por 

miembros en un ~Ólo plana v que tienen su eje de simetría en -

el ~ismo, de tal manera que los esfuerzos resultantes, en una­

sección cualquiera de un miembro del marco, consisten qeneral­

mente de un par de flexión, una fuerza cortante y una fuerza -

axial. Las deformaciones significativas en este tipa de es--­

tructuras san las debidas a flexión, y fuerza axial si les --­

elementos san esbeltos; en este capítulo estudiaremos mArcos -

formados por barras en las que sólo considsraremos deformación 

Eº,r flexión, sin considerar acartami2ntos a alargamientos de -

las mismas. 

Como un ejemplo de marco plano tenemos el siguiente pórtico: 

y L 3 4 
5 

4 6 h 
nN=4 X 

1 2 

h n =6 
8 

1 .3 

/// '\'\ /¿/ \'\\. #/ \\\ /// 

Este marco est~ formado por seis barras que se conectan En --­

cuatro nudos, observando que los nudos son nudos ~l~sticos. 

VECTORES ¿STRUCTURALES 

a) Desplazamientos. 

En los marcos planos, por considerarse flexión en las ba-­

rras solamente, se considera a los giros ( f;> ) de los nu--
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b) 

dos como desplazamiento. Al no consider~rse acorta~iento ~ 

alargamiento de las barras, los desplazamientos de ::s nu-­

dos son muy limitados, a cada desplazamiento lineal :e llE­

maremos un grado de libertad; en nuestro ejemplo lcE n~dos­

no tienen d~splazamientos dy por estar impedidos ::r las-

columnas¡ los desplazamientos dx ::ierán iguales p:::::-::i los -

nudos ·1 y 2 (D 
1

) v paro los nudos 3 y 

no deformarse axialrnente las trabes, a estos 

4 CD
2

) por -­

des~l2:2mien--

tos CD
1

, D2) por tanto, se les llamará des~lazarnien~:s de -

los nudos 1 y 2. Para el ejemplo se tiene que: 

~ <r1 
f Nivel 1 

) 1 - - - j <f>2 
I Cf>3 / .oJ d = 

Nível 2 ; - -J 'é4 o+ 
f ' 

, , , 
I , 

º1 , , 
¡:+) f5 º2 Canvercién-

de signos. 

Fuerzas 

Las fuerzas [ F J serán momentos externos aplicados en los -­

nudos CM 1 , M2 , ••• , MN) y fuerzas ~aralelas a los gradcs­

de libertad de la estructura, para el ejemplo serán fuerzas­

horizontales aplicadas en los niveles 1 y 2. 

M3 M 
M1 

3 4 

[ F J M2 

M1 
= F + 

M3 
-..... 

)"1 

M4 
C+'> M 

Canverción 
F1 ae signos. 
f2 
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e) Deformaciones 
r ~ 1 
L J 

Lo más conveniente será considerar como las deformaciones 

de las barras a las deformaciones angulares e;., , &0 (se 

supondrán orientadas las barras AB) medidas a partir -

de la recta que une a 

la barra 

A y a después ue deformarse -

A L B 

~~------~ 

en nuestra eiempla: 

r· 11 
f)-A1 

e2 $-
r E. 1 81 

L J = 

l ~~ 
= 

9-A2 
e-· 

A3 

&83 

e-/.\4 

. . 
e-A6 ' 
886 

-::> e-... 
(+' &e 

: Conversión de -­

sirinas. 

C 211
8 

X .ne ) 

133 



d) Elementos Mecá11icos en las Barras p 

Para ser congruentes con la definición de las deformacio-

nes, definiremos como fuerzas en las barras a los mamen--

tos flexionantes en los extremos de la misma A B 

;0A l U (MB f':lA ~ 
Conver-

f".19 r+ sión de 

signos. 

= 

Por la tanto, para el ejempla: 

rp1 l rMA~ 
r l MB1 

p = 

l :I J 
= 

L J MA2 

MB2 

orden 2n X n( 
MA6 8 

M86 

MATRIZ DE RIGIOEZ OELAS BARRAS 

Par el hecha de tener dos componentes de deformación y -

de fuerza en las barras, la relación lineal entre ellas­

será ahora una matriz de 2 x 2. 

134 



rp1 
L J 

1 

= 

:/ 
~~(~ ;> ~ ~- G: _____ .... ) 

""'~ 

' 

!:?, 

~ 

1 
1 

re l 
L i_J 

MA 

MB 

MA 

A~ ~ ~ 'KJ· -----Y:' ""A c% . 1 MB 
8 

= 

= 4E I 
A 

L 

:::: 2EI 
A 

L 

= 2EI 
8 

L' 

= 451: 8 
L 

De acuerda can la canver15i6n de signos adaptada: 

MA = 4EI B°A 
2 El es 

L L 

MB = 2EI e A 
+ ~EI es 

L L 

o sea que: 

[k,] = E· I. l f 

L· 
' 

[ _: -: ] 
,, 

donde: 

.. ~ &2&21UZ. 

. 



E· l :;:: Módulo de elasticidad dela barra 

I. 
'" 

:;:: Momento de Inercia de la sección transversnl de 

la barra de 
. , 

sec cion 

L. 
L 

:;:: Longitud de la barra recta. 

La matriz K' de la estructura que estábamos considerando 

como eje11~plo será: 

= 

orden 
t- -

Principios fundamentales. 

a). Continuidad. 

= 

La deformación de una barra será función de los 

giros de los nudos extr·emos ( <pA, 'fa ) IJ de los des-­

plazamientos transversales de las mismas (DTA' DT
8
). 

ei ~;:. - ¡V.A- D,.~- \),A r ll 

fl-e = '?''?> eA"-. 
DT~ -1),.A 

L 
,. 

+ L Dr~ - Dp, ge,.,. 
L 
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o sea: 

~ = - <pA + ºrn ºrn 
L L 

es = + Ps OTA + 
0 rs 

L L 

o bien: 

r €;-Ai l -1 o 1/L -1/L r 0, l 
re 1 = l E\J l ~~. J 
l i J o 1 -1/L 1/L 

c_3 

Apliquemos estas fórmulas a cada uno de los elementc= del -

marco de nuestro ejemplo. De esta forma se obtiene :3 matriz 

[AJ . , ob°sérvese que cada ·columna de [AJ corre::::nde a -

un valor de lr d lj v cada renglón dosle a un valor re .1 
l 1j 
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o o o o 

1 o o o 

-1 o o o 

o 1 o o 

o o o o 

o 1 o o 

-1 o o o 

(¡-- o 1 o 

o o -1 o 

o o o 1 

o ~1 o o 

o o o 1 

El orden de LA J será 

-1/h 
1 

1/h 
1 

o 

o 

-1/h 
1 

A 

/h1 

1 
/h2 

-1/h 
2 

o 

o 

+1/h, 
¿ 

-'1/hr 
¿ 

o 

o 
··"~ 

ü 

o 

o 

-1 
/h2 

-1¡ 
h2 

o 
¿ 

; 

o 

-1/h 
·;: 

1/h, 
¿ 

... _ ' " 



b) Ley de Hooke. 

De aquí obtendremos los esfuerzos en las barras ·(Momentos 
en las extremos). 

f 1 
[ K •] 

r c. 1 
l p J = L J 

e) Equilibrio. 

Í F 1 = [AJ T f p l 1 1 L J l. ...J 

Es interesante obtener directamente A por considera--~ 

ciones de equilibrio unicamente, esto es: 

y 

X 



--~..,, MAl1 - M84 

h2 

-'// \\\ 

2:, Fuerzas en nivel 

F1 = - ( 
MA1 - Me 1 

h1 

IQ44JJlJL4&1!J . m& !!hLJ1tU:X 

/// ,, .... 

1 == o 

) - ( 
MA3 -

h1 

M83 
) + ( 

MA4 

+ ( 
MA6 

- M 4 
8 ) 

h2 

- MB6 . ) 

h2 

+· 
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= EI X 

Ejemplos sobre el Método de Rigideces 

1). Resolver por el M~todo de Rigidez el siguier:e marc~: 

' 3 5 4 15 Ton. 

l 1 10! 

4 I I 6 

3 

t 
1 2 2 10 Ton 

10I 

1 I I 3 

4 

/Y/ ,,, /// ,, .... // 

4--5 

a). Se obtienen los desplazamientos una vez obt2~ida 12 -

matriz de Rigidez de la estructura. 

1.0 

-O. 5 

¡ 
-0.5 

1 1.g 
1 a.o 
! 
i-4.0 

1 

1 
1 

-4.0 

e.o 
1.0 -0.5 

-D. 5 1.0 

· 1 

1.333 -0.667 
1-0.667 1.333: 

8.0 
i 
1-4.0 

i 
i ' ,... -...... _, 
1 

=·J¡ 1.333 

rº·6E7 
-:.::s·; 
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14. 333 ~-1 + o. 667p3 D.292 
º1 + D.667 º2 o 

o. 667~1 + 13. 33Jp3 0.667 º1 + D.667 º2 = o 
..:o. 5a4 p

1 1. 333p3 + 'I. 264 º1 - 0.889 º2 10/EI 

1. 333p1 + 1.J33p3 - D.889 º1 + D.889 D
2 = 15/EI 

Resolviendo: 

rp· 
1 -2. 90 

'P2 -2. 90 

y;3 -D.991 

fj4 -D. 991 
~ r ., 

-
(Desplazamier: :;; « L d J= 

t 
a 1 

º1 72.333 
EI de las nudo::. 

j~ 

º2 95.00 

' 
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b). Obtención de las deformaciones en las barras: 

e 
A1 

es1 

e 
A2 

e 
82 

& 
AJ 

& 
83 

e 
A4 

e-
84 

fi 
A5 

e-
85 

& 
A6 

e 
86 

= 

f E 1 
L J 

o 

1 

-1 

o 

o 

o 

-1 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

1 

o 

o 

o 

-1 

-1 

o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

o o 

1 o 

-1 o 

o o 

o o 

o 1 

f d l 
l J 

-0.25 

0.25 

o 

o 

-O .25 

0.25 

0.333 

-0.333 

o 

o 

0.333 

-0.333 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

-O. 333 

0.333 

o 

O· 

-0.333 

0.333 

-2. 90 

-2. 90 

-O. 991 

1 
X --

-O. 991 E: 

72.333 

85.00 
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[AJ 
T 

[A] [ KJ = 

10.333 4.0 0.667 o 

4.0 10.333 o 0.667 

D.667 o 9.333 4.0 

o 0.667 4.0 9.333 

-D.292 -0.292 -D.667 -0.667 

L o.667 0.667 0.667 0.667 

Planteando el sistema de ecuaciones: 

r d 1 
L J 

= Í F l 
L J 

V simplificando por simetría: 

<p1 = f:J2 

'{>.., = rp l 
cw,1..,k.mk>N ;u ;_;; ll'lt-'<ill\!MA. m 

-0.2917 o ~1 • t:= 1 

-0.292 o. =:::7 

-0.667 O. E::7 

-0.667 O. E::7 
EI (';iat:~ 

1.264 0.E::9 e: 
~ii;:.: 

0.889 O.E::9 



-9A1 - 18.0833 

e-81 + 15.1833 

&A2 + 2. 90 

e-82 2.90 
- - - -

EfA3 - 18.0833 

8
s3 + 15.1833 

- - - - -
= 

(;}A 4 4.656 X 1 

E! 
e-84 + 6.546 

- - - -
&AS + D.991 

ess D.991 
- - - - -

$-A6 4.656 

es6 + 6.545 

e) Elementos Mecánicos sobre las Barras.: 

r i 
[ K •] 

r , 
lPJ = LEJ 

MA1 - 25.67 

M81 + 24.22 

MA2 + 34.80 

MB2 - 34.80 

MA3 - 25.67 

MB3 + 24.22 

MA4 - 10. 58 

M84 + 11.85 

MAS .... 11.85 

M85 - 11.85 

MA6 - 10. 5 8 

M86 + 11.85 
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d) El equilibrio se comprueba aplicando equili=rio. 

1 
4 

r p 1 
L J = o 

2) Resolver el siguiente ejemplo: 

T 
~:_~2 7. 9 2 EI 7.s __,.. 1 

~ 
2 e 

2 

E Ii: 

1 3 

5 

::: 40 CJO to:: 

= 60 CJO to,, 

a) Se determinan los desplazamientos de los nu~cs. 

[ K J = 

1) Matriz de Rigidez 

40 ººº -20 ººº 
-20 001] 40 ººº 

48 ººº -24 ººº 
-24 ººº 48 ººº 

<f'1 fPz. 1 :D1 

Í o o kl -o •. 25 
1 o 0.25 ...__ -·- ··-

= -1 o o 

l ; :t o 
o· -o.2s 

o i 
0.25 

2 

J 

40 ººº -zo ooc 
20 000 t.O 000 

17 

rr. 



K = 

88 000 
1 + 

24 000 
1 

+ 

15 000 
1 + 

Resolviendo 

[

88 000 2l+ ººº 
24 ººº 88 000 

1 5 O O,Q. ·· . 1 5 O O O 

15 000 J 
15 000 

15 ººº 

2 l+ 000 
2 + 15 00 OD 

1 
:::: 10.42 

88 000 
2 + 15 ºººº1 = 7.52 

15 000 
2 

+ 15 ºººº1 = 7 ¡:;;i . --

X 10- 3 

b). Determinaci6n de las deformaciones de los Miembros. 

reA1 r-0.114~ 
&81 +O. 1547 

&A2 = -0.04 
X 10- 3 

e o.ooos 
82 

&A3 -0.1148 

8 a3 +0.1156 

e) Obtención de los Momentos. 

~ 1 r MA~l -7.687 

M81 8.485 

i•i A 2 1 - ·1. 9 3 5 1 l M82J 
= 0.997J l MAJ 6. 9 0.5 

MBJ 6.922 
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d) Los resultados se comprueban coma: 

I l 
f 1 o. 4 2 l r o 1 -1 o o o 7.687 

l ~: :~ J 
o o o 1 o 

o~ 2 -~ ~::: L-o. 2 s D.25 o o -0.25 t· 997 
6.905 

6.922 

3) Determinar la Matriz de Rigidez del siguiente --

1 
1 

1 
L : 

! 
1 

~ 
L i 

1 
1 
1 

! 

marco. 

l 

5 
8 

5 6 

1 

0 

L 

6 -?>0 9 

EI = cte. 

3 -~ 3 

4 

L 

Se tienen dos grados horizontales ( D
1

, o
2 

) 

y uno vertical (0
3
), par lo tanta n

0 
·= 3 
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a) Se obtiene lo matriz de continuidad 

cando la f6rmula: 
., .. .,_ 

A 

f eA l re .1 [~e: o 1/l -'/LJ = 

Leª J 
= 

L i J 
1 -1/L 1/L 

esta es: 

'P1 q?2 ~3 fJ 4 05 p6 
--

1 1 11 -1/L 
1 1/L 

-=--1 -- -1/L 
1 ! 

11 i 1/L 2 
1 

1 
1/L -1 ¡ 

1 -1/L 

3 

4 -1/L 

1 1 1/L 1 

5 
-1 1/L -1/L 

1 -1/L 1/l 

6 -1 '1/L -1/L 
1 

-1/L 1/L 
? i-1 

1/L -1/L 
1 

-1/L 1/L 
8 ·-1 -1/L 

1 1/L 

-1 1/L 

1 
1 

-1/L - -

9 

b) Se obtiene la Matriz de Rigidez rk, 
= 

ap li -

rp A 

r 8 

DTA 

0 ra 



ii 

~ 

donde [ R-J EI 
[ 

4 - 2 ] = 
~-,"'.t.· -2 4 1 

e) Se obtiene efe e-
tuando multiplicaciones matriciales tegemos: 

,_.... 

12 2 o 2 o o o 6/L 6/L 
2 12 2 o 2 o -6/L 6/L o 

' o 2 12 o o 2 o 6/L· -6/L 

[ K J 2· o o 8 2 o -6/L 6/L 6/L 
::: EI o ·2 o 2 12 

1 

2 -6/L 6/L o 
L. o 2 6/L -6/L o o 2 8 -6/L 

o -6/L o -6/L -:-6/L l -6/L 60/L 2 -36/L 2 o 
6/L 6/L 6/L 6/L 6/L 5/L -3 6/L 2 36/L 2 o 
6/L o -6/L 6/L ·o -6/L o o 48/L 2 
-

1 
1 

~~~i'IÍl!m.l~-miil!l!l!ll!!l!m-!l!l1l!lll!iÍi~~~~~~ ........ ..a-;. .......... · -··:.....,-; ···"·, .......... .......,.._...... .............. __ ........... _..' .......... · _____ .: .................. i ..... :J_s ..... o ........ _: __ I 



Obtención directa de la Matriz 

Recordando lo interpretación físicn de la matriz--

[ K J podemos ot1t.ener un procedimiento que nos ---­

permite Grear directamente esta Matriz sin tener-­

que recurrir al producto [AJ T [ KJ [AJ pa--­

ra la obtención de ella. 

De la ecuación de Equilibrio, 

si 
1 

I 
J 

obtenernos 

. 

= 

esto es que la Matriz de Rigidez está formada·----

por· las fuerzas que hay que aplicar a la estructur~ 

para obtener desplazamientos unitarios. 

Para poder aplicar esta interpretación habrá que -

a b t e n e r 1 a m a t r i z e o m p 1 e t a d e u na b a r r a r e e t-a ( n a -

se consideran acortamientos de las miembros). 

a) <(JA 

6EI 
L2 

= 1 

1 

(e-A = -1) 

6E I 
L2 

2E I 

L 
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b) ~8 = 1, ( e-
8 = + 1 ) 

e-8 = 1 

A ~ 
- . / 

1 
l 

6EI 
L2 

L ----------· 

e) A= 1 

L------· 
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En resumen: 

MA = 4EI pA + 2EI rpB 6EI D. 
L L 7 

MB = 2EI rpA 4EI 478 6EI .6. + 7 L L 

FA = 6EI rpA + 6EI <Pa - 12EI b 
7 L2 L3 

FA = - 6EI PA 6E I Ps + 12EI .6. 
7 7 L3 

donde MA' MB momentos externos en A \j E [q] 
\j FA y FB san fuerzas externas en· A y 8 

( A ,. 8 j+ ) ' a bien: 

......_ 

r :A 
4EI 2EI - -· 6E I 

L L L2 

~Al MB 2EI 4EI - 6E I 

L L L2 ~B 1 

'f A 6E! 6E I 12EI ~ 1 

L2 L2 L3 J 
'f 8 -6EI -6E I + 12 EI 

..., 
L2 L3 L G. 

Con estos resultados anteriores obtengamos la 1a. -

columna de [ K J del ejemplo anterior. 
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<(> 1 = 1 o. 

6EI 
·? 4 L .. 

2E I 
1 
1 

L 1 , 
~EI .., "".' :' -,• 

M1 = 3 X = '- --. 2EI f 

1 

1 
L 

r. :J. M2 ::: 2EI 

6EI 
' L r¡ 

1 -

L2 / 
M4 = 2EI 1 

, 
2 I 

L 6EI I 4EI 6EI , 

L2 
I 

L2 F1 -6EI 6EI ' = + ::: -. L 

7 L2 

F2 = 6EI 

L2 

Obtengamos la 7a. columna de K 

D 1 = 1 ' Cf1 = <f' 2 = q>3 = 

6E:I 5 6 3 X 12EI M1 = o = ¿1wa '}' 
L3 L 

6EI M2 6EI = -
L2 \ L2 

2 3 

-~ º1 = 1 

M3 = o 
)r y 6EI l ~e y M4 6EI 

L2 = 
5 X nEI L2 I I 

I L3 
Ms= - 6EI J' 

I'. '.!' 

L2 

M5= - 6EI 
= L2 

F 1 = 60EI 

L3 

F2= 36EI 

L3 



1 

6EI 
L2 

Obtengamos la 9a. colum8a: 

2 

6EI 
L2 

3) Ejemplo. Vigas Vierendel. 

M1 = 6EI 
L2 

M2 = o 

M3 = - 6E I 

L2 

M4 = 6E I 
L2 

MS = o 

M6 = - 6EI 
L2 

F1 = o 

F 3 = 48 E I 

L3 

Obténganse los elementos mecánicos de la siguiente 

estructura. 

5 
8 6 

9 

r 1 

16-6; 15 
2 

2 

120 T 

7 

1~ 
1 

16 ¡4 6. 67 

3 
3 

n-

120 T 

---- l.¡ --~-- 4 ··---"*"- 4 !114 
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[ K ]= EI 

L 

a). Obténgase los dasplazamientos de los nudos. 

Los apoyos 1 y 4 son ae la siguiente forma: 

I _J 
o 

~ 
En este problern/ tenemos dos grados de libertad vertica­

les (D 1,.o2 ) v uno horizontal cuyo desplazamiento será­

nulo (D 3=D) por simetría d~ las cargas y de ia estructura. 

Obtengamos [ l'\l di:rectamente: 

Para el nudo 1 

... # 

4e:r 
--¡:--

La Matriz 

8 .2 

2 12 

2 

2 

2 

1. 5 o 
o 1.5 .. 

2 

12 

2 
~ 

2 

-1. 5 

o 

2 

2 

2 

8 

8 2 

2 12 

2 

2 

o 1.5 o 
-1.5 o J. 1. 5 l 

2 

2 

12 

2 

-1.5 

o 

No se considera la -
fuerza en el nudo --
5 porque se consi­
dera que los despla­
zamientos horizonta­
les van a ser.nulos, 
(03 = O). 

1- 5 1 o 
o 1 1. 5 . 

-1 :s o 
2 o -1.5 

1.5 o 

o 1. s 
2 - ·1. 5 o 

B o -1 .·e; 

o 3.0 -1.5 

-1.5 -1.'1. 1 3.0 



Para resolver el sistema de ecuaciones 

observamos que p ar simetría se tlehe que: 

<f 1 = -!?. 

= 

por lo tanto se tienen cinco ecuaciones de la siguiente -­

forma: 

(p 1 
1 

M1 8 2 2 o 1.5 

M2. 2 10 o 2 1.5 'P 2 

MS 2 o 8 2 1.5 (p5 
= _f.!.._ 

M6 L 
o 2 2 10 1.5 rp6 

F1 1.5 1. 5 1.5 1.5 1.5 D.1 -
Resolviendo se tiene que: 

<(.:>1 -4.31 

(p2 -2.49 

(j:J3 2.49 

(p4 t •• 31 

'f's -3.16 

~6 = -2.7R X L 

(/)7 2.78 El 

{{;,. 3. 16 

lo~ 26.07 

º2 26.07 

i 
1 

1 



tJ) Obténgase las deformaciones de los miembros : 

La Matriz de Continuidad p~i~ la estructura quedaría corno: 

1 2 3 4 5 6 7 8 - -11 \ 

1 

-
-1/L 

--¡-!- i 1/L 

-1 
j 

1/L -1/L 

1 ! 1 -1/L 1/L 

' -1 -11 'VL 
; 

i 1' 1 -1/L 
1 

A = 

! 

!/ L -1¡ 1 

1 

' 1 ; 
1 
1 1 1 

1.-1 ! l 
1 

1 1 

i. ! 1 1 
i 

-1 
1 

1 -
1 

! 1 

-1 
1 -- ~- -- -

-1 -1/L 

1 1/L 
1 

1/L -1 -1/L 

1 -1/L 1/L --
-1 1/L 

1 -1/L 
.___ -

Obtengamos 
r ., 
l t J de .la mitad de la estructura: 

re l Í-2 .21 l f 1 r 2. 49 l L 1 J = L e2 J = 
l 4 .03 J L 2.49 J 

r M l = f 4.311 r :_ ! = r 2. 491 
L '""4 J 

L-3.16 J L ~s J 
[:2.78 J 

re 1 Í-3.361 r 1 12. 78 1 = L e9 J = L sj L 3.74J L 2. 78 J 



1 

e) Se calculan los Momentos . . 
aplicando equili~rio: mecan1cos 

... 
"<-· 

f 
1 

1 
r 1 r-16.9ol r p '= r 4.9al 
LP1J = 

L4.9aJ L 20.s4J L 2 J 
1 

! 

r 1 r 23.561 r l f 1s.s2l 
L P4 J = l-21.26J LP5 J = t16.10 J 
r -, l..20.921 r l _ l s.56 l 
LpªJ = L 21.69J 

L P5 J - L 5.56 J 
I 

d) CGJmprobando el equilibrio directamente : 

20.92 21.68 
5.56 5.56 

21.26 

10.65 l 16.10 

20.54 ~ 15.:52 

2:3.56 
~ 

1 
4.98 4. 98 

16.90 

9.36 

( Acciones de Nudo Sobre Barra ) 
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VII.4 PRO~LEMAS DE APLICACION COMLJN 

VIII.4.1 MARCOS CON CARGAS SOBRE LOS MIEMBROS 

Ejemplo: 

Re solver el siguiente marca: 'º' 
l Vl-1. 

\~ ~ 

4- 5 • ! ' 
,,.. 

s ~ 

5 " 1-

1 ............... - -
3 2 2. =-. 

i 4 

///. ///// 
-- ;, V>-' .,,... '?> vyl > 

La solución para este tipo de problemas se basa en 

superponer dos estados de equilibrio de la estructu-

ra : 

Estado I: 

Se supone í d1 = O. Todos los nudos estarán em--
l J 

potradas, o sea, no existen giros ni desplazamientos. 

Se obtienen las "Fuerzas de Fijaci6n" que haya qug -

aplicar para mantener este estado. 



" . 
/ 

esto es: 

P1 o.o 
o.o 

P2 -1.5 

-1.5 

P3 -1.5 

-1.5 

P4 o.o 
o.o 

P5 o.o 
:: 

o.o 

P5 o.o 
o.o 

P7 o.o 
o.o 

.Pa -4.44 

-2.22 

P9 -2.22 

J 
-4.44 

/,r 

"'t·"\4 

f.'!> 

7#--

+44 

\.'=> 

//.f' 

11.41 ¡ 

z.22 

r~-0 

11us 
1 

"fUERZAS DE FIJACIDN" 

1-+4 

•. o:; 

4-# 

4 • .S 

.161 



Estado II: 

:~. 

Se aplican las fuerzas de fijación a la estructura v se resuel-

ve el marco, obteniendo los desplazamientos 

los elementos mec~nicos p' 

4.44 

I 

/// 

Por simetría se tiene que: 

~1 = <p3 /: o f' . 
2 

'{>4 = P5 :p. o º1 

03 
_l o ,. 

d 

- Ps 

= º2 

V con el lo -

= 

= 

-1. 5 

+1.5 

-4 .. 44 

o 
+4.44 

o 
o 

11.18 

o 

o 

Tomando la Matriz de R~gidez del ejemplo resuelto anterior­

mente, y reduciendo el s1stema de ecuaciones, se tiene: 
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~ f1 + 0~6G7 <pl.:i + 0.66703 --

o.667 F\ + ~. 6b7 p
4 + D.6670

3 = 

1.333 rp
1 + 1.333p4 + 1. 7780 3 ::::: 

Resolviendo el Sistema de Ecuaciones: 

P, ::: -1.446 

p4 = -3.870 

03 = 10.276 

Esto es: 

<(>,- -1.446 

<f 2 o.o 

fíJ3 1.446 

rp4 -3.870 

(O 5 o.o 
rp6 = 3.870 

lº' 
o.o 

º2 o.o 
03 10.276 

- 1. 50/E I 

- 4.44/EI 

11.18/EI 

(Desplazamientos de los 

Nudos.) 

Las deformaciones en los miembros,serían para la mitad de la estruc­

tura: 

= 
= 

o 
-1.446 

= 1.446 -10.276/3. = 
= O . AM "'""6 I 1- IU • <:.. f r 

3 

1.979 

3.43 
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6'A? = 1.446 e AB = 3.87 -10.276/ 3 = 0.445 

~~ = -3.870 988 "'º + 10.276/3 3.485 

V los elementos mecánicos, (Momentos): 

[ fi J l 1. 333 - 0.667 J = 
-D.667 1.333 

Íp•l = r º· 961 f p' 1 
Í-4.921 

L 1J l-1.93J = l 5.89J L 2j 

r p' 1 r 4.s51 I r p, 1 Í-1.691 
t -.6.12 J = L 5J = l ªJ L 4.21J 

Estado Final : 

Será la suma del Estado I y el Estas o II, esto es: 

rp1 r ., r ,1 = L p J + Lp J L J 

MA1 o.o 0.96 
--, 

0.96 

MB1 o.o -1.93 -1.9.3 

- - - - - - - - - - - - - - - - -
MA2 -1.5 -4.92 -6.42 

1'1!82 -1.5 5.89 4.39 

- - - - - - - - - - - - -
MA3 -1.5 5.89 4.39 

M83 ~1.5 -L..92 -6.42 

- - - - - - - - - - - - .:. - - - -
MA4 o.o o. 96 0.96 

M84 o.o -1 .• 93 -1. 9 3 
= + ::: - - - - - - - - - - - - - - - - -

MA5 o.o 4. 55 4.55 

M85 o .. o -6.12 -6 .. 12 

C':.·.'" ·~Í6-4 
b4@Ml'!i&li1i4t :t:m:i 



VII.4.2 

MA6 o.o o.o o.o 

MB6 o.o o.o o.o 

- - - - - - - - - - -
Ml\7 o.o 4.55 4.55 

MB7 o.o -6.12 6.12 

- - - - - - - -
MAS -4.44 -1.69 -6. 13 

MBB -2.22 4 .27 2.05 

- - - - - - - - - - - - -
MA9 -2.22 4 .27 2.05 

MB9 -4.44 -1.69 -6.13 

OBTENCION'DIRECTA DE LOS ELEMENTOS MECANICOS "SIN RECURRIR" 

A LA MATRIZ A 

Ejemplo: ARMADURA PLANA: 

/ 

EA 

L 

OBS: 

= CTE = 50 

Se revisarán 
importantes: 

Ton/cm. 

tres conceptos 
1) Matriz acoplada. 
2) Método de la Su-= 
3) Simetría de la ~=­

tructura. 

Para una armadura la matriz de rigidez en er"e~tremo 8 

de uno de cua miembro~ referida a un sistema local de ejes -

courdenados es: 



= EA 

L 

Referida a un Sistema Global se tiene: 

T 

donde: 

T T 

.r \""\ . T 
t"\.. BB 

-sen l 
cos J 

Por simplificación tomaremos: 

\:tas 

fzaa 

Matriz de transfc=~aci6n 
de un Sistema Loc3l de -
Referencia a un 5istema­
Glojal de Referer=ia. 

Puesta que la Matriz Acoplada de un miembro está dada por : La -

expresión: 

= 

l 



donde 

la Matriz Acoplada de 

como: 

/iAB = EA 

L 

En nuestra ejemplo: 

a) Barra QJ 

o o 

lí.2-1 
o 1 EA == 

L 
o o 
o -1 

i ., 

b) Barra 1 

1 

1t. 1-0 EA o = 
l 

-1 

o 

un miembro en 

2 
e es 

2 
es s - - - -

2 
-e -c>s 

/ 2 
-es -s 

1 ~ 2 

o 
1 o 

una 

1 
1 
1 
1 - r 
1 

l.' 

(Por no existir rota­

ciones) 

armadura·planta queda 

2 
-e -es 

2 
-es -s -

2 
e es 

2 
es s 

( g. = 270° ) 

V 
fo 

o 1 

-·41 
1 

1 _L ---- 270° 
1 o o 

2 
o 1 

2. 

~ o . < &= oº > 

o t 

o 1 

- - - -
o i 

f o 

-1 

o 

1 

o 

o 
o 

o 
o 

- - -
1 

1 

2 

1 

o 

--

- - '>X 

.... : - . 

iiiiiBi!iii<.iiiiií-Fi!~fi!íii.llii>. ¿¡¡¡¡¡·-. ·.·9-A;;;!!llii·~··."F!llll·~~!i!i!·nll!ll~;!l!ii#~Í!!ll·~~·· ·.!ii!!:~~:.íilíi:~!!ll!~miwi'l!l-@'a· ~lllll!l!~Lmi.·!!!mitt~ft.m;;;~-!!i!!;,w;l!!!l_!i!l!_S8!:;,.,,,,,,_,,,.".,.-~i\:ill. """"'~""'··,.,L.,.,·:-,.,.: """""""""'~"""""~----"""Jl""·.._. --~~~~·· __ ,__: -M - ---~- ,._ }c-~-1:61-~-- ~- ~--· 



e) Barra . ~ 2· - o 
o <&= o ) 

1 o -1 o 
1 2 

\z.2-0 
o o 1 o o 

= EA - - ¡- - - - - - -
L -1 o 1 1 o o 

o o o o 

2 o 

d) Barra o ( & = 135° ) 

0.5 -0.5 -0.5 0.5· 
o 8 

-0.5 0.5 1 

1 
0.5 -0.5 

'\Z..0-1= ~- - - - - - - - - - t -
L -0.5 o.s 0.5 -0.5 

0.5 -0.5 .. o. 5 0.5 
1 - - • X 

1 

1A 

o 1 

e) Barra 0 2 -V o ( g.. = 45° ) 

0.5 0.5 -0.5 -0.5 2 

0.5 o.5 -0.5 -0.5 

Rz_o ::: EA . - - - - -1 

L -0.5 -0.5 0.5 0.5 o 
-0.5 -0.5 •· 0.5 o.s • 

2 a 

· .. • 168 
.. -------··---~--r'--~-~-~::> ·.-:. -'-· .-·.,.---..-.· .. ~\·:.·ª. ~--~a-bu::--Sii:/j .... ::ii~ &t&ut:;u:~ttz~¿;...;i:tú:i::i:&itmx=ui:~ 



K = EA 

L 

K = 

Aplicando el Método de la Suma obtenemos: 

o + 1 + 0.5 o + o -0.5 o o 

o + o - D.5 1 + o +D.5 o -1 

- - - - - -
o o 

o -1 

Si EA = 50 ton/cm. 

L t 
1~ 5 -0.5 o ·D 

-0.5 1.5 o -1 

- - - - - - - - - - - - X 50 

o o 1.5 0.5 

q -1 o.s 1.s 

Observe que es la misma Matriz que la obtenida en el ejemplo -

anterior. 

Planteando el Sistema de Ecuaciones: 

75 -25 o 

ºl 
r d1x 

10 

-25 75 o -50 d 1y o 
o o 75 25 1 d -- 10 

75 J L 2x o -50 25 d2y o 
( I ) 

Por otro lado por Simetría tenemos que: 



tomando las dos primeras ecuaciones de (I) v sustituyenjo 

valores: 
['+ _:. •• 

75 d1x - 25 d1y + O + O = 10 

de ec. 2 

d 1X = 5 d1v 

! 
Sustituyendo en ec. 1 

. . 

75 [ 5 J 
. 

d1v -25 d1y = 10 

d1y = 10 / 350 = 0.02857 

d = 5 ( D.02857 ) = 0.14286 
1X 

Por lo que los desplazamientos quedan como: 

= 

0 .. 14286 

0.02857 

+0014286 

-0.02857 

Obtención de los elementos mecánicos: 

Para el miembro [2J 

Observe que por·simetría 
el n6mero de ecuaciones 
se reduce a la nitad con 
lo que los cálculos se -
reducen enormemente. 

Elementos Mecánicos Referi­
dos al Sistema Global de -­
Referencia. 

1 
1 
~ 

1 
1 
1 

1 



r-1 · f º º L p J = ~ -º- 1 
L O -D-

O -1 -~ -+] [ 

o. 14286] 
D.02857 
o. 14286 

-0.02857 

. ::::50 

__,¡L. 1 2.8571 

A 

l. 

8 

12.8571 

Psra el miembro 4 

0.5 . -D. 5 -0.5 0.5 fo.o l -0.5 0.5 0 .. 5 -0.5 r-1 o.o 
LP J 

:: 50 - - - -
-0.5 0.5 0.5 -0.5 l 0.1428~ 
0.5 -0.5 -0.5 0.5 D.02857 

:,;. ~ 

2.857 l 
8 

[
o J 0.0571(; 

-~-057'1~ 

(SISTEMA GLOBAL) 

r -2.8571 2.857 

l = 
2.857J 

-2.857 

(SISTEMA GLOBAL) 

A i 2.857 



Los elementos mec~nicos referidos al Sistema Global =! Ejes 

Coordenados resultan generalmente difícil de interpr5:ar, -

por lo que habr~ que transformarlos a los ejss local5s de -

r'eferencia. Esto se logra facllmente aplico;ndo la V:::riz -

de transformación . [ T l , esto es: 

= 
r-1 
l p J 

donde: 

De tal forma que para el Miembro GJ 

a) Extremo A 

[: :: ] ~ [ : -: J 
b) Extremo 8 

r º . l 
l 2.8571 = 

= [: . -: J r º l 
L -2.8571 

Interpretación: 

( e- = 270° ) 

= 

2.8571 

1 
1 ____ ..,. X 

A B 

Para el Miembro 

ser.] 
ces 

·172 



a) Extremo A 

P1x r 1 lº· 7071 

lp
1

y J = -O. 7071 

0.70711 

-O. 7071 

b) Extremo B 

= [-º· 7071 

-0.7071 

o. 7071] 

-0.707~ 

Interpretación 
..&.. 

" .. ' 

+ , 

' 

i"-

' .. 

[-2.8571 J 
2.8571 

[ 

2.85711 

-2.8571 

..... 

= r-:405 J 

= 

Observe que en forma general podemos establecer que la 

Matriz de Transformacipn puede quedar como: 



CD5 sen A 
o 

-::..en C06 

[rJ= o CDS sen 

-sen cas 8 

A B 

Asímismo 1 que aquí estamos obteniendo accianee de Nudo sobre 

miembro y na de miembro sobre nudo. 

Resumen del procedimiento: 

1). Obtenernos la Matriz de Rigidez Acoplada de cada uno de­

los miembros. 

2). Obtenemos la Matriz de Rigidez de la Estructura por el 

M6todo de la Suma. 

3). Resolvemos el sistema de ecuaciones o invertimos la 

Matriz de Rigidez, para obtener l.or.:, de5plazamientos de 

los Nudos. 

4). Obtenemos los Elementos Mecánicos de los miembros refe 

ridcs a un Sistema Global de Coordenadas. 

5). Transformamos los Elemento6 Mecánicos de los miembros 

al Sistema Local de Referencia. 

Ejemplo : MARCO PLANO 

Conocida la Matriz de Rigidez Acoplada de las barras de una 

estructura referida a los ejes locales de las mismas, basta 

rá recordar que en forma general para paGar de coordenada6 -

locales a globales, se tiene qué 

•iaS 

_',/ __ ,_, 'i~- ... ~º-"'.- :<.:.:: -'-_:~:_:;· .. o 

M1!1ZSl!'!!MlWM# 

- '.e'":'~-
,${ r 

.... 17Jl ......... ·.·· .. ·.· .. . 
;emp·i•Efrrr •ff\H~ 



10 
T . 
r 

1 

Para obtener la Matriz Acoplada, referida a coordenadas ;lo­

bales, de las barras a las cuales con sólo aplicar la Re;la­

de la Suma proporcionan la Matriz de Rigidez de la Estru:~u-

ra· r K J 

Sea el siguiente Marco 

~- EI 40 000 > = :cm.m 
2 

2 
3 

e 
2 

EIT = 60 000 :on.m 

5T 
EA 10 000=- EAT 

" = 1 3 2 
e 

~ 

1 l+ 

4 

De la Estructura se obtiene el kstado I y con ello l~s"Fuarzas 

de Fijación". 

2.s 

2.5~ 
~ 

2.5 

2 

2 



= 

Aplicando a la Estructura las "Fuerzas de Fijaclón 11 para obtener 

el Estado II. .--~ 
f"'.t .. ~. 

12.5 
T 12.5T 

10T l 7.92 l .,. 
10 .4 

I 
(Acciones) 

Tratando de ejemplificar el procedimiento que se sigue en algunos 

textos americanos para la obtención de los elementos mecánicos -­

por el M~toda de Rigideces, consideraremos la Matriz de Rigidez -

completa de la barra, conteniendo los efectos de Flexión, Fuerza­

Axial y Cortante. 

2.S 

La Matriz, de una barra cualquiera, Acoplada y referida a ejes lo­

cales es: 

-
L 

o 

o 

o 

12.EI 

7 
6EI 

7 
-EA O 

L 

a 

a 

O Í - EA 

6EI 

L2 

4EI 

L 

-
L 

o 

o 

-o--1 - EA 

L 

-6EI 

L2 

2EI 

o 

o 

o 

-12EI 
L3 

- 6EI 
,2 
L. 

o 

o 

6EI 
L2 

ZEI 

L 

o 

12EI -6EI 

(. 2 

4EI 



SL la Matriz de Transformacl6n a ejes globales es: 

... 
:">l.:. 

~cos sen 

º: J T = -sen cos 

o o 

Se tiene, aplicando estos conceptos a nuestro ejemplo, que para 

la: 

BARRA GJ ( o - 1 ) V BARRA 3 e o 2 ) 

! e, 

6' = 90·º 

o 1 o 

T = -1 D a 

o o 1 

2500 o .o -2500' ! o o 

o 7500 15000 o -7500 15000 

o 15000 40000 o -15000 20000 

• 
KAS = - - - - - - - - - - - -

-2500 o o 2500 o o 

o -7500 -15000 o 7500 -15000 

o 15000 20000 o -15000 40000 

177 



7500 o -15000 -7500 o -150001 
o 2500 o o -2500 . o --

-15000 o 40000 15000 o 20000 1 
KAB = 1- - -- l 1 -· - - - - - - - - - - - - - -

1 1 -75000 o 15000 7500 o 15000 

l ~D-1 
o -2500 o o 2500 o 

l3J~o-2 i 

1 
-

-15000 o 20000 15000 o 40000 -
-.J. 

o 1 -
2 

BARRA 2 ( 1 - . 2 ) & = oª T = I 

12500 o o • 1 -2500 o 

22:00 l ·-.... 1 
1 : o . 11250 22500 
I' 

o -11250 

1· o 22500 60000 1 o -22500 ;JODO i 
\ 

1 
K - - - - + = l 1-2 

·-2500 o o 2500 o o ¡ 
1 -
\ o -11250 -22500 o 11250 -:2500 1 
! 
1 

¡ o 
L 

22500 30000 o -22500 :JODO 

1 2 



Aplicando el Método de la Suma obtenernos la Matriz [ K J de 

la Estructura. ,; ... ..:.·. 

Obtenemoslos desplazamientos de los nudos como: 

dx 1 

l 
1 o 

dy1 -12.5 

971 -10.42 
K :::.. .. - - - - -l dx2 l-2.5 1 

dy2 -12. 5 1 

~2 J 7.92 J 
Resolviendo el sistema por Gauss-Seidel se tiene que: 

dx1 l 2. 25110 

dy 1 -lf. 2162 

trz 1 1 
. 

-0.7610 

= 
0.4880 ' 

X 1 

dx2 1000 

-5. 79401 
1 

-O .1208 t 



Para la barra OJ los elementos , . ; mecan1cos seran: 

··~ -r í"_:.- .• 

p l o 

l -5.49 l OX 
p o 10. 54 ov 
p o 18. 59 

-¡ 
::: K-0-1 - - - - 1 = í - - - -

p 1x 2.2540 1 1000 
1 

s. 4g 

J L 
1 

p 1y -4.2162J L'~:~~ J p1 -D.7610 

I 
Estos mismos elementos pero referidas al Sistema de.ejes lo-

cal del miembro son: 

lpox o 1 o 15.49 
-¡ i 10.541 

1 ' p - 1 o o o 10 .54 5.49 
1 OIJ 

l PO o o 1 18.59 18 .. 59 

= - - - - - - - - = - - 1 

~~: J 
1 o 1 o 5.49 -10.54 

L 
o -1 o o -10.54 5.49 

o o 1 3.37 L 3.37 J 

Como los Elementos Mecánicos debido al Estado I (Fuerzas de -

Fijación de la barra 1 ) son iguales a cero, los elementos -

obtenidas anteriormente son los resultados finales para este -

miembro. 

Para la barra @] los Elementos Mecánicos se obtienen direc­

tamente referidas al eje local de la barra ya que [ T J = [ I J . 

180 



p 1x 1 2.2540 4.415 

p 11} -4 .2162 -2.09 

p1 -O. 7610 -13. 78 

lp2x ¡- ~.Ze~o - - - - - _¡ 
= K1-2 -!..415 X 1 = 

1000 
p2y ~ -s. 7940 2.09 

L-0.1208 J 1 

p2 1 L s.42 _J _, 

Los resultados finales para esta barra serán la suma de las Fue=-

zas de Fijación más los resultados obtenidos. 

· Nomenclatura ,l '\ > -----------~ 1) ;. 
A 8 

(Positivos) 

-¡ 
a 4.42 4.42 

12.5 -2.09 10 .41 

10.42 -13.78 -3.36 

o + - 4.42 = -4.42 

12. 5 2.09 14.59 

-10.42 5.42 -5 
--" 

Checamos el equil5brio interpretando los resultados: 

~ ~-51 -~1-0.'54. 10·'fo/~· H.'1~1 
,.l .. O!==== 5 4A2.7 __ 4·'\2 "1·115 < ~------- ., rl" .,. .,, .. , r ;.;<, 5.0 4.q~ 

... ~\ L+--¿··~ 
. · .. ;.,,. ··:.: :' ;' . ::·· -,,f .;, ... '-~~.·<· . ,· '. 

~~2-~~ 

. > . h:.. ;,;)·;\\· .. u : 
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VIII. METODO DE LAS FUERZAS O DE LAS 
FLEXIBILIDADES 



VIII.1.- Concepci6n General del H5todo de las fuerzas. 

Se han establecido ya los conceptos básicos del Méto 
do de las flexibilidades o de las fuerzas; se ha manejado el­
concepta de estructura primaria. y se ha establecido el orden 
para aplicar los tres principios b~sicos del Anilisis Estruc­
tural en la solución de problemas de éste tipo. Es necesario 
para poder estudiar los siguientes temas, repasar tales con-­
ceptos y para ello consultar los capítulos IV.J y IV.4, con -
especial atención en el resGmen de ~ste Qlt1mo capitulo. 

Podemos establecer que. en escencia, el m~todo de 
las Flexibilidades se reduce a lo siguiente: 

a) Determinamos las acciones redundantes [ R J 
b) Aplicamos Equilibrio para poder obtener los es·-­

fuarzos en ias barras. 

e) Determinamos las deformaciones en las barras apli 
·.cando 1a ley de Hooke. 

d) Obtenemos los desplazamientos de 1os nudos aplic~n 
do el principio de Continuidad. 

e) Y comprobamos los resultados corroborando la ~on­
dición de continuidad en los miembros redundantes, 
como: 

= o 

Es válido señalar que el método es bastante general­
y puede aplicarse a cualquier tipo de estructuras reticulares 
no importando su grado de complejidad. Sin embargo, enfoca-­
mos el método a la solución de armaduras planas, siendo en és 
tas donde se facilita m¡s su aplicaci6n. 

YIII.2.- Apltcaci6n del Método a Armaduras Planas. 

De igual manera que para el capitulo de M~todo de Ri 

gideces correspondiente a armaduras (VII.2), podemos estable­

cer que una armadura queda definida como una estructura forma 

,, - -.___ ,-__ ..... --- ·-. -.· 

~...::..-~...;.....;...;_._~~--~ ....... ~~~~...,....-.--....,.._,,,,-"'""""""'. ~~---*~·~~·ewm~~m;s~"""1l:l!~~-.:mll~~ 



da por barras que sólo trabajan a fuerza axial, los nudos -­
son articulaciones y las fuerzas externas se aplican sólo en 
los nudos; cada nudo se puede desp)azar en dos direcciones y 

las fuerzas externas tienen dos componentes. Por ésto, son­
también extensibles los conceptos referentes a la parte de -
Vectores Estructurales del mismo capitulo~ 

Son importantes~ en esta parte, los conceptos de hi 

perestaticidad y estabilidad de las es.tructuras ya 4ue una -
11 es t r u et u r a µ r i m ar i a '· s 1;;; fo n1 a a p a r t i r da u n a e s t r u e tu r a h i 
perestitica y son condiciones que debe cumplfr: ser isostit! 
ca y estable. 

Principios fundamentales. I 

a) Equilibrio.-

Para elegir teóricamente a la "estructura primaria" 
se podrá usar el criterio desarrollado anteriormente, o sea­
que las 2n~ barras que forman la estructura primaria sean -
tales que L A

0
J T sea no singular; obviamente éste crite-­

rio no es práctico, por lo que la elección de la estructura­
primaria la haremos por consideraciones estiticas sencillas~ 
en. el siguiente ejemplo elegiremos como estructura µrimaria­

a 1 a formad a por 1 as b arras [j] a [fil s i en do 1 as redundan tes 

la m y la ru 
,;¡ J 'º' 
~~~~7,..,-~--''--~-ot. La ecuación de equilibrio se 

rá; 

donde; 

r R 1 r R1 1 
l J = L Rz J • 

·, ,.183 



A continuación veremos una forma simple de obtener [ 0
0
J y 

[ bR .l 
Supongamos que en la estructura primaria se tiene que 

[ R J = o 

por lo tanto: 

r i 
L P J = 

y 

[ FJ= 

Renglón i 

Renglón 

o 
o 
o 
o 
1 

o 
o 
o 

o 

o 
o 
o 
• 

( Las e 01;i p o n e n tes de F to.-
das nulas; 
con valor 

\..-. -
= '. bol i ¡ . 

1 ~ l ~º21 
• 

bo .. 
J 1 

rneno s la i-esima 

unitario ) . 

( Columna i-isima 
de [bo] ) 

O sea, que las fuerzas axiales para esa condición de carga -
c.:orresponde a la columna i-ésima de [bo] ; por consiguiente 
para.obtener [bo] habri que resolver la estructura 2nN ve-
ces con [ f J = [ I J a : 

·1a4 



o o o o o o o 1 

2nN condiciones de carga. 

El razonamiento anterior, 
equilibrio se hace [RJ 

L p J ª [ bo J 

se justifica si en la ecuacidn de -

= o y [ F] = [r l . . 

Apliquemos este procedimiento a nuestro ejemplo: 

Columna 1 de 

. __ .-·.;~>·_·,:_::;;<·-:,. ·mm•sk ¡' t=a rm 

[oo) ; ~rJ = 1 

o 
{Flx = 1 ¡, , 

o 
Fly = Fzx =.•.=O. ) 

Para resolver la estructura­
seccionamos a l~ armadura en 
la barra ~ y tomalllos mo­
mentos en el apoyo izquierdo, 
qjL_teniéndo as~ la fuerza en­
~ ; las dernas fuerzas las­
encontramos por el m~todo de 
los íiodos • 



+ 0.472 
- 0.333 

·o. o 
+ 0.472 

o.o 
- 0.472 
- 0~667 

+ 0.333 

l 
o.o 
o.o 

( la.· columna de bo ) • 

As~ en forma análoga obtenemos las demis barras de [boJ . -
( la 2a .. con F 1Y = 1 ; F 1x = F2x = F2Y = ••• = O ). 

+0.472 +ü.944 +0.472 +0.472 o.o +0.944 o.o +O. 4 7 2 

-0.333 -o-0.333 -0.333 -0 .. 333 o.o -0.667 -l~íJOw -0.333 

o.o o.o o .. o o.o o. o. o.o +1.414 o.o 
+0.472 -0.472 +0 .. 472 +U.472 ·o.o -O. 4 72 +1.414 +0.472 

lbo]= o.o o.o 0 .. 0 0 .. 0 o.o 0 .. 0 -1.000 -l.000 

-0 .. 472 +0.472 -0.472 +0 .. 944 o.o +0.472 o.o +0.944 

-0.667 +0.667 +0.333 +ü.333 o.o +0.667 -1.00ú +0.333 

+0.333 -0.333 +0.333 +0&333 +l.000 -0.333 +l.000 +0.333 

o.o o.o ·o.o o.o ·O~O o.o o.o o.o 
o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o o.o 

o sea, 

[bol ;:; [ [ :~Jll 
La regla para obtener [bRJ es similar, esto es : 

En la ecuación de equilibrio 

+ 

Sea 

o y 

[ J r Rl 
bR L J 

Í R 1 
L J [1J 
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Por lo tanto · 

= 

O sea : Las columnas de [bR] son las fuerzas axiales obte­
nidas µar redundantes unitarias aplicadas en la estructura -­

primaria. 

En el ejemplo. Í b 0 lj tendrá dos columnas 
L '" 

la la. para R1 = 1, 

R
2 

= o y 1 a 2 a • par a R 1 - o y R2 = 1 •• 

1 a. Columna de [ bR] o.o 
+1.0LIO 

J.011 -1.414 
-1.414 

r 1 + 1 .. 000 

LpJ= o.O 
+1.000 

ll,=1 o.O 
+l.000 

- o.o 

2a. Columna de [bR] o.o 
-1. ouo 
+1.414 

+1.414 

r p 1 _ -1.000 

L J - o.o 

e~·' 
-1.000 
+1.000 
o.o 

+ 1. 000 

Por lo tanto : 
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-·-·--· 

= 

. ú. o 
+1.000 

-L 414 

-1.414 

+1.000 

o.o 
+ 1 • 000 

o.o 
+l.000 

o.o 

o.o 
-1.000 

+l.414 

+1.414 

- 1. 000 

o.o 
- t. 000 

+ 1. 000 
n ·" \J • V 

+ L úuü 

::: 

Es necesario hacer notar que para resolver una estructura por 
el método de las fuerzas en la cual no se piden todos los de~ 
plazamientos d no es necesario obtener la matriz bo 
completa, si no el valor de bo F > el cual se puede obte­
ner directamente resolviendo la estructura primaria con las -
fuerzas F y R = O. A los valores asi obtenidos se -­
les llama Po esto es ºfuerzas axiales isostáticas 1

'; la ecu!!_ 
ct6n de equilibrio, que venirnos manejando, se transforma en-­
tonces en: 

r P 1 
L J = 

donde Po son las fuerzas axiales en la estructura primaria 
cuando obran sobre ésta las fuerzas reales [F] con redundan 

r 1 
tes t R J n u 1 os : 

Puesto que en 

f ::: -l ºl 10 

o 
o 
o 

-10 
o 
o 

nuestro ejemplo 

; ( ton. ) 

es igual a: 

Para obtener [P~ resolvemos a 
la estructura primaria con estas 
fuerzas: 

lBS 



b) Ley de Hooke. 
I r E 1 = [ f J (r p 1 

L J L J 
donde [tJ es diagonal y fii = 

Supongamos que en nuestro ejemplo 

esto es 

e) Continuidad. 

Li 
E; 

+4.72 
+6.67 

o.o 
+4.72 

o.o 
-4.72 

-6.67 

+3.33 

o.o 
o.o 

= 
A· 1 

l 

Rii 

f1=f2 = ••• f¡o = i.o 

·Se 1 legó anteriormente a establecer que: 

Observando la condtci6n de continuid~d para la cual [~J= O 
y sustituyendo la ecuación de la Ley de Hooke y Equi1ib~io 
en esta última ecuación, obtenemos que: 

= o 



De la cual se obtienen las acciones redunJantes L R] 

En el momento que podemos obtener [ R J , se tiene µráctica­
mente la solucidn Je nuestra estructura. La Ecuaci6n de EquL 
librio nos permite obtener los esfuerzos en las barras, la -
Ley de Hooke las deformaciones, y cuntinuidad los desplaza-­
mientos en los nudos y la comprobación de los resultados pa-

ra [ LL J = O • 

Resolviendo nuestro ejen1plo tenemos que: 

a) Determinamos r R l. 
L J 

[ b~] lf J r b~ i = 
í 8. 00 
L_-7. 00 

-7.00] 
9.00 ( cm/ton. ) 

[b~]Lf] lPoJ t6. 671 = 
+10.00 

{ cms ) • 

Por 1 o 

[ 
8.00 

-7.00 

tan to: 

-7.00] 
9.00 

r Rl l 
L Rz J 

Resolviendo : 

[-0.435] 
-l.450 

+ [-6.671 
+10.00 

o 

{ Ton. ) 

b) S~st1tuyendo en la ecuaci6n de Equilibrio 

4.72 o.o o.o 
6.67 +1.000 -1.000 
o.o -1.414 +1.414 
4.72 -1.414 +1.414 
o.o +l.000 -1.000 

-4.72 + o.o o.o 
-6.67 + 1. 000 -1.000 

+3. 33 J o.o +l .. 000 

o.o +1.000 o.o 
o.o o.o +1.000 

'. . 

-0.435 

-lo45Q 

='"""""'"'""""ft' ~~~S,ic!!lA@'WPi!f!J!m] 
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4~72 

7.79 
-1. 44 
+3.28 

+1. 02 1 

p = ( Ton. 
-4.72 
-5.65 

+1.88 

-0.44 

-1.45 

e) Aplicando la Ley de Hooke. 

Como : l f J = [ I J 

) . 

• 

... 

r a:: 1 
L J • 

d) Si deseamos obtener todos los desplazamientos de d 
aplicando con~inuidad, tenemos: 

7 @67 -, 

-L.01 
2.04 

-4 .. 29 
1. 88 

-8.78 
1.45 

-5.31 

, 

. r 1 
Si sólo se hubiecen deseado algunos valores de Ld 1, sólo -
habría necesidad de obtener las columnas correspondientes de 

rbJ. ¡ por ejemplo: si solo hubiecemos deseado obtener dJx, -
tendríamos que obtener la 5a. columna de [boJ (resolviendo 
1 a es true tura p r i 111 a i"' i a con F 3 x = 1 " O) , y mu 1 ti p 1 i e ar 1 a - -
transpuesta de esta columna por el vector [E. J. . 
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lOT 

En forma genera 1 : 

[ .d J boTR. e R = ; donde_·boR es la K-ésima columna 

de [ bo J 
EJEMPLO: 

2. 

!201 
EliJamos 

)'1 

Resolver la siguiente anaadura por el método de -
las flexibilidades. Obténgase sólo el desplaza-­
miento vertical en el nudo 2 

! 

3 

EA 
L = CTe = 50 Ton./cm. 

~ Vv"'I 

1 a Estructura Primaria. 

.z ió' .i.O ,.. 

[Po]= 
:+20.00 

+10.00 

o.o 
-28. 28 

o.o 1 

J 



Obtengamos bR 

o .-::¡.o"l-1 

' '-
J.,0 

[bR_] ' ' ~p 

"" 
:: 

o.io11 ".> 

..,..p 

o .701' I 

Se obtienen las redundantes R 

Si 

• . . 

EA 
L = 

3.5 
50 

= 

50 

1 
50 

+ 

1...- __ .....__ 

-- - -y.ir 

[x] 

= 3.5 

L 
EA 

1 
X 50 

= -49.497 
50 

49.497 
50 

-0.7071 
-0.7071 
-0.7071 

1.00 

1. 00 

como : 

:: . o 

1 
=-~-50 

Rt = 14.142 

Los esfuerzos en las barras quedan como: 

.. 



¡+20.001 -0.7071 
+10.0ú -0.7071 l o.o J -\- -0.7071 X 14. 142 

-28.28 +l.0000 

o.o +l.0000 

1 +10.00 l 
o.o l -1o.00 J { Tons. ) 

-14.142 
+14.142 

Las deformaciones en los miembros las obtenemos directamen-
te como: 

r el l 110.001 1 10.001 ez 
l-1~:~0 j = l-1~:~ºJ l 

1 
[ I J l 

e3 

J 
= X 

50 50 
e4 -14.14 -14.14 

es +14.14 +14.14 

Y para obtener el desplazamiento vertical del nudo 2 
aplicamos a la estructura primaria ~a carga unitaria en -
esa dirección; para obtener la columna correspondiente de-

bo · a ese desplazamiento: 
.i.. o : .......... 

ro---~? 
. . . +1.0000 

• .. • +l.0000 

i,.o [bo] = . .. • o. o 
.•• -1.4142 
. . . o.o 

• l·D El desplaza1niento será :-
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1.0 o.o -1.4142 

= _1.Q.__ - O.GO cms. 
50 ========== 

o. o] 
+lU.0 

o.o 
-lú.ü 

-14.14 

+14.14 

1 x.--
50 

(en la dirección de la fuerza -
unitaria aplicada). 



IX. TEMAS ESPECIALES 



IX.1.- Comentarios a los ~~todos de las Flexibilidades y de 
Rigideces. 

Los métodos de las Flexi~ilidades y de las RigiJeces 
son muy parecidos en su foniulación 111ate¡¡1.Ítica; µues.to yue­

ambos se basan en la aplicación de los tres princiµios üásj_ 

e os de l a n á 1 i s i s y u s a n e o r:iO pu n to de p a r ti da que e s a ;d i e~ 

ble el de superposici6n de causas y efectos, µero difi~ren­

notablemeote en su interpretación física. f\unque no se na -

profundizado, como se merecía, en ambos ~itodos (considera~ 

dos en los ejemplos, estructuras no ortogonales, esµaciales~ 
apoyos incompletos en marcos~ efectos que provoca 1 a teinpe­

ratura ~ desplazamientos en los apoyos, etc.}~ menciona reinos 

algunas características que hay que tomar en cuenta cuando­
tratemos de computarizar alguno de ellos. 

El método de las Flexibilidades necesita de la selec 
ción previa de una estructura isostática, separando las - -
barras redundantes de la estructura elegida, lo cual nos em 
puja a tener que elegir entre varias alternativas. En el Mi 
todo d~ las Rigideces nunca existe duda alguna en la elec-­

ci6n Je la estructura pues ésta se considera fija en todos­
sus nudos y no ndy µosioilidad de selección. Sin e;auargo,­

cabe hacer mención que el raitodo de las Flexibilidades es -
fácilmente aplicable a estructuras en las que el grado de ~ 

hiperestaticidad es pequefio en comparaci6n con el n~rn~ro de 
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barras que se tiene. Por eje111plo, en ArmiH.lu:--as planas yene 

ralmentc la cantidad de Larras redundantes es mucho menor -

q u e a q u e l l a s q u e fo rm a n u n a a rm ad u r a i s o s t á t i e a ; lll á s n o a s i 
en marcos donde el namcro <le redundantes es alto. 

Se han ingencado alsiunos métodos> basados en la e1 irni 

nac1on de Jordan, para elegir redundantes y obtener 1'\ 0 T -­

para cuillquier tipo de estructura, (J. Hobinson, '·Automatic 

Se1ection Of i{edundancies in the l'latriz Force i·letho<l: the 

Rank Tecirnique", Car. /\erou Space J,; 11:9-12 (1~G5) ),. lo -­

cual facilita la a¡;1icación de 1as computadoras al i·létodo de 

las Flexibilidades. pero debido a la facilidad conque puede­
programarse el Método de las Rigideces se ha venido trabaja~ 
do más tiempo en éi, y es por ésto que sea el método que ge­

neralmente se usa en los pr-ogramas de comput_aci.ón. 

Por últirao, cabe hacer notar~ que es necesario, al -­

tratar de resolver una estructura, observar las ayudas con -
que se cuenta para cada caso particular, (simetría, desplaza 
mientos de nudos realmente necesarios, etc.) para µoder ele­

gir entre uno u otro método de Anilisis Estructural. 

IX.2.- Obtención Directa de las Reacciones y Efecto de Des-­

plazamiento en Jos Apoyos. 

Sean [RJy ~A] los .desplazamientos en los apoyos -­
(en general dA =.O_), si consideráramos ha estos como nudos, 
en el ~~todo de las Rigideces, se obtiene: 

= 

1 

1 
-1-

1 
1 

T Kz 1 ) • 
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Esto es: 

f = Kll d + K12 d1\ 

R = K2 l á + K¿ 2 d A 

de la ecuación (1): 

d = K-1 
"ll F 

( 1 ) -

(2) 

(3) 

de la ecuación { 2 ) , hay que observar si dA = o las reaccio 

nes quedarían como: 

r R = Kzl d 

Sustituyendo la ecuación (3) en la ( 2) obtenemos: 

R Kz¡ 
K-1 F + K22 K2l 

-1 
K¡z dA ::;: - Kl l 11 

observe que si f· = O 

donde K = Y K K-l 
~22 - 21 11 K12 • contracci6n de la Matriz [KJ. 

Ejemplo: 
,(f 

L2"T 1 

o.o 
-1.0 

[AJ= o.u 
-0.71 

o.o 

Considerece el ejemplo desarrollado anteriormente: 
z. b-

2 J 

1.0 l 0-0 -LO 1 u.o 
o .. o 1 o.o o o 1 !.O 

u.u '-1.0 
• - 1 

u.o u.o 
o. 711 o. o o.o 1 o.o 
O.O ·-U.71 -0.71 0.71 

[ K~ J :::: 50 f 1] 

La Matriz A se obtiene por -
renglones, considerando a los­
apoyos como nudos. 

4 

o .o 1 o.o o.o l 
O ~O 1 o.o o.o 

1 
1.0 o.o u.o 

o. o 1 o. 71 .;J. 71J 
i o.o o.o ü.71 

1 
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l r • => -O.~ o.o l). o -1 u. o -O. 5 0.5 

-0.5 l. o o.o • 0,0 o.o o. 5 -(¡. s -! 

[A ~[ K1J1A 1= 
o.n u.o 1. !:) 0.5 -U.5 -0.5 -1 u.o 

50 X o.o -1 0.5 l . 5 -0.5 O r· o. o O.O - . ;) 
-1 o.u -U.5 -u. 5 , ¡· o ¡· o. u o.u 1 • ;) . ;) 
o.u o. IJ -O.!) -0.5 ü.5 0.5 o. o o.o 

-0.5 0.5 -1 o.o o.o o . L) 1. !> -U.5 
0.5 O r· - • :J o.o o.o o.o o.o -O. 5 0.5 

[ K J = [Kll K12 J 
K2l Kzz o.o 

I r 1 
GAJ_ = 

-0.4 
Si conocemos que o yl d j= 0.2 

-0.6 

0.2 10.0l 
[RJ= Kzl d ::: 50 0.2 = 10.0 

-0.4 -20.0 

0.2 10.0j 

!.O 
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IX~J.- MOJificación por Efecto de Deformaci6n de Cortante -
en la Matriz de Rigid~z. 

Barras con Deformación por Flexión y Cortante. 

Consideremos la barra 

¡\á------& 
empotrada en A 

1!.- Uecesitamos conocer los des 
plazamientos d B debi-­
dos a una fuerza vertical -
unitaria. 

d 

2!.- Necesitamos conocer los desplazamientos d B debi-.-

dos a un momento unitario aplicado en B 

d B ? 

ler. Caso. 

Estructura rea 1 : y /G&; 

~ r ~A B 
L 1 ---

1 El GAc 

M/EI -
200 
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,~ 

Estructura virtual; 

a) Giro: 

)i 

~Ul = ~~ ds 
EI 

::: 
2 l 

2EI 

b) Desplazamiento: 

1 
3El 

+ J l 

111 

+ ~ Vvds 

GAc 

m 

+ L 
GAc 

si : e = 6 { 1 + v ) ( I / Ac L
2 

) 

e = 6f ( 1 + v ) { I / A l 2 ) 

l3 
:; --

3El 

Estructura Real. 

. ~>-------) 
f'I 

l 

( 1 +e ). 

___ ·_+ _____ ] -ti-
M 

El 

::. o 
V 

V 

t __ ___,J1 

V/GAc 

V=O 
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To1nando las virtuales del caso anterior: 

l =---
El 

dyz = 

Ordenando: 
l 2 

rfllbJ= lL3
/3EI ( 1 + e) L2 

/2E IJ dyB 

L2 /2EI L/EI Ps 
1 2. 

Si recordamos que: 

Flexibilidad: Es aquello que al multiplicar por e1 par y la 
fuerza en B permite obtener los desplazamientos: 

Rigidez: Es aquello que al multiplicar por los desplazamien 
tos permite obtener las fuerzas. 

Podemos invertir lft:is] y obtener lkaBJ. 
Efectuando operaciones: 

12EI 6EI 
LJ(l+4c) L2(1+4c} 

[kus] = 6EI 4EI (l+c} 
L¿(i+4c) L(1+4c} 

l 
j 
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En esta matriz de Rigideces no se consider6 el efecto por de 
for¡nación axial, el cual puede ser anexado rnanejándolo co,¡10-

anteriormente se hizo9 no sufre modificaciones por este con­

cépto. 

Cuando sólo to111amos en cue·nta los efectos por flexión y que­

remos incluir el efecto de 1 a deformación por cortante, se -

tiene que: 

Apliquese un giro unitario en U 

i 

(~~ ~<J 4EI 1 + e 

L 1 + 4c ... 

2EI ( 1 - 2c) ~ - --
l ( 1 + 4c) L2 (1+4c) 

Donde la reacción que aparece en el extremo A se outiene -
tomando momentos en ese punto. 

De igual manera si giramos en A y tomamos momentos en D, 
podemos establecer lo siguiente: 

Si se tiene una barra con secci6n constante~ los momentos ex 
tremos son directamente proporcionales a las deformaciones -
angulares en esos puntos, esto es: 

[ ::J [ :: J 
donde [K1J es igual a 
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4EI ( 1 + e) 2EI ( 1 - 2 e} 

r K1 J 
L { 1 + 4c) L { l + 4c) 

::: 

2EI ( l ¿e) 4EI ( 1 + e) ---
l ( l + 4c) L ( 1 + 4c) 

o expresada de otra forma: 

r 
( 1 + e) (1 2c) r K~ J 

l-
2 - -

= lEI ------
( 1 - 2c} 2 (1 + e) L(l + 4c} 

Aelicación: Considere el siguientt.:: marco. 

r==f "C1 

~J·~~-5"'--~~~~..._.~~~-M+---~b'---__.~(Planta) 

(Elevación n 
\ 

Solución: queda representado de la-
siguiente forma: 

e 

3 

1 --

e 1/ 
f . 

: 
1 J 1 

//l' \\\ /// \\\ /// \\ ~ /// \ \ ///\\ 
1 

1 

! 

r- 5 r .1-1-3= 'l ,. 
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Al analizar la estructura bajo condición de carga horizon­
tal convendrá adoptar la configuración anterior, ya st?a --
considerando nudos en los puntos o tratando a las tra-

b é s e o íll o b a r r a s d e s e e e i ó n · v a r i a b 1 e ¡, a l mu ro s e 1 e a n a li z a 

rii tor;iando los efectos de flexión más cortante. oajo condj_ 

ció11 de carga vertical podrá considerarse a las traoes en­

los puntos e e111potradas. 

IX.4.- Rigidez de Barras de Secci6n Variable. 

( Solo flexi.ón ) 

Sea una barra A B tal que El = Variable. 

r l·lal r Kt J r::i l HaJ 
= 

Tratemos de obtener [f ss] r .X 

~ l)/<! dys Fyº 

<f s = f ss Jts f"y e, 

1 a .. Columna de = 1. o [f UB J FyB 

~~ A~ '[ ~ 
L ~ 

M M/f I 

~~·· _ ') '~ dyB =~ El j1 VV';. 

ÍÓu =}<\~ X~ 
~· ~¡ ] )t + 

d.x 

d.x 
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2a. Columna de [f 1w] ; Jlo = l. 

) _1 1 ~~¡ ' ¡j + / 
~ 

"""' 
:1/E I 

~ ~dyB = ~(L - x) dx 

1! hl L El 
){=O 

~ ) j_ 1 l <p t3 ::: J :~ 
Resumiendo; 

}cL ~ ;)2 
) t L "' dx \ - "'I dx EI E I · 

[ta~] = j(l J - X) dx dx 

EI El 

O sea 

tfss] [~11 f 12 J r \ 2 
= a f 21 f 22 = o X X = L 

Para obtener [k~aJ sólo tendremos que invertir 
f ºº' esto es: 

[ kss J 
f z2 -f 21 l 

l 
f 12 f 21 :: 

fll J X 

2 ; = 

-f12 f 11 f 22 -f 12 

DeT f 11 f 22 
2 = -f 12 
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\ 

Para el caso en que sólo manejamos los giros en los extre­

mos de 1 as b ar ras , t r a ta re 111 os de o b ten e r l a ;·I a tri z de R i ~ .!_ 

de z de 1 mi e i11 lJ ro A G- ante de fo r1:1 a e i o ne s. a n g u 1 ar es • 

(giro en A ) 

HOTA: iAU ::: '\ ilA. 

Por lo tanto: 

[Kls] 
l 1AA .:-,¡3 

= l-·~A .,-BB 

A continuación se obtiene BA en función de -

~ss] · 

\ <" 
f 11 f 11 = = BB 2 

f 11 f 22 -f 12 DET 

'°"AB 

f 12 = 
f 21 

DeT Del: . 

Tomando momentos con respecto a A . . 
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=y 
BA 

fl¿ L - fll 
=-------

OET 

~A, se obtiene en forma parecida 

.j 



l • = f 12 
(L-xl_dx l h X ~ L J( 

El 2 2 2E 1 2 

2 

l 1~ ~ l= f 12 :a l + 
EI 

3L 3 L 3 
= --x -i€.-

"'("" = AA 

,.-SB :: 

4El 16 El 

3/4 - 5/8 + 3/16 X 

11/256 

3/16 x EI = 48 
11/256 L 11 

v;B = r;A = 5/16 - J./16 = 
ll/256 

[ K1] = í80/ll 
l-32/ 1 l 

. '-·~ - '.'.,-J-<·-. 

5 L2 
- = 

16 El 

E I = 80 

L 11 

El 
L 

32 El 
11 l 

-32/11] El 

48/11 L 

+ l L 
-- l( -

2 2 

f 21 

El 
l 

1 l 
"EI~2 
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