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I N T R o D u e e 1 o N 

cuando un sistema de conducción de agua se encuentra trabajando 
a presi~n es comdn la aparición de los llamados "fenómenos tr8!1 
sitorios". Estos fenómenos son producidos por la variación re­
pentina del gasto en la conducción. misma que se presenta gene­
ralJnente por la ejecución de maniobras en el sistema como aper­
tura o cierre de válvulas, arranque de bombas, paro en una o V_!! 

rias de las unidades del sistema de bombeo, o bien por un paro 
tota1.del sistema debido a una falla eléctrica. 

Los "fenómenos transitorios" consisten en la fonnaci6n de so-­
brepresiones o subpresiones en el sistema, los cuales en ocasi~ 
nes alcanzan tal magnitud que pueden provocar el colapso de la 
conducción. 

Hoy en dia es cada vez más com~n la construcci6n de grandes si~ 
ternas de bombeo, as! podemos mencionar sistemas como Cutzamala, 
Rio Colorado - Tijuana, Linares - Monterrey, etc. 

Considerando que los costos de este tipo de sistema de conduc-­
ci6n son a menudo muy altos, se justifica la realización de un 
análisis en detalle que permita conocer la magnitud de estos f~ 
n6menos, as! como los puntos de la conducción más afectados por 
ástos, a f1n de proponer una protección adecuada al sistema. 

Durante mucho tiempo en nuestro pa1s se han proyectado y cons-­
truido sistemas de conducción sin el conocimiento en detalle de 
los problemas, que podr!an ocasionar los "fenómenos transito- -
rios" en ellos, ésto en parte propiciado por 1a escasa informa-
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ci6n existente entonces acerca de este tema, misma que a través 

de los años ha ido creciendo y desarrollándose hasta poner a ~ 

disposici6n de cualquier ingeniero, métodos de análisis de este 

tipo de fen6menos, de alto grado de aproximaci6n y que con ayu­

da de las computadoras son flexibles y de aplicaci6n sencilla. 

En la actualidad es cada vez más com~n la realizaci6n de este -

tipo de análisis en sistemas de conducci6n de magnitud conside­

rable. Sin embargo un gran procentaje de estos análisis son 

llevados a cabo a nivel de proyecto ejecutivo, ahora bien, en 

esta etapa de proyecto ya se han definido en el sistema las ca­

racterísticas de la conducci6n, la topografía del terreno por -

donde pasará la línea, el equipo de bombeo que se utilizará, 

etc. lo que significa una gran limitaci6n en el análisis, pues 

a este·nivel el estudio se reduce a modelar el funcionamiento -

de la conducci6n de características ya especificadas, y en fun­

ci6n de éste proponer los dispositivos adecuados para que las -

presiones que se presenten en el sistema sean compatibles con ~ 

la resistencia de las instalaciones y brindarles as! una proteE 

ci6n adecuada. El costo de ~stos dispositivos es en ocasiones 

un porcentaje considerable del costo total del sistema, depen-­

diendo ésto del namero y tipo de dispositivos que se hagan nec~ 

sarios en la conducci6n que a la vez será funci6n de las carac­

terísticas hidráulicas de la conducci6n, de la topografía en su 

trazo, del equipo de bombeo, etc., características del sistema 

que como se mencion6 anteriormente, a nivel de proyecto ejecut! 

vo se encuentran perfectamente definidas. Apoyándose en lo an­

terior puede verse la importancia de que el análisis de fen6me­

nos transitorios sea llevado a cabo a nivel de anteproyecto, -

pues es a ~ste nivel donde el proyectista debe verificar el gr~ 

do de factibilidad técnica y econ6mica de las alternativas que 

se proponen en esta etapa del proy~~to, y de ignorar el estudio 

a este nivel se llevará a cabo la elecci6n de una alternativa -

ante otras, sin haber considerado en ellas los costos y proble­

mas de construcci6n y operaci6n en que se incurrirá por la apa~ 
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rici6n de los fendínenos transitorios. 

Hasta hace poco tiempo para la realizaci6n de este tipo de an~ 

lisis era coilliln la utilizaci6n de métodos de tipo gráfico 6 s~ 

migráficos, mismos que presentan poca flexibilidad y exactitud. 

En la actualidad el desarrollo de las computadoras y la facil.!_ 

dad de acceso a éstas, permite analizar sistemas complejos me­

diante métodos que en un tiempo fueron considerados como sofi~ 

ticados y que ahora ya no lo son tanto, algunos de los cuales 

se comentan en el cap!tulo uno. Es también en este cap!tulo -

donde se dan los elementos básicos de la rnetodologia que se 

propone adoptar para el diseño y revisión hidráulica de un si~ 
tema de bombeo, misma que es conocida como el "método de las -

caracterlsticas". 

Algunos de los dispositivos y estructuras que se encuentran cg 

mdnmente en un sistema de bombeo de importancia como son cáma­

ras de aire, torres de oscilación, válvulas, bombas, etc., re­

quieren de un análisis matemático concordante con el método de 

las caracter1sticas. Este desarrollo matemático se presenta -

en el capitulo dos. 

En el cap!tulo tres se presenta la aplicaci6n del método a un 

sistema de conducción, lo que permitirá evaluar el nivel y al­

cance del análisis propuesto. 
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1.- CONSIDERACIONES SOBRE LOS METODOS UTILIZADOS EN EL ANALI-
SIS DE FENOMENOS TRANSITORIOS ··· · .. 

,, 

1.1 DESCRIPCION DE ALGUNOS METODOS 

Dada la complejidad que presentan en la actualidad algunos si~ 

ternas de bombeo y los elevados costos que se involucran en el 

diseño, contrucci6n y operaci6n de los mismos, se hace necesa­

rio que el método que se utilice en el análisis de fen6menos -

transitorios ofrezca además de una flexibilidad que permita 

considerar en el estudio todas las estructuras existentes en -

el diseño del sistema, as! como a todos los dispositivos de 

control propuestos, una exactitud acorde a la importan~ia del 

sistema. 

Hasta la actualidad se han desarrollado varios métodos que son 

utilizables en el análisis de fen6menos transitorios, algunos 

de ellos se han desarrollado _pensando en casos especiales por 

lo que presentan poca flexibilidad en el estudio,_ otros en Cél!!! 

bio son lo suficientemente generales y flexibles para el estu­

dio de sistemas complejos. 

A continuaci6n se presenta en forma breve una descripción de -

algunos métodos con que se cuenta para este tipo de análisis. 

a) .- METODO GRAFICO 

Este método omite la fricción en su desarrollo te6rico, -
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sin embargo, se usan correcciones para considerarla. Pa­
ra su derivaciOn son utlizadas las ecuaciones diferencia­
les parciales de continuidad y de movimiento. Este méto­
do ha sido el más práctico y de mayor popularidad en este 
tipo de análisis hasta la aparici6n de las computadoras. 

Las ventajas que presenta este método son: una buena vi­
sualizaciOn del fen6meno, una relativa facilidad en an41! 
sis de sistemas sencillos de tuber!as. 

Las desventajas del método son: dificultad para mantener 
exactitud en el análisis, necesidad de soluciones hipoté­
ticas para muchas condiciones de frontera. 

b).- METODO DE LAS CARACTERISTICAS 

El método de las caracter1sticas se basa en la transform..!! 
ci6n de las dos ecuaciones diferenciales parciales de CO.!! 

tinuidad y de cantidad de movimiento en cuatro ecuaciones 
dizerencia1es totales: la fricción es considerada en su -
totalidad. Las ecuaciones son expresadas en diferencias 
finitas y se resuelven con la ayuda de una computadora d! 
gital. 

Las ventajas que presenta el método son: exactitud en los 
resuitados, dado que no se omiten términos, facilidad en 
la manipulaci6n de condiciones de frontera, obtencidn de 
las carqas y velocidades en tantos puntos de la conduc- -
ci6n como lo pretenda el criterio del analista, además C,2 

mo generalmente el método se aplica en computadoras. es -
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f4cil visualizar en el an4lisis de un sistema los efectos 
producidos por los cambios en ~l,de par4metros como son: 
di4metro de la tuber!a, espesores, dimensiones de los di~ 
positivos, caracter!sticas de las bombas, etc. 

Durante mucho tiempo se consider6 como desventaja del mé­
todo la necesidad del uso de la computadora para su aplic~ 
ci6n. 

c).- METODO ALGEBRAICO 

A partir de las ecuaciones del método de caracter!sticas, 
se lleva a cabo el desarrollo de las ecuaciones ~el méto­
do algebráico, por lo mismo estas ecuaciones pueden reso! 
ver la mayor!a de los problemas resueltos por el ~tOdo -
,de caracter!sticas. 

Las ventajas que presenta el método son que puede ser 
aplicado sobre varias secciones, sin necesidad de calcu-­
lar las condiciones en las secciones intermedias, lo que 
denota lo adecuado del método para el análisis en siste-­
mas de conducci6n sencillos en donde no se necesita el 
cálculo en ninguna secci6n interior. 

Las desventajas del método son que no se determina la - -
fricción en forma precisa como en el método de las carac­
ter!sticas, por otra parte es necesario ajustar el valor 
de la celeridad de onda para tener un ndmero entero de -­
secciones de análisis en cada tramo. 
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d).- METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

En lugar del método de características se puede utilizar 
el método de diferencias finitas de Lax y Keller. Este 
método tiene las ventajas de que .el intervalo de tiempo -
utilizado es arbitrario, la longitud de las secciones no 
depende del intervalo del tiempo, y de que tiene aplica-­
cienes muy dtiles cuando la celeridad o velocidad s6nica 
en el agua es menor que la velocidad del agua. 

Tiene las desventajas de que requiere de gran capacidad.de 
memoria de la computadora utilizada y de croe ~e necesitan 
plantear un gran ndmero d1:!! ecuaciones simult.Íneas. 

Entre estos métodos descritos, para la realizaci6n del an~li-­
sis se ha seleccionado el método de caracter!sticas, dada su -
flexibilidad y exactitud en el análisis de sistemas complejos.· 
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1.2 DESARROLLO DEL METODO DE LAS CARAC'l'ERISTICAS 

Tal como se mencion6 anteriormente el método de las caracter!~ 
ticas consiste en la transformacidn de las dos ecuaciones dif~ 
renciales parciales de continuidad y de cantidad de movimiento 
en cuatro ecuaciones diferenciales totales. 

Las ecu~ciones de continuidad y de cantidad de movimiento des~ 
rrolladas pueden reducirse a las siguientes expresiones: 

q 

donde: 

H 
V 
X 
t 

D 
a 

q 

+Y ..!iH. + 
ax 

V 

á2 
q 

+ ~+ 
ch 

= o continuidad 

! V/VI= O 
2D 

cantidad de 
movimiento 

= carqa de presidn 

= velocidad 

= direccidn en la que el fluido tiende a moverse 

= tiempo 

= di!metro 

= celeridad o velocidad de propagaci6n de la onda 
de presi\'Sn 

= gravedad 
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Y que podemos escribir ordenando términos 

= o 

+ ~ + f v¡v¡ = o 
c}t ~ 

Expresando éste sistema en forma matricial 

V 1 o 

+ 

V o 1 

es decir 

AUx + BUt + d = O 

.ali 
dt 

o 

+ 

~ VIVI 

ec.1.2.1 

el sistema de ecuaci6n 1.2.l se transforma linealmente con un 
determinante no nulo. Con la matriz T se forma un segundo si~ 
terna. 

ec.1.2 .2 

o 
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Es posible encontrar. una matriz diagonal C , 
o 

tal que TA = CTB 

donde e sea una matriz diagonal. 

De la ec.1.2.3 se deduce que A = CB 

fA-csj =o 

sustituyendo 

V e o l o 

= o 
q V o e o l 

v-c 

= cv-c>2 - a2 = o 
g v-c 



de donde 

V - C = + - a e 
e 

r:: V +aª~ 
r:: V - l} 

entonces dada la condicidn TA = CTB 

podemos obtener los coeficientes de T 

tu t12 V a2/g V+a 

= 

o 

t21 t22 g V o V-a 

desarrollando 

i) Vt11 + gt12 = (V+a) t 11 

ii) 
ª2 

tll + Vt12 = CV+a) t 12 g 

iii) Vt21 + gt22 = <V-a) t 21 

iv) 
ª2 

t21 + Vt22 = CV-a> t 22 g 

11 

V+a O 

= 
O V-a 

t t 1 o 
11 12 

t21 t22 o l 



Trabajando con i e ii y suponiendo t 12=1 se lleqa a que 
t 11 g/a, y trabajando con iii e iv , y suponiendo que 
t 21 = 1 se llega a que t 22 = -a/q de donde 

g/a 1 

T = 
1 -a/g 

de esta manera el sistema transformado 

V+a o g/a 1 1 o CV+a)g/a 

CTB = = 

o V-a 1 -a/g o 1 V-a 

g/a l 1 o g/a 1 

TB = = 

l -a/g o 1 1 -a/g 

12 

V+a 

-CV-a)a/g 
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g/a 1 o -fu V/V/ 

Td = = 

l -a/g f 
-:2U - ~ f V/V 

g ~ V/V/ 

Desarrollando en forma de sistema llegamos a 

<V+a} S..... ...aJi + CV+al av + g/a C> H + 
a oX · ~X ·· c)t 

(V-a) -ª-ti - (V-a) ª 
dX g 

a ~V - ~ V/V/ = O · at 2gD g 

ordenando términos 

i [cv+a>i*.+ ~~] + [(V+a) 1* + ~~J+f~~~/=Oec,1,2,4 

- !! g [<V-a) l~ ~ ~~]+[<V-a)~ + i~ ]- af~~~/ =o ec.1.2.s 
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recordando la definicidn de derivada total 

y si hacemos que (V+a) _ dXt Cit en la ec.1.2.4 

y que (V-a) = ~ en la ec.1.2.s podemos reescribir el sis­

tema. 

a) gtH + a dV + af/~V 9 Qt 2g 

con 

b) ,M = V+a 
dt 

a) ~ a dV - Cit g 

con 

b) ~ = V-a 

- af.V6V/ 2g 

= o 
ecs.1.2.6 

e+ 

= o 
esc.l.2.7 

e-
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Las ecuaciones 1.2.6 y 1.2.7 son el sistema de ecuaciones -

diferenciales ordinarias que describen el fendmeno de golpe de 

ariete en una tuber!a. En la práctica la velocidad de propa9!! 

ci6n de la onda de presi6n es mucho mayor que la velocidad de1 
agua, censide.caudo ~ato las ecs. 1.2.6 b) y 1.2.7 b) se:pu!!. 

den expresar 

~ 
dt = + a ecs. 1.2.8 

esta ecuaci6n muestra el cambio de posición de la onda de pro­

pagaci6n con respecto al tiempo, ~sto es la celeridad a. CUa!!. 

do a es positivo la ec.1.2.8 se utilizará en el tramo aquas -

arriba del punto p, en caso contrario se utilizará aquas abajo 

( ver fig. 1.2.1) 

p 

X 

FIG. 1. 2. 1 



Aplicando las ecs. 1.2.6 
tra en la figura 1.2.2 

y 

p . 
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1.2.7 en un tuber!a como se mues-

F 1 G. 1. 2. 2 

y sustituyendo en las ecs. 1.2.6 y 1.2.7 la ec. 1.2.a, y tr~ 

bajando con gastos Q = VA :::;) dV = ~ se tiene que 

a} .fil!. + .a dQ ~~ ~ = o "dt 9li dt dt 
ec.1.2.9 

¿+ 
b} ~ = +a 

a) ~ - a ~ + f~~~/ ~ = o 91\" 
ec.1.2.10 

e-
b) ~ = - a dt 

·' 
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multiplicando por dt procedrunos a integrar entre A y P y en­

tre P y B respectivamente con las ecs. 1 .. 2.9 y 1.2.10 (ver -

figura 1.2.2 ) 

con la ec .1.2 .9 

dQ + fQ/Q~ 
2DgA )

XP 

XA 

= 

= HP - HA + ª (Qp - QA) + fQA/QA/ CXP -, XA) 
91!\ 2gDA2 

~XP 
XA 

a~
tp 

ax = 

tA 

dt ~ CXP - XA) = a (tP - tA) 



con la ec. 1.2.10 

(Qp 
dH - ~J 

QB 

= HP HB a (Qp - - g¡;: 

dQ + f/Q/~ 
2qDA S

XP. 

dX 

XB 

- QB) + fLQBlQB 
. 2qDA2 CXP 

18 

··~ -.:. 

·i¡. 

= 

- XB) 

.. ~XP 
dX = -

~tp 
dt ___:) CXP - XB) = - a (tp - tB) 

XB tB 

como XP - XA = - CXP - XB) = A X 

l'as ecuaciones quedan 

a) HP - HA + ~ (Qp - QA) + fQA/QA/ X AX =O 
qM 2gDA2 

ecs.1.2.11 

e+ 
b) XP - XA = a (tp - tA) 
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a) HP - HB - '::'liga (Qp - QB) - f/Qa/QB AX = O 
g"' 29DA2 

ecs.1.?..12 

b) XP - XB = - a (tP - tB) 

el m~todo de las caracter!sticas se puede visualizar en un si~ 
tema X Vs t ( Fig. 1.2.J ) 

A B 

~AX 
i-1 
.1 

i +I X 

FIG.1.2.3 
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En la figura 1.2.3 puede verse claramente que la velocidad y la 
carga en el punto P al tiempo t + A t dependen ·de las condi--
ciones de los puntos·A y B al tiempo t. • 
Para poder asegurar la estabilidad y convergencia del método 
existe una restricci6n en el valor de la rela~idn L:::.t//:J.x, lla­
mada condicidn de Courant, que exige se cumpla que 

Ax ~ CV +a) At 

La interpretacidn gráfica de ~ata condicidn es la siguiente: 

cuando se cumple que X CV + a) b. t 

lás l~neas e+ y e- correspondientes a las ecs.1.2.11 y 1.2.12 
llegan exactamente a los puntos A y B 
AX.::> cv +a) /::..t las lineas e+ y 

comprendidos en el intervalo CA~·B) 

t 

(fig.1.2.J ), cuando -
e- llegarán a puntos 
( Fig. 1,2,4 ) 

E A 
--~~--~"'-~~ ...... ~---""'.&::'---

1 • AX _¡ X 

FIG. 1. 2. 4-



Dado que lo que conocemos como datos iniciales son H y 
los puntos A y B , debemos interpolar para conocer 

V en R y s ( Fig.1.2.4 ) , para ~sto se supone 

V var!an linealmente entre A y e y entre 
( Fig. 1.2 .5 

Para el caso de interpolar el valor de H. 

t 

H r l===:::::Y 
Ho,._~~:.._.¡_~~--,;1r-~~-4-"'--.!i!.!.-'<!-"".!.>t! 

Si definimos 

AR C S B 
1 LlX 1 

~--¡ 

F 1 G. 1. 2. 5 

-& = ~ 
AX 

X 

que 

e 

21 

V en 

H y 

H y 

y B. 



de la fig.1.2.s 

He - HR 
Xe - XR 

= He - HA 
Xc - XA 

He - HR = <He - HA) <Xe - XR> 
(XC - XA) 

sabemos que 

Xe - XA 

HR = He - <He - HA) <Xc - XR) 
6.t/-9-

HR = He - -& <He - HA) ·<Xe - . XR> 
At 

la celeridad por definici6n: 

a ¡= Xc - XR 
At 

22 
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.. 
HR = He a -e-- C He HR) ec.1.2.13 

análogamente se pueden encontrar los valores de: 

Hs = He a&CHe HB) ec.1.2.14 

Vs = Ve a-&(Ve VB) ec.1.2.15 

VR = Ve a&CVc VA) ec.1.2.16 

Las ecuaciones 1.2.11 y 1.2.12 pueden reordenarse definiendo 

las constantes. 

B = a ec.I.2.17 
gA 

R = fAX 
2g DA2 

ec.I.2.18 

sustituyendo ~stas ecs. en la ecs~l.2.11 a) y 1.2.12 a) 

HP = HR + BQR BQp 

y 

HP = Hs BQs + RQs/Qs/ + BQp 
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Y si definimos 

Cp = HR + BQR ec.1.2 .19 
. y 

CM = Hs BQs + RQs/Qs/ ec•l.2.20 

el sistema queda 

HP = CP BQP 

HP = CM + BQp ce-> ec.1.2.22 . 

resolviendo el sistema 

HP = CCP + CM)/2 ec.1.2.23 

Qp = CHP CM)/B ec.1.2. 24 

Las ecuaciones 1.2.23 y 1.2.24 nos permiten encontrar qastos 
y cargas al tiempo t + .6t en funci6n de los gastos y cargas 
al tiempo t, a lo largo de una tuberia que mantenga constan-­
tes sus caracteristicas hidráulicas y geométricas. 

Generalizando las ecuaciones queda 

2 . i . n-1 . ·~ 
F 1 G. 1. 2. 6 
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HP = (CP + CM)/2 

Qp = (Hp CM)/B 

de donde de acuerdo a la figura 1.2.6 

CP = [H<I-1> + BQ (1-1) RQCI-l>_I QCI-1>1] 

CM = [H< I+l) BQ( I+l) + RQCI+l> / Q( l+l)/ ] 
para toda I en el intervalo [2,n-1) 

Para los puntos extremos de un tramo puede aplicarse la 
ec.1.2.21 o la ecuaci6n 1.2.22 segdn corresponda y una ecua-­
ci6n dada por una condici6n de frontera en este extremo. 
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2, - TRATAMIENTO MATEMATICO DE ALGUNAS FRONTERAS TI PICAS O 
COMUNES EN UN SISTEMA DE BOMBEO. 

2.1 CONCEPTO DE FRONTERA 

De acuerdo al capítulo anterior en un tramo de tuber!a que ti~ 
ne características uniformes las ecuaciones 1.2.21 y 1,2,22 
pueden aplicarse directamente en el cálculo de las velocidades 
y carqas en cualquiera de sus secciones, no as! en sus extre-­
mos, ya que éstos están influidos por condiciones diferentes -
de otros tramos ( fronteras internas ) o por fronteras exter-­
nas al sistema como puede ser dep6sitos, plantas de bombeo, etc. 

'2.2 TUBERIA CONECTADA A UN ESTANQUE CON VALWLA EN EL OTRO -
EXTREMO QUE SE CIERRA CON UN~ DETERMINADA LEY DE CIERRE. 

ID 

nu 

Ho 

FIG. 2. 2. 1 
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En la fig. 2.2.1 en la frontera aguas arriba si el estanque es 
lo suficientemente grande se puede considerar la carga constan 
te, entonces en el punto 1 ( Fig. 2.2.1 ) 

HP = Ho ec.2.2.1 

siendo HP la carga.. en el punto 1 al tiempo t + ;~ t, además 
aplicando la ec. 1.2.24 

Qp = CHP - CM)/B ec.2.2.2 

sustituyendo en 2.2.2 la ec. 2.2.1 

Qp = CHo - CM)/B ec.2.2.3 

De esta manera quedan determinados los valores de Qp y HP 
gasto y carga en el punto 1 al tiempo t + 6. t Fig.2.2.1 ) 

Para la frontera aguas abajo se tiene que el gasto está dado 
por 

donde 

Qo = Cd Ao ~2 HDg' ec.2.2.4 

Qo = gasto que pasa por la válvula cuando está total­
mente abierta. 

Ao = Area del orificio cuando la válvula está total-­
mente abierta. 

g = Gravedad 

HD Diferencia de cargas entre ambos lados de la vá.!, 
vula cuando está totalmente abierta. 
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as! tambid'n 

Qp = CdAg ec.2.2.s 

donde 

Qp = Gasto en la v4lvula para un cierto tiempo del in­
tervalo de cierre. 

'Ag = Area en el orificio para ese cierto tiempo. 

H = Diferencia de cargas a ambos lados de la v4lvula, 
es decir carga en el punto n ( fig.2.2.1) 

si 

entonces 

. . . 2 32 
Qp = Qo 7ó JA]':::;> Qp2 = Qo JQ He 

'1ifo"' HD 

sustituyendo en la ec.1.2.21 ce+> 

= CP - BQp 

ordenando términos 

Qp2 + BQo2 ?P2 

HD 
Qp - CP Qo2 TQ 2 

HD 
=o 

ec.2.2.6 

ec.2.2.7 
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de donde 

~[~~~] ' -BQo2 w2 2 q CPQo2 702 
+ + 

HD HD 
Qp = ec.2.2.e 

2 

Si llamamos 

CVP = Qo2 
ec.2.2.9 

2HD 

y 

Cv = CVP ~2 ec.2.2.10 

se llega a 

Qp = - BCv + ~ B2cv2 + 2CVCP ec.2.2.11 

una vez encontrado el valor de Qp ( gasto en el punto n al 
tiempo t + ~t) se determina el valor de HP ( carga en el 
punto n al tiempo t + ~t) con la ec.1.2.21 

HP = CP BQp 
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2.J VALWLA INTERMEDIA 

Tubo'I 

F 1 G. 2. 3. 1 

En la fig. 2. 3 .1 se observa una válvula de la que ºse conoce -

su ley de cierre, que conecta al tubo I con el tubo If· La -

flecha en el tubo I indica el sentido del flujo. Dado que e1 

tubo I podría tener características geom~tricas diferentes al 

tubo ¡¡, la variable B definida en la ec.1.2.17 se definirá 

como B¡ cuando se refiera al tubo I y como B¡¡ cuando se re­

fiera al tubo II, 

Si definirnos 

,QP I I JI = gasto en el punto 1 del tubo I I al tiempo t + ~ t 

QPIJNS = gasto en el punto NS del tubo I al tiempo t .+ ~t 



recordando la ecuaci6n 2.2.6 podemos escribir 

en condiciones iniciales se puede suponer 

planteando las ecs.1.2.21 y 1.2.22 

e+ HPI~Ns .· = Cp - BI Qp 

e- HPIIJl =CM + Bll Qp 

restándolas: 

HPIJNS - HPII~l = CP - CM - Qp (BI + BII) 

de la ec.2.3.1 

HPIJNS - HPllJl = OP2 HD 
Qo2 -~} 

sustituyendo en la ec.2.3.3. 

CBr +BII) 

de donde 

31 

ec.2.3.l 

ec.2.3.3 

Qp2 + (BI + Bll) Qo2ri Qp + CCP - CM) Qo2 7ó2 = o 
Ho Ho 
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recordando las ecs. 2.2.9 y 2.2.10 podemos escribir 

Qp2 + 2Cv (BI + Bll) Qp + 2 (CP - CM) Cv =o 

de donde 

Qp = -CV(BI + Bll) + ~ Cv2CBI + 811) -2 (CP -CM) Cv' · ec.2.3.4 

Con la ec.2.3.4 queda definido el valor de Qp (gasto en la v4!· 
vula al.tiempo t + At), con las ecs.1.2.21 y 1.2.22 se pueden 

encontrar las cargas correspondientes al tiempo t + A t. 

2.4 TANQUE DE OSCILACION 

~(he+hf) 

Yt HA 
-
-~1--~~-t 

Hpo 

HAo --Si"----
~(he+hf) 

Tt.Eerla Principal 

a) 

Sentido del gasto cuando 
se considero positivo 

F 1 G. 2. 4. 1 

-(2) 

Tubería de conexido entre el · · 
tanque y la tubería principal 

b) 

(_ 
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En la fig.2.4.1 se muestra un tanque de oscilación visto nor-­

mal a la tuber!a principal (a) y visto normal al tubo de cone­

xión entre tanque y la tuber!a principal (b). 

Supongamos al tanque trabajando en un intervalo de tiempo ~t 

y definamos las variables. 

. Íl,.t 

- HAo 

HA 

V 

Qi 

HPi 

(he'thf) 

HT 

área de la secci6n del tubo i • 

intervalo de tiempo escogido en el análisis, ( de 

t a t + A t> 

nivel de agua en el tanque al tiempo t. 

nivel de agua en el tanque al tiempo t +.At. 

velocidad en el tubo i al tiempo t + ,At. 

velocidad en el tubo i al tiempo t. 

longitud del tubo 3, 

gasto en el tubo i al tiempo t +.At. 

gasto en el tubo i al tiempo t. 

carga en el punto i al tiempo t + .At. 

pérdida en el tubo 3 

altura del agua en el tanque 
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AT 4rea del tanque. 

Bi variable i definida en la ec.1.2.17 aplicada al -

tubo i 

Atendiendo a la fig. 2.4.1 y recordando las ecs.1.2.21 y 1.2."22 

podemos expresar 

HPl = Cp - B1Qpl 

CC-> ec~2~4~2 

por continuidad y respetando la cónvencidn de signos que se -­

muestra en la fig. 2.4.1 

Qpl + Qp3 = Qp2 ec.2.4.J 

por condici6n de carga anica en el punto P. 

HPl = HP2 = HP3 = HP ec.2.4.4 

la ecuaci6n de continuidad entre el tanque y el tubo 3, 

!!__Hr_ AT = AJ (VP3 + V3) ec.2.4.S 
dt 2 

por diferencias finitas respecto al tiempo anterior 

AT fillI 
dt 

= <HA HAo> 
At 

AT ec.2.4.6 

con las ecuaciones 2.4.5 y 2.4.6 



A! <HA - HAo> = AJ 
At 

ordenando térmiuos 

HA = HAo 

dado que 

CVPJ + VJ) 
2 

(VPJ + VJ) 

2 

& At 
At 

Q = V A entonces 

HA = HAo (QpJ + QJ) ~ 

2 At 
además si definimos 

y = Yo + YI 
2 

(ver fig. 2.4.1) 

podemos expresar directamente de la fig. 2.4.1 

y = He - HA + Heo - HAO 
2 
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ec.2.4.7 

ec.2.4.8 

aplicando la ecuaci6n de cantidad de movimiento al tubo 3 

F = ma 

~(he - hf)] = "'/. AJ LJ av 
g dt 

por diferencias finitas respecto al tiempo anterior 

dV 
dt 

VeJ VJ 
At 

= QpJ - QJ 
At AJ 

ec.2.4.9 
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que sustituyendo en la ec.2.4.9 

[y - (He + hf)] = _ L3 .._(Q.,,.p...;:3'----=Q=3,,_) 

9 AJ 
ec.2.4.10 

t 

utilizando las ecs.2.4.1, 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4 se puede escri­

bir 

[ (CP HPl )/Bl J + Q3 = [<HP - CM)/B2 ] 

de donde 

CP _ He. + QpJ = HP _ Q:! 
81 Bl B2 B2 
agrupando términos 

HP c-1 + _l.> = CP + QpJ + CM = CP + Q:! + QpJ 
B2 Bl Bl 82 B1 B2 

despejando HP 

HP = CPLBl + Cr:J/B2 + QpJ ec.2.4.11 
l/B2 + l/Bl l/B2 + 1/81 

si definimos 

CP/Bl + Cf!'ILB2 = Ce 
1/B2 + 1/81 
y 

= Co 
1/B2 + 1/81 
sustituyendo en la ec • 2 • 4 • 11 

HP = Ce + Co QpJ 
,,, 

ec.2.4.12 



reemplazando las ecs.2.4.12 y 2.4.7 en 2.4.8 

y = Ce + Co QpJ 

2 
HAO -(QpJ +QJ)/2·~t/At _ HPo - HAO 

2 2 

reemplazando la ec,2.4.13 en la ec.2.4.10 

Ce + Co QpJ -HAo + HPo + QpJ + QJ At _ (he +hf) = 
2 2 4 At 

despejando el valor de Qp3 

- Ce + HAO -: .1f2- - QJ 6.t _ 
(he + hf) + Q3L3 

QpJ = 2 4 At gAJAt 

CQ + !::,. t + LJ 

2 4At gA3At 
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ec.2.4.13 

LJ (QpJ- QJ) 

g AJ At 

ec.2.4.14 

ec.2.4.15 

Si suponemos que he y hf son función dnicamente de QJ, con 

la ec.2.4.15 se obtiene una solución directa del valor de Qp3, 

pero si he y hf los consideramos funci6n de QJ y QpJ se­

rá necesario aplicar algún procedimiento de tanteos como el de 

Newton Raphson. 
'·· 

Una vez obtenido el valor de QpJ, apoyándonos en la ec.2.4.12 

se tiene el valor de HP , de donde utilizando las ecs.2.4.1 y 

2.4.2 se obtienen los valores de Qpl y Qp2 , es decir los 

gastos en los puntos 1 y 2 al tiempo t + 6.t. 

-
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2.5 CAMARA DE AIRE 

rLinea del QnJdiente 
hidr~ulico • __ 

Vo 

iº (+> Zo 

Tubo I ¡ :ribo 2 
__ ..1-________ ..;;;o;;._.¡ 3 i....;;.,,.. __ __¡,_¡.. ____ ¡..... __ 

1' . 

F 1 G. 2. 5. 1 

En la figura 2.5.1 se muestra una cámara de aire, suponiéndola 
trabajando en un intervalo de tiempo de t a t + ~t defina­
mos las siguientes variables: 

Zo altura del agua en la cámara al tiempo t. 

Z = altura del agua en la cámara al tiempo t + lt.t. 

Vo voldmen de aire en la cámara al tiempo t. 
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V = voldmen de aire en la cámara al tiempo t +~t. 

Qi gasto en el punto i al tiempo t. 

Qpi gasto en el punto i al tiempo t + A,t. 

Vi velocidad en el punto i al tiempo t. 

VPi = velocidad en el punto i al tiempo t + A.t. 

Ac área de la cámara 

Hi carga en el punto i al tiempo t. 

HPi carga en el punto i al tiempo t + A.t. 

Ai área en el secci6n del tubo i. 

Bi variable B definida en el ec.1.2.17 aplicada al tubo i. 

P presi6n en el aire. 

De acuerdo a la fig.2.5.1. y a las ecs.1.2.21 y 1.2.22 pode-­

mos escribir 

HPl = CP - Bl Qpl ec.2.5.l 

HP2 = CM + 82 Qp2 ec.2.5.2 
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Por continuidad y de acuerdo a la convensi6n de signos que se 
muestra en la fiq.2.5.1 

Qpl + QpJ ::: Qp2 ec.2.5.3 

Por condición de carga dnica en el punto p 

HPl = HP2 = HP3 = HP ec.2.5.4 

El cambio de vol~men de aire en la cámara en un intervalo de 
tiempo A.t es 

V = CVJ + Vp3) A3 At ec.2.5.5 
2 

Existe una relaci6n entre la presión del aire y su volumen, 
dada por 

cte ec.2.5.6 

donde P presión del aire y está dado por 

P = ( HO - Zo) • '6 ( ver fiq. 2.5.1 ) ec.2.5.7 

de las ecuaciones 2.5.6 y 2.5.7 y dividiendo entre 't 

CHP - Z> vn = 

con la ec.2.5.5 

AZ= 
V3 + VeJ 

2 
Ac 

cte ec.2.5.a 

ec.2.5.9 



de acuerdo a la ecuación 2.5.8 

[HP - CZo + AZ>] [va+ VP + Vp3 
2 

A3 = cte 

sustituyendo la ec.2.5.9 en la ec.2.5.10 

como Q = VA ~ Q3 = V3 A3 y Qp3 = VP3 A3 

la ecuación 2.5.11 se puede expresar 

fHp - CZo - (Qpl + QJ) 
L 2 Ac . 
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ec.2.s.10 

ec.2.s.11 

ec.2.5.12 

En esta dltiroa expresi6n hay dos incógnitas Qp3 y HP por lo 

que se requiere otra ecuaci6n que la obtendremos de las ecs. 

2.5.1, 2.5.2, 2.5.3 y 2.5.4 

De la ec.2.5.1 

Qpl = CP - HPl 
Bl 



de la ec.2.s.2 

Qp2 = He2 - CM 
82 

sustituyendo en la ecuaci6n 2.5.3 

Ce - HP 
Bl 

+ Qp3 = HP2 
82 

combinándola con la ec.2.5.4 

Cp - Hp + 
Bl 

Qp3 

HP = 

Qp3 

+. CP 
Bl 

L 
B2 

+ 

= Hp 
82 

+ Q:1 
B2 

L 
Bl 

CM 

CM 

ec.2.5.13 

Las ecuaciones 2.5.12 .y 2.5.13 forman un sistema de ecuacio-­

nes no lineales dado que en la ec.2.5.12 se encuentra un tér­

mino de QpJ elevado a la n potencia, por lo que para resol 

verlo se deberá utilizar un método de iteraciones como el de -

Newton Raphson. 

.. 
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Una vez obtenidos los valores de las inc~gnitas del sistema 

Qp3 y Hpse determinan los valoJPCs de Qpl y Qp2 con la~ ecs. 

2.S.l y 2.5.2 y las variaciones ~V< incremento de aire en la 

cámara ) y .A.Z ( incremento del nivel de aqua en la cámara } 

con las ecs. 2.5.5 y 2.5.9 con lo cual quedan determinadas las 

nuevas condiciones iniciales para el intervalo de tiempo si- -

guiente. 

2.6 BIFURCACION 

Tubo 3 

Tubo 1 

F 1 G. 2. 6. 1. 

. .... 
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Para el caso de una bifurcacidn como la que se muestra en la 
fig. 2.6.1, se pueden plantear las siguientes ecuaciones. 

la ec.1.2.21 aplicada en el punto l. 

ec.2.6.l 

la ec.l.2.22 aplicada en los puntos 2 y 3. 

ec.2.6.2 

ec.2.6.3 

la ec. de continuidad 

ec.2.6.4 

por condici6n de carga única en un punto P 

= = = HP ec.2.6.5 

sustituyendo las ecs.2.6.l y 4.6.5 en las ecs.2.6;1, 2.6.2 y 2.6.3 
formamos un sistema de tres ecuaciones con tres inc6gnitas de do~ 
de se obtiene 

HP = CP + Bl/B2(CM2) + Bl/B3(CM3) 
1 + Bl/B2 + Bl/BJ 

ec.2.6.6 
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en donde CMi en la constante definida en la ec.3.20 aplicada 

sobre e 1 tubo i. 

Con HP conocida se pueden aplicar las ecs.2.6.1, 2.6.2 y 

2.6.3 para conocer los valores de Qpl, Qp2 y QpJ. (Condicio-­

nes en los puntos 1, 2 y 3 al tiempo t + t ). 

2.7 BOMBAS 

2.7.1 CURVAS CARACTERISTICAS 

Generalmente las curvas caracter!sticas de las unidades de bombeo 

son proporcionadas por el fabricante en forma gráfica de una man~ 

ra similar a la de la figura 2.7.1.1 

F 1 G. 2. 1. 1. 1 



en donde 

L. 
TR 

Torqµe en un cierto tiempo 

Torque de diseño 
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(el torque es usualmente llamado momento o par de torsi6n ), 

V 
Gasto en un cierto tiempo 

QR ·Gasto de diseño 

tL Velocidad rotacional en un cierto tiem20 

NR Velocidad rotacional de diseño ,. 

h lL Carga ·en un cierto tiem20 

HR Carga de diseño 

La manipulaci6n de estas curvas en el uso de las computadoras -

es complicada ya que los valores de oC, ~ v, y h pueden -

cambiar de signo al ocurrir un fen6meno transitorio. Con la fi 

nalidad de simplificar el manejo de estas curvas se utilizará -

la teor!a hom61oga. Esta teor!a supone que la eficiencia no: 

cambia con el tipci de unidad, es decir si por definici6n 

Potencia Tw ( referencia 1 ) además 

Potencia }f QH -~ Tw 'iQH ~ ~ a 
~ - vt TW 

de acuerdo a la teor!a hom6loga 



por otro lado como w nt.li 
60 

entonces 

Q1Hl(60l 

Tl 2\íNl 
= Q2H2!60l 

T2 21' N2 

simplificando 

definiendo 

WM h 
2 

«2 + V 
f1 <Xl 

y 

WB 
·~ 

2 + V~ 
oC 

f2 !Xl 
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ec.2. 7 .l. l 

ec. 2. 7 .1.2 

pueden formarse curvas del tipo de la figura 2.7.1.2 que sean -
equivalentes a las de la figuera 2.7.1.1, graficando WH Vs, X 
y WB Vs. X 



NK 
~0 
2.oi.-~~--~~--.~~~...-~~--~~-. 

-o.5L-~~--l~~~-'-~~~-1-~~--'-~~--1 
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-1.0L...~~-'-~~~.L-~~....i.~~~'--~~.._~ ..... 
o '\i' aíi' x·~ +tn-• v¡oc 

F 1 G. 2 . 7. l. 2 

El procedimiento para la transformaci6n de las gráficas es sen­

cillo ya que cualquier punto de la figura 2.7.1.1 nos proporci~ 

na directamente en la figura los valores de oG. , ~ , v y h 1 

con los valores de oC y v se obtiene el valor de ·X, con el 

valor de h de la ec. 2. 7 .1 .1 se obtiene WHJ con el valor de "() de 

la ec.2.7.1.2 se obtiene WB, 

En algunas ocasiones al llevar a cabo un diseño no se tienen di~ 

ponibles datos sobre el equipo de bombeo por lo que se hace ne­

cesario utilizar datos de otros equipos para la formaci6n de -­

las curvas WH y WB . Las curvas tienden a ser similares cuan­

do se manejan valocidades espec!ficas iguales, en la referencia 

1 se encuentran tabulados valores a~ WH y de WB para velocida­

des espec!ficas ( Ns* N Q / H3/ 4 l de 1800, 7600 y 13500 - -
( gpm, ft ) 
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Utilizando las relaciones adimensionales h, ~, v y~ y las 
ecuaciones 2.7.1.1 y 2.1.1.2 podemos escribir 

H = HRh HR ( ..c2 + 2 fl CX) ec.2.7.1.3 V 

T = TR ~ ::. TR ( .c:.2 + v2 ) f2 <X> ec.2.7.1.4 

Para obtener el valor de ..,(, , v y X en un instante dado 

t + .ó,t se recurre a iteraciones utilizando como primera - -

aproximaci6n .,,C. y v del instante anterior t. Posteriormen­

te al resolver un sistema de ecuaciones en las cuales intervie-

nen o<: y v se obtienen los valores de h, <;tC. 

tante t + .Ó. t. 

METODO: 

v del ins-

Con v y ....::.. ( al tiempo t ) obtenemos X =r'\\ + tn -l v/.,,c. 

(primera aproxirnaci6n ). Si tenernos la fig. 2.7.1.2 dividida 

en el eje de las X en n segmentos ~X , con n + 1 datos pod~ 

mos trazar una recta entre los puntos conocidos de WH y WB , 
recta que se puede expresar en la forma 

fl <X> Ao + AlX y f2 IX> = Bo + BlX 



so 

[IAX,WH (I+tfl 

f (I+ll 
f ( 1() 

fl(I + 1) 1--+---:::;;;~:ll"I' 

f ( J:) 

1 2 I 
1 

I +1 
X 

f(x) 

f(I) 

F 1 G. 2. 7. 1. 

es decir para toda X en el intervalo 

el valor de WHCX) está dado por 

WH <X> = fl <X> = Ao + AlX 

I I+l 

X 

3 

(< 1-1 lL\X, ( 1 >ÓX>] 

para obtener los coeficientes Ao y Al se procede de la siguie~ 
te manera 

en la figura 2.7.1.3 

1 = _x_ 
~X 

+ 1 
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1 es el ndmero entero que nos localiza el más pr6ximo valor an­

terior de los n + 1 datos que tenernos en forma de vector. 

As! obtenemos dos puntos en el plano. 

( WH C 1) .. CI -1> ó. X J 
[1m n-1> .. <I> 6 x] 

y podemos calcular 

Al = (WH CI-1> 

Ao = WH < 1) Al 

WH C I>) I 

C 1-1) 6 X 

AX 

en forma análoga podemos encontrar Bl y Bo , as! 

f2 CXI Bo + BlX 

donde Bl (WB ( 1-1> wa en] I AX 

Bo l'IB ( !) Bl (J-1) 6.X 

As! queda expresada la manera de dados unos valores de oC y v 

determinar sus fi CXl y f2 <Xl correspondientes. Para obt~ 

ner los valores de O.:: , v y X correspondientes al tiempo -

t + A t es necesario que se resuelvan varias ecuaciones en 

forma simultánea mismas que se deducirán más adelante y que re' 

lacionan las ecuaciones caracter!sticas, la ecuaci6n de balan­

ce de cargas y continuidad 
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2.7.2 PLANTA DE BOMBEO COMO FRONTERA INTERNA 

Tubo l TubolI 

•P 

F 1 G . 2. 7. 2 . 1 

De acuerdo con la f iguera 2. 7. 2 .1 y rec,ordando las ecs. 1. 2. 21 

y 1.2.22 se pueae escribir 

Hs = CP B¡ Qs ec.2.7.2.1 

HP = CM + BII Qp ec.2.7.2.2 

además 

por la rama uno se cumple que 



HP = Hs 

donde 

Hs 

HP 

HdBi 

hLl 

donde 

+ HdBl hLl 

carga en el punto s al tiempo t + 

carga en el punto P al tiempo t + 

carga proporcionada por la bomba i 

pérdidas ocasionadas por la válvula 

hLl Ho v/v/ 
~2 
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4t 

La 

Ho pérdida en la válvula cuando opera totalmente 

abierta 

sustituyendo 

HP = Hs + HdBl Ho vl/vl 
-c;2 

ec.2.7.2.3 

por la rama dos 

HP = Hs + HdB2 _JjQ v2/v2 
102 

ec.2.7.2.4 

Si las bombas son del mismo tipo, las pérdidas serán iguales, y 

ambas ecuaciones ( 2,7,2,3 y 2,7,2,4 ) serán las mismas, pero -

si consideramos unas bombas ( 82 ) operando y otras ( Bl ) fa-



llande las ecuaciones son distintas 

para bombas operando ( 'b = 1) 

HP = Hs + HdBO 

para bombas fallando 

HP = ~s + HdBf -

AHo v2/v2/ 

AHo v2/v2/ 
r;,2 

54 

ec.2.7.2.S 

ec.2.7.2.6 

expresando HdBO y HdBf (carga proporcionada por las bombas -

operando y carga proporcionada por las bombas fallando util_! 

zando la ec.2.7.1.3 

ec.2.7.2.7 

ec.2.7.2.B 

recordemos que para una bomba operando normalmente 

~ = 1 

~= 1 

por otro lado si tenemos Mf bombas fallando y Mo bombas -­

operando, aplicando la ecuaci6n de continuidad ( fig.2.7.2.1 ) 

tenernos que 

Qs = Qp = As Vs = p¡. VP = MfvlQR + Í't}l/'2 ~ ecs.2.7.2.9 

y 2.7.2.9' 
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sustituyendo en las ecs.2.7.2.5 y 2.7.2.6 las ecuaciones 2.7.2.7 

y 2.7.2.8 y recordando que X ='\t + tn-1 v/-c podemos escri­

bir 

Hs + HR (o<.12 + v12} (/llJ +Al (\\ + tn-1 vl/-<.l)] - A Ho vl/vl/ = HP 
1:,12 

ec.2.7.2.10 

Hs + HR (K.2
2 

+ v22 ) ( Bo + Bl ('\\ + tn-
1 v2/~2>) -.0.Ho v2/v2/ = HP 

ec.2. 7 .2.11 

Hasta el momento se tienen 6 ecuaciones ( 2.7.2.1, 2.7.2.2, 

2.7.2.9, 2.7.2.9', 2.7.2.10 y 2.7.2.11) y 7 inc6gnitas (HS, -

Qs, HP, vl, v2, ot:l), La ecuaci6n faltante la obtendremos de 

f2 <X> Ws CX> 

El cambio de la velocidad rotacional en una bomba depende del -

desequilibrio del torque· aplicado con respecto el tiempo, as!i 

Tb = - I 

donde 

dw 
dt 

= WR2 

d 

dw 
dt 

Tb torque promedio de To y TP 

momento de inercia 

velocidad angular 

Si definimos 

ec.2.1.2.12 
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To = torque al tiempo t. 

TP = torque al tiempo t + ~t. 

podemos escribir 

Io + Te = WR
2 dw ec.2.7.2.13 

2 g dt 

donde 

w = 21iN = 2'\i' N NR = '" \.oC.) NR ( rad/seg ) 
60 60 NR 30 

.. ec.2.7.2.14 
dt 30 dt 

por otro lado si 

~o = To 
TR 

ec.2.7.2.15 

';} 1 
IP. 

= TR 
ec.2.7.2.16 

reemplazando en la ec.2.7.2.13 

1 
. 2 \r dc:-G 

(~o TR + ~ 1 TR) = - ~ NR 
2 g 30 dt 

ec.2.7.2.17 



por diferencias finitas respecto al tiempo anterior 

dciC 
-- = 
dt 

donde 

,,¿-oCo 
At 

~ c;oo(:. 

°'º ~ 

sustituyendo 

al tiempo t + .l\ t 

al tiempo t 

~o + \~ 1 ~ '\\" _]R_ ·- oC o- ...c. 
g 15 TR At 

Si definimos 

C7 wa2 ffü 
lSg TR At 

la ec.2.7.2.19 queda 

~o + \~ 1 C7 ( o'Co-.,C> o 

recordando que 

~l = f2 <X> ( c::it= 12 + v1 2 ) 

= [Bo + Bl ('" + tn -1 vl/ oC. 1 >] ( ~ 12 + 
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. ec.2. 7.2.18 

ec.2.7.2.19 

ec.2.7.2.20 

ec.2.1.2.21 

vl 2 ) 

y que ~o es conocido del instante anterior la ecuaci6n 

2.1.2.21 queda 
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[ Bo + Bl C\T + tn-
1 vl/..c. l)] 

ec:.2.7.2.22 

Lo que sigue se deduce suponiendo que Hs es la carga de un tan­
que de sumergencia por lo que se puede considerar constante, ·Y 
por lo tanto es conocido Qs de la ec.2.7.2.l y despejando Qp 
en funci6n de HP de la ec.2.7.2.2 y reemplazando en la ec.2.7.2.9' 
obtenemos HP en función de vl y v2 con lo cual reducimos las -
seis ecuaciones y puede aplicarse posteriormente un método como 
el de Newton Rapshon. Esta suposici6n es válida s6lamente para 
tuberías de succi6n de corta longitud pero no es válida para t~ 
ber1as de mediana longitud en la cual pueden generarse también 
fenómenos transitorios, cuya magnitud está en relación directa 
con la longitud de ésta. 

Es decir, haciendo un resumen de las ecuaciones que definen nue~ 
tro sistema: 

Hs = CP - B¡ Qs ec.2.7.2.1 

HP = CM + ª11 Qs ec.2.7.2.2 

Qs = M f vl QR + Mo v2 QR ec.2.7.2.9 

Qp = Mf vl QR + Mo v2 QR ec.2.7.2.9' 

ec.2.7.2.10 
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HP = Hs + HR (-<2
2 + v2~) [AJ+ A4 {"\\ + tn-1 v2/~2)] -AHo v2/v2/ 

ec • 2 • 7 • 2. 11 

ec.2.7.2.22 

en estas siete ecuaciones se tienen como incógnitas a 

si Hs = cte ) Qs = CP Hs)/B¡ de la ec.2.7.2.1) 

Qp = HP CM>IB¡¡ de la ec.2.7.2.2) 

CH~ - CM)/B¡¡ = Mf vl QR + Mo v2 QR (de la ec.2.7.2.9') 

despejando HP 

HP = B¡¡ { Mf vl QR + Mo v2 QR) + CM ec.2.7.2.23 

introduciendo HP en las ecs.2.7.2.10 y 2.7.2.11, con la ec. 

2.7.2.22 el sistema se reduce a 3 ecuaciones 

- Bn (Mf vl QR + r1> v2 QR) - CM = O 
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F2 = Hs + HR c.c.22 + v22) (A3 + A4 C'\i"+ t:n-
1 v2/.<2~-Al1> v2/v2/ 

--811 (Mf vl ~ + rob v2 QR) - 01 =O 

Estas tres ecuaciones CXX1tienen 3 incógnitas o<:. 1, vl y 'v2 y -

pueden determinarse con un m~todo como el de Newton-Raphson. 
Una vez obtenidos los valores deo(' 1, vl y v2, se sustituyen vl 
y v2 en la ec.2.7.2.23 y obtenemos Hp, reemplazando este valor -
en la ec.2.7.2.2 se determinan el valor de Qp, 

Generalizando: la resolu_cidn de la planta de bombeo, .es decir cona! · 
derando Hs variable, tenemos 

con la ec.2.7.2.l y la ec.2.7.2.9 

C CP - Hs>IB¡ = Mf vl QR + Mo v2 QR 

con la ec.2.7.2.2 y la ec.2.7.2.9' 

CHP - CM> I B¡¡ = Mf vlQR ~ Mo v2 QR 

despejando Hs y HP de las ecs.2.7.2.24 y 2.7.2.25. 

Hs = - (Mf vl QR + Mo v2 QR) 81 + CP 

HP = ( Mf vl QR + Mo v2 QR) B11 +CM 

ec.2.7.2.24 

ec.2.7.2.25 

ec.2.7.2.26 

'ec.2.7.2.27 
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reemplazando Hs y HP en las ecuaciones 2.7.2.10 y 2.7.2.11 
tendremos dos ecuaciones que junto con la ec.2.7.2.22 forman 
un sistema de tres ecuaciones, con tres inc6gnitas (oC. 1, vl, 
v2 ) sistema que se puede resolver con· el método de Newton - -
Rapshon del mismo modo que el caso simplificado C Hs = cte ). 
Posteriormente con vl y v2 y las ecuaciones 2.7.2.9 y 2.7.2.9' 
se obtienen los valores de Qp y Qs , y con las ecs.2.7.2.26 y 
2.7.2.27 se calculan los valores de ~S y HP. 

A continuaci6n se presenta el caso de una tuberfa conectada a 
un estanque con un válvula en el otro extremo, de la que se -
conoce su ley de cierre. 

Con el prop6sito meramente didáctico se aplicará en ella la -
metodolog!a propuesta para el cálculo de las condiciones que 
se presentan en la tuber!a a un tiempo .6.t después de comen­
zada la maniobra de cierre en la válvula. 
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EJEMPLO DIDACTICO 

- -- ------·------

• • ~---· 

DATOS: 

x· 
a .. 1000 rn/s velocidades de la onda de presidn r+,----. . 

l 3000 rn. lonqitud de la tuber!a 

D .. l. O rn • di!Srnetro "' 
" f = 0.02 coeficjente de Darcy 

Ho = 100 m. carqa en el estanque 
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Qo qasto inicial 

Te .. J.O seg. tiempo de cierre 

T 

LEY DE CIERRE 

u.sa.ndo para el análisis 

(..:0 
A.X 1000 m. 

" 
At 1 seg. 

(,.) 
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y considerando a>>v 

tenemos que X .. a A.t satisface la condici6n de 
Coura.nt. 

cálculo de las constantes B y R 

B = !L 
gA 

129.79 

R = f/!:,..X = 1.6525 
·~ 

Cálculo de condiciones iniciales ( todas las cargas sérán refe­
ridas al nivel de referencia señalado en la figura.) 

sea HPi carga en el punto i al tiempo t +~t 

Hi carga en él punto i al tiempo t. 

Qpi gasto en el punto i al tiempo t + At 

Qi gasto en el punto i al tiempo t. 

t tiempo en que empieza la maniobra de cierre. 

Hl = Ho 

utilizando Carey 

. . . 2 
H2 = HO _::fAX v = Ho - RQ2 = loo - 1.6525 (ll 

D2 g 
98.34 m. 



an4loqamente 

'HJ = 96.69 m. 

H4 95.04 m. 

* condiciones en el punto 1 al tiempo t + A t 

HO 100 m. 

de la ec.1.2.24 

Qpl ( HPl - CM )/B 

de la ec.1.2.20 

CM = H2 BQ2 + R Q2/Q2/ 

. 
CM = 98.34 129.79 (1.0) + 1.6525 (1) 

sustituyendo 

Qpl ~ ( 100 + 29.79 )/129.79 = 1.0 m3 /s 

*' condiciones en el punto 2 al tiempo t + A.t. 

de las ecs.1.2.23 y 1.2.24 

HP2 CCP + CM )/2 

Qp2 C HP2 CM)/B 
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29.79 



donde 

CP = H1 + BQl - RQl/Ql/ = 100 + (129.79) (1) - 1.6525(1) = 228.13 

CM = H3 - 8Q3 + RQ3/Q3/ = 96.69 - (129. 79) <U + 1.6525 Cl> ... 31.44 

sustit~yendo 

= (228.13 - 31.44)/2 98.34 m. 

Qp2 (98.72 + 31.44)/129.79 = 1.00 m3/s 

* condiciones en el punto 3 al tiempo t + A t.~ · 
de las ecs.1.2.23 y 1.2.24 

HP3 = (Cp + CM)/2 

Qp3 CHP3 - CM)/B 

donde 

CP = H2 + BQ2 - R Q2/fiJ./ = 98.34 + (129.79)(1) - l.6525 (1) = 226.47 

CM= H4 - 8Q4 + R Q4/Q4/ = 95.04 - (129.79> c1> + 1.6525(1} = - 33.09 . . 

sustituyendo 

HP3 = (226.47 - 33.09)/2 = 96.69 m. 

Qp3 = (96.68 + 33.09)/129.79 = l.J m3/s 
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* condiciones en el punto 4 al tiempo t + ~t. 
de la ec.1.2.21 

HP4 Cp -BQP4 

de la ec.2.2.11 

Qp4 = 

donde 

Qo4 ¡; 4 

4H 
2 

4 

CP 

CP = H3 + BQJ - R Q3/Q3/ = 96.69 + 129.79 - 1.6525 = 224.82 

por lo que 

QP4 = - 129.79(1)(.5)
2 

+ 
2(95.04) 

Qp4 0.6170 m3 /s 

de donde 

{129.79) 2 (1) (.5) 4 

4(95.04) 2 
2m<.s> 2 224.02 + 

2 (95.04) 

HP4 224.82 - 129.79(.6170) 144.73 m. 

67 

Hasta el momento se han encontrado los gastos y cargas corres­

pondientes a un tiempo de un segundo. despu~s de comenzada la -

maniobra de cierre, en los puntos 1, 2, 3 y 4. 
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Suponiendo estos valores como iniciales y utilizando un A t 

también de 1 segundo, con un procedimiento análogo ·al anterior 

pueden encontrarse las condiciones de gasto y carga al tiempo -

t + ~t ( dos segundos después de comenzada la maniobra de -­

cierre ) , en los mismos puntos, y as! sucesivamente ir encon- -

trando condiciones de gasto y carga cada ~t hasta llegar a un 

tiempo de simulacidn deseado. En el caso de nuestro ejemplo en 

la tabla 2.1 se presentan los resultados obtenidos para un tie~ 

po de simulacidn de 5 segundos. 

TABLA 2.1 

T~EMP? 
Se" X/L = o.o 0.333 0.666 1;00 

TAU 

Carga 100 98. 34 96.69 95.04 

o 1.0 
Gasto 1.0 1.0 1.0 1.0 

·--.. -·- --
Carga 100 98.34 96.69 144. 74 

1 o.s 
Gasto 1.0 1.0 1.0 0.617 

Carga 100 98.34 145.88 187.86 

2 0.25 
Gasto 1.0 1.0 0.621 0.285 

Carga 100 147.02 188.74 225.84 

3 o.o 
Gasto 1.0 0.62 0.291 o.o 

Carga 100 189.62 226.34 226.37 
4 o.o 

Gasto 0.253 o. 2' 7 o.o o.o 

Carga 100 179.53 227.19 226.34 

5 - o. ff" 7 

Gasto -0.39 -0.36 o.o o.o 
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3.- IMPLEMENTACION DE LA METODOLOGIA PROPUESTA EN LA COMPUTADQ. 
RA Y UN EJEMPLO DE APLICACION 

3.1 IMPLEMENTACION DE LA METODOLOGIA PROPUESTA EN LA COMPUTADQ 

RA. 

Tal como se mencionó en el primer capítulo de este traba­

jo, para la aplicaci6n de la metodología expuesta en el -­

análisis de fenómenos transitorios, se hace necesario el -

uso de la computadora. En la primera parte de este capitu­

lo se presenta un programa de computadora en lenguaje -

Fortran, en el cual se ha implementado la metodolog!a para 

el cálculo de fenómenos transitorios en sistemas de bombeo 

con las siguientes fronteras: 

Planta de bombeo, bifurcaci6n, cambio de espesor y torre de 

oscilación simple y/o de un paso. 

Con el fin de facilitar al lector el manejo del programa -

se presenta a continuación una lista de las variables de -

entrada utilizadas en el programa, asi como un diagrama de 

bloque y un listado del mismo. 

LISTA DE VARIABLES DE ENTRADA. 

l. NCASOS: 

2. IDB: 

namero de casos que se van a analizar. 

indicador de bifurcación ( si no existe bifur­

caci6n IDB = Q, si existe entonces IDB = al n~ 

mero del tramo anterior a ~sta ). 



3. NTD: 

4. NNPB: 

s. NVER: 

6. IND: 

7. IND2: 

e. NTDl: 

9. ALON < I >: 

10. D < I>: 

11. ES C 1): 

12 . FR CI>: 

13. E < I>: 

14. CMU < I>: 

15.-NT < I>: 

16. NTC <I >: 
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nt1mero de tramos distintos en el sistema 

nt1mero de identificación de la planta de bombeo 
( arbitrario ) • 

nt1mero 1 6 O para que imprima o no los datos. 

n11mero total de puntos en la ley de cierre 

nt1mero de puntos en la ley de cierre· ( primera 
parte). 

n1!mero de tramos en la rama principal. 

longitud del tramo I, 

diámetro del tramo l, 

espesor del tubo en el tramo I, 

coeficiente de fricción de Darcy en el tramo I 

m6dulo de elasticidad en el tramo I. 

mddulo de Poisson 

ndmero de subtramos en que se divide el tra-­
mo I, 

ndmero 1 6 2 que ~ndica si es tuberia o túnel 



17. IFD (1): 

18. ARETO C I>: 

19. CTE < I>: 

20. DOT C 1): 

21. QTl: 

22. QT2: 

23. HVB2: 

24. DELH2: 

25. DELT: 

26. TTT: 

27. QO: 

28. HSD: 
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identificador de frontera 

Si IFD (l)= 1, 1a frontera es un cambio de es-

sor. 

Si IFD (1)=2, la frontera es una bifurcaci6n. 

Si IFD (l)= 3, 1a frontera es un tanque de os­

cilaci6n simple. 

Si IFD (1)= 4, 1a frontera es una tanque de O.!!_ 

cilaci6n de un paso. 

área de la torre de oscilaci6n. 

elevaci6n de1 agua en la torre de oscilaci6n -

de un paso. 

di.1metro del orificio de la torre. 

gasto por la tubería ppal. despues de la bifu~ 

caci6n. 

gasto por la rama secundaria. 

elevaci6n de llegada rama secundaria. 

pérdidas en la salida de la rama secundaria. 

intervalo de tiempo utilizado para el análisis 

tiempo de simulaci6n. 

gasto saliendo de las bombas. 

elevaci6n del tanque de succi6n. 



29. HYB: 

30. HRD: 

31. QRD: 

32. TRD: 

33. NRD·: 

. 34. WR2: 

35. APD: 

36. Al'F: 

37. VALV: 

38. DELH: 

39. DEUU: 

40. TC: 

41. TIC:. 

42. TCl: 
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elevacidn del agua en la lleqada de la rama 
ppal. 

carqa de diseño. 

gasto de diseño. 

par torsional 

velocidad rotacional r.p.m. 

momento de inercia. 

ndmero de bombas operando. 

ndmero de bombas fallando. 

indica la existencia de válvulas en las bombas 
( si VALV = 1, s! existen·, si VALV = (),,no exi!_ 
ten ). 

pérdidas en la válVula completamente abierta. 

~rdidas por válvula para reqular qasto en la 
rama ppal. 

tiempo de cierre en las válvulas en la planta 
de bc:abeo. 

tiempo al que se ~.nicia el cierre • 

tiempo al que se inicia la sequnda etapa del -
cierre. 



DIAGRAMA DE BLOQUE 

Lectura de Datos 

C4l'culo de condiciones 

Inicia Ciclo 

Cllculo de cargas y velocidades a lo largo de -

la tuber!a al tiaip::> t + A t, ca1culando los -­
puntos interiores de los tranos en el programa. 
principal y ll.anando a las subrutinas respecti­
vas al resolver los puntos f:rontera. 

Dlprine l.os valores al tie:m¡;x> t de aquellos P.e 
ráoet.ros que a juicio del proyectista son im­
portantes, tales ccm::> cargas, velocidades, el~ 
vaci.6n del agua en las torres de oscilaci6n, -
velocidad angular, gasto y grado de cierre en 

1 
:Registra .las caxgas y velocidades máximas y mf 
nimas que se presentan en los diferentes pun-­
too de la tubería. 

Imprime resunen de cargas y velocidades m4xi-­
mas y m!nimas en cada punto de la tubería. 
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SUBRUTINAS 

PBSCA: 
Por medio de esta subrutina se determinan 
las cargas y velocidades al tiempo t +.At 
en el punto de bombeo, que se encuentra -
fallando parcial o totalmente. 

VALVSA: 
Se calcula el grado de abertura de la v41 
vula al tiempo t, en ·funcic:5n de la ley de 
cierre. 

TANOW: 
Por medio de esta ·subrutina se determinan 
las cargas y velocidades al tiempo t +.át 

de los puntos continuos { anterior y por­
terios ) a las torres de oscilacic:5n. 
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L I S T A D O D E L P R O G R A M A 

.. , 
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3.2 BJEHPLO DE APLICACION. 

Se desea bombear un gasto de 3.15 m3/seg. desde una elev.! 
cidn de 104.0 m.s.n.m. y entregarlo de la siguiente mane­
ra: 

2.15 m3/s a la elevacidn de 238.56 m.s.n.m. y 

1.00 m3/s a la elevacidn de 236.00 m.s.n.m. 

Las caracter!sticas de la tuber!a en la conduccidn ·se 
muestran en la figura 3.2.1, donde se presenta la conduc­
cidn en planta.- El perfil del trazo de la conduccidn se 
muestra en la fig. 3.2.2 

Datos de la planta de bombeo: 

Ndmero de unidades = 5 
G~sto de diseño= 0.63 m3 /s. 
Momento de diseño = 6332.24 kg.-m 
Velocidad rotacional = 1800 r.p.m. 
Momento de inercia = 230 kg~m2 

Datos generales: 

'l 1000.0 kg/m3 

g 9.81 m/s2 

MC5dulo K = 20900.0 kg/cm.2 

Para llevar a cabo el análisis de fendmenos transitorios 
en el sistema se realizaron i.res corridas que se anexan 
al final de este ~ap!tulo y se detallan a continuacidn. 
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CORRIDA No. 1.-

se lleves a cabo la simulaci<5n para las siguientes condiciones: 

No. de boinbas operando = O 
No. de bombas fallando = 5 

Tiempo de simulaciCSn = 50 seg. 
Intervalo de tiempo utilizado = 0.40 seg. 
VALV = 1 ( existen válvulas en las bombas 
Tiempo de cierre en las válvulas TC = 30 seg. 

ºANALISIS DE RESULTADOS 

Datos a la salida de las bombas, punto l. 

Velocidad m!nima = 1.468 m/s. 
Velocidad máxima = 2.131 m/s. 
Carga m!nima = 100.508 mts. 
Carga máxima = 345.97 mts. 
Velocidad angular m!nima -1.1492 

Al instante siguiente al paro de las bombas se inicia un fuer­
te decremento en la carga, el cual prosigue hasta t = 8.4 seg. 
es decir al tiempo en que el primer frente de onda ~aya y re-­
grese, a partir de ese momento la carga empieza a aumentar y -
la velocidad disminuye hasta volverse negativa ( t = 9.6 seg.) 
con el agua en sentido hacia las bombas al tiempo en que se -­
lleva a cabo la maniobra de cierre se produce un incremento -



ae carga en funcidn de la magnitud del cambio de velocidad y de 

1.os valores que· va taaando TAU. 

Este proceso ocasiona que la carga llegue a 345.97 mts. 
( t = 28 seg. ) es decir 96 mts. arriba de la carga en opera- -
ciCSn no:aaal. 

Con la finalidad de bajar es.ta carga m4xima, se realizaron co--. 
rridas con un tiempo de cierre mayor a los 30 seg., logrando b,! 
jar el "incremento de carga, pero se obsei;v-6 un aumento en el V,! 

lor absoluto de la velocidad angular que s~brepasa el l!mite de 
tolerancia ( -1.200 ). 

RBSUMEN DE LOS VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE LA TUBERIA 

En la fig. J.2.5 se han vaciado los valores de cargas máximas y 

~:iJllas a lo largo de la tuber!a, en ella puede observarse que 
no bay un solo punto en toda la tuberia que no este sujeto a--· 
cargas negativas de gran maqnitu~, lo que resalta la necesidad 
de proteger la conduccidn por medio de un dispositivo adecuado 
para evitar un colapso inminente. 

OORRD>A No. 2 

se 1lev6 a cabo la simulaci6n para las siguientes condiciones: 

lld.ero de bombas operando u O 
lldllero de bambas fallando 5 
'!'iempo de silulacidn • 50 seg. 
J:ntervalo de tiempo utilizado = 0.4 seg. 
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VALV = 1 ( existen válvulas en las bombas ) 
Tiempo de cierre en las válvulas = 6 seg. 

Se consider6 un tanque de oscilaci6n de un paso a 375 m. de la 
planta de bombeo con las siguientes características: 

Area del tanque = 20 m2 

Elev. superficie libre 220 m.s.n.m. 
Di&metro de la tubería de conexión 1.067 mts. 
Longitud de la tubería de conexi6n = 5.00 mts. 

ANALISIS DE RESULTADOS 

Datos a la salida de las bombas, punto l. 

Velocidad mínima = -2.42 m/seg. 
Velocidad máxima = 2.131 m/seg. 
Carga mínima = 113.24 mts. 
Carga máxima = 258.09 mts. 
Velocidad angular mínima - 1.11 

Al instante siguiente al paro de las bombas se inicia un fuer­
te decremento en la carga, el cual continua hasta el tiempo 
t = 1.20 seg., tiempo en que se aprecia empieza a trabajar la 
torre ( columna H 11> ) a partir del cual las velocidades se -
vuelven negativas ocasionando un incremento en la carga que 
continda hasta tomar el valor de 258.0 mts. ( t = 4.8 seg. ) -
1.2 seg. después las válvulas quedan cerradas aprecilindose en 
la carga una tendencia a estabilizarse. 
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RESUMEN DE LOS VALORES MAXIMOS Y !UNIMOS DE LA 'l'UBERIA 

En.la figura 3.2.4 se ha vaciado los valores de cargas m4ximas y 

mínimas a lo largo de la tubería. La linea de cargas m4xima se 
apega m4s a la de operaci6n normal y la linea de cargas m~nimas 
sin llegar a tener las magnitudes del caso anterior sigue por -
debajo de la l!nea del terreno, lo que indica que el dispositi­
vo propuesto no es suficiente para proteger el sistema. 

CORRIDA No. 3 

se llevd a cabo la simulaci6n para las siguientes condiciones: 

Nthnero de bombas operando = O 
Ndmero de bombas fallando = 5 

Tiempo de simulaci6n = 120 seg. 
Intervalo de tiempo utilizado = 0.40 seg. 
VALV = 1 ( existen válvulas en las bombas 
Tiempo de cierre en las válvulas TC = 6 seq. 

Se consider6 un tanque de oscilaéi6n simple a 375 m. de la - -
planta de bombeo ( fig. 3.2.5 ) con las siguientes caracterís­
ticas: 

Area del tanque = 7.00 M2 

Diámetro de la tubería de conexi6n 
Longitud de la tubería de conexi6n 

0.559 mts. 
10 mts. 



ANl\LISIS DE RESULTADOS 

Datos a la salida de las bombas, punto l. 

Velocidad m!nima = -2.073 m/seg. 

Velocidad máxima = 2.131 m/seg 

carga m!nima = 132.29 mts. 

Carga máxima = 262.47 mts. 

Velocidad angular m!nima -1.095 
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Al instante siguiente al paro de las bombas se inicia un fuerte 

decremento en la carga, que continua hasta t = 1.20 seg., 0.4 -

segundos despues de que empezó a trabajar la torre. (ver colum­

na " (l) ) , a partir de este tiempo las velocidades se vuelven 

negativas ocasionando la elevación de la carga al valor de 

262 mts. de donde disminuye unos cuantos metros y tiende a est~ 

bilizarse. 

RESUMEN DE LOS VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE LA TUBERIA 

En la figura 3.2.S se han vaciado los valores de cargas máximas 

y m!nimas a lo largo de la tubería. En ella puede observarse -

que la l!nea de cargas máximas anda en el orden de la de opera­

ción normal, as! como que la línea de cargas m!nimas se mantie­

ne en todos los puntos de la tuber!a con por lo menos 6 6 7 me~ 

tros arriba del terreno, de donde se deduce que la tuber!a esta 

protegida para los fenómenos transitorios ocasionados por un 

paro total en la planta de bombeo. 
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3.3 COMENTARIOS 

Un análisis a los resultados obtenidos en las simulaciones rea­
lizadas al ejemplo propuesto, permite visualizar la gran flexi­
bilidad de que goza la metodolog!a propuesta una vez que se ha 
implementado a la computadora. Esta flexibilidad permite al 
proyectista ir variando uno o varios parámetros en el sistema, 
manteniendo otros constantes e ir observando a la vez los cam-­
bios producidos en el funcionamiento del sistema, ocasionados -
por ellos. En el caso de nuestro ejemplo es obvio que de las -
tres simulaciones realizadas sólo una protege al sistema de una 
falla total en la planta de bombeo, pero ésto no significa que 
la solución propuesta sea la única o simplemente que sea la me­
jor, ya que habr!a que realizar otras corridas en .las cuales P2 
dr!an variar parámetros como tiempo de cierre, dimensiones de -
la cámara, localizaci6n de la misma, e inclusive probar para 
una torre de oscilaci6n de un paso de dimensiones mayores a las 
propuestas en la segunda simulación, hasta determinar las nece­
sarias para que el sistema quede protegido, etc.· Entre mayor -
sea el número de alternativas simuladas en mejor situación est~ 
remos de aproximarnos a la solución, 6ptima, lo que en sistemas 
de gran magnitud puede significar en el terreno econ6mico un 
ahorro considerable. 
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