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I. INTRODUCCION  

Ocasionalmente, existe la necesidad de transportar 

líquidos viscosos en ductos circulares. La Ingeniería Quí 

mica puede definirse como: "....la aplicación de los prin 

cipios de las ciencias físicas, junto' con los principios -

de la economía y rélac.iones humanas, a campos pertinentes 

directamente a procesos y equipo de proceso en los cuales 

la materia es tratada para efectuar un cambio en su esta-

do, contenido de energía o composición...." (Ref. 11). Es 

ta vaga definición es intencionalmente amplia e indefinida 

por ser así el ámbito de aplicación de la Ingeniería Quími 

ca. Generalmente, los procesos requieren que se transpor-

te la materia de un lugar a otro; por lo cual corresponde 

al Ingeniero Químico efectuar el cálculo y diseño de los -

equipos involucrados en el flujo de fluidos. 

El transporte de líquidos de alta viscosidad invo-

lucra pérdidas de energía por fricción que generalmente --

son muy grandes. En estas condiciones serían necesarias -

instalaciones de bombeo de alta capacidad, lo cual implica 

ría una inversión inicial elevada, y así mismo altos cos--

tos de operación. 
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Por lo tanto, es deseable disminuir las pérdidas 

de energía por fricción, y una forma de lograrlo es redu 

cir la viscosidad del líquido mediante calentamiento, --

considerando las limitantes que el caso particular tenga, 

como podría ser el punto de inflamación del líquido. 

Un sistema que transporte un fluido viscoso a tem 

peratura mayor que la ambiente, disipará calor, con la -- 

subsecuente disminución de la temperatura del fluido. Es 

to a su vez dá como resultado un aumento en la viscosidad 

que generalmente es de varias veces la viscosidad inicial. 

En estas condiciones el uso de la temperatura promedio o 

de la viscosidad promedio para calcular la caída de pre--

sión, da un error cuya magnitud dependerá de las caracte-

rísticas del sistema en cuestión pero que generalmente es 

grande. 

Una alternativa de solución a este problema es --

subdividir la línea de transporte en pequeños segmentos - 

para los cuales sea válido usar condiciones promedio para 

el cálculo de la caída de presión en ese segmento. De es 

ta manera sumando la caída de presión de todos los segmen 

tos se puede obtener la caída de presión en toda la línea. 

Este método es particularmente aplicable si se dispone de 

una computadora de mediana capacidad, dado que involucra -

un gran número de cálculos. 



Otra manera de obtener la caída de presión en 

un sistema del tipo considerado es aplicar el método 

gráfico descrito por Lothholz (Ref. 1), el cual será 

presentado posteriormente. 

El propósito de este trabajo es el de desarro 

llar un método analítico que permita el cálculo de la 

caída de presión en un sistema que transporte líquidos 

viscosos con calentamiento inicial. Al contar con tal 

método analítico, es posible calcular la caída de pre-

sión usando una calculadora de bolsillo, y además se - 

preveen aplicaciones en diseño y optimización de este 

tipo de sistemas. 

Dado que la aplicación más común del transpor-

te de fluídos viscosos con calentamiento inicial es en 

el manejo de crudos o fracciones de petróleo, el desa-

rrollo del método estará enfocado a resolver este pro-

blema. 
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II. ANALISIS Y PLANTEAMIENTO  

GENERAL DEL SISTEMA  

En general, el sistema que se estudiará es una tube 

ría que transporta un líquido que ha sido calentado al ini-

cio de la línea de transporte. 

	

II.1 	BALANCE DE ENERGIA MECÁNICA 

Para el sistema considerado, el balance total de 

energía mecánica tomando como base 1 lb. de fluido transpor 

tado puede expresarse en forma diferencial de la siguiente 

manera (Ref. 2): 

d —&—dZ+vdP ViVi 	d Wm - d Fr gc 	gc 

en donde: 

	

g = 	aceleración gravitacional local; ft./(seg.)(seg.) 

	

gc = 	factor de conversión; 32.17 ft.-lb. masa/(seg.) 

(seg.) (lb. fuerza) 

	

NOTA: 	Por ser de uso común en la literatura disponible, 

en este trabajo se usarán unidades del Sistema --

Inglés. 
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Z 	distancia vertical por encima de un plano de refe 

rencia arbitrariamente escogido; ft. 

y = 	volumen específico del fluido; ft. cub./lb. masa. 

P = 	presión absoluta, lb. fuerza/ft. cuad. 

Vi = 	velocidad puntual lineal del fluido; ft./(seg.). 

Wm = 	trabajo mecánico impartido al fluido por una fuente 

externa al sistema; ft.lb. fuerza/lb. masa. 

Fr = 	pérdida de energía mecánica debida a fricción; ft.-

lb. fuerza/lb. masa. 

La integración del balance de energía mecánica en - 

tre el "punto 1", donde el fluido entra al sistema y el "pun 

to 2", donde el fluido sale del sistema da: 

2 	 2 
g_ _ - V1  7  

-1 gc 	v d P + 	 + Wm = z
2 	

4. V2 	Fr 
1 	2agc 	gc  

en donde V es la velocidad lineal promedio, ft./(seg.), y 

es el coeficiente de corrección requerido para compensar 

el uso de la velocidad promedio. Si el flujo es turbulento 

a= 1.0, y si el flujo es laminar el valor usual para 

a= 0.5. 

En el caso de fluidos incompresibles, el término 

v d P se puede evaluar fácilmente, ya que como el volumen -

específico v permanece esencialmente constante la integral-

definida se reduce a v (P2 - P1). Por lo tanto, para un - 
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fluido incompresible: 

2 
Wm 	= 	á z gc  + 	(2 a c) 	(P2 - Pl) + 	Fr 	(1) á 	  

Los tres primeros términos del miembro derecho de -

la ecuación (1) generalmente se pueden evaluar fácilmente a 

partir de las características de configuración del sistema, 

sin embargo para un sistema como el que estamos consideran-

do, la evaluación de la energía perdida por fricción, 

I Fr, requiere de un análisis detallado. 

II.1.1 	Pérdidas de Energía por Fricción 

En un sistema de flujo de fluidos, los efectos de -

la fricción son extremadamente importantes, dado que en mu-

chos casos la fricción puede ser la principal resistencia -

que se oponga al flujo de un fluido a través de un sistema-

dado; tal es el caso del sistema que estamos considerando. 

El efecto de fricción es el resultado de la resis 

tencia interna que opone el fluido a deformarse inelástica-

mente cuando se le aplica una fuerza, ésto es, a fluir. Con 

siderando un sistema en estado estable con flujo totalmente 

desarrollado; en un ducto circular se presenta un gradien- 
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dV te de velocidad, a7, a lo largo de la sección transversal- 

del ducto. Para mantener este gradiente de velocidad es ne 

cesario aplicar un esfuerzo cortante, 	T (fuerza/aérea 

transversal al gradiente de velocidad), pues de lo contra -

rio el fluido eventualmente alcanzará el estado de reposo. 

En un fluido newtoniano el esfuerzo cortante necesa 

rio es directamente proporcional al gradiente de velocidad, 

T = ti dV 
dy (2) 

en donde la constante de proporcionalidad 14 se conoce co-

mo la viscosidad del fluido. 

Las dimensiones del esfuerzo T en la ecuación (2)-

son: fuerza/áerea; que se pueden escribir como: (masa) -

(velocidad)/(tiempo) (área), o sea momentum/tiempo-área; es 

decir, un flux de momentum. Desde este punto de vista, la-

resistencia al flujo se puede considerar como la mayor o me 

nor facilidad de transferir momentum. 

Lo anterior se puede visualizar si consideramos el-

fluido constituido por capas con diferentes velocidades. Si 

se transfiere una molécula de una capa de fluido con una ve 

locidad lineal neta (en el sentido del flujo) a otra capa -

de fluido de menor velocidad, al chocar esta molécula con 
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una dé menor velocidad le transfiere momentum, aumentando -

su velocidad. El caso contrario tendría el efecto de retar 

dar la velocidad de la capa más rápida. El efecto neto de-

este fenómeno es el de transferir momentum en dirección pa-

ralela, y es necesaria una cierta fuerza/unidad de área pa-

ra mantener este gradiente de velocidad. 

La viscosidad es una propiedad que depende solamen-

te del estado (presión, temperatura y composición) del fluí 

do. Aunque en la descripción precedente de transferencia -

de momentum se consideraron capas de fluído, es decir, flu-

jo laminar; la ecuación (2) es válida para flujo turbulen-

to tomando en cuenta la velocidad instantánea en un punto 

dado, aún cuando ésta sea función del tiempo; después de -

todo, la viscosidad es una propiedad del fluido. 

Un método empírico de correlacionar fenómenos obser 

vados es mediante el uso de ecuaciones fenomenológicas, que 

en general tienen la forma: 

flux = (difusividad) (gradiente de concentración) 	(3) 

En el caso de transferencia de momentum, como ya --

se ha indicado, el esfuerzo T.  lo podemos considerar como -

un flux de momentum. Si se multiplica y divide el miembro-

derecho de la ecuación (2) por la densidad p , obtenemos: 



T d ( p V) 	 y  

d y 

Ya que (mV/v) representa concentración de momentum, 

podemos considerar a 	- Y como el coeficiente de difu 

sividad de momentum, el cual se conoce comunmente como vis- 

cosidad cinemática y tiene dimensiones de área/tiempo (Ref. 
3). 

Por todo lo anteriormente expuesto, no es difícil -

comprender por qué cuando un fluido fluye en un ducto, las- 

pérdidas de energía por fricción dependen de las siguientes 

variables: 

P = 

P = 

V= 

Di = 

L = 

= 

viscosidad del fluído 

densidad del fluido 

velocidad media del fluido 

diámetro interno del ducto 

longitud del ducto 

rugosidad de la pared interna del ducto. 

Aplicando el método de análisis dimensional a estas 

variables, puede obtenerse la expresión conocida como la 

ecuación de Fanning, la cual permite evaluar las pérdidas 

de energía por fricción: 
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d (InvV) 

( 4) 

 

d y 



dFr = dPf 	2 fr V2  d L  
gc Di 
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(5) 

El factor de fricción fr se obtiene experimentalmen 

te, y se ha encontrado que su valor es función del número -

de Reynolds y de la rugosidad relativa de la tubería (t/D). 

Cuando el flujo es laminar (número de Reynolds menor de --

2100), el factor de fricción es independiente de la rugosi-

dad relativa. Sin embargo, en general y para una rugosidad 

relativa dada, se puede expresar el factor de fricción en 

función del número de Reynolds (Re) mediante una ecuación 

de la forma: 

fr 
	m  

(Re)n 
	

(6) 

en donde m y n son constantes positivas. 

Algunas expresiones para el factor de fricción son-

las siguientes: (Ref. 2) 

Para número de Reynolds menor de 2100: 

16 
(7) 

de Reynolds mayor de 2100: 



Para tubo liso: 	fr 

(e=0.000005 ft.) 

0.046 
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(8) 
(Re)02 

Para tubo de fierro o acero: 

(E-0.00015 ft.) 
fr 0.04  

(Re)0.16 (9) 

Ya que el .limero de Reynolds se expresa como: 

Re Di V = 

 

(10) 

 

o también: 

Re = Di V 
Y 

De la ecuación (6) se deduce que el factor de fric-

ción es función de la viscosidad cinemática. Siendo a su -

vez la viscosidad cinemática función de la temperatura, el-

factor de fricción depende de la temperatura. 

En el sistema que estamos considerando la temperatu 

ra varía a lo largo de la tubería, y para poder evaluar el-

factor de fricción en un punto dado es necesario conocer la 

temperatura en ese punto. A continuación se determinará el 

perfil de temperaturas para la línea de transporte. 
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11.2 	DETERMINACION DEL PERFIL DE TEMPERATURA 

Para obtener la temperatura del fluido como función 

de la distancia, se hará un balance de calor en un elemento 

de volumen para después integrarse este balance sobre toda-

la longitud de la tubería. 

11.2.1 Balance de Calor en un Elemento de Volumen 

AX 

      

     

q 

3 

x Tx  

    

      

1 
q2 

FIGURA 1 

Con referencia a la figura 1, el balance de calor 

para el elemento de volumen se puede expresar como: 



q2 = ql - q3 

en donde: 

ql = 
	velocidad de transferencia de calor por flujo del - 

fluido hacia el elemento de volumen. 

q2 

	

	velocidad de transferencia de calor que sale del -- 

elemento de volumen por convección y radiación. 

q3 = 

	

	velocidad de transferencia de calor por flujo del - 

fluido fuera del elemento de volumen. 

Es decir, el calor que se disipa a los alrededores-

es igual a la diferencia del calor que entra al elemento -

por flujo del fluido menos el calor que sale por flujo del-

fluido. 

La diferencia ql  - q3  se obtiene: 

ql - q3  = (Mf) (Cp) (Tx - Tx +A x) 	 (13) 

en donde: 

13 

(12) 

Mf = 

Cp = 

X = 

flujo de masa; lb./hr. 

capacidad calórica; BTU/(lb.) (°F) 

distancia a partir del extremo caliente de la linea; 

ft. 
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Tx = 	temperatura en el punto X; °F 

Tx+ax = temperatura en el punto X +0 X; °F. 

Ya que el volumen generado por unidad de tiempo pue 

de expresarse en función de la velocidad lineal media del -

fluido como: 

y' = S V, 	 (14) 

siendo 

S = 	área transversal interna; ft2 

V = 	velocidad lineal media; ft/hr. 

volumen; ft3/hr. 

y además tenemos: 

Mf = p 
2 

S = 	Di  -T- 

ql  - q3  = 	 p Di2 V Cp (Tx - Tx + ax) 	(15) 

Por otra parte, el calor disipado q2, puede obtener 

se por: 

q2 = lieSe (7 - Ta) 	 (16) 
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en donde: 

Ue = 	coeficiente total de transferencia de calor referi-

do a la superficie externa del ducto; BTU/(hr.) - 

(ft.cuad.) (°F). 

Se 	.superficie externa del ducto en el elemento conside 

rado; ft.2 

Y = 	temperatura media en el elemento de volumen; OF 

Ta = 	temperatura ambiente; °F. 

El área externa de la tubería es: 

Se 	= m De ad X 
	

(17) 

siendo 

De = 	diámetro externo del ducto. 

Por lo tanto: 

q2 
	tia m De á X (Y - Ta) 	(18) 

Sustituyendo las ecuaciones (15) y (18) en la ecua-

ción (12) obtenemos: 

Ue n De ax(T Ta) = 4  p Di2  VCp (Tx Tx+ ax) 

Para un elemento diferencial de volumen, es decir. 

al tender á 	O, obtenemos: 

prlieDe (T-Ta) dx = 	p Di2 VCp (-dT) 4 (19) 
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Rearreglando y separando variables: 

-4UeDe  

p .2 
VCp 

dx dT 
T-Ta (20) 

Integrando entre límites para una distancia X dada: 

p VCp o 	Ti 

-41UeDe dt  
.2 	 T-Ta 

x 	Tx 

dx 	 (21) 

1, 1)1VCp 
(X) = 	ln (Tx-Ta) - In (To-Ta) .2 

Elevando e a cada uno de los miembros de la ecua- 

ción anterior, obtenemos: 

To - Ta 
Tx - Ta 	-(41JeDe/ 	.2 VCp)(X) e 	 (22) 

2 
-(41JeDe/ Di VCp)(X) 

Tx = 	e 	 (To-Ta) + Ta 	(23) 

La ecuación (23) nos proporciona la temperatura del 

fluído en cualquier punto de la línea. 

La ecuación (21) nos muestra que la integración se- 
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realizó asumiendo un valor singular del coeficiente total -

de transferencia de calor Ue. Esto es razonable y se consi 

dera una manera práctica y precisa de cálculo como se verá-

posteriormente. Así mismo, aunque la densidad y la capaci-

dad calórica varáin con la temperatura, el producto p Cp -

se mantiene prácticamente constante así como la. velocidad -

media V. 

11.3 	COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR 

Para llevar a cabo el transporte de crudos o frac - 

ciones pesadas de petróleo, generalmente la tubería que las 

maneja se entierra sin o con algún recubrimiento aislante.-

Cuando no se entierra la tubería, es práctica común aislar-

la con materiales como espuma de poliuretano. 

En el caso de tuberías enterradas, que es el caso -

que estamos considerando, las pérdidas de calor son contro-

ladas por las condiciones del suelo, y/o por las caracterís 

ticas del aislante; por lo tanto, no es necesario general-

mente, considerar las variaciones del coeficiente indivi 

dual de película debidas a cambios de temperatura. 

Sin embargo, en el desarrollo de las ecuaciones ge-

nerales del sistema se considerará la contribución del coe-

ficiente individual de película del lado del líquido hL, pa 
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ra motrar con mayor claridad lo antes dicho. 

11.3.1 Coeficientes Individuales de Película 

1).- 	El coeficiente hL se puede obtener, para régimen 

laminar por (Ref. 4): 

hL = Ko 	
1/3

(1.86) (Re Pr 	(24) 

donde: 

Ko = 	conductividad térmica del líquido 

Re = 

Pr = 

Di V 

Cp  
Ko 

El producto Re Pr - Di V p Cp  
Ko 

y la ecuación (24) queda: 

2 1/3  
hL = 111 (1 86' 

1 (Di V Cp p  ) 
Di 	Ko 

(25) 

2).- 	Para régimen turbulento, Re mayor de 2100; el coefi 

ciente hL se puede obtener por (Ref. 4): 

Ko hL = (DT) 	(0.023) (Re)O8 (Pr) 0.4  (26) 



to : 

(Re)" (pr)0:4 = (Di V 0.8
(CP) 	)  

0.4 	0.4 

Ko 4 
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Haciendo la misma consideración anterior, el produc 

(Re) 0.8(pr)0.4 _ DiV"
0.8 0.4 

Ko0  4 Cp 
	) (m  )0.4 

(27)  
' 

Podemos observar en este caso que: 

hL 	= (constante) (µ ) -0.4  

ya que las demás variables permanecen aproximadamen 

te constantes. 

11.3.2 	Coeficientes Totales de Transferencia de-

Calor 

1).- 	Para el caso de una tubería enterrada sin aislante: 

 

1 	1 	e 	p U 	lit—  + KM - KT (29) 

e 
KM = 

en donde: 

espesor del ducto 

conductividad térmica del ducto 

profundidad a la que se entierra el ducto 

 

(28)  
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KT = • conductividad térmica del suelo. 

Es posible evaluar cada uno de los términos del miem 

"gro derecho de la ecuación (29) por medios experimentales -

vara aplicarlos a un suelo y una situación particular; sin 

embargo, en el presente trabajo consideramos algunos coefi-

cientes totales de transferencia de calor publicados (Ref.-

1) y que se muestran en la tabla 1. 

TABLA1 

SUELO PROFUNDIDAD CONDICION U 

Arenoso 2ft. Seco 0.25 	a 0.40 

Arenoso 2ft. Húmedo 0.50 a 0.60 

Arenoso 2ft. Mojado 1.1 	a 	1.3 

Arenoso 8in. Seco 0.60 a 0.70 

Arenoso 8in. Húmedo 1.20 	a 	2.40 

Lodoso 2ft. Seco 0.20 a 0.30 

Lodoso 2ft. Húmedo 0.40 a 	0.50 

Lodoso 2ft. Mojado 0.60 	a 	0.90 

En la anterior tabla se consideran los valores de U 

en BTU/(hr.)(sq.ft.) (°F), para tubería sin recubrimiento.-

Los valores dados en la tabla se reducen un 15% si la tube-

ría se recubriera con 0.5 in. de asfalto, y si la profundi- 
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dad aumentara a 3 ft. el coeficiente correspondiente a 2 ft. 

de profundidad se reduciría de 15% a 20%. 

Unicamente para ilustrar la pequeña contribución de-

hL al valor del coeficiente total de transferencia de calor-

U, consideremos el siguiente caso de una tubería enterrada -

en suelo arcilloso húmedo: 

"Propiedades del fluido: 

a 170°F 	a 100°F 

Ko = 0.068 	Ko = 0.0695 BTU/hr. (ft.) 
(°F/ft.) 

	2 

Cp = 0.45 BTU/lb.(°F) 	Cp = 0.425 BTU/lb. (°F) 
p = 56.78 lb/ft3 
	

p= 59.28 lb/ft3 

Y = 82.7 cstk. 	Y= 707 cstk. 

De acuerdo a la ecuación (25) 

hL a 170°F = 91.5855 

hL a 100°F = 90.4942 

Considerando el valor a 100°F 

1  
90.4942 = 0.01105 

U = 0.40 1 
- 2.50 
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La contribución de hL al valor de 

U es 0. 	
x 100 = 0.4% 2.5

01105  
0 

Es evidente que tanto la variación de hL de un ex 

tremo caliente al frío, así como la contribución al valor 

de U son despreciables, por lo que se justifica usar un va-

lor singular de U. 

2).- 	Para una tubería bien aislada,(Ref.4) 

U = 

	

	
D2 , 1 

Ki Al  D1 • hL 

en donde: 

R = 	radio interno de la tubería 

Ki = 	conductividad térmica del material aislante 

D2 = 	diámetro externo del aislamiento 

D1 = 	diámetro interno del aislamiento 

hL = 	coeficiente individual de película. 

En este caso, si la tubería está bien aislada, la -

contribución de hL al valor de U también es despreciable y-

se puede usar un valor singular de U conociendo las propie-

dades del material aislante, y un valor promedio de hL. 

1 
(30) 
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11.4 	ECUACIONES GENERALES PARA EVALUAR LA CAIDA DE PRE - 

SION EN EL SISTEMA CONSIDERADO 

De la ecuación (5) de Fanning obtenemos: 

-d Pf  = 2 	fr V2 
 dL  

gc Di 

11.4.1 Caída de presión en flujo laminar 

En flujo laminar, Re < 2100, 

fr = 16 	16v = 
Re 	VDi 

Sustituyendo en la ecuación (31): 

-dPf = 2 
 p V2  16y 	- 32 p dL 	 V Y dL 
gc V D.2 	gc D.2  

Integrando hasta un L dado: 

(31) 

(32) 

á Pf 
32 P V --2- v dL 
gc Di 

L 
P
f 

32 p V 
gc Di 

o 
p dL 	(33) 

Por otra parte, del balance de calor para un ciernen 



to de volumen, tenemos de la ecuación (20): 
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dL = P Di
2  VCp 	dT 

4 Ue De 	T - Ta (34) 

Si agrupamos como: 

32 P V 

gc Di 

prii2  VCp 

4 Ue De 

y sustitufmos la diferencial de longitud de la ecuación 

(34) en la ecuación (33) tenemos: 

L 	 L 

-4Pf = 11 1YdL = M I Y N dT T-Ta 
o o 

L 
A Pf 	MN y d 

T-Ta 
T 

(35)  
o 

Ti 

P f :^1 MN 
Y  dT  
T - Ta (36)  

To 

Por lo tanto, si se puede expresar y en función -

de T, el problema de evaluar la caída de presión se reduce- 

M 

N 
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Ti 
dT al de evaluar la integral 	y 

T -Ta 
To 

11.4.2 Calda de Presión en Flujo Turbulento 

En flujo turbulento, Re > 2100, 

fr 
(Re)n  

donde m y n son constantes positivas que dependen 

de la rugosidad de la pared interna del ducto. 

Por lo tanto, para este caso, la ecuación (31) que-

daría: 

-dp 	2 Pm V2 	dL  
gc Vn  Di "1  

(37) 

Integrando y sustituyendo dL en función de dt como- 

en el caso anterior: 

Ti 
2 p m V(2-n) (N) / yn  dT f 	
gc Di n+1  

- P = 
T-Ta 	(38) 

To 
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Por lo tanto, a régimen turbulento la evaluación de 

la caída de presión en el sistema considerado se reduce a -

evaluar la integral: 

TI 

To 

n 	dT 
T-Ta 



III. CALCULO DE LA CAIDA DE PRE-

SION POR FRICCION  

En este capítulo se desarrollará el método analíti-

co para calcular la caída de presión por fricción. 

III.1 	MANEJO DE CRUDOS PESADOS O FRACCIONES DE PETROLEO - 

A FLUJO LAMINAR 

La ecuación (36) del capítulo anterior: 

T1 

A Pf = MN dT  
T - Ta 

To 

requiere que se disponga de una relación funcional entre la 

viscosidad cinemática y la temperatura. 

Para el caso específico de productos líquidos del--

petróleo, "The American Society for Testing Materials", -

ASTM, proporciona un método Standard que relaciona tempera-

tura con viscosidad cinemática. Este método es el ASTM -

D-341-77 (Ref. 5), y en su edición de 1980 se proporcionan 
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en el apéndice X1 las relaciones matemáticas utilizadas. 

Para el rango de 2 x 107 a 2.0 cstk. y temperaturas 

en el rango -70°C a + 370°C, se proporciona la siguiente re 

lación: 

ln ln ( y + 0.7) = Al - Bln T 	(39) 

en donde: 

y = 	viscosidad cinemática en centistokes 

T 	temperatura absoluta en °R o °K 

Al y B son constantes positivas. 

El método D-341-77 proporciona las gráficas adecua-

das para relacionar datos viscosidad-temperatura. Se inclu 

yen copias de estas gráficas. 

Para expresar explícitamente y, elevamos e a cada-

uno de los miembros de la ecuación (39): 

ln ln (y+ 0.7) 	Al - BlnT e 	 e 
ln (p+ 0.7) = 

	eAl 	eln T-B 

In ( Y+ 0.7) = 	e Al 	T-B 
	

(40) 
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Si A = eAl
y elevando nuevamente e a cada uno 

de los miembros de la ecuación (40): 

eln ( y +0.7) eAT-B 
 

AT-B  
( y+ 0.7) = 	e 

AT-B  

Y= e 	- 0.7 	 (41) 

Para una fracción de petróleo dada se pueden obte - 

ner experimentalmente dos juegos de datos temperatura-visco 

sidad. Con los dos pares de datos es posible obtener los 

valores de A v B. en la ecuación (41). Que caracterizarán 

la curva viscosidad-temperatura para ese líquido en particu 

lar. Esto lo obtenemos: 

Si a T1 corresponde y1 

a T2 corresponde y2 

ln ln ( P+ 0.7) 

ln T 

Kl = Al - B Ll 
	

(42) 

K2 = Al - B Lz 
	

(43) 
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De (42): Al  = K
1  + B L1 

Sustituyendo en (43): 

K
1 + BL1 = K2 1- BL2 
	

(44) 

B (L1-L2) = K2-K1  

K
2 - K1 
L
1 - L2 
	 (45) 

o también: 

B = in in ( Y2 + 0.7) - ln ln (Y1 + 0.7)  
ln T

1  - ln T2 
(46) 

Una vez obtenido B, obtenemos: 

A
l = ln ln (Y1 + 0.7) + B in T1 
	

(47) 

Habiendo obtenido A
l' tenemos que: 

= 	e Al 	
(48) 

Sustituyendo la ecuación (41) en la integral de la-

ecuación (36) nos da la integral: 

	

Ti 	 T1 	
al-AT-B 	

Ti 

	

Y To 	 To 	Ti 
 - 	Ta 

(49) 	f 
dT - ir %---- dT Ir 	

0.7 dT  

	

T - Ta 	T-Ta 
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Ahora, nuestro problema se reduce a evaluar: 

Ti 	-B 

I eAT  dT T - Ta To 

I1I.1.1 Evaluación de la integral 

To 

(50) 

pAT-B  

-  Ta  dT 

T-B 
La integral

T integraldT 	no es una integral 

elemental y no puede ser evaluada por las técnicas normales 

de integración. 

Ante esta situación generalmente existen las alter-

nativas de: 

1).- Utilizar métodos numéricos de integración, la cual-

no se consideró en el presente trabajo pues su TITO-

pósito es encontrar un método analítico. 

2).- Aplicar alguna transformada integral. Para esta al 

ternativa, se pensó en aplicar la transformada de 

Laplace a la función a integrar haciendo uso del 

teorema de traslación: 

_at e 	(f (t) )1 	F (s 	a) 	(51) 
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y del...teorema de integración para la transformada de Lapla-

ce: 

  

(I

t  

f (t) dT) 	= 	 :)(f (t) 
o 

 

  

(52) 

Es decir, si consideramos t = T-B  

T = t 1/B 
y la función a integrar la podríamos ex 

presar (50) como: 

At (l/B -1) fe t  
(-B) (tc-Ta) 

dt ; es decir 

f (t) en la ecuación (51) sería: 

f(t) - t(+ 1/B - 1) 

(-B) (tc  - Ta) 

Sin embargo, la transformada 

(1/B - 1) 
((_B) 	(t-1/B _ 

Ta) 
resulta sumamente- 

compleja, involucrando funciones de Bessel, por lo que su--

utilidad práctica no es factible. 

3).- 	Otra alternativa para evaluar la integral (50) es 

la de representar la función 

(53) 	g , como una serie infinita. 
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De las diferentes expansiones en serie posibles se-

optó por representar la función en serie de Taylor. 

A continuación, se expone el teorema de Taylor en 

su forma general: 

Si 	X = variabld independiente 

Xo = un valor específico de X 

Y = -una función analítica de X. 

Teorema de Taylor.- Sea y(x) contínua en el inter-

valo I que contiene X y X0, tal que tenga derivada n-ésima- 

en X y derivada n+1 contínua en todo punto interior de I. -

Entonces: 

y(X) = Y(X0) y1 	) 1 

y2  (X0) 
(X-X0) 1 2 (X-X0 ) 2 

 

y3(X0) 
(X-X0)3  + • . + Yn.2

(X0)  
.3...n (X-Xo)n  1.2.3 	1  

+ R
n+I (X) 

En la anterior ecuación, la notación yn  (X0) denota 

la derivada n-ésima de y evaluada en X0; y Rn4.1  (X) repre-

senta el resto de los términos de la serie. 

En general, una serie de Taylor puede ser convergen 

(54) 
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te o divergente. La serie es convergente si el resto 

Rn+1 (X) tiende a cero al tender n---,N•co; ésto a su vez de- 

n para una pende del comportamiento de yno
) (X - Xo)  

n ! 
!unción y (X) y un (X - X0) dados. Es decir, existe un ra- 

dio de convergencia del valor (X - X0) fuera del cual la se 

rie es divergente y no representa la función y (X). 

Para el caso de la función que nos interesa: 

AT-B  
g - 

 

- Ta)' es posible trabajar dentro del ra 

 

dio de convergencia, lo cual asumiremos en el subsecuente 

desarrollo y posteriormente se verificará en el capítulo 

IV. 

De acuerdo a la ecuación (54) podemos representar - 

la función 

-B eAT g  _ 
(T - Ta) 

ecuación (55): 

como una serie de Taylor; 

gl 	(Ti) (T-T,) 	gn (Ty)(T-T Y
)n 

 	+ • • .+ 	+ - 
! 	 n 

en donde: 

T
Y  = 
	algún valor de temperatura dentro del radio de con-

vergencia de la serie. 
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gn(Ty) = la derivada n-ésima de g valuada en T . Y 

Dado que estamos asumiendo convergencia de la se - 

rie, podemos obtener una representación en serie de g(T) 

tan exacta como se desee al hacer crecer n. 

Si definimos: 

(T - T ) 
Y 

dZ 1 

dT = dZ 

y para simplificar la notación consideramos: 

e 	= 	un  (Ty  ) - 

podemos escribir la ecuación (55) como: 

g(T).go  _IT  gl _ 	27- g2 72 .,. 	gn 
n! 	Rs 
Zn  

(56) 

Si consideramos que al hacer n suficientemente gran 

de, el resto Rs es despreciable, e integramos ambos miem 

bros de la ecuación (56), tenemos: 



-n 
n` fi(T)dT = po  cl„ dz + 	

fg . + 	dZ 	(57) n.,  

g(T) dT = 	g°+ 
gl 

11  4' 
gn Zn+1  

• n n+1 

fg(T) dT = 
golg

1 
Z
2 	

g2Z
3 	gn

Z n+1 • 

rr- 	-sr- + • . . +  (n+1)! (58) 

El miembro derecho de la ecuación (58) nos pro--

porciona el valor numérico de la integral, lo cual sería su 

ficiente para evaluar á Pf, sin embargo, buscaremos una ex 

presión funcional para 
	

ir g(T) dT, mediante las subsecuen 
tes consideraciones. 

Si observamos la ecuación (58), podemos advertir 

que el miembro derecho de ésta tiene la forma de una serie-

de Taylor a la cual le falta el primer término.. 

La función que representaría esta serie sería: 

F(T) = F(T
Y 
 ) + 

g Z11+1  

(1+1): 

00 

-2 
gll  

+ 2 • • 

(59) 
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y por la ecuación (SS) tendríamos: 

F(T) = F (Ty) + 	%g(T) dT 	(60) 

¡g(T) dT = F(T) - F(Ty) 	(61) 

Por otra parte, de la ecuación (59) tenemos qué: 

	

Fl(Ty) = go 	 (62) 

F (T ) = 2 y 	-1 

F (T 1 3.-y) = g2  

mos conocer el valor numérico de las derivadas F
n(Ty), aun-

que no conozcamos la forma de T(T). 

Esto significa que para un valor dado de Ty, pode-- 

Acerca de la forma funcional de F(T) podemos supo - 

ner que contiene una función exponencial del tipo: 

ce aT
-b 	

(65) 

Esto es razonable, ya que tanto g(T) como /g(T) dT 

(63)  

(64)  
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contienen alguna función exponencial de ese tipo. 

Con el objeto de tener una expresión funcional mane 

jable de la integral a evaluar, supondremos que de hecho: 

aT-b  
F(T) 
	

Ce 
	

(66) 

en donde a, b y c son constantes. 

Aunque la ecuación (66) no sea la relación funcio-- 

nal analíticamente exacta de F(T), podemos forzar las cons-

tantes a, b y c para que se cumpla que: 

F
1
(Ty) = u -o 

F2(Ty) = gl 

F3(Ty) = g2 

Tal como lo requiere la ecuación (59). 

Al cumplir las anteriores condiciones esperamos que 

:a ecuación así obtenida nos proporcione un valor muy apro-
ximado al valor verdadero de F(T). 
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Nuestro siguiente objetivo será el de encontrar los 

valores numéricos de las constantes a, b y c, tales que cum 

plan las ecuaciones (62), (63) y (64). Esto lo conseguire-

mos relacionando la forma funcional de las derivadas de 

F(T) valuadas en Ty,  con sus valores numéricos proporciona-

dos por las ecuaciones (62), (63) y (64). Esto lo haremos-

de la siguiente manera: 

aT-b  
c e 

W-T 
dF 	

c (-a b T-(1".1)) eaT 
-b 

Si definimos: 

	

= b+ 1 	 (67) 

-a b T-t (68) 

dF = r F 	 (69) 

A su vez, la primera y segunda derivadas de r serán: 

dr 

	

= a b 	(T-"44)  ) 

r1 = a b T-I 



- r r1  

r2 = - r1 7  + r -- = - 	g + r 	(T) -1 

sustituyendo el valor de r, dado por (70), tenemos: 

r2 	T = r 	(T) + r 
T2 

2 t  
r2 = r ( 	T2 ) 

Por otra parte: 

	

dF1 	d(rF)  F = 	
dT

, 
- r1  F + r 2 a-T-   

F2 = -r 	F + r F1 

ya que F1  = r F, 

F2 = - F1 4 + r F1 

Sustituyendo los valores numéricos de las derivadas 

de F(T) valuadas en Ty, según las ecuaciones (62) y (63); -

tenemos: 

F2  (Ty)= - F1  (Ty) T  ) 	+ ry F1 (Ti) 
Y 

40 

(70) 

(71)  

(72)  



gl = 	go T— + r 
Y go y 

(73) 
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1 

en donde r
Y 
 = r, valuada en T 

Y
. 

Despejando r : 
Y 

r = g1 

	

Y 	go 	Y 
	 (74) 

La tercer derivada de F(T) es: 

dF2 

	

F3 	xr— = 	(r1  F + r F1) 

	

F3 	r2 F + rl  F1 + rl  F1 + r F2 

	

F 3 	r2  F + 2 rl  F1  + r F2 

Sustituyendo las ecuaciones (70) y (71) en la ecua-

ción anterior: 

	

F3 	r 	F + 2 (-r —I) F1  + r F2 T T  

124.£ 

	

F3 	F1  (-2---)- 2 F1  r 	+ 	r 
T 7r- F2 

	

F3 	(F2 	
F1 T) 
	

1 T 

2.4.1r 	

(75) 

La ecuación (7S) valuada en T
Y 
 es: 



F3  (Ty  ) = ry (F2(Ty) - 2 F1(Ty 
Y 

2.1t  
+ F (T ) 1 y T  

Y 
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y de acuerdo a las ecuaciones (62) y (63): 

g2/' ry (gi - 2  go 7--) 	go 
Y 

/2+11  

T 
Y 

(76) 

Sustituyendo la ecuación (74) en la ecuación (76) - 

tenemos: 

g2 = 

 

2 

	

£2 	
gog2 

gl 	
Y - 

2  g1 rr—
Y 
 -2  go 	2)  + 2  

	

Y 	Y 
go 

 

g2 

+ go 	2 
Y 

• 2 
gl ¡ 	t2 

g1 Ty - go 	2 4.  go Ty2 
Y 

 

go 

 

multiplicando ambos miembros por T
y
2: 

2 
g1 Ty

2g2 = Ty
2 

go 	gi /Ty 	gol2 	gog  

Ty
2g2 = g 12  o 

g,2T 2 

(g0-g1Ty) £ 	Y go 

y2 
+ 

r 
go' 	"0-g1Ty)  í + (gi2TY

2 

Ty2 g2) = 0 (77) 
go 

La ecuación (77) es una ecuación cuadrática en i. - 



Por lo tanto, si llamamos: 

go 

(go 	glTy)  

‘, 
1 
 2 

S 	(TY2 6 (
g 	g2)  ) o 

las raíces de ( las podemos obtener por: 

-  R—+  (R2- 4QS) 1 /2 
Q 

Ya que conocemos Q, R y S para un T
Y 
 dado, podemos- 

calcular t. 

Una vez obtenido 1, se calculan los valores de b,--

a y c como sigue: 

b = 1 - 1.0 

Ya que r
Y  = - a b T Y-(1)+1)  

r T  -(3+1) Y  

Sustituyendo el valor de r
Y 
 de la ecuación (74) en- 
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(78)  

(79)  

(80)  

(81)  1 

a 

(82)  

(83)  



la ecuación (83), obtenemos el valor de a: 

T (1)44)  gl 	í 9 	yb  TY 

ya que: F
1(Ty) = ry F(Ty), 

= rY  c eaT -b 
y (86)  

por lo tanto, despejando c: 

O  

-b aT 
r e Y Y 

(87)  

Sustituyendo la ecuación (74) en la ecuación (87) -

encontramos el valor de c: 

c go 

 

gl 
e
a 

Y  oo 

De esta manera', las ecuaciones (82), (84) y (88) --

nos proporcionan los valores de las constantes b, a y c res 

pectivamente, tales que se cumplen las ecuaciones: 

F1(Ty) = go 

F2(Ty) . gl 

F3(Ty) 	g2 

44 

(84) 
a 

g. 

(88)  
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Si la forma funcional propuesta para F(T)=ce 
aT-b  

es apropiada, la integral de g(T)dT será, según la ecuación 

(61): 

)rg(T) dT = .celaT  
-b -b aTy  c e   (89) 

La bondad del ajuste representado en la ecuación 

(89) se verificará en el Capítulo IV. Si este ajuste es 

bueno, de las ecuaciones (49) y (36) obtenemos la expresión 

para la caída de presión por fricción en régimen laminar: 

T1 
áP = - MN 

To 

aT-b 	-b 
Y e 	- ce 

aT -b 
- 0.7 ln (T-Ta) 

los límites To y T1 se 

áPf 	= 	-MN 

en donde: 

32 p Vs 

T1 

Tio 

anula, 

(1.076391 

por lo que 

aT-b  
c e 	- 0.7 

x 	10-5) -2  
gc Di 

N - 	
.2 

—11WDZ--  

- aT -b  
Como c e Y es una constante, al integrar entre 

4Pf queda: 

ln (T-Ta)1 	(90) 

(91)  

(92)  



To  y T1  en grandos Rankine 

Vs = velocidad en ft./seg. 

El factor (1.076391 x 10-5) es el factor de conver-

sión de centistokes a ft.2/seg.; y las unidades de todas 

las demás variables son las que se dieron en el Capítulo 

II. 

La caída de presión dada por la ecuación (90) esta-

ría en unidades de lb./ft2. 

Para un sistema en particular, T1  se deberá evaluar 

previamente por la ecuación (23). 

111.2. 	Manejo de Fracciones de Petróleo a Flujo-- 

Turbulento 

Todo el anterior desarrollo se hizo para flujo en 

régimen laminar. Para flujo turbulento de acuerdo a la 

ecuación (38), la evaluación de á P
f se reduce a evaluar 

la integral: 

/ (p)n 
T - Ta 

AT-B  
dT = 	(  e 	- 0.7)  

T - ra 	dT 

46 
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Para condiciones en las que la viscosidad cinemáti-

Ca sea mayor de 4.0 centistokes, se puede hacer la siguien-

te aproximación: 

n 
f  ( Y)  
T - Ta 

AT  - B  

dT - I  (e 	)n  dT (T- Ta) 

Esta aproximación se comprobará en el capitulo IV. 

Ya que: 

-B t( eAT n 	onAT-B 

T - Ta

) 

	dT1 T - Ta dT 

Si At 	n A 

n 	At T-B f( Y) 	dT   dT 	(93) (T-Ta) 	-J (T - Ta) 

At T-B 

La integralf Ta) 	 dT es una integral del ti- 

po de la ecuación (50), y se podría pensar que el método de 

sarrollado enIII.1.1 es aplicable en este caso. Sin embar-

go, por ser la constante At menor que A (pues se obtiene 

por At  = nA, siendo n fraccionario), los tyalores obtenidos-

para las constantes de ajuste a, b y c no son números rea 

les, sino complejos, y su aplicación práctica no es facti 

ble. 
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En estas circunstancias, y observando el comporta--

miento de la función(DAt T , se optó por ensayar una fun 

ción en los números reales, para el caso de flujo turbulen-

:0. 

At T-B 

El objetivo es evalual(41  	dT mediante una -- T - Ta)  

función de ajuste apropiada. Ya que la integral anterior 

es de la forma de la ecuación (50) tratada en 111.1.1, el -

razonamiento general para este caso es semejante al de flu-

30 laminar. La diferencia estará en la forma funcional de-

.1a función de ajuste. 

Si definimos: 

eAt T-B  
Y(T) - 	 (T - Ta) (94) 

y proponemos la función de ajuste a régimen turbulento: 

W(T) = s epT 	 (95) 

(en donde s, p son constantes), las funciones Y(T)-

y W(T) son las equivalentes en flujo turbulento a las fun 

ciones g(T) y F(T) en flujo laminar. En este caso, la ecua 

ción equivalente a la ecuación (59) será: 



yiz2 	Y Zn+1 W(T) = W(T y ) + yo
z + 	+ 	+ 

Y 	 (n
n 
 +1)! 

Análogamente las ecuaciones equivalentes a las ecua 

ciones (62) y (63) serán: 

W1(Ty) = Yo 
	 (97) 

W2(Ty) = Y1 
	 (98) 

Ya que estamos proponiendo la función de ajuste 

W(T) = sepT, necesitamos evaluar s y p tales que se cuan 

plan las ecuaciones (97) y (98). Como conocemos los valo--

res numéricos Yo, Y1, podemos relacionar éstos con la forma 

de las dos primeras derivadas de W(T) evaluadas en T. . Así- 

obtendremos los valores de s y de p. 

En este caso, por tratarse solamente de dos constan 

tes a evaluar (s y p), sólo se necesitan los valores de las 

dos primeras derivadas de W(T) valuadas en T . 
Y 

Por lo tanto, tenemos: 

w = s ePT  

	

W1
= d W = s p epT Wp 
	

(99) 

49 

(96) 
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d W1  
W2 - U-7—  = spp epT 

= Wip (100) 

Las derivadas valuadas en T
Y 
 serán: 

W1(T Y
) = W(T

y) p = Yo 

W2(Ty)  = Wl(Ty) p = Y1 

Por lo tanto: 

Y1 = Yo p 

p= 
Y1  
Yo 

(101)  

(102)  

(103)  

Una vez evaluado p, obtenemos el valor de s de la 

ecuación (99) evaluada en T : 
Y 

W1 (T )  s 
P eP 

Ty 
 

Yo 

P epTy 	 (104) 

Si la forma propuesta para W(T) es correcta, de la-

ecuación (96) tenemos: 

/Y(T) dT = s ePT
-s epTy 	

(105) 
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La bondad de este ajuste se comprobará en el capítu 

lo IV. Suponiendo que éste es correcto, de las ecuaciones-

(38), (93) y (105) obtenemos la expresión para la caída de-

presión por fricción en flujo turbulento: 

T1 
áPf(turbulento) = - MtN 	s 

To 
e
pT pTy 

5 e 

ya que s 
	

pTy  se anula en la expresión anterior: 

pn 	pTo á Pf(turbulento) = 	MtN (s e 	- s e ) (106) 

en donde: 

( 2 m V 2-n)  
1-1 4)  	(1.076391 x 10-5)n 	(106-a) Mt 	gc 	

4 .  

N - P Di 2  V Cp  
4 Ue De (106-b) 

To y T1 = temperatura inicial y final respectivamen 

te, dadas en grados rankine. 

Vs 
	= velocidad en ft./seg. 

Las unidades de todas las demás variables son las -

establecidas en el capítulo II 



IV. COMPROBACION DEL METODO  

En el capítulo anterior se desarrolló un método ana 

litico para calcular la caída de presión por fricción, tan-

to.en flujo laminar, como en flujo turbulento (ecuaciones -

(90) y (106)). 

Durante el desarrollo del método se hicieron varias 

suposiciones cuya validez no se comprobó en ese momento con 

el objeto de hacer más directo el desarrollo. 

En el presente capítulo se comprobarán las siguien-

tes suposiciones: 

1).- Que la función del tipo g(T) - 	 Ta 	puede re - 

presentarse como una serie de Taylor convergente. 

2).- Que la función de ajuste en régimen laminar: 

aT b  
F(T) = ce 	es correcta, es decir, que se cumple: 

Y dT 

To 	T-Ta 

T1 
en- b c 	-0.7 ln(T-Ta) 

To 

(107) 

52 
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3).- 	Que a flujo turbulento, la función de ajuste W(t) 

sepT es adecuada, y que 

T1 	Ti 
At T-B  "n 	dT z 	e  

To 	(T-Ta) 	To 	(T - Ta) dT; 

esto es, que se cumple: 

T1 T1 n ( y  
dT = 	[ I 	(T 	-) Ta) 

To 	To 

pT e (108) 

IV.1 	La función g (T) = , puede representarse co 

mo una serie de Taylor convergente. 

Para poder evaluar g(T) en serie de Taylor debemos-

encontrar una regla general para obtener sus derivadas. Pa 

ra mayor claridad, esto se hará considerando a g(T) como 

producto de dos funciones: 

g = f h 

donde: f = e AT-B 	
(109) 

h = (T-Ta)-1 
	

(110) 
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' IV.1.1 Obtención de las derivadas de f(T). 

f 
	

= 	
EIAT

- B 

f 	df 
1 	dT 

= 	= 	- AB T- (B+1) eAT 
B 

si definimos: 

jo= - AB T-(B+1) 	 (111) 

dT 	= J1 ' AB (134-1) T
-  (B+1) T-1 

1 = -jo  (B+1) 	T-1 
	

(112) 

y en general: 

jn  =-j (n-l) 	(B+n) T-1 	para n 	1. 

Por lo tanto, las derivadas de f(T) serán: 

fl 
 = f jo  

f
2 fijo f  

f
2
j
o 

+ 2 fj
1 
 + fj

2 

f
4 	f

3
j
o + 3 f2

j
1 + 3 flj2 + fj3 

(113)  

(114)  



y en general: 

55 

+ (n-1) f(n-2) j1  + (n-1)p-2)  

+ 	+ (n-1)(n-2) ...(n-r+1)  
(r - 1) ! 	f (n-r)  

	+ f j (n-1) 	. (115) 

f(n-1) jo  

f(n-3) j2  

j(r71) 

en donde r significa el r-ésimo término y puede te-

ner valores enteros entre 1 y n. 

IV.1.2 Obtención de las derivadas de h(T). 

h = (T-Ta)-1  

dh 
rr h

1 = - (T-Ta)-2  

h
1 = - h (h) 	 (116) 

h2 	- 2 (T-Ta)-3  = - 2 h
1 
 (h) 
	

(117) 

h
3 	- 6 (T-Ta)-4 = - 3 h

2(h) 

• 

y en general: 



gl = f1h 	fhl (119) 

g2 = f2
h +

1 
+ fh

2 (120 
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h
n =-nh (n-1) (h) para n 1 	(118) 

IV.1.3 Obtención de las derivadas de g(T) 

g = f h 

g3 	3h + 3 f
2
h
1 + 3 fl

h
2 + fh3 

y en general: 

gn  = f(n)h + n f(n-1) h1 +n(  l  +n( 2! 	f (n-2) h
2 

3 
1)(n-2) f n(n31) 	

n(n-1)(n-2)...(n-r (n ) h3  + 	 
(r-1): 

f(n-r+1) h(r-1) + 	 + f h (n) 	(1215 

en donde r significa el r-ésimo término y puede te-

ner valores enteros entre 1 y n+1. 

Una vez obtenida la regla general para la construc- 

ción de las derivadas de g(T), se puede comprobar numérica-

mente si se cumple: 
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g (T) = 
AT-B  

g  1 Z 	g2 Z
2 

g0 

 

gnzn  

 

   

 

. . n! 	(56) 

en donde: 

gn derivada de n-ésima de g evaluada en T 
Y 

T - T 
Y 

T
Y 	temperatura cercana a T. 

La comprobacitín numérica de lo anterior se realizó-

evaluando en T
Y  series de Taylor con 49 términos, es decir, 

hasta la derivada No. 48 para tener un valor de referencia-

matemáticamente exacto. Esto se realizó mediante el progra 

ma "series/Taylrr" escrito en FORTRAN para este fin; el 

cual fue corrido en las instalaciones del Programa Universi 

tario de Cómputo en la UNAM. 

Se muestran a continuación el programa usado y los-

resultados obtenidos para el caso específico de una frac 

ción de petróleo con las siguientes características de tem-

peratura - viscosidad cinemática: 

a T1  = 560°R = 100.3°F; y1  = 3000.00 cstk. 

a T2 = 640°R = 180.3°F; Y2 = 101.0 cstk. 

A = 1.6264390477 x 1012 

B = 4.1146346252 
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Estas propiedades corresponden a un combustóleo 

Bunker C. 

En este caso, la suma de 49 términos de la serie de 

Taylor es "SUM 49", y la función g(T) evaluada en T=695°R,-

es el valor de "PRUEBA". Como se podrá observar en el lis- 

tado de resultados, "SUM 49" y "PRUEBA" coinciden hasta 

10-17. 

El valor de T
Y 
 usado fue de 647.5°R, por lo tanto 

= T-T
Y 
 = 695 - 647.5 = 47.5°R  . 
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De las múltiples corridas del programa en cuestión, 

se concluyó lo siguiente: 

AT-B  
La función g(T) 

 

puede representarse como 

 

una serie de Taylor convergente, para un valor de T
Y 
 cerca-

no a T. Sin embargo, el radio de convergencia, Rc, para el 

cual Z< Rc depende del comportamiento viscosidad-temperatu-

ra, es decir, de las constantes A y B. Fuera de este radio 

de convergencia, la serie de Taylor es divergente. 

A continuación se muestran los resultados del mismo 

caso anterior, pero con T
Y 
 = 610°R, es decir Z = 85°R. En-

este caso Z se sale del radio de convergencia y la serie 

diverge, como se comprueba al comparar: 

SUM 49 = -16.5756 

PRUEBA = 0.1534 
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aT-b  
IV.2 • La función de ajuste en flujo laminar F(T) = c e 

es adecuada. 

Esto se comprobó evaluando la integral 

Ti 

Tio Y 
(T - Tal dt por serie de Taylor. 

El programa "Series/Taylor" referido anteriormente-

también proporciona el valor de la integral evaluada por se 

rie de Taylor y el valor de la integral evaluada por la fun 

ción de ajuste F(T). En el listado del caso convergente re ,  

producido en el inciso anterior se comprueba que: 

Integral por serie de Taylor = - 111.9033 

Integral por ajuste de F(T) = - 112.0047 

En el caso divergente, (Ty  = 610°R): 

Integral por serie de Taylor = - 82.5965 

Integral por ajuste de F(T) 	-111.9395 

Es importante observar que aunque la integral por -

serie de Taylor en el caso divergente no proporciona el va-

lor verdadero de la integral, el valor obtenido con la fun-

ción de ajuste es muy aproximado (error de 0.04%). 
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Por otra parte, se comprobó que para un valor de 

T
Y 
 dado, es decir para un juego de constantes a, b y c de 

la función F(T), las integrales evaluadas por ajuste a dife 

rentes temperaturas To  y Ti  se aproximan muy cercanamente -

al valor verdadero de la integral (error menor de 0.4%). 

Un ejemplo de ésto se muestra comparando el siguien 

te lisiado en el que T
Y 
 = 610°R, es decir, las constantes 

a, b y c (en el programa son AF, BF y CF) tienen el mismo - 

valor que en el caso divergente del 

te listado se observa que: 

inciso anterior. 	En es 

To  = 645°R 	• 	T1 = 575°R 

T
Y 
 = 610°R 

Integral por serie de Taylor = -389.98 

Integral por ajuste de F(T) = -388.98 

(error = 0.25%). 

Se realizan varias pruebas para fracciones de petr6 

leo en diferentes rangos de viscosidad y se puede concluir-

que la función de ajuste proporciona un valor que está den-

tro del 0.4% de exactitud del valor verdadero de la inte 

gral T1 

To T-Ta 
	dT. 
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IV.3 	La función de ajuste en flujo turbulento W(T) = 

s (aPT  es adecuada. 

Esto se comprobó evaluando la integral 

T1 

( y )n dT por integración numérica y campa 
Ti o 	T - Ta 

rando el resúltado con el resultado obtenido por ajuste. 

Para fracciones de petróléo es aplicable la ecua 

ción de Blasius para factor de fricción: 

. 	0.0791  , (Ref. 4). 
(Re)0.25  

Por lo tanto, el valor usado para n fue de 0.25. 

Se estudiarion varios rangos de viscosidad, pudién-

dose concluir lo siguiente: 

1).- 	Para viscosidades cinemáticas arriba de 10 centisto 

kes, y en flujo turbulento, la integral 

T1 

T(-Ta)n dT evaluada por la funci6n- 

T
Y 
 cercano a la temperatura media de los límites de 

fr 

To 
de ajuste W(T), difiere en menos de 0.4% del yalor- 

verdadero de la integral, cuando se usa un valor de 



63 

la integral; es decir T
Y 
 cercano a 

rá un ejemplo en el Capítulo V. 

To+T1 --T-- . Se da 

2).- 	Para viscosidades cinemáticas entre 4.0 y 10.0 cen- 

tistokes, la diferencia entre el valor verdadero de 

la integral 

T1 
(p)n 

	  dT y el valor obtenido por,  (T-Ta) 
+ de 1.8%, cuando se usa TY 

	
To  - 	

2
T1 6 
 

un valor cercano a este proledio, en la evaluación-

de las constantes s y p. Véase el ejemplo para es-

te caso que se dá en el capítulo V. 

Ya que no es común que se calienten las fracciones-

de baja viscosidad para su transporte, no se consideró nece 

sario evaluar el ajuste a viscosidades cinemáticas menores-

de 4.0 centistokes. 

Ir 
To 

ajuste es menor 



V. EJEMPLOS DE APLICACION  

V.1 	CALCULO DE LA CAIDA DE PRESION POR FRICCION EN FLU- 

JO LAMINAR 

Para ilustrar el método analítico se considerará el 

problema resuelto por método gráfico en el artículo de la -

referencia bibliográfica No. 1. El resultado publicado se-

comparará con el obtenido por el método; así como por la 

-suma de caídas de presi6n por segmentos. 

Problema: 

Se bombearán 200 gal./min. de combustóleo No. 6 a - 

170°F a través de una tubería de 8 pulgadas de diámetro no-

minal cédula 40, de 60 000 ft. de longitud. El suelo es ar 

cilloso-húmedo; la tubería se recubre de 0.5 in. de asfal-

to y está enterrada a una profundidad de 3 ft. En estas 

condiciones, el coeficiente total de transferencia de calor, 

referido a la superficie externa es según la tabla 1: Ue = 

0.315 BTU/(hr.)(ft.2)(°F). La temperatura ambiente media:- 
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Ta = 60°F. Los diámetros interno y externo respectivamente 

son: Di = 0.666 ft.; De 	0.72 ft. 

Propiedades del combustóleo: 

p= 59.5 	lb./ft.3 (17°  API) 

Y1  = 320 cstk. a 122°F 

Y2 = 36.5 	cstk. a 210°F 

Cp = 0.44 	BTU/(1b.) (°F) 

Primeramente, es necesario encontrar los valores de 

A y B de la ecuación que caracteriza el comportamiento vis-

cosidad-temperatura: 

AT B  
Y = e 	- 0.7 

Para este caso: 

T1 = 122°  F = 581.7°R 

T2 = 210°F = 669.7°R 

= 320 centistokes 

= 36.5 centistokes 

De la ecuación (46): 



ln ln ( P2 + 0.7) - ln ln (PI + 0.7)  
ln T

1  - ln T2 

B = 3.317167446 

De la ecuación (47): 

Al  = In ln (Y1+ 0.7) + B In T1  

A1  = 22.86969798 

De la ecuación (48): 

A = (01 

A = 8.554283426 x 109 

V.1.1 Solución por el Método Analítico 

Resumimos el método propuesto en los siguientes pa-
sos : 

1).- 	
Obtener los valores numéricos de la función g(T) = 

-B 

66 
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eAT  
Ta y sus primeras dos derivadas (g1  y g2) 	- 
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evaluadas en T
Y 
 según lo establecido en la sección- 

IV.1. 

2).- Habiendo obtenido go, gl  y g2, se calcula el valor-

de í de acuerdo a la ecuación (81). 

3).- Se calculan los valores de las constantes de ajuste 

a, b y c, de acuerdo a las ecuaciones (74), (82), -

(83) y (87). 

4).- Se obtiene 	de acuerdo a la ecuación (90). 

Solución: 

Paso 1) .- 	Para tener el rango de temperatura en el cual -

trabajará el sistema, se calcula la temperatura al-

final de la tubería, por la ecuación (23): 

T1 = 559.48°R 

Escogemos una temperatura T
Y 
 dentro del rango To a-

T1; digamos T
Y 
 = 582.0°R. 

Evaluamos la función g(T) y sus derivadas gl  y g2  --

de acuerdo a la sección IV.1, mediante la siguiente-

secuencia: 
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jo 	= -AB T
Y 
 -(13+1)  - -3.2833375 x 10-2 

	

1 
	= -j

o (B+1) T Y
-1  = 2.4355185 x 10-4  

eA(T
Y
) 
-B 	

= 317.55310 

1 = f jo = - 10.426340 

f2 = fijo  + 	fji. 	= 	0.41967259 

h = (T
Y 
 - Ta)-1 	= 1.6051364 x 10-2 

h
1  

= -(h)
2 

= 	-2.5764629 x 10-4 

= 2(h)3  = 	8.2711491 x 	10-6 

-B 
A(T e Y)  
T - Ta - f h = 5.0971606 

+ fh
1 = -2.4917337 x 10

-1 
 

g2 = f2ho "I 2 fihl  + fh2  = 1,4735462 x 10-2  

Paso 2).- Se calcula í, por ecuaciones (78), (79), (80) y 

(81): 

g 

g1 



c = 
ry e
r

y 
-b 

Paso 4).- En régimen laminar: 

go 
-7.182309624 

go = -5.09716106 

(go  - giTy) = 150.11606 

2 

S = 	( l g 	g 2) = -865.33396 
Y go 

+ (R2  - 4Qs)1/2 
ZQ 

í = 7.864605962 

Paso 	.- 

b = 	- 1 = 6.864605962 
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gl 	1 
T—)  

	

o 	y 
= -3.5371671 x 10-2 

a T ("1)  
Y 	

2.864638 x 1019  

Ti 	-b 
- 0.7 ln (T-Ta) áP

f 	-MN 	c eaT  

To 

32 p VS  

2 	 (1.076391 x 10-5) 	= 1.8311729x10-3  
gc Di 



- p Di2  VCp  
= -53985.302 
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APf  = -(1.8311729 x 10-3)(-58985.802)(-324.46393) 

AP = -35046.4 lb./ft.2 

ám -35046.4  
Pf . 	144 	Psi. = -243.37 psi. 

V.1.2 Solución por Método Gráfico 

El método gráfico propuesto por Lothholz (Ref. 1), 

es el siguiente: 

1).- Graficar la viscosidad cinemática como función de -

la temperatura en una carta ASTM. 

2).- Hacer una gráfica semilogarftmica de la diferencia-

de temperatura (Tx - Ta) en función de la lovitud-

x de acuerdo a la ecuación: 

Yr  	De (Je  log (Tx-Ta) 	log (To-Ta) - 2.3
1 	 ( 
0s• - 3600 	`CppG' 

en donde G = gasto en ft3  /seg. 

3).- Graficar la viscosidad cinemática como función de -

la longitud, de acuerdo a las gráficas obtenidas -- 
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en los pasos (1) y (2). 

4).- Determinar el área bajo la curva construida en el - 

paso (3). Esto puede hacerse cortando la gráfica y 

pesándola. 

5).- Calcular la caída de presión de acuerdo a la ecua - 

ción: 

128 	G P áP
f = 

Di gc 

L 

1 
o 

Y dx 

En donde el valor de la integral es el área evalua-

da en el paso (4). 

El resultado obtenido por este método al problema - 

que estamos considerando es según su autor: 

áPf  = 35100 lb./ft.2  = 243.75 psi. 

V.1.3 	Evaluación de á P
f sumando las caídas de --

presión de segmentos de la línea. 

Para evaluar esta alternativa se escribió el progra 

ma "Presión /seg" en FORTRAN. Este programa conside.ra de - 

crementos uniformes de temperatura para cada segmento y -- 
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calcula la caída de presión en el mismo, considerando la 

viscosidad evaluada a la temperatura media de ese segmento. 

A continuación se muestra una copia de este programa y los-

resultados obtenidos para el presente problema. Como podrá 

Dbservarse, el resultado obtenido considerando decrementos-

de 2 grados es: 

aP
f 	-243.60 psi. 

Comparando los resultados obtenidos por los tres mé 

todos se observa que. concuerdan: 

Método analítico áPf  = -243.37 psi. 

Método gráfico áPf = -243.75 psi. 

Método por segmentos 	 áPf  = -243.60 psi. 

error (%) - -243.37 - (-243.60)  
- 243.60 	x 100 = 0.09% 

(relativo al método por segmentos) 
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V.2 	CALCULO DE LA CAIDA DE PRESION POR FRICCION EN FLUJO 

TURBULENTO 

El método analítico para calcular la caída de pre - 

sión a flujo turbulento en un sistema no isotérmico se pue-

de resumir en los siguientes pasos: 

1).- 	Obtener los valores numéricos de la función 
-B 

Y(T) - 

II

At

a) 	y de su primer derivada Y1, -ITT eva 

luadas en T . 
Y 

2).- Con los valores de Yo' Y1 se calculan p y s con las 

ecuaciones (103) y (104). 

3).- Se calcula áPf turbulento con la ecuación (106). 

A manera de ilustración y comprobación adicional, -

se resolverán dos problemas en flujo turbulento: uno en el 

rango de viscosidad cinemática mayor de 10 centistokes y --

otro en el rango de 4 a 10 centistokes. 

V.2.1 Problema en el cual la viscosidad es mayor - 

de 10 centistokes 

Se considerará el mismo sistema descrito en el pro-

blema de la sección V.1 con las diferencias de que se bom- 



bearán 600 galdmin. de un crudo "Faja de Oro" de las si 

guientes características (Ref. 5): 

a T
1 = 100°F ; 	y

1 = 202.25 centistokes 

a T2 = 140°F ; 	Y2  = 61. 11 centistokes 

p= 58.65 lb./£t.3  

Cp = 0.44 BTU/(1b.)(°F). 

Además, la temperatura inicial de bombeo será: 

To = 210°F = 669.7°R. 

Las constantes A y B obtenidas por las ecuaciones 

(46), (47) y (48) son: 

A = 6.4465248330 x 1010 

= 3.669633606 

Como en este caso el factor de fricción es: 

0.0791  fr - 0  (Re) 0.25  

por lo que: 
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m = 0.0791 

n = 0.25 

At = n A . 0.25 A 

At = 1.611631208 x 1010 

Por lo tanto, las condiciones al inicio de la tube-

ría son: 

To = 210°F 
	

669.7°R 

yo  = 14.94 cstk. 

Vs = 3.8325 ft./seg. 

Reo= 15888.; flujo turbulento. 

Las condiciones al final de la tubería son: 

T1 = 166.3°F = 626.0°R (por ec. (23)) 

yl = 33.15 cst.k 

Re1  . 7160.; flujo turbulento. 
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V.2.1.1 Solución por método analítico 

Paso 1).- Evaluar Y
o, Yi: 

Para Ty 	647°R (intermedia entre T
o 
y T

1
) 

yl 

At T -B 
Y
o 
	

(Ty  -57Ta) 
	= 1.7142078 x 10-2 

-B 
Y
1 
= Y

o 
(-At B T -(13.11)) - 	e

At Ty 
	(T

y-Ta

)2 

Y 

Y1 = 2.1052692 x 10-4  

Paso 2).- Calcular p y s por ecs. (103) y (104). 

Y1

V = 
 

- 1.2281295 x 10-2 

Y
o  

-3.9420523 x 103 

P e
p Ty 

Paso 3).- Calcular 	AP
f (turbulento) por ec. (106). 

pT, 
áPf(turbulento) = - MtN (s e 

p T 
s e °) 

y  (2-n) 
s 

gc Di (n+1)  
(1.076391 x 10-5)n  

2 

N 

M
t = 2.878881635 x 10-1  

2 - p Di V Cp  
4 Ue De 



N = -1.74429444 x 10 

Pf 
	- (2.878881635 x 10-1)(-1.74429444x105) 

(-0.75025881) 

áPf (turbulento) = -37675.12 lb./ft.
2  

áP 	turbulento) = -261.63 psi. 

Por otra parte, se calculé áPf  por segmentos y -

por integración numérica. Este último método se considera-

el de mayor exactitud y se toma como referencia. 

Método por segmentos 

Método por integración 
numérica 

Método analítico 	--- 

áPf = 

áPf = 

di) 	= 

- 	261.22 

- 	262.17 

- 	261.63 

psi. 

psi. 

.psi. 

En este caso el error para el método analítico es: 

- 261.63 - (-262.17)  _ 	0.20% error (%) = 	- 262.17 

V.2.2 Problema en el cual la viscosidad está den-- 

tro del rango de 4 a 10 cstk. 
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El método de cálculo es el mismo que el aplicado en 
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V.2.1; pero se muestra este ejemplo para ilustrar como va-

ria la exactitud al trabajar en el rango de baja viscosidad. 

También aquí se considerará el sistema descrito en-

el problema de la sección V.1, pero en este caso se bombea-

rán 600 gal./min. a una temperatura inicial T
o = 190AF 

= 649.7°R, de un ciado "La Laja" del cual se tienen los si-

guientes datos (Ref. 5): 

	

T1 = 100°F 
	

Y1  = 30.29 cstk. 

	

a T2  = 140°F 	= 11.42 cstk. 

p = 57.40 lb./ft.3  

Cp = 0.46 BTU/(lb.)(°F) 

Para este crudo, las constantes A y B obtenidas por 

las ecuaciones (46), (47) y (48) son: 

A = 1.780736657 x 1013 

B = -4.627019151 

También en este caso se considerará que el factor 

de fricción está dado por (Ref. 4): 

m 	0.0791  

(Re)n  = (Re) 0.25 
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por lo que: 

At = n A = 0.25 A 

At   = 4.451841642 x 10
12 

Por lo tanto, las condiciones al inicio de la tube-

ría son: 

To = 190°F = 649.7°R 

yo  = 4.89 cstk. 

Vs = 3.8325 ft./seg. 

Reo= 48541; flujo turbulento 

Las condiciones al final de la tubería son: • 

T1  = 152.9°F = 612.6°R (calculada con ec. (23)) 

y
1 = 8.89 cstk. 

Re1= 26 700; flujo turbulento 

V.2.2.1 Solución por método analítico 

Paso 1).- Para T
Y 	

631.0°R 



Y
o  

.At T -B 

(T- T 
y 	a 

- 1.4708363 x 10-2 
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At T -B 
Y
l 

= Y
o ( - At

BT
y
-(B+1)) - 	e 	Y 	(T

y
-T
a
)-2 

Y1 = 1.8531080 x 10
-4 

Paso 2).- Calcular p y s por ecs. (103) y (104): 

-1.2599009 x 10-2 

Y 
s =  o  -3.31022937 x 103  P epTy 

Paso 3).- Calcular APf  (turbulento) por ec. (106): 

pT, 	pT, 
APf  (turbulento) = -M

t
N (s e - - s e -) 

M
t = 2.81752439 x 101 

	
por ec. (106-a) 

N = -1.7847148 x 105 
	

por ec. (106-b) 

pT, 	_pT„ 
(s e 	-se -) = -0.549621 

áPf  (turbulento) = -(2.81752439x10-1)(-1.7847148)105 

(-0.549621) 

áPf  (turbulento) = -27 637.60 lb./ft 
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• áP
f (turbulento) = - 191.92 psi. 

También se calculó AP
f por segmentos y por integra 

ci6n numérica. Se comparan los tres resultados: 

Método por segmentos 	áPf = -188.49 psi. 

Método por integración 
numérica 	áPf  = -188.90 psi. 

Método analítico 	áPf  = -191.92 psi. 

El error que da el método analítico en el rango de-

viscosidad de 4 a 10 cstk. es  mayor, siendo en este caso: 

error (%) 	-191.92-(-188.90)  
x 100 = 1.59% -188.90 



VI. 	CONCLUSIONES  

El presente trabajo de tesis proporciona un método-

analítico para calcular la caída de presión por fricción en 

un sistema de bombeo de fracciones de petróleo con calenta-

miento inicial. 

Las principales conclusiones derivadas de los resul 

tados obtenidos son las siguientes: 

1).- Aunque el lineamiento general del método es uno só-

lo, se desarrollaron dos ecuaciones para obtener la 

caída de presión por fricción. La ecuación (90) 

es aplicable a flujo laminar y la ecuación (106) es 

aplicable a flujo turbulento. 

2).- Con el método analítico propuesto se obtienen resul 

tados cuya desviación del valor real es: 

a).- 	De + 0.4% máxima si la viscosidad cinemática es ma- 
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yor de 10 centistokes, tanto a régimen laminar como 

a régimen turbulento. 

De + 1.8% máxima si la viscosidad cinemática está 

comprendida entre 4 y 10 centistokes, a flujo turbu 

lento. 

3).- Las ventajas que tiene el presente método analítico 

sobre el método gráfico son la rapidez de cálculo y 

la precisión de resultados, pues el método gráfico-

involucra las operaciones de graficar, cortar y pe-

sar, las cuales introducen errores en la evaluación. 

Comparado con el método de suma de caídas de pre -

Sión por segmentos, el método analítico de resulta-

dos de similar exactitud, con la ventaja de que el-

resultado se puede obtener directamente sin secuen-

cias iterativas ni programas para computadora. 

4).- Otra ventaja adicional es que por ser un método con 

el cual se obtiene la caída de presión como función 

de las temperaturas en los extremos de la línea y -

del diámetro de la tubería; es posible la optimiza 

ción analítica de variables como el diámetro, la -

temperatura inicial de calentamiento, el espesor de 

aislamiento, etc. 



APEND10E  

Como complemento al método analítico para calcu-

lar la calda de presión en un sistema no isotérmico que 

maneje líquidos, se presentará a continuación el método 

propuesto por Lapple (Ref. 7) para calcular la calda de 

presión o la masa velocidad para flujo de gases en un -

sistema no isotérmico. 

El flujo de gases no isotérmico se presenta ge-

neralmente cuando existen caldas de presión considera- 

bles, y la expansión del gas causa un enfriamiento del 

mismo. 

En general, el sistema considerado se represen-

ta esquemáticamente en la figura 2: 
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Po  
Vo  

T0  
G.= V.= o 

FIGURA 2 



. Generalmente el flujo no isotérmico de gases se 

puede aproximar como un sistema adiabático. En la pre-

sentación del siguiente método se considerará un compor 

tamiento de gas ideal, y en el cual es aplicable la si-

guiente: 

NOMENCLATURA 

A = 	área, sq. ft. 

Ac  = 	área para flujo crítico, en la garganta de la 
boquilla, sq. ft. 

Coeficiente de descarga, adimensional. 

Diámetro, ft. 

factor de fricción de Fanning, adimensional 

constante dimensional = 32.17 lb. ft./lb. seg.2  

Vp = V/v = masa velocidad, lb./seg. (sq. ft.) 

masa velocidad crítica o máxima, lb./seg. (sq. 

ft.) 

máxima velocidad hipotética en expansión isotér-

mica, lb./seg. (sq. ft.) 

Cp/Cv, adimensional 

longitud, ft. 

peso molecular lb./lb.-mol 

N 	= 	fL/Rh = resistencia por fricción en cabezas de 
velocidad. 

PC  = 	Presión crítica, lb. fuerza/sq. ft. abs. 

Po  = 	presión absoluta en cámara grande, lb. fuerza/ -

sq. ft. 
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gc = 

Gc  = 

Gci = 
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Pi, P2= presión absoluta a la entrada y salida respectiva-
mente, lb. fuerza/sq. ft. 

P3 	presi6n absoluta de los alrededores, lb. fuerza/ - 

sq. ft. 

constante de los gases = 1546 ft. (lb. fuerza / -

(lb. mol) °R 

Rh  = 	radio hidráulico 

rc aPc/Po, relación crítica de presiones, adimensional 

T 	temperatura absoluta °R 

V 	velocidad, ft./seg. 

Vc 	velocidad crítica, ft./seg. 

volumen específico ft3/lb. 

flujo de masa, lb/seg. 

	

0 = 	relación de diámetro de la garganta de la boquilla 
a diámetro de la tubería, adimensional. 

	

= 	viscosidad, lhJft. seg. = centipoise/1488 

densidad, lb./ftl 

En un ducto horizontal, el balance de energía mecá-

nica se puede expresar en forma diferencial como: 

vdp 4  VdV = __2 f V2 
	

(1) 
Sc 	8c D 

En un ducto uniforme, la masa velocidad G es cons-

tante, de tal forma que si P es conocido como función de v, 

v dp puede expresarse como 0 (v) dv, y en consecuencia la 

integración de la ecuación (1) es posible. Sin embargo, -

generalmente son necesarios procedimientos gráficos. 
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El método gráfico para la integración de la ecua 

ción (1) presentado por Lapple para flujo adiabático en 

ductos horizontales asume que las condiciones de flujo 

en la entrada resultan de la expansión a diabética del 

gas a través de una boquilla sin fricción que sale de --

una cámara grande en la que la velocidad del gas es.des-

preciable. Tal cámara se presenta frecuentemente en la 

realidad, y es posible compensar el hecho de que la en-

trada no sea una boquilla perfecta, considerando un au-

mento adicional a la longitud de la tubería. Los datos 

indican que el factor de fricción es la misma función -

del número de Reynolds para flujo compresible y para flu 

jo incompresible. Para un diámetro de tubería y flujo -

de masa dados, el factor de fricción depende de la visco 

	

sidad, la cual a su vez depende de la temperatura. 	Ya 

que en flujo adiabático compresible el número de Reynolds 

es usualmente alto, la variación del factor de fricción 

debido a variaciones de temperatura a lo largo de la tube 

ría es pequeña y es posible considerar un factor de fric-

ción constante en la integración. 

Para el sistema considerado en la Figura 2 se cum 

píen las siguientes relaciones 

vi 	Po 	1/k  

vo 	p i 
	 (2) 



Pi (k-1)/k 

( k - 1 \ RTI  

(3)  

k/(k-1) 

(4)  

(5)  

4 y 5 muestran, 

T o  

Po _ 

Po 

1 	+ 
G2  

2gc  / 	mpi2  

figuras 3, 

T2 

Ti P2  VV21 ( P1 	) 

Las gráficas de las 

para tres valores de k, y para varios valores de resis-

tencia a la fricción N, la relación entre P2/P0  6 P3/Po 

y la relación de la masa velocidad G en el ducto, al pa 

rámetro: 

Gci = 	gc 2.718Pvo ° - Po  %/  v2.118MRT0  (6)  

La cantidad Gci es la máxima masa velocidad hi-

potética en expansión isotérmica a través del sistema -

de la figura 2, cuando N=O. Tal expansión isotérmica -

no es físicamente factible. Las relaciones P2/P0 y --

P3/Po son idénticas si para un dado valor de N la masa 

velocidad es menor que el valor máximo o valor crítico 

Gc; esto se cumple arriba de la línea punteada de las -

gráficas. Para un conjunto de condiciones dadas a la - 
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entrada, la velocidad de descarga de un gas a través de 

una boquilla aumentará al disminuir la relación de pre-

siones absolutas P1 /P2  hasta que la velocidad lineal en 

la garganta de la boquilla alcance la velocidad del so-

nido en ese gas y en ese lugar. El valor de P 1 /P0  para 

el cual se alcanza la velocidad acústica se le llama la 

relación crítica rc  = Pc/P o. La presión en la garganta 

de la boquilla no será menor que Po rc  aún si existe una 

mucho menor presión a la salida; es decir si P 3/Po 	es 

menor que el valor de P2/P0  correspondiente a Gc el flu-

jo es independiente de P3. La línea punteada en las fi-

guras 3, 4 y 5 es la gráfica de 132/P0  en flujo crítico 

VS. Gc/Gci. 

Para 0 	0.2 la relación crítica está dada por: 

rc 	( 	
k-11 ) k/(k-1) 	

(7) 

Bajo condiciones de flujo critico sólo se necesitan cono 

cer las condiciones de entrada Po, vo y To para determi- 

nar la velocidad de flujo, la cual para 0 	0.2 está da 

da por: 

(k+1)/ (k-1) 
max. = C Ac  N/gc  kí 

v o 
Po )(

V 
 2 ) 	(8) 
47— 
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Para un gas ideal, la ec. (8) es: 

wmax. = CAc  p o N/ k( M 	2 	(k+1)/(k-1) 
gc --o V74717 	(9) 

que para el caso específico de aire se reduce a: 

wmax. = 0.533 CAc  P o  

Para usar las gráficas de las figuras 3, 4, y 5 

se deben hacer las siguientes consideraciones: 

1.) La interpolación entre gráficas es permisible pa 

ra otros valores de k. 

2.) Cuando haya accesorios instalados en la línea se 

aumentará al valor de N calculado para la tubería 

recta, el número cabezas de velocidad equivalente 

a la pérdida en los accesorios (véase Figura 6). 

Sin embargo, si el área transversal de un acceso-

rio es significativamente menor que el de la tube 

rta, se pueden obtener resultados erróneos porque 

podría suceder que se llegara a la velocidad acús 

tica en la constricción con la consecuente limita 

ción del flujo. 

90 

.15 

(10) 



3.) Para entradas abruptas, las gráficas dan un re-

sultado aproximadamente correcto si se le añade 

0.5 al valor de N para el ducto. Sin embargo, 

en este caso las fórmulas (2), (3) y (4) dadas 

anteriormente no son aplicables, porque se apli 

can sólo en caso de'entrada redondeada. 

El procedimiento a seguir cuando se busca G es 

el siguiente: 

Astmase un valor f = 0.0045 para determinar un -

valor de prueba de G; con este valor aproximado de G se 

calcula Re  y con Re  se encuentra f. Si el valor encon-

trado de f checa con el asumido inicialmente el valor -

de G será el buscado; si no checa se repite el procedi-

miento con el nuevo valor de f. 

A continuación se da un ejemplo ilustrativo: 

Se desea calcular la velocidad de descarga de -

aire a la atmósfera de un recipiente a 150 psi. y 70°F a 

través de 35 ft. de tubería de dos pulgadas de diámetro 

Ced. 40 (Diámetro interno = 2.067 in.) y tres'codos stan 

dard de 90°. La entrada de la tubería es abrupta. 

Solución: 

91 

1.) 	Se asume f = 0.0045 



2.) 	Se expresan las resistencias por fricción en fun- 
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ción de N: 

Resistencia  L/D 	N 

Entrada 	 0.50 
Tubería recta 	203 

	
3.65* 

3 Codos 90° 
	

2.25 

6.40 

*Calculada por N = f L/Rh = 4f LID asumiendo 

f = 0.0045 

3.) 	Las condiciones conocidas son: 

T o  = 530°R 
P o  = (150 + 14.7) (144) = 23700 lb./ft! 

P 3  = (14.7) (144) = 2120. lb./ft2  

P3/P 0 = 0.0893 

M = 29 

Gci = P o  V23-91Fro  = 486 lb./seg. (ft.)2  

4.) Se calcula la velocidad de descarga con la Figura 4.: 

k = 1.4 

G/Gci; (de la curva para N = 6.4)y 

(1)3/P0) = 0.0893 	 

G 	257 lb./seg. (ft.)2  

 

0.53 

 



(T2/T0); (de la línea punteada) = 0.833 

T2  = 442°R 

Temperatura promedio = 26°F 

p a Tem. promedio = 1.14 x 10-5  lb./ft. seg. 

Re = 3,880,000 

f 	= 0.0047; (de la Figura 7) 

Ya que f = 0.0047 es bastante aproximado al valor 

asumido f = 0.0045 no es necesario repetir el pro 
2 

cedimiento y se considera G = 257 lb/seg (ft.) = 

el valor buscado. 

Cuando se desea calcular la caída de presión entre 

dos puntos a lo largo de una tubería siendo conocidos el 

flujo y las condiciones en el punto mas cercano a la boqui 

11a, el procedimiento a seguir es el siguiente: 

Sean las condiciones conocidas TI  y PI . 

Los cocientes G/G ci, P2 /P1  y T2 /T1  están referidos a las 

condiciones conocidas y se pueden relacionar a G/Gcj, 

PI /Po  y TI /To  mediante las siguientes ecuaciones: 

G  =  G ( 1/7' o.
) 

Gloi 	Coi 	PI/Po  

= P2/Po  
Pi 	pl/PT  

T2=  T2/TO  
TI 	/TO 
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en donde G ici es una cantidad hipotética que no tiene 

significado físico real y que está definida por: 

Gici gc 	PI  2.718 vi 
= • P is/ gc M  

1, 2-.718 

Primero, se asume un valor de G/Gci, y de la gráfica 

apropiada se leen los valores correspondientes de PI/P0 

y TI/To para N=0. 	Con estos valores se calcula G/Gci 

de la ecuación (11) y del valor calculado de GI ci. --

Usando este valor calculado de G/Gci se repite el pro-

cedimiento hasta que el valor calculado de G/Gci sea -

igual al último valor asumido de G/Gci. Usando el va-

lor final de G/Gci se lee de la gráfica el valor de --

Pi /Po para N=0 y el de P2/Popara N= 4f L/D. Por último 

P2 se calcula de la ecuación (12). Los valores de Ny 

To así determinados son en general, hipotéticos, y se 

rían las condiciones que una cámara requeriría para --

dar las condiciones P1 y Ti en la garganta de una bo-

quilla sin fricción. 
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