Y ' Universidad Nacional Auténoma de México

FACULTAD DE QUIMICA

Distribucién de Cargas Atdmicas
en Calculos Moleculares por

Dispersion Multiple.

T E S 1 S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
INGENIERDO QUIMICO

P R E S E N T A

Alberto Marcial Vela Amieva

MEXICO, D. F. 1980

M-23773



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JURADO ASIGNADO:

PRESIDENTE ...ve... DR. JAIME KELLER
VOCAL soeccccoeesse DR, ALBERTO ROBLEDO
SECRETARIO «....... DR. ANDONI GARRITZ
‘ler. SUPLENIE ..... DR. JOSE LUIS GAZQUEZ

2do. SUPLENTE ..... DRA, CARMEN VAREA

SITIO DONDE SE DESARROLLO EL TRABAJO:

DEPARTAMENTO DE QUIMICA TEORICA.
DIVISION DE ESTUDIOCS DE POSGRADO.
FACULTAD DE QUIMICA.

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO.

SUSTENTANTE ¢

bt
%

gt

ALBERTO AMIEVA

ASESOR DEL TEMA:

7 #oi?

ANDONT GARRITZ RUIZ



A LA MEMORIA DE UN
JUEZ JUSTO
Lic. Alberto R. Vela



Dedico este trabajo a mis padres por su

constante apoyo y carifio.
A mis hermanas Marisol, Narcela y Tona.

A toda 1a familia Vela,



AGRADECIMIENTOS.

Agradezco al Dr. Andoni Garritz todos sus consejos y ensefian
zags, A le familia Garritz, la oportunidad de haberla conocido.
Al Dr. Jose Luis Gdzquez sus siempre instructivas conversacio-
nes. A todos los miembros de Quimica Teérica la amistad brinda-

da durante todo este +tiempo.

A Radl Varela sus valiosos consejos en programacién. A Mi--—
-guel Castro el haber proporcionads potenciales y simetrias para
los cdlculos del presente trabajo, as{ como por convertir en a-

gradables momentos las largas travesfas en el "bote de Vela".

Quiero agradecer a las personas de la E.N.E.P. Cuautitlidn
que de uﬁa a ofra forma me mostraron por primera vez los cami—-
nos de la Fiéica, especialmente a8 mis maesiros y amigos Rafael
Perndndez, Jorge Martinez, Javier Bourges y Federico Martin Po
lo.

Finalmente, al Centro de Servicios de Cémputo de la U.N.A.M,,“
lugar donde se llevaron a cabo todos los cdlculos del presente

trabajo.



"But why are such terrific efforts made
Just to find new particles?" asked Mr Tomp
kins,

"well, this is science," replied the p:é
fesor, " the attempt of the human mind to
understand everything around us; be it giant
stellar galaxies, microscbpic bacteria, or
these elementary particles, It is interes-
Y¥ing and exciting and that is why we are
doing it." ... They say “curiosity kills the

cat's I say ¥ Curiosity makes a scientist".

G. GAMOYW en MR TOMPKINS IN PAPERBACK.
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Introduccion



INTRODUCCION.

Un problema que surge en los cdlculos moleculéres usando el
método de dispersidn miltiple, es no poder asignar directamente
las cargas de las regiones intersticial y exterior a los 4tomos
que forman la molécula o el cimulo. ZEn este trabajo se presen;
42 una forma para superar este problema, proponiendo una exten=

sifn para lz densidad de cada regién atdémica,

En el Capftulo 1 se habla brevemente de aspectos generales,
como las ecuaciones de Hartree-Fock, el intercambio electrdniep
'y las aproximaciones que se han llevado a cabo sobre este dlti=
mo término, usande méitodos estadisticos, El material presenta-
do no es, ni pretende ser, autocontenido, razdén por la cual se
remite constantemente al lector a los articulos originales o 2

trabajos que recopilan informacidn sobre cada tema.

El Capitulb 2 versa sobre la manera de resolver las ecuacio-
nes monoelectrénicas de Schroedinger, usando el método de dig-—-—
persidn miltiple. Se ha tratado de presentar con el mayor deta
1le posible el formélismo mateméticé necesario para obtenef las
ecuaciones seculares del método. Para ello, es necesario cono-
cer ciertas propiedades de funciones especiales, especifiéamep—
te de funciones esféricas de Bessel y esféricos armdniqos.' Tra
tando de facilitar la lectura, se han inecluido tfesbapéndices

donde pueden encontrarse estas propiedades.
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El Capitulo 3 es una breve exposicién en relacién a la forma
de definir un potencial molecular en todo el espacio como una
sobreposicidn de potenciales definidos en regiones ajenas, lo
que da Tlugar a una particién del espacioc. Se habla en un prin-
cipio de como construir una particidn arbitraria del espacio y
posteriormente de las dos particiones mas utilizadas en los cdl
culos que se realizan en el Departamento de Quimica Tebrica, -—-
que son: esferas tangentes(muffin-tin) y esferas truncadas(ce-

lular).

En el Capitulo 4 se presenta el formalismo para disitribuir
‘las cargas intersticial y exterior, que constituye el tema cen-
tral de este trabajo y del cual hemos hablado al principio de -

~ esta introduccidn.

La aplicacidén de este formalismo a algunos sistemas moleculs
res se encuenﬁra en el Capfiulo 5. Podrd verse que los resulta
dos presentados no son muy extensos. Esto es asiy pues se tra-
t6 de presentar no un estudio de las estructuras electrénicas
de estos sistemas, sin& la sensibilidad de la presente proposi-
eidn para distribuir las cargas intersiicial y exterior entre
los 4dtomos de una molécula, cdn respecto a los diferentes péréé
metros utilizados, como la densidad superficial y la geometria
de cada molécula. Esto no quiere decirvque ambos proﬁlemas se-

an independientes. De hecho, la idea de este trabajo surgié de
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la necesidad de poder asignar cargas efectivas a los dtomes, co
mo un complemento para la mejor comprensidn de la estructura e-

lectrénica de una molécula.



Capitulo 1



CAPITULO 1

LAS ECUACIONES DE HARTREE~FOCK Y EL INTERCAMBIO BLECTRONICO.

Tomaremos como punto de partida en este trabajo la deduccidn
de las ecuaciones de Hartree-Fock, con el objeto de mostrar lo
complicado que resulta en la prdctica el poder calcular molécu~
las con muchos 4tomos dentro de esta aproximacién. Se muestra -~
que la aparicidn del intercambio'electrénico, efecto puramente
cudntico sin andlogo clédsico, hace que los cdlculos atémicos y-
moleculares usando Hartree-~Fock sean sumamente complicadds; Lo
anterior tiene por objeto motivar las aproximaciones que se han
llevado a cabo hasta la fecha. Finalmenite se presenta una breve
revisién de densidad electrénica y se habla de los funcionales

de esta densidad electirdnica y del Teorema de Hoheﬁberg ¥ Kohn.

1.1 ECUACIONES DE HARTREE~FOCKS®2

Para un sistema compuesto por N micleos y n electrones, el o
perador Hamiltoniano del sistema es (en unidades atémicas, que-

se usaran a lo largo del texto, a menos que se indigue lo con-—-—

trario)
A B . N \ z on 2 ~ ~ ~
HS———Z_ o W%VO(—-EZ_LVJ‘-‘—V‘“* e e-c—:“-(lnl)

donde el primer término corresponde al operador de energia cing
tica de los ntcleos, el segundo al operador’de energia cinética
de los electrones, el terceroc el el operador de energia poten—-

cial de interaccidén entre los nidcleos,



S Y Y
\/N—N ;\Z;P de | eeo{l=2)

donde Zy es la carga del ®-ésimo nucleo, Ryp e8 la distancia en-
tre los nfclevs. E1l cuarto término es el operador de energia po-

tencial de interaccidn entre nicleos y electrones

N &
Z&ls;.—_ﬁ: ess(1-3)

fonde Fiuies la distancia que separa al electrén 3 del micleo ™,
¥ el Gliimo término corresponde al operador de energia potencial

de interacciébén entre electrones

\L.. = JZJ‘_-}- BERHCE

siendo rq la disfancia gue separa al electrén 1 del electrdn 3.
Si se desea conocer la energia total de este sistema, se de=-—
berd resolver la ecuacién de Schroedinger independiente del tiem

po

\:\:\S’\}g = Esqfs s (1-5)°

donde la funcién de onda que describe al sistema, dependeré de -

3(N+n) variables que son las coordenadas de los ndcleos y 1os e-—

S

lectrones y"qses el operador Hamiltoniano dado por la écuacién-
(1-1). Se puede hacer una aproximacién para no tomar ‘en-cuenta -

el movimiento de los niicleos. fsta aproximacidén se debe a Born y

3

Oppenheimer- quienes proponen que puede separarse bajo cierto ni
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vel aproximativo, el movimiento nuclear y el electrdénico. Con es
ta aproximacién la ecuacidn de Schroedinger por resolver para la

parte electrénica es

'];"q) = E'Ll) ceee(1-6)

donde se ha definido el operador Hamiltoniano electrénico

A - Lo
Hz_%z‘vz_;? %:) +;_V‘.T eoe(1-7)

y ahora E es la energia total elecirdnica que depende paraméiria

camente de la disposicién de los micleos en el espacio;"&'es la
funcién de onda de la parte electrémnica, que ahora solamente de-
pende de las 3n coordenadas de los electrones. Puede verse con -
detalle este tratamiente en las referencias (4) y (5).

La ecuacién (1-6) es una ecuacién direrencial parcial, que po
dria tratarse de resolver utilizéndo el método de separacidn de
variables. Desafortunadamente en el caso general esta separacién
no se ha podido llevar a cabo. Por lo itanto, se deben realizar a
proximaciones con el objeto de poder obtener una solucidén. Breve
mente discutimos s continuacidén las aproximaciones previas a la
de Hartree-Fock. Una aproximacién seria despreciar el término de
repulsibén electrdnica, con lo que tendriamos el siguiente Hamil-

toniano

' d’J

SRS v ) g N e (1-8)
i A ) .
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¥ proponer una separacién de variables de la siguiente forma

’LP (“n [rz >"‘)Er(“3 = ¢\ (U\\ ¢Z(U‘z)"' ¢M (“M\ eee(1-9)

A esta aproximacidn, en la gue la solucién es un producto de
funciones se le conoce con el nombre de Hodelo de Particulas In~
dependientes. Una segunda aproximacién menos limitativa consiste
en no despreciar el término de repulsién electrénica, sino propo -
ner un potenciai efectivo.

Esta ﬁltimé fué desarrollads por Hartree en 1928 y dié lugar

a los llamados métodos de Campo Autoconsistente.

Ambas aproxinaciones descritas arriba no incluyen el espin e-
lecirdnico, y la solucién no necesariamente cumplird con el prin
¢cipio de Exclusién de Paul16, Esto es, una funcién de onda que =
describa a‘un sistema de fermiones (particulas de espin semiente
ro), como sucede con los géleetrones, deberd ser antisimétrica -

con respecto al intercambio de dos de las coordenadas de éstos

'LP ( \_).',"'\):\ ,...,m) z — '\P(\,..,,:),'\).._}m)...(1-10)

En (1-10) hemos llevado a cabo un pequefio cambioc de notacién,
gue es - ' '
b= (9, %, %, 00)
donde las tres primeras son coordenadas espacialesAy_la cuarta -
es una coordenada de espin. .

Una forma de construir una funcidn de onda gue cumpla con es-—
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te requisito de antisimetria, es escribirla como un determinante

de 3later, definido por

B, (1) 0+ B
P(12,.,my= | PDBLD I D

eeo(l-11)

|

£l

&, () Bplo) -+ Bnl)

el cual garantiza ia antisimetria debido a la propiedad de los -
determinantes de cambiar de signo ante el intercambio de filas.
#n la ecuacién (1-11), las 92(j330n productos de una funcién
espacial y una funcidén de espin
o (Gy)
gj (J) KQ (ET) (5 (CT)

y se les denomina espin-orbitales. El factor deVmies para que la

eea(1-12)

funcidén de onda esté propiamente normalizada. Este conjunto de -
espin-orbitales se selecciona de-tal manera que sean ortonorma--

les
X é
JQSZ;(H(ZJ(&) OUR’ 4 eee(1-13)
donde J% es la conocida delta de Kronmecker definida por
i*lo w i

Bl describir la funcidén de onda de un sistema como un solo de
terminante de Slafer es védlido solamente cuando se tiene un pro-
blema de capa cerrada. En el caso general, se debe seleccionar -
no un conjunto finito de espin-orbitales, sino uno infinito, de

manera que se puede escribir una combinacidén lineal de determinan



tes de 3Slater. En la préctica esto resulta imposible, por lo que
es necesario tomar en cuenta un nimero finito de determinantes;
lo que da lugar al llamado Método de Interaccidn'de Configura-~-
ciones.

Para desarrollar las ecuaciones de Hartree-Fock, tomaremos el
caso de un sistema de capa cerrada que se describe por un solo -
determinante de Slater. £l Hamiltoniano (1-7) lo podemos expre-—-

sar como

| 1\:\:2‘%*23;3 ' .ee(1-14)

R

" donde se ha definido el operador monoelectrénico
2 < 7
f-d W -V L )
\ oL R

y el operador bielectrénico
9..= L (1-16)
;J, Y--‘"y L )
El principio variacional establece que el valor esperado de

la energia es

E = S‘S\P*"H (\PCLT‘JT;\ : _,,,,(.1_17)_

en donde si'“?es una funcidén de onda aproximada para el Hamilto-

niano, E es una cota superior para la energia exacta del sistema,

E <E

exacta
En el caso de tener un Hamiltoniano como (1-14) y una funcién

de onda aproximada por un determinante de Slater de la forma —-——
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{(1-11), el problema consiste en encontrar el conjunto 6ptimo de
espin-orbitales &5&, tales que se minimize el valor esperado de
la energia dado por la ecuacién (1-17), con la resiriccidn de o=
que los espin-orbitales obtenidos cumplan con las condiciones de
ortonormalidad (1-13).

Las ecuaciones que resultan al aplicar este procedimiento son
precisamente las ecuaciones de Hartree-Fock.

Substituyendo (1~-11) en (1-17) tenemos

ﬁ*(‘)...¢:(m o~ ¢‘U')"'¢M(\)

-
Ei"??ﬁ e :

: ! LT d T el
B Do) | Bylowd+ Bl |

E1l siguiente paso consiste en desarrollar los determinantes,
1o cual involucra una buena cantidad de élgebra que se evita en
este desarrollo, pudiéndose consultar en las referencias (4) y -

(5). El resultado es »
E=3 [ ok, RemdT, +
+3 [JR 04 RUGOMT, AT, -

B Jz 5@3“ ‘(’?‘(P)‘?fw)ﬁ; TV dT, AT,

#n esta ecuacidn, el primer término corresponde a la energia

ese{1-19)

cinética de los electrones y a la energia de atracecién coulémbi-
ca de los elecirones frente a los ndcleos, el segundo es la ener
gla potencial de repulsibn couldmbica entre las densidades de —~-
carga ‘tﬁgyﬂfy'\q%(v)f; el tercer término, llamado energla de in-

tercambio no tiene ninguna analogia con algin efecto cldsico co=



mo los términos anteriores y es consecuencia de describir al sis
tema por medio de una funcidén de onda antisimétrica, %al como 1o
requiere el principio de exclusidén. En la obitencidn de la ecug——
cién (1-19) se ha llevado & cabo la integracién sobre las funcio
nes de espin, por lo cual aparece Jqus en el tercer término. A-
hora se hacen variaciones de las funciones W de tal manera- que

se minimize el funcional integrodiferencial (1-19) . Estas varia
ciones sobre las funciones estan sujefas a las condiciones de —=- -

ortonormalidad
-‘( - .t
SQ{’{ (S () AT, = 85
las cuales se incorporan mediante la técnica de los multiplicado

res de Lagrange. De esta forma, usandé los Teoremas del cdlculo

variacional, se llega a las ecuaciones

fi %O+ 2o GO 0 -
- Ll [ GONG GOUT IR0 ¢ o
* Pk o0 =0

en donde )ﬁjson los multiplicadores de Lagrange mencionados awwe
rriba.

Estas son las ecuaciones de HartreeéFocg, que son un conjunto .
de ecuaciones integrodiferenciales acopladas. Estas~ecuaciones>—
se pueden escribir en la representacidén llamada canénica, 1la —--
‘cual se obtiene haciendo una transformacién de simili@hd, tal --

que la matriz de los multiplicadores de Lagrange'resulténte sea
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i
una matriz diagonal. Al llevar a cabo esta transformacién de si-

militud se llega a las siguientes ecuaciones

h o~y [RACE AT AN

ede (1—2&)

—259'-.% ILP";*(\’)_()%, k?;(v)"n;) LP"‘U") = € t?-‘ ()
i

Y a estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones canénicas de
Hartree-=Fock yAa los orbitales gque se obtienen en esta represen-—
tacién se les conoce como orbitales candnicos. Gomo podemos ver,
1as ecuaciones canénicas de Hartree-Fock forman un conjunto de
ecuaciones integrodiferenciales acopladas y al procedimiento de
resolucidén de estas ecuaciones se le llama de campd autoconsise—-—
tente.
Este procedimiento consiste de los siguienteé pasos:
1) Se suponen unas funciones aproximadas de entrada {W%;
2) se calculan los potenciales couldmbicos y de intercambio
(segundo y tercer término de la ecuacidén (1-21).)3s
3) se resuelven las ecuaciones diferenciales obteniendo los
valores propioé E-‘ y un nuevo conjunto de funciones {Q-};
4) se comparan las funcionés obtenidas éon las alimentadas;
51 la diferencia entre estas dos e€s menor que un clerto
valor flJadO se dice que el célculo ha convergldo y el
proceso se detiene. En caso contrario, se regresa al pun
t0 2) alimentando las funciones obtenidas en 3) y se re-

pite el ciclo hasta lograr la convergencia.
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: 5
Multiplicando y dividiendo el término intercambio por (?‘.()*)((Ji(,l}.))

tenemos

{, + Z;jtej*m-gj; ¢.NdT -
’ ceo(1-22)

AR

S J R MW 2 SO d

7o B VSR A0
gue son las ecuaciones monoelectrdénicas de Schroedinger de pseudg
valor propio.

En 1a ecuacién (1-22) podemos ver que el tercer término, CO~=
rrespondiente al potencial de intercambio, tiene una naturaleza
no local, puesto que para evaluar el potencial de intercambio en
el punto/}ly de esta forma poder calcular Q‘en este punto, es ne
cesario conocer la misma funcidén en todo el espacio. Bsto en par
te es consecuencia deAque en la prdctica, la obtencidén de resul-
tados usando Hartree-Fock requiera una enorme cantidad de esfuer
70 coﬁputacional, y motiva la introduccidén de aproximaciones a

este término.

1.2 INTERCAMBIO ELECTRONICO.

Como se menciond en la seccién anterior, la aparicidn del tér
mino de intercambio complica grandemente la solucidén de las ecua
ciones de Hartree~Fock,‘Esto ha llevado a la introduccidén de a--
proximaciones para poder calcular este término, En esta secciédn

describiremos brevemente algunas de dichas aproximaciones. Trata

mientos méds completos sobre este tema pueden encontrarse en las
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referencias (7}, (8) ¥ (9).

Bscribiremos las ecuaciones de Haritree~Fock como

H\i A Vc (M) +\/xnv‘\r(/u) ]L?‘()'\) = E‘(()'\(m ...(1-é3)

donde

V(M) = Z Xk\’ (\’3 L\’ MAT, eee(1-24)

es el potencial coulémblco de repulsibn electrdnica y

Lo ) = _zé [, ()A)‘ifk(v) , EOR T,
XHFi -

X ()A)L? (A
es el potencial de intercambio.

Slaterlo propone con base en las propiedades de la densidad de

eoe(1=25)

intercambio, aproximar (1-25) por el promedio

. _ g, FLE W)L GO T,
Ve 09 = = 6 Qe
11 . 12

Este ?romedio habia 51do evaluado por Bloch ¥ Dirac para

ees(1=26)

un sistema que consisti{a de un gas de electrones libres, en el =
cual (F ( ) J"[k o
obteniendo la siguiente expresién para el potencial delintefcam-

bio

sz; [ 8Wf(r)] . ..;.(1-27)

donde solamente se ha tomado en cuenta la parte esférlcamente si

métrica de la densidad electrémica, definida por

P(er) =1, % () 9 ()
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14

Gaspar13 ¥ Kohn y Sham™ ", usando el método variacional sobre

el promedio del intercambio de un gas de electrones libres lle——

gan a
- 2 ) -
\/XGKS =5 \/)\s oo (1~28)
Surge asi el método Xo(ls, donde el potencial de intercambio -
es
\/Xd = %\/XS . .00(1-29) .

donde X es un pardmetro gue depende del ntimero atémico y puede -
variar entre o(#% (GKS) y o=\ (SLATER). Se han propuesto diferen-
tes formas de seleccionar este pardmetro X, algunas empiricas y
Ao-'l:ras con argumentos tedricos, tales como minimizar la energia =
total, satisfacer el teorema virial o aproximarse al resultado -
de Haritree-Fock. De las contribuciones més importaﬁtes con.res—-—
pecto a una justificacidbn tedrica del pardmetro X, han sido las

de Gopinathan, whitehead v Bogdonovic:L6 y la de Gdzquez ¥ Kellerlz,
Por ejemplo, gstos ultimos autores, utilizando algunas propieda-
des de las matrices de densidad establecen las condiciones a la
frontera que debe satisfacer la densidad de in'berca.mbio; llegan-
do a la siguiente expresiédn v

\-\- 2/ Mmp : _ .
(\ T 3/mﬂzﬁ> A O.T(1=3O)'

donde O(Y es el pardmetro Ol de un-espin § (V=1,\v ) yMp es el ni-

mero de electrones con espiny . Y se tiene
m‘ + mv -004(1“31)
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Sin embargo, en cdlculos moleculares seria deseable no tener
un pardmetro para cada dtomo. Esta no universalidad de la parame
trizacién del método X, se superd con la proposicién de Herman,

Van Dyke y Ortenburger18

o Estos autores corrigen la energia total
estad{stica, tomando en cuenta 1la no homogeneidad del inbtercambio
¥ proceden variacionalmente sobre esta energia, encontrando el si

guiente potencial de intercambio

\/xwf [\ « B G(i’)]\/ voe(1-32)

donde

G( fB :_f\_)_ﬂs [% (l%ﬂ)z - Zygﬁ] e (1-33)

dando lugar 21 método XdP. La ventaja del método XD<P es la uni~-=
- versalidad de los pardmetros & y/B. Lios valores de'estos pardme-—
tros son O(=2/3y (3=0-°02519, que son los valores utilizados en

los cdlculos del presente traﬁajo.

1.3 DENSIDAD ELECYTRONICA Y PUNCIONALES DE LA DENSIDAD.

Ya hemos hablado en la seccidén anterior de la densidad elec=—-
trénica, e inclusive la hemos deflnldo. En esta secclén haremos
una recapitulacidén de este concepto y lo extenderemos al caso .—'
espin polarizado. \

Dado un conjunto de funciones monoelectirénicas {(QR y otro de
ocupaciones {n\} 1la densidad electrénlea, en el caso espin res~

tringido, esta definida por

Plory= LTM-\CP?(W)L?;W)_ C L eel(1-38)
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Para el caso espin polarizado, la densidad se separa en sus

dos componentes de espin

() = Pi(cr)+ ?L(cr) ees(1=35)

donde

? : .
j’([r) = zm‘: q’?m‘) ‘??(cr)} ¥=1) eeo(1-36)

En los cdlculos atdémicos y moleculares que ubtilizan aproxima- -
ciones estadisticas como las mencionadas anteriormente, se busca
algun funcional de esta densidad electrénica, tal qgue se obtenga
la energia basal del sistema. Esta incesante busqueda estd justi
‘ficada por el Teorema de Hohenberg y Kohnzo.

Ll Teorema de Hohenberg y Kohn precisamente establece la exis
tencia y unicidad dg este funcional de la densidad elecitrénica.

Hasta la fecha, la forma exacta de este funcional no se ha en
contrado. Se han sugerido diversas aproximaciones al mismo, en —
las cuales es mscesario modelar la forma del funcional de la e--
nergis cinética y del intercambio. No entraremos en mids detalle
en esta discusién, pues pertenece a otro tema, sencillamente nos
limitaremos a presentar el funcional que se emplea generalmgnte
en los cédlculos de dtomos y moléculas en donde se utilizan las -

técnicas de dispersidn miltiple. Este es

GRS E R LIE

13 g o]+ 4] 28 s

wee(1-37)

o -
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+ 55 ?(U)ch(tr)om N -\ZZL.LR’L_@_
Py w78 e

donde el primer término corresponde a la energia c1nét1ca, el —-—
segundo es la energia potencial de atraccién entre ndcleos y e~
lectrones, el tercero es la energia de repulsién electrénica, el
cuarto término es la energia de intercambio y correlaci6n7’9 y -
el dltimo es la contribucién a 1la energia por la repulsidén nu-—-
clear. A
Para encontrar el estado basal de este sistema, al igual que
como se hizo en Hartree-Fock, se procede variacionalmente sobre

este funcional, de manera que su valor se minimize, Al llevar a

cabo este procedimiento se llega a las siguientes ecuaciones
2 b4 ) P n?
[~V + V(LT ] R = € §(m ee(1-38)

en donde se ha definido un potencial efectivo

» ' )
V(1) ‘—Z“T R Xﬁﬂ%dw*%vxc eee(1-39)

Lstas ecuaciones, al igual que las de Hariree-Fock, son un con
junto de ecuaciones integrodiferenciales acopladaes y el procedi-
miento para su resolucién es tawubidn de campo autoconsistente,

como se describié anteriormente.
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En el siguiente capitulo presentaremos las aproximaciones ——-
que deben hacerse para resolver estas ecuaciones usando el forma

lismo de dispersidén mdiltiple.



Capitulo 2



CAPITULO 2

LA APROXIMACION "MUFFIN-TIN" Y EL METODO DE DISPERSION MULTIPLE.

En la primera seccidén de este capitulo se presentan las apro-
ximaciones due deben llevarse a cabo sobre el potencial obtenido
en la dltima seccién del capitulo anterior con el objeto de obte
ner un conjunto de ecuaciones que acepten una solucién simple-uy
tilizando alguna técnica disponible. De esta manera, veremos cé-
mo .es gue surge la particidbén del espacio en diferentes zonas pa~
ra el caso mds sencillo, llamada aproximacién "muffin-tin" o de
esferas tangentes y cudles son las ecuaciones por resolver en .—-—
esta aproximacién. En la segunda seccidn se presenta la resdlu--

.cidén detallada de estas ecuaciones mediante el formalismo de dig
pérsidn miltiple. Bdsicamente en este desarrollo se han seguido
los trabajos de Weinberger y Schwarz21 y Johnson?z. Finalmente,-
en la Gltima seccidn de este capitulo se habla brevemente del ——
problema que provoca la inclusién de los itérminos no esféricg—m-—
mente siﬁétricos en el desérrollo del potencial con respecto a -

cada dispersor.

2.1 LA APROXIMACION "MUFFIN-TIN",

En el capitule anterior llegamos a unas ecuaciones monoelec——
trénicas de pseudo valor propio (1-38) en las cuales se ha elimi.

nado el cardcter no local del _ término del inbtercambio a partir’-'

de diferentes aproximaciones de naturaleza estadistica. Johnsonza’

23,24,25’ 26

en parcial colaboracién con Smith“”, aplicé el forma-—~

lismo de dispersién mfiltiple, ampliamente conocido en Fisica de
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Estado S61lido, al problema de encontrar los estados ligados de -
una molécula o un ctmulo de 4tomos, a partir de una sugerencia -
de Eygesz7. De esta manera surgid el método de dispersidn milti-

ple X, é g segin 1la aproximacién al intercambio.

P

En la aproximacién llamada fmuffin=tin" o de esferas tangen—-
tes, el potencial definido por (1-39) se reemplaza por un conjun
to de potenciqles individuales, no traslapaﬁtes y esféricamente
simétricos, \/‘(Vﬁ,.alrededor de cada centro atémico o dispersor.
La naturaleza de largo alcance del potencial V(&) se puede simu-
lar rodeando al cimulo con una esfera exterior que tratard de re
producir el medio externo. Para todos los demés valores del vec~
tor (', el potencial se tomard como constante, iluf, Yy por lo gg
neral se tratard del promedio volumétrico del potencial \men es
ta zona.

De esta manera, se han definido tres zonas que dividen el es—

pacio, a saber (véase Fig. 1):

FIGURA 1.
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I. REGIONES ATOMICAS (dispersores) de esferas no traslapan—-—

tes de radios b;; .

II. REGION INTERSTICIAL {(interatdmica &6 interesferas): es el
espacio restan‘bg entre todas las esferas atd_micas ¥y la -
esfera exteriors

III. REGION EXTRAMOLECULAR f(exterior): es el espacio fuera -
de 1la esfera exterior de radio \Oo- )

De acuerdo con las consideraciones arriba mencionadas, tene——

mos al potencial definido por zonas de acuerdo con el siguiente

* . \/"(‘Cﬁn S \[ﬁ\é"b'\j"\zl,’}_,...,\\\.
V)= { VUKD si 100> b

\/ en cualgquier otro caso

En este caso la aproximacidén "muffin-tin® consiste en haber -
tomado el promedio esférico alrededor de cada centro. Una forms
mis general de escribir V(E‘) es como ung sobreposicidn de poten—-—
ciales centrados en cada esfers -

Nr)

V() = Z V; (@)L () veu(2-1)
i=o

donde se han definido funciones escaldén unidad
V | ) 88 Y€ regitn i
_Q_,\U:p\'): eoe(2=2) .
Orsi [ ¢ regiéni
donde hemos tomado W4l como la regidn intersticial.
El potencial centrado en cada esfera atdémica se puede desge—-

rrollar en series de esféricos arménicos (ver Apéndice 1) de la
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siguiente maneras

\/(Efx\=2L \/:(mYL(’tf;) o L={lwm} eer(2-3)

y estaremos dentro de la aproximacidn "muffiﬂ-tin" si solamente
tomamos el primer término, (©,0), o sea el término esféricamente
simétrico, de esta expansién.

Con esta definicién del potencial por zonas, las ecuaciones -

monoelectrénicas de Schroedinger a resolver son (en Rydbergs):

[V Vi [ @ =E Py i b

T E vegion |

donde denota a la esfera exterior, y
[—- Vot K ]7?(?‘)=0 sK=V-E

AT . ee(2-5)
e vegion ntersticial

donde por lo regﬁlar gse toma

V =5= Lm V(@) w

2.2 ECUACIONES SECULARES.

Resolveremos g continuacidén las ecuaciones monoelectrdénicas -
para un cdmulo como el mostrado en la Fig. ;; Parg elloy hapemos.
una expansidén de la funcién de onda de 1la gcuacidn (2=4) en esﬁé'

ricos arménicos

”LP(tr) = ZC R (\:,Em(m

ono(2—6)
04ﬁ<b
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para todas las regiones con potencial esféricamente simétrico, -
de acuerdo conrla descripcién de la seccidén anterior. BEsto es po
sible, pues con la definicién de potencial esfériéamente simétri
co hemos reducido el problema a uno de campo central, para el «
cual sabemos que se puede llevar a cabo una separacién de varia-
bles donde resulta que la soluciédn de la parte angular son preci
samente los esféricos arménicos. En la expansién (2—6),C1_son —
los coef?cientes por determinar,»i(eh)soﬁ los esféricos arméni-
cos y F{;(ﬁ,E) son las soluciones de la ecuacidén radial de Schroe
dinger en la regién ‘, correspondiente a un eigenvalor de prueba

E y momento anguia?f2=
ol g+ M+V(r) EJPQ( E) © e

Se requiere de dos condiciones a la frontera para‘que la s0=-=

lucién de (2-7) sea tinica. La primera es una condicién de regula
t

ridad para Fiﬂ(ﬂ)E) . Esta condicién a la frontera se puede for-

mular de la siguiente manera
[} . & .
R/“ (\‘;,E)‘:% constanfe i ; O< 1< N+ veo(2-8)

puesto que la ecuacién (2-7) se reduce a la ecuacién de Euler --

cuandg V;»0,y sms’ soluciones cerca del orlgen ge comportan como rQ

=240
Y . La segunda condlcldn a la frontera especifica la ampli -
tud de la funcidén de onda y depende de la solucién en intersti--

cial, como se discute inmediatamente.
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Para la regidén intersticial donde el potencial es constante,
se debe resolver la ecuacidn (2-5), como se menciond en la sec—-—

cibén anterior.

Pensando en términos de una descripeién del tipo de corrimien

tos de fase de dispersidn mﬁltiplegs, establecemos que la solu=—-

cibn de la ecuacibn (2-5), alrededor de cada dispersor ©<i<¥iise
puede dividir en una onda incidente qp.;,c(ﬂ') y una onda dispersada

QPD:S(U) , de maners que tenemos

P () =P, () +"‘PJ\S (o) 3 O<i <Ny e (2-9)

| %, B (KA W S E<V

P ) = - ' veo(2-10)
pAEH G KMYUEY : E> VY

. ZA |G RRVUE 7 EXV

rq-)u\\s(ﬁx: L , veo(2=11)
P> ALNGIREYLEDY S B>V

donde las funciones ”Bﬁkx)y“)(ﬂ son las funciones esféricas de

Bessel y las funciones esféricas de Neumann, respectlvamente JL/Q(")
es la funcidn modificada esférica de Bessel y k (X) es la fun--
cién modificada de Hankel de primer tipo (véase Apéndice 2). To-
das ellas son soluciones de la parte radial de {2-5) y en cada -
regién cumplen las condiciones a la frontera ya sea de ondas in-
cidentes o dispersadas,

Para cualquier dispersor O<1<Nil la onda incidente ‘1\)\;‘5(@) es
regular cuando se expande alrededor del centro del dispers_or, T

mientras que la correspondiente onda dispersada mes(:r) es irre-
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gular cuando se contintia analiticamente hasta el centro del dis-
persor.

De acuerdo con la segunda condicidén a la frontera, mencionada
arriba, se desea casar continuamente la funcién de onda y su pri
mera derivada, en la frontera de la esfera B;, con las cantida=—
des correspondientes derivadas de (2-9) alrededor de esta esfera.
Para esta condicidén es necesario y suficiente igualar las ampli-
tudes y lag derivadas logaritmicas evaluadas en ‘ﬁ=bS.

QOmando las derivgdas logaritmicag, paﬁe una.ﬂ dada, fenemos
Ry (b EY_ BLL Kb) + Al K (Kby)
F{; (&)i)Ei) E3L JL& (V&\Di).¥ P\l kig(}(E)b ( :

eee(2-12

Ry (oo E) _ B J (Kb + A (kby) p
Re(biE) 7 B delkbi) + ALny(Kb)

Escribimndo la amplitudcde la onda incidente en términog de

s E<V

la amplitud de la onda dispersada,

A= _ Aa (KR (b E) =4 (Kb) R, E)
- Kz (Kbi) Ry (i, E)= Ky (kb)) R, by F)

BL3E<\7

4= _ S EbIRY (b E)~ dp (kbR (b )

L h}(Kbi) R;’(b;)E)- th (KB;)R;(E;,E)

que pueden escribirse de manera méds compacta en términos del ——-

B> >

Wronskiano, definido por

[f00,909] = 00 F- P00 sy
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con lo que obtenemos

VL _u,q(l(bh,R;_(b;,Eﬂ LBy
A= oo B P

i [Kb)R Y i . pey
AL {ﬂ}(“kb%), R}QB.JE)] B'L ’

AL:{:[(E) B;_ ,..(2-1.5)

L]
donde se han definido los elementos de matriz "hi a los cuales se

ees(2-14)

les 1lama “"factores de Dispersién®, determinados por
PRCCSNHCNSTIE

K (Kby), R} (b, Y

b, Rp(bB) g O

_r\J&PL\3}3)$%J!(k)L‘E>

De esta manera, podemos escribir la funcidén de onda (2-9) como
G BHAR R GATY

Pry= | -e0(2-17)
T [ BV ) + k)| Y @A,

Tomando en cuenta la condicidn a la frontera de iguales ampli

{4 (E)=

ES

tudes en el radio tD{de cada esfera, podremos expresar las ampli
\
tudes ALde la onda dispersada en términos de los coeficientes

i
(:L de la expansidén (2-6). Esto es,
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o [ELCET Ly (b + 1 (b | AL
CLRi(b,B= sy
[k(E)QﬂKb3+hJUQﬂ]N
Despejando a la amplitud de la onda dispersada AL, llegamos a

Kb, Re (b, B ¢
N LK, K (Kb

[‘ZLQ(K\)) R,Q(b E)] L)E>V eee(2-19)
[ 4, (K by N (K b))

Usando las siguientes identidades entre los Wronskianos de ==

LJE<\/

[y (), K (K] = 0™ v
[f’,Q Uﬁb,‘))‘ n, (Kb;)] ‘/K\T;f

podemos escribir A} de la siguiente forma
X . C
A [,L/q(\K\);), R_R(b;)l:)]
[4; (Ko, R, (o, E] (o2

Para la regidén exterior (1=9) la situacién es un poco diferen

see(2-20)

I

A= K\f"

te que en el caso 0<}<Hﬂ, pues ahora la regularidad de la solu=-

cién se requiere para | grande. Esto es,

/Q/Um R U‘O;E—) o

ese(2=22)
Y'-—*“’
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Esto lleva a que para tener una solucién en la regidén inters-

ticial

P () = (LP\:C ) + '\¥00\5 () eee(2-23)

la onda incidente serd irregular en el origen de la esfera exte-
rior y la onda dispersada serd regular. Esto quiere decir que —-—

los papeles de (2-10) y (2-115 se invierten,

- LB K (K W(m) 5 E<V
W)= 1§ = Lo g - _ eee(2-24)
LB (R VL) 5 E>V

| YN LKoY EY
,\PDTS ()= - )Li( - _ 00e(2~25)

ji;;xs_iiﬂ (PLYB)\%L([IO)} Ez:>§7‘

Siguiendo un tratamiento similar al caso de las esferas atl——
) )
micas, podremos expresar la amplitud de la onda dispersada F\.en

-]
términos de 1a amplitud de la onda incidente B,

A = +, (E) BY oo (2-26)

o o (Kba), R,Q (\DO)E )] E.<

0 [/u (Kbo), R (bo,E) |
1, (B)= | ey
Kb, RE b BY ey

[9; (Kb, R (oo B

]
y en términos de la amplitud CL,
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oy [R; (6o, E), ky (K)]
= kb C) \ 2 (2-28)
[R; (b, E), Ny (K bo)]
Con el objeto de construir una sola funcidén de onda para t0~-
do el cﬁmtq.o, requerimos que la onda incidente correspondiente a-
cualquier sitio 0< 1< N4, sea igual a la superposicidén de las on-

_das dispersadas, incluyendo la de la esfera exterior. O sea
T A E AR Y ED = 2 (-85)
Z A“) km (KT)YL’ (Dq) + 2 P\ /L,Q (KTO)YL (Efo) E<\j

ees(2=29)
ZP\HE\ Gk Y@ = DAL
XEA R V@) + A K @) 5E 59

Similarmente, la onda incidente para =0 $iene gque cazar con

las ondas dispersadas de las demds regiones dispersoras O<! <N

ZP\ £ EY kG (Y = 2 ALKy e Yo ()

LIS ( 2—30)
LA BV g (R YL 3, AL g (RY, ()
L. \'), »

ELl problema estd casi resuelto. Resta escribir las ecuaciones
anteriores con respecto a un solo centro, por ejemplo el i-ésimo,
para 1o cual usaremos las siguientes relaciones entre las odord_g

nadas de los dispersores, segin la Figura 2,
E{i = Wy - [F(g&

‘}{\J = {FKJ - {F{i

0se(2=31)
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Demostraremos a continuacién la manera como se obtienen las =
ecuaciones con respecto a un solo centro atdémico (el i-ésimo), ;
para lo cual tomaremos solamente el caso E<§L preéentando deSmm—
pués el resultado para el caso B>V Yy los dos casos para la re——-—

gién exterior (‘=0).

FIGURA 2.

Tomando el lado derecho de la primera ecuacidén (2-29) y subs-

tituyendo las relaciones (2-31), tenemos

RO=8)Y AL K (R Yl + TR Ly (Yo (B =

= 2 (1~ J.J)E‘} AJ» kf: (K\U;‘Am;jn\lu (m'\-‘)“‘ ?."(2;32)
J : . .

AT R L KIS RO Y@ R
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Usaremos Los teoremas de expansidén del Apéndice 3

ky CRI- B Y, (F- B 7 47 2 ¢ i
X ZCL o kg (KR Yo (R iy (R V@D
A (KT~ Reo D Yo (- Ri) = H'ni,(—n *
XTL‘.‘CL,L{JL}V KR Ve (B g (v Yot

doénde

w -~ A K, A ~
Coy = f Y@@ Ya @ df
son los llamados nimeros dé Gaunt28,

Substituyendo estas expansiones, (2-32) queda igual a

22'{%‘(\—&9(-\3 2 ClL kKR Yo (Rl
xAL (K Y@+ T {4 RO x
X (KR Vo Rioy AL AR Vo@D =
-22 GL{. Al A KOOV (G +Z S ALK, (ED

donde se han definido los "propagadores"

4T\~ S\Q( g ZCL"“L, }‘?.(KRA\/L“U?\;&\
‘Q¥Q‘§:(:\_l_ /¥)ﬁ (VQ;K\&)\JLf’(EER\;>

)
SL_L_’ =4
Siguiendo un tratamiento similar paras los otros casos, pode—-—

v
v

]

i

mos escribir las ecuaciones (2-29) y (2-30) en +érminos de ondas

incidentes a un solo sgitio y de los *"propagadores". Los resulta-

dos son:

2 AL () Mmm\/,_m 22 AL G %
:LO ’..(2-33)

X/LQ(K“)YL(E) +2 P\L’ SLL’ );-_,Q (KY;) /L ([?\) J E<Sj
(i) RGN (E>V)
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AL (BY \“’(KmyLm 22 AL SO

U’\) .ee(2-34)
Q
X \< ’(m\\/L () Ei\/)
donde los "“propagadores" quéndan definidos por
¥ ™ ~ —
(-n ZCLL kg (KR (W), BN
o = 4T (- -dij) eee(2-35)

ZA 08 KR Yo (B E7Y

o @ Z Gl dp R Yo (R E4V

v = L\r“\' u (2_36)

-/Q
L4 05 A (KR Ve (i) 3 E>Y

Igualando los coeficientes de las ecuaciones (2-33) y (2=34),
tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones pai‘a E<.\7,Aasi como

para E>V, . o
At (5= T ALGL: + ZAL ST
A { (EX = 1 AL’ JOL\_’

que pueden escribirse en forma de ecuac:.ones lineales homogéneas .

ees{2=3T)

las cuales constituyen las ecuaciones seculares del método de -—

dispersién miltiple

LY [T“(E»]Lt Al - LSLAL=0
22 SLL‘ 2 SLv [{ (E) ]AU—

...(2-38)
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donde hemos definido los elementos de matriz

[T (E”Lu = djoLe [l(i (EY ] -G see(2-39)

Este sistema de ecuaciones (2-38) determina las amplitudes Ai
¥ Fc_de las ondas dispersadas y por lo tanto las amplitudes de -
las ondas incidentes (2-15) y (2-26) asi como los coeficientes -
Ci, a través de las ecuaciones (2»21) y (2-28), de la expansién
(2-6).

AE1 sistema de ecuaciones homogéneas (2-38) tiene soluciones -

no tr1v1ales si y s86lo si el determinante de la matrlz

T—‘(E3 IJ, _SLL’

i ESiig —'5143 %;; (Yiib J

es cero, Pero, como se puede ver en las ecuacliones para los fac-

:.:(2—%0)

tores de dispersién *;kﬁ)y de los propagadores Gﬁi y Si&, el de-~
terminante de la matriz (2~40) dépende de la energia. De esta na
nera, es necesario evaluar explicitamente este determinante como
una funcidn de la energia E, y encontrar los ceros de esta fun~--
cidn. ' 7

Asl, las energias de los orbitales moleculares corresponden a
agquellos valores de E pafa los cuales existen soluciones no tri-
viales de (2-38).

Finalmente, la forma de la matriz (2-40) se puede simplificar
enormemente si se introducen los conceptos de la teoria de gruw-

pos aplicados a la simetria molecular.
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2.3 TERMINOS DE ORDEN SUPERIOR.

Investigaremos en esta seccidn el significado de los términos

no esféricamente simétricos de la expansiébn

V() = 2'_ WL (v VL (&0

Usando esta expansidn podemos escribir la ecuacién de Schroe-

dinger en el interior de un dispersor i como

P R I

FLVEWOYe@® | Ry eBYYLEY= 0

Multlpllcando por \Qyﬁi)e integrando sobre los Angulos tene—

nos [_J_ e J_u_u E] R;‘. (rE)=

¥ dr T r
eeo(2-42)

= _-zab(lLi*'\/:’(r) Fi; (Y}E)'

y de acuerdo con la relacién de los ntmeros de Gaunt

U' - é;L&f

podemos execluir el término L'=(0,0) en el lado derecho de (2-42)

eoo(2~41)

¥y obtenemos

[- —‘r—,,%;r‘-i% v Ll oy - E] Ry (rE)

- 2 7_‘ CLL" \/L’ (r) R.j (‘(\ E)
U#0
Comparando este resultado con la ecuacién radial de Schroedln

X -(2-43) ’

ger obtenida tomando sélo la parte esféricamente simétrica de la
expansién del potencial, empleada en la seccidén anterior, -obser-

vamos que la inclusidn de términos de orden superior de la expan
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sidn trae como consecuencia la aparicidén de un término de in-——--
homogeneidad, 1o que conduce a un sistema de ecuaciones diferen—
ciales acopladas, mucho mds dificiles de resolver que las de la
seccién anterior. Una discusién detallada de la solucién de este

problema puede verse en las referencias 29 y 30.
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CAPITULO 3 e

DIFERENTES PARTICIONES DEL ESPACIO.

En este capitulo se amplia el concepto de particidén del espa-
oio,'en su primera seccidn se trata la forma de realizar una par
ticidén general del espacio. En seguida se esbudia la manera en -
que puede desarrollarse la densidad electrdnica de un edmulo de
dtomos en términos de su componente esférica y no esférica, itra-
t4ndose también el concepto de promedio esférico de una funcidn
arbitraria. En la segunda seccidn, se deseribe con mayor detalle
la forma que toma el potencial efectivo en la apfoximaeidn'llaqg
da "muffin-tin", para la cual se resolvieron las ecuaciones mono
'e1ectr6nieas usando el formalismo de dispersidén méEltiple. Pinal~
mente se habls de una nueva particién del espacio llamada "celﬁ-

lart,

3.1 PROMEDIO ESFERICO DE LA DENSIDAD.

Antes de entrar en el tema central de esta seccién, describi-
remos la manefa en que puede llevarse a eabo una partiéién cual=—
guiera del espacio. Este procedimiento consiste en lo siguiente:

a) Las regiones atdémicas se construyen rodeando a cada Niwe-
cleo atémico de una superficie céncéva_cerrada, tal que el élcqg
ce de ésta nunca exceda a la distancia del ndcleo mis préximo. . ‘
De acuerdo con la nomenclatura del capitulo anterior, estas re——

giones atdémicas se denotan por los {ndices i=1,2,.f.,N.
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'b) Todas las regiones atémicas se rodean por una superficie.
que puede estar perforada, de manera que pueden sobresalir algu-
na o algunas de las regiones atémicas. A la regién externa a es-
ta superficie; ilimitada al infinito y limitada por dicha super-
ficie perforada y las porciones salientes de las regiones atémi-
cas, se le llama regién exterior y se utiliza el subindice O pa-
ra denotar cantidades dentro de esta regién.

7 c¢) A la regién complementaria del espacio se le llama regién -
intersticial, interatémica o interesferas. Esta regidén estd limi
tada por la suﬁerficie externa descriita en el inciso anterior y
por las porciones de las regiones atémicas que esta engloba. Pa-
-ra la denotacidn de esta regidn se usardn los subindices INT o.
N+l |
Para una particidén del espacio cualguiera, la dénsidad elec—-

trénica para un c¥mulo de N Ztomos puede escribirse como

P pf e (3-1)

Pramy=2 B ()

\=0

donde P p )
= s . . ces —2
P = fi @)L, (=) (3-2)
La ecuacibn anterior define la densidad electrdénica para uns
regifén i del espacio, la cuzal puede desarrollarse en esféricos -

arménicos

R =2 RIOD Y@ oo
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donde los coeficientes de esta expansidn estdn dados por

R =J P () Y () Ly cee(3-4)
Si desarrollamos las funciones fi () y L1, (&R),

'P;”(‘Iﬂ = EL, ]D,jy‘(r;) \/L’ (fﬂ\ eee(3-5)

’ \ ~
_O_\ (Eﬁ)=2 ﬂ)_.,(r;)\/u(r_\‘;) eee(3-6)
Ln
¥y substituimos estos desarrollos en la ecuacidén (3-2) tenemos

R ey = Y. PR L Oy Yo (G Yo () e o)

¥y ahora substltuyendo esta Wltima expresifn en la ecuacifbn w—wmw=——

(3-4), 1}egamos a
:Y\ ] l“ ; ~ ~ A~ ~
Rto=0, % 06 L OV Y (80 YL ) A8

Pm( i) = 2 S’L (r)(L, ,.W)CL, o een(3-8)

donde C%'L" son los némeros dé Gaunt definidos en el capitulo -
anterior.
De esta maners el desarrollo de la densidad electrénica eﬁ -

cada regién i es

R”(K‘-) :in_" [?.L Pi“(mﬂ_‘g U’;)C_L.LL“ ] .thﬁz)..(a—m |
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Separando el primer término, L= O,dk de esta expansién, tene-

mos

P.ﬂ([f.) = 2 S)‘\’P(VJ_Q_;L.- (TQCS\:‘ YOQ (&ﬂ a
£ R0 L (Ol gy e

Lo U°

Debido a la siguiente propiedad de los ntmeros de Gaunt,
Q _ \ ~ A~ ~
C/L’ L T -{Lﬁ\‘j \/L' () \/L“ (v O\U‘;

. o _ &.‘ '
o G = e

{3~10) se puede escribir como
-00(3-11)

4 Xty P ~ .
P le*ﬁ I PR A NONECH ORI T )

L;éo \_,u'
A continuacién demostraremos gque el primer término de esta ex
pansibn corresponde al promedio esférico del producto ?k\? )_(1, (U‘)-
Para ello entraremos en un breve paréntesis matemdtico.
Sea 'f(tf)una funcidn de Wf-*“’\; el promedio esférico, _‘Rﬂ, de

esta funcidén esta definido por

H‘” = jj}}i\&ﬂ“ LH\S!{‘(U)O\.D— .e(3-12)

Desarrollando —\(Ef) en esféricos arménicos, tenemos

() = % £ 00 Y @) .ee(3-13)
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Multiplicando ambos lados de este desarrollo por »Q0033e

integrando sobre los dngulos, nos queda

F 0 Yoo () = 3, (0 VL) Yoo ()
) Fandfe = YC&(T)[\/L(\E}\\/% (&) diF

A= e dE = fee ()

finalmente multiplicando por VLOUﬂ, llegamos a

ﬁ‘.):ﬁ'ﬁg%(md& = oo (7Y Voo () .eo(3-14)

De esta manera hemos demostrado que el promedio esférico de =
la funcién es igual al priﬁer término de su desarrollo en esféri
cos arménicos.

Estudiaremos a continuacién el promedio egférico de un prodqg
to de funciones, como P?(H})[llﬁn} De acuerdo con la defini-——=

cidén de promedio esférico tenemos

— B P S ~
(P0); ()= EXﬁX fi(m) L () dir veo(3-15)
Substituyendo las expansiones (3-5) y (3-6) en esta tltima —-

ecuacibén, obtenemos
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COMIOESN o L e Yo B Yo (B

PO =g T OL0 e
gomparando este resultado con la ecuacién (3-11), vemos que -

el primer término de la expansién en esféricos armdénicos de la =
densidad electrénica de la regidén i no es mids que el promedio es
férico del producto ?Jh]})flﬁﬁﬁ)- De esta maners podemos escri--

bir

. N P
P ”(ﬂ;) = f “(Efﬂﬂ; ()= (S’ID? D+ (APD)E. .. (317)

donde hemos definido

o o ot A N
(A?_(D)‘([}“) :\.21_.0 ?IJ\." ﬂ_‘ (ri)—ﬂ—u&rocxin Y\. () seo(3-18)

Substituyendo la expresién (3-17) en la definicién de la den—
sidad electrénica total del cdmulo (para un espin), dada en la -

ecuacibén (3-1), obtendremos

Ny ) N+

f([r) 2(5’-_(13 (‘"3“‘2 (A?D) L. -19)

La primera suma de esta ecuacidén es la contribucibén a la den-—
sidad total de las partes esféricamente siméitricas de las densi-
dades electrénicas de cada regidn, mientras que la segunda suma-
toria es la contribucién de las partes no esféricamente simétri-

cas de estas densidades.
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Hay que hacer notar que substituyendo la écuacién (3-19) en -
la dgfinicién del potencial efectivo (1~-39), solamente se ha rea
.lizado la aproximacidén del intercambio. La aproximacién corresg—-—
pondiente a la particién del espacio, aparecerd en cuanto se to-
me exclusivamente la parte esféricamente simétrica de lag densi-
dades en las regiones atémicas y exterior, y el promedio volumé-

trico en la regibén intersticial.

3.2 LA PARTICION "WUFFIN=TINY.

Como hemos mencionado en diversas ocasiones, en la aproximge-
cién llamada "muffin-tin®, la particidén del espacio se lleva a -
cabo utilizando esferas tangentes, como se muestra en la Figura 3

péra el caso sencillo de una molécula diatdémica heteronuclear.

FIGURA #. Particién "Muffin-tin".
Molécula diatdémica heteronuclear
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Para el caso general de una particién "muffin—tin", denotare-
mos por bi(i=l,2,..,N) a los radios de las esferas atémicas y by
al radio de la esfera exterior. .

En una particidén #muffin-tip®, las funciones escalén unidad -

son
I R Y
ﬂ;(n';\""
O ; >-\>;
005(3—20)
- < b
No ()= °
\ o > b,
En este caso, estas funciones son esféricamente simétricas, -
esto es _
ey = : & = %) S o
A = = . AL = .
Tty = g [y = S | d
de donde .

'}_)_-‘(“'\\ = 0L () oo (3-21)

y como se¢ demostré en la seccidén anterior,
~ —— — ko a0 3-'22
L0 = (0 = Lo (06) Yoo &) (3-22)

La densidad electrdénica en las regiones atdmicas y exterior -
(1i=0,1,..,N), Se aproxima por su parite esféricamente simétrica.
Esto es, de la ecuacién (3-17) btomaremos solamente el primer tér
mino

My 0, (@) e (oo
£.50e) O (o) 2 (?.QJ‘ S
: s00(3-23)
Utilizando la ecuacidn (3-16) para el promedio esférico de un

producto de funeiones, y recordando que-fL\OTﬁ es esféricamente
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gimétrica, tenemos

T =gk B (D0 00)

eee(3=24)

¥ de acuerdo con

For= .0 %@ = g7 £

se reduce &
PN (7Y = A= AT P(e) VAT 1L, ()
Gt ony= Pl oo

ess(3=25)

'y subsfituyendo este resultado en (3-23),

¢ ~ T
P M) 2 By L)

Para la regidén intersticial, tomaremos el promedio volumétri-

co de la densidad y el potencial:

)Dmr = fn*\ ""{f’

WY

ym ﬂNYL () dr eeo(3-27)

\/ =\ = : ... (3-28)
Vun Vnu Tt Imr \/(ES')O“T .

La densidad electrdénica de ﬁn espin para'un ctmulo de N &to=-—

mos puede escribirse

» : | o
£ () = z ?i“(cﬁ\ﬂ- () + )Dmi (7)) () g &) -2 (3-29)
1=0 '
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Substituyendo (3-26) y (3-27) en esta dltima ecuacidén, obtene
mos la densidad electrénica aproximada para la particién "muffin-'
tin®

N — . }A
fui(tf) =N ﬂ”(n)_n_-‘(m + Poe O r (20

e ...(3—30)_
siendo j).@é“)una funcién escaldén unidad gue tiene el valor de -
1l en la regidén intersticial y cero en su complemento.

El siguiente pasb consiste en substituir esta densidad electrg
nica aproximada en la expresién para el potencial efeetivo - que -~
se definié en (1-39). Para llegar a expresiones finales del po--
tencial el proceso resulta bastante largo, por lo que en el pre-
sente trabajo nos limitaremos a escribir los resultados finales,

remitiendo sl lector a la referencia 31 para su deduccidén. Estos

resultados, separdndolos por regiones son:

i) 8i d,eregién exterior,

vy = %D; (@~ L) + Qe+ Q)| +

o eeo(3=31)
+2£Lmr; BORAY + Ve ([01,1)
Ye
donde se han definido las siguientes cantidades:
Q —Sbaﬂvr’i?(r*)d *
P ds RN .o (3-32)

y representa la carga dentro de la i-ésima esfera atémicas

| o
Que= [, 4T P e

hal B oo (3‘33)



- 44 -

es la carga dentro de la zona intersticialj

. % —
= \‘gz ! ’
Qo ()= |, 4T B oedrs -

es la carga en una regién como la sefialada en_la Figura 4.

FIGURA 4. La zona rayada repre
senta una cédscara esférica de

espesor (ro—bo), sobre la cual
se realiza la integral (3-34).

ii) Si If;€ i-ésima regién atémica,

’ N » b
HT —_ - 27.!\ -— 2 7—-& 1 2 Q|( ri) 4+ f ! r" —_: r_) T') A

N . o —_
+ LR +2f AT L (RYd %+ cn(3-35)
JED 1l b,
j+o | ,
+29,,, [2Wer-F TR - 2w I Oy %&} Ve CEMTY
donde . . . . .
N T 2= > : eee(3=36)
Qi) = [ Ama Fedw
. -]

es la carga dentro de una esfera de radio ri<'bi;
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iii) Pinalmente, para la regién intersticial se obtiene el «

siguiente potencial constante

H’Tb

Vi “Tr.‘m{ [(Z “Qi P n )(L\’ﬁbo

3 P
- R Al -y, ) ¢ TR x

d#i

L S, b RY b L eee(3=3T)
x| B —z.\(—s—+ =) +beoqv?.,(mno\r.,+ "

+ qTT—SD:—NT \Di + 1\_31“_\. § Ve ([?—Hi\];r) dr

3.3 LA PARTICION CELULAR3C?»32

Esta particidn del espacio se realiza utilizando esferas trun
cadas como se muesira en la siguiente figura para el casc parti-

cular de una molécula triatémica:

PIGURA 5. Particién "Gelu-
lar" (o esferas-truncaQas)J‘
~ Molécula triaté-

mica,
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Al igual que en la particién "muffin-tin", ia densidad y el -
potencial en la regidn intersticial se toman como constantes e -
iguales a sus promedios volumétricos. En las regiones atémicas y
exterior, se aproxima la densidgd electrénicg tomando tnicamente
su parte esféricamente simétricé:'Esto es, de (3-17) tomamos el

primer término y tenemos

) ~ s
FrE D) & (P end eer(3-38)

Para el lado derecho de esta ecuacidén tenemos
- — ~ L W \ :
(fﬂ)i (r‘\ - ZF-\_Y POD (V‘)_ﬂ— oo(r-l) . 1000(3-39)

y usando

?;}‘U‘O = oij(ﬁ) \/uo (&)

IR = e €0 Yoo ()
cbtenemos

Gl ooy 2 oI oo 2 (3-40)

Substituyendo este resultado en la expresién de la densidad -

electrénica de un espin ﬁ

phery= 3 e + P G0y e )

y =0
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llegamos a la expresidén para la densidad electrénica en la apro-

ximacidén "celular":

3 ~ D ” < B 7 2y q ,'_"‘ )"
PCEL(U) = CEL(r) —-\z:, P’x e 0R) + ?m*r —Q-\MT‘\Q)...(3-41)
Bxaminamos a conbinuacién la forma que itoman las funciones es

calén unidad .0.'.(“;), asi como la de sus promedios esféricos

LL;(). Estas funciones estan definidas por

{ . »
1 sy Te vegicm oXomnica

O.(F)= e s (3-42)

. e . .
O s ES'$ regiom atdamican |

[1 st Ire regiom exierior o (3-43)

EONCOL

O si ¢ vegidom exterios

| %\ Ire vegiom whersticial ( )
eoel3-44
L @)=

0 = \T(f_"regiém wefersticial

Para el caso de una molécula triatémica, estas funciones tie-
nen la forma mostrada en la Figura 6. (Ver hoja 48)
Otra forma de escribir estas funciones es utilizando las fun-

ciones de Heaviside definidas por

O X<0 _
(%)= soe(3-45)

| A>0

Para la esfera i que tiene un corte con otra esfera j, como -
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FIGURA 6., Funciones escaldn unidad de las diferentes regiones del
espacio en una particién "celular" para una molécula triatémica.’
En las zonas rayadas verticales la funcidn vale uno y en las ho

rizontales cero.

T —
-~ N. EXTERWOK
TN

I ( \ i \ a) Funcién escalén

\ J / unidad del dtomo
\ - \./ ; B i-és imo.
N\, /7
N d
\_/

J/l’ \L EXTERIGN
INT

{ b) Funcidn escaldn

unidad de la re-

A A .
r"' N~ “fw gibn exterior.
ExXVEA\OR
iMT

\ ¢) Funcidn escalén
] unidad de la re-

/ gidn intersti-—-——
|| cial.
|
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se muestra en la Figura 7, la funcidén escalén unidad esta dada -

por

006,06 = Ulb;- 1) { - wtri-as) L= Me:-w{"“ﬁ)ﬁ...<3_4e)

donde ©; est4d definida segin se muestra en la Figura 8. Esta ecqgl
cién es v4lida para un solo corte y no toma en cuenta 1la sobrepo

sicién de tres o mé4s esferas. Tomando el promedio esférico de es

ta funcidén se obtiene

T = W= ) = {F - mues- o) fi- &rﬂ} +e(3aT)

=
PIgURL 7. Pardmetros para de-— FIGURA 8. Detalle de una
terminar la funcidén escaldn - esfera i que tiene un cor

unidad de una esfera i que -—= e con otra esfera.
tiene un corte con otra esfe-
ra j.
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Consideremos ashora una esfera que sobresale de la esfera ex—-—

terior como se muestra en la Tigura 9. En esta figura se ha defi

nido el eje z como la linea que une los centros de la esfera ex-

terior y la i-ésima esfera atdmica. En este caso la funcidn esca

16n unidad para la esfera exterior es

0, (%,0:)= W (% -Z;-\5;) + W(Z;+b-Wx

z 0y .2
C,@;\ ol 4 2\,

KA(Fom b )U(8o- o

¥y el promedio esférico de esta funcidn es

e 0 (3-48)

e

Lo (F)=WATemZi - o) & F Wl 4= Yo )W lb,- ,,\_C,‘:o_,z_..__J

WY

FIGURA 9. Pardmetros para determiner la
funcidn escaldén unidad de una esfera i
que sobresale de la esfera exterior.

- (3-10)
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Finalmente, en el procedimiento de obtencién de la expresidn
del potencial de esferas truncadas aparecen otras dos funciones

de corte, a saber

— 5 R .)‘L_ roz
‘(.(-o)\r.‘): C‘r\‘\"m
ﬂ‘ L‘Rmr'\ oee{3=50)

gie representa la fraccidn de 4rea de una esfera de radio r;

gue sobrepasa a la esfera de radio L (véase Tig.10a), ¥y

P nt - (G -Ripd” —
. . ey = '
G(l‘) (-T b3 J) L{R;d \‘:’ 696(3"’51)

aue es la fraccidn de drea de una esfera de radio rj que sobrepa

sa la esfera de radio ri(FigglOb)g 4%

AZ

7

FIGURA 10a, La zona rayads repre- PIGURA 10b. Le Zona raya-
senta el drea de una esfera de ra da representa el drea de
dio r; que sobrepasa a una esfera una esfera de radio r. aque
de radio Tye sobrepasa & la esfera de

adi .
redio r,
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De esta manera, substituyendo la densidad electrénica aproxif
mada para el caso de una particidén "celular! en la expresién del
potencial efectivo, se obtiene el potencial "celular" cuyas exw-—
presiones finales se pueden encontrar en la referencia 31l.

La aparicién de nuevas descripciones del potencial como la &
"celular" presentada anteriormenté, tienen pof objeto superar —-—
las limitaciones de la aproximacidén "muffin-tin" o esferas tan-—
geﬁtes.

Ademéds de esta aproximacidén de esferas truncadas o #celular®,
existen otras aproximaciones. Una revisién detallada de las di—
ferentes aproximéqiones que sé han presentado hasta la fecha pue

‘de encontrarse en-la referencia 33,
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CAPITULO 4

DISTRIBUCION DE CARGAS.
4.1 ANTECEDENTHS.

En los Ultimos afiog, a partir de las proposiciones de Slater
y Johnson, que dieron origen al método de dispersién miltiple Xy
(o con la proposicién de Herman,et.al., aljgﬁ), y de las cuales
hemos hablado en los capitulos anteriores, se han realizado gran
cantidad de cdlculos para una inmensa variedad de moléculas. Si
se revisa la mayoria de los cdlculos, se podrd observar que ég=——
tos dedican su mayor esfuerzo a la determinacidn de los niveles
de energia monoelectrdnicos, los cuales a su vez dan la pauta va
Ta la interpretacién de espectros visibles, ultravioletas y foto
eiectrénicos. Poco existe reportado en la literatura que trabaje
con la funcién de onda gue se obbtiene en estos cdlculos. En caso
de encontrar alguna utilizacidn, esta se limita a gréficas del -
contorno electrdnico de los orbitales moleculares més significa-—
tivos. E1l problema principal de tratar con la funcibén de ondg =—-
aue se calcula mediante este formalismo en la obtencidén de infor
macién relevante para el estudio en particular, es que esta se -
encuentra definida como sumas de contribuciones de regiones aje-—
nas del espacio siendo dos de estas regionmes la exterior y la in
tersticial, las cuales no se pueden asignar.directameﬁte a nin-- -
gtin 4d%tomo, como se demostrdé en el capitulo 2.

Por otro lado, el asignaf cargas a los 4tomos en una molécula

proporciona informacidén muy §til al quimico. Esta idea fué pro-—-
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puesta por Mulliken34 en 1955 para cdleculos del tipo LCAO,

Esta manera de realizar una distribucidn de cargas se ha con-
vertido en rutina habitual en cdlculos que usen los procedimien-—
tos de LCAO-MO. Bste método de andlisis depende de la selecciédn
del conjunto base. Esto es, diferentes conjuntos base dan dife-=-

rentes distribuciones de carga35136

38

» Para superar esta dependen-

cia, Davidson37, Politzer 39,40,41

y otros autores han propues=
t0 definiciones gque sean indevendientes de la base seleccionada.
Desgraciadamente estos métodos de andlisis no son de uso comin,
En el método de dispersidén miltiple, el problema de 1la depeﬁ—
dencia en un anilisis de distribucidn de cargas no es con respec
to a la selecciénAde una base, sino a la seleccibén de un conjun-—
to de radios. Bxisten varios trabajos reportados en la literatu-—
" ra que proponen diversas maneras de realizar una distribucién de
cargas atémicas en moléculas calculados por el esquema de disper
sién miltiple. Describimos a continuacién algunas de éstas, con
el objetivo de mostrar sus limitaciones. De hecho, la primera —-—
propoéicién de distribuir las cargas intersticial y exterior fué
de Johnsonzz. Bste autor, estudiando el anibn MnOZ distribuye la
carga intersticial por izual = cada 4tomo, mientras que la car-
ga en la regidén exterior la distribuye solamente entre los fto~-
mos de oxigeno., El mismo autor menciona que esta manera de dig--
tribuir las cargas es muy cruda, Siguiendo esta simple proposi-—-

cién de Johnson, RYsch, et. a1.42’43, caleulando los hexafluoru~

ros de los elementos del grupo VI, consideran que no hay ningun
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problema en la asignacidn de la carga de la regidn exterior, ya

gue toda ella proviene de los ligantes. Sin embargo, reconocen -
aue la asignacién de la carga de la regidn intersticial no es ——
tan evidente. Esta aproximacidén puede resultar suficientemente a
ceptable en el caso de sistemas que tengan geométrias como la de
los hexafluoruros o 91 MnOZ. En base a lo anterior, estos auto——
res distribuyen igualmente la carga intersticial entre todos los

Adtomos y la de la régidn exterior exclusivamente entre los ligan
tes,

44

Posteriormente, Case y Karplus proponen repartir la carga =
intersticial entre todos los Atomos dependiendo del 4rea de la -
esfera de cada 4tomo en contacto con la regidén intersticial y de
la densidad electrénica superfieial vara cada valor de.ﬂ. Para -
cada étomo[g, con radio bp, la fraccidn correspondiente de carga

intersticial, a nara una dada‘Q es

INT?
Ve 2 _ ! eso(4-1)
A%}’P—N (‘\\\3(5)[‘ OZ'P‘? ,x-l ﬁ,[}(bﬂ)q\m-
donde

N= ;g(wbp[\}zf'm] fap Cop) )

{7 - \Z)lu-(b(’a‘R@oSL eoe(4=3)
R e

el cual es un factor geométrico que represenita la reduccidén frac
cional del 4rea de la esfera P debido al traslape con un vecino

o.
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Utilizando estas férmulas, Case y Karplus extienden la fun—-—-
cidén de onda atémica mAs alld del radio de la esfera, usando fun
ciones esféricas de Bessel y utilizan estos resultados para cal=-

cular propiedades monoelectrénicas.

Finalmente, Larsson4

cupacibén de Davidson46

5 basado en la definicién de ntmero de o«
s Propone otro método para analizar las —-
cargas atdémicas. E1 problema gue presenta la proposicién de Lar-
sson es que la distribucidén de cargas gque se obtienen resulta de

vendiente de la seleccidn de un orbital de referencia.

4.2 DISTRIBUCION DE LAS CARGAS INTERSTICIAL Y EXTERIOR.

En esta seccidén presentamos una nueva proposicién para distri
buir las cargas intersticial y exterior en cada centro atémico.

Supongamos que una densidad electrénica efectivé esféricamen—
te simétrica para cada Atomo y cada componente.ﬂ de momento angu
lar se puede extender m4s alld del radio de su esfera usando una

funeién cola Ty, como
Pip() = ATa(B)  pem Y>by nee4-4)

Esta extensién se lleva a cabo para cada estado de un daqo -
espin, lo cual introduce dos indices adicionales los cuales igqgi
raremos en el siguiente desarfollo, por clafidad.

La constante A se determina casando a la densidad autoconsis-
tente dentro de la esfera (3 con la exteﬁsién (4-4), o-sea, eva——

luando (4-4) en ﬁy=bp. De esta manera tenemos
sC

o 2 (B0) '
g.(s“(ﬂ Ty, Ta(fp)  pare ff*)-b@‘ cee(4=5)



-57 =

siendo P;;(\olbla densidad electrdénica autoconsistente superfi---
cial de un 4tomo de una dads ,Q o

La extensién (4-5) de la densidad del Atomo [:’-»puede ahora in-
tegrarse dentro de las regiones intersticial y exterior. De ésta

manera htenemos

Qyp = | Fap () T = | T (ML ()L

y

INT

ose(4=6)

Q;():T: f&x‘r ﬂ,(s(rf‘)&m‘ = j ?)IP(‘})ﬂD(UP)AECP

donde ()

e (4_7)
. (Erp) yﬂo(ﬁp son funciones escalén unidad definidas

en el capitulo anterior. Podemos tomar el promedio esférico de -

L
grales (4-6) y (4~7) respectivamente. El promedio esférico de ——

0

oy ) y{.(p) y substituirlo, sin aproximacién, en las inte-

wey (F) estd dado por

D (8= —Z,fﬁm(rp) vee(4-8)
donde
_F(Lo ( r{"‘»): uirﬁ - (bv+ R‘O[Q‘] + u(bo'\' P\Op_ ‘QQ A

(A R u-o(4"’9)
Rop) = Yoo
X WY~ bf’*\ UL[V@— (b“,P\%ﬂv‘@ z‘\t_p‘g\o; ]

e g ~ ces(4-10)
Top (B)= Wlbp- 1) |

¥y para o(;é(;, con £ >0 . . _
‘F&o\(r@) =G (Rea- \3(:«)] x .‘..‘(4—11)
‘3%(" (‘(‘(5- R(Bol)z ]

(Rt 8]
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v el de ﬂo(ﬂpes

ﬁb(r(l’:)': _F(&o (‘..P) ‘ eeo(4~12)

El factor _Q“”es una generalizacidén del utilizado por Case y
Karplus puesg representa, para un dado radio ("}3>\){5)9 la frace— .
cibn de é:re.a dentro de la regidn. intersticial. Puede verse que -
(4-11) se reduce a (4-3) si se evalia para T@,—.\o(;.

Reemplagando (4-5) y ..(lm por su promedio esférico en-(4-6),

se tiene

3¢
wt 47 ;P , (b ) =
Q}’P = Tﬁ‘;p}@ yﬂ\NT(rgx'B(rﬁs CdR  ...(a-13)
y similarmente para la regidn exterior.

sc '
BT 477 P,p,p (b(s} - 2 -1
e <= | L0 T (Y see(4-24)
Q,Q,{s{ B(b@) o( (Q—E)( (33 P Ci\"P
o
rio renormalizar para distribuir las cargas intersticial y exte-

Una vez obtenidas ¥y Q;’g'para todos los 4tomos, en necesa

rior, esto es

» -0(4"15)

EXT

ExT Q :

_/Q - ——JL(&ET q 000(4-16)
o ZZ Q.Q,ok Bxv

Finalmente, la carga efectiva del dtomo ’3 para cadaﬁ puede calcu
larse sumando estas fracciones a la carga aubtoconsistente de la

esfera [l,
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Qyp = q \NT A‘%E“ ven(4-17)

Puede verse que las férmulas (4-1) y (4-~2) de Case y Karplus
se pueden obiener a pariir de (4-13) si se introduce en la inte- -
gral una fﬁneién delta de Dirac, gkfb—kﬁ). Esto es, la carga se
distribuye dependiendo solamente de propiedades en la frontera -

de las esferas.

4.3 CORRECCIONES POR COLAS.

Esta secciébn tiene por objeto sefialar una manera de mejorar -
el andlisis anterior. La idea cehtral consiste en que tanto la -
densidad total superficial aubtoconsistente P (VD como la carga
avtoconsistente q pde cada dtomo no son dlrectamente asignables
al étomo(&, pues en el proceso de resolver las ecuaciones mONoO—-
electrénicas usando el formalismo de dispersién mdltiple, la fun
cién de onda de cada centro atémico, y por lo tanto su densidad,
tiene informacién adicional {(colas) de todos los demds centros =
atémicos,

Definimos entonces una densidad atbémica efectiva dentro del -
dtomo 5, 0'('5(\"(&3 , restando a la densidad calculada 2:51‘{3‘) las
colas de todos los demds Atomos o@?, Para todo dtomoo, la exten

gidn de su densidad atémica efectiva es

W“(b“) ava. ¥y >l
T ()= T(bab Ta(%) s o 7 Oy o (2-18)
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Para mantener la forma esféricamente simétrica de la densi—-—-
dad del 4tomo (5, gse puede aplicar la expansidn « de dedin47 8 e

las colas (4-18) y tomar sbéle el primer término, obteniéndose ——

Tz ou) :
R 8)= F o VB ha9)
donde se ha definido
T = 7% TMRMT Y, d
« )= ¢ Rap o= Bt 2 L6 Y e . oo (4=20)

De esta manera la densidad efectiva del &dtomo [3 dentro de su

esfera se puede aproximair por

0o ()= ?(5 ) d;.{f‘ ("FD voo{4=21)

Bvaluando esta expresién en Tp--bpse obtiene el siguiente con

junto de ecusciones lineales para {()‘i\(\);\); Y‘= LT N}

Talon) o = P3¢ verldm
(bp)*?' To (o) T4 (by) ?(3 (b(a) (4-22)
Con las soluciones de este sistems se puede evaluar -(T;(TP)
por (4-19) y Up(}) ae (4-21).
Substituyendo Up Uﬁﬂ por %(hﬂ en las ecuaciones (4—13) Yy - 4
(4-14) y luego calculando Aq((s ngp ‘se obtlene'una distribu _
cién de las cargas exterior e intersticial mejorada. Integrando

las ecuaciones (4-21) y (4-19) se tiene

Fu = L 0 (W1 d

ess(4=23)
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~

\'Jog__ . .

C-i(,’(o() - q'njo T (RO Y AV . (4-20)

donde la primera integral es la carza efectiva del Atomo Fdentro

de su esfera y la segunda es la carga en la esfera d gque corres— -
ponde al ét;)mo [5 ° |

Finalmente, incluyendo las correcciones por colas, las cargas

atémicas efectivas son

001(4-25)

Qp= T+ DT+ A 3 3

A #p
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CAPITULO 5

RESULTADOS Y CONCLUSIONES.

En este capitulo aplicaremos el formaliémo presentado en el
capitulo antérior a algunos sistemas moleculares. Para poder u-
tilizar la distribuecidn de cargas propuesta, es necesario selec
cionar una expresién para la funcidnnTl de la ecuacibn (4-4).
La seleccidn de esta funcidén puede hacerse tomando en cuen%é
diversos argumentos. Por ejemplo, pueden escogerse fugciones de
tipo atdémico al cuadrado, como gausianas w orbitales tipo Sla~;-
ter, o'los cuadrados de funciones - esféricas de Bessel.que son -
las soluciones que se obtienen por el método de dispersidn mil-
tiple para la zona intersticial, como proponen Case y Karplus4%

En este trabajo se ha seleccionado una forma muy sencilla pa

ra la extensidn de 1la densidad de un 4tomo. Esta es

| . N
_E(rp) = O | veo(5-1)

donde puede verse que inclusive no se contempla 1la posibilidad
de una dependencia para cada yalor de ,Q. Esta seleccidn no es=
ta basada exclusivamente én la simplicidad que tomen las eculw-
ciones finales, pues se ha concluido, por métodos estadisticos4§
gue la densidad efectiva de un 4tomo q_en un étomo!3 presenta -
este sencillo comportamiento exponencial. Esta forma ha sido u=

tilizada pare calcular distancias internucleares; consitantes de

fuerza y energias de disociacidén de molédculas diatémicas46'a9 2
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50

¥y t;-iatdmicas *..pon-excelentes resultados, En estos trabajos se
concluye gue el valor Sptimo del exponente y\ es 2.0. Este va~—
lory al no variar para diferentes .Q, , Sobrestima el decaimiento
para ./Q grande y 1o subestima para ,Q pequefia.

AT
Substituyendo T.(f3= e P en1a férmula (4-5), tenemos

-2(%-b
o7 Fp (o€ T

¥y para las férmulas (4-13) y (4-14)

eea{5=2)

2 (G- 0p)

Q"P & (bp)fﬂ”wpﬂ. me A e (5-3)

Q‘:‘“ f (byj W e ‘ﬂtvﬁ...(s_u

De las expresiones para .Q,NT y ﬂo s puede verse gue —-—
q“-(‘l:-f)_o y*\ﬂ\';'ﬁ\m ‘son polinomios en Y, por lo que —-
las integrales (5-=3) ¥y (5=-4) pueden evaluarse fdcilmente inte-—-
gfando por partes.

De la misme manera, substituyendo esta extensidén en la ecua~
eién (4-20) y evaludndola en '{;:\3{5’. se obtiene el siguiente re
sultado

"(P\,\ o) ‘ -
( PF%—R—T_)-—[(ZR%H)SMN%‘) Zb X _ee(5-5)
*e P ~xw<z\om

que es el punto de partida para éfectuar la correccién p_or "co-
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las®, .
s¢ e 3¢

Las densidades superficiales, 53'/9/(5 s ¥ cargas, aj‘F,auto_
consistentes se calcularon mediante el formalismo de dispersidn
miltiple usando el potencial propuesto por Garritz y Costas33,
¥ lasaproximacidén X,, . En todos los célculos descritos & conti
nuacién se usd oL =2/3 y(3= 0.0025, Para todas las moléculas cal
culadas se obtuvieron distribuciones de las cargas intersticial
¥y exterior para cadé estado, componente.ﬂ de momento angular y
dtomo. La distribucién de la carga intersticial se puede compa-
rar con la de Case y Karplus mediante las ecuaciones (4-1) a --
(4-3), las cuales se incorporaron en el programa de dispersién
miltiple con el objet6 de poder hacer esta comparacién. En t0--—
dos los éasos, el conjunto éptimo de radios de las esferas se -

~obtuvo utilizando el criterio de minimizacidn de la carga inters

$ieial3?,

5.1 AGUA.

Para esta molécula se utilizé la siguiente geometria experi=
mental:

d, . =1.809 au. 5 X o = 104.5° .

0-H H
El conjunto éptimo de radios de las esferas fué:

bH = 0.995 au. , b6 = 1,607 au. ¥y bEXT = 2,334 au.

' Con el objeto de mostrar la forma que tome la funcidnﬁT“ﬁ;}iﬁﬁh
como un polinomio en fﬁ ; 8e presenta a continuacidn esta fun——

eién para el oxfgeno
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-o

0.0 0.0 < T5¢1.607
7.9276r, + 3.4733r3 1.607 { T &2.0573
WD) 60.9201r + 6283202 - 11,341583 5 2.0573 <y <2.6113

we

0
0.0 ;3 2.6113< Ty

En las tablas I y II se presentan las densidades superficia-
les de cada dtomo y para cada { , as{ como la distribucién de
las cargés intersticial y exterior de los estados 2al y 1b2 N

E1l estado 2a1.tiene un caracter predominante s de ox{geno, -=

mientras gque el 1b2 es prdecticamente Py de oxigeno. Puede verse
~en estas btablas la dependencia de la distribucidén de la carga -
intersticial y exterior con respecto a la densidad superficial.

Este comportamiento era de esperarse, pues las ecuaciones (5-39
y (5-4) establecen que la fraccidén de carga intersticial y exte

rior que 1evcorresponde al dtomo p es directamente proporcionsi
a le densidad superficial.'En la tébla III se:rreportan las dis-
tribuciones de carga totales segin-Case y Karplus, este trabajo

51. Comparado con Case y-Karplus, nuestra

y un cdlculo ab-initio
distribucidn de cargas asigna una carga mayor a los hidrdégenos.
Esto es consecuencia de que los hidrdgenos sobresalen de.la es
fera exterior, factor que tomamos en cuenta el distribuir tam—
bién la carge exterior, y no exclusivamente la iﬁtersticial co-
mo proponen Case y Karplus. Finalmente, en la tabla v reporta~
mos los valoreswle momento dipolar que predicen un‘gé;eulo Har-
tree-Fock?2, un cdlculo de propiedades monoelectfdnicas‘a.par—-

tir de funciones autoconsistentes:X°L53 ¥y el nuestro. tomando ——
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cargas puntuales centradas en cada dtomo, asi como el valor ex-

perimental,
5«2 BENCENO.

Para esta molécula se utilizaron las siguientes distancias:

d = 2005 alle

c-C C-H

= 20636 au. 3 d
Se usb el siguiente conjunto de radios:

by = 1.7424 au. ; by = 0.9616 au. Ppym = 5.417 au,

Este es un sistema particularmente interesante en nuestro es
tudio, pues tiene un volumen intersticiai grande lo que trae co
mo consecuencia que la carga en esta zona sea considerable. Al
llegar a la autoconsistencia, las cargas en las zonas intersti-
cial y exterior fueron 4.693 y 1.076 electrones, respectivamen-
te. Esto da un total de 5.769 electrones que se repartirdn enws
tre los dtomos de carbono e hidrééenoa La mayor parte de esta -
cargs proviene de los estados que formen el sistema Tl del ben-
ceno, 108 cuales son lb2u vy 1e1g. Ambos estados no tienen con--
tribucidén s de los hidrdgenos, de manera gue esta carga se asig
na como p, de los carbonos. Para los otros estados de valencia
se encuentran diferencias mas notables entre nuestra distribu---
cién de cargas y la de Case y Karplus. En las tablas_v ¥y VI se

INT v [SqEXT

presentan los factores [&q para dos estados de va--

lencia del benceno. En estas tablas puede verse la diferencia -

entre las dos maneras de distribuir la carga intersticial. Nues
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tra distribucidn asigna una mayor carga a los dtomos de carbono
debido a que las esferas de hidrégeno penetran mas alld de la —
esfera exterior y, por lo tanto, una fraccién considerable de -
la esfera de radio Ty >.bH se encugntra en la regidn exterior,
lo cual hace disminuir Il‘u,y aumeniar KIEfo

En la tabla VII se reporta la distribucién de carga total ~-
por cada componente ,Q de momento angular y se compara con el &
ndlisis de poblacién de un cdlculo ab-initioc de Schulman y Mos-
kowit2543 Puede observarse en esta tabla que nuestros resultge——
dos son bastante aceptables frente al cdleculo ab—initio; a pe——
sar de haber utilizado una forma funcionzl muy simple para la -
'extensidﬁ de la densidad atdémica. Nuestro cdlculo predice gue -
el enlace carbono - hidrégeno tiene un caracter mas polar eompé

rado con el de Schulman y Moskowitz,
5.3 232914-

Fué durante el estudio de este sisteme gue surgié la idea de
la distribucién de cargas que se presenta en este itrabajo. Bste
gistema constituye un modelo para estudiar la estructura elec——
trénica de los complejos diméricos puenteados de rutenio. En es
te edlculo se usaron las siguientes distancias:

d = 4,7243 au. ; d = 4.5354 au.
BUu-Clpuente ’ Ru"ClTerminal

El conjunto de radios de las esferas utilizado fué: .

b = 2.767 aul. 3§ b = 30035 ale 3

Ru Cl

Puente

b = 2,801 au. 3 b = 10,622 aue
L e rminal " UEXT '
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En la figura 11 puede verse la geometrfa final del dimero --—
Ru2614. En la figura 12 se presentan los diez orbitales con mas
alta energia y en la tabla VIII su correspondiente distribucién
de cargas. A partir de esta dltima, se encuentra que el carac—-—
ter predominante de estos orbitales es de rutenio. Estudiando =
la distribucidbdn de cargas por componente VQ de estos estados, ~
la cual no se presenta, encontramos gque la mayor parte de 1la -
carga de rutenio cofre5ponde a.ﬂ,= 2, Para los orbitales que no
se muestran en la tabla VIIi, se encontrd que tiemen predominan
te caracter s de clorokpuente o terminal) aguellos entre -1.489
y ~1.601 Rydbergs para el espin mayoritario, y para el minorita
rio entre -1.459 y —1-573; presentaron mayor contribucién p de
cloro los orbitales entre —0.615 7 0,866 en el espin mayorita-
rio, y aquellos entre -0,592 j ~0.800 para el minoritario. Para
una discusién detallada sobre la estabilidad de estos complejos,

lo cual no es objetivo de este trabajo, vease la referencia 55,
5.4 FOSFINA.

Para la fosfina,.PH3, se usé la siguiente geometria:
— 4 v — =0
dP-H — 20685 auo s {H—P“‘H - 9305
El conjunto éptimo de radios encontrado es:

bp = 2.3342 au. 3 bH = 1.3535 au. i bEXT = 3.546 au.
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En la tabla IX se compara nuestra distribucién de cargas con

el andlisis de poblacidn de Rothenberg, et al 56. El momento 4i

polar calculado usando la aproximacién de cargas puntuales, es

de 0.189 au., mientras que el valor experimental es 0.22 au.

Nuestro cdlculo predice una menor itransferencia de carga del —-

fésforo a los hidrégenos.

5.5 CONCLUSIONES.

1.~ Se ha presentado un nuevo formalismo para la distribu-~——
¢ién de las cargas intersticialAy exterior que se obtienen -
de céiqulos autoconsistentes por dispersién miltiple usando

la aproximacién estadistica al intercambio, lo que permite a

signar cargas atdmicas efectivas.

2.~ La distribucidn de cargas que se propone en este trabajo
constituye una mejora cbnsiderable sobre las propuestas ante
riormente, ‘pues no sélo toma en cuenta propiedades en las —-—
fronteras de las regiones atémicas, como la densidad superfi
eial o la reduccidn del drea de cada esfera en contacto con
1a regidn intersticial debido a la presencia de cortes con -
esferas vecinas, sino que también considera la geometria de
la molécula a iravés de las funciones;fl“n.y.fngT , lo cual
resulta ser de importancia segiin lo muestran los resultados

obtenidos.,
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3o0= Suponiendo un simple decaimiento exponencial para la ex-
tensidén de la densidad electrénica de una regidén atémica mas
alld de su dominio de definicidn, se han obtenido resultados
bastante aceptables comparados con los andlisis de poblacidn

de los cdlculos ab-initio.

4,- E1 poder distribuir las ecargas intersticial y exterior,
particulafmente ia primera de ellas, es muy dtil en cdleculos
de moléculas planas como el benceno, donde se tieme un volu-

men intersticial considerable.

5.- Una manera de obtener resultados mas aceptables, serfa -
tomar la misma forma que se utilizd en este trabajo para la
extensidén de la densidad, pero tomando en cuenta diferentes

exponentes para diferentes componentes de momento angular.

6.~ Pueden usarse diferentes formas funcionales para la ex—-
tensidn de la densidad, como por ejemplo cuadrados de funcip
nes de tipo atémico{gausianas, orbitales tipo Slater) o cua-
drados de las soluciones en la regidn intersticiail(funciones
esféricas de Bessel), con el objeto de comparar las distribu
ciones de carga que se obtengan con las de este trabajo, en~

contrando la dptima extensidn.

Te.= Una mejora 2 los resultados obtenidos es usar las correg
ciones por colas que se mencionan en la Wltima seccidn del ==

capitulo anterior,
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8.~ El poder tomar una extensién de la densidad, permite co—.
nocer la densidad de un dtomo en una molécula en todo el es-
pacio y esto permite calcular propiedades mono- y bi-electrd
nicas para una molécula, las cuales tienen comparacién difgg
ta con valores experimentales. De esta manera; este trabajo

puede ser el inicio de un esquema de cdlculo de estas propie
dades, partiendo de resultados obtenidos por dispersién mil-

'biple °
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: _CASE Y KARPLUS =~ ° ESTE TRABAJO
carcas | 0 =0 A= | h=2 | A=0 A= | L=
OXIGENO 0.825 0.147 | 0.008 | 0.820 | 0.015 | 0.003|
HIDROGENO | 0.064 0.015 | 0.000 | 0.066 | 0.016 | 0.000
pENSIDAD SUPERFICIAL | _{ =0 £ = A =2
OXIGENO 037773 0,01711 0.00247
HIDROGENO ) 012345 0.05938 : o.oooooﬁ

TABLA I. Distribucidn de carga toial por dtomo por componente
de momento angular y densidad superficial para el estado 2a1
de la molécula de agua

CASE Y KARPLUS ESTE TRABAJO
CARGAS A =0 H=2 | 0= b=0 | h=1 | L=
OX IGENO 0.032 0,825 0.006 0.032 0,820 0.006
HIDROGENO | 0.060 0,009 0.000 0.061 0,010 0,000

e L

bensmap supERFICTAT 7 =0 g = =2
OXIGENO UTOOTER 0.36042 0.00716
HIDROGENO 0.07483 0.02276 0.00000

TABLA II. Distribucién de cafga total por 4dtomo por componente
de momento angular y densidad superficial para el estado 1b
de la molécula de agua.

2
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Bste

Case & owitkesl
ATOMO Karplus Trabajo et al.
OXIGENO 8,801 8.755 8.330
HIDROGENO 0.600 0.623 0.835

TABLA III. Distribucidén de carga atémica para
la molécula de agua.

b 5 :
HF X;_ Tr;§Z§o Experimental
PIOMENTO DIPOLAR + +
(Debyes% 2,09 1.64 ¥ 0.02 2,13 1.85 ¥ 0.02
TABLA IV. Momento dipolar para la molécula de agua.
2) 1 au = 2.54177 Debyes.
b) Cdlculo Hartree-Fock.Ref.52 ,
e¢) Ref. 53 .
CASE Y KARPLUS ESTE TRABAJO
INTERSTICIAL INTERSTICIAL EXTERIOR
A =0 A= =0 A=1 | h=6 | £=1
CARBONO 0.76 83.10 0.82 90.48 0.39 42.97
IDROGENO 16,14 0,00 8.70 0,00 56.64 .| 0.00

TABLA V. Porcenbtaje de distribucién de las cargas 1nterst101a1 (0. 434
electrones) y exterlor (0,286 electrones) para el eéstado

3elu del benceno.
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TABLA VI. Porcentaje de distribucidn de las cargas intersticial (0.327

HIDROGENO

14,67 1.79

ST97 7

0.98

51.19

CASE Y KARPLUS ESTE TRABAJO
INTERSTICIAL INTERSTICIAL EXTERTOR
A =0 g= A =0 A2 | #=0 | £=1
ARBONO 0.73 | 82.71 0.79 | 90.26 0.37 | 42.23
6.21

electrones) y exterior (0.109 electrones) para el estado
3alg de la molécula de bencenos

ATOMO Este trabajo | ab-initio™
s 3.258 3.218
CARBONO p, 0,992 1.000
PPy 2,125 2,015
s 0.605 0.77T1
HIDROGENO
P 0,020 -

TABLA VII, Distribucién de cargas aitdmicas

por cada componente de momento

angular.

a) Referencia 54.
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DISTRIBUCION DE CARGAS

ORBITALES ESPIN I ESPIN |
Ru Clp Clt Ru Clp Clt
2a 0.963-| 0,036 | 0,001 | 0.948 | 0.051 | 0.001
208, 0.909 | 0.064 | 0.027 | 0.923%] 0.070%| 0.007%
4, 0.702 | 0.297 | 0.001 0.929 | 0.069 { 0,002
17by, 0.807 | 0.192 | 0.00L | 0,911 | 0.083 | 0.006
oy, 06321 | 0.015 | 0.664 | 0.862 | 0.032 | 0,106
b3, -09386 0.101 | 0.513 0.815 | 0.090 | 0.095
18by, 0.549 | 0,032 | 0.419 | 0.755 | 0,010 | 0.235
2la, 0.586 | 0,095 | 0319 | 0.730| 0.118 001527
95, 0.466 | 04346 | 0,188 | 0.678 | 0.253 | 0.069
12b,, | 0.476 | 0.372 | 0.152 | 0.728| 0.214| 0.058

orbitales '
beupados 6,165 1.550 2,285 1.871 0.121 0,008

EX=XE

éodos.los
bitales 6,165 1.550 2.285 8.279 0,990 0.731

TABLA X. Distribucidn de cargas entire los rutenios y cloros(pueg
teantes y terminales) para los 10 espin-orbitales mole--

_ 9 .

culares de mayor energia en Ru,C1, ( Blg)‘

a. Bspin-orbital mas alto ocupado.
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Este trabajo ab-initiod
HIDROGENO 1.013 1.0812
OSFORO 140961 14c7563

TABLA IX. Distribucidn de carga atémica -

para fosfina.
a) Referencia 56,
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APENDICE 1

BESFERICOS ARMONICOS.

En este apéndice se presentan las definiciones y algunas pro
piedades de los esféricos arménicos,ampliamente uzados en el --
texto. Como introdueccidn a su estudic, hablaremos de otras dos
funciones especiales: los polinomios de Legendre y los polino=—-

mios asociados de Legendre.

Al.l1 POLINOMIOS DE LEGENDRE.

Frecuentemente en problemas de Quimica Cudntica aparece el -

término ‘/TKZ, Este cociente se puede escribir como

1 ) - ! eeo(Al-1)
Oz ‘o, - i\ [gtyrn%-200G Cos@]"z

donde Y, y Y; son las magnitudes de los vectores I{ y L, respec
tivamente ¥ © es el dngulo que existe entre estos dos vectores.

R - 2
Factorizando Y, tenemos

B '\ﬁ gL,

e

donde hemos definido

-\}2

ﬂ(t,x\: (\— 2xkat?) eeo(A1=3)

1-G/¢% 5 X=t¢os9O A'"(“""')

Usando el teorema binomial, se expande el radical (Al-3) y =

se obtiene, despuds de un poco de élgebra, iz doble sumatoria -
o L[R2} X-2k )

(2X-2:0 X
8(*‘.7’0 - 7—- 7—' - \) 27 kY (- (- 20 —‘:..(Al 5)
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donde [R12] es igual a X2 si X es par y TAz)=(-Dlzsi A es -
impar. Esta serie converge para \t\<\. Definiendo los polinomics
de Legendre como

ezl

: " - i -2k
P,z(x)f: 2 (-\) (23- 20} X ...(a1-6)
, L

22k L(R- O (- 260

tenemos que

. ,Q |
Tt T T g P (R)

si Y¢>Y\. De esta manera, (Al-3) es la funcidn generadora de =.
los polinomios de Legendre. Es mas comin escribir el desarrollo

(41-7) de la siguiente maneras
o

V ' ,Q "woe -
et % L RO () R

siendo Y3 la mayor emtre Y, y Y\ ,Y; la menor entre estas dos
normas.
Otra manera de definir a los polinomios de Legendre €5 me—-—-

diante la férmula de Rodrigues gue es

& . ~
1A A
B (= TR AR (x=1)

eos(A1=9)
la cual resulta muy dtil en la evalumeidn.de integrales que in-
volucren a los polinomios de Legendre,

A partir de la funcién generadora se deducen relaciones de -

recurrencia y otras propiedades de estos polinomios. A continua
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€idn. presentamos algunas de ellas. Para su deduccién se pueden
consultar las referencias (57), (58), (59) y (60).

La conocida como relacidn de recurrencia pura es
(2N X B = (,h\)\?“.‘(x) + 4 qux) XS L..(A1-10)

Otras relaciones de recurrencia entre los polinomios de Lie-—

gendre y sus derivadas son:

%)“(x) - P/;ﬂ,\(x)t K_ZQH)%&X) .o (A1-11) -
P;_,\ (x) = -)PQ (x) % x PA' (%) .eo(A1-12)

(= x)B 0 = (R R B - (1R, ) - (a1-13)

Utlllzando estas tres dltimas, se obtiene la ecuacidén dlfe—-
rencial de Legendre de la cual son solucidn estos pollnomlos, y

tiene la forma
(-x) Peo=2x B ) + 2R+) R () =0 ...(a11s)
que puede escribirse como
%( [(\* 7(1)?’;()()] + A(R41) P&(x\ =0 ...(A1-15)\

o substituyendo x = cos O

'“:'\9 @\9[”& © OQ%%@]*J(M“%(CMQ)%Q'f-.(Al.;16)
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Los polinomios de Legendre forman un conjunto de funciones -
ortonormales en el intervalo [4,\] y con respecto a la funcidn

peso Wx)=| . Esto es

1\
_ 17
Ji\ PP, G0dx = SATe 5),_@ e (0227)

siendo ?Z%Tr la constante de normalizacién,
Estos polinomios forman un conjunto completo, de manera que
toda funcién "bien comportada" en el intervalo [-\ \] puede ex~

presarse COmo

‘?Uﬂ = i O(/Q %(ﬂ e.<(A1-18)
A-0 ‘

Por una funcién "bien comportada" se entiende que esta es ——-
suave y continua a trozos en el intervalo U-\,\| . En estas con
diciones, la suma (Al-18) converge.,.Multiplicando ambos 12808

de (A1-18) por Fidﬁ e integrando entre EJ‘\], +enemos
1\ 03' +\
Ji\ L0 E)(x)o\x = Z A, X PA(X)P,(K) Ax
d=0 =
¥ por la condicién de ortonormalidad

1 &

=Y Z ¢
J\\-;(X)P),(X3AK —;@1 2}_‘\53"\)
- =0

3
de manera que en la suma solo sobrevive el término .Qrﬂ s Obte-~

niendo la expresidén para el ,Q-ésimo coeficiente de la expan—---—
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sidn

oLy = 2)"\}\ S:(X)P(x)a\x ' oo (81-19)

Como se menciond§ anteriormente, .la férmula de Rodrigues y las
relaciones de recurrencia son herramientas muy valiosas en la -
evaluacidn de integrales de estos polinomios, Por ejemplo, la -
integral

\ ) -
= " = W (W- 2201
I\M,j ) _SQX %(x)@\x S (w3 (\N\*R*“E\‘...(Al-zo)

donde,
2w\ = 2" oo (A1-21)
_ R CATE C(a1-22)

se calcula usando las relaciones de-recurrencia.

Al.2 POLINOMIOS ASOCIADOS DE LEGENDRE.

Los polinomios asociados de Legendre se definen por

Wiz éLVA '
P (x) = (1= x%) TR P(x) | --(41-23)

y son solucién de la ecuacién asociada de Legendre

‘%[{\—xz) X KAL\*\)-

)‘3 -0 ceo(A1-24)
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la-cual al substituir x=cos O (Y(ero)= ®(S) ) toma la forma

Jul/\e a6 (A’W‘e Ao ) ¥ P(

Estas funciones, al igual que los polinomios de Legendre, —-

T
M\Nzg)@)-—o oo (A1-25)

forman un conjunto ortonormal en el intervalo Y_—\, \] Yy con res-—

pecto a2 la funcidén peso W (x)=)

+
w w __ 2 aw)l

L P (X)P&, (ndx = ST (o J),,ﬁ' .-+ (A1-26)

R

La paridad de los polinomios asgciados de Legendre es (-\)

WA Jaw A
B - =0 B0 ..o (A1-27)

Al.3 ESFPERICOS ARIONICOS.

La ecuacidn de Schroedinger péra campos de fuerzas centrales

es

[Wz + (E-V(v))]'q)(r,e,q)):o oo (A1-28)

Al 1llevar a cabo una separacién de variables

P, e,0)= RIOOE Hy)

se obtiene para la parte angular

A
4% de (Ane %%) _\';L@Mzé' C;?;z —U\(‘\*\)@@):o ore(A1-29)
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que puede separarse en su parte polar

A (e @) Ty | @ o

y acimutal

ﬂp e
Tt ¢

La ecuacién de la parte polar es la ecuacién diferencial aso

eeo(A1-30)

ciada de Legendre, ¥ por .lo tanto sus soluciones son

@}( 0= () (cone)

A2
donde G)(U”G) son los polinomios asociados de Legendre normali-

zados(ver ecuacién Al-26)

i3] 7 - T WA ’
@Q (Lerb) = '\[ %il %—%\ B (s ©) oo (A1=31)

Ias spluciones de la parte acimutal se obtiemen fécilmente

y son

@((_P)‘: @t;\mq’ .eo(A1=-32)

y forman un conjunto ostogonal . ‘
z(:\—\' . . .
Y -—,\'\N\‘L? ,&.VV\ZL? 'r‘_ . -
’ - . oo e .A.l—' -
L e Q d@g=2m QSW\\M , (A1-33)

De manera gque las funciones debidamente normalizadas son

, _ ey C L (a1-34)
éﬁ%ﬂ(te) - if;%?r {? 1-34
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Las soluciones completas de la parte angular son

>/L ()= @Wiam@) @M(q))' o (A1-35)

. -..¥ -reciben el nombre de esféricos.arménicos, los cuales han sido - - .

ampliamente usados en el fexto. En (Al-35), hemos definido

L: {l)\fn‘} ) ﬁ: (G)L{)) ees(Al=36)

Substituyendo (A1-31) y (Al-34) en (Al-35), tenemos -

V(G0 = (2RO o, o o }
/L_(\T) = (-V) '\l L\% UHY\:\“)\, E?(O%e)e eeo(A1=37)

. v“ - ‘
donde el factor CJ) es un factor de fase. A partir de la defi
nicién de los polinomios asociados de Legendre, puede verse que

,Q y W pueden tomar los siguientes valores

Aso 5 -Qgm<gR

Los esféricos armbnicos as{ definidos forman un conjunto or-

tonormal

Y @Y @ A= gy fons i

donde

dﬁ“ = AW e d@ct(? o eeo(A1=39)
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Estas funciones cumplen con las sigﬁientes propiedades:

- . AT
Y, @)= ()Y, () o2 (41-40)

Su paridad es (-\) lo cual puede verse al hacer una inver-—
gidén por el orlgen, pues entonces (O, LQ)‘*(\‘ S, (h\“\) lo cual ~

tiene el siguiente efecto

y,_ (Ef\*—‘ \/L('\“\' ©, QA1) = (-\)'2 \/L({;‘f‘) oo (81-41)

\/L(ff) - t—-\)) \/L(&} St Ir—-If oo (41-42)

con lo cual se demuestra la afirmacidn de gque su paridad es (~\){‘
Un teorema importante con respecto a los esféricos arménicos

es_el teorema de adicidn que establece

\ -
R ety = AN Y (-\x"“y ‘)\/4 &) - (41-43)

o usando (A1~40) s

P (Cerd) = )H\

~
donde ? es el dngulo entre las dos direcciones U, y U, .,

\/L (&\3 \/L%g &z) eoo(A1-44)

Los esféricos arménicos forman un conjunto completo, de mane
ra que una funcidn, -‘(Q'q), "bien comportada® puede desarrollar

se en series como
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‘&(&) = z OLLV\_ (ﬂ“) .o o (AL-45)

Por el teorema de adicidn, podemos escribir el desarrollo de

‘/Y}Z de la primera seccidn de este apéndice (ecuacidn Al-8)

como
\ -\ 47T E)’QY(@)\/?@) o (h1-46)
|, - i S - 2 3+ \ APYP AN S AN
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APENDICE 2

FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL.

En la separacidén de la ecuacidén de Schroedinger (Al-28), se

tiene para la parte radial

—'\-E ‘%. [Y‘l %{%] + [\{L~ J(—%_\—)]R: O oo (A2-1)

v

donde

K=TE-V] . (h2e2)

Si tomamos

V(r) = comstamte

-y hacemos la substitucidn

- Z(Kw)
Rke) oo

la ecuacidn (A2-l) se transforma en la ecuacidén de Bessel de -

orden ‘h‘\i @ entero)?27758:59,60 gy0 eg

S R [COR G N AT |

Las soluciones de esta ecuacidn son las funciones esféricas

de Bessel, La soluecidbn regular es

. . “k - R
/J)(X) (“7@ (xa—x) (M’V‘X) : .. (h2-4)
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¥ la irregular es la funciédn esférica de Neumann
Ly a o
N (.\._ (&u) L (aoo
N0 = = X (0, ” (82-5)

Las siguientes combinaciones son de particular interéds para

valores grandes del argumento

() .
'ﬁ\/\.(ﬂ:j}(x\ v JLY\A(X) oeo(h2-6)

() N .
0=, 0= ) e

gue reciben el nombre de funciones esféricas de Hankel,
Las expansiones en series de las funciones esféricas de Bes-

sel y Neumann son

: © kR
S (D27 (kDY xR ;
/\U(X) = \j ANEINETIIN] X ... (A2-8)

n)(x\: z (—\)k+)j-\\<.\<—})\. XZk”Q ;.(A2—9)
= kve (k-2
Usando la siguiente propiedad,
2'V\:\W\\. _ \
(Zws VDL (2

(A2-8) se puede esceribir como

o

: k
. (-1 X
)J,Q(X)‘ & k1 252042k

2k + R

ees(82-10)
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Cerca del origen estas funciones se comportan como

. X
J‘LQ(X)’U—X“—— : ...(A2-11)

-1Hy\
V‘\‘R(x\ ~ - (2;‘;“\\3 = .o (A2-12)

Sus expresiones asintéticas son

’\};Q(X\w.%—um(x— A?{E) eeo(A2-13)

n_}z(x)f\/" “Y\ Can{( X - J%I) .eo(A2-14)

" Las funciones esféricas de Bessel forman un conjunto oritonor

mal en toda la recta real y con respecto a la funcidn peso Wia=\

J‘ “h(x)«‘)))(x)eb&‘* ZM\ Iy .o (A2-15)

Si tomamos una solucidén regular y otra irregular de la ecua-

cién (A2-1) de una misma JQ, tenemos

Xy F2xd) [_x“-)zu;\)];g& =

.« (A2-16)

X+ 2xng + [ a0 =o
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Multiplicando la primera ecuacién por “1 3y la segunda por d&

¥ restando,
2y M : " ) S _
X (j,k nJ\ - /\)A n,.i ) ¥ ZX(")}“J{ ’JRY\;B—O
que puede escribirse como
. 2 . . - ) .
% Lx (s - 3, n,)j=o oe(h227)

¥, por lo tanto

» :)
':)’Qn; - “\h n\x = C/x* C e..(A2-18)

donde C:es una constante. El lado izguierdo de (A2-18) es el —-
wronskiano de las funciones jﬁ(x) ¥y Np(x) . A partir de las ex

presiones asintéticas (A2-13) y (A2-14), btenemos
-y _ o
’j) (X) ~ “;T CM(X* :RTZ\—\_ \) voo(A2-19)
) ~ A A veo(A2-20)
Y\‘R(x) o (X =) (

Substituyendo los comportamientos asintéticos de-dQ(X), de

Y\Q(x) y de sus respectivas derivadas, se encuentra que

De esta manera, usando la notacidn del Capitulo 2 para el —-

wronskiano , (A2-18) es

[-3,52(3(),) V\/Q tx)]: »%——L ves(A2=21)
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Cuando se tienen argumentos imaginarios, esto es, si

K= X

las soluciones se expresan como

. .
,A)(X)‘-“—.)L '3} (2 x) ..o (22-22)

Y =X 4
_ l(/Y(X) = A A )((\,Jz (.{x} eee(A2-23)

que reciben el nombre de funciones modificadas esféricas de Bes
‘sel y funciones modificadas esféricas de Hankel,respectivamente.

Para valores pequefios del argumento se tiene

B

. X »
A_/Q( X))o (z3+ ' .o (A2=24)
v | (ZRH)‘\.\. oo o (A2-25)

\<_R(X>’\J XA-H

mientras que para valores grandes,

v eX
‘J‘l(x) ~ 72 X o+ (A2-26)
k(j (X);\' e " ' , ..f(A2—27)‘ ,

De manera similar a como se obtuvo el wronskiano de las fun-
ciones esféricas de Bessel y Neumann, se puede evaluar el corres

pondiente entre las funciones modificadas., Este wronskiano es
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X
. ) -\
L/LJQ(X\) \<-R (x)] = -(——%;— .oo(£2-28)

Las funciones esféricas de Bessel,:Neumann y Hankel cumplen

con las siguientes relaciones de recurrencia
tQu\(X)* &M(x): ,ZL;,L %,Q(X) ... (a2-29)
)
B ‘h,\ ()= (2+1) “:QM (x)= (Z3+Y) -@lu) v« o(A2-30)
B AN AR%
%xix 'h (Y)]: X -&J-\(y) eee(h2-31)

%X{X—R‘h(‘ﬂ] = — )(“’Q .(-JH(X) ees(A2-32) |

donde 4} denota a cualquiera de estas funciones,
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APENDICE 3

VTEOREMAS DE EXPANSION.

En este apéndice se demwestran algunos de los teoremas de ex
pahsién usados en el texto. En la primera seccidén se demuestrs::
la expansidén de una onda plana en esféricos arménicos. En la sg
gunda seccibn se demuestran los teoremas de expansidn utiliza--
dos en la derivacidn de las ecusciones (2-33) y (2-34) del tex~

t0.

A3.1 LA EXPANSION DE UNA ONDA PLANA,

Una onda plana

0T

AR
Pury= e vea(A3-1)

es solucién de la ecuacién de Schroedinger para la particula 1i

bre

TV s K| Wen=0 ee(23-2)

2
donde ¥(23E » Debido a que los esféricos arménicos forman un -

conjunto completo, podemos proponer la expansién

ES1 A )

e = Z A, yL'er) | : ...T(A3-3)_'

y nuestra tarea consiste en encontrar la expresidén para los coe

ficientes A .
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Si tomamos al eje z paralelo a la direccién de ¥ ,tenemos

AN B AK FCead
€ = @ oea{A3=4)

Yy de esta manera eliminamos la dependencia de la parte acima --—
tal, debido a lo cuwal sélo aparecen los términos con m = O, Co-

mo

o Yz
\A (%) = (_Zk_\?:riv_\ PQ (Con©) ..o (A3-5)

la expansidn se reduce a

E)A\«rcme ; (2&4 \) % P,Q(W)@ e (23-6)

Multiplicando (43-6) por Fi,uou»e integrando entre —\ y *\

obtenemos

[Heim Py 00ax = 1(233%\)% X (0,00 dx

-~

gue por la propiedad de ortonormalidad de los polinomios de Le-

gendre se simplifica a
AKX “\|z
[T P oodn =20, [amein)

”7— + -x\&‘(‘x

B)‘-; [ \\(252“\] gmax <o (83-7)
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Para evaluar la integral que aparece en (A3-7), hacemos una
expansién en series de la exponencial [Y\:;k&?}

+\

\ . o . . ’
ANK 4 _/i_*) rL,‘) 3 A
S’HQ g(x)o\x = 023 T I‘X E(X)&x ..+ (A3-8)

La integral del lado derecho de (A3-8) serd diferente de ce-
ro si y sélo si el integrando es par y ‘j>/,Q. Como ‘?Q (%) es un
polinomio de grado_& ¢ las anteriores condiciones se pueden es-—

tablecer de la siguiente manera:
/) s =2k, 4> | ves(23-9)
de donde
J'u__ 2 -, k=2 Ay, ... ,..(AB-—J;O)

y al substituir en (A3-8) tenemos

4l P © z\< X ﬂ&\c XY}
: Kd¥e » o (A3-11)
f—\ e (x)AX = L Czk ] IX Potadxe -« (4311

Corriendo el fndice de la suma y usando la siguiente propie-

-\
dad de las funciones pares
AT nT
K LOOax = 25 Lo Ax
~T ) °o )
se llega a

AN
ANX _ AT (- \3 N : B
K—\e E(x)&% 7 A k RIS .Tz\:uz .»..(A?, 12)
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donde

Voozka?
- D
IZ\(-\.&, & - X x \.«Q (X3 A\X

s}
Esta integral puede evaluarse usande los resultados del apén

dice 1:

eee(A3=13)

‘T _ 2k s+ )\
Laat,§ 7 2% kY (2 vz 2V

que substituida en (A3-12) da

\ . o0 k Zk'\'-/Q
AR AR (- _
j‘“ e P)Q(XBA.X - 2.)\ Z; zkk\_ (2\(.\2&-\\)\,\_0"(A3 14) .

La sumatoria en (A3-14) es la expansidén en series de la fun-

cién esférica de Bessel de orden.&, con argumento ﬂfY&T. Por lo

tanto

i o |
jﬂe %(X\)o\x: 2 A “J/Q(YU oe . (43-15)

De este manera, el ~Q—ésimo coeficiente de la expansidén de =

una onda plana es

vz,
B)“—)& {L\'\\\‘ (ZJH\)] jX(K\F> oo o(A3-16)

Substituyendo este resultado en (A3~6), se llega a

<«

AW Cen® . S
= 2 J‘\Q (23+1) 3 R(KT) %(,Cose') .os(A3-17)
d=0
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Finalmente, usando el teorema de adicidén de los . esféricos ar

ménicos, obtenemos el importante resultado
AT

. . . ~ X .
e — 4T iL; A.& 1)0&\,) \/L(U)X(GQ .es(A3-18)

A3.2 QTROS TEOREMAS DE EXPANSTION.

Usando esféricos arménicos reales, podemos expresar la expan
sién de una onda plana, deducida en la seccidén anterior, en las

dos maneras equivalentes
LAtk (£ -m))
e =2 \\ZA o (\/\\Er 1)) Y (@, -1+ -+ (83299
\/L(\m
oK (E6,-T0)] ATWIn —AIKCE

e | ) e | e - .« (A3-20)
ZA "33»(\"@ Wo@) M) »(B&)X“i'\‘ix A )“(Kr)\/u @)Y, ()

Multiplicando ambos lados de (A3-19) por \QGKL integrando =
gobre el dngulo sélido (ia(y'usando la ortonormalidad de los es

féricos armdnicos, podemos escribir

LAWK (L~ EF\)]
X \/L(“‘Q o‘.\]& "\“Aj}(\(\[{ U"\)\/ (\T “T)e e (A3-21)

Efectuando este mismo procedimiento a ia ecuacidn'(A3—20),

ehcontramos .
LA A (sz U‘)] Vg
Xe YL (R) ik = (4TT)° P! 2k

oee{A3=22)

X Coo = (K0 A (K0 Yo @) Yo (&)
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donde

SRS ACH AT HTSET e

son los ndmeros de Gaunt,

Igualando (A3-21) y (A3~22), obtenemos
2-2
Jo (KT, tr\)Y,_m W)= 4T ), A X
L

.o (43-24)

.~R [0 : ' A A
%), A0l To R i (an) Yo @) Ve &
Por a;gumentos similares aplicados & la expansién
- BT . A N o o
€ =AM ) Ly (KO Y EYYVER--- ns-29)
C ) .

se obtiene el siguiente teorema de expansidn

. - N,
J:JQ (K\Ez‘w\\) \/L(@Y‘\) = A\ﬁ z(“ \\ ) A
L ‘

oos{A3=26)

o o . N A
X 2 CLL, U ~Ag (\"\Q\.,,\y’ (K‘f\) \/L’ (‘Tz} \/L" (&\3
5§ara la demostracidn de los siguientes teoremas, es necesa--
rio conocer la expansidn en esféricos armdénicos de una onda es-
férica. Para la deduccidn de esta expansidn se remite al lector
a la referencia (57). Esta expansién es

G, -
e
?\Lﬂ 1o, — o, | A\&Z{,\ (K\“)g’q(v\m }(cr)x -(83-27)
NG o>,

¥ para argumentos imaginarios
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(’ K‘B‘z" T\\)
€

e e E(—\sk (KR KE) L@V (R - a3-28)

n>Y

Al igual que con la expansidén de una onda plana, la corres—-

pondiente expansidn de una onda esférica se puede escribir de -

dos maneras diferentes, a saber

(K\x:rz o, - r.r;\) _

. .a(A3—29).
X g (KF5) VL (o, — m) \/L(:“rs) -t > 6

’ =K\, -1 -5 1)
' of, -6 - IF
e ? i

AT d, - 6| ZH) kx“mm "

eee(A3=30)
) . N — '
X_A:)n(\(\[&‘z- [Ib \) \/L“ (Ef\) VL_“ (EIL' U}) r\ >‘ \Effvfs\

El. teorema de expansidn'(A3-26) puede escribirse como
Je“+
M»(w D) Yoo (B T6) = 4T ), ()

«e{A3-31)
X 1 C “'\j’ (KYZXJ‘/Q (\/\‘3) \/L' (GZ> \]L (‘I33
que substltuldo en (A%~30) da -
: (- K1, - IO - Ws)
| e
e = LD 1] X
AT\ @, — U6, — | “‘\‘ka (K )\}L (‘T) -

}) 1Y . \ : A
VR0 Ky Yo ) V)
V>0 OO0
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Igualando (A3-32) y (A3-29) obtenemos el siguiente teorema -

de expansién

y, . | 21
kk (ke - ToY) YL(@E\) = 4N Z (-\) X
' v vea(A3-33)

X T 0oL K (RO (k) Yo () Yoo (&)
LY
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